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1. RAPPELS SUR LES OPÉRATIONS ENSEMBLISTES

Soit Ω un ensemble. A, B, C désignent des parties de Ω, (Ai)i∈I une famille de parties de Ω .

1.1. Définition

• A ∪B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A ou ω ∈ B} A ∩B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A et ω ∈ B}
• A = {ω ∈ Ω | ω /∈ A}
• A \B = A ∩B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A et ω /∈ B}

•
⋃
i∈I

Ai = {ω ∈ Ω | ∃i ∈ I, ω ∈ Ai}
⋂
i∈I

Ai = {ω ∈ Ω | ∀i ∈ I, ω ∈ Ai}

1.2. Propriétés

• A ∪ ∅ = A ; A ∩ Ω = A.

• (distributivité) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ; (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

• (distributivité)

(⋃
i∈I

Ai

)
∩B =

⋃
i∈I

(Ai ∩B) ;

(⋂
i∈I

Ai

)
∪B =

⋂
i∈I

(Ai ∪B).

• (Lois de Morgan) A ∪B = A ∩B ; A ∩B = A ∪B ;
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai ;
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai

• Soit X une application de Ω dans R : X−1
(⋃

i∈I
Ai

)
=
⋃
i∈I

X−1(Ai) ; X−1
(⋂

i∈I
Ai

)
=
⋂
i∈I

X−1(Ai)

1.3. Exercice Montrer que A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A \ C). ; (A \B) \ C = A \ (B ∪ C).

2. EXPÉRIENCES ALÉATOIRES

Une expérience aléatoire est un « phénomène » dont le résultat, non prévisible, appartient à un ensemble Ω appelé
univers des possibles. Un événement est un sous-ensemble de Ω : il est, en général, donné par une propriété
caractérisant ces éléments.

• Exemple 1 On lance un dé à 6 faces. Le résultat de l’expérience aléatoire est un nombre entre 1 et 6 :
l’univers des possibles est Ω = [[1, 6]] .« Le nombre obtenu est pair » est l’événement A = {2, 4, 6} .

• Exemple 2 Un joueur infatigable lance, sans s’arrêter, une pièce de monnaie. L’univers des possibles est
l’ensemble des suites infinies de Piles ou Faces : Ω = {(Un)n∈N∗ | ∀n ∈ N∗, Un ∈ {P, F}}
« Ne tirer que des Faces lors des k premiers lancers » est l’événement Ak = {(Un) ∈ Ω | ∀n ∈ [[1, k]], Un = F}
• Exemple 3 Un étudiant prend le métro pour se rendre au lycée.Il se rend à la station en 5 minutes, le trajet

en métro prend au moins 15 minutes. Enfin, il met 5 minutes pour sortir du métro et gagner la salle de classe.
Le résultat de l’expérience est la durée totale (métro + trajet à pied), en minutes, mise par l’étudiant pour effectuer
ce trajet. L’univers des possibles est Ω = [25,+∞[.
« L’étudiant met entre 30 et 35 minutes pour effectuer le trajet » est l’événement A = [30, 35].

3. TRIBU DES ÉVÉNEMENTS

A. Généralités
3.1. Définition

Soit Ω un ensemble, on appelle tribu sur Ω (ou σ-algèbre sur Ω) toute partie β ⊂ P(Ω) vérifiant les propriétés
suivantes :

(D1) Ω ∈ β
(D2) Si A ∈ β , alors A ∈ β

(D3) Pour toute suite (An)n∈N d’éléments de β ,

∞⋃
n=0

An ∈ β

Un couple (Ω, β) où β est une tribu sur Ω est appelé espace probabilisable, β est la tribu des événements.

3.2. Remarques {∅,Ω} et P(Ω) sont deux exemples de tribu sur Ω.
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3.3. Proposition

Soit (Ω, β) un espace probabilisable.

(P1) ∅ ∈ β
(P2) Si A ∈ β et B ∈ β alors A ∪B ∈ β, A ∩B ∈ β et A \B ∈ β

(P3) Pour toute suite (An)n∈N d’éléments de β ,

∞⋂
n=0

An ∈ β

3.4. Exercice On considère une suite infinie de Pile ou Face. Pour tout k entier entier naturel non nul, on note
Ak l’événement « ne tirer que des Faces lors des k premiers lancers » et Bk l’événement « obtenir un Pile pour la
première fois au k-ème lancer » .

1. Quelle relation existe-t-il entre Ak−1 et Bk ?

2. Exprimer Bk en fonction de Ak−1 et Ak.

3. Exprimer l’événement « ne jamais obtenir Pile » en fonction des événements Ak.

4. Exprimer l’événement « obtenir au moins une fois Pile » en fonction des événements Bk.

3.5. Définitions

- Deux événements A et B sont dits incompatibles si A ∩B = ∅
- ∅ est appelé événement impossible. Ω est appelé événement certain.

B. Tribu engendrée par une famille, par un système complet

3.6. Proposition-Définition

Soit S = (Bi)i∈I une famille de parties de Ω. L’intersection de toutes les tribus contenant la famille S est une
tribu, appelée tribu engendrée par la famille S.

3.7. Définition

Un système complet de Ω est une famille (Ai)i∈I de sous-ensembles de Ω telle que

-
⋃

i∈I Ai = Ω, et

- ∀(i, j) ∈ I, i 6= j ⇒ Ai ∩Aj = ∅.

3.8. Exemples

• Soit A un sous-ensemble de Ω : (A,A) est un système complet de Ω.

• On dispose de n urnes numérotées de 1 à n. L’urne numéro i contient i boules blanches et n − i boules
noires. On choisit une urne au hasard dont on tire une boule. Soit Ak l’événement « la boule tirée provient
de l’urne k ». le système (A1, A2, . . . , An) est un système complet.

• On considère une suite infinie de Pile ou Face. Pour tout entier k non nul on note Bk l’événement « obtenir
Pile pour la première fois au k-ième lancer » et on note B0 « ne jamais faire Pile » . Le système (Bi)i∈N est
un système complet.

3.9. Proposition

Soit S = (Ai)i∈I un système complet de Ω. La tribu β engendrée par S est l’ensemble des unions d’éléments
de S ; autrement dit β =

{⋃
i∈J Ai , J ⊂ I

}
.
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4. ESPACE PROBABILISÉ

A. Généralités
4.1. Définition

Soit (Ω, β) un espace probabilisable, on appelle probabilité sur (Ω, β) toute application
P : β → [0, 1] vérifiant

(D1) : P (Ω) = 1

(D2) : Pour toute suite (An)n>0 d’événements 2 à 2 incompatibles on a :

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An)

Le triplet (Ω, β, P ) est appelé espace probabilisé

4.2. Remarque Si (An)n∈N est un système complet d’événements alors, d’après (D2) :
+∞∑
n=0

P (An) = 1

4.3. Définition

- Un événement B tel que P (B) = 0 est dit quasi-impossible.

- Un événement B tel que P (B) = 1 est dit quasi-certain.

B. Cas d’un univers fini
4.4. Théorème

Soit Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} un univers fini et {a1, a2, . . . , an} n réels vérifiant :

∀i ∈ [[1, n]], ai > 0 et
n∑

i=1

ai = 1

Alors, il existe une unique probabilité P sur (Ω,P(Ω)) telle que pour i ∈ [[1, n]], P (ωi) = ai.

P est définie par : ∀A ∈ P(Ω) , P (A) =
∑

ωi∈A
P (ωi) =

∑
ωi∈A

ai .

4.5. Définition (hypothèse d’équiprobabilité)

Soit Ω un univers fini. Une probabilité P sur (Ω,P(Ω)) vérifie l’ hypothèse d’équiprobabilité si : pour tous
ω, ω′ de Ω : P ({ω}) = P ({ω′}).

4.6. Théorème

Soit Ω un univers fini. Il existe une unique probabilité P sur (Ω,P(Ω)) vérifiant l’hypothèse d’équiprobabilité.
Cette probabilité est définie par :

∀A ∈ P(Ω), P (A) =
Card(A)

Card(Ω)
=

nombre de cas favorables

nombre de cas possibles

4.7. Exercices

1. On dispose d’une urne contenant n boules rouges numérotées de 1 à n. On tire successivement p boules
(1 6 p 6 n).

a) Combien de tirages donnent p numéros en ordre strictement croissant ?

b) En déduire la probabilité d’obtenir p nombres en ordre strictement croissant.
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2. Soit n un entier naturel non nul. On écrit sur des bulletins toutes les parties possibles de l’ensemble
{1, 2, . . . , n} à raison d’une partie et d’un seule par bulletin. On place tous les bulletins dans une urne que
l’on mélange.

a) Dans le cas n = 4, expliciter les bulletins placés dans l’urne.

b) Dans le cas n entier naturel non nul, combien a-t-on placé de bulletin dans l’urne ?

c) On est toujours dans le où n est un entier naturel non nul. On tire un bulletin.

i. Soit k entier naturel tel que 0 6 k 6 n. Quelle est la probabilité d’avoir exactement k entiers sur le
bulletin tiré ?

ii. Quelle est la probabilité que le nombre 1 soit inscrit sur le bulletin tiré ?

C. Propriétés des probabilités

4.8. Propriétés

Soient (Ω, β, P ) un espace probabilisé ; A et B 2 événements.

(P1) : P (∅) = 0

(P2) : Si A ⊂ B , alors P (A) 6 P (B)

(P3) : P (A) = 1− P (A)

(P4) : P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

(P5) : P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)

4.9. Propriétés de la limite monotone

- Si (An)n∈N est une suite croissante d’événements (i.e. ∀n ∈ N, An ⊂ An+1), alors : P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= lim

n→+∞
P (An)

- Si (An)n∈N est une suite décroissante d’événements(i.e. ∀n ∈ N, An ⊃ An+1), alors : P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= lim

n→+∞
P (An)

4.10. Conséquences Pour toute suite (An)n∈N d’événements,

P

(
+∞⋃
n=0

An

)
= lim

k→+∞
P

(
k⋃

n=0
An

)
; P

(
+∞⋂
n=0

An

)
= lim

k→+∞
P

(
k⋂

n=0
An

)
4.11. Exercice On considère une suite infinie de Pile ou Face avec une pièce équilibré. On admet que la probabilité
de ne pas faire de Pile lors des k premiers lancers est 1

2k
. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un Face ?

5. PROBABILITÉS CONDITIONNELLES

Pour tout ce paragraphe, (Ω, β, P ) est un espace probabilisé.

5.1. Définition

Soit A un événement non quasi-impossible (P (A) 6= 0). Pour tout événement B, la probabilité conditionnelle
de B sachant A est :

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
.

5.2. Remarque Dans les anciens sujets, la probabilité conditionnelle PA(B) est souvent notée P (B/A).

5.3. Interprétation de la probabilité conditionnelle La probabilité conditionnelle de B sachant A est la probabilité
que l’événement B se réalise, sachant que l’événement que A est réalisé. Elle se détermine en général à partir de
la description de l’expérience.

5.4. Proposition

Soit A ∈ β tel que P (A) 6= 0. L’application
PA : β → [0, 1]

B 7→ PA(B)
est une probabilité sur (Ω, β).
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6. INDÉPENDANCE

Pour tout ce paragraphe, (Ω, β, P ) est un espace probabilisé.

6.1. Définitions

- Deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P si et seulement si

P (A ∩B) = P (A)P (B) .

- Deux sous-tribus S et T de β sont indépendantes si et seulement si tout événement A de S est indépendant
de tout événement B de T .

6.2. Proposition

Soient A,B deux événements.On suppose P (A) 6= 0. A et B sont indépendants si et seulement si

PA(B) = P (B).

6.3. Interprétation de l’indépendance

A et B sont indépendants si et seulement si la réalisation de l’événement A ne modifie pas la probabilité que B se
réalise. En particulier si A et B portent sur des épreuves indépendantes alors A et B sont indépendants.

6.4. Exercice Soit n > 3. On considère une urne contenant n boules numérotées de 1 à n. On tire simultanément
deux boules.

Pour tout i ∈ [[1, n]], on pose Ai : « tirer la boule numéro i ».
Montrer que pour i 6= j (i, j ∈ [[1, n]]) les événements Ai et Aj ne sont pas indépendants.

6.5. Proposition

Si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants ; A et B sont indépendants.

6.6. Proposition

Si (Ai)i∈I est une suite d’événements indépendants des événements de la suite (Bj)j∈J , Alors la tribu engendrée
par (Ai)i∈I est indépendante de la tribu engendrée par (Bj)j∈J .

6.7. Définition (indépendance mutuelle)

Les événements (Ai)i∈I sont mutuellement indépendants si et seulement si, pour toute partie J finie de I, on
a :

P

(⋂
i∈J

Ai

)
=
∏
i∈J

P (Ai)

6.8. Exercice On lance deux fois un dé. Soient
• A l’événement « au premier jet, le dé donne un nombre pair »
• B l’événement « au second jet, le dé donne un nombre pair »
• C l’événement « le total des deux jets est pair »

Les événements A, B et C sont-ils mutuellement indépendants ?

6.9. Proposition

Soit (Ai)i∈I une famille d’événements mutuellement indépendants, et (Bi)i∈I une famille d’événements telle
que pour tout i ∈ I, Bi = Ai ou Bi = Ai. Alors les événements (Bi)i∈I sont mutuellement indépendants.
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7. LES TROIS FORMULES DE PROBABILITÉS

Pour tout ce paragraphe, (Ω, β, P ) est un espace probabilisé.

A. Formule des probabilités composées

7.1. Théorème

Soit (Ai)16i6n une famille d’événements telle queP (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An−1) 6= 0. On a :

P

(
n⋂

i=1

Ai

)
= P (A1)× PA1(A2)× · · · × PA1∩···∩An−1(An)

7.2. Exercice Parmi n clefs deux ouvrent une porte. On essaye les clefs les unes après les autres jusqu’à ouvrir la
porte. Quelle est la probabilité d’ouvrir la porte avec la k-ème clef ?

B. Formule des probabilités totales

7.3. Théorème

Soit (Ai)i∈I un système complet d’événements. Pour tout événement B

P (B) =
∑
i∈I

P (Ai ∩B) =
∑
i∈I

P (Ai)PAi(B)

7.4. Remarque Pour la seconde égalité de la formule des probabilités totales on suppose, pour tout Ai, P (Ai) 6= 0.

7.5. Exercice On dispose de n urnes numérotées de 1 à n. Dans l’urne numéro i on place i boules blanches et n− i
boules noires. On choisit une urne au hasard. On tire une boule. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit
blanche ?

C. Formule de Bayes (ou formule de « probabilité des causes »)

7.6. Théorème

Soit (Ai)i∈I un système complet d’événements non quasi-impossibles (∀i ∈ I, P (Ai) 6= 0). Soit B un événement
non quasi-impossible. Pour tout j ∈ I

PB(Aj) =
P (Aj)PAj (B)

P (B)
=

P (Aj)PAj (B)∑
i∈I

P (Ai)PAi(B)

7.7. Exercice On considère la situation de l’exercice 7.5. La boule tirée est blanche. Quelle est la probabilité qu’elle
provienne de l’urne 1 ? de l’urne n ?


