
1 Rappels sur les variables discrètes
Exercice 1.1 Un joueur effectue 5 lancers indépendants d’une pièce Pile − Face. Pour chaque lancer, la probabilité
d’obtenir un Pile vaut p = 1

3 . On note X le nombre de Pile obtenus sur les 5 lancers.
1. En rappelant en détail le schéma de Bernoulli utilisé mais sans démonstration, justifier que X suit une loi

binômiale. Calculer son espérance et sa variance.
2. Rappeler la forme générale de la loi P(X = k) pour k = 0, . . . , 5 puis calculer la probabilité d’obtenir respecti-

vement 2 Pile, au moins un Pile. Quelle loi suit la variable Y = 5 − X ?
3. Le joueur gagne 3 euros par Face obtenu et perd 1 euro pour chaque Pile obtenu. On note B son bénéfice.

Exprimer B en fonction de X, puis déterminer si en moyenne le jeu lui est favorable.

Exercice 1.2 Chaque jour ou l’on met en route un appareil, il y a une chance sur 1000 que celui-ci tombe en panne
(les essais sont indépendants). On note X le rang de la première fois où la panne a lieu. On note pour i ∈ N∗, Xi la
v.a. valant 1 si l’appareil tombe en panne au i-ième essai et 0 sinon.

1. Déterminer la loi de X (on pourra s’aider des Xi), ainsi que sa valeur moyenne et sa variance
2. Pendant quelle période maximale peut-on garantir qu’une panne n’arrivera pas avec une probabilité d’au moins

90% ?

Exercice 1.3 Un loueur possède 10 véhicules. Il a constaté que la demande N de véhicules loués pour la journée
suit une loi de Poisson et qu’en moyenne sur cette période 5 véhicules sont loués. Pour certaines des questions de cet
exercice on pourra utiliser la table de répartition de la loi de Poisson en fin de sujet.

1. Que vaut la probabilité qu’aucun véhicule ne soit loué ? Qu’un véhicule soit loué ?
2. Qu’au moins 5 véhicules soient loués.
3. Quelle est la probabilité que le loueur ne puisse satisfaire la demande ?

Exercice 1.4 Chaque fois que Christophe tire sur la cible il a une chance sur 10 de l’atteindre. La deuxième fois
qu’il la touche la cible tombe. On note X le rang du lancer où il atteint la cible pour la deuxième fois et pour i ∈ N,
i ≥ 1, on note Yi la v.a.r. valant 1 si Christophe touche la cible au i-ième lancer et 0 sinon. On suppose les lancers
indépendants.

1. Pour n ≥ 2 fixé :
(a) Exprimer l’évènement {X = n} en fonction des évènements {Y1 + · · · + Yn−1 = 1} et {Yn = 1}. Ces

évènements sont-ils indépendants ?
(b) Quelle loi suit la variable Y1 + · · · + Yn−1 ? En déduire P(Y1 + · · · + Yn−1 = 1).
(c) Montrer que

P(X = n) = (n − 1)(1 − p)n−2p2

avec p = 0,1.

2. On rappelle que pour x ∈]0; 1[,
+∞�
n=0

xn = 1
1−x . En dérivant deux fois cette série terme à terme montrer que

+∞�

n=1
n xn−1 = 1

(1 − x)2 et
+∞�

n=2
n(n − 1) xn−2 = 2

(1 − x)3

3. En déduire que l’on obtient bien une loi de probabilité et que E(X) = 2
p .
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2 Variables aléatoires réelles à densité
Exercice 2.1 Soit F définie par :

F (x) =





0 pour x < 0
1/2 pour 0 ≤ x < 1
3/4 pour 1 ≤ x < 2
1 pour 2 ≤ x

Vérifier que F est la fonction de répartition d’une v.a.r. X et déterminer la loi de X.

Exercice 2.2 Soit F définie par :

F (x) =





0 si x < 1
x−1

4 si 1 ≤ x ≤ 5
1 si x > 5

1. Vérifier que F est la fonction de répartition d’une v.a.r. à densité X et déterminer la loi de X.
2. Calculer P(−1 ≤ X ≤ 3).

Exercice 2.3 Soit f définie par :

f(x) =





0 si x < −1 ou x > 1
x + 1 si −1 ≤ x ≤ 0
−x + 1 si 0 ≤ x ≤ 1

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Dans la suite X une v.a.r. de densité f .
2. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Calculer E(X) et Var(X).
4. Déterminer P (|X| > 0,5).

Exercice 2.4 (Loi de Rayleigh) Soit f définie par :

f(x) =
�

0 pour x < 0
k x.e−x2/2 pour x ≥ 0

avec k ∈ R.
1. Pour quelle valeur de k, f est-elle une densité de probabilité ? Dans la suite k sera égal à la valeur en question.
2. Calculer P (1 ≤ X ≤ 2).
3. Soit X une var admettant f comme densité. Déterminer la loi de Y = X2, ainsi que sa densité. Conclusion ? En

déduire E(Y ) sans calcul.

Exercice 2.5 (Loi de Pareto). Soit r et k deux nombres strictement positifs. On note f la fonction définie par f(x) = 0
si x < r et f(x) = krk/xk+1 si x ≥ r.

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Cette densité est appelée densité de Pareto.
2. Pour quelles valeurs de k une variable aléatoire X de densité f est-elle intégrable ? de carré intégrable ?
3. On admet que la répartition du revenu X suit une loi de Pareto. Déterminer la fonction de répartition de X, en

déduire le revenu médian r̄, et exprimer le paramètre k à l’aide du revenu minimum r et de r̄.

Exercice 2.6 Soit λ > 0 et X �→ E(λ).
1. Déterminer P(1 ≤ X < 3) et pour t ∈ R, P(X > t) et P(X ≥ t).
2. En déduire que pour t > 0 et s > 0, on a P(X ≥ t + s | X ≥ s) = P (X ≥ t) (On dit que la loi exponentielle est

sans mémoire).

Exercice 2.7 Soit λ > 0 et X �→ U([0,1]). Déterminer la densité de la v.a.r. Y = −ln(X)
λ sans calculer explicitement

sa fonction de répartition.
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Exercice 2.8 Déterminer le réel α tel que f : x �→ αe−|x| soit une densité de probabilité. Calculer alors l’espérance
et la variance associées à cette loi.(Première loi de Laplace.)

Exercice 2.9 On tire un nombre N au hasard selon la loi uniforme sur [0; 1].
1. Déterminer la probabilité que N appartienne à l’intervalle [0; 0,1[, [0,1; 0,2[, etc...
2. En déduire la loi du premier chiffre de N après la virgule.

Exercice 2.10 On considère un carré donc le côté X est une v.a.r. uniformément distribuée entre 2 cm et 3 cm, et
on note S la surface de ce carré. Calculer la moyenne et la variance de X et S (on calculera des expressions du type
E(Xk)).

3 Lois normales, log-normales
Exercice 3.1 Soit X �→ N (m; σ2). avec m = 1 et σ = 0,4.

1. Lecture directe : calculer P(X < 1,91), P(X > 0,82), P(0,82 < X < 1,91).
2. Lecture inverse : trouver les valeurs approchées de t telles que P(X < t) = 0,674, P(X ≥ t) = 0,791,

P(|X − 1| < t) = 0,866.

Exercice 3.2 Soit X �→ N (m; σ2).
1. Sachant que V ar (X) = 4 et P(X > 2) = 0,4 calculer E(X).
2. Sachant que E(X) = −2,5 et P(X < 0) = 0,9 calculer Var(X).

Exercice 3.3 1. Soit X une gaussienne centrée réduite et λ un nombre réel. Calculer E
�
eλX

�
.

2. Dans certains modèles financiers, le cours d’une action à une date future T est une v.a.r. ST qui suit une loi
log-normale, c’est-à-direque ST est de la forme ST = S0eZ , où S0 > 0 est une constante appelée cours spot
et Z suit une v.a.r. suivant une loi normale N (m, σ2). Quelle condition doivent-elles vérifier m et σ pour que
E (ST ) = S0 ? Calculer alors la variance de ST en fonction de σ.

Exercice 3.4 (Loi log-normale) On dit qu’une variable Y suit une loi log-normale de paramètres µ et σ2 si et seulement
sila variable X = ln Y suit une loi N (µ; σ2).

1. Montrer que X = m + σN avec N dont on précisera la loi. Déterminer une densité de Y .
2. Calculer P(0 ≤ Y ≤ 4) pour µ = 1, σ2 = 2.
3. Calculer l’espérance et la variance de Y .

Exercice 3.5 Soit une v.a.r. X qui suit une loi log-normale de paramètres (µ, σ2) (σ > 0). Déterminer la loi de la
v.a.r. Y = 1

X .

Exercice 3.6 Soit une v.a.r. X qui suit une loi normale centrée réduite et Y une v.a.r. telle que
P(Y = 1) = P(Y = −1) = 1

2 . On suppose X et Y indépendantes. Déterminer la loi de la v.a.r. Z = XY .
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4 Exercices supplémentaires
Exercice 4.1 Soit λ > 0 et X �→ E(λ). Déterminer la loi de aX +b où (a, b) ∈ R2, a > 0, ainsi que la densité associée.

Exercice 4.2 Un marchand de jouets suppose que le temps T en semaines que chaque jouet reste dans sa boutique
suit une loi exponentielle. Commenter l’hypothèse faite sur T (mémoire). Sachant qu’un article a 50% de chances
d’être vendu en quatre semaines, déterminer le paramètre de cette loi et calculer la probabilité qu’un jouet reste entre
cinq et six semaines dans cette boutique.

Exercice 4.3 Soit X �→ N (m; σ2). Soit b > 0 fixé.
Déterminer x tel que P(x < X < x + b) soit maximale. (On pourra étudier f(x) = P(x < X < x + b)).

Exercice 4.4 Un lot contient des pièces défectueuses dont le nombreX suit une loi normale N (m; σ2). On suppose
que P(X ≤ 235) = 58% et P(X ≥ 204) = 4%. Déterminer m et σ.
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1 Couples de v.a. discrètes, lois marginales, conditionnelles, espérance
conditionnelle

Exercice 1.1 Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires dont la loi est donnée par le tableau suivant :

X \ Y -1 0 1
-1 p/4 q/4 p/4
0 q/8 ? q/8
1 p/4 q/4 p/4

avec p ∈]0; 1[ et q = 1 − p.
1. Calculer P (X = 0, Y = 0) et les lois marginales de X et Y . Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Calculer E(XY ), E(X), E(Y ) et Cov(X, Y ).

Exercice 1.2 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de même loi, donnée par

P(X = 1) = P(X = −1) = 1
4 et P(X = 0) = 1

2 .

1. Déterminer la loi du couple (X + Y, XY ), ses lois marginales, E (X + Y ) et E (XY ).
2. Calculer Cov(X, X + Y ). Les variables aléatoires X et X + Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 1.3 Soit les points A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0) et D(−1; 0). On choisit au hasard un point parmi les points
A, B, C, D et on note ses coordonnées (X, Y )

1. Déterminer la loi de conjointe de (X, Y ) puis les lois marginales de X et Y . Les variables X et Y sont-elles
indépendantes ?

2. Calculer Cov(X, Y ). Remarque ?

Exercice 1.4 Un péage comprend deux guichets 1 et 2. Les nombres de clients, respectivement X1 et X2, passant par
les guichets pendant une durée donnée sont suppoés indépendants et suivent des lois de Poisson de moyennes λ1 > 0
et λ2 > 0. On note X = X1 + X2 le nombre de clients passant par le péage.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X1 sachant X = n. Remarque ?
3. Déterminer E(X1 |X) et vérifier le résultat en retrouvant E(X1).

Exercice 1.5 Soit (Xi) une suite de variables i.i.d. à valeurs dans N, intégrables et d’espérance µ, et N une variable
intégrable à valeurs dans N∗ telle que ∀n ∈ N, P(X = n) � 0. On suppose N indépendante de la suite (Xi) et on pose
pour n ∈ N∗, Sn =

n�
i=1

Xi.

1. Déterminer pour n ∈ N∗, l’espérance conditionnelle de SN sachant N = n et en déduire E(SN | N) et E(SN ).
2. On suppose que le nombre d’oeufs pondus par une grenouille suit une loi de Poisson P(λ) et que chaque oeuf a

une probabilité p ∈]0; 1[ d’arriver à éclosion. On note N le nombre d’oeufs pondus et X le nombre d’oeufs éclos.
(a) Déterminer E(X).
(b) Calculer la loi la loi conditionnelle puis l’espérance conditionnelle de X sachant N .

3. Dans la question 2 peut-on dire si SN et N sont indépendantes ?

Exercice 1.6 On effectue une suite de lancers indépendants d’une pièce avec P(Pile) = p ∈]0; 1[ à chaque lancer. On
note N le rang du premier Pile et on lance ensuite la même pièce N fois en notant X le nombre de Pile obtenus.

1. Déterminer E(X | N = n) puis E(X | N) et enfin E(X)
2. Déterminer la loi de X et retouver le résultat précédent.
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2 Couples v.a. continues
Le plan R2 est muni du repère orthonormé habituel.

Exercice 2.1 Soit les 4 points A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0), D(0; −1) et on considère le couple (X, Y ) de var. de loi
uniforme sur le carré C = (ABCD).

1. Faire un schéma et déterminer les lois marginales de X et Y . Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Calculer P(0 < Y < 2X).

Exercice 2.2 Soit λ > 0 et la fonction définie par ∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = λ2e−λx1{0<y<x}.
1. Vérifier que f est une densité sur R2. Dans la suite (X, Y ) est un couple de var de densité f .
2. Déterminer les lois des variables X et Y . Les var. X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Calculer P(X < Y ), P(Y < X) et P(Y < X/2).

Exercice 2.3 Soit λ, µ > 0 et (X1, X2) un couple de var à densité indépendantes de loi respectives E(λ) et E(µ).
1. Calculer P(X1 = X2) et P (X1 < X2).
2. Déterminer les lois de Y = Inf(X1, X2), Z = Sup(X1, X2).

Exercice 2.4 Soit (X, Y ) un couple de var à densité indépendantes de même loi. Calculer la densité de la var.
Z = X + Y si X et Y suivent la loi : a) U[0;1] b) N (0; 1)

Exercice 2.5 Soit f(x, y) = 21{0≤y≤x≤1}.
1. Montrer que f est la densité d’un couple de variables. Soit (X, Y ) un couple de variables de densité f .
2. Déterminer P(X < Y ) et P(Y > X).
3. Déterminer E(XY ) puis Cov(X, Y ).

Exercice 2.6 Soit σ1 > 0, σ2 > 0, et deux variables indépendantes, X �→ N (0; σ2
1) et Y �→ N (0; σ2

2). On pose
Z = X + Y .

1. Montrer que ∀(x, t) ∈ R2, x2

σ2
1

+ (t−x)2

σ2
2

= σ2

σ2
1σ2

2

�
x − σ2

1
σ2 t

�
+ t2

σ2 avec σ2 = σ2
1 + σ2

2 .

2. En déduire la loi de Z

3. Généraliser au cas où X �→ N (m1; σ2
1) et Y �→ N (m2; σ2

2)
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9 Statistiques à une variable

Exercice 9.1 Voici les relevé des scores d’une population de tireurs lors d’une campagne de tirs. La tableau montre
le nombre de tirs résussis sur 10 tirs :

Tirs au but 0 1 2 3 4 5 6
Nbre de tireurs 3 15 9 11 8 4 2

1. Compléter le tableau avec les effectifs cumulés croissants. Déterminer la médiane et la moyenne de la distribution.
Quels sont les avantages comparatifs de ces 2 paramètres de position ?

2. Déterminer la variance et l’écart-type de cette série.

Exercice 9.2 Dans une région l’étude des exploitations agricoles a conduit au tableau suivant représentant le nombre
d’exploitations en fonction de leur surface en hectare :

Surface en ha [0 ;2[ [2 ;3[ [3 ;4[ [4 ;5[ [5 ;6[
Nbre d’exploit. 15 25 30 30 5

1. Déterminer la population, caractère, type de caractère, ...

2. Déterminer la médiane de la série.

3. Calculer la moyenne de la série ainsi que sa variance et son écart-type.

Exercice 9.3 Un service des ressources humaines fait une étude statistique sur sa masse salariale S et trouve une
moyenne de 37000 e et un écart-type de 700 e. Pour faciliter les calculs le service pose Y = (S − 35000)/1000. Que
valent la moyenne, variance et l’écart-type de cette nouvelle série ?

Exercice 9.4 Le nombre de clients dans une boutique par jour sur une semaine donnée est fourni par le tableau
suivant :

Jour lun mar mer jeu ven sam
Nbre de clients 23 42 38 41 55 51

On étudie le caractère nombre de clients. Déterminer la moyenne, la variance et l’écart-type de la série.

10 Statistiques à deux variables

Exercice 10.1 100 fruits testés sont triés en fonction de leur poids en g et de leur qualité (”accepté” ou ”rejeté”).

P
P

P
P

P
P

PP
Poids

Qual.
Accepté Rejeté

[200; 240[ 8 23
[240; 280[ 7 45
[280; 360[ 4 13

1. Déterminer les caractères et types de caractères étudiés.

2. Déterminer la distribution de la variable ”Poids” ainsi que le poids médian.

3. Déterminer la proportion de pommes entre 240 et 280 g pour chacune des deux qualités. Les variables ”Poids”
et ”Qualité” sont-elles indépendantes ?

4. Peut-on dire d’après de test du khi-2 que la qualité est indépendante du poids au risque α = 5% ?

Exercice 10.2 Le tableau suivant présente le résultat d’une enquête sur les trajet domicile-travail dans une entreprise
suivant le mode choisi et le temps passé en heure.

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳❳
Mode

Temps
[0; 0,5[ [0,5; 1[ [1; 2[

Transport collectif 0,05 0,09 0,14
Transport individuel 0,25 0,24 0,23

1. Déterminer le temps moyen pour chacun des deux modes de transport.

2. On suppose que l’enquête a été réalisée sur un échantillon de 1000 personnes. Peut-on dire d’après de test du
khi-2 que la qualité est indépendante de l’unité de production au risque α = 5% ?
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Exercice 10.3 Voici les résultats d’une enquête sur les intentions de vote pour trois listes en fonction de la classe
d’âge :

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳❳
Liste

Temps
[18; 35[ [35; 50[ [50; 80[

Vers l’avenir 110 113 145
Pour la démocratie 127 120 220

En avant 57 41 67

1. Déterminer la proportion de personnes entre 18 et 35 ans pour chacune des listes. Les variables sont-elles
indépendantes ?

2. D’après de test du khi-2, les intentions de vote sont-elles indépendantes de l’âge au risque α = 5% ?
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Exercices de statistiques

11 Tests d’adéquation à une loi

Exercice 11.1 Dans une petite ville on recense pendant une année les nombres de naissances suivants :

Saison Printemps Été Automne Hiver
Naissances 27 20 8 33

A l’aide d’un test, déterminer si au risque de 1ère espèce α = 5%, on peut affirmer que le nombre des naissances est
indépendant de la saison.

Exercice 11.2 Au cours d’un contrôle qualité, un technicien a effectué les relevés suivants :

Nbre de défauts 0 1 2 3 4 5
Nbre pièces 11 13 14 10 2 0

Le technicien sait que le nombre de défaut suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0.

1. Calculer le nombre moyen de défauts et en déduire une estimation de λ (on ne tient pas compte de la dernière classe).

2. Tester l’ajustement de l’échantillon à cette loi au risque de 1ère espèce α = 5%.

Exercice 11.3 Un générateur de nombre aléatoires génère des nombres selon une loi uniforme entre 1 et 2. Voici un
échantillon produit :

1,42 1,89 1,39 1,77 1,4 1,8 1,75 1,38 1,22 1,79

En utilisant le test de K-S, pouvez-vous dire si ce générateur est fiable au risque de 1ère espèce α = 5% ?

Exercice 11.4 Voici 6 notes de DS parmi des copies corrigées par un enseignant :

10.5 3 9 7 12 16

Celui-ci affirme que les notes suivent une loi normale de moyenne m = 10 et d’écart-type σ = 4. En utilisant le test de K-S,
pouvez-vous dire d’après cet échantillon si son affirmation est fiable au risque de 1ère espèce α = 5% ?
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Table du khi-2
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Table de Kolmogorov-Smirnov
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