51 LECONS

POUR LA PREMIERE EPREUVE

ORALE D'EXPOSE






Coécrit par JAMAL KARMATI et SEVAN POLTEAU

51 LECONS

POUR LA PREMIERE EPREUVE

ORALE D'EXPOSE

AGREGATION INTERNE/CAERPA
MATHEMATIQUES

DUNOD



Création graphique de la couverture : Hokus Pokus Création

le pictogramme qui figure ci-contre
mérite une explication. Son objet est
d‘dlerter le lecteur sur la menace que
représente pour |'avenir de |'écrit,
particuliérement dans le domaine

d'enseignement supérieur, provoquant une
baisse gbrutu|e des achats de livres et de
revues, au point que la possibilité méme pour

les auteurs J:O créer des ceuvres
nouvelles et de les faire éditer cor-

de Iédition technique et universi-
taire, le développement massif du
photocopillage.
Le Code de ?m propriété intellec-
tuelle du 1% juillet 1992 interdit
en effet expressément la photoco-
pie & usage collectif sans autori-

sation des ayants droit. Or, cette pratique
s'est généralisée dans les établissements

LE PHOTOCOPLLAGE
TUE LE LIVRE

rectement est aujourd'hui menacée.
Nous rappelons donc que toute
reproduction, partielle ou totale,
de la présente publication est
interdite sans autorisation de
I'auteur, de son éditeur ou du
Centre frangais d'exploitation du

droit de copie (CFC, 20, rue des
Grands-Augustins, 75006 Paris).

© Dunod, 2020
11 rue Paul Bert, 92240 Malakoff
www.dunod.com
ISBN 978-2-10-080455-9

le Code de la propriété intellectuelle n’autorisant, aux termes de I'article
L. 122-5, 2° et 3° a), d'une part, que les « copies ou reproductions strictement
réservées & |'usage privé du copiste et non destinées & une utilisation collective »
et, d’autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et
d‘illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle faite
sans le consentement de I'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est
illicite » (art. L. 122-4).

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constitue-
rait donc une contrefagon sanctionnée par les articles L. 3352 et suivants du
Code de la propriété intellectuelle.



Lecon
Lecon
Lecon
Lecon

Lecon

Lecon

Lecon
Lecon

Lecon

Lecon

Lecon
Lecon
Lecon
Lecon
Lecon

Lecon

Lecon
Lecon
Lecon

Lecon

Lecon

Lecon

Table des matiéeres
Lecons d’algebre et de géométrie

101 - Groupes monogenes, groupes cycliques. Exemples...........cc...cccooeeee. 3

102 - Permutations d’un ensemble fini. Groupe symétrique. Applications....8

103 - Anneau Z/nZ. ApplHCations..........cccovieviiriieiieiieieeeiieeeieeeiie e 13
104 - Nombres premiers. Propriétés et applications.............ccccceviiiinniiiine. 18
107 - Dimension d’un espace vectoriel admettant une famille génératrice

finie. Rang d’une famille de vecteurs.........c.ccouvvieviiiieiiiiineeineieeen, 23

109 - Formes linéaires, hyperplans, dualité. On se limitera a des espaces

vectoriels de dimension finie. Exemples.........cccoooooiiiiiiiiiiiinii . 29
110 - Polynoémes d’endomorphismes en dimension finie. Applications........ 35
113 - Déterminants. ApPpPliCAtionS..........uvviiiiieeiiiiieeiiiin e e e e e e 41
120 - Endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien.

APPHCALIONS. ¢ ettt 47
123 - Isométries du plan affine euclidien, décomposition canonique.

APDPHCALIONS. cc ettt 55
128 - Barycentres. Applications........couuuuiiiiiiiiiiiiiinieiiiiiiiiie e, 61
131 - Applications affines en dimension finie. Propriétés et exemples......... 67
137 - Droites et cercles dans le plan affine euclidien..................ccniinn. 75
143 - Polynoémes a une indéterminée a coefficients réels ou complexes....... 79
144 - Notion de rang en algebre linéaire et bilinéaire. Applications............ 86

151 - Réduction d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension

finie. Applications. (On supposera connues les notions de valeurs

propres, vecteurs propres et Sous-eSpace ProPres)..........ccccceveeeeeeeeeeee. 93
158 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications............ 101
163 - Endomorphismes diagonalisables. Exemples et applications............ 108
165 - Idéaux d’un anneau commutatif. Exemples...........ccc.cccoviiiiiiniinnnnnn. 114

166 - Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps
commutatif. Applications...........coeeiiiiiiiiiiiiieiiiie e 121

167 - Groupe des nombres complexes de module 1.
Sous-groupe des racines n-emes de l'unité.........cccooooeieiiiiiini. 126

169 - Structures quotients dans divers domaines de 1'algebre................... 133



Lecons d’analyse et de probabilités

Lecon 201 - Etude de suites numériques définies par différents types de récurrence.
APPHCATIONS. .ttt 145

Lecon 202 - Séries a termes réels positifS.......ccoooviiiiiiiiiiiiiiiii 151

Lecgon 203 - Séries a termes réels ou complexes : convergence absolue, semi-
convergence. (Les résultats relatifs aux séries & termes réels positifs

SONt SUPPOSES COTIIUS ) .vvveeeeeeaiiiiiiiiiieeeeeeeeeaaiititeeeiii e e e e eeeeeeenennnens 158

Lecon 204 - Espaces vectoriels normés de dimension finie, normes usuelles,

équivalence des normes. Applications..........cccceiniiiiiiniiniiiinienn, 163

Lecon 206 - Parties compactes de R"™. Fonctions continues sur une telle partie.

Exemples et applications..........ocuiiiiiiiiiiiiiinii 169
Legon 207 - Théoréme des valeurs intermédiaires. Applications............cc............ 174
Lecon 209 - Séries de fonctions. Propriétés de la somme, exemples.................... 179

Lecon 210 - Séries entieres de variable réelle ou complexe. Rayon de convergence.

Propriétés de la somme. Exemples..........ccoovviiiiiiiiiiiiiiniiniin, 184

Lecgon 212 - Série de Fourier d’une fonction périodique ; propriétés de la somme.
EXEIMIPIES. ..ttt 191

Lecon 213 - Exponentielle complexe, fonctions trigonométriques et hyperboliques,

187030 010) 4 < T SO 199

Lecon 216 - Théoremes des accroissements finis pour une fonction d’une ou

plusieurs variables réelles. Applications.............cceeeviiiiniiiineiinneennnn. 205
Lecon 217 - Fonctions convexes d’une variable réelle. Applications.................... 209

Lecon 218 - Différentes formules de Taylor pour une fonction d’une variable réelle.

APPHCALIONS. ¢ ettt 215

Lecon 220 - Méthodes de calculs approchés d'une intégrale. Majoration ou
estimation de Perreur.........oooooiiiiiiiiiii 220

Lecon 221 — Intégrale impropre d’une fonction continue sur un intervalle de

(Pintégration sur un segment étant supposée connue). Exemples....227

Lecgon 223 - Intégrales dépendant d'un parametre. Propriétés, exemples et
Fo 0] oY N e%: i (o) s 1< PO PPN 233

Lecon 224 - Equations différentielles linéaires d’ordre deux :

2" + a(t)z’ + b(t)x = c(t), ou a, b, c sont des fonctions continues sur

un intervalle de R, & valeurs réelles ou complexes..............ceeevevnnnnn. 240

VI



Lecon 225 - Systemes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients

constants. Exemples..........oooooiiiiiiiiiiii 248

Lecgon 227 - Fonctions de plusieurs variables : dérivées partielles, différentiabilité,

fonctions de classe C™. Exemples.......cooeeiiiieeiiiiiiieiiee e 256
Lecon 228 - Extremums d’une fonction de plusieurs variables réelles.................. 263
Lecon 231 - Espérance, variance et loi faible des grands nombres. Applications. 269
Legon 235 - Exponentielles de matrices. Applications............ccceuvvivieeieiiiiiinennnn.. 274
Lecon 237 - Construction de I'intégrale et lien avec les primitives...................... 279
Lecgon 244 - Inégalités en analyse et en probabilités.

Par exemple : Cauchy-Schwarz, Markov, Jensen..............ccc..cceuunn..e. 286
Lecon 256 - Vitesse de convergence. Méthodes d'accélérations de convergence...292

Lecon 260 - Variables aléatoires discretes, couples de variables aléatoires discretes.

Covariance. Exemples d’application...........cccooeiiiiiiiiiniiiiiinniinnne, 302
Lecgon 262 - Etude métrique des courbes planes..............ccocvovveeeeeeeoeeeeeseeenannn. 309
Lecgon 265 - Inversion locale, difféomorphismes. Applications...........c...cceeevneennn.e. 315
Lecon 266 - Applications linéaires continues, normes associées. Exemples.......... 320

Développements

D1 - Groupe des isométries dul CUDE........ccuuiiiiiiiiiiiiii e 331
D2 - Ellipse inscrite dans un triangle.........ccoooeviiiiiiiiiiiniiii e 334
D3 - Polynémes de Tchebychev et méthode d’approximation d’intégrale............. 338
D4 - Triangle inscrit dans deux Cercles..........coouuuiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin e, 343
D5 - EQUivalence des MOTIIES. ..........voveeoeeeeeeeeeeeeee oo 346
D6 - Une méthode de Newton sur R™........cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiis e 349
D7 - Théoréme de Bohr-Mollerup (par la méthode d’Artin)...........oeeveeeeieeeeeiinee. 354
D8 - Approximation de 7w par des méthodes de Monte-Carlo...........cccceeeevverernnnnn... 358
D9 - Méthode de Box-IMuUller.........cccouiiiiiiiiiiiiiiiiiiin e 364

VII



VIII



Avant-propos

Nous avons souhaité par cet ouvrage partager notre travail et notre réflexion
sur le premier oral de ce concours exigeant qu’est 1’Agrégation interne de
mathématiques. Toutes ces lecons ont été travaillées pendant notre année de
préparation au concours. Nous avons pu, pour beaucoup d’entre elles, les
présenter devant les autres agrégatifs ainsi que les professeurs qui nous ont
préparés au concours en nous apportant de nombreux conseils avisés. Nous
avons, jusqu’aux derniers moments avant le jour J, corrigé, peaufiné,
amélioré celles-ci et ce travail discipliné nous a permis a tous les deux de
réussir ce concours.

Dernierement, nous les avons nourries, corrigées et agrémentées de

commentaires que nous jugeons utiles a la compréhension des sujets.

Déroulé de ’épreuve d’oral de lecon

- Tirage au sort (dans la bibliothéeque du concours) d’un couple de sujets, il
faudra en choisir un seul a présenter. Le jury découvrira votre choix lors de
votre passage 3 heures plus tard.

- A partir de ce moment, vous pouvez prendre avec vous vos livres ou
emprunter des livres de la bibliothéque qui sont en libre service.

- Dés que vous serez préts, vous serez placés dans une salle avec un
ordinateur par candidat et des feuilles de brouillon.

- Quelques minutes avant la fin des 3 heures, quelqu’un vous ameénera
devant la salle de votre jury. Votre oral commencera exactement 3 heures
apres avoir tiré votre sujet.

- Quand le jury vous lindiquera, vous aurez 15 minutes pour présenter
votre plan au tableau (avec vos brouillons) puis 15 minutes pour présenter
votre développement (sans vos brouillons). Le jury n’interviendra pas, sinon
en comptable du temps (a ’Agrégation interne, c’est vous qui choisissez le
développement que vous présentez au jury). Vous n’aurez pas le droit

d’effacer votre tableau pendant ces 30 minutes.
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- La présentation du développement commence tout de suite apres la
présentation du plan, pour une durée de 15 minutes.

- La fin de I’épreuve sera dédiée aux questions du jury, selon le temps qui
reste (environ 25 minutes). C’est I'occasion pour le jury de vérifier la bonne
compréhension de votre plan, des résultats énoncés, de votre développement
et parfois de vous laisser la possibilité de corriger les coquilles. Le jury
pourra ensuite vous proposer des petits exercices sur le theme du sujet

choisi.

Choix des auteurs

Lors de cet oral, I'objectif est d’organiser les notions du vaste programme
qui sont en lien avec le sujet tiré pour les présenter dans un plan cohérent.
Sans recul, le risque est de ne proposer qu’une succession de résultats sans
réel projet. Ainsi, un travail de préparation approfondi permettra de mieux
comprendre ces notions et surtout de saisir les connexions qu’il peut y avoir
entre elles. C’est pour cela que les lecons que nous proposons seront souvent
d’un niveau exigent. Il est important de préciser qu’un jour d’oral, il est trés
rare de réussir a refaire exactement ce qui a été préparé durant I’année. Lors
du passage, il est possible d’oublier des exemples ou une application qui a
été préparée mais si la legcon a été travaillée minutieusement, 1’ensemble

restera solide et gardera tout son sens.

A quel niveau se placer 7

C’est une question trés importante que nous nous sommes souvent posée.
Les rapports de jury des dernieres années sont disponibles sur internet et
donnent de nombreux conseils. Et sur cette question, ils sont unanimes : il
faut présenter un contenu qui est maitrisé (sans toutefois se placer & un
niveau trop élémentaire pour pouvoir prétendre & la moyenne). Il est
dangereux d’énoncer des résultats sans bien comprendre leur sens car si
certains de leurs points clés ne sont pas identifiés, le jury pourra alors

facilement relever les incohérences.



Comment utiliser cet ouvrage ?

Nous proposons ici des plans de legcons que nous avons fait évoluer petit a
petit lors de notre année de préparation. Nous avons souhaité partager
notre réflexion a ’aide de commentaires en introduction et a 'intérieur du
plan de chaque lecon, ceci afin que chaque lecteur puisse comprendre au
mieux nos choix. En effet, le temps de présentation & l'oral (3h) est trop
court pour pouvoir étre exhaustif. Il faut emmener votre lecon vers des
objectifs clairs et parfois éliminer des théorémes intéressants mais non
indispensables a votre propos.

Nous pensons qu’il faut mener une vraie réflexion sur le plan : vers quel(s)
résultat(s) important(s) va-t-il nous mener 7 Quelles sont les applications de
cette notion 7 Pourquoi une lecon sur ce theme la 7 Quelles sont les raisons
d’étre de ces notions 7 Ainsi, on peut parfois construire des plans en
rapport avec l'histoire de la notion étudiée, ou bien, la penser pour mettre
en avant la puissance d’un outil central (comme la réduction de matrices).
Nous vous conseillons de comprendre la construction de ces lecons, leur
logique, afin de les adapter a vos connaissances et ainsi construire vos
propres lecons que vous défendrez bien mieux devant un jury. Il faudra en
général éliminer des exemples, des remarques ou des applications quand ils
sont trop nombreux. En effet, nous avons parfois souhaité enrichir le plus
possible certaines lecons pour que le lecteur puisse avoir le choix de
I’illustration de son propos.

Conseils pour le temps de préparation a ’oral (3h).

- Une fois le sujet choisi ébauchez un plan tres rapidement en vous basant
sur vos souvenirs et vos connaissances.

- Choisissez votre développement.

- Utilisez ensuite les livres dont vous avez besoin pour reconstruire votre
plan plus précisément mais sans forcément détailler les énoncés.

- Ecrivez votre lecon détaillée et travaillez votre développement.

- Répétez votre développement autant que nécessaire.

- Entrainez-vous & écrire la lecon sur feuille comme si vous étiez au tableau
(cela vous aidera a savoir ce qu’il faut garder ou éliminer).

- Réservez 15 min en fin de préparation pour réviser votre passage.

Bien siir, tout ceci implique d’avoir travaillé un bon nombre de legons au
préalable. Il est tres difficile de faire des choix rapidement quand on n’y est
pas habitué. Dans I’idéal, vous n’aurez qu’a réécrire un plan déja travaillé

durant ’année !
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Conseils pour le passage au tableau a ’oral (55 minutes)

- II est indispensable de diviser son tableau en colonnes afin de maximiser
lespace d’écriture. Présenter vos brouillons avec un format paysage trois
colonnes vous permettra de vous y adapter.

- La présentation du plan doit contenir les résultats importants, les
exemples significatifs et les titres de vos parties. Les énoncés importants
devront étre rigoureux, précis et complets. Ne soyez pas trop exhaustif au
tableau. Nous conseillons d’utiliser quelques abréviations et il est par
exemple possible d’écrire un nom de théoreme sans en détailler le contenu
s’il n’est pas central dans la legon. Seuls de nombreux entrainements en
conditions réelles vous permettront de trouver le juste milieu sur les choses
a écrire et sur celles a annoncer a 'oral.

- Bien sfir, il faut s’exprimer clairement et essayer d’écrire proprement au
tableau malgré le temps limité. Le jury appréciera certainement que vous
sachiez expliquer simplement votre plan et son articulation et que vous
sachiez insister sur les résultats importants et abréger les résultats

secondaires.

De maniere générale, nous évitons d’utiliser des abréviations dans cet
ouvrage pour éviter les confusions mais cela améliore parfois la lisibilité du
texte. Ainsi, la liste des abréviations et notations utilisées dans cet ouvrage
est présentée page XIV.

En revanche, nous pensons qu’en présentant une lecon a l'oral, il faut,
lorsque c’est nécessaire, utiliser des abréviations en précisant oralement

leurs signification.
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Trame d’une lecon

Rapports de jury

Vous trouverez dans cette section tous les extraits de rapports disponibles
qui évoquent cette lecon a I’Agrégation interne.

Nous avons parfois inséré des extraits de rapports du concours externe
lorsque cela paraissait pertinent. Ils donnent souvent de précieuses
informations sur les attentes du jury concernant la lecon.

Nos commentaires sur la lecon

Dans cette section, nous avons partagé nos réflexions sur la lecon, son plan,
ses enjeux, ses écueils éventuels et parfois I’historique des notions
considérées.

Il peut étre intéressant de les consulter pour comprendre certains de nos
choix.

Prérequis

Cette section n’a pas vocation a étre exhaustive bien sir car il est
impossible de I’étre. Il n’est pas obligatoire de donner les prérequis lors de la
présentation orale. Nous avons tout de méme souhaité signaler certaines
notions ou résultats utilisés.

Plan de la lecon

Ci-dessous, voici I’explication de la structure physique des éléments que
contient chacune de nos lecons.

- Références

Dans la grande majorité des énoncés, nous indiquons la référence du (ou
des) ouvrage(s) dont ils sont issus ou inspirés. La liste des références
utilisées est disponible dans la bibliographie. Lorsque la référence commence
par un tilde ([~REF]), nous indiquons que l’énoncé proposé peut étre
différent de la référence.
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- Théorémes, propositions, définitions, lemmes, corollaires

Ils sont mis en valeur avec une bordure grise et un titre encadré.

Théoréme [REFERENCE n°1]&[~REFERENCE n°2]

L’énoncé du théoréme est tres proche de la référence n°l1.
Le résultat est proche de la référence n°2 mais le contenu et

I’énoncé peuvent étre différents.

- Exemples, contre-exemples et exercices

Ils ne sont pas mis en valeur par une bordure grise. Les exemples et contre-
exemples permettent d’illustrer directement un résultat ou peuvent
notamment expliquer l'importance de certaines hypothéses dans un
théoreme. Les exercices peuvent étre donnés a des étudiants pour s’entrainer
sur la notion, pour la manipuler. Il faut savoir résoudre les exercices et
expliquer ou prouver les exemples que vous proposez.

A D'Agrégation interne, il est attendu des candidats une certaine culture
mathématique. Les exemples et exercices seront la pour montrer que vous
connaissez, maitrisez et savez insérer intelligemment des résultats classiques

dans vos plans.

- Applications

Une application est un résultat intéressant qui découle d’un théoréeme ou
d’une suite de résultats du plan. De maniere générale, les applications
seront présentées comme un aboutissement possible des notions présentées
(notamment lorsque cela est précisé dans le titre). Il ne faut pas les
confondre avec les exemples qui ne font qu’illustrer un résultat et
n’apportent « rien de plus ». Celles-ci sont mises en valeur au méme titre

que les théoremes, propositions...
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- Remarques et commentaires dans le plan

Ceux-ci apportent des précisions sur les résultats qui viennent d’étre
donnés. Les remarques peuvent étre écrites lors de la présentation car elles
sont souvent la pour ajouter du sens et de la cohérence au plan. Les
commentaires, eux, n’ont pas vocation a étre écrits au tableau. Ils sont
notés dans une autre police, plus petite et ils sont trés souvent entre
parenthéses. Nous les avons utilisés pour donner des précisions sur un
résultat, expliquer l'articulation du plan ou ajouter quelques informations

qu’il peut-étre utile d’évoquer a l’oral ou d’en avoir connaissance.

Remarque [REF]

Une remarque peut étre écrite si elle est jugée essentielle.

(mais un commentaire n'est la que pour donner quelques précisions)

- Développements

A DAgrégation interne, c’est le candidat qui choisit quel développement pré-
senter au jury. Nous proposons dans chaque lecon un développement a pré-
senter et souvent nous proposons des développements alternatifs possibles.
Nous détaillons la résolution de certains développements dans la troisiéme
partie de ce livre en indiquant les lecons dans lesquelles ils peuvent s’inté-
grer (leur numéro est souligné si le résultat peut étre développé face au

jury). Leur numéro est indiqué a coté de la référence de I'ouvrage.

Développement [REFERENCE]&D1

C’est le développement que nous pensons étre le plus adapté a
la legon. Il est sur fond gris foncé. C’est le développement 1 qui

a pour référence D1.

Développement alternatiff [REFERENCE|&D5

Ce développement peut aussi étre présenté dans cette lecon. Il
est sur fond gris clair. C’est le développement 5 qui a pour

référence D5.

Si, malgré le soin apporté a la rédaction de cet ouvrage, vous remarquez des

erreurs, vous pouvez nous en faire part par mail : agreg.lecons@gmail.com
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Liste des abréviations et notation

<

Xu (resp. fiy)

c(N) (resp. m(\))

C(I,R)
Com(I,R)
card

CcvV

CVN
CVS

sec
sep
sev

v.a.r.

Sous-groupe distingué

Polynéme caractéristique (resp. minimal) de u
Multiplicité de A dans x, (resp. /i)

Espace des fonctions continues de I dans R

Espace des fonctions continues par morceaux de I dans R
Cardinal

Converge

Converge normalement

Converge simplement

Converge absolument

Matrice diagonale (éventuellement par blocs) dont les
éléments diagonaux sont les ay,...,a,

Différentielle de la fonction f

Espace vectoriel

Espace vectoriel normé

Application identité sur F (Matrice identité d’ordre n)
Jacobien de fau point a

Ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n a
coefficients dans K

Corps des nombres réels R ou des nombres complexes C
Ensemble des applications linéaires de E dans F'

Spectre de la matrice A

Spectre considéré dans K (en général R ou C)

Si, et seulement si,

Valeur propre

Vecteur propre

Sous-espace caractéristique

Sous-espace-propre

Sous-espace vectoriel

Variable aléatoire réelle

Dans cet ouvrage, tous les corps sont supposés commutatifs (sauf pour le

théoréme de Wedderburn afin d’ éviter d’avoir & utiliser la notion d’anneau

a division).
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Lecon 101
Groupes monogenes, groupes cycliques.

Exemples.

Rapports de jury

RJ 2012 : Ce sujet améne inévitablement la question de savoir si les sous-
groupes d’un groupe monogene sont monogenes ; I’étude des sous-groupes
de Z/nZ peut éventuellement amener & considérer I'indicateur d’Euler.

RJ 2011 : Cette lecon nécessite quelques exemples, notamment dans un

contexte géométrique qui permet de faire quelques dessins.

RJ 2010 : Il convient de donner des exemples autres que dans Z (sous-
groupes de (K[X],+), de (R,+), etc.). On apprécierait des exemples de
groupes non monogenes a la fois dans le cas commutatif et non commutatif.
Il faut ici maitriser les techniques de calcul telles que le calcul de p(n) et
éviter les développements sans grand rapport avec le sujet tels que le
théoreme de Wilson. On peut aussi évoquer une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un groupe soit cyclique, les sous-groupes d’un groupe
cyclique, etc. Enfin, les sous-groupes de R, trop souvent évoqués et d’un
intérét limité par rapport a la situation, ont maintes fois donné lieu a des
démonstrations peu rigoureuses.

Nos commentaires sur la lecon

L’étude des groupes cycliques est importante pour 1’étude des groupes
abéliens finis : le théoréme de Kronecker affirme notamment que tout

groupe abélien fini est isomorphe a un produit de groupes cycliques.
Nous conseillons de proposer de nombreux exemples et contre-exemples.
Il faudra faire attention de bien choisir la notation de la loi du groupe :

parfois notée multiplicativement (comme dans les groupes des racines de

I'unité), ou additivement (comme dans Z/nZ).
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Prérequis

Groupes, ordre d'un groupe et d'un élément, (Z/nZ, 4+ ), indicatrice d’Euler.

Plan de la lecon

I] Groupes monogeénes, groupes cycliques

1) Introduction

Définitions [KIEF p23]

Soit (G, .) un groupe.

On dit que (G, .) est monogene 'l existe = € G tel que G = {2F, k € Z}.
On note G =< x > et on dit que G est engendré par z.

Si de plus (G, .) est d’ordre fini, on dit que (G, .) est cyclique.

Exemples [DES2 p26]
i) (Z,+) monogene infini engendré par 1 ou —1.
it) (Z/nZ,+) cyclique d’ordre n engendré par 1.

(
(
(1) (Un, x) cyclique d’ordre n (& isomorphisme pres c’est le seul d’ordre n).
(i) (Z?,+) n’est pas monogene.

(

v) Le groupe diédral d'ordre 2n pour n = 3 n'est pas monogene.

Exercice [KIEF p323]&[ROM p38]

Déterminer tous les sous-groupes finis de (C*,.).

Théoréme de Kronecker| [COM p66]

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. 1l existe une unique famille

(gi)1<i<n d’entiers naturels avec ¢ > 2, ¢1 | ¢2 | ... | qr tels que
G~ (Z/@Z) X --- X (Z/ g Z).

(C’est Uexistence qui justifie 'importance des groupes monogénes.)

2) Description des groupes monogénes

Proposition [GDX pl9]

Tout groupe monogene est abélien. La réciproque est fausse.

Contre-exemple
Le groupe de Klein (Z/27Z x Z/2Z,+) est abélien mais non monogene.
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Théoreme [ROM pl4]
Si G =< g > est un groupe cyclique d’ordre n.

Alors ses générateurs sont les ¢* pour 0 <k <netkAn=1

Il 'y en a donc ¢(n).

Théoreme [ROM pl4]

Soit (G, .) un groupe.

(G, .) est monogene infini si, et seulement si, (G, .) ~ (Z, +).
(G,.) est cyclique d’ordre n si, et seulement si, (G,.) ~ (Z/nZ,+).
Exemple [ROM p94]

Les sous-groupes finis d’ordre n de SO3(R) sont cycliques donc isomorphes

a(Z/nZ,+).

Remarque
Si G et H sont des groupes isomorphes, G monogéne <= H monogene.

IT] Sous-groupes de groupes monogénes
1) Groupe monogeéne infini
Proposition [DES2 p8]

Tous les sous-groupes de (Z, +) sont monogenes (de la forme aZ).

2) Groupes cycliques
Soient n > 2 et G =< a > cyclique d’ordre n.

Théoréme [ROM p16]&[DES2 p27]

- Les sous-groupes de G sont tous cycliques d’ordre divisant n.

- Pour tout diviseur positif d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre
d de G. Ce groupe est le groupe cyclique H =< ad >.

On a aussi H = {z € G, o(z) | d} et les générateurs de H sont tous les
éléments d’ordre d de G.

Remarque
G posséde card{d > 0, d | n} sous-groupes, qui sont tous cycliques.





