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9.1 Integral Parsial
Formula Integral Parsial

fudv=uv-|vdu
Cara : pilih #yang turunannya lebih sederhana

Contoh : Hitung jxexdx
misal u = x, maka du=dx

dv=e”" dx :>v:jexdx:eX

sehingga
jxexdx= X e” —fex dx=xe*"—-e*+C
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Integral parsial dapat dilakukan lebih dari satu kali

Contoh Hitung I X° sin x dx

Jawab

(i) Misal U = X° — du = 2xdx

dv = sinxdx — V=-cosx

(ii) Misal u = x —— du =dx

dv = cosx dx —— Vv = sinx
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— —X° COSX +jxcosxdx

Integral parsial

= —X* COSX + (Xsin x —jsin X dX)

— —X? COSX + XSin X +cosx+C
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Ada kemungkinan integran (f(x)) muncul lagi diruas kanan

Contoh Hitung jex cosxdx

Integral parsial

Jawab : jexcosxdx =e” sin x—jexsin Xdx

(i) Misal U=¢€" — du=e"dx
dv=cosxdx — v=sinx

(i) Misal u=¢e"*— du=-e"dx
dv = sinxdx — V=-COSX

=e*sin X —(—e” cosX + Iex cosxdx) +C

=e"sinX+e” cosx — _[ex cosxdx) +C
R
Integral yang dicari
,bawa keruas kanan

ZIeX cosxdx =e*sin x+e*cosx+C

e* cosxdx =3 (e"sinx+e” cosx)+C
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Soal latihan
Hitung

1. jlnxdx
1

2. [ % In xdx

3. [In(1+ x?)dx

4. sin * xdx

[ -1
c .tan Xdx

6. jxtan 1 xdx
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9.2 Integral Fungsi Trigonometri

Bentuk : [cos" x dx & [sin" x dx
* Untuk n ganijil, Tuliskan :

sin” X =sin x sin"* x dan cos" X = cosxcos" " x

2

dan gunakan identitas sin® X + cos® X = 1

* Untuk 7 genap, Tuliskan :

sin" X =sin” xsin" x dan cos" X = cos* XCos"° X

2 2

dan gunakan identitas coS 2Xx = 2 cOS™ X —1=1—2 sin™ X
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Contoh Hitung

. [sin® xdx
5 [sin* xdx

Jawab

1. jsin3xdx= [sin? x sinxdx =j(1—cos2 Xk (cosx) =cosx—2icos®x+C

2. jsin4 xdx = [sin? x sin? x dx :J-(l—COSZX)(l—COSZX)dX
. 2 2
—I(l 2C082X + c0s? 2x)dx __qu ~2[cos2xdx+ jl+C°S4de)

=1x—lsin2x+lx+isin4x+c =§x—£sin2x+isin4x+c
4 4 8 32 8 4 32
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s Bentuk [sin™'x cos" x dx

a). Untuk n atau m ganijil, keluarkan sin x atau cos x dan
gunakan identitas sin2 X + 0032 Xx=1

b). Untuk m dan n genap, tuliskan sin™ x dan cos" x
menjadi jumlah suku-suku dalam cosinus, gunakan2
identitas COS2X =2 Cc0S" X—1=1-2sIn" X

Contoh :

|'sin® xcos® xdx = [sin? xcos® xsinxdx = —I (1-cos? x)cos? xd (cosx)

= — j (cos® x —cos* x)xd (cosx)

1 1
= —COSSX——COSBX+ C
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1—cos 2x 1+ cos 2Xx

[sin®x cos® x dx = | 5 5 X
1 2 1 1+ cos4x
—Zj(1+cos 2x)dx :Z(Il+TdX)
=§J'dx+£_[cos4xdx
38 8
:§x+isin4x+C
8 32
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Bentuk Itanmxsec” xdx dan jcotm XCSC" xdX

Gunakan identitas

tan® x =sec® x—1 ,cot’ x =csc? x—1
serta turunan tangen dan kotangen

d(tan x) =sec” xd ,d(cotx) =—csc” x dx
Contoh

a. jtan“ XdX — [tan? x tan? xdx = J'tan2 x(sec”—1)dx

= [tan? x sec? xdx — jtan Xdx
_Jtan xd (tan x) — J(sec X —1)dx

=1tan’ x—tan x+ x+C
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b. jtan2 X sec* x dx= | tan® x sec® x sec? xdx

= [tan? x(1+ tan? x)d (tan x)

= | tan? x +tan® x dx

~Lans x+ Ztan® x4+ C
) 3
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Soal Latihan

Hitung
1. J'sin“ X COS° X dX

7l

5 J'tan“tsecztdt
0

3. |sec* xdx

4. |cot*wcsc* wdw

5. |csc’ x dx
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9.3 Substitusi Trigonometri

Contoh Hitung _[

dx

\ 25— X*
j — dX
X
Misal X =5sInt
dx = 5 cost dt
5
X
t
VRENHKNRIFORMATIKA
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:J-\/25(1—sin2t)

25sin®t

costdt = _f

5sin®t

a. Integran memuat bentuk va® —x*> ,misal x =asint

\/25 X

:j\/25—255in2t 5cost dt

cos’t
sin®t

dt—jcottdt

= j(c:sc2 t—1)dt = —cott—t+c

2
NBXgntdyac
X 5
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b. Integran memuat bentuk /32 +x? ,misal x=atant

1
: dx
Contoh Hitung I 2 /725+ 2

5sec’t dt

1
dx =
szx/25+x2 j25tan2t\/25+25tan2t

1 f sec’tdt 1 Icost 1 Id(sin(t))

Misal X =otant ~25) tan’t sect ~ 25 sinztdt:25 sin“t
dx = 5sec’t dt 1 \/ >
25+ X
tant = > :_25 i t+C T 25 e
sin X
25+ %
X
t
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c. Integran memuat bentuk /x2_3%> ,misal X =asect

1
- dx
Contoh Hitung I 22 _o5

5sect tant dt

1
dx =
szx/x2 —25 j255e<:2t\/255e(:2t—25

| 1 psecttantdt 1 . sect 1
Misal X =5 sect = 25I sectttant — 25-[seczt dt:2—5 cost dt
dx=5sect tant dt \/
1 . 2 _
sectzz =—SINt+C = X 25-|—C
5 25 25X

X

Vx? =25
t
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Soal Latihan

Hitung
x° dx
1. _‘-\/97)( 6.
I 2X — 3
2. q—;— 5
dx
3. jx24—-x2 3

j‘ dx
+ xVxZ + 9 9.

I dx
>. x?/x? —16
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J(Xz .\ 9)3/2

3x dx
\/x2+2x+5

IJ5—4x—x2dx

J‘ 22X—|—1

+2x+2

KALULUS 2B
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Substitusi Bentuk Akar

Integran memuat Wax + b

Contoh Hitung j

2+2\/_

Jawab : _[ dx

2+ 24X -

U:& — U2 = X
Dengan turunan implisit

2u%—1 N
dx

Misal

dx=2udu
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misal U= %Yax+Db

j- 2udu ¢ u du
2+2u u+1
u+l- 1 1
— l_—
_j j( u+1)du
:u—ln(u+1)+C

x—h(L+J§)+C
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Soal Latihan

Hitung
1.

:x%x+4 dx

~x2-+2x

YoNAX+1

e /1
‘1+1

dx

[ x/X +1 dx
{

" WV3t+4
jxﬂ:—x)”3dx

dt
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9.4 Integral Fungsi Rasional
P(x)

X
L Integran berbentuk fungsi rasional : f (x) = m , der (P)< der(Q)

0 Ada 4 kasus dari pemfaktoran penyebut ( Q(x) ) vaitu :
1. Faktor linear tidak berulang.
2. Faktor linear berulang.
3. Faktor kuadratik tidak berulang.
4. Faktor kuadratik berulang.

0 Kasus 1 ( linier tidak berulang )
Misal Q(x) =(a1x+b1)(a2x +b2) ...(anx+bn)

P(x) A Ao An
Q(x)=a1x+b1+ T

maka,

dengan A, Ay, ..., Ay konstanta yang dicari.
TEKNIK INFORMATIKA
TELKOM UNIVERSITY MUG1B3 - KALULUS 2B



Contoh Hitung j X+1,

Jawab
Faktorkan penyebut : x* —9 = (X — 3)(X + 3)

X+1 A B A(Xx—3)+B(x+3)
= -+ =
x’-9  (x+3) (x=3) (x—3)(x+3)

X +1=A(x-31B(x+3) =(A+B)x+(-3A+3B)
Samakan koefisien ruas kiri dan ruas kanan

A +B =1) X3 o 3A+3B=3
-3A+3B=1 | x1 -3A+3B=1

Sehingga 6B=4 ==

IXde j y dx+j Z dx

X-I-
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B=2/3 ,A=1/3

:}In|x+3|+gln|x—3|+C
3 3
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Kasus 2 Linear berulang

Misal Q(x) = (ai X + bi) p
Maka

P(x)_ A A,

Ap—l AIO

Q(x) (a,x+b )+ (a, x+b, ¥

dengan konstanta A, A, ..., A

x+2)2 (x—l)

Contoh Hitung J (

Jawab
1 A B

.

p—1

dx

_|_

T axeh T (@b,

Ap akan dicari

C

(x+2)(x-1) (x+2) (x+2
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)2

(x-1)
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1 CAX+2)(x-1) +B(x-1) +C(x+2)

(x+2)°(x-1) (x+2)*(x-1)

1= A(x+2)(x 1) + B(x—1) + C(x +2)? - Penyebutruas kiri =
penyebut ruas kanan

1= (A+C)x* +(A+B+4C)x+ (4C-2A-B)

A+c=o/////——__N\\\\\\\\\\___+
A+B+4C=0 A+B+4C=0 A+C=0 B=-1/3
2A-B+4C=1 -2A-B+4C=1 y ASC=1 L A=-1/9

-A+8C=1 9C=1 —— C=1/9

. -1 1 ol 1, 1
_[(X+2)2(X_1)dx: 9 J(X+2)dx_§jmdx+ §f@dx

:—lln|x+2|+ L +lln|x—1|+C
9 3(x+2) 9
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Kasus 3 Kuadratik tak berulang
Misal

Q(x) =(a1x2 + by x + cl)(az X% + by X + cz)...(an X + by X + cn)

Maka
P(x) A X + By Ao X +Bo An X +Bp,
= > + 2 + ...+ 2
Q(X)  a;x%+byx+c  asx?+byx+c an X < +bp X+ Cp

Dengan A A, ...,A ,dan B,,B,,...B, konstanta yang akan dicari
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Contoh Hitung '[(X—-I—l)

Jawab
ﬁ Bx+C A(x +1) +(BX +C)X
X

1
XiX2+1i: ( 2 1) x +1)

1= AlX* +1)+ (BX+0)X . 1=(A+B)X +ox+ A

A+B=0

C= —_ B='1 (X +1)
A=(1) J-(X+)dx -[x +1 2x
J-d(x +1)
X*+1

jmdx j dx— _[(mdx

—In|x|—§ln(x +1)+C
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Kasus 4 Kuadratik berulang
Misal Q(x) =( aj X2 + bj X + ci) P

Maka

A, X+B

P(x)_ Ax+B,  AXx+B,

A X+B,
Q(X)_(aixz"'bi X+Ci) (aiX2 +h, X+, )2 .

ot — p
(aix2 +h x+ci) (aix2 +h x+ci)

Dimana A A,...A ;,A danB,,B,...B B konstanta yang akan dicari

p—1'""p
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6x°% — 15X + 22
(x+3)(x2+2)2

dx

Contoh Hitung J

Jawab : ,
bx°-15x+22 A +Bx+Ci Dx+E

(x+3Xx2+2)2 - (x+3) (X2+2)| (x2+2)2

_ A(x2+2)2 + (Bx+C)(x2+2Xx+3)+ (DX+E)(x+3)
(x+3)(x2+2)2

6x° —15X +22= A(x2+2)2 + (Bx+C)(x2+2Xx+3)+ (DX+E)(x +3)
6x° —15x+22=(A+B)x* +(3B+C)x’ + (4A+2B+3C + D)x* +
(6B+2C+3D+E)x+(4A+6C +3E)
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Dengan menyamakan koefisien ruas kiri dan kanan diperoleh

A+B=0 R
3B+C=0 o
4A+2B+3C+D=1 — Dengan eliminasi : A=1,B=-1, C=3
6B+2C+3D+E=-15 D=-5, E=0
4A+6C+3E=22 —

Sehingga
j‘ 6X°—15X+22

(x+3Xx2+2) = —'[ (x+3) d j(mdx Sj x +2) =

2X
dx + dx
-[x +2 2 (X* +2)°

x+3 2 X% + 2

1 3 X 5
—In|Ix+3|-=IN(x?+2)+—tan | = |+ +C
| =5 ) J2 [ﬁ) 2(x2 +2)
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jika der(P(x)) = der(Q(x)) , bagi terlebih
dahulu P(x) dengan Q(x), sehingga

PO _ o+ 2 der(S(x)) < der(Q(x))
Q(x) Q(x)

Contoh Hitung

f X*+2X° +X=4,  ——  Der(P(x))=3>der(Q(x))=2
X° —4
Bagi terlebih dahulu P(x) dengan Q(x)
X +2

— X°+2X° +x—4
X 4/ X° +2X° +Xx—4 5X + 4
X* —4X ) =X+2+
2X° +5x—4 X" —4 X" —4
2x° —8

TEKNIK INFORMATIKA 5X+4
TELKOM UNIVERSITY MUG1B3 - KALULUS 2B 28




oXx+4  Oox+4 A N B
x> —4 (x 2)(X+2) (x—2) (X+2)
_A(x+2)+B(x-2)
(X—2)(x+2)
5X+4=A(X+2)+B(X—=2) oo (*)

Persamaan (*) berlaku untuk sembarang x, sehingga berlaku juga untuk
Untuk x=2 dan x=-2

Untukx =2 —— 5.2+4=A(2+2) — A=7/2

Untuk x = -2 ——  5.(-2)+4=B(-2-2) — B=3/2
Dengan menggunakan hasil diatas :

3 idx
X+ 2

jng’z‘z_zx“‘d _j(x+2)dx+ j—d $2

:1x2+2x+zln|x—2|+§In|x+2|+C
2 2 2
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Soal Latihan

Hitung
2
2X—1 2X- —3X —36
1. dx 6. | dx
Ixz ~7x-18 (2x - 1)( X% + 9)
1 3 2
dx X* + X
2. I(x+5)2(x—1) 7 IX2+5x+6dx
5X* +3x—2
3. dx
f x® + 2x°
J‘ dx
4 X(x? +1)°
5 2
j 3x 4—§x dx
5. x> +3x°+4
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