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Resena

Muhammad ibn Musa Al-Juarismi fue una figura determinante para
la ciencia desarrollada en la Casa de la Sabiduria de Bagdad en la
primera mitad del siglo IX.

Gracias a su labor, tanto las matematicas como la astronomia
vivieron un momento clave en su historia. Al-Juarismi dio a
conocer, en el mundo arabe, las cifras indias y el sistema de
numeracion posicional en base 10, que los traductores latinos
introdujeron posteriormente en la Europa medieval y que ha
terminado llegando hasta nuestros dias.

Asimilador de la astronomia india, realizo una edicion de las tablas
del Sindhind que fue muy conocida y versionada hasta la llegada de
la revolucion copernicana. Interesado por los problemas
matematicos derivados de la geometria, los repartos proporcionales
y los calculos de herencias, obtuvo la resolucion geomeétrica de las
ecuaciones de segundo grado, inédita hasta el momento, e introdujo

la palabra "algebra" en el vocabulario matematico.
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Introduccion

Muchas veces se ha creido que la ciencia arabe medieval fue una
mera transmisora de los antiguos conocimientos griegos hasta la
Europa latina. Sin embargo, lejos de este pensamiento, desde el
siglo VIII hasta el XV, el basto territorio que abrazoé el islam fue el
gran impulsor de la medicina, las matematicas, la astronomia, la
botanica...

Si concretamos en el ambito matematico, Grecia habia vivido su
gran esplendor en el siglo III a.C. con las catedras de Euclides,
Arquimedes, Eratostenes y Apolonio, entre otros muchos. Estos
sabios eminentes fundaron la geometria sintética, tal como la
entendemos nosotros actualmente, con sus teoremas, proposiciones
y demostraciones. Atras quedaban Tales y Pitagoras; sus obras se
convirtieron en el canon matematico imprescindible para explicar
las realidades del mundo. Paralelamente, Alejandria se establecio
como el centro cultural y a ella llegaron filosofos, meédicos,
matematicos y toda clase de sabios para aprender de su famosa
biblioteca; algunos de ellos trabajaron en la corte de los reyes
ptolomeos. Con la invasion romana y los problemas sociales que
vivio Atenas, Grecia tuvo que vivir su propio Renacimiento en el
siglo II con la aparicion de los primeros rescatadores de sabiduria.
De este modo, Claudio Ptolomeo dio una explicacion geomeétrica al
sistema solar y, un siglo mas tarde, Diofanto de Alejandria
establecia las bases del algebra y la teoria de numeros en Aritmética.

Los anos siguieron pasando y Pappus (siglo III) con su Colecciéon
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matemadtica, Teon de Alejandria (siglo IV) y su hija Hipatia con sus
ediciones de los Elementos y del Almagesto, Proclo (siglo V) y su
Comentario al libro I de los Elementos, siguieron dedicando sus
esfuerzos a la ensenanza de las antiguas obras de Euclides y
Arquimedes, las cuales no solo no pasaban de moda, sino que cada
vez eran mas alabadas. No obstante, el esplendor griego ya estaba
viviendo su ocaso. Aun quedaban personajes como Eutocio de
Acalon, Simplicio de Cilicia o Antemio de Tralles que, si bien
seguian comentando las obras de sus predecesores, ya no hacian
aportaciones innovadoras. Ademas, cuando, en el ano 476, Odoacro
depuso al ultimo emperador romano de Occidente, Romulo Augusto,
la caida del Imperio llevd consigo el olvido de las matematicas
teoricas en las escuelas que aun pudieron seguir funcionando. La
unica figura «romana» que quiza destaco en este desierto
matematico fue la de Boecio, a quien se le atribuye una Aritmética,
basada en una Introduccion a la aritmética de Nicomaco de Gerasa
(siglo I), y una Geometria, fundamentada en los cuatro primeros
libros de los Elementos.

Para terminar de rematar el final de una época, el emperador
Justiniano mandoé clausurar todas las escuelas filosoficas de Atenas
en el ano 529, debido a su temor de que la doctrina del cristianismo
ortodoxo estuviera en peligro en ellas y, consecuentemente, también
cerro lo que quedaba de la Academia de Platon. Con el ultimo de sus
directores, el sabio Isidoro de Mileto, se puso fin a la gloria que
habian vivido las matematicas griegas.

En este momento de la historia, el centro politico mundial abandono
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el mar Mediterraneo y se desplazo hacia la peninsula Arabiga. En el
siglo VII, el islam hizo su aparicion y, en muy poco tiempo, controlo
un territorio que incluia el sur de Europa, el norte de Africa y Asia
central hasta tierras indias y chinas. Poco a poco, los musulmanes
se fueron estableciendo en las provincias conquistadas y fundaron
ciudades, palacios y mezquitas alli donde no habia nada. Ademas,
las mezquitas debian estar orientadas de modo que permitieran a
sus feligreses orar en direccion a la Meca. Pero, ¢donde estaba la
Meca?; es mas, ¢a qué hora se debia rezar? Si a esto se anaden las
supersticiones derivadas de la astrologia, la sociedad musulmana
iba a necesitar en poco tiempo un buen manual matematico y
astronomico para dar respuesta a estos problemas de su vida diaria.
Afortunadamente, en el siglo IX los abasies fundaron la Casa de la
Sabiduria en Bagdad y a ella llegaron todas aquellas obras
matematicas griegas que una vez habian maravillado al mundo. Alli
estaba la solucion a todos sus problemas. Solo debian leerlas y
aprender sus resultados. Pero, ademas, las embajadas que llegaron
a la corte de Bagdad desde el territorio vecino llevaron consigo las
obras matematicas y astronomicas indias. En ese momento de la
historia, mas que nunca, la corte de Bagdad necesitaba traductores
que fuesen capaces de entender todos aquellos libros que ahora
inundaban las estanterias de la nueva institucion. Con todo,
alrededor del ano 780, en algun lugar de la region de la Jorasmia
nacia Muhammad ibn Musa Al-Juarismi, destinado a ser uno de los
matematicos arabes mas importantes de la historia.

Al-Juarismi pudo ser un simple traductor de la Casa de la
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Sabiduria. ¢Por qué no? No obstante, un buen dia llegé a sus manos
una edicion de un antiguo tratado indio que contenia algo que no
habia visto hasta entonces. ¢Podia ser cierto? ¢Era posible escribir
los numeros con tan solo el uso de nueve simbolos? Posiblemente
otros traductores debieron de ver la misma maravilla y la necesidad
de convertir aquel texto al arabe para que todo el mundo pudiera
conocerlo. Sin embargo, de entre todos aquellos profesionales de la
traduccion, tan solo Al-Juarismi quedo6 asociado a la redaccion de
un manual, en arabe, donde se explicaban las maravillas del
sistema posicional de numeracion en base 10.

Ahi empez6 una historia que permite, por ejemplo, que ahora
nosotros miremos los simbolos ordenados de las esquinas inferiores
de las paginas de este libro y entendamos perfectamente cuantas
hojas llevamos leidas. Solo por haberse dado cuenta del valor de
este nuevo sistema de numeracion, Al-Juarismi ya merecia un lugar
destacado en la historia de las matematicas. Posteriormente, en los
siglos XII y XIII los traductores europeos tendrian la misma
revelacion y prosiguieron el camino de las cifras indoarabigas hasta
la actualidad.

Pero eso no fue todo. Al-Juarismi también leyo los Elementos de
Euclides y, pensando en las demostraciones del libro II, volvio a ver
una luz de sabiduria. Egipcios, babilonios y griegos habian sabido
resolver la ecuacion de segundo grado, pero el talento matematico
de Al-Juarismi iba a demostrar geométricamente aquellos
procedimientos que habian ido sido utilizados sin mas explicacion

que una formula dada. ¢Qué numero elevado al cuadrado mas 39
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unidades era igual a ese mismo numero multiplicado por 10? Al-
Juarismi observo que los miembros de la ecuacion podian ser
interpretados como las areas de ciertos cuadrados y rectangulos y,
siguiendo las igualdades establecidas por Euclides, les podia dar
solucion en términos de sus lados. jFantastico! Al-Juarismi fue
capaz de devolver a los Elementos su merecido esplendor con su
aplicacion a la resolucion de las ecuaciones cuadraticas. Como
premio, el titulo de su libro Algebra iba a quedar registrado para
siempre en los manuales matematicos. ;Y no solo eso! Con todo, su
nombre iba a dar pie a la palabra «algoritmo», sin el cual la ciencia
informatica no sabria operar.

Finalmente, también se fijo en las obras de Ptolomeo y, al igual que
rehizo su Geografia, decidié que el Almagesto y las Tablas manuales
debian ser actualizados. Pero, ccomo? Ptolomeo habia copiado los
modelos geomeétricos de Hiparco de Rodas que explicaban los
movimientos planetarios, pero esos no eran los unicos métodos
vigentes en aquel momento. También, desde la India, habian llegado
las modificaciones realizadas por sus astronomos y Al-Juarismi las
adapto al arabe y a la ciudad de Bagdad. Luego, la expansion del
islam hizo el resto. Sus tablas astronomicas llegaron a la peninsula
Ibérica y, desde alli, a toda Europa, de modo que, una vez mas, el
nombre de Al-Juarismi estuvo presente en los escritorios de los
grandes escribas y astrologos medievales.

Siempre nos podra quedar la duda sobre qué hubiese pasado si a
Al-Juarismi le hubiera tocado traducir la Aritmética de Diofanto, las

Coénicas de Apolonio o cualquiera de las obras de Arquimedes. ¢Qué
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hubiese visto en ellas que nadie vio antes? ¢Qué

hubiese dado? Quiza algun dia la arqueologia dé

aplicaciones les

suya, actualmente perdida, que haya pasado desapercibida y

conozcamos un poco mas de una mente tan privilegiada dentro de la

historia de las matematicas.

ca. 760
813

ca. 820
828

833

ca. 850
852

978

ca. 980

ca. 1000

ca.1080

Cronologia
Al-Juarismi nace en la region de la Jorasmia.
El califa al-Ma'mun funda la Casa de la Sabiduria, en la que
Al-Juarismi trabajara el resto de su vida.
Escribe su Algebra.

Se funda el observatorio de Shaminasiya en Bagdad.

Muere al-Ma'mun. Al-Juarismi termina su revision de la
Geografia ptolemaica.

Muere probablemente en Bagdad.

Al-Uqlidisi amplia el sistema posicional en base 10 a los
decimales de un numero.

Vigila compila el Codex virgilanus, que alberga la primera
representacion latina de la» cifras indoarablgas.

Gerberto de Aurillac, futuro papa Silvestre II, escribe el
Regulae de mumerarum abaci rationibus, en el cual recoge un
abaco para el que utiliza las cifras indoarablgas.

Maslama al-Majriti escribe su recension del Sindhind de Al-
Juarismi.

Adelardo de Bath o Juan de Sevilla traducen del arabe al latin
el Algorismi de numero Indorum.

El cadi Sa'id de Toledo lidera a un grupo de astronomos, entre
los que destaca Azarquiel, y compilan las Tablas de Toledo, las

cuales copian algunas de las tablas del Sindhind.
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ca. 1116 Pedro Alfonso traduce el Sindhind.

1138 En Sicilia se acunan las primeras monedas de la historia con
las cifras indoarablgas en lugar de las romanas.

1145 Robert de Chester traduce el Algebra en Segovia. Poco mas
tarde, Gerardo de Cremona la traduce en Toledo.

1202 Fibonacci escribe su Liber abaci y populariza en Italia las
cifras indoarablgas, el sistema de numeracion posicional
decimal y el algebra de al- Juarismi

ca. 1230 Alexander de Villadei escribe el Carmen de algorismo, y
Johannes de Sacrobosco, el Algoritmus vulgaris, gracias a ello
las cifras indoarabigas y el sistema de numeracion posicional
se implantan en Europa.

1263-72 Se compilan las Tablas alfonsies, patrocinadas por Alfonso X el
Sabio, que sustituiran a las Tablas de Toledo en la Europa
medieval

1381 Pedro el Ceremonioso patrocina las Tablas de Barcelona,
escritas por Corsuno, Gilbert y Dalmau Ses Planes, siguiendo

la tradicion India de Al-Juarismi.
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Capitulo 1

Los origenes de la ciencia arabe

Al-duarismi es una de las figuras mas importantes de la
matemadadtica arabe y su obra no puede entenderse sin el
contexto en el que desarrollo su vida. En el siglo IX,
Bagdad se convirti6 en una de las ciudades mas
prosperas del mundo y los mecenazgos de los distintos
califas propiciaron su supremacia cultural sobre
cualquier iniciativa similar desarrollada hasta el
momento. Desde la Casa de la Sabiduria, la astronomia,
las matematicas y, en general, todas las ciencias
vivieron su esplendor gracias a la conjuncion de las

herencias griega, india y persa.

No cabe ninguna duda de que el desarrollo de la ciencia arabe se
origino en el impulso dado por al-Mansur (califa entre los anos 754
y 775) en su recién fundada Bagdad. En esta nueva etapa se recogio
el testigo que, en épocas anteriores, habian llevado Atenas y
Alejandria, y se consiguio que la ciencia y la cultura renacieran para
alcanzar su nivel mas alto.

Tras la muerte del profeta Mahoma, en el ano 632, la peninsula
Arabiga habia quedado absolutamente unificada tanto en lo politico
como en lo religioso. En las tres décadas siguientes, los cuatro
califas ortodoxos que se fueron sucediendo (Abu Bakr, Umar,

Uthman y Ali) consiguieron estabilizar las fronteras del nuevo
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Imperio, abarcando un vasto territorio que comprendia toda Persia,
parte de Turquia y la region oriental del norte de Africa. Sin
embargo, la llegada de los invasores arabes a Siria, Egipto y las
antiguas colonias griegas de Asia Menor y Mesopotamia no significo
la desaparicion de las raices culturales de los territorios
conquistados. De este modo, los nuevos colonos asimilaron las
bases culturales, que no habian sido olvidadas del todo, e hicieron
renacer los fundamentos cientificos, tecnologicos e industriales de
los pueblos que un dia dominaron el mundo con su filosofia y
pensamiento. A pesar de que muchas familias se convirtieron al
islam, también hubo muchas otras que siguieron conservando sus
tradiciones religiosas, y en esta mezcolanza de civilizaciones se
gestaron los inicios de la ciencia arabe.

En una primera fase, tanto en la Meca como en Medina, aparecieron
centros culturales donde era posible iniciarse en historia, derecho,
los comentarios e interpretaciones del Coran y las tradiciones del
islam (Hadith). Con las conquistas del califa Untar, Basora se
convirtio en un centro estratégico de gran importancia dentro del
Imperio; pas6 de ser un simple cruce de caminos y rutas
comerciales a la gran capital de las provincias orientales. Su
posicion geografica permitio que los distintos pueblos colonizados
intercambiaran no solo mercancias, sino también sus costumbres y
conocimientos, y algo parecido ocurrio en Kufa, en el centro de la
actual Iraq. De hecho, hubo un momento en el que ambas ciudades
rivalizaron por convertirse en el gran centro cultural del islam y solo

la rebelion del gobernador de Siria, Muawiyyah, que inicio el
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gobierno de la dinastia Omeya, terminé con esta disputa con el
traslado de la capital a Damasco.

Otro de los factores que incidi6 muy positivamente en ese nuevo
emerger de la ciencia y cultura fue el establecimiento del arabe
como idioma. En el ano 633, el califa Abu Bakr orden6 a Zayd ibn
Thabit, quien habia sido secretario personal del profeta, que
compilara el Coran. La obra fue terminada en 651 bajo el califato de
Uthman; con ella, la lengua arabe estaba destinada a convertirse en
el idioma internacional, por tanto, el idioma de la ciencia y la
filosofia. A partir de entonces, la historia empezo a acelerarse y, en
Basora, antes de terminar el siglo VII, Abu al-'Aswad al-Du'ali
establecio la escritura del arabe, rescatando diversos tratados sobre
lingliistica y gramatica. La transmision y el estudio del nuevo
idioma fueron ampliamente promocionados; prueba de ello es que el
fundador de la tradicion gramatical arabe fue el persa Sibawayh (m.
705), quien pertenecia a toda una generacion de nuevos conversos
que se vieron muy beneficiados por las administraciones arabes.
Con todo, el estudio del hadith, del Coran, su interpretacion, su
jurisprudencia, etc., se convirtieron en las ensenanzas de las
distintas escuelas que se fundaron.

Durante el periodo omeya (en el poder desde el ano 661 hasta el
760) las obras de ingenieria y de mineria y el desarrollo econoémico a
través de la acunacion de nuevas monedas coparon el maximo
interés de los distintos califas. Ademas, la continuacion de la
expansion territorial del islam hasta la India y la peninsula Ibérica

por el este y el oeste, respectivamente, hicieron necesaria una
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reforma administrativa y econémica del Estado. La arquitectura en
palacios y mezquitas, el arte, la astronomia y la astrologia también
encontraron un lugar entre las prioridades de los nuevos califas. Un
ejemplo de ello es el complejo de Qasr Amra, en la actual Jordania)
donde, entre los anos 735 y 750, fue pintada una representacion del
cielo nocturno con las constelaciones de la Osa Mayor, la Osa
Menor, Orion, Casiopea... y los signos del Zodiaco, formando uno de
los mapas estelares mas antiguos que se conservan en la
actualidad. Cada una de las constelaciones fue representada por su
imagen griega y no se senald ninguna estrella en particular, con lo
que no seria extrano pensar que los arabes aprovecharan algun
fresco romano conocido. De hecho, es constatable que el artista
debio de copiar algun tipo de mapa estelar convexo anterior, ya que
los signos del Zodiaco estan dispuestos en el orden inverso, para
que, al darles la vuelta, aparecieran en una boveda concava. De
todos modos, ya fuera una reconstruccion de un fresco greco-
romano o una obra original, no hay ninguna duda de que a
mediados del siglo VIII la tradicion astronomica greco-romana habia
hecho su aparicion en el mundo arabe. Cabe senalar que, durante el
califato de Walid I (entre el ano 705 y el 715), llegaron a Damasco
numerosos arquitectos y artesanos bizantinos para trabajar en las
obras de la Gran Mezquita y, con ellos, las primeras nociones
astronomicas y astrolégicas greco-romanas hicieron su aparicion
dentro de la ciencia islamica.

Otro dato que prueba el despertar cientifico de este periodo se halla

en los experimentos alquimicos de Jalid ibn Yazid (ca. 665- ca. 7095),
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hijo del califa Yazid I (entre el 680 y el 683). Jalid habia viajado a
Alejandria, donde entr6é en contacto con los misterios de la alquimia
a través de las ensenanzas del monje Marianos. Con el tiempo, se
convirtio en un gran alquimista y escribio diversos libros sobre este
tema que lo elevaron a ser considerado uno de los mayores sabios
de su tiempo. Con todo, esta iniciacion mistica fue llevada a
Damasco y la astrologia y la alquimia, legados indiscutibles de la
ciencia bizantina, pasaron a tener su propio peso dentro de las
costumbres adquiridas por los arabes. Ademas, hay que tener en
cuenta que el propio Jalid fue autor de diversas traducciones de
obras griegas. Paralelamente, en Damasco se empezaron a traducir
libros persas al arabe y el gobernador de Egipto, Abd al-Aziz ibn
Marwan, hijo de Marwan I (califa entre el 684 y el 685), también
tradujo obras del copto al arabe. Entre todas esas obras traducidas
se encontraban compilaciones historicas y linguisticas, tratados de
aritmética basica y explicaciones calendaricas que bien tuvieron su
influencia en los escribas que se dedicaron a traducirlos y copiarlos.
Si ahora, a todo lo dicho se anade que los califas omeyas nunca
mostraron mucho interés en promocionar las conversiones al islam
(ya que los no musulmanes tenian un régimen fiscal bastante mas
impositivo que los musulmanes), la radiografia de la sociedad del
Damasco de mediados del siglo VIII es la de una amalgama de
culturas, cada una con su propia lengua (con un cierto predominio
del arabe y del griego), tradiciones y costumbres, que posibilité una
correcta transmision de la ciencia preislamica hacia los nucleos

intelectuales del momento. Sin embargo, el Imperio estaba a punto
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de sufrir cambios inesperados. Durante el califato de Marwan II,
una rebelion armada liderada por la dinastia Abasi en el ano 748 y
la posterior victoria de esta familia en la batalla de Zab (enero de
760) depuso a los omeyas en beneficio de Abu al-Abbas al-Saffah
(califa hasta 754). Los abasies basaron su politica en el seguimiento
del islam sin menospreciar las procedencias de sus subditos vy,
cuando al-Mansur sucedio en el trono a su hermano, no dudé en
aprovechar el potencial de los persas, cristianos, griegos, etc., que
vivian en el Imperio. Sin duda alguna, el califato de al-Mansur
signific6 un antes y un después en la ciencia arabe y una de las
decisiones que mas influyo en este hecho fue la mencionada
fundacion de la nueva capital, datada en el 30 de julio de 762.
Bagdad emergio en medio del desierto como una ciudad circular a la
que fueron llamados arquitectos, ingenieros, astrologos, artesanos...
para aportar lo mejor de si mismos. Una cronica escrita en el siglo
IX afirma que, en el proceso de fundacion, al-Mansur fue
aconsejado por el astronomo persa Nawbajt Ahvaz y el judio
Mashallah, quienes levantaron el horoscopo fundacional de la nueva
capital abasi. Esta carta astral fue elaborada a partir del Zij al-
Shah, un compendio de tablas astronomicas de origen indo-persa
que los astrologos arabes conocian en una version pahlevi. Este
hecho pone de manifiesto la circulacion de material cientifico
preislamieo y deja ver que los astrologos arabes aun no habian
alcanzado un grado de madurez suficiente como para ser los
consejeros del califa. En este sentido, en la ciudad persa de

Gundeshapur se realizaron observaciones astronomicas bajo el
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auspicio del visir abasi Yahya ibn Jalid ibn Barmak (m. 806) con el
objetivo de compilar el Zij al-Mushtimil de Ahmad ibn Muhammad
al-Nihawandi (ca. 790). Gundeshapur habia acogido a los filosofos
neoplatonicos que fueron expulsados de Atenas y a los cristianos
nestorianos perseguidos en Efeso. Parece que la llegada de los
nuevos gobernadores abasies no cambio la politica iniciada por
Cosroes I, en la que se fundaron centros de ensenanza de medicina,
matematicas, astronomia y logica, aprovechando todos los
conocimientos que provenian de tierras griegas. Se tradujeron al
sirio las obras meédicas de Galeno y de Hipocrates, y el Organon de
Aristoteles, entre otros; y probablemente, los Elementos de Euclides,
las Coénicas de Apolonio y las diversas obras de Arquimedes

encontraron aqui una puerta de entrada al mundo persa.

La casa de la sabiduria («bayt al-hikman»)

Con el quinto califa abasi, Harun al-Rashid (del 786 al 809), hijo de
al-Mahdi y nieto de al-Mansur, el islam inicié6 su apogeo cultural y
cientifico. Harun al-Rashid fue un hombre culto que poseyo un
imperio que iba desde la peninsula Ibérica hasta China, y se rodeo
de una corte muy numerosa con filosofos, escritores, poetas,
musicos, astrologos, médicos, etc. De todas las partes del Imperio se
fueron acercando a Bagdad expertos de todo tipo buscando el
patronazgo del nuevo califa; entre ellos también estuvieron los
sabios de Gundeshapur. Daba igual su religion o la lengua que
hablaran, lo importante era que aportaran su fuerza intelectual a la

construccion del Estado. En muy poco tiempo, Bagdad fue capaz de
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asimilar y traducir todos los libros que iban llegando de las distintas
culturas y la ciudad se convirtio en el motor intelectual de una
civilizacion que no tenia ni dos siglos de historia. Toda esta
transformacion culminé de forma definitiva con el mecenazgo del
califa al-Ma'mun (del 813 al 833), a quien se atribuye la fundacion
de la institucion en si misma.

Para entender la razon de todos estos patrocinios culturales hay que
tener en cuenta que, desde tiempos de los primeros abasies, hubo
una necesidad de reafirmacion de la identidad dentro de las
distintas cortes que se fueron sucediendo. De este modo, una de las
formas en las que la élite privilegiada podia distinguirse del resto del
pueblo era la de demostrar una mayor cultura y refinamiento, un
nivel de educacion superior y unos habitos inalcanzables para la
mayoria de la poblacion. Asi, hasta la muerte del califa al-Amin, en
el ano 813, las primeras muestras de mecenazgo se centraron en la
musica y la poesia. Estas dos disciplinas estaban muy presentes en
la sociedad preislamica del siglo VI y servian para consolidar el
poder de los distintos jefes tribales. Con la llegada del islam, los
gobernantes heredaron el interés por las epopeyas y gestas que los
convertian en grandes figuras de la historia, por los relatos que
alababan la hermosura de sus mujeres o por las aventuras de sus
batallas ganadas. Era habitual que los califas patrocinaran este tipo
de espectaculos en salones donde toda la corte estaba presente, con
el deseo de que su poder y legitimidad quedaran del todo
reafirmados. En esta linea, la lirica se convirtié rapidamente en el

discurso oficial de esta élite privilegiada.
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La llegada de al-Ma'mun al poder tras una dura guerra civil significo
un borrén y cuenta nueva en la antigua corte de su hermano. Al-
Ma'mun decidio rodearse de un nuevo grupo de cortesanos y de un
nuevo estilo de gobierno en el que la musica y la poesia no eran
suficientes para cantar sus virtudes. Con su idea de renovacion,
agrupo a personajes que aun no habian pisado Bagdad, en muchos
de los casos, dejando asi muy claro que con €l empezaba una nueva
etapa. Todos eran musulmanes y todos conocian el arabe, y su
nuevo signo de identidad iba a ser distinto del que imperaba en
épocas anteriores: la ciencia y las traducciones se convertirian en el
nuevo simbolo del califato. En consecuencia, una de las ciencias
que mas se vio favorecida por esta serie abrumadora de
traducciones fue la medicina. Diversas fuentes arabes, tales como el
Catalogo de las ciencias (Fihrist al-Ulum) del historiador Muhammad
ibn Ishaq al-Nadim (m. ca. 995) o la Historia de los hombres sabios
redactada por al-Qifti (ca. 1170-1248) atestiguan el gran interés que
suscitaron las obras de Galeno, Hipocrates y Dioscorides y lo
reproducidas que fueron en Bagdad. Por citar algan ejemplo, se
pueden resaltar los nombres de Abu Yahya al-Batriq (m, ca. 803) y
su hijo Yahya ibn Batriq o el de Ayyub Urhaya (ca. 760 - ca 8395),
meédico personal de al-Ma'mun, quien tradujo del griego al sirio mas
de cuarenta obras médicas y compilé una gran enciclopedia médica,
filosofica y biologica titulada Libro de los tesoros. Otro nombre que
merece especial atencion, es el de Hunayn ibn Ishaq (m. 876), a
quien debemos las traducciones al arabe de los Elementos de

Euclides, de la Reptblica de Platon y de la Fisica de Aristoteles,
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ademas de una larga lista de casi ciento cincuenta obras médicas y
farmacologicas. Su prolifica labor traductora lo catapulté a ser
nombrado jefe de la escuela de traductores de la Casa de la
Sabiduria.

De las otras ciencias que se desarrollaron en la Casa de la
Sabiduria, la astronomia fue la que capto la atencion preferente de
los traductores. Se dice que el mismo Harun al-Rashid era de la
opinion de que sus astronomos y astrologos no tenian suficientes
conocimientos de geometria como para estar a la altura de la
empresa iniciada y esto pudo ser el detonante de que se priorizara
la ciencia de las estrellas por encima de otras muchas. De este
modo, Harun al-Rashid pago embajadas a Bizancio para comprar
los Elementos de Euclides y el Tetrabiblos y el Almagesto de
Ptolomeo. Una primera traduccion de esta ultima obra fue realizada
por Yahya ibn Jalid ibn Barmak en Gundeshapur a principios del
siglo IX, aunque parece que era muy rudimentaria y no satisfizo las
expectativas. Alrededor del ano 828, Hajjaq ibn Mattar volvio a
traducir el Almagesto y su version se convirtio en el manual
astronomico de referencia, tanto en la Casa de la Sabiduria como en
el resto del mundo arabe. También hay que senalar la traduccion
que se hizo del Shindhind indio, cuya llegada a Bagdad se suele
situar hacia el ano 775. La razon de su mencion es que, pese a que
en tiempos de al-Mansur ya se habia traducido al arabe, la version

realizada en la Casa de la Sabiduria corri6 a cargo de Al-Juarismi.

El fihrist al-ulum de Al-Nadim

20 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

El fihrist al-ulum es el tratado bibliografico mas completo escrito
hasta el siglo X en el contexto de la ciencia arabe. En este
trabajo enciclopédico, Muhammad Ibn Ishaq al-Nadim se dedico
a describir la vida y obras de miles de autores, anadiendo sus
propias opiniones sobre sus logros, méritos, libros, etc. Las
biografias aportadas son realmente precisas, ya que al-Nadim no
dejo de analizar ningun detalle: desde su religion, sus
supersticiones y las sectas a las que pertenecieron, hasta los
idiomas que dominaban, sus ideas filosoficas y sus maneras de
divertirse y pasar el rato. De este modo, este texto compilado en
el ano 987 es la base documental mas fiable que se conserva
para documentar las épocas anteriores y, sobre todo, los
filosofos y cientificos arabes de los siglos VIII y IX. Esta dividido
en diez capitulos dedicados, respectivamente a biografiar a los
autores relacionados con;

1. Las escrituras religiosas judias, cristianas y musulmanas,
con atencion especial en el Coran. También se incluye una
seccion que describe los distintos idiomas del mundo

2. La gramatica y la linguistica, enfatizando los autores de
Basora y Kufa.

3. Las tradiciones historicas, la literatura y la genealogia.
Dedica una seccion a los reyes, secretarios, jueces,
cantantes, bufones... de las cortes musulmanas.

La poesia islamica y preislamica.
La teologia

Las leyes y las autoridades legales.
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7. La filosofia natural, la logica, la medicina y las ciencias
antiguas (geometria aritmeética, mausica, astronomia,
construccion de instrumentos, mecanica y dinamica).

8. Los cuentos y fabulas, la magia, el exorcismo y el
malabarismo,

9. Varias sectas Importantes, entre las que incluye algunas
chinas e Indias.

10. La alquimia.

En contrapartida a esta vasta fuente de informacion, no se sabe
casi nada de la vida de al-Nadim, a excepcion de lo que nos
refieren diversos autores arabes posteriores. Su padre fue librero
y, probablemente, envio a su hilo a la mezquita a la edad de seis
anos para aprender a leer y a escribir, introducirse en el hadith y
memorizar el Coran. Tras cuatro anos de estudio, el propio al-
Nadim debio de interesarse por seguir la carrera de derecho
islamico y pudo acceder a todos los libros disponibles en aquel
momento gracias a la libreria familiar. Asi pues, no es
improbable pensar que al-Nadim fuera contratado como copista
y ayudara a su padre a vender los libros que debia estudiar el
resto de discipulos. Con este trabajo, a al-Nadim se le abrio la
puerta de multitud de tratados de distintas disciplinas y no es
de extranar que empezara a redactar catalogos de las obras mas
importantes de la libreria y también de los libros perdidos de los
que se hablaba en los textos que iba leyendo y copiando.
Posteriormente, extendio esta labor a las obras de sus maestros,

quienes debieron de ser renombrados historiadores, filoésofos,
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cientificos y juristas. Con todo, gran parte de su vida la pasoé en
su ciudad persa natal, donde se caso6 y tuvo hijos, y €l mismo
cuenta que viajo a Mosul (en el norte de Iraq) para visitar sus
bibliotecas. Sin embargo, aunque no existe ninguna evidencia de
ello, no es descartable que también viajara a otros centros
intelectuales en Siria, Iraq, e incluso que terminara como
secretario en alguna biblioteca de Bagdad, si no en la misma

Casa de la Sabiduria.

La actividad astronomica en el califato de Al-Ma'mun

Otra de las instituciones patrocinadas por al-Ma'mun, que influyo
determinantemente en los inicios de la hegemonia arabe medieval,
fue el observatorio de Shammasiya, en Bagdad, que tenia que ser el
complemento perfecto a la actividad traductora de la Casa de la
Sabiduria. Como se ha dicho, el objetivo de los escribas en la Casa
de la Sabiduria era la traduccion e interpretacion de las obras
griegas, indias, sirias y persas que iban llegando a las estanterias de
sus bibliotecas. Mientras tanto, los astronomos del observatorio
debian incorporar todos estos conocimientos a la compilacion de
unas tablas astronomicas validas para la ciudad de Bagdad y el
siglo IX. Por lo tanto, si bien no se puede afirmar con seguridad que
el observatorio de Shanunasiya formara parte del complejo de la
Casa de la Sabiduria, esta claro que tanto los traductores como los
astronomos y astrologos debieron de acceder libremente a ambas
instituciones.

El nuevo observatorio fue fundado en 828 y se nombré a Sanad ibn
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Ali para que construyera los instrumentos astronomicos y
supervisara las observaciones que alli se iban a realizar. Ademas del
propio Sanad, entre los cientificos que formaron parte de su equipo
destacan Yahya ibn Abi Mansur (m. ca. 830) y al-Abbas ibn Said al-
Jawhari (m. ca. 860); todos ellos eran autores de importantes
tratados matematicos y astronomicos. Ademas, vale la pena senalar
que, pese a que Al-dJuarismi estuvo siempre ligado a la Casa de la
Sabiduria, en la que desempeno algun tipo de cargo de
administrativo o de bibliotecario, también participé en las primeras
observaciones realizadas en Shammasiya.

Tras la muerte de Yahya ibn Abi Mansur, al-Ma'mun viajo a
Damasco y ordené la construccion de un nuevo observatorio, el de
Qasiyun, para el que escogio como director a Jalid Ibn Abd al- Malik
al-Marwazi. El califa le ordené la construccion de nuevos
instrumentos astronomicos que mejoraran los de Yahya ibn Abi
Mansur, de modo que el observatorio de Qasiyun pasé a ser la
nueva referencia en el califato. La nueva actividad astronoémica
nacioé con el proposito de dedicar un ano a observar diariamente el
Sol y la Luna. Esta actividad se llevo a cabo entre 831 y 832, y pese
a que Bagdad debia continuarla, la muerte del califa en 833 termino
con las previsiones planteadas en un inicio.

Del equipamiento y los instrumentos con los que contaron ambos
observatorios no se sabe mucho. Parece que Yahya ibn Abi Mansur
poseia una esfera armilar, que no era demasiado precisa y que fue
vendida tras su muerte en el mercado de los libreros de Bagdad. Su

disenador y constructor fue ibn Jalaf al-Marwudi, a quien se le

24 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

atribuye haber construido astrolabios en Bagdad. Por otro lado, en
Damasco hay noticias de la construccion de un cuadrante azimutal
(que fue aprovechado en el observatorio de Maraga en el siglo XIII),
de un cuadrante mural de marmol de 6 m de radio (a cargo de Al
ibn Isaal-Usturiabi) y de un gnomon de hierro de también 6 m de

altura, destinado a determinar la longitud del afio solar.

Representacion de una libreria del imperio abasi, en una edicion del
del Magqamat de al-Hariri por Yahya ibn Mahmud al-Wasiti, datada
en 1237.

El resultado final de toda esta actividad astronomica, realizada
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entre 828 y 833, fueron diversos canones, entre los que destacan el
Zij al-Mumlahan (Tablas comprobadas) de Yahya ibn Abi Mansur y el
Zy que Habash al-Hasib (m. ca 870) compildo en Damasco. Este
ultimo astronomo fue un autor muy prolifico, compilo su propia

version del Zij al-Shak y también del Sindhind, distinta de la

realizada por Al-Juarismi.
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Una de las publicaciones mas importantes de los hermanos Banu
Musa en su libro sobre los Dispositivos ingeniosos que trata de
maquinas automdticas y dispositivos mecanicos. En la imagen doble
pagina interior de la obra publicada en 850 por los tres hermanos que

llegaron a trabajar en la casa de la sabiduria

Al-dJawhari y el postulado de las paralelas
No se sabe practicamente nada de este matematico y

astronomo excepto que trabajo en la Casa de la Sabiduria, en
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el observatorio de Shammasiya en Bagdad y en el
observatorio de Oasiyun en Damasco.
Una de sus obras mas importantes dentro de la historia de
las matematicas fue su Comentario a los Elementos de
Euclides, por las casi cincuenta proposiciones adicionales
que anadi6é y por su intento de demostracion del quinto
postulado del libro I (o postulado de las paralelas); se
convirtio asi en el primer matematico arabe que lo intentaba.
El quinto postulado viene a afirmar que dada una recta en el
plano, tan solo es posible trazar una recta paralela a la
misma por un punto dado. Ya desde tiempos griegos se creyo
que este resultado tenia que ser demostrable con las otras
cuatro premisas dictadas por Euclides, pero el tema seguia
abierto en el siglo IX. Estos cuatro primeros postulados son:

1. Se puede trazar una linea recta por dos puntos dados.

2. Se puede extender indefinidamente en linea recta

cualquier segmento de recta
3. Se puede trazar una circunferencia con un centro y un
radio dados.

4. Todos los angulos rectos son iguales entre si.
La demostracion de al-Jawhari no es correcta y el tema del
quinto postulado no se cerr6 hasta la invencion de las
geometrias no euclideas por parte de Carl Friedrich Gauss
(1777-1835). Nikolat Lobachevski (1792-1856) y Janos Bolyal
(1802-1860), de manera independiente.
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Izquierda, Carl Friedrich Gauss. Centro, Nikolat Lobachevski.

Derecha, Janos Bolyal

Los hermanos Banu Musa

Tras la muerte de al-Ma'mun, la actividad astronéomica siguio
estando presente en Bagdad y responsables de ello fueron los
hermanos Banu Musa, de nombres Muhammad (m. ca 873) y
Ahmad. Un tercer hermano, llamado Hasan, no parece que tomara
parte en estas observaciones astronomicas. Su padre, Musa ibn
Shakir, habia sido un ladron que en algin momento se habia
interesado por la nueva ciencia que iba llegando a la corte de Harun
al-Rashid. De alguna manera, se habia hecho amigo del principe al-
Ma'mun y cuando este accedio al trono del califato, se hizo cargo de
sus tres hijos, a quienes proporcioné una exquisita educacion en su
corte, les ensené matematicas, musica y astronomia. Ya de
mayores, los hermanos Banu Musa fueron de los primeros
cientificos arabes que estudiaron las fuentes matematicas griegas y
su talento los llevo a trabajar en la Casa de la Sabiduria, incluso

después del fallecimiento de al-Ma'mun. Este interés por los clasicos
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griegos se observa claramente en el caracter de sus obras, en las
cuales anadieron también aportaciones propias. Muhammad, por
ejemplo, escribid una revision de las Cénicas de Apolonio, y Hasan
redactdo sus propias demostraciones a las propiedades de la elipse.
Hay que senalar que las Coénicas siempre estuvieron en el foco de
interés de los hermanos y una prueba mas de ello es que, cuando
Hasan murio, Ahmad viajo a Siria para conseguir nuevos
manuscritos de la obra de Apolonio. Consiguio versiones de los siete
primeros libros (el octavo aun esta perdido), entre las que estaba la
revision de los cuatro primeros, realizada por Eutocio de Ascalon en
el siglo VI, que dejo a Hilal ibn Abi al-Himsi para que la tradujera al
arabe.

Otra de las obras matematicas destacadas de los hermanos es el
Libro para saber la medida de las figuras planas y esféricas, que fue
objeto de una recension a cargo de Nasir al-Din al-Tusi (1201- 1274)
y de una traduccion latina realizada por Gerardo de Cremona
(1114-1187) con el titulo Liber trium fratrum de geometria (Libro de
geometria de los tres hermanos). Las bases de este tratado son De la
medida del circulo y de la esfera y el cilindro de Arquimedes, pero
mientras que el de Siracusa fundamentoé sus resultados en la
comparacion de figuras, los Banu Musa ofrecieron formulas

aritmeéticas de calculo.

Los tres problemas clasicos griegos
Cuenta una leyenda que estando el rey Minos de Creta ante

la tumba de su hijo Glauco, orden6 a sus geometras que
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consiguieran doblar las dimensiones de aquella especie de
altar cubico para ofrecerle una correcta sepultura al
principe. Si Aristoteles habia afirmado que los posibles
movimientos de los elementos naturales tan solo podian ser
el movimiento rectilineo uniforme y el circular uniforme, las
matematicas griegas antiguas estaban basadas en las
construcciones geométricas, que se podian construir
utilizando una regla y un compas. Con esta premisa, los
antiguos ingenieros griegos se pusieron a disenar la nueva
tumba. Contando que, inicialmente, cada arista de esta
tumba hexaédrica media 10 wunidades de longitud, su
volumen era de 103 = 1000 unidades cubicas. Como Minos
queria doblar el volumen, los disenadores tenian que
construir un nuevo cubo cuyo volumen fuera de 2000
unidades cubicas y, en consecuencia, de arista igual a 10
(32).

Este mismo problema de diseno lo afrontaron los antiguos
habitantes de Delos, quienes para terminar con una plaga
que azotaba su poblacion, consultaron al oraculo qué debian
hacer. La pitonisa del templo les comunicé que la unica
manera de solventar aquel problema era construir un altar
cubico cuyo volumen fuera igual al doble del que tenian
hasta el momento.

Fuera cual fuera realmente el origen de este problema, los
antiguos griegos se plantearon resolver la construccion de un

segmento de longitud 10 (3V2) a partir de otro de longitud 10,
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utilizando tan solo la regla y el compas, sin saber que, por
contener una raiz cubica, este problema no tenia solucion.
Esta duplicacion del cubo, junto con los problemas de la
triseccion de un angulo cualquiera y la construccion de un
cuadrado cuya area fuera igual a la de un circulo dado,
pasaron a la historia como los tres problemas clasicos de las
matematicas griegas, y la imposibilidad de su resolucion con
tan solo una regla y un compas abrio las distintas
posibilidades imaginativas de los matematicos de todas las
épocas. Asi, por ejemplo, se atribuye a Hipocrates de Quios
(siglo V a.C.) el haberse dado cuenta de que se podia doblar
el cubo si se podian construir las dos medias proporcionales
a los segmentos de longitud 1 y 2 unidades, es decir, si se
podian encontrar dos segmentos de longitudes x e y tales

que:

}r
y 2

1 X
X

En estas condiciones, x = 3V2, sin embargo el propio
Hipocrates no fue capaz de resolverlo y las posibles
soluciones que se fueron dando pasaron por la interseccion
de curvas coénicas o por la construccion de curvas mecanicas

con distintos aparatos de madera.
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Apolo convirtié en simbolo de los oraculos de Delos y de
Delfos, y a él recurrieron los habitantes de Delos para
consultar sobre uno de los tres problemas cldasicos griegos. En

la imagen, ruinas del templo de Apolo en Delfos.

De este modo, si Arquimedes afirmoé que el volumen de una esfera
es el cuadruple del volumen de un cono cuyas base y altura son
iguales al circulo maximo de la esfera y el radio, respectivamente,
los Banu Musa calcularon de manera directa que el volumen de la
esfera es igual a un tercio del radio multiplicado por su superficie
(V = 4/3 ir?). Otra novedad aportada por estos tres hermanos fue el
uso de curvas e instrumentos mecanicos para resolver ciertos
problemas, como la triseccion del angulo (problema clasico sobre el
que Ahmad escribié un tratado especifico) o la determinacion de dos
medias proporcionales a dos segmentos dados, problema que

equivale a resolver la duplicacion del cubo.
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La relacion de los Banu Musa con la familia califal continué siendo
buena tras la muerte de al-Ma'mun y el ascenso al trono de su
hermanastro al-Mutasim (califa entre los anos 833 y 842). En ese
periodo, iniciaron sus observaciones astronomicas desde su propia
casa localizada al lado de la Puerta al-Taq de Bagdad, a orillas del
rio Tigris. Al-Mutasim traslado la capital a Samarra, algo mas al
norte de Bagdad, y en tiempos de su hijo al-Mutawakkil (del 847 al
861), este les regalo una casa al lado de su palacio califal. Desde su
elevada posicion, los hermanos se convirtieron en mecenas de
astronomos y traductores entre los que destacaron Hunayn ibn
Ishaq y Thabit ibn Qurra (836-901). Ellos, por su parte, siguieron
realizando observaciones astronomicas hasta, como minimo, el ano
870, compilaron un canon astronémico y dirigieron medidas
geodésicas en Sinyar y en Kufa. Ademas, su obra astronomica
también fue muy destacada; recogia diversos temas: la construccion
de astrolabios, determinaciones de ciertas coordenadas y

parametros, y el analisis y critica del sistema ptolemaico.

Thabit Ibn Qurra

Otro de los grandes matematicos del siglo IX fue Thabit ibn Qurra,
Nacio en Harran, en la actual Turquia, muy cerca de la frontera con
Siria. Thabit fue un fiel seguidor del sabeismo y, como tal, su aficion
por el cielo y las estrellas le vino ya de pequeno. Sus primeras
ocupaciones en Harran fueron como cambista de moneda y a través
de sus negocios conoci6 a Muhammad, el mayor de los Banu Musa.

Impresionado por sus conocimientos de idiomas, Muhanunad lo
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invito a Bagdad, donde fue acogido por el mecenazgo de los
hermanos e introducido en las matematicas y la astronomia.
También destac6 como médico y fue escalando posiciones sociales
hasta llegar a introducirse en la corte del califa al-Mutadid (del 892
al 902).

Como Al-Juarismi, su dominio de los distintos idiomas le permitio
acceder a los manuscritos griegos, persas, indios y arabes que
circulaban por Bagdad, y en seguida destac6 como un matematico
de primera linea.

Llego a ser un gran médico en la corte del califa gracias a los
conocimientos adquiridos a través de las obras de Galeno y su
Tesoro de la medicina, entre otras.

Sus estudios lo llevaron a escribir sobre temas como la circulacion
de la sangre, los embriones humanos, la anatomia de las aves, las
plantas, etc., es decir, todo un elenco de aportaciones biologicas,
meédicas y veterinarias inéditas hasta el momento.

Es muy dificil poder imaginarse qué sintiéo Thabit en el momento en
el que leyo los Elementos de Euclides. A partir de su estudio, se
consolido como el matematico mas destacado del siglo IX y empezo
a producir una serie de tratados que repercutieron profundamente
en el mundo arabe y, algunos de ellos, también en la Europa latina
medieval.

Por ejemplo, su Libro de los da tos fue considerado por Nasir al-Din
al-Tusi una de las obras de referencia, junto con los Elementos y el

Almagesto.
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La secta sabea
El sabeismo fue una religion que surgié en el antiguo Reino
de Saba (actual Yemen), su culto estaba basado en ciertas
premisas astronomicas. Su dios unico era Ala Taala, el cual
estaba protegido por siete angeles que se correspondian con
los planetas Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno, el
Sol y la Luna. Los sabeos rendian culto a sus deidades
planetarias, a quienes construian templos como guardianes
del cielo. Solo el triunfo del islam inici6 la decadencia de su
credo. En efecto, los sabeos tenian varios altares en la Kaaba
de la Meca y solo el hecho de creer en un unico dios les
permitio seguir creyendo en €l tras la invasion musulmana.
Sin embargo, con los anos, los sabeos fueron adoptando
paulatinamente la lengua y los nombres arabes, y
convirtiéndose al islam, donde muchos de ellos destacaron

como astronomos.

Salomoén y la reina de Saba. Cuadro expuesto en la biblioteca
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de San Lorenzo de El Escorial.

Thabit aplico aqui la geometria euclidea de los Elementos para
resolver ecuaciones cuadraticas al estilo de Al-Juarismi
(razonamientos que repitidé en su discurso sobre la correccion de los
problemas algebraicos). Otro de los textos que tuvo mucha
repercusion fue su Libro sobre la determinacion de los numeros
amigos, en el cual, partiendo de la proposicion de los Elementos
donde se explicita la formula generadora de un numero perfecto,
termina por encontrar una regla para determinar los numeros
amigos: dado un nimero n natural, si p=3x2n1 -1, g=3x2n-1y r
= Ox 22nl - 1 son tres nimeros primos, entonces 2"X p x qy 2" X r
son una pareja de amigos.

En cuanto a la geometria se refiere, los Elementos volvieron a servir
de base a su Libro sobre la composicion de las razones, en el que,
partiendo de la teoria de la proporcion euclidea, se dedico a analizar
el resultado de los posibles productos entre cocientes de magnitudes
proporcionales. También analizé6 la demostracion del teorema de
Pitagoras aplicado a un triangulo rectangulo isosceles, atribuida a
Socrates, y aporto tres nuevas demostraciones del caso general que
edito en un tratado especifico. Ademas, con base en el Almagesto de
Ptolomeo, dio una nueva demostracion del teorema de Menelao en
su Tratado de la figura secante, e inspirandose en el calculo de
areas y volumenes de Arquimedes, desarrolld toda una teoria

diferencial que no dista mucho de las actuales integrales definidas.
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Nuameros perfectos y nimeros amigos
Se dice que un numero es perfecto si es igual a la suma de
sus divisores menores que €l. Por ejemplo, el 6 y el 28 son
numeros perfectos porque 6 =1+2+3y28=1+2+4+7+
14. Esta propiedad numérica fue descubierta por los
matematicos pitagoricos, aunque fue Euclides el primero en
determinar que si un numero N era de la forma N = 2n-1(2n-
1) para un cierto numero n natural, con 2™! primo, entonces
tenia que ser un numero perfecto (para n =2y n = 3 se tiene

que N= 6y N= 28, respectivamente).

Retrato de San Agustin, por Phillippe de Champaigne.

Este tipo de propiedades dio mucho juego tanto en las
matematicas griegas como en las arabes y latinas, y también

en el Renacimiento y, de hecho, la busqueda de estos
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numeros continla aun abierta. La importancia de los
numeros perfectos sobrepasa la propia historia de las
matematicas. En el siglo V, por ejemplo, San Agustin llego a
afirmar que si Dios habia creado el mundo en tan solo seis
dias, no era por ninguna otra razon que la de cuadrar el
numero con la perfeccion de su propiedad. En la actualidad,
universidades de todo el mundo buscan informaticamente
grandes n que generen numeros primos del tipo 271 que
luego se utilizan para sistemas criptograficos. En
consecuencia, se van encontrando numeros perfectos cada
vez mayores y, de momento, nadie ha sido capaz de
demostrar que no existan infinitos numeros de este tipo.

Otro tipo de mnumeros que también encontraron los
pitagoricos fueron los numeros amigos, como el 220 y el 284.
En este caso, la suma de los divisores menores que el
primero es igual al segundo y la suma de los divisores
menores del segundo es igual al primero. En efecto, los
divisores de 220 son 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55y 110,
que sumados dan 284. Por su parte, los divisores de 284 son

1,2,4,71y 142, que sumados dan 220.

De este modo, calculo el area del segmento parabdlico en su Libro
sobre la medida de la pardbola, y el volumen de un segmento de
paraboloide en el Libro de la medida de los campos parabdlicos.
También determiné el area de una elipse en el Libro de las

secciones del cilindro y de su superficie, e intentd ofrecer su propia
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demostracion del postulado de las paralelas.

Thabit también destac6o en el ambito astronomico con diversos
libros en los que analiz6 pormenorizadamente el modelo solar
ptolemaico e ided la teoria de la trepidacion para explicar las
discrepancias entre los valores que se calculaban en el siglo IX para

la oblicuidad de la ecliptica y los dados por Ptolomeo en el siglo II.

La figura de Al-Juarismi

Casi nada se sabe de este matematico y astronomo Illamado
Muhammad ibn Musa Al-Juarismi, excepto que trabajo en la Casa
de la Sabiduria de Bagdad y participo en las primeras observaciones
realizadas en el observatorio de Shammasiya.

La nisba de su nombre, que es el término que indica su origen y que
en este caso es Al-Juarismi (02 <~ ») remite a la region de la
Jorasmia, en la actual Uzbekistan. Sin embargo, en algunas
biografias se recoge la version del historiador persa Muhammad ibn
Jarir al-Tabari (838-923), quien le anadié un «al-Qutrubbulli», dato
que significaria que sus antepasados eran los originarios de la
Jorasmia, mientras que él habria nacido en Qutrubbull una
pequena localidad cerca de Bagdad. Ademas, por las fechas de sus
libros se puede afirmar que nacio alrededor del ano 780 y su
fallecimiento se produjo no antes del ano 850. Estudios fiables
sitian a su familia dentro de la comunidad turca de la Jorasmia,
con lo que es probable que fuera mucho mas preciso referirse a él
como matematico arabizado y no como simplemente arabe.

Como se ha indicado con anterioridad, Al-Juarismi estuvo

39 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

absolutamente ligado a la Casa de la Sabiduria y en ese ambiente
fue un autor bastante prolifico. La primera de las obras que vale la
pena destacar es su Libro del cdlculo con los numeros indios, escrito
durante el califato de al-Ma'mun. En esta obra, Al-Juarismi explico
el sistema de numeracion posicional que utilizaban los indios y que
fue transmitido al mundo arabe en alguna de las embajadas indias
a las cortes de al-Mansur, de al-Mahdi (del 775 al 785), de al-Hadi
(del 785 al 786) o de Harun al-Rashid. Sin duda alguna, esta fue
una obra de referencia dentro del circulo cientifico de la Casa de la
Sabiduria y sirvio de base a otros muchos tratados similares que
elaboraron los matematicos arabes de los siglos IX y X. Este libro
podria coincidir con el Libro de la adicion y la sustraccion segun el
calculo de los indios, actualmente perdido, recogido en el indice de
al-Nadim.

El otro gran tratado matematico fue su Libro concreto del calculo de
la restauracion y de la oposicion, el cual también escribio entre los
anos 813 y 833. Como se vera mas adelante, al-Juarismi supo
sintetizar la geometria griega con la aritmética india para regalar al
mundo la primera obra propiamente de algebra y pasar a la
posteridad como el padre de esta disciplina matematica.

En el campo de la astronomia, su gran obra fueron sus Tablas
indias (Sindhind), las cuales tuvieron una gran influencia en la
astronomia arabe posterior, sobre todo la que se estudio en al-
Andalus. Ademas, también redacto6 las siguientes obras: Libro sobre
el cuadrante solar, Construccion de las horas en el plano de un

cuadrante solar, Libro sobre la construcciéon de un astrolabio, Libro
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sobre el uso del astrolabio, Conocimiento del azimut a través de un
astrolabio, Determinacion de la amplitud ortiva en cada ciudad.
Determinacion del azimut segun la altitud, Construccion geométrica
de la amplitud ortiva de cada signo del zodiaco segun la latitud.

También escribio el Libro de la configuracion de la Tierra, que lo
situaria en alguna expedicion patrocinada por al-Ma'mun para
comprobar los datos geograficos del Almagesto de Ptolomeo; un
Libro de historia, redactado alrededor del ano 826, y wuna

Determinacion del calendario judio.
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Capitulo 2

La aritmeética de Al-Juarismi

Una de las obras mas exitosas de Al-Juarismi dio pie a
la introduccion del sistema de numeracion decimal
posicional utilizado en la actualidad. Copiado de fuentes
indias, los nuevos numeros reemplazaron los sistemas
griego, romano... y hasta el propio sistema alfanumérico
arabe. Esta introduccion fue progresiva pero, una vez
aprendidos, ya nadie fue capaz de recuperar las
antiguas cifras que tantos quebraderos de cabeza

daban en las operaciones.

Los primeros sistemas de numeracion escritos nacieron
paralelamente a la escritura, tanto en el antiguo Egipto como en la
antigua Mesopotamia. Por lo tanto, los primeros numeros no se
escribieron hasta finales del IV milenio a.C., aunque esto no
significa que el hombre no hubiese desarrollado otras maneras de
contar.

Desde tiempos remotos, el cuerpo humano ha sido objeto de uso
para contar, no solo las manos, sino que también se han hecho
cuentas con la cara, los brazos, las piernas, Los pies, el pecho y el
abdomen. De manera logica y por comodidad, el hombre decidio
adoptar la base 10 como referencia (con algunas excepciones
notables) y esto se debe al uso general de los diez dedos de las dos

manos Esta costumbre fue pasando entre los pueblos e incluso se
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escribieron tratados sobre ella. Como ejemplo, cabe citar las
palabras de Tertuliano (siglo II d.C.), quien en su Discurso
apologético escribio:
Durante ese tiempo, hay que permanecer sentado rodeado de un
montoén de papeles, y gesticulando con los dedos para expresar

los numeros.

Las primeras cifras de la historia tienen su origen en el sistema de
objetos que los antiguos contables mesopotamicos idearon a finales
del IV milenio a.C. para no necesitar grandes series de piedrecitas
para hacer sus calculos. Los contables decidieron sustituir cada 10
guijarros por una bolita hecha de barro, y si se reunian 6 bolitas,
entonces se sustituian por un cono también de barro. Con esta idea
hacia el ano 3200 a.C, un escriba sumerio decidi6o grabar las
primeras cifras escritas que se conservan en tablillas cocidas de
barro. Estos primeros numeros se correspondieron con las muescas
realizadas por un calamo cilindrico terminado en punta por uno de
sus lados. En este primer sistema escrito de la historia se
representaren las cifras 1, 10, 60, 600, 3600 y 36000 de modo que
cada numero se escribia a partir de la repeticion de las mismas. El 1
se correspondia con una pequena muesca grabada en la arcilla,
mientras que el 10 era la marca del mango cilindrico del calamo
(figura 1). Para representar el 60, se hacia una muesca mayor que la
anterior y el 600 era una combinacion de un 60 con un 10 grabado
dentro. Para el 3600 se marcaba un circulo mayor que el 10 y para

el 36000 se combinaba un 3600 con un 10 grabado en su interior.
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SI se queria escribir el numero 167, se tenia en cuenta la igualdad

167 = 2 x 60 +4 x 10 + 7 y, por lo tanto, se representaban 2 cifras
00,4 cifras 10 y 7 cifras 1.

Distintos sistemas de numeracion antiguos
Hacia el ano 2000 a.C., los mesopotamicos decidieron simplificar su
sistema arcaico y pasar a la escritura cuneiforme, en la que los

numeros también se simplificaron al basarse tan solo en la

existencia de las cifras 1y 10.

o U OF

Figura 1. Representacion de las cifras arcaicas mesopotamicas

Conservando la antigua base 60, los escribas mesopotamicos
idearon una especie de sistema semiposicional; en él, las cifras

tenian distinto valor dependiendo de la posicion que ocupaban.

Figura 2. Representacion del numero 24,58 en cifras cuneiformes

Por ejemplo, en la Figura 2 se aprecian inicialmente dos tipos de
muescas. La muesca vertical es la que servia para representar el 1,

mientras que la lateral se correspondia con el 10. Por lo tanto, los
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numeros representados son el 24 y el 58. Al tratarse de un sistema
en base 60, se trata del numero 24 x 60 + 58= 1498; aunque la
ausencia del cero posicional podria hacer variar el valor de las
cifras: también podria ser 24 x 50 + 38 x 60, 24 x 602+ 58 x 601.

Siguiendo con los sistemas aditivos de numeracion, en el antiguo
Egipto se desarrolld una numeracion basada en cifras jeroglificos

que representaban 1, 10, 102, 103, 104, 10°y 106¢ (figura 3).

ne i)y i

‘GO 10600 GO0 KOO 1000000

Figura 3. Representacion de las cifras egipcias

La unidad se simbolizaba mediante un pequeno trazo vertical; la
decena, mediante una especie de U invertida; la centena, mediante
una espiral; el 1000, con una flor de loto; el 10000, con un dedo; el
100000, con una rana o renacuajo, y finalmente, un hombre
adorando al Sol representaban el millon.

Con el tiempo, los escribas desarrollaron la escritura jeroglifica
hacia la escritura hieratica y aparecieron nuevas formas para los
numeros de modo que se idearon simbolos especificos para 1, 2, 3,
4,...10, 20, 30, 40,..., 100, 200, 300, 400,...

El sistema de numeracion mas antiguo de la antigua Grecia, fue el
que se conoce como herculano, debido a que fue el historiador
Herculano (siglo II) que describié por primera vez una serie de

abreviaturas utilizadas para escribir los nimeros cardinales. En
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este sistema, cada digito distinto de la unidad se correspondia con

la primera letra del nimero que representaba.

Nombre griege

Notacion Ndmero
I T 1
o 5 evye
= :- 10 dena
H 100 EXGTIV
T x 1000 Hhloe
M 10600 pupot

Para representar las cifras 50,500, 5000 y 50000, los griegos
superponian el IT con A, H, X y M, respectivamente.

Otro sistema fue el alfabético simple, el cual servia para representar
los primeros 24 numeros naturales con las 24 letras del alfabeto: A
=1,B=2,T=3,A=4.. Q=24 El griego tuvo su origen en la
adaptacion que se hizo del alfabeto fenicio en el siglo IX a.C.,
después de realizar las modificaciones necesarias para que todos
sus fonemas se correspondieran con una letra. En un principio, se
desarrollaron diversos alfabetos locales, pero en el siglo V a.C. la
variante oriental de Mileto se impuso como obligatoria en la
administracion de Atenas y, de alli, paso al resto de las colonias
helenas. Posteriormente, las conquistas de Alejandro Magno (356
a.C.-323 a.C.) hicieron del griego el idioma comun de la ciencia y de
la literatura de todo el Imperio macedonio y, junto al latin, llegé a
constituirse como Lingua franca en el imperio romano. Es necesario
senalar que este tipo de numeracion alfabética solo fue usado en

algunas listas contables y para la numeracion de paginas en libros y
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documentos como, por ejemplo, los 24 cantos de la Iliada y de la
Odisea de Homero.

En este breve repaso, no se puede olvidar la numeracion romana,
basada en las letras =1, V=5, X=10,L =50, C=100,D =500y
M = 1000. Al igual que las cifras griegas, estos numerales no
permitian hacer calculos con facilidad y, por este motivo, tanto en
Grecia como en Roma, y también en la antigua Mesopotamia, los
calculos se hacian sobre tableros y abacos. Los numeros romanos
se utilizaron fundamentalmente en documentos administrativos y
de contabilidad y, pese a que se vieron relegados a un papel
secundario en la Edad Media, aun se siguen estudiando en las
escuelas.

Si bien» como se ha visto, las bases 10 y 60 fueron las preferidas
por los distintos pueblos de la antigiiedad, hay referencias notables
a la base 20 que vale la pena senalar. La primera de ellas es el
sistema de numeracion maya. Los numeros de este pueblo
centroamericano eran los puntos y los trazos horizontales, cuyo
valor equivalia a 5 puntos. De este modo, el 2 se representaba con
dos puntos; el 3, con tres, y el 4, con cuatro. Llegados al 6,
escribian una linea horizontal, que conservaban debajo de un punto
para representar el 6, debajo de dos puntos para el 7, de tres
puntos para el 8 y de cuatro puntos para el 9. El resto de numeros
hasta llegar al 19 se conformaba de manera similar a los nueve
anteriores, mediante una combinacion de unos y cincos (figura 4).
Conviene senalar que los Unicos numeros mayas que se conservan

no tienen nada que ver con la aritmética y simplemente registran
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datos numeéricos ligados al calendario y a la astronomia.
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Figura 4.

Es importante destacar, asimismo, que los mayas, para marcar el
valor posicional de sus cifras, inventaron un simbolo para denotar
la ausencia de las mismas (el 0), con lo que se trata de un ejemplo
de un sistema posicional en base 20.

Las lenguas indoeuropeas también conservan reminiscencias de
alguna antigua base 20 que convivio con la base 10. En francés, por
ejemplo, Moliére utilizo six vingts para decir 120 en El burgués
gentilhombre y, en la actualidad, 90 aun se denomina quatre- vingt-
dix, y 91, quatre-vingt-onze, etc. También encontramos otros

ejemplos en el inglés y el danés.
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El presidente Abraham Lincoln empezo su discurso en Gettysburg
con un four score and seven years old... para referirse a 87 anos
atras. La palabra score significo 20 en inglés antiguo y el mismo
William Shakespeare la utiliz6 en distintas ocasiones en sus
grandes obras. En danés, el namero 50 se denomina halvtreds,
como abreviatura de halvtredje-sinds tuve que significa el calculo
3x20-%2x20, y algo parecido ocurre con el 70 y el 90. También el 80

se denomina firs, de firsindstive (4x20).

Los sistemas de numeracion alfanumeéricos
Los sistemas alfanumeéricos son un sistema de numeracion en base
10 que utilizan como cifras las mismas letras del alfabeto de su

idioma.
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Sello de la antigua Unién Soviética de 1983 que conmemora al 1200
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aniversarios del nacimiento de Al-Juarismi

En consecuencia, es un sistema aditivo que se fundamenta en ir
poniendo letras distintas, cada una de ellas con su valor asignado,
de modo que la palabra resultante tiene el valor equivalente a la
suma de los valores de cada una de las letras.

El primer sistema de numeracion de este tipo del que se tiene
constancia es el griego, cuyo uso se remonta a algin momento entre
los siglos VIII y V aC. Se utilizaron las 24 letras del alfabeto junto

con la letra sampi y los signos arcaicos digamma y koppa:

1zA 0= 00 =P
2=8B 20=K 200=X
3=r 30=A 300=T
4=4 40=M 400=Y
S=E 50=N 500=¢
6=¢ 6022 600=X
7=2Z 70=0 700=Ww
8=H _ BO=T11 BOO=Q
9=6 90 =9 900 = 3

Las lenguas que adoptaron el alfabeto griego como base, tales como
el copto, el georgiano, el latin o el gotico, también tomaron el valor
numeérico de sus letras. La misma influencia se traspasé al alfabeto
arabe ya desde el siglo VII, probablemente a causa de las multiples
traducciones que del griego al arabe se hicieron en Bagdad. De este

modo, las letras del alifato también siguieron los valores griegos
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asignados:

b= l,-_..l=2,£:3,434.525.,"4210, a1=20,d=30...

Este sistema se conoce con el nombre de abyad y fue de uso comun
en los manuales de matematicas, astronomia y astrologia que se

compilaron en el mundo musulman.

El sistema de numeracion indio
El origen indio del actual sistema posicional decimal es indiscutible.
El propio Al-Juarismi empezo su crucial tratado aritmético avisando
que iba a «exponer la forma de calcular de los indios con la ayuda
de nueve caracteres y mostrar como, gracias a su sencillez y
concision, dichas figuras pueden expresar todos los numeros. De
hecho, cuando Al-Juarismi tuvo noticias de este nuevo sistema de
numeracion, las matematicas indias dominaban absolutamente sus
cifras y se permitian jugar con ellas. En efecto si, por ejemplo, se
consulta el Ganita Sana-Sangraha del jainista Mahavira (ca. 850),
tratado de aritmética, algebra y geometria en el que este matematico
hizo una revision de obras anteriores de Brahmagupta (598-670), se
encuentran ciertos numeros curiosos que sirven de resultado a la
gran variedad de problemas que ilustran el algoritmo de la
multiplicacion de numeros naturales. Por ejemplo:

Escribe el numero 142857143 y multiplicalo por 7 y luego di que

es el collar real.

De forma similar, 37037037 se multiplica por 3. Encuentra el
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resultado que se obtiene de multiplicar este producto otra vez
para obtener multiplos del mismo con un 1 como el primero y un
9 como el ultima. Las cifras 7, 0, 2, 2, 5 y 1 se escriben
partiendo de las unidades; entonces este numero multiplicado

por 73 también se podra denominar collar.

Los resultados respectivos de estos tres calculos son 1000000001,
111111111y 11111111, y este tipo de numeros pone de manifiesto
el interés que tenia Mahavira en las formas y propiedades

numericas.

Los quipus
Desde tiempos de los antiguos griegos, como minimo, los
nudos han acompanado a la humanidad como sistema de
computo. Herodoto (siglo v a.C.) cuenta que el rey Dario I de
Persia (del 522 al 486 a.C.) confio la defensa de un puente a
unos soldados griegos aliados. El sigui6é su expedicién y les
dejo una correa con 60 nudos con la orden de ir deshaciendo
un nudo cada dia. Si al deshacer el ultimo nudo, Dario no
habia vuelto, entonces los soldados podian abandonar el
puente y volver a sus casas. Un sistema similar de anudado
se utilizaba en la antigua China segun el Libro de las
transformaciones (Yi Ching), escrito hacia el ano 1000 a.C.,
en el que se relata que los hombres «eran gobernados

mediante el sistema de cuerdas con nudos)». En la tradicion

judia, los hombres deben llevar un chai llamado tsitsit para
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su plegaria matutina, que tiene unos ribetes entre los cuales
se anudan los cuatro cordones de los extremos en un total de
26 nudos (ya que 26 es el valor que tienen las cuatro letras
del nombre de Yahveh: 7 = 5,1= 6, 7 =5, p = 10). Romanos,
palestinos, arabes, y en definitiva, muchos pueblos vieron en
las cuerdas un recurso facil con el que retener sus calculos.
Sin embargo, los pueblos precolombinos son los que nos han
ensenado mayor constancia de su uso, a través de los
diversos restos arqueologicos encontrados y los testigos
directos espanoles del siglo XVI.

Qipu es una palabra inca que significa «<nudo» y no es nada
mas que una cuerda gruesa principal en la que se anudan
cuerdas mas finas, de colores distintos, agrupadas en
manojos. En el Imperio Inca, la administracion central
disponia que en cada aldea debia trabajar un quipucamayoc
(«guardian del nudo») que se encargase de la confeccion de
los quipus. Este administrador se encargaba de la
supervision de los inventarlos y los censos que luego se
enviaban a la capital. A pesar de que las cuentas debian
realizarse de memoria o con los dedos de las manos y de los
pies, los quipus servian de ayuda para registrar los
resultados de los diversos calculos planteados para
calendarios, estadisticas, contabilidades, etc. Cada quipu era
distinto a otro en lo que respecta a su significado y para ello,
los Incas utilizaban cordeles de colores que representaban

distintas cosas; el amarillo se utilizaba para contar piezas de
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oro; el rojo, para victimas de guerra; el blanco, para el
dinero.., aunque podian tener mas significados. También el
tipo de nudo adquiria diferentes significados.

Cada uno de los cordeles del qulpu sirve para una
determinada contabilidad expresada en base decimal. Si, por
ejemplo, se quiere representar el numero 1527, el
quipucamayoc agrupaba siete nudos en la parte baja del
primer cordel y dos mas encima de los siete anteriores para
representar las decenas. Dejando una distancia igual a la
que habia entre unidades y decenas, agrupaba cinco nudos
encima de las decenas y, finalmente, un nudo cerraba la
cuenta propuesta. Una vez realizado esto, podian seguir con
otra cuenta en el siguiente cordel.

Este sistema aun se utiliza en las montanas andinas de
Bolivia y Peru. En el siglo XIX, los pastores peruanos
llevaban consigo un qulpu provisto de cuerdas blancas y
verdes para contabilizar el ganado ovino y el bovino,

respectivamente.
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Imagen de un quipu confeccionado en Pertu

Dentro de las cuerdas blancas, la primera servia para contar
carneros, la segunda para contar corderos, la tercera para
las cabras, la cuarta para los cabritos... En las verdes, la
primera contaba toros; la segunda, vacas lecheras, etc.

Hoy en dia se hace uso (aunque cada vez menos) de un
segundo sistema basado en el chimpu, que consiste en un
manojo de cuerdas anudadas por uno de sus extremos. Los
pastores bolivianos y peruanos anudan los numeros de sus
cuentas agrupando, dentro del nudo, tantas cuerdas como
orden decimal tenga la cifra dentro del numero. Por ejemplo
para expresar el numero

7825 = 7x103+ 6x102 + 2x10! + 5x100°

se agrupan siete nudos en la parte superior del manojo,
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abarcando cuatro cuerdas; ocho mas debajo de los siete
anteriores, abarcando tres cuerdas; dos mas equidistantes,
abarcando dos cuerdas y, finalmente, cinco nudos mas en

una sola cuerda.

El cero era de uso comun en las matematicas indias del siglo IX y
aun es posible retroceder mas en el tiempo para encontrar a
Jinabhadra Gani (siglo VI), quien expreso6 el numero 224400000000
como «veintidos y cuarenta y cuatro y ocho ceros».

Ademas, hay que tener en cuenta que la aparicion de los numeros
palindromicos, es decir, de los numeros que se leen igual tanto del
derecho como del revés, solo es posible en un sistema de
numeracion posicional. Para el numero 12345654321, Mahavira se
refirio a €l como la cantidad «que empieza con un 1 y termina con
un 6, y después disminuye gradualmenten.

El uso del sistema posicional no se limité al ambito estrictamente
matematico, sino que estuvo presente en la vida cotidiana desde
como minimo, el siglo VI se conserva una carta de donacion del
gobernador Dadda III de la region del Gujarat datada en 346 de la
era Chhedi (equivalente a nuestro ano 594) escrita en cifras
posicionales autéoctonas. Sin embargo, la representacion de los
numeros en la India no empezé como sistema posicional y, tal vez,
fue la necesidad de verbalizar grandes numeros lo que impulso este
avance tan significativo. En efecto, en los antiguos manuales
astronomicos indios, los Siddhantus, para calcular la posicion de un

determinado planeta en el cielo con la hipodtesis de que gira
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alrededor de la Tierra con movimiento circular uniforme, sus
autores  ofrecian  proporciones entre grandes numeros,
correspondientes a los ciclos completados en un cierto tiempo. Por
ejemplo, Brahmagupta determiné que los ciclos del Sol y de la Luna
eran de 4320000000 y 5753300000 revoluciones, respectivamente
y, para referirse a ellos, escribio:

(...) las revoluciones del Sol medio y Mercurio y Venus son siete

ceros, dientes y Vedas. (...) Las de la Luna son iguales a cinco

cielos, calidades, calidades, flechas, sabios, flechas.

En este sistema de «numeros-objeto», cada numero se ve sustituido

por una palabra sinonima que lo recuerda.

Entrada a la seccién III del Coliseo de Roma, con los niumeros aun

visibles
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Los Veda, por ejemplo, el conjunto de textos sagrados hindues, se
dividen en cuatro grandes secciones (Rigveda, Yajurveda, Samaveda
y Atharvaveda) y so6lo por ese motivo, su nombre es equivalente al

numero 4.

\ .. .', ; ‘ / (% /
J})})JV)W{,}‘D}J."J’ L) L'))J’v‘.'.‘!)’. _L’;

PN i T oA Y S B 2 e
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i L LTS ' \
| 25 7| ST P SID o o I ER
Una ilustracion de trabajos astronémicos de al-Biruni, donde explica

las diferentes fases de la luna

Este 4, seguido de los 32 «dientes» humanos y de siete ceros, explica
el namero 4320000000 y, del mismo modo, el O es el «cielo»; el 3, las
«calidades»; el 5, las «flechas» y el 7, los «sabios».

Este sistema data del siglo III y fue utilizado en un texto astrologico
copiado de alguin original griego en el ano «Vishnu, gancho, Lunan.
Como de dios Vishnu solo hay uno y lo mismo ocurre con la Luna, y
el gancho hace referencia a su forma para emplazar al lector al 9, el

ano de copia es el 191 de la era Sakka o, equivalentemente, el ano
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269 d.C. Este sistema aun seguia vigente en la India en el siglo XI a

tenor de la radiografia de esta region elaborada por al-Biruni (973-

1048) en su Historia de la India (ca. 1030):
Cuando ellos tienen necesidad de expresar un numero
compuesto de varios ordenes en sus tablas astrondémicas, lo
hacen mediante palabras concretas para cada numero formado
por uno o dos ordenes. Para cada uno de ellos han elegido una
cierta cantidad de palabras con el fin de que si hay alguna
dificultad para situar una de ellas en un lugar concreto, se
pueda sustituir por otra mads sencilla, cogida entre sus
hermanas de significado. Brahmagupta dice: «Si quieres escribir
el 1, exprésalo a través de algo que sea unico, como la Tierra o
la Luna: asimismo, puedes expresar el 2 mediante algo que
exista en numero de dos, como el negro y el blanco; 3 mediante

lo que forma una reunién de tres; el O con los nombres del cielo.

Otro sistema numérico semiposicional fue descrito por Aryabhata I
(siglo V) en su Aryabhatiya, en el que 25 consonantes «varga»
representaban los numeros del 1 al 25, y otras ocho consonantes
«no varga» representaban los numeros 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 y
100. Para indicar el valor posicional de las cifras, las vocales
sanscritas se debian escribir tras las consonantes, de modo que las
nueve vocales situadas tras una consonante «varga» representaban
las potencias 100, 102, 104,... y 1016 y situadas tras una consonante
«no varga» representaban las potencias 10!, 103, 105,... y 10!7. De

este modo, Aryabhata I represento los ciclos astronémicos mediante
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combinaciones impronunciables de silabas.

Asi pues, se puede dar por hecho que el sistema posicional decimal
surgio en la India en algin momento del siglo VI con la creacion de
un «cero» necesario. Con la carta de 346 de la era Chhedi, hay
constancia de la escritura del sistema posicional, pero se ha de
pensar que «seis-cuatro-tres» debido de ser la manera en la que se
decian los numeros oralmente en mercados, bazares y, en definitiva,
en la vida diaria ¢Qué pasaba, entonces, cuando tenian que
referirse a un numero como el 104? Los antiguos astronomos indios
resolvieron el problema utilizando la palabra sunya, que significa
«wacio», con lo que el 104 se debio de convertir en algo asi como
«Veda-vacio-Tierrar. El siguiente paso se debido de producir en el
momento en que fue necesaria la simplificacion de este meétodo
coloquial que hacia que cada cifra contara con un gran elenco de
palabras que la representaban. Asi, en el tratado de cosmologia
titulado Las partes del universo (ca 458), su autor jainista decidio
utilizar tan solo las palabras que habitualmente servian para
referirse a los primeros numeros naturales y «tres-uno-siete-seis-

tres-dos-cuatro-uno» era el nombre de 14236713.

El «de numero indorum» de Al-Juarismi

El tratado sobre el sistema posicional decimal indio fue una de las
primeras obras sobre este tema que se escribio en Bagdad, a tenor
de la influencia que ejerci6 después entre sus contemporaneos
musulmanes.

La tradicion historica arabe cuenta que el médico indio Kanka fue
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nombrado embajador en la corte de al-Mansury que viajo a Bagdad
con diversos manuales cientificos indios entre los que llevo un libro
sobre el sistema de numeracion posicional. Muhammad al-Fazari
(activo hada 800) fue el autor de la primera traduccion al arabe y
esta sirvio de base sobre la que debio trabajar Al-Juarismi para
reproducir su Libro de la adicion y la sustraccion segun el calculo de
los indios, actualmente perdido.

Todo lo que se sabe de esta obra tan determinante dentro de la
historia de las matematicas es debido a diversas ediciones arabes
escritas poco después, y a las distintas traducciones latinas
medievales que se redactaron en Europa, Abbas ibn Firnas (m. 887)
lo llevo a la corte de Abderraman II en Cordoba y a través de al-
Andalus, se atribuye a Adelardo de Bath (ca 1080-ca 1150) o a Juan
de Sevilla (activo hacia 1135) una primera traduccion latina con el
titulo Algorirni de numero Indonim. La sigue una traduccion libre del
propio Juan de Sevilla titulada Liber algorismi de practica
arismetrice. También se atribuye a Adelardo de Bath Ila
correspondiente traduccion del Liber ysagogarum alchorismi in
artem astronomicam a magistro A. compositus, aunque este
«Magister A» bien podria referirse a algunos de los traductores
judios mas activos de la peninsula Ibérica en el siglo XII, como el
oscense Moshé Sefardi (ca. 1062-ca. 1140), también conocido con
su nombre latinizado Pedro Alfonso, el navarro Abraham ben Ezra
(1089-ca. 1167) o el cordobés Abrahain ibn Daud (ca. 1110-ca.
1180).

Ademas, en la biblioteca de la Universidad de Cambridge, se
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conserva una copia del siglo XIII de otra traduccion latina que no
esta terminada y contiene muchos errores. Este nuevo Algorismi de
numero Indorum fue editado y publicado por el italiano Baldasare
Boncompagni (1821-1894) en 1837, junto con el Liber algorismi de
practica arismrtrice.
Este manuscrito de la Universidad de Cambridge empieza con un
«Dixit Algorizmi», tras el que describe el sistema de numeracion
posicional comenzando con las nueve cifras indias 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 vy 9, que sirven para expresar las unidades, para representar las
decenas, las mismas cifras colocadas a la izquierda de las unidades
indican 10, 20, 30,..., y lo mismo ocurre con las centenas, unidades
de mil, etc. Es decir, para escribir el namero 325:
[...] empezamos a la derecha del escritor y ponemos un 5 en
primer lugar, un 20 en la segunda a la izquierda del que se ha
escrito, un 300 en la tercera, cada numero en Su posicion, es
decir, las unidades en la posicion de las unidades, que es la
primera, las decenas en la posicion de las decenas, que es la
segunda, las centenas en la posicion de tas centenas, que es la

tercera. Y la representacion es la siguiente: 325.

Abu Al-Rayhan Muhammad Al-Biruni (973-1048)
Al-Biruni es uno de los matematicos y astronomos
musulmanes mas prolificos de la historia Su trabajo abarca
casi 150 tratados con un total de mas de 13.000 paginas en
lo que constituye una de las obras mas importantes dentro

de 1la historia de 1la ciencia medieval En el ambito
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matematico, Al-Biruni hizo contribuciones inéditas como el
uso de la interpolacion cuadratica para aproximar valores
intermedios de tablas trigonométricas, ciertas sumas de
series numeéricas o su analisis de los numeros irracionales.
Por otro lado, escribio sobre las construcciones geométricas
con regla y compas, proyecciones estereograficas,
trigonometria plana y esférica, secciones conicas, aritmética
y algebra.

Nacido en un pequeno pueblo cerca de Kath, en la region de
la Jorasmia, sus primeros anos de vida estuvieron ligados
tanto a Kath como a la ciudad de Urgench y a sus estudios
bajo la tutela del matematico y astronomo Abu Nasr Mansur

(ca, 970-ca 1036), principe de la
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familia gobernante de la Jorasmia. Asi,

sus primeros trabajos se desarrollaron
bajo el mecenazgo real, hasta que en
995 un golpe de estado deposo a los
Banu Iraq y tuvo que huir de Bujara.

Privado de las facilidades de su
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juventud y siendo ya un astronomo

competente que habia escrito diversas
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obras, Rayy (cerca de la actual

i

Teheran) fue su siguiente destino. Alli coincidié con Abu
Muhammad al-Juyandi (ca. 940-ca 1000). un astronomo que
poseia un gran sextante con el que se dedicaba a estudiar los

transitos del Sol por el meridiano. Entre ambos, corrigieron
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los errores en los datos observacionales que se habian
cometido anteriormente.

Al-Biruni anoté una observacion de un eclipse de Luna en
mayo de 997 que lo sitia en Kath. Esta observacion estaba
pactada con Abu al-Wafa al-Buzyani (940-998), quien,
habiendo realizado la misma observacion desde Bagdad,
pretendia determinar la diferencia de longitud terrestre entre
ambas ciudades. También las dedicatorias de sus libros
indican sus conexiones con otros patrones y mecenas. Asi,
una de las obras de esa etapa esta dedicada a ibn Rustam,
gobernador de Guilan (a orillas del mar Caspio). Los
contactos de esta provincia con la vecina y poderosa Gorgan
le abrieron las puertas de esta region y de su gobernador
Qabus, a quien dedico su Cronologia. Al-Biruni se desplazo a
Gorgan, donde siguio trabajando como astrologo, disciplina
dentro de la que, antes del ano 1004, ya habia escrito tres
tratados. También habia redactado un tratado sobre el
sistema de numeracion posicional decimal, uno de
astronomia, otro sobre el astrolabio y dos de historia.

En la primavera de 1004 volvio a la Jorasmia, donde Ali ibn
Ma'mun habia ascendido al trono, y se reencontré con su
maestro Abu Nasr Mansur. Su trabajo y reconocido talento
fueron recompensados e incluso se le permitio construir un
instrumento para hacer mediciones precisas de los transitos
del Sol por el meridiano.

El contacto de al-Biruni con la India se produjo tras la
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invasion de la Jorasmia de Mahmud de Gazni en 1017.
Probablemente, Al-Biruni fue prisionero y su vida se vio
atada a la voluntad del nuevo gobernante. Pese a ello, al-
Biruni trabajo como astronomo y astrologo en la corte y
acompano a Mahmud en sus expediciones a la India. Asi fue
como llego a compilar su Historia de la India, en la que
estudio la geografia, historia lengua, literatura, filosofia,
medicina, religion, astronomia y matematicas del pais vecino.
La muerte de Mahmud termino con su reclusion y, bajo el
mandato de su hijo Mas'ud, y después de su nieto Mawdud,
parece que pudo disponer libremente de su vida y trabajo,
aunque el nuevo mecenazgo lo siguid atando a la corte

gaznavida.

Para ver hasta qué punto el nuevo sistema indio era mejor que
cualquier otro hasta entonces, Al-Juarismi utilizé la representacion
de 1180703051492863 (sin utilizar los puntos separadores), que se
dira;
[...] un mil de miles de miles de miles de miles en cinco veces, [_|
y cien mil de miles de miles de miles de miles en cuatro veces
(...) y ochenta miles de miles de miles de miles en cuatro veces
mas setecientos miles de miles de miles en tres veces y tres mil
de miles de miles en tres veces y cincuenta y un mil de miles en
dos veces, y cuatrocientos mil, y noventa y dos mil, y

ochocientos sesenta y tres.
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Continu6 explicando como sumar y restar dos numeros, «poniendo
los dos numeros en dos lineas, es decir, uno encima del otro», de
modo que las unidades estén encima de las unidades, las decenas,
de las decenas, etc.; La explicacion es la misma que se daria hoy a
un alumno de la escuela primaria a excepcion de que se propone

empezar las operaciones, no por las unidades, sino por la cifra de

mayor valor. Al-Juarismi propuso la resta 6422 - 3211, que
escribio:

2 2

1 1

El resultado es 3 211, el cual obtiene restando 6 - 3 = 3 para la cifra
de los millares, 4 - 2 = 2, para las centenas, y 2 - 1 = 1, para las
decenas y las unidades.

Juan de Sevilla, en su Liber algorismi de practica arismetrice,
incorpor6 paso a paso los calculos que se han de realizar y lo hizo

mediante el ejemplo 12025-3661:

1. Se empieza por las cifras de mayor valor, es decir, 12 - 3 = 9, el

cual se coloca en lugar del 12:
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3 6 0 4

2. Se sigue con la cifra de las centenas y como no es posible restar
el 6 del O, se toma una unidad del 9 y se procede 10 - 6 = 4, que se

pone en lugar del O.

Ademas, se cambia el 9 por un 8, ya que ha perdido una unidad
para poder restar el 6;
3. Se reitera el algoritmo con la cifra de las decenas y con la de las

unidades, para obtener 8421 como resultado.

Como se ve, Al-Juarismi fue borrando los calculos intermedios y
sustituyendo los resultados sobre las operaciones previas y, como se
vera, lo mismo ocurrira con la division. Se ha de pensar que en el
Bagdad del siglo IX no era comun el uso del papel para operar y los
calculos se hacian sobre tablas llenas de arena, con lo que era muy

facil ir borrando los resultados y escribir encima.

La multiplicacion y la division

Las siguientes operaciones son el producto y la division y para
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introducirlas, Al-Juarismi empezé explicando la duplicacion y la
mediacion, es decir, la multiplicacion y la division por 2. Para
ilustrar la multiplicacion de dos numeros cualesquiera, el ejemplo
tomado es 2326 por 214. Se colocan uno encima del otro, de modo
que la cifra de mayor valor del mayor numero coincida con la cifra

de las unidades del menor:

Aunque no hay una representacion explicita hasta el resultado final,
el algoritmo propuesto es el siguiente:

1. Se multiplica la cifra de mayor valor del primer factor, en este
caso es el 2, por el segundo factor, que es el 214: el resultado, igual
a 428, se escribe encima del 214, se elimina el 2 del primer factor

que ya se ha multiplicado:

3. Ahora, la cifra de las unidades del segundo factor, en este caso el

68 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

4, ha quedado debajo de la cifra de las centenas del primero, que es
el 3, con lo que se ha de multiplicar esta ultima cifra por el segundo
factor. Igual que anteriormente, el resultado, 3 x 214 = 642, se ha
de colocar encima del 214, sustituyendo el 3 ya multiplicado. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que encima del 214 ya hay otro
numero que, una vez eliminado el 3, se convierte en el 4280. Si lo

sumamos a 642, se obtiene 4922, resultado que se coloca encima
del 214

4. Se repiten los mismos pasos: se desplaza el 214 hacia la derecha
y se multiplica por 2, dando 428 como resultado. Una vez eliminado
el 2 que ya se ha multiplicado, este producto se suma al 49220 y se

obtiene:

5. Iterando el proceso, el resultado final quedara escrito encima del

segundo factor:
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En las distintas versiones del Liber ysagogarum que se conservan se
encuentran mas ejemplos para el producto, como son 10x10 = 100,
300x40 = 12.000, 12x14 = 168, 406x204 =8 2824 y 1024x306 =
313344. Juan de Sevilla propone 104x206 = 21424.

Con el algoritmo de la division, Al-Juarismi siguio los mismos pasos
que en nuestro sistema actual, aunque la disposicion de las cifras
es algo distinta. El ejemplo que propuso fue el cociente entre 46468
y 324, que se escriben uno encima del otro haciendo coincidir las

cifras de mayor valor:

1. Se divide 464 entre 324, obteniendo 1 como resultado. Este 1 se
coloca encima del 4 del dividendo y se sustituye el 464 inicial por la

diferencia 464 - 324 = 140:

2. Se desplaza el divisor una cifra hacia la derecha El 4 de las
unidades queda debajo del 6 de las decenas del dividendo. Se divide
1406 entre 324, cuyo resultado es 4 y resto igual a 110. El 4 se

coloca encima del 6 y se sustituye el 1406 por el resto 110:
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1 1 4 1 4
140¢638—-|1408¢638(—-(110 8
3 2 4 3 2 4 3 2 4

3. Se itera el proceso. Se desplaza el 324 una cifra a la derecha y se
divide 1108 entre 324. El resultado, 3, se coloca encima de la ultima

cifra del dividendo, y el resto, 136, sustituye al 1108:

1 4 1 4 3 1 4 3
11108|—-(11038|—-|136
3 2 4 3 2 4 3 2 4

Operaciones con fracciones

Tras las operaciones con los numeros naturales, Al-Juarismi explico
el producto y la division con fracciones sexagesimales, que
reconocia que aprendio de los indios. Empezo con ejemplos de
multiplicaciones sencillas, especificando que el resultado de
multiplicar minutos por minutos son segundos; el de segundos por
minutos, son tercios... En definitiva, lo que actualmente se podria

resumir con la formula

a b aXbhb

60m™ X 60n i 6Qm+n

El ejemplo general consiste en multiplicar 2 grados y 45 minutos
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por 3 grados 10 minutos y 30 segundos. El algoritmo transforma
cada uno de los numeros a su fraccion mas pequena, y multiplica
los resultados. Asi, como 2 grados y 45 minutos son 165 minutos y
3 grados, 10 minutos y 30 segundos son 11430 segundos, su
producto es Igual a 1 885 950 tercios, que equivalen a 8 grados, 43

minutos, 52 segundos y 30 tercios;

45 10 30 165 11430
)x (3+ J= -

2 +— — X =
( 60 60 602/ 60 = 602
43 52 30
= TEB5050 = B oo g
—— 60 602 603

603

Como ya se ha comentado, el manuscrito de Cambridge es un
tratado inacabado y aqui se produce una interrupcion, justo en el
momento en el que Al-Juarismi iba a explicar el producto de
fracciones decimales y habia puesto el ejemplo 3 + % por 8 + 3/11,

dispuestos dentro de un recuadro:

En el Liber algorismi de practica arismetrice aparece inicialmente un

recuadro similar, pero aplicado en esa ocasion al producto de
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l

8+l 2 i pardis
g Pen ey

De igual manera que en el caso de las fracciones sexagesimales, Al-
Juarismi propone ahora convertir ambos numeros a comun
denominador y multiplicar las dos fracciones resultantes, que se

traduce como sigue:

(8+1+1+1) (3+1+l)
2 4 5 3 D

358 93 33294 894

=720 *27 " 1080 ~ °°*Tog0

Llegados a este punto del razonamiento, la disposicion de los
numeros de Juan de Sevilla da una idea clara de los pasos que se

han de seguir:

8 3
1 1
2 3
1 1
4 9
1
S
40 27
1080
338 93
33294
30
894
1080
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Siguiendo el mismo procedimiento, Juan de Sevilla también calculo
el producto propuesto en el manuscrito de Cambridge, obteniendo
637 / 59

En el Liber ysagogarum, donde se plantea el producto 3/7x%/q =

12 /63, €l relato contintia con un esquema algo distinto:

12 63

Recuperando el ejemplo

(3+1)x(8+ 3)_7x91_637_28+21
2 1 2 1 22 22

Al-Juarismi (o «Magister A.») transforma los factores en fracciones

unicas y los multiplica como en el caso anterior

~J

637 22
91
11

En este caso, la division de fracciones se dispone en un esquema
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similar y parte de la conversion del dividendo y el divisor a
fracciones con el mismo denominador, tras lo cual se divide el
numerador de la primera entre el numerador de la segunda, y se
simplifica el resultado obtenido. Por ejemplo, si se quiere dividir 20

+ 2/3 entre 3 + 1/3, en este caso el algoritmo es equivalente a

calcular

e Gl BT

Para finalizar este razonamiento, en el Liber algorismi de practica

arismetrice, Juan de Sevilla utiliza un esquema parecido al de la

multiplicacion:

20 3
2 1
13 3
13 3
39

786 130
S

6

130

Al-Juarismi continla con el calculo de la raiz cuadrada, que
ejemplifica con V5625, siguiendo et siguiente algoritmo;

1. Separa las cifras del 5625 en grupos de dos y empieza el calculo
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con la raiz cuadrada del grupo que ha quedado a la izquierda, es
decir, el 56. Al no tener raiz cuadrada exacta, escribe 7 debajo del 6,

yaque 72=49 < 56y 82 = 64 2 56:

2. Como 72 =49 y 56 - 49 = 7, sustituye el 56 del radicando por el 7

que acaba de obtener

~N N

3. Se dobla el 7:

N
NN

4. Ahora busca una cifra tal que, puesta detras del 14 y
multiplicando el numero de tres cifras que se obtiene por esa misma
cifra, dé 725. Es decir, determina una cifra x tal que (140 + x) x =

725. En este caso, x= 5, ya que 145 x 5 =725:

N

= N
a1 U
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5. Por lo tanto, la raiz cuadrada buscada es 75.
Este método es parecido cuando se aplica a las fracciones
sexagesimales, con la puntualizacion de que el resultado es mas
exacto cuanto mas pequena sea la fraccion:
St tu buscas la raiz de 120 minutos, reducelo a los segundos y
obtendras 7200, y si reduces estos segundos a cuartos o a
sextos, el resultado sera mas exacto. Entonces, nosotros
extraemos la raiz de 7200 segundos para hacer 64 minutos y
una fraccion, que, reducida en entero, se obtiene una unidad y

24 minutos.

De modo parecido, se tratan las raices de las fracciones decimales.
Como en los casos anteriores, Al-Juarismi procede con un ejemplo

concreto:

2. Para calcular la raiz cuadrada, se transforma la fraccion
propuesta en otra equivalente cuyo denominador no esté afectado

por la raiz:
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94 94 X 39 /3666
39 J39x39 39

3. Se calcula la raiz cuadrada del numerador tal como se ha

explicado para los numeros enteros*. V3666 =- 60 + una fraccion

menor. Por lo tanto:

V3666 60 21

— — + —
39 39 . 39

«Magister A.» y Juan de Sevilla también anaden que, si se quiere
obtener mejores resultados, lo tinico que hay que hacer es anadir

parejas de ceros a la derecha del numero, y lo aplican al calculo de

\2:
V10274 V2000000 1414
VA =— =42=— = =1,414
107 1000 1000

Segun Abu Mansur ibn al-Tahir al-Bagdadi (ca. 980-1037), en su
Cumplimiento del cdlculo, Al-Juarismi también calculé raices
cuadradas a través de un método de aproximacion equivalente a la

formula actual:

vaz+ +
a“+tr=a:t—
2a
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Esta regla, que también tiene su origen en las matematicas indias,
fue ampliamente reproducida en los tratados de aritmética arabes
en toda la Edad Media, aunque sufridé diversas modificaciones que
pretendieron mejorarla. Abu al-Hasan al-Uqlidisi (ca. 920- ca. 980),
por ejemplo, la incluyé en su Libro de las secciones sobre la

aritmética india, escrito en el ano 952, pero con la variacion:

\/a2+r=a+L

2a+1

Esta también la incluyo ibn al-Banna' al-Marrakushi (1256-1321)
en su Compendio del calculo. Por otro lado, Abu al-Hasan ibn Ali al-

Qalasadi (1412-1486) propuso:

La transmision del sistema de numeracion indoarabico

Tras la introduccion del sistema posicional decimal indio en
Bagdad, el mundo arabe vivio una proliferacion de textos dedicados
a esta innovacion. Sin embargo, la nueva aritmética india tuvo que
coexistir con el calculo con los dedos, que los arabes habian
heredado de la tradicion bizantina. También se escribieron diversas
obras sobre esta manera de calcular. La implantacion de las nuevas
cifras debio de ser progresiva y los propios matematicos y
astronomos solo las utilizaban para expresar numeros enteros, ya

que las fracciones se siguieron expresando con su antiguo sistema
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sexagesimal, mediante el abyad. En este sentido, en el primer
tratado de aritmética arabe que ha llegado hasta nosotros, el ya
citado Libro de las secciones sobre la aritmética india que al- Uqlidisi
escribio en Damasco en el ano 952, se dio un paso hacia un
auténtico sistema decimal. La obra empieza con la presentacion de
las nueve cifras (que escribe con una linea encima), tras la que
siguen los algoritmos de las cuatro operaciones basicas, el calculo
con fracciones ordinarias y con fracciones sexagesimales, la
extraccion de las raices cuadrada y cubica de numeros enteros y de
fracciones...
Pero el avance se produce en el momento en el que al-Uqlidisi
explica como dividir un numero por la mitad. En principio, si por
ejemplo se quiere calcular la mitad de 19, mediante la aritmética
india el resultado es igual a 9 + %, que se representaria con la
fraccion (sin la linea) escrita debajo del 9, tal como lo escribia Al-
Juarismi. Otro método para dividir el 19 entre 2 es recurrir a las
facciones sexagesimales, cuyo resultado seria 9 y 30 minutos, que
se representaban con el 30 escrito debajo del 9. Pero Al-Uqlidisi se
dio cuenta de algo que ni los indios ni los primeros matematicos
musulmanes de Bagdad habian tenido en cuenta:
En lo que se ha dibujado en el principio de los numeros, la mitad
de uno en cualquier posicion es 5 delante de él (hay que tener en
cuenta que en darabe se escribe de derecha a izquierda). Por lo
tanto, si dividimos por la mitad cualquier numero impar,
pondremos la mitad como un 5 delante de él, y la posicion de las

!

unidades marcada por el signo ' sobre ella, para denotar el
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lugar. La posiciéon de las unidades se convierte en las decenas
de lo que esta delante de ella. Por ejemplo, queremos dividir el
19 por la mitad. Decimos: una mitad de 9 es cuatro y medio;
ponemos la mitad como un 5 delante del 4; después, dividimos
el 10 por la mitad. Marcamos la posicion de las unidades. Se

obtiene 95.

Asi pues, este fue el primer uso historico de los decimales y pese a
que no lograron un gran alcance en un primer momento, si que se
hicieron eco de ellos algunos de los matematicos arabes posteriores.
Se encuentran ejemplos en las obras del citado al-Bagdadi, quien
escribio 08 02 17 para referirse al 172080 o de al-Samaw'al al-
Magribi (ca. 1130-ca. 1180), que lo utilizé el calculo de raices
cuadradas, Ya en el siglo XV, en un manuscrito bizantino aparece la
representacion 15315y 16125 para 153,5y 16,25, respectivamente,
y Jamshid al-Kashi (ca. 1380-1429) multiplicaba numeros
decimales en Samarcanda tal como lo hacemos nosotros en la
actualidad.

Otro de los tratados mas importantes sobre el sistema de
numeracion posicional fue el titulado Principios del cdlculo indio de
Kushyar Ibn Labban (971-1029), el cual se convirtié en uno de los
manuales imprescindibles dentro del mundo arabe. Como los casos

anteriores, Kushyar presenta las nueve cifras indias,

78IS ETI
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presenta el cero como el simbolo que hay que poner cuando no hay
cifra (Al-Juarismi no lo habia dicho expresamente). De hecho, utilizo
la palabra arabe sifr que significa «vacio» y que proviene de la
traduccion de la palabra india sunga.

En la Europa latina medieval, la peninsula ibérica de las principales
vias de transmision del nuevo sistema de numeracion, ya que las
traducciones mas importantes de obra de Al-Juarismi al latin se
hicieron alli. Un dato importante a tener en cuenta es que la
primera representacion de las cifras indoarabigas que se conserva
esta contenida en el Codex vigilianus compilacion de documentos
anteriores escrita en el ano 976 por el monje Vigila, en el
monasterio de San Martin de Albelda. Otras de las figuras
importantes de este proceso de transmision fue la del francés
Gerberto de Aurillac (ca 945-1003), quien viajo a Barcelona en el
967 para pasar tres anos en la corte del conde Borrell (del 947 al
992). Durante esta estancia, Gerberto debi6é de viajar por tierras
musulmanas y entréo en contacto con las matematicas y la
astronomia arabes. Probablemente, debio de quedar impresionado
por la sabiduria de los vecinos andaluces y una vez de vuelta en
Reims, pididé a sus contactos catalanes que le enviaran obras sobre
estas materias traducidas al latin. Con toda informacion recibida,
Gerberto redacté una Regulae de numerorum abaci rationibus hacia
el ano 930, obra en la que describié un nuevo tipo de abaco de 27
compartimentos de metal en que se depositaban fichas con las

nueve cifras indoarabigas grabadas.
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Cada uno de los compartimentos servia para indicar una posicion
numeérica y, por lo tanto, los nimeros quedaban escritos segun el
nuevo sistema de numeracion. Es muy dificil saber si este tratado
hubiese pasado desapercibido en condiciones normales pero, en el
ano 999, Gerberto fue nombrado papa de la Iglesia catolica con el
nombre de Silvestre II, y todo su legado obtuvo una gran relevancia.
En seguida, el Regulae de numerorum abaci rationibus fue objeto de
un comentario a cargo de Herigerus de Lobbes (m. 1007), y de una
edicion del francés Abon de Fleury (ca. 945-1004), Ademas, el abaco
fue descrito en otras obras como el De divisione de Lorenzo de
Amalfi (m. 1049), el Regulae, qualiter multiplicationes fiant in abbaco
de Hermann de Reichenau (1013-1054) o el Regule abaci de
Adelardo de Bath. Otras muchas fueron redactadas a lo largo de los
siglos XI, XII y XIII, en Bélgica, Francia, Italia y Alemania.

En la peninsula Ibérica, por su parte, el judio Abraham ben Ezra
describio las cifras indoarabigas en su Libro de la unidad, y en el
Libro del numero expuso el sistema posicional.

Otra de las obras que incidi6 de manera determinante en el uso
extensivo de las cifras indoarabigas en los mercados y comercios fue
el Liber abact (1202, reescrito en 1228) de Leonardo de Pisa, mas
conocido con el sobrenombre de Fibonacci (ca. 1180-ca. 1230).
Fibonacci paso su infancia en la localidad argelina de Bugia, donde
muchos de los maestros andalusies llegaron huyendo de la cruzada
cristiana en la peninsula Ibérica. Su padre, un rico mercader
pisano, decidi6 ponerle un profesor local, con lo que el joven

Leonardo enseguida aprendio el nuevo sistema de numeracion, tras
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viajar por Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y la Provenza, Fibonacci se
establecié en su Pisa natal, donde redacto esta introduccion de las
cifras indoarabigas:

Las nueve figuras indias son:

987654321

Con estas nueve figuras y con el signo O que los arabes
denominan zephirum, cualquier nimero puede ser escrito como
demostraré.

Un numero es la suma de unidades (... y mediante su suma los
numeros se incrementan sin fin. En primer lugar, se componen
con las unidades aquellos numeros entre el uno y el diez. En
segundo, de las decenas se componen los numeros que van
desde el diez hasta el cien (...) La primera posicion de la
escritura de los numeros empieza en la derecha. La segunda
sigue a la primera hasta la izquierda. La tercera sigue a la
segunda y asi, la figura que esta en la primera posicion se
representa a si misma [...) y las nueve figuras que hay en la
segunda posicion representan tantos dieces como unidades en
la primera posicion; es decir, si la figura del uno ocupa la
segunda posicion, esto significa diez; si la figura es un dos,

veinte.

La palabra zephirum se mantuvo entre los matematicos italianos del

Renacimiento y se convirtio en «zefiro», «zeuero», «zefiro» y
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finalmente, «zero» a través del dialecto veneciano a mediados del
siglo XIV. Por otro lado, la misma palabra se transformoé en la «sifra»
o «cyfra» de los manuscritos latinos del siglo XIII que,
posteriormente, paso a los distintos idiomas como chiffre en frances,
cipher en inglés, ziffer en aleman o «cifra» en castellano.

El Liber abaci influyé mucho en los tratados de aritmética que se
escribieron posteriormente, ya que Fibonacci ofrecié una larga serie
de ejemplos de resoluciones de problemas que comerciantes,
mercaderes y banqueros no podian obviar anclados con sus cifras
romanas, el nuevo sistema les iba a facilitar mucho su vida
cotidiana. De este modo, tras los algoritmos de las operaciones
basicas, Fibonacci explico como resolver reglas de tres simples y
compuestas, calculo con fracciones y resoluciones de ecuaciones, y
todo ello usando los nuevos numeros importados del norte de
Africa. Una prueba del éxito del Liber abaci es el manuscrito
anonimo escrito alrededor del ano 1289 en el dialecto de la region
italiana de Umbria, que explica el sistema posicional basandose en
la obra del pisano.

En Italia, el camino iniciado por Fibonacci no siempre fue facil y,
por ejemplo, en 1299 el gobierno de Florencia aprobo el Statuto dell
Arte di Cambio por el que se prohibieron las cifras arabes por temor
a que sirvieran para estafar a los comerciantes.

Este miedo también se convirtio en el pretexto de la Universidad de
Padua para obligar a sus libreros a escribir los precios sin utilizar
los ceros: no se podia permitir que los ceros se convirtieran en 6 6 9

por anadirles trazos de mas arriba o abajo. Esta presencia en los
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mercados también viene corroborada por su uso en los grabados de
distintas monedas de curso legal, que se empezaron a acunar sin
tener en cuenta la numeracion romana Asi, en el ano 1138, en el
reinado de Roger II de Sicilia (del 1105 a 1154) se escribieron los
primeros numerales indoarabigos sobre una moneda. Poco después,
los arabes se pusieron al dia utilizando sus propias cifras (1217) y,
posteriormente, también los turcos (1388). La progresiva
implantacion del sistema en las monedas culminé durante el
Renacimiento y su definitiva adopcion por los distintos gobiernos,
cuando la ciudad de Colonia en Alemania, Austria, Francia y Paises
Bajos, en el siglo XV, y Escocia e Inglaterra en el XVI, dieron el paso
definitivo.
Ahora bien, sin restarle la importancia que merece el Liber abaci,
otras dos obras fueron las que, definitivamente, introdujeron las
cifras indoarabigas en Europa: el Carmen de algorismo de Alexander
de Villadei (ca. 1175-ca. 1240) y el Algorismus vulgaris (ca. 1230) de
Johannes de Sacrobosco (ca. 1195-ca 1256). Ambos libros fueron
referencia en las primeras universidades europeas y, a partir de
ellas, se escribieron otros muchos textos sobre aritmética.
Alexander de Villadei fue director de una importante escuela en
Paris en el ano 1209 y, a través de su introduccion en verso del
sistema indoarabigo, sus alumnos continuaron con la transmision
de su conocimiento. Los dos primeros versos del Carmen dicen:

Se da el nombre de algorismus [algoritmo] a este arte actual por

el que utilizamos las figuras indias en un numero igual a dos

veces cinco.
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El Carmen fue traducido a diversos idiomas, como el inglés, el
francés o el islandés, pero pronto fue superado por la popularidad
del Algorismus vulgaris, que se ensenaba en las clases que
Sacrobosco impartia en Paris y Oxford. Sacrobosco explica que la
palabra «algorismo» proviene del nombre de su inventor, «Algus», y
atribuye a los arabes su invencion, olvidandose de los indios. Esta
idea también fue ampliamente transmitida a lo largo de los siglos, e
incluso en los importantes comentarios que se escribieron sobre el
Algorismus vulgaris, como el de Pietro de Dacia en el siglo XIV,
nunca se corrigio esta omision. Hasta la llegada de los primeros
tratados de aritmética comercial impresos, el Algorismus vulgaris
fue la gran referencia de la ciencia de los numeros en toda Europa,
como muestra el simple hecho de que era libro de texto obligatorio
para cualquier estudiante de medicina de la Universidad de Bolonia,
o de que en la Facultad de Artes de Viena, un alumno tuvo que
examinarse de su contenido en el ano 1389 para obtener su grado.

La definitiva implantacion del sistema de numeracion posicional
decimal llegé con la invencion de la imprenta. El primer libro de
aritmética impreso en Europa fue el anonimo Arte dell'abaco:
publicado en Treviso en el ano 1478. Escrito en dialecto veneciano,
su autor queria popularizar los nuevos algoritmos, aplicandolos a
los problemas comerciales. De algin modo, esta obra recogio la
tradicion italiana, que empezo6 con el Liber abaci y que dio multitud
de manuales «de abaco» que se estudiaban en las escuelas de abaco,

todos ellos fundamentados en las cifras indoarabigas. Los siglos XV
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y XVI dieron lugar a muchas primeras aritméticas en las distintas
lenguas vernaculas europeas y, con todas ellas, se instauro
definitivamente el sistema de numeracion posicional decimal en
Europa. A partir de ese momento, los libros de aritmética pasaron a
hablar de las cifras romanas como de cosas antiguas, que si bien
aun estaban presentes, pertenecian mas al pasado que al presente.
El Arte dell'abaco sigue el esquema general que anteriormente trazo
el Liber abaci, el Carmen de algorismo o el Algorismus vulgaris e
incluye capitulos dedicados a la numeracion, las cuatro operaciones
basicas, la regla de tres y aplicaciones a problemas mercantiles.
Tras el Arte dell'abaco, el siguiente tratado aritmético publicado en
Europa fue la Suma de la art de aritmética (Barcelona, 1482) del
catalan Francesc Santcliment. Santcliment fue profesor en
Barcelona y, probablemente, también en Zaragoza, donde compilo
otro tratado muy similar a este, pero en castellano (1486), La Suma
también trata los quebrados, las reglas de companias, de baratas,
de falsa posicion, las mezclas y aleaciones, y las progresiones, y
debio influenciar en los ambientes comerciales barceloneses del
siglo XV.

En aleman, el Libro de aritmética (Rechenbuck) y el Folleto de la
computacion (Rechenbtichlein) de Ulrich Wagner (m. 1490),
publicados en 1482 y 1483, respectivamente, fueron las obras
aritméticas pioneras. Sin embargo, las explicaciones de los dos
libros anteriores eran muy precisas y escuetas; ademas, Wagner no
fue un autor muy didactico, con lo que muchas veces sus textos son

poco claros. Por lo tanto, es muy probable que ambas obras
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sirvieran como complemento de las clases de aritmética comercial
que Wagner impartia en Nuremberg. Al ano siguiente, Pietro Borghi
publico su Arithmetica (Venecia, 1484), que fue el incunable
aritmético mas popular de su tiempo a tenor de la multitud de
ediciones posteriores que se han conservado (algunas con el nombre
de Libro del abacho). Escrita en dialecto veneciano, su inclusion de
las monedas de Treviso, Padua, Florencia, Paris, Zaragoza o Sofia,
entre otras, deja muy clara la intencion del autor de ensenar a los
prosperos comerciantes venecianos cuales eran los beneficios de
dejar atras la numeracion romana.

Lejos de este mundo comercial, Johannes Widman (ca. 1460- ca.
1500) fue profesor de matematicas en la Universidad de Leipzig y
también un prolifico autor de obras aritméticas comerciales. La
primera de ellas, publicada con el titulo Cdlculo dgil y ordenado en
todos los oficios (Behende und hiibsche Rechenung anff allen
Kauffmanschafft) fue una obra matematica rigurosa de la que
llegaron a publicarse cinco ediciones, desde la primera, en 1489, y
hasta el ano 1526. Ademas, su éxito sirvio para que en Alemania y
en el resto del mundo se conocieran los simbolos que Widman
decidi6o que iban a servir para indicar los aumentos y las
sustracciones de mercancias de un inventario: los actuales + y -.
Otras obras de Widman que cabe mencionar fueron Algoritmus
imealis (1488), Algorithmus integrorum (1490), Algorithmus
minutiarum vulgarium (14935) y Algorithmus minutiarum physicarum
(1495).

Las obras de Borghi y de Widman no encontraron rival en Italia ni
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en Alemania, respectivamente, hasta la llegada de obras mas
exitosas que las eclipsaron por completo y marcaron una nueva
época.

En Italia, pese a la publicacion del De arithmetica (Florencia, 1491)
de Philippo Calandri, las cifras indoarabigas y el sistema de
numeracion posicional decimal quedaron establecidos de manera
definitiva tras la publicacion de la Summa de arithmetica, geometria,
proportiont el proportionalita (Venecia, 1494) de Luca Pacioli (ca.
1446-1517). La Summa es un completisimo tratado de matematicas
escrito como libro de texto para las multiples clases que impartio
Pacioli en las distintas universidades italianas en las que trabajo.
Nunca antes se habia publicado en Europa una enciclopedia
matematica similar, de modo que, sin pensarlo, Pacioli creo la que
seria la obra matematica de referencia del siglo XVI. Un dato que
confirma este privilegio se encuentra en la figura de Gerolamo
Cardano (1501-1576), profesor en Milan y protagonista de la
polémica batalla por la prioridad de la resolucion de la ecuacion
cubica. Cardano, en 1539, publico el Practica arithmetice et
mesurandi singularis con el Gnico proposito de sustituir a la Summa
como libro de referencia en las aulas milanesas. El Behende de
Widman, por su parte, vivio su ocaso con la publicacion del Cdlculo
con lineas (Recknung auff der liniken), en 1518, y del Cdlculo con
lineas y resortes (Recknung auff der liniken und Fedem) en 1522, de
Adam Ries (1492-1559). En la primera, este director de escuela
describio el calculo numérico que se podia hacer con un cierto tipo

de abaco, mientras que en la segunda, la cual llego a mas de 115
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ediciones en el siglo XVI, introdujo los numerales indoarabigos.

Este repaso no puede terminar de ninguna manera sin pasar por
otros paises como Francia, donde Francés Pellos publico en
provenzal La art de arithmetica et semblantment de ieumetria dich ho
nominatus Compendion de lo abaco (1492). Otra de las grandes
obras aritmeéticas de referencia, esta vez en franceés, fue la Triparty
en la Science des nombres de Nicolas Chuquet (ca. 1450- ca. 1500).
Chuquet no llegd nunca a publicarla, pero la obra fue conocida a
través de L'arismetique nouvellement composée (1520) de su alumno
Estienne de la Roche (ca. 1470-ca, 1530).

La Triparty es el primer texto matematico en el que se encuentran
las expresiones «millon», «billon», «trillon», etc., para nombrar los
numeros. Con la llegada del siglo XVI, las grandes naciones
europeas tenian a su disposicion la base 10 y el sistema de
numeracion posicional, los cuales pasaron a ser indiscutibles tanto
en los libros de matematicas como también en los inventarios,
facturas y demas documentos mercantiles. Asi pues, la numeracion
romana se vio relegada a convertirse en una minuscula seccion de
los libros de la historia de las matematicas y a desempenar un
pequeno papel protagonista en los relojes y las fachadas de algunos

edificios renacentistas.

La evolucion de las palabras cero, cifra, algoritmo y guarismo
Expuesta la evolucion de la numeracion indoarabiga desde el
Algorismi de numero indorum de Al-Juarismi hasta el siglo XVI, vale

la pena ver cual ha sido la evolucion de ciertos términos que en la
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actualidad utilizamos de manera natural en nuestra lengua. Como
uno se puede imaginar, las palabras en cuestion son «algoritmon,
«guarismo», «cero» y «cifra»; de algunas de ellas ya se ha hecho

alguna referencia en apartados anteriores.

Las palabras «cero» y «cifra»
Como se ha dicho ya, ambas palabras provienen del arabe sifr que
significa «vacio», traduccion directa de la india sunga. En 1202,
Fibonacci la tradujo como zephirum y ahi empezo la historia de la
denominacion tanto del cero como de la cifra en las lenguas
modernas. Sin embargo, antes de la redaccion del Liber abaci, Raul
de Laon escribio un Liber de abaco (ca. 1100) donde se refirio al O
como Sipos, que era el nombre que recibia la pieza del abaco que
llevaba esa cifra y que ya habia sido utilizado por Gerberio en el ano
983:
Inscribitur in ultimo ordine et figura. O sipos nomine, quae, licei
numerum nullum signifet, tantum ad alia quaedam utilis, ui

insequentibus declarabitur.

Otro de los nombres que se dio al O fue el de «circulo» o simplemente
«ruedam como hizo Abraham ben Ezra en su Libro de la unidad,
donde se utilizo la palabra galgal, que significa «rueda» literalmente
(también uso6 sifra). Esta idea circular del O continu6é en muchas de
las obras aritméticas del siglo XVI, como el comentario de Jodocus
Clichtoveus (ca, 1470-1543) a la Aritmética de Boecio, donde leemos

mota aut circularis» o «circularis nota», y «figura circularte», o el De
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arte supputandi libri quatuor (1522) de Cuthbert Tunstall (ca. 1475-
1559).
Otra denominacion que tuvo el O fue la de «teca» y Pietro de Dada
creia que la razon era porque ese era el nombre que tenia la forma O
de la marca del hierro circular al rojo vivo con el que se grababa a
los ladrones en la mejilla o en la frente. Otra version de este nombre
proviene de la similitud con la primera letra de la palabra griega
theca, que se utilizaba para denominar d hueco vacio en un abaco y
que, evidentemente, se podia relacionar con la ficha del O en el
abaco de Gerberto. Esta tradicion llegé también hasta el siglo XVI, y
Niccoléo Fontana (ca. 1499-1557) escribio en su postuma Tutte
l'opere d'arithmetica (1592):

[...] st chiama da alcuni tecca, da alcuni circoto, da altri cifra, da

oltri zero, & da alcuni altri nulla.

Este ultimo nulla, relacionado con su valor y cuyo paso al francés y
al espanol ya hemos visto, también fue otra de las denominaciones
que tuvieron eéxito. Johannes Buteo (1492-ca 1570) le asigno el
simbolo O (1539) para denotar la idea de conjunto vacio, aunque
también admitio la 6 para distinguirlo de la letra griega omicron. En
L'arismetique nouvellement composée de De la Roche, el O también
se denomina null y lo mismo ocurre en la mayoria de tratados
aritméticos alemanes del siglo XVI. Por lo tanto, no son extranas las
palabras que Jacques Peletier (1517-16S2) escribi6 en su
L'aritmetique, refiriéndose al O como rien, o sea, nada:

La diziéme s'appelle chiffre vulgairement: les uns l'appellant
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zero, nous la pourrons appeller um Rien,

De todos modos, como ya se ha indicado anteriormente, fueron los
términos «cero» y «cifra» derivados del zephinm de Fibonacci los que
se impusieron en todos los idiomas. En 1307, Jacopo de Florencia
utilizo zeuero, y poco después, Giovanni de Dante de Arezzo lo llamo
ceuero (1370). En la primera edicion de Libro del abacho de Borghi,
su nombre es cefiro, ouero nulla, y después fue cambiado por zefiro,
ouero nulla y por zero, ouero nulla en las respectivas ediciones de
1488 y 1540. Philippo Calandri también usé zero en su De
arititmetica y parece que a mediados del siglo XVI ya habia un
amplio consenso sobre su nombre, tal como corrobor6é Pierre de
Savonne en su Arithmetique de 1563: S'apelle nulle & entre
marchants, zero.

No obstante, la palabra «cifra» como nombre del O aun estaba
vigente en este siglo XVI y nos encontramos, por ejemplo, que
Gaspar de Texada, en su Summa de arithmetica practica y de todas
las mercaderias con la Horden de contadores (1546) habla de las
«nueve letras y un cero o cifra». En el siglo XIV, Maximos Planudes
habia traducido al griego el cero como tzifra (tCidppa).

Es dificil saber en qué momento la palabra «cifra» adopté su
significado final y se separo del «cero», ya que incluso Cari Friedrich
Gauss (1777-1855) aun la utilizo en sus Disquisitiones arithmeticae
para referirse justamente al 0. Asi, mientras que en castellano se
utiliza la expresion «ser un cero a la izquierda» para indicar el poco

valor de alguien, en la Francia de los siglos XIII y XIV se hablaba de
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cyfre d'angorisme. También en el siglo XIII se encuentra este
significado en un poema escrito por el francés Gautier de Coincy
(1178-1236):

Una bestia con cuernos, una oveja,

Una cifra del algoritmo,

Es un monje, que en el dia festivo

no celebra la Madre Santa.

La aparicion de las fracciones decimales en Europa
Como en el mundo arabe, el sistema de numeracion
posicional decimal solo se introdujo para escribir numeros
enteros, mientras que los decimales siguieron siendo una
asignatura pendiente que se cubria con el uso de las
fracciones. De esta manera, durante el siglo XVI aun se

podian ver expresiones como

365157
691857

en el Cdlculo agil y ordenado en todos los oficios (1489) de

Johannes Wildman, o

1989173925141
190101016

en la Aritmética (1571) de Jean Trenchant.

Un primer paso hacia el uso extensivo de las fracciones
decimales es el mostrado en las tablas de raices cuadradas

del Cdlculo con lineas y resortes (1522) de Adam Ries, en las

que utilizando la regla
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se obtienen unos resultados correspondientes a 3VA y, por lo
tanto, tres cifras decimales para cada raiz cuadrada.
Trenchant también opté por esta manera de proceder y lo
mismo ocurrio con el holandés Willem Bartjens (1569-1638),

quien en 1591 fundd una

ey 3
escuela en Amsterdam. 7 o ¢ ‘ :
Este tipo de recursos fue 3983 7 419 ~—
muy habitual para EPwwpe '
) f 8 1 ¢ o 4.3
expresar los decimales de
P w49 4568 2 —

) 3 @
las funciones

trigonomeétricas y todos los matematicos buscaron la manera
de dejar atras las fracciones para disponer de un sistema
mas agil y util. Uno de estos casos es el de Pellos, quien en
su obra de 1492 utilizo por primera vez el punto decimal en
un tratado impreso (ver imagen). En los escritos medievales
los numeros solian ir rodeados de un punto, antes y después
de escribirlos, pero es con Frances Pellos que el punto se
convirtio en la separacion natural entre enteros y decimales.
Hubo otros matematicos, como Christoff Rudolff (1499-1545)
o Gerolamo Cardeno, que con el mismo objetivo utilizaron
una barra separadora en sus obras en lugar del punto. De
hecho, Rudolff puede ser considerado uno de los inventores
reales de las fracciones decimales, ya que en 1530 utilizo su

barra del mismo modo como se haria en la actualidad, al
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resolver un problema sobre interés compuesto, no obstante,
Rudolff no fue comprendido y hasta 1585 no apareci6 la obra
que cambaria la historia; El decimal (De Thiende), del
flamenco Simoén Stevin (ca. 1548- 1620), la cual fue
traducida al francés bajo el titulo La Desme. El proposito del
trabajo fue «ensenar como todos los calculos que hay en los
comercios pueden ser realizados solo mediante numeros
enteros sin la ayuda de las fracciones» y la idea principal fue
la de considerar cada cifra como la décima parte de la cifra
de orden inmediatamente superior. De este modo, Stevin
consider6 que todos los numeros enteros debian ir
acompanados del simbolo @, que significaba «unidades»; por
ejemplo, el numero 364 se debia convertir en el 364©@. A
partir de aqui, llamo6 «primera» a la décima parte de la
unidad: «segunda», a la décima parte de la «primera», y asi
sucesivamente. A cada una de ellas asocio los simbolos @, &
.., respectivamente. Por ejemplo, si se queria representar el
numero 0,3759, Stevin escribia 317 25&9@ y pasaba a
considerarlo como un «numero decimaly,

El decimal continuaba con los algoritmos de las cuatro
operaciones basicas y la aplicacion de los nuevos decimales a
calculos tipicos de los mercados; sin embargo, este sistema
no termino de calar entre los matematicos. Johannes Kepler
(1571-1630), por ejemplo, en 1616 ya consideraba las
fracciones decimales, pero utiliz6 una coma y un paréntesis

para separar la parte entera de la decimal. A proposito de
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dicho trabajo, Johann H. Beyer (1563-1625) le escribié una
carta el mismo ano en la que mezclé la nueva coma con la
notacion sexagesimal heredada de los tratados aritmeéticos
anteriores. De este modo, en lugar de escribir 314,159265,
escribi6 314,1'5"9'"'2""6""'S""" Este sistema también fue
utilizado por John Napier (1550-1617), aunque en la
traduccion al inglés (1616) del libro en el que invento los
logaritmos ya aparecio el punto decimal. A partir de ahi,
durante el siglo XVII se fue imponiendo el actual sistema de
escribir los decimales, con comas y puntos segun la voluntad
de los autores. En general en la Europa continental se
adopto la coma como signo de separacion, mientras que en
Inglaterra se utilizo mas el punto. El sistema decimal se fue
imponiendo en paralelo en los mercados y aun hoy existen
diversas maneras poco ortodoxas para representar los
decimales. Una de ellas inici6 su andadura en los Estados
Unidos del siglo XIX y convirtio los precios en dolares, como

15.65, en expresiones del tipo 1585,

En El testamento de amor de Thomas Usk (m. 1388) también se lee:
Una cifra en el algoritmo no tiene significado por si misma

aunque tiene mucho poder con respecto a otras.

Esta ultima cita también deja claro que en la Inglaterra del siglo XIV
habia un cierto conocimiento de las cifras indoarabigas, y otra

prueba de ello es el astrolabio descrito por Geoffrey Chaucer (1343-
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1400), en el que las cifras sobre la arana estaban escritas en este
nuevo sistema.

El vocablo «algoritmo» proviene directamente del nombre del
protagonista de este libro: Al-Juarismi. Como se ha visto con
anterioridad, las primeras traducciones latinas del siglo XII hicieron
referencia explicita al nombre del autor (Algorismi de numero
Indorum, Liber algorismi de practica arismetrice y Liber ysagogarum
alchorismi in artem astronomicam a magistru A. compositus), hecho
que se repite en las exitosas Carmen de algorismo y Algorismus
vulgaris del siglo XIII, y el manuscrito de Cambridge empieza su
texto con «Dixit Algorizmi». El Algorismus vulgaris fue muy editado y
comentado (algunas veces a traveés del titulo De arte numerandi) y en
el siglo XVI se convirtio en el tratado de referencia que ensenaba las
cifras indoarabigas y las operaciones con ellas. Es probable que
Sacrobosco ya no fuera muy consciente del significado real de la
palabra «algoritmo» ya que, si bien todos los titulos citados pueden
perfectamente traducirse por el nombre de Al-Juarismi, Algorismus
vulgaris se traduce literalmente por «Algoritmo comun». Ademas,
Sacrobosco especifica que hay nueve especies del «arte de
algorismo» (numeracion, adicion, sustraccion, division por la mitad,
duplicacion, producto, division, progresiones y extraccion de raices)
a las que se refiere como «especies del algorismo». Con todo, no es
dificil que un lector desconocedor de su origen (recordemos que
Sacrobosco atribuye su origen a Algus) empezara a olvidar
rapidamente el nombre real del matematico musulman y asociara el

«algorismo» a las distintas reglas de calculo que se podian realizar
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con los nuevos numerales. De este modo, ya en el siglo XIV se
conservan testigos de esta corrupcion del nombre de Al-Juarismi
derivada del algorisme francés, como, por ejemplo, en el Libro de la
Duquesa (ca. 1369) de Chaucer, en el que se lee:

Aunque Algus, el noble contador,

habia fijado el computo del encuentro

Yy conto con sus diez numerales,

ya que con esos numerales todo es contado

El desconocimiento de Al-Juarismi se puede apreciar con total
claridad en las palabras expuestas por el matematico valenciano
Miguel Jeronimo de Santa Cruz en su Dorado contador (1594),
donde afirma que:
La practica aritmética, como afirma Juan de Sacrobosco fue
dada compendiosa en luz de un filésofo, llamado Algo, y por

esta causa fue llamada el Guarismo.

Esto permitid que aparecieran teorias fantasticas del origen de
apalabra «algoritmo»; la derivacion del nombre de un matematico
indio llamado Algorus, o del rey Algor de Castilla. También se dijo
que el término en cuestion podia significar «induccion a los
numeros», ya que algos significa «induccion» y rimus provendria del
arithmos griego. Una variante de esta idea conservo el aritimos
griego y lo anadio a ares, que significa «virtud». Otra teoria lo hizo
derivar de la palabra griega algo, que significa «arena blanca», ya

que las primeras operaciones con las nuevas cifras se realizaban
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sobre arena.
Asi, la palabra «algoritmo» olvido su origen y se asocié Unicamente a
las reglas de calculo con las nuevas cifras. Prueba de dio es que
cuando el filosofo y matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) publicé su Nuevo método en 1684, no dudo en referirse
a sus reglas como «Algorithmo» del calculo «diferencial».
Con todo, no fue hasta el ano 1747 que el Vollstdndiges
Mathemtisches Lexicon, uno de los primeros diccionarios alemanes
de matematicas, defini6 formalmente la palabra «algoritmon»:

Bajo este concepto se dan las nociones de los cuatro tipos de

calculo aritmético, suma, producto, resta y division.

A partir del siglo XIX, la palabra «algoritmo» empezé a asociarse a
reglas iterativas como el algoritmo de Euclides y, con la innovadora
llegada de los ordenadores y la ciencia de la computacion, los
lenguaces de programacion la adoptaron como base de sus
procesos.
Finalmente, otra de las palabras que proviene directamente del
nombre de Al-Juarismi es la de «guarismo», la cual solo paso al
castellano y, en la actualidad, esta bastante en desuso. Como se ha
visto con Miguel Jeronimo de Santa Cruz, el término «guarismo»
asumio el significado de cifra y muchos son los ejemplos que lo
corroboran, sobre todo a partir del siglo XVI. Juan Pérez de Moya
(ca. 1512-1596), por ejemplo, escribio en 1589:

En guarismo se pone d'este modo: 12; en castellano se pone assi

XII.
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Sin embargo, Pérez de Moya también utilizaba «guarismo» para
referirse a la nueva aritmética indoarabiga:
Podra usar de los caracteres que le pareciere, ya sean seros, ya

sean caracteres de musica, ya de cuenta guarisma.

En los mismos términos se habia referido el portugués Francisco
Falero (m. ca. 1575), quien en su Tratado de la esphera y el arte de
marear (1535) habla de las «Reglas para aprender a contar de
guarismo». En esa época no hubo ninguna distancia semantica
entre guarismo y algoritmo, y si Luis Collado de Lebrija (m. 1602)
hablaba de las «reglas de guarismo» (1592), Andrés de Poza (ca.
1530-1595) escribia en 1585:

Estan los nombres de las estrellas con un guarismo, uno o dos,

el qual guarismo significa que la estrella es de primero o

segundo grandor.

Finalmente, un ejemplo mas muestra con claridad como el resto de
idiomas no copiaron el «guarismo» castellano. En 1613, Diego de
Ufano (m. 1613) publicéo su exitoso Tratado della artilleria y uso
della platicado, donde se dice: [...] las docenas van senaladas por
cifra de cuenta guarismo [...]

El tratado fue traducido al francés (1614, 1621, 1628) y al aleman
(1614, 1621, 1630), idiomas en los que fue reimpreso varias veces.
También se publico un resumen al inglés en Londres (1646) y formo

parte del Libro IIl de Military & Maritime Discipline in three books

102 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

(1672), En todos estos casos, el «guarismo» nunca fue traducido
literalmente y, por ejemplo, en la edicion francesa, la «cuenta

guarismo» se convirtio en ciffres.
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Capitulo 3
El Algebra de Al-Juarismi
Una de las contribuciones mas destacadas de Al-Juarismi
fue la de demostrar geométricamente todas las reglas que
servian para resolver las ecuaciones cuadraticas. Ya
desde tiempos mesopotamicos, los matemdadticos supieron
las formulas que resolvian la ecuacion de segundo grado,
pero fue Al-Juarismi el primero que, basdndose en las
obras geométricas griegas, supo argumentar por qué razon
dichas formulas funcionaban. Los argumentos de su
Algebra fueron copiados durante siglos en los tratados

arabes y europeos y aun estan vigentes hoy en dia

Ademas de la ya explicada introduccion del sistema posicional
decimal indio, Al-Juarismi también fue el autor de un tratado de
algebra que cambiaria la historia de las matematicas. La razon de la
importancia de su obra es que, por primera vez, se dio una
demostracion geomeétrica para la resolucion de las ecuaciones de
segundo grado, es decir, de las ecuaciones del tipo ax? + bx + a = 0.
Como es bien sabido, este tipo de ecuaciones se resuelve mediante

la regla que se muestra a continuacion;

B —b +Vb%* —4ac
B 2a

X

De esta manera, si el resultado del radicando de la raiz cuadrada,
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llamado «discriminante» y representado por A = b? - 4ac, es positivo,
entonces la ecuacion tiene dos soluciones. En cambio, si es
negativo, la ecuacion no tiene solucion ya que no existe ningun
numero real que sea solucion de una raiz cuadrada de radicando
negativo. Si el discriminante es cero, la ecuacion tiene una unica
solucion.

Cabe senalar que los numeros negativos no hicieron su aparicion en
la historia de las matematicas hasta bien entrado el siglo XVI y, por
tanto, ni Al-Juarismi ni ninguno de los matematicos que le
precedieron tuvieron en cuenta estas consideraciones. Dentro de la
historia de las matematicas, las Unicas soluciones posibles de una
ecuacion eran las positivas y estaban relacionadas con problemas

reales de la vida cotidiana.

Breve introduccion a la historia del algebra

En el antiguo Egipto, los uinicos problemas de algebra que se han
conservado estan recogidos en un numero muy limitado de papiros,
como el papiro de Rhind, que ofrecen una panoramica muy clara del
estado de la cuestion a mediados del siglo XIX a.C. El texto, que
bien podria ser una especie de libro de matematicas de la época,
inicia su serie de problemas algebraicos con los siguientes:

1. Una cantidad y su séptima parte anadida es 19. ¢Cual es la
cantidad?

2. Una cantidad y su mitad anadida es 16. ;Cual es la cantidad?

3. Una cantidad y su cuarta parte anadida es 16. ¢Cual es la

cantidad?
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4. Una cantidad y su quinta parte anadida es 21. ¢Cual es la

cantidad?

Pensando en una matematica poco académica, gcomo se podia
resolver un problema como cualquiera de los anteriores sin haber
ido a una clase de matematicas rigurosa como las que se imparten
en la actualidad? Una de las maneras que histéricamente han
funcionado mejor para resolver este tipo de problemas es suponer
que se sabe la solucion e ir probando. Por ejemplo, en el caso del
segundo problema del papiro de Rhind, el escriba probaria si la
solucion es 2. Si a 2 se le anade su mitad, es decir, 1, el resultado
es 3 y el escriba en seguida se daria cuenta de que tendria que
probar con un numero mayor, ya que su aspiracion era obtener 16.
Si probaba con el 4, el resultado era 6. Con el 10 obtenia 15 y con el
12 obtenia 18. Por lo tanto, la solucion debia estar entre el 10 y el
12, y con el 11, obtenia 16,5... se pasaba Asi, los antiguos egipcios

se dieron cuenta de que el método consistia en algo parecido a

x+x/2=16

Si x = 2, entonces
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1, 2y 1
—(2+—)=§x3=1

3 2
16(2+2)—16x3—16
3 2/ 3 B
16
(2x16)+(2x7) 16 S A2
S N sa e i a0 A
3 2 * 3 3

Para el resto de problemas, el escriba empez6 siempre con un valor
hipotético que era capaz de dividir, y luego cuadraba los resultados

para conseguir el resultado correcto:

[T (19 133
—_— = = —_— = = = — I —
Xy 7 ¥=re g
o o e i 45
—_ = = - = =2 X =4—=
%3 4 e
+x 21 5+5 6 521 i
- = = - = = =T
T 5 S

Nos encontramos un razonamiento parecido en el papiro de Kahun.
Quitamos una mitad y un cuarto y quedan 6. ¢De qué
numero hablamos?

Supongamos que es 1 la cantidad |...]
El resultado es 1/4 si el numero es el 1.

Entonces el resultado es 41/4 = 1 si el numero fuese 4 x 1 =
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4.
Entonces el resultado es 5 x 1 = 5 si el numero fuese 5 x 4 =
20.

Asi, la cantidad propuesta es 20.

El papiro de Rhind
El papiro de Rhind es el texto matematico egipcio mas
importante que ha llegado hasta nuestros dias. En el ano
1855, Alexander Rhind (1833-1863), un joven abogado
escocés, desembarcé en Luxor buscando un clima mas

propicio para su delicada

=
-

= /e

salud. Con el tiempo, se

b3

intereso por la arqueologia

y empezo a participar en

| —— S
. B L)
excavaciones en la © : W‘l

necrépolis de Tebas. La ‘.. %.f’if;jzc,‘f‘
historia explica que Rhind —
compré una serie de documentos rescatados del templo
funerario de Ramsés II a un operario de la excavacion
y...cquién le iba a decir a Rhind que estaba delante del
documento matematico egipcio mas importante hallado
hasta el momento? Actualmente se conserva en el Museo
Britanico de Londres y sus casi 53 m de longitud por 30 cm

de ancho contienen...

La introduccion en el conocimiento de todas las cosas

reales y de todos los oscuros secretos. Este libro fue
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copiado en el ano 33, en el cuarto mes de la estaciéon de
las Inundaciones, bajo la majestad del Rey del Alto y
Bajo Egipto Apofis (s. XVII a.C), dotado de vida,
siguiendo los escritos antiguos de la época del Rey del

Alto y Bajo Egipto Amenemhat III (s. XIX a.C)

Asimismo, su autor firmoé para la posteridad que fue «<Ahmes
quien copié el escritor. El papiro contiene 87 problemas
matematicos y sus correspondientes resoluciones en
escritura hieratica, ademas de una tabla de
descomposiciones de fracciones de numerador igual a 2 en

suma de fracciones de numerador igual a 1:

2_1+1
5 3 15
2_1+1
7 4 28

Ademas de los problemas algebraicos, el papiro de Rhind
muestra como los antiguos egipcios calculaban areas y
volumenes de figuras planas y del espacio, respectivamente.
El area de un rectangulo, por ejemplo, se calculaba mediante
la conocida regla de la base por altura, como en la
actualidad. Igualmente, el area del triangulo era la mitad de
la base por su altura. No obstante, el area del circulo si que
esconde algun «oscuro secreto» ya que, al no conocer la
existencia del numero 11, los egipcios fueron capaces de idear

una regla cuyo resultado da una muy buena aproximacion
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¢la conocida A = nir?. La regla consiste en extraer una novena
parte del diametro del circulo y multiplicar el resultado por si
misma Es decir

A—(z- 27’)2_(161')2_256_2
R AR T A TN

donde r es el radio del circulo. Como se constata la
aproximacion 256/g; = 3,116049382 fue uno de los primeros
valores que tomo el numero 1t en la historia.

Otro tipo de problemas que se recogen en el papiro de Rhind
son los que calculan el pesu de ciertos alimentos, que era

una medida de calidad de los productos:

namero de piezas del producto

esu = ,
- cantidad de producto

También hay problemas sobre progresiones geométricas, el
calculo de la pendiente de las caras de una piramide... y
todos ellos resueltos con reglas muy intuitivas que dejan al
descubierto los razonamientos de las matematicas egipcias

del III milenio a.C

La simplicidad operativa de este tipo de razonamientos también se
aprecia en otro de los problemas del papiro de Rhind, el cual
propone encontrar la fraccion x que cumple

x+2/3+1/15=1

Para resolverlo, Ahmes supuso que en lugar de estar buscando una
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fraccion relativa a la unidad, tenia que hallar un resultado relativo a
15. Por lo tanto, como 2/3de 15 es 10y /15 de 15 es 1, la ecuaciéon
propuesta se convierte en x + 10 + 1 = 15 y, consecuentemente, el
numero buscado es 4. Pero se queria un resultado relativo a 1 (y no

a 15), con lo que el resultado final es

fis5=1/5+1/15

(los antiguos egipcios solo consideraban las fracciones de
numerador igual a 1 y la 2/3).

El método de suponer una solucion conocida se identifica con el
nombre de «regla de la falsa posicion» y fue, sin duda, un paradigma
del algebra no simbodlica en todas las épocas y civilizaciones,
incluida la mesopotamica. Sin embargo, los escribas de la antigua
Babilonia dieron un paso mas y fueron capaces de resolver sistemas

de ecuaciones lineales del tipo

x+y=1800
2 il 500
=

El algoritmo de resolucion consistio en la introduccion de una
nueva variable equivalente a z = (x - y)/2
Como (x - y)/2 = 900, se tiene que x = 900 + ze y = 900 - z vy,

sustituyendo en la segunda ecuacion:
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2 1
§(900+Z)=§(900—Z)=500=>

x= 1200
z=300=
y = 600

En la antigua Mesopotamia también se resolvieron ecuaciones de
segundo grado y, pese a que no se han encontrado formulas de
resolucion como las actuales, todos los escribas seguian las mismas
reglas. Por ejemplo, en una tablilla de arcilla que se conserva en el
Museo Britanico:

He sumado el area y un lado de mi cuadrado: 3/4.

Pon 1, la unidad. Dividelo por la mitad: 1/2. Multiplicalo por

1/2:1/4.

Suma 1/4 a 3/4:1. Este es el cuadrado de 1. Réstale 1/2: 1/2,

que es el lado del cuadrado.
En el lenguaje simbdlico actual, la ecuacion propuesta es:
X2+ x=3/4
Y antes de seguir adelante, hay que senalar dos aspectos que
pueden ayudar a comprender la evolucion del algebra:
1. Sin el descubrimiento de los numeros negativos hubiese sido

imposible simplificar la resolucion de la ecuacion ax2+ bx + ¢ = 0

con la actual formula
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B —b +Vb%* —4ac
B 2a

X

En su utilizacion, los coeficientes a, by ¢ pueden ser tanto positivos
como negativos. Entonces, ¢como se desarrolla una ecuacion similar
en un mundo sin numeros negativos? Si la ecuacion fuese, por
ejemplo, 2x2 + 3x - 15 = 0, pasando el 15, sumando al segundo
miembro, se obtendria 2x2 + 3x = 15, la cual tiene todos los
coeficientes positivos. Del mismo modo, 2x> - 30x + 15 = 0 se
convierte en 2x2 + 15 =30xy -2x2 + 30x+ 15 =0 en 30x + 15 = 2x2.

Por lo tanto, un matematico sin numeros negativos estaba obligado

a aprenderse tres reglas de resolucion:

—b +Vb?% + 4ac

ax’+bx=c=>x=

2a
5 b ++/b? —4ac
ax“+c=bx=>x=
2a
. b ++b?% + 4ac
ax“=bx+c=>x= S

Ahora bien, fijémonos en la primera de las reglas. Como es negativo,
la solucion de la ecuacion seria negativa. Por lo tanto, las reglas
deberian tener en cuenta que ninguno de sus resultados puede ser
negativo y que, en cualquier resta, el minuendo es mayor que el

sustraendo. Asi, las reglas serian:
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Vb% +4ac—b

ax’ +bx=c=>x=

2a
4 b ++/b? —4ac
ax“ +c=bx=>x=
2a
. b —+/b* + 4ac
ax“=bx+c=>x= a

¢Y por qué razon no habia una regla general para ax?+ bx+ c=0
con los tres coeficientes positivos? Al tener que darse una solucion x
positiva, el resultado de ax? + bx + c¢ siempre es positivo y, por lo
tanto, no tiene demasiado sentido plantearse cuando es igual a
cero.

2. En el contexto de un algebra no simbdlica, tampoco tuvo mucho
sentido plantear problemas con a, b y c enteros, ya que todos los
calculos se hacian directamente sobre los numeros propuestos Yy,
posteriormente, se iban siguiendo los pasos marcados por la regla.
Por este motivo, en todas las reglas, se dividia la ecuacion propuesta

por el coeficiente a, de modo que se podia considerar que a = 1:
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\/b2+4c—b_ b2 +4c b (b)2+ b
B 2 2

2+ bx= =
X X=C=>X 5 4 9

gl btVb>+4c b, [P’+4c b (b)"—
- =5 - = — —_—— — — —
e 2 2* | 2 5o g ©
b++Vb2+4c b b2+4c b b\?
X2=bx+c=2>x= 7 =§+ 1 =§+ (E) +C

En la resolucion mesopotamica de x> + x=3/4,enlaque b=1y c =

3/4, el escriba sigui6 los siguientes pasos:

Pon 1,la unidad b
1 b
Dividelo por la mitad:i 3
Multiplical a2 (b)2
u plcaop012.4 >
b 2
Suma Z(lz 4 | (z) +cC
b 2
Este es el cuadrado de 1 (i) +c
) 1 1 b\* b
Réstale 53 que es el lado del cuadrado (i) +e— >

Los antiguos mesopotamicos no dudaron en incorporar las
ecuaciones de segundo grado a sistemas de ecuaciones relacionados

con areas de ciertas figuras planas y, de este modo, nos
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encontramos con sistemas del tipo;

2 y. .-

3 ) o3x—y=10
X=-y x+y=27 y—x=10

En el caso de la ultima de las tres, el escriba procedio con las
sustituciones y = z+ 10 y x = y + 10 = z + 20, derivadas de la

segunda y tercera ecuaciones, en la primera:
(z+ 20)%2 + (z+ 10)2 + 22 = 1400 = 322 + 60z = 900

En este caso, la regla utilizada no sigue ninguna de las tres

anteriores, ya que es equivalente a

v302+2700— 30
3

Z=

Asi, los métodos de resolucion de las ecuaciones no estaban del todo
estandarizados y, probablemente, cada escriba tenia su propio

algoritmo segun sus habilidades. En este caso,

JB*+ac—pB

a

0z -+ 2Bz = =% =

Para poner un sublime punto final al algebra mesopotamica, cabe
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senalar que la resolucion de ciertas ecuaciones de tercer grado
tampoco fue un problema alrededor del siglo XX aC., ya que la
resolucion de las ecuaciones cubicas no se produjo hasta la Edad

Media en el mundo arabe, y hasta el Renacimiento en Europa

occidental.

Estatua dedicada a Aryabhata en las instalaciones del Centro
Interuniversitario para la Astronomia y Astrofisica, IUCAA, Pune,

India

En una tablilla de arcilla de esta época aparece un problema

equivalente a la resolucion del sistema de ecuaciones:

7
Xyz+xy =v¢
2 2L 7
= — —3 — ——Cr
FSg R TEd S

7-=:12%
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Los mesopotamicos calculaban largas series numeéricas siguiendo
un mismo patron y, en este caso, un escriba se hubiese basado en

la tabla

x3 + x?
1°+12=1+1=2

22 +22=8+4=12
334+32=27+9=36
4+42=64+16=80
53 +52=125+25=150
62 +62=216+36 =252

O Ul s W N =

entonces, para adaptar la ecuacion a los calculos realizados, se

realizaba el cambio de variable x=1/12%

1 7
S - S
X +12x 48=)
2 3 3

() + () = (o) v+ () v =2
=2|—U —l = | —_— _—=>
12%) T 1\12" 12) ¥ T\az) ¥ T s

7
S +ut=—x123 =252
=>U u 48

Segun la tabla, u3 + u? = 252 implica que u = 6 y, por lo tanto, x =
1o, y=1/3y z=6.

Es muy dificil precisar como, hace cuatro mil anos, se llegdo hasta
este grado de sofisticacion matematica, pero estamos, sin duda, en
un momento trascendente en la historia de la ciencia.

Probablemente, el sistema de numeracion sexagesimal babilénico, el
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cual permitia rapidos y agiles calculos, fue uno de los detonantes
que impulso a que la matematica babilonica diera un paso que no

fue recuperado hasta el siglo XII.

Fragmento de Los Elementos de Euclides, escrito en papiro, hallado

en el yacimiento de Oxirrinco, Egipto

El algebra en la antigua Grecia
A tenor del legado conservado en la actualidad, se puede afirmar
que el algebra era motivo de estudio en las antiguas escuelas
griegas y, como en los casos precedentes, estaba relacionada con
problemas geométricos o de la vida cotidiana. Por ejemplo, en un
papiro datado en el siglo II d.C. se lee:
Hay un triangulo rectangulo en el que la altura y la hipotenusa
suman 8 pies y la base mide 4. Hemos de buscar la altura y la
hipotenusa por separado.
Las encontraremos como sigue. El 4, por si mismo, da 16.

Dividelo por 8, y da 2. Resta el 2 del 8, y queda 6. Su mitad es
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3. La altura sera 3. Ahora, resta 2 de 8 y queda 6. Por lo tanto,
la hipotenusa es 5 pies.

El calculo realizado se corresponde con:

1842_3
2 8/

Si llamamos a a la hipotenusa y h y c a los dos catetos del triangulo
rectangulo, el enunciado del problema da b =4y a+ ¢c= 8 y se

calcula:

1 i b? _a2+cz+2ac—b2_
2 T a+c) 2a+ 2c¢ B

b* +c2+c?+2ac—b* c?*+ac

2a + 2¢ a+c

Ademas de este tipo de problemas sobre triangulos rectangulos, los
griegos también resolvieron ecuaciones y sistemas de ecuaciones del

tipo

x+y+z+t=9900

1
Yy—X=5X

7
z—(x+y) =300
t—(x+y+z) =300
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La resolucion parte de la introduccion de una variable auxiliar x =
7u que simplifica el denominador, para terminar deduciendo que y
= 8u, z= 15u + 300 y t= 30u + 600 de la segunda, tercera y cuarta
ecuaciones. Sustituyendo estas cantidades en la primera, se obtiene
u= 150 y por lo tanto, x = 1050, y = 1200, z= 2550y t= 5100.
Otro tipo de ecuaciones que se empezo a tratar en el periodo griego
fueron las ecuaciones y los sistemas de ecuaciones indeterminadas,
estudiadas por Diofanto en su Aritmética. No obstante, el primer
sistema de este tipo que se conoce se debe a Arquimedes:
Calcula, amigo mio, el numero de cabezas de ganado que habia
una vez por los valles de Sicilia, divididos en grupos de acuerdo
con su color; uno de blanco como la leche, uno de negro, uno de
moteado y uno de amarillo. El numero de bueyes es superior
que el de vacas y las relaciones entre ellos son las siguientes:

11 11
X- e Y W - | — —-)
(2+3) > B (3+4 (¥+9)

1 1 1.1
Y- — — | —~de—
(4+5)Z+W Y (4+6)(Z+z)
3 A | 11
Z‘ — e — 8 | == o W
(6+7)X+W z (5+6)( +W)
W= (—;-1' ;)(Xﬁt)

X+Y =5
W+Z-%'n(n+1)

En este planteamiento, X y x son el numero de bueyes y vacas

blancas, respectivamente; Y e y, el de bueyes y vacas negras; Z y z,
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el de bueyes y vacas moteadas; y W y w, el de bueyes y vacas
amarillas. El problema origina! de Arquimedes debié acabarse aqui
y se cree que, posteriormente, se anadieron las dos condiciones
siguientes, donde s y n son dos numeros por determinar.
Arquimedes resolvio su sistema por el método de sustitucion y
termino encontrando que 891 Z = 1580 W, con lo que la menor
solucion al problema es Z = 1580 y W = 891. Si se sustituye en el
resto de variables, el resultado final depende de un cierto valor

indeterminado k:

X=12226k Y =1602k Z=1580k W =891k
7
= —(v+ 1602k
X 12(_.1 )

9 .
y = %(Z + 1580k)
—11( + 891k)
Z—3O w

= - ( +2226k)
] = — :
W X

Diofanto de Alejandria y su «Aritmética»
De la figura de Diofanto no se conoce casi nada, aunque esta
comunmente aceptado que su vida transcurrio en el siglo III
d.C. En la tradicion griega, un epigrama cuenta que vivio un
total de 84 anos:
Su infancia dur6 una sexta parte de su vida;
su barba fe crecié después de una doceava parte mas;

se caso después de una séptima parte mas,

y su hijo nacié 5 anos después;
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el hijo vivio la mitad de la vida de su padre,

y entonces el padre muri6 4 anos después de su hijo.

Es decir, si x representa el numero de anos que Diofanto

Vivio:

x/6+ x/12 +x/7 +5 + x/2 +4 =x= x= 84

De sus obras, solo han llegado hasta nuestros dias los seis
primeros libros de la Aritmética (de los trece originales) y un
fragmento de De los numeros poligonales. La famosa Hipatia
de Alejandria (siglo V) fue la primera comentadora de la
Aritmética, aunque el hecho de que su obra se limitara a
estos seis primeros libros pudo deberse a su prematura
muerte en el ano 415. En el siglo X, los comentadores arabes
también se dieron cuenta de la importancia algebraica del
tratado, y lo mismo ocurrio con el bizantino Georgios
Pachymeres en el siglo XIII. Regiomontano descubrio la
Aritmética en el Renacimiento, y de ella dijo, en una Oratio
escrita en el ano 1463 como introduccion a un curso de
astronomia de la Universidad de Padua:

Nadie ha traducido aun del griego al latin los trece

libros de Diofanto en los que se esconde la flor y nata de

toda la aritmeética, el ars rei et census que hoy

conocemos con el nombre de «algebra».
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Alrededor del ano 1570, el bolonés Rafael Bombelli encontré
un segundo manuscrito de La Aritmética dividido en siete
libros, de los que tradujo al latin los cinco primeros, junto
con Antonio Maria Pazzi. Aunque nunca publicaron el
trabajo, Bombelli utilizo muchos de los problemas en la
redaccion de su Algebra (1572). Finalmente, en 1621 Claude
Caspard Bachet de Meéziriac publico la edicion que,
posteriormente, se convertiria en la mas comun y popular en
Francia, junto con la traduccion

latina. DIOPHANTI

Uno de los grandes rasgos de la = ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

H 44 . LIBRI SEX.
Aritmética de Diofanto es el uso del S S L

LIFER VNV
" Vavas Crasd o Taves odni, arpar i Gl Suar
Naws povsvss. o ”";‘F

algebra simbodlica por primera vez

AVETOR! CLAVDIO OASFARL FAGHITO
en la historia. A las incoégnitas de
las ecuaciones las llamé arithmos

(«cnumeros») y en las ediciones

impresas se ve representada por la

. -~ NG=T N
IVTETIAE PARISIORVM,

sigma griega final de la palabra | samhe Seeisriae Convar, v
. Tacubza, filb Covoniis

. . ’ M DG XXL
arithmos: (. Para las potencias de la Crar RRIVILEGID REGIS

incognita, Diofanto también utilizo
un sistema de notacion inédita hasta el momento: A’
representaba el actual x2; K" a x3; A'TA a x*, x5 a AK', K'K, a x®°.

etc.

Para conseguir una solucion que no sea fraccionaria, ya que el

resultado son cabezas de ganado, es necesario que k sea un

124 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

multiplo de 4657 y, por lo tanto, k = 4657K, donde K es otro cierto
numero entero indeterminado. Con todo, el total de animales que
campaban por Sicilia era de 50.389.082K. Solo como dato, si se
tienen en cuenta las siguientes dos condiciones, el resultado final
no puede tener menos de 206.500 cifras, con lo que se reafirma que
esta idea no estaba en la cabeza de Arquimedes.

Con Diofanto, las ecuaciones indeterminadas iniciaron su andadura
oficial (por ello se las conoce también como «ecuaciones
diofanticas»). Por ejemplo: ¢Existen dos numeros tales cuya
diferencia, elevados al cuadrado, sea 607?

Una primera manera de proceder seria ir probando con diversos
numeros y ver hasta qué punto es posible hallar una respuesta
afirmativa: 2= 1, 22=4,32=9,42= 16, 52= 25, 62= 36, 72= 49, 82=
64, 92 = 81... Es evidente que 82- 22= 64 - 4 = 60. Sin embargo,
chay mas parejas que cumplan ésta propiedad? Diofanto planteo
que el menor de los dos numeros sea una cantidad desconocida, a
la que llamaremos x, mientras que el mayor es x+m, donde m es la

diferencia entre ambos. Por lo tanto,

(x+ m)?-x2 =60

X2+ m2+ 2xm- x2 = 60

m2 + 2xm =60

x=(60-m?3)/2m
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Ahora, dando distintos valores a la diferencia m se pueden ir

obteniendo distintas parejas cuya diferencia de cuadrados es 60:

1 60—1?2 60—1 59 29 1 * 304 1
1= X = = =—=294+-—=3x+m=30+=
- e 2 2 g 2
5 60—2%2 60—4 56 14 - 16
1= X = — —_——_—— — =
m X 2% 2 2 1 X m
60—-3* 60—-9 51 1 1
m=3 X = — = =—=8+-=2x+m=11+-
2X3 6 6 2
A 60 4% 6016 44 c ‘)I]
=4 X = = — =D 4 | —
m 4 2% 4 q q ?—5( m 2

Diofanto eligio el caso m = 3 y calculo

-
A

(11+2) - (s+2) =60
2 7.

aunque hubiese podido calcular infinitud de parejas sustituyendo m
por distintas fracciones. Por esta razon, este tipo de problemas son
indeterminados, ya que tienen infinitas soluciones dependiendo de
un cierto valor, en este caso m. En esta linea, Diofanto resolvio
multitud de problemas cuadraticos, cubicos..., todos ellos con
valores indeterminados en sus soluciones. Todos estos problemas
fueron muy conocidos en el mundo arabe y, por ejemplo, el egipcio
Abu Kamil (ca. 880) se dedico a investigar para qué valores del
numero x la ecuacion -x2 + 2bx + c es igual a un numero al
cuadrado.

Por lo que respecta a las ecuaciones cuadraticas propiamente
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dichas, su resolucion detallada debié de quedar en uno de los libros
que no se han conservado, aunque a partir de las explicaciones
dadas en el prefacio de la Aritmética, se puede deducir que Diofanto

también trabajaba con tres reglas basicas:

il
—§b+ Zb + ac

ax’ +c=bx=>x=

ax’+bx=c=>x=

N =
o
+

Q= (&=
o o
" (SN ]
+- l
Q 2
[ [

DN =
o
+

ax’ =bx+c=>x=

La ecuacion cuadratica en la India

Las primeras referencias a la ecuacion cuadratica en la antigua
india remontan a diversas resoluciones de problemas geomeétricos
datadas en los siglos V-IIl a.C. Lejos del ambito geomeétrico, el autor
del manuscrito Bajshali (ca. siglo II d.C.) también era conocedor de
la formula de resolucion de las ecuaciones de segundo grado. Asi,
uno de los problemas que resolvio planteaba que una persona
caminaba a una cierta velocidad constante de 5 yohana cada dia. Al
cabo de seis dias, otra persona salio a darle alcance de modo que €l
primer dia anduvo 3 yohana, el segundo anduvo 3 + 4 = 7 yohana,
el tercero, 7 + 4 = 11 yohana, y asi sucesivamente. El enunciado es
equivalente a resolver la ecuacion 4x2- 8x = 60, que, efectivamente,

arroja un resultado de x = 6 dias.
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Ya en el siglo V, Aryabhata I se dedicé a hallar el numero de

términos de una progresion geométrica mediante la siguiente regla:
la suma de la serie multiplicada por ocho veces la diferencia
comun es sumada al cuadrado de la diferencia entre dos veces
el primer término y la diferencia comun; la raiz cuadrada del
resultado es disminuida en dos veces el primer término y,
entonces, dividida por la diferencia comun. La mitad de esta

division mas la unidad es el numero de términos.

Es decir, dada la suma S de los n primeros términos de una serie
aritmética cuyo primer término es a y la diferencia es d, el numero

de términos que se han sumado es igual a

_1({/8dS+ (2a+d)?-2a

1 =l
n > 7

En el comentario que Bhaskara I hizo del mismo Aryabhatiya de

Arayabhata I, también se expone como se encuentran dos

cantidades de las que se conoce su producto y su diferencia:
Multiplica el producto por cuatro, entonces anade el cuadrado de
la diferencia de las dos cantidades, y toma la raiz cuadrada.
Auméntala con la diferencia de ambas cantidades Yy
dismintyela con lo misma. Los resultados obtenidos, divididos

por 2, dan los dos factores del producto buscado.
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Equivalencias de la ecuacion cuadratica
La aparicion de la ecuacion cuadratica en la historia da las
matematicas ha estado muchas veces ligada a problemas de
hallar dos numeros de los que se conoce su producto y
también su suma o diferencia. Por ejemplo, si buscamos dos
numeros cuya suma es 8 y cuyo producto es 12, el algebra

plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

I\‘iv—il
=2xB8-x)=12=28x—x2=12=2x2-8x+12=0
(_.\_1'212

Cabe notar que, con el planteamiento dado, si S es la suma
de dos cantidades a1 y a2 y P, su producto, entonces la
ecuacion x?- Sx + P = O tiene como solucion una de las
cantidades ai: o a2. En efecto, si x = a1 y x =a2 han de ser las
soluciones de la ecuacion, se cumplira que x- a1 =0y x-a2 =
O, respectivamente, y si ambas expresiones son iguales a

cero, también lo sera su producto:
(x- ai)(x-a2) =0
Por lo tanto

(x—a,))x—a,)=x*—a,x—a;x+a,a, =

= (a,,a,)x+a,a,=x>—Sx+P=0
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Del mismo modo, si lo que se tiene es la diferencia a; - a2 = D
ademas de su producto P, entonces la ecuacion que se
obtiene es x2+ Dx - P = 0, de manera que la formula que la

resuelve es igual a

_—Dim
B 2

X

Es decir,

( - JBprdi+d
X —y=d X = 2
{ =
w=p  [hprdi-d
L 2= 2

Brahmagupta (598-670) también se preocupo de la ecuacion
cuadratica, dando dos reglas para su resolucion:
La cuadratica: las cantidades absolutas multiplicadas por
cuatro veces el coeficiente del cuadrado de la incognita son
incrementadas por el cuadrado del coeficiente del medio: la raiz
cuadrada del resultado es disminuida por el coeficiente del
medio y dividida por dos veces el coeficiente del cuadrado de la
incégnita, y ese es el valor de la incégnita.
La segunda es: El término absoluto multiplicado por el
coeficiente del cuadrado de la incégnita es incrementado por el

cuadrado de la mitad del coeficiente de la incéognita: la raiz
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cuadrada del resultado es disminuida por la mitad de)
coeficiente de la incognita y dividida por el coeficiente del
cuadrado de la incégnita, y ese es el valor de la incognita. Es

decir:

2

b b
ax’+bc=c=>x= 4ac+b2—b_ ac+(§) 2
N = 2a B a

Mediante estas reglas, Brahmagupta también resolvié ecuaciones
cuadraticas en ciertos problemas astronémicos, obteniendo
resultados idénticos a los que la tradicion de los Siddhantas habian
establecido entre tres y cuatro siglos antes.
Una ultima resolucion peculiar para la ecuacion ax? + bx = c se
encuentra en la obra algebraica perdida de Sridhara (siglo VIII), que
fue copiada por Bhaskara II en el siglo XII:
Multiplica los dos lados de la ecuacion por una cantidad
desconocida igual a cuatro veces el coeficiente del cuadrado de
la incognita; anade a los dos lados una cantidad desconocida
Igual al cuadrado del coeficiente original de la incégnita: extrae
la raiz cuadrada.

Por lo tanto,

ax? + bx=c
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4a(ax? + bx) = 4ac = 4a*x? + 4abx = 4ac

4a’x?* + 4abx+ b?* = 4ac+ b? = (2ax + b)? = 4ac + b?

2ax + b = +J4ac+ b?

Vdac+ b? —b
2a

X =

Un dato interesante que también se ha de mencionar es que en la
India del siglo IX, Mahavira fue el primer matematico en darse
cuenta de que las ecuaciones del tipo ax? -x + ¢ = 0, tenian dos
soluciones. Los estudios algebraicos de Mahavira fueron muy
destacados y planteé ecuaciones con radicales como x - pVgx = r,

equivalentes a la cuadratica, cuya solucion nene dada por

2

.,  4r

)+ |aZ +—
S

2

También fue Mahavira quien considero ciertas ecuaciones de grado
superior del tipo ax® =c 6 a(x* - 1) = S(x - 1), donde a era el primer
término de una progresion geométrica, y S, la suma de sus primeros
n términos. Por ejemplo, en una cierta progresion geométrica, el
primer término es 3 y la suma de los primeros 6 términos es 4095.

Entonces, si x es la razon de la progresion:
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x®—1

x—1

3 =3 +x*+x3+x*+x+1)=4095

Mahavira redujo la ecuacion a

X+ xr+ 3+ x2+ x+1=1365,

paso restando el 1 y comprob6 que la razon buscada ha de ser un

divisor de 1364:

Xt + X3+ X2+ x+ 1) =1365
Probo con el 4 e itero el algoritmo:

1364_341
o
341—1 340
5§ T4 T

85
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Como todas las divisiones dan justas y se obtiene O al final de la

iteracion, Mahavira concluyo6 que x =4.

El Algebra de Al-Juarismi

El Libro concreto del calculo del dalgebra y la muqabala (al-kitab al-
mujtasar fi hisab al-jabr wa al-muqabala), es decir, de la
restauracion y la oposicion, es la gran obra matematica de Al-
Juarismi si se tiene en cuenta su repercusion, tanto en el mundo
arabe como en el Renacimiento europeo. El Algebra fue escrito en
tiempos del califa al-Ma'mun, a quien esta dedicado, alrededor del
ano 820.

El titulo de la obra se basa en dos palabras. La primera de ellas es,
justamente, algebra, cuyo significado viene a ser «restauracion» o, lo
que es lo mismo, la transposicion de los términos de una ecuacion.
Por ejemplo, si se tiene que resolver 4x2 - Sx + 7= 15, mediante el

concepto del «algebra» se tiene que

4x2 - 5x+ 5x+7=15 +5x

4x2 +7= 15 +5x

Por otro lado, la mugabala u «oposicion» (también «reduccion»), es la
encargada de reducir la ecuacion, simplificandolos términos
homologos: 4x2 = 8 + Sx.

En la Edad Media, la primera parte de la obra fue traducida al latin
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en como minimo tares ocasiones. La primera fue realizada por el
inglés Robert de Chester, en Segovia, alrededor del anno 1145. Algo
mas tarde, Gerardo de Cremona hizo lo propio en Toledo, y se
atribuye la tercera al también Italiano Guglielmo de Lunis (siglo
XIII). Su circulacion en la peninsula Ibérica dio como resultado que
del al-jabr se pasara a la palabra dlgebra para designar la
«restauracion» de términos, aunque en un primer momento su
significarlo se limitéo al ambito meédico. En efecto, en la segunda
parte de El ingenioso hidalgo Don Quijote de la Mancha, de Miguel de
Cervantes (1547-1616), un «algebrista» es el encargado de curar a
un pobre hombre que recibe una paliza del protagonista y tiene un
gran numero de huesos rotos. Por otro lado, en el castellano de los
siglos XVI y XVII, la palabra algebra también adopto el significado
de «alcahueta» y, por ejemplo, fue utilizada en este sentido por
Francisco de Quevedo (1580-1645) en La vida del Buscon.
El libro esta estructurado en tres partes; la primera trata la
resolucion de las ecuaciones de primer y segundo grados
propiamente dichas, la segunda aborda problemas de geometria, y
en la tercera se resuelven algunos problemas de testamentos y
herencias.
Al-Juarismi considera tres clases de numeros: raices o cosas,
cuadrados y numeros aislados:

la raiz es cualquier cosa [...] que se pueda multiplicar por si

misma y el cuadrado es la raiz multiplicada por si misma, y el

numero es cualquiera expresable como tal sin ninguna relacion

con la raiz y el cuadrado.
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Con estas tres bases de numeros, se pueden formar las ecuaciones
que Al-Juarismi pretende resolver

Cuadrados igual a raices: x? = px.

Cuadrados igual a numeros: X2 = g

Raices igual a numeros: px = q.

La primera de ellas se resuelve mediante la regla subyacente x? = px
= x = p (Al-dJuarismi no considera posible la soluciona x = 0) ni
tampoco las soluciones negativas):
Un cuadrado es igual a cinco veces la raiz, entonces la raiz del
cuadrado es cinco y el cuadrado es veinticinco, que,

efectivamente, es cinco veces la raiz.

Ademas, siempre que el coeficiente del cuadrado no sea 1, hay que
reducido. Al-Juarismi pone el ejemplo de 1/3x2 = 4x, que convierte
en x2 = 12x; cuyo resultado es x = 12, y también que convierte en x2
= 2x de resultado x = 2. Evidentemente, y como se puede observar,
Al-Juarismi no usa ningun tipo de algebra simbdlica y se limita a
describir todos los procesos y calculos a lo largo de su libro.

Para resolver x2 = g, Al-Juarismi concluye que x = Vq y pone los

ejemplos:

X2 =9 =29 =3

52=80=x2=8/5=16 = x=116 =4
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1/0x2 =18 = x2 = 36 = x =36 = 6.

Finalmente, la ecuacion px = g tiene como resultado, x= g/p
Tras estas tres primeras reglas, Al-Juarismi aborda la resolucion de
las ecuaciones cuadraticas, que incorporan tanto numeros, como
raices y cuadrados:

Cuadrados mas raices, igual a numeros: X2 + pqg = q,

Cuadrados mas numeros, igual a raices: X2 + g = px

Raices mas numeros, igual a cuadrados a: X2 = px + q
De este modo:
¢Qué cuadrado mas diez raices es igual a treinta y nueve dirhams?
La solucion esta en dividir por dos el numero de raices, y en este
case resulta ser cinco, lo multiplicas por si mismo y es veinticinco,
sumas sobre esto treinta y nueve y da sesenta y cuatro, calculas la
raiz cuadrada, que es ocho, y le restas la mitad del numero de
raices y da tres.

Es decir,

=64—5=8-5=3

En general
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X4px=q=>x=

Al-Juarismi también plantea el caso en el que los cuadrados tienen

coeficiente y, como antes, reduce las ecuaciones al caso anterior:

2x2+ 10x=48 = x¥2 +5x=24 = x=3

YBx2+5x=28=x2+ 10x=56 =>x=4

La resolucion de los «cuadrados mas numeros igual a raices» es
similar:

¢Cual es el cuadrado que cuando sumas sobre €l veintiun dirhams
da lugar todo ello a diez de las raices de dicho cuadrado?

La solucion esta en dividir por dos las raices, y resulta cinco, lo
multiplicas por si mismo y da veinticinco, restas el veintiuno que
esta con el cuadrado y da cuatro, calculas su raiz cuadrada y da
dos, y lo restas de la mitad del numero de raices y da tres.

En nuestro lenguaje actual:

x2+4+21=10x=>

10\
(—) i BB
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En general,

El Libro II de los elementos de Euclides
El Libro II de los Elementos es un texto corto que contiene
tan solo 14 proposiciones con sus correspondientes
demostraciones, las cuales son un ejemplo de como los
razonamientos griegos eran suficientes para aclarar diversos
conceptos algebraicos. Un ejemplo de ello se aprecia
claramente en la proposicion 5. cuyo enunciado es:
Si se corta una linea recta en segmentos iguales y
desiguales, el rectangulo comprendido entre los
segmentos desiguales de la recta entera, junto con el
cuadrado de l!a recta que esta entre los puntos de
seccion, es igual al cuadrado de la mitad.
Para demostrar este enunciado, Euclides parte de un

segmento AB en el que

A C (=] 8
senala un punto C, que
® lo divide en dos partes
y = . . iguales, y otro punto D,
@ que lo hace en dos

ot R —s

partes desiguales.

Entonces, construye el «rectangulo comprendido entre los

segmentos desiguales de la recta entera», es decir, el
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rectangulo AMOD. En efecto, si llamamos a = AC= CBy b =
CD, el rectangulo trazado tiene una base a + b = AC y una
altura de a - b = AM = DO = BP = DB, quedando trazado
también el cuadrado DOPB. Para Euclides, los numeros
tenian una correspondencia intrinseca con longitudes de
segmentos, de manera que dos numeros sumados era
calcular la longitud de un nuevo segmento compuesto por los
dos que se suman. Analogamente, dos numeros
multiplicados se correspondian con el area de un rectangulo,
cuya base y altura median dichos numeros. No es extrano,
entonces, que a lo largo de los Elementos encuentren
expresiones como «el rectangulo comprendido por» para
referirse al producto de dos numeros o «el cuadrado» si estos
dos numeros son iguales.

Volviendo a la proposicion 5, Euclides completa el cuadrado
CQOSB de lado a y, trazando el segmento OR, le queda
dibujado el cuadrado NQRO de lado b = QR = CD, es decir, «el
cuadrado de la recta que esta entre los puntos de seccion».
En la proposicion. Euclides afirma que AMOD + NQRO es
igual al cuadrado CQSB. En efecto, si llamamos @ al
rectangulo CNOD (base igual a b y altura igual a - b), y & al
rectangulo ORSP (de base a - b y altura b), se observa que
ambos son iguales. Por otro lado, el rectangulo inicial AMOD
es divisible entre los rectangulos AMNC y . El primero de
ellos es igual al rectangulo CNPB, ya que C es el punto medio

’

del segmento AB, mientras que U = &. Por lo tanto, el
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rectangulo AMOD es igual a la figura CMQRSB, la cual, unida
al cuadrado NORO, da, en efecto, el cuadrado CQSB.

Pero, ¢qué demostro exactamente Euclides? Como se ha
dicho, el rectangulo AMOD tiene base a + by altura igual a a
- b, de manera que su area es igual al producto (a + b)X(a -
b). El area del cuadrado NORO es b? y la del cuadrado CQSB
es a?*. Por lo tanto, (a + b)x(a - b + b> = a3 o

equivalentemente, nuestra actual igualdad notable:
(a+ b)x(a- b) = a? - b?

Ademas de esta proposicion 5, hay nueve proposiciones mas
que recogen combinaciones y sumas de rectangulos y
cuadrados construidos apropiadamente.

Estas son:

Proposicion 1: a(b+ c+d+ ...)=ab + ac +ad...

Proposicion 2: (a+ b)2 = (a+ b)ja+ (a+ b)b

Proposicion 3: (a + b)a = ab + a?

Proposicion 4: (a + b)?2 =a? + b2 + 2ab

Proposicion 6: (2a + b)b + a? = (a + b)?

Proposicion 7: (a + b)?2 + a? = 2(a + b)a + b?

Proposicion 8: 4(a + b)a + b% = [(a + b) a]?

B § e (a+b)2+<a+b b)z
2 = 2 2

Proposicion 10: (2a + b )%+ b2 = 2[a? + (a + b)?]

Proposicion 9:
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Hay que anadir que en este caso, Al-Juarismi era consciente de que
la ecuacion tenia una segunda solucion:
Y si quieres, sumas la raiz cuadrada sobre la mitad del numero

de raices y da siete |(...)

También especifica el numero de soluciones que puede tener una
ecuacion cuadratica de este segundo tipo:
Y has de saber que si al dividir por dos el numero de raices y
multiplicarlo por si mismo da lugar a un nimero menor que el de
dirhams que estan con el cuadrado, entonces el problema es
imposible, y si es igual al numero de los dirhams, entonces la
raiz del cuadrado es igual a la mitad del numero de raices, sin
sumar ni restar nada.
Finalmente:
Tres raices mads cuatro es igual a un cuadrado. La solucion
consiste en dividir por dos el numero de raices, y resulta uno
mas un medio, lo multiplicas por si mismo y es dos mds un
cuarto, sumas a esto el cuatro y da seis mas un cuarto, calculas
la raiz cuadrada y es dos mds un medio, le sumas la mitad del

numero de raices y es cuatro {(...]
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Como se ha visto anteriormente, estas reglas eran conocidas tanto
en la antigua Grecia como en la India y, por esta razon, no es
descartable que Al-Juarismi las obtuviera dentro del legado que
llego a la Casa de la Sabiduria. Sin embargo, su gran aportacion fue
demostrar geométricamente cada uno de estos resultados:
En cuanto a los otros tres casos, en los que si es necesario
dividir por dos el numero de raices, se expondran
separadamente, y se dibujara para cada caso una figura, y se

aclarara sobre ella el motivo de la division por dos.

La base de todas las demostraciones fueron los Elementos de
Euclides, que ya habian sido traducidos al arabe en Bagdad en
diversas ocasiones (una de ellas por el ya citado Hunayn ibn Ishaq)
y que debian circular por la Casa de la Sabiduria de manera

habitual.

Solucidn de la ecuacién x> + px = q

Al-Juarismi inicia la justificacion geomeétrica de la resolucion de x2 +
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10x = 39 partiendo de un cuadrado de lado desconocido que es
igual al numero de raices de la ecuacion propuesta. Es decir, en el
lenguaje algebraico actual, cada lado del cuadrado mide x y, por lo

tanto, el area de dicho cuadrado es igual a »2 (figura 1).

Figura l Figura 2
, ~
x 3 X
- X — - - —— —-76 R

Segun la ecuacion x2 + 10x = 39, hay que sumar 10x a x? para
obtener el primer término propuesto, con lo que la cuestion que
cabe plantearse es como representamos este 10x. Como el area de
un rectangulo es igual al producto de su base por la altura, 10x
puede corresponderse con el area de un rectangulo de base igual a
10 unidades y altura igual a x (figura 2).

Al-Juarismi divide el rectangulo de area 10x en cuatro rectangulos
iguales de base igual a 2,5 unidades y altura igual a x, y los recoloca

alrededor del cuadrado X2 (figura 3).
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Figura 3 Figura 4

19
h

Consecuentemente, la figura representada sigue teniendo un area

igual a

X2+ 4,25x=x2+ 10x

Para seguir con el razonamiento, Al-Juarismi completa la figura
llenando las cuatro esquinas con cuatro cuadrados menores de lado
igual a 2,5 unidades y, por lo tanto, de area igual a 2,52 = 6,25
unidades cuadradas (figura 4).

El resultado final es un cuadrado cuya area es igual a

X2+ 4,25x + 4%x6,25 = x2 + 10x + 25

Sin embargo, como en la ecuacion se proponia x2+ 10x = 39, el area

pasa a ser

X2+ 10x +25 = (x2+ 10x) + 25 = 39 + 25 = 64 unidades cuadradas.
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Por otro lado, al obtener un cuadrado como figura final, Al-
Juarismi determina su lado, el cual esta formado por la suma de las
bases de dos de los cuadrados de las esquinas y por una de las
bases de los rectangulos iniciales. En consecuencia, su lado es igual

a x +2x2 5x =x + 5 unidades, y su area, igual a (x + 5)2. Por lo tanto

(x+5)2=64 =>x+5=V64=8=x=8-5=3

En general, si la ecuacion es x2 + px = g, los pasos seguidos por Al-
Juarismi son:

1. Construye un cuadrado de lado x, cuya area es x2.

2. Le anade cuatro rectangulos base igual a p/4 y altura x,
obteniendo una figura de area igual a x2 + 4xp/4x = X2 + px = q.

3. Completa el cuadrado con los cuatro cuadrados de las esquinas,

obteniendo un cuadrado final cuya area es

X+ 4xp[4x + 4(p/4)? = %2 + px p*[4= q + (p/2)?
4. Pero este cuadrado tiene un lado igual a x +2p/4 = x + p/2, cuya

area es (x + p/2)?

5. Igualando ambas expresiones
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Al-Juarismi especifica otra manera de conseguir este resultado,
consistente en dividir el rectangulo de area 10x en dos rectangulos,
en lugar de cuatro, y unirlos al cuadrado de area x2. En esta
situacion, la figura se completa con un unico cuadrado situado en
una de las esquinas, cuya area es de 52 = 25 unidades cuadradas.

Una vez mas, el area total del ultimo cuadrado conseguido es de

X2+ 2x3x+25 = x2 + 10x+25 =39 + 25 = 64

que es igual al cuadrado de lado x + 5 (figura 5):
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Figura 5

N

h
-

(x+52=64=x+5=V64=8=x=8-5=3

Resolucion de la ecuacién x? + q = px

La justificacion geométrica de la resolucion de x2 +21 = 10x también
parte de la construccion de un cuadrado de lado desconocido cuya
area es igual x? al que se suma un rectangulo de area igual a 21
unidades cuadradas. Siguiendo la ecuacion, el area de la figura
representada es x2 +21 = 10x, es decir, la de un rectangulo de base
igual a 10 unidades y altura igual a x (figura 6).

Dividiendo la base de 10 wunidades por la mitad, quedan
determinados un rectangulo intermedio de base igual a 5 - x y
altura x, representado por 2y el resto del rectangulo de area 2

representado por & (figura 7).
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e

Al-Juarismi completa el cuadrado de lado 5 y en su parte superior
construye un rectangulo que es igual al & que ya tenia, es decir, de
base igual a x y altura 5 - x, y al que denominaremos &. Ademas,
también le queda determinado un cuadrado en la esquina superior,
de area (5 - x)2. Cabe notar que si al cuadrado de area 52 unidades
cuadradas se le restan los rectangulos &'y @&, el resultado es,
precisamente, el cuadrado marcado en gris que queda en la esquina
superior (figura 8) y cuya area ya se ha dicho que es (5 - x)2.

Por lo tanto,

Como & = @ la expresion anterior es: 25-(U + &) = (5 - 12 y (T + @)
se corresponde con el rectangulo inicial de area igual a 21 unidades

cuadradas. De esta manera,
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25-(® + @) = (5 - x)2

25-21 = (5 - x)2

4= (5 - x?

V4=5-x=5-x=2=>x=3

®
— y
§
! X
® ®
e —
S :'5'1 5 x _;

Esta demostracion geométrica esta en la linea del libro II de los
Elementos de Euclides, donde el griego se dedica a ir igualando
areas de distintas figuras para conseguir justificar expresiones

equivalentes a nuestras
(a+ b)(a-b)=a?-b% (a+Db)2=a2+ b2-2ab...

De hecho, Al-dJuarismi sigue los razonamientos euclideos para
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determinar también que la solucion buscada no soloes x =5-2 = 3,
sino también x =5+ 2 =7.

Por lo tanto,

Resolucion de la ecuacién px + g = X2

Por ultimo, la resolucion de la ecuacion 3x + 4 = x2 parte del
cuadrado x2 de lado desconocido x, el cual se ve dividido en un
rectangulo de base 3 unidades y altura x (cuya area es 3x) y otro de
area igual a 4 unidades cuadradas (figura 9).

Figura 9 Si dividimos la altura de 3 -

| unidades por la mitad, se forma el

cuadrado @ (figura 10), cuya area

es igual a 1,52 = 2,25 unidades
cuadradas; aprovechandolo,
formamos un segundo cuadrado

con las regiones &, &, & de

A{ modo que el area de 4 unidades

¥ N RS S e B e mt S e~

F S s S cuadradas, queda dividida en los

e pra———
< g

Xx

rectangulos @ y @ . En esta
situacion, noétese que los rectangulos 'y @ son iguales, ya que por
construccion de los cuadrados, la base de & es igual a la altura de
@y, por otro lado, lo mismo ocurre con la base de @, que es igual a

la altura de @.
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76.10

- -

Entonces,
D+ 2+ @8=0+ @+ &= 1,52+4=6,25

Asi, el cuadrado @ + & + @ tiene lado igual a V6,25 = 2,5 unidades,
que, sumadas a las 1,5 unidades que faltan, cubren la totalidad del
lado desconocido x.

Es decir, x mide 2,5+1,5 = 4 unidades.

Una vez mas, el procedimiento de Al-Juarismi para la resolucion de

la ecuacion px + g = X2 equivale a la regla
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px+q=x’=>x= (§>2+q+§

3\° 3
Ix+4=x’=2x= (z) +4+§=4

Algebra polinémica
Una vez determinadas las resoluciones de las seis ecuaciones
cuadraticas generales posibles, Al-Juarismi continua con las reglas
de calculo algebraico que le han de llevar a ellas a través de su
algebra y su mugabala:

(a+ b)x(c+ d) = ac+ bc+ ad + bd,

(a- b)X(c-d)=ac- bc-ad+ bd,

(a+ b)x(c-d) =ac+ bc- ad - bd,
Al-Juarismi da numerosos ejemplos que ilustran todos los calculos:

(10 - )x10 =100 - 10x

(10 + 0x10 = 100 + 10x

(10 + %(10 + %) = 100 + 10x + 10x +x2 = 100 + 20x + x2
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(10 - %(10 - x) = 100 - 10x - 10x +x2 = 100 - 20x + X2

(10 - %(10 + x) = 100 - 10x+ 10x - x2 = 100 - 2

Evidentemente, todas estas expresiones no usan el algebra
simbolica y Al-Juarismi se limita a describirlas con detalle Asi,
puede seguir planteando los primeros problemas resolubles
mediante ecuaciones de segundo grado;
Divides diez en dos partes, y multiplicas una de las dos partes
por la otra. Después multiplicas una de ellas por si misma, y
sucede que el resultado de esta multiplicacion por si misma es

igual a cuatro veces el producto de una de las partes por la otra.

Es decir,

x+y=10

x% = 4xy

Al-Juarismi considera que las dos partes son xy 10 - x, con lo que
la condicion del enunciado es igual a X2 = 4x(10 - x) = 40x - 4x2, o,
de manera equivalente, 5x2 = 40x. Simplificando, x2 = 8xy x = 8.

El elenco de ejemplos es variado y nos encontramos con las seis

formas descritas anteriormente:
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x +yv=10
[ 25 .. = 9200 :
= —x =100=2x"= =36=>x=6
9 25
.25 25
102 = —x? =—y?
9 4 -
x+y=10
10 —=x .
= =4 =310—x=4x=>5x=10=2x=2

X

(§+1)G+1)=20=>x2+7x=228=>x=12

x+y=10
B T e T {3
x% +y?>=>58

5 4 1
§Z=x+24=>x2=12x+288=>x=24

Ademas, cabe senalar que Al-Juarismi también plantea ecuaciones
de grado superior, como x3 = 3x2, que es transformable en una de

las seis resueltas.

Las transacciones comerciales y la geometria
Tras la seccion tedrica del libro, Al-Juarismi anade un capitulo
dedicado a los problemas resolubles mediante las reglas de tres.

Sabes que en las transacciones mercantiles entre las gentes,
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compras y ventas, precios y salarios, y otras muchas cosas, hay
dos razones entre cuatro numeros sobre los que le preguntan a
uno, a saber, medida, precio, cantidad y total* Y la medida es
inversamente proporcional al total, y el precio es Inversamente
proporcional a la cantidad, Y de estos cuatro numeros, tres son
siempre conocidos y uno desconocido, que es aquel al cual se
refiere quien pregunta ccuanto?, y en esto estd el objeto de la

cuestion.

El tema no era nuevo y quiza por esa razon Al-Juarismi le dedico
poco mas de una pagina; explica como se resuelve y pone varios
ejemplos. Como muestra:

Un comerciante paga a alguien diez dirhams por mes. Si trabaja

seis dias, ¢cuanto le corresponde?

Los 30 dias se corresponden con lo que Al-Juarismi Dama la
medida, los 10 dirhams, con el precio, los 6 dias son la cantidad y lo

que se busca es el total, por lo tanto,

Precio X cantidad B 10x6 60

Total = medida =30 = ﬁ = 2 dirhams

En el siguiente capitulo, Al-Juarismi plantea unos problemas
geomeétricos bastante sencillos que, probablemente, tomo6 del legado
griego llegado a Bagdad. El texto empieza con una introduccion a

las distintas figuras geométricas planas que ya aparecen en los
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Elementos de Euclides (triangulos, cuadrilateros, circulo...) y el
calculo de su area, y también de figuras en el espacio y su volumen.
La aplicacion del algebra se inicia con un problema que plantea
calcular el pie de la altura de un triangulo de lados iguales a 13, 14
y 15 unidades, sigue con la descripcion de ciertas areas y
volumenes y termina con la determinacion de un cuadrado inscrito

en un triangulo dado.

Inscripcion de un cuadrado de un triangulo dado
Al-Juarismi plantea la determinacion de las medidas de un
cuadrado inscrito en un triangulo isosceles de lados iguales a
12, 10 y 10 unidades.

Considerando que el lado del cuadrado buscado es la «cosan,
es decir, x, el area del cuadrado buscado es x2.

Si aplicamos el teorema de Pitagoras, la altura del triangulo
propuesto es igual a 8
unidades, ya que 62 + 82 =
102 y, con este dato, el

@|®

area total del triangulo es

10 10 bx12x8 = 48 unidades
4 L cuadradas. Ahora, el
@ @ razonamiento de Al-
Juarismi consiste en
2 TTTER . B
- 7 ~ igualar esta area a la suma

de las distintas figuras que le han quedado dibujadas al

trazar el cuadrado. Asi, los dos triangulos (' tienen una base
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igual a 6 = x/2, su area conjunta es

2><%><(6———)2£)><x=6x—);—2

Del mismo modo los dos triangulos Z tienen una base igual
a x/2 unidades y una altura igual a 8 - x, con lo que su area
conjunta es igual a

X2

2x1xxx(8 )=4
277 M=y

De esta manera, sumando todas las areas se obtiene x2 + @

+ @+ @ + 2 =48, o lo que es lo mismo,

W T P
X xX—— x——|=
2 2

Este mismo problema aparece también en la Métrica de
Heron de Alejandria (siglo I dC), aunque el griego lo planteo
mediante la semejanza del triangulo & y la mitad del

triangulo isosceles original:

8—x_x

8 12

96 — 12x = 8x

96 = 20x
96 . 1.1 .4
X=99 “T2°5" 18

El libro de los testamentos
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Un capitulo sobre dinero y préstamos da paso a la ultima parte del
libro (bastante extensa), y en él, Al-Juarismi pone a prueba el
algebra repartiendo herencias. Por ejemplo:
Un hombre muere y deja dos hijos y diez dirhams de capital y
una deuda de diez dirhams a uno de sus hijos, y lega a un

amigo un quinto del capital mas un dirham.

Si el hijo hubiese pagado la deuda antes de morir el hombre, este
hubiera dejado 20 dirhams, de los cuales su amigo hubiese cobrado
20/5 + 1 dirhams. Los 15 dirhams restantes se deberian repartir a
partes iguales entre sus dos hijos, con lo que cada uno de ellos
hubiese cobrado 7,5 dirhams. Sin embargo, segun la ley islamica, si
el padre muere y uno de sus hijos le debe mas dinero del que le
corresponderia por herencia, se considera que esta parte esta
incluida dentro de la deuda y que el resto es un regalo del padre.
Por ejemplo, si un padre tiene tres hijos y les deja 15 dirhams y una
deuda de 16 dirhams mas con uno de ellos, se considera que cada
uno de ellos hubiese tenido que cobrar 10 dirhams. Sin embargo,
solo hay 15 dirhams reales para repartir mas una deuda (que se
calcula sin el regalo del padre) que habria que anadir para
completar a los otros dos hermanos. Llamando x a esta deuda, la
cantidad a repartir pasa a ser de 10 + x, con lo que a cada hermano

le tocan

(10 + /3 dirhams.
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Como este dinero es justamente el que le toca al hermano moroso,

el cual debia aportar su parte para los 15 legados, se tiene que
(10+x/3 =x

y por lo tanto, x = 7,5 dirhams. En consecuencia, se considera que
el padre ha legado un total de 15 + 7,5 = 22,5 dirhams a los tres
hermanos (7,5 dirhams a cada uno de ellos). El hermano moroso no
recibira nada y se considera que su deuda esta pagada mas un
regalo de 7,5 dirhams, mientras que los otros dos recibiran 7,5
dirhams cada uno de ellos. Volviendo ahora al problema propuesto
por Al-Juarismi, el legado es de 10 + x dirhams, con lo que el amigo

debe cobrar (10 + x)/5 =3 + x/5 y quedan por repartir

(10+x) - (3 +’§)=7+%

A cada hijo le corresponden 3,5 + 2x/5 dirhams y esa es
precisamente la cantidad de la deuda que deberia recibir el hijo

moroso:
3,5+ 2x/5=x=x=5+ 5/6 dirhams
Si ahora:
Una mujer muere, y deja marido, hijo y tres hijas, y lega a un

hombre el octavo del patrimonio mas su séptima parte, entonces
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haces veinte porciones. Coge una cantidad, réstale su octava
parte y su séptima parte, y queda dicha cantidad menos su
octava parte y su séptima parte, y completas el capital sumando
sobre él lo mismo pilcado por quince entre cuarenta y uno.

Multiplicas las porciones del legado, que son veinte, por
cuarenta y uno, y salen ochocientos veinte. Le sumas eso mismo
multiplicado por quince entre cuarenta y uno y el total es mil
ciento veinte partes. El heredero de un octavo mds un séptimo
recibe [...] trescientas partes, y quedan ochocientas veinte

partes para repartir entre los herederos.

El Coran y las herencias

El Coran, el libro sagrado del islam, esta dividido en 114
capitulos o azoras, que a su vez estan divididos en un total
de 6236 versiculos o aleyas si no se tienen en cuenta los
encabezamientos de los capitulos los cuales son todos
iguales y rezan «En el nombre de Ala, el Compasivo y el
Misericordioso». En este Corpus hay azoras que rigen la
conducta del buen musulman y permiten o niegan actitudes,
derechos, obligaciones, etc., y, entre ellas, también hay una
que marca el derecho sucesorio y el reparto de las herencias.
Asi. el capitulo 14, en sus versiculos 11 y 12, dice:

11. Ala os ordena lo siguiente en lo que respecta a vuestros
hijos: la parte del varén equivale a la de dos hembras. Si ellas
son mas de dos, les corresponderan dos tercios de la herencia.

St la hija es tnica, la mitad. A cada uno de los padres les
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corresponderda un sexto de la herencia si deja hijos pero, Si no
deja hijos y heredan solo los padres, un tercio es para la
madre. Si tiene hermanos, un sexto es para la madre. Y todo
esto, tras satisfacer las deudas. Entre vuestros ascendentes y
descendientes, no sabéis quiénes son mas ttiles. Esta es la
obligacion de Ala. Ala es omnisciente y sabio.

12. A vosotros os correspondera la mitad de lo que dejen
vuestras esposas St no tienen hijos. Si tienen, o0s
correspondera un cuarta. Esto, tras satisfacer sus legados y
deudas. Si no tenéis hijos, a ellas les corresponden cuarto de
lo que dejéis. Si tenéis, un octavo de lo que dejéis, tras
satisfacer legados y deudas. Si los herederos de un hombre o
de una mujer son parientes y le sobrevive un hermano o una
hermana, entonces a cada uno de los dos les corresponde un
sexto.

Si son mas, participaran del tercio de la herencia, tras
satisfacer los legados y deudas, sin danar a nadie. Esta es la

voluntad de Ala. Ala es omnisciente y benigno.

El Coran es una de las fuentes principales de la sharia, o ley
islamica, la cual es el fundamento del derecho islamico. La
sharia constituye el codigo civil, penal, religioso... que marca
la conducta de la vida dentro del islam. Asi pues, las leyes
sucesorias, sobre todo en época medieval, estaban marcadas
por estos dos versiculos que recogen la mayoria de posibles

casos que se podia encontrar un juez en el momento del
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reparto del legado de un difunto.
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Imagen del Coran.

De lo explicado, se deduce que Al-Juarismi divide la posible

herencia C =20x; en 20 porciones iguales de las que separa

20x G 20x » 300x
8 7 56

para el hombre, quedando por repartir 820x/56 de las 1120x/56
totales. Por lo tanto, si la herencia esta dividida en 1120 partes
totales, el amigo de la madre se lleva 300, quedando 820 para el
marido, el hijo y las dos hijas. Acorde con la ley islamica, el marido
debe recibir un cuarto de lo que queda, con lo que recibe 205x/56 o

205 partes y, de las 615x/56 restantes, las tres hijas deben
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repartirse los dos tercios; cada una de ellas recibe 410x/168.

Finalmente, el hijo recibe 205x/56, o 205 partes.

Al-Ma'mun [...] me ha encargado que escriba un breve libro
sobre el cdlculo del dlgebra, de modo que contenga lo mas
importante y delicado del calculo que los hombres aplican a sus
necesidades, herencias, testamentos, particiones y negocios, Yy
en todo lo que tratan entre ellos en la medida de la tierra,
excavacion de canales, construcciones y otras muchas cosas.»

Al-dJuarismi

Al-Juarismi resuelve multitud de problemas similares en los que
involucra dotes de boda, esposos con enfermedades terminales,
esclavos..., y a todos ellos va dando justa respuesta. Como se ha
dicho, el libro fue un auténtico éxito y muchas obras posteriores lo
tomaron como referencia, ya como manual simplemente algebraico

ya texto necesario en los juicios del dia a dia.

La evolucion del algebra en el mundo islamico
El siguiente matematico arabe que dedic6 parte de su obra al
algebra fue el egipcio Abu Kamil, entre mediados del siglo IX y
mediados del X. El mismo reconocio que, en el mas de un siglo que
lo separaba de Al-Juarismi, no habia habido ninguna obra
algebraica que lo pudiera superar:

He estudiado con gran atencion los escritos de los matemadticos,

examinando sus afirmaciones, y escrutando lo que dicen en sus

164 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

obras, y he observado que el libro de Muhammad ibn Musa Al-
Juarismi conocido como Algebra es superior en la precisién de
sus principios y la exactitud de sus argumentaciones. Por lo
tanto, nos corresponde a nosotros, la comunidad de los
matemadaticos, reconocer su prioridad y admitir su conocimiento y
su superioridad, ya que con la redaccion de su libro sobre el
algebra fue el iniciador y descubridor de sus principios,
mediante los cuales Dios nos ha dado acceso a todo lo que
permanecia oscuro, ha puesto a nuestro alcance lo que estaba
en la oscuridad, ha facilitado todo lo que era arduo, y ha

elucidado todo lo que era incierto.

El Algebra de Abu Kamil es una obra dirigida a un publico experto
en matematicas y, pese a que es indudable el legado de Al-Juarismi,
su autor propone que este texto no solo es necesario, sino que es
superior al de su predecesor. De este modo, Abu Kamil dividié su
tratado en cinco partes. En la primera de ellas trata el calculo
algebraico y la resolucion de las seis ecuaciones canonicas,
convirtiendo la segunda parte en un libro de problemas resolubles
mediante ecuaciones de primer y segundo grado. La tercera parte
introduce las ecuaciones con numeros irracionales, la cuarta aborda
cuestiones relacionadas con poligonos y, finalmente, la quinta
presenta ciertos problemas indeterminados.

Aunque las demostraciones geomeétricas de las seis ecuaciones
canonicas también parten de ciertas proposiciones del libro II de los

Elementos de Euclides, son sensiblemente distintas a las planteadas
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por Al-Juarismi; la revolucion del Algebra de Abu Kamil llega con el
planteamiento de nuevas ecuaciones inéditas.
Por ejemplo, Abu Kamil busca dos numeros x e y (con x > y), tales

que

x+y=10
¥\ 2 P42
V- ==

La resolucion de este sistema pasa por la introduccion de una
nueva “variable z = y/x con lo que la segunda ecuacion se convierte
en 1/2z?- z2, lo que es lo mismo, la ecuacion bicuadrada z* + 222 = 1
En este caso, una gran novedad de Abu Kamil se encuentra en su
solucién, ya que al resolverla, obtiene el resultado z = V((\2) -1), de
donde, trabajando ahora con la primera ecuacién y con y = xV((\2) -

1) acaba determinando que:
x= 10 + V50 - V(50+V(5000))
y =(50+V(5000)) - V50
Nunca antes un numero irracional habia resultado de una
ecuacion, con k> que este paso les dio la importancia que se

merecian dentro de las matematicas. Otro ejemplo de este nuevo

uso lo encontramos en la ecuacion
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24176438+ 31558+ 222 ) [ 354+ 2, "1zoz+ 38
: 39" \J' AETT] e 1521 |*

cuya solucion es

—17+27+ 315+ o8 -
= 39 1521

- 451+1029+ 395130+2057670 31558 + 282
1521 2313441 1521

A finales del siglo X y principios del XI, Abu Bakr al-Karji (o al-
Karaji) dio un nuevo paso en la historia del algebra: la desligo de la
geometria, cosa que no habian conseguido ni Al-Juarismi ni Abu
Kail.

Su Orgullo sobre el dlgebra y la muqgabala empieza con la definicion
de los monomios: x, x2, x3... y también de 1/x, 1/x2, 1/x5... y un
estudio sistematico de los posibles productos entre ellos, Al Karji

llega a la conclusion de que se cumplen las igualdades

xm x xn = xm+n

1/xmx 1/xn=1[xmn

1/xm: 1/xmtl = x
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y con la multiplicacion controlada, se dedica a dar las formulas
generales para la suma, resta y producto de dos polinomios. Al Karji
también fue el primer matematico arabe que formulé un algoritmo
para la extraccion de la raiz cuadrada de polinomios con
coeficientes positivos a partir de ciertas igualdades notables, un
estudio detallado de las raices de los monomios fue abordado en su
otra obra titulada Maravilla del cdlculo, en la que ofrecio reglas

concretas para operaciones como

n
VX
n /X X m /}, = n /X - m /y
V

fee i =2

Cabe decir que todo este tipo de raices habian sido estudiadas
anteriormente por el matematico persa al-Mahani (ca. 820-ca. 880)
y por Abu Kamil. El primero habia planteado que para calcular
V(a+Vb), se tenia que resolver el sistema de ecuaciones formado por
x+y=ay 4xy = b, de modo que, entonces, se obtiene \(a+Vb) = Vx +
Vy.

Abu Kamil, por su parte, vio que el planteamiento debia partir de las
formulas de los cuadrados de la suma y diferencia de binomios. Por
ejemplo, para calcular V18 - V8, se debia considerar el desarrollo (a -

b)2 = a2+b? - 2ab con a =18 y b = 8.
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Por lo tanto,

(V18 - V8)2 = 18+8-2V144 = 2 = V18 - V8 = 2

Omar Jayyam V: La resolucion de la ecuacion cubica

Tras todo lo explicado, el gran paso del algebra musulmana fue la
resolucion de la ecuacion cubica. Era cuestion de tiempo que, tras
el éxito del Algebra de Al-Juarismi en el mundo cientifico, alguien se
planteara qué pasaba con las ecuaciones de un grado mas, es decir,
las ecuaciones cubicas x3 + bx2 + cx + d = 0. En 1742, Gerard
Meerman (1722-1771) publico en Leiden, Paises Bajos, su Ejemplar
sobre el cadlculo de fluxiones (Specimen calculis fluxionalis), donde
hizo un repaso del desarrollo del calculo y citd6 unos cuantos
manuscritos arabes, entre los cuales aparece un Algebra de
Jayyam, hasta entonces desconocida. Tras el anuncio, no fue hasta
el ano 1851 que Franz Woépcke la tradujo en Paris y la dio a conocer

al mundo occidental.

Omar Jayyam (1048-7131)
No se sabe casi nada de la vida real de este polifacético
cientifico y poeta, aunque numerosas historias y leyendas
ofrecen bastantes pistas de como fue. Nacié en Nishapur el
18 de mayo del ano 1048 y de pequeno coincidiéo con Nizam
al-Mulk y Hassan ibn Sabbah; los tres se hicieron muy
amigos y pactaron que, el primero que consiguiera triunfar

en la vida, tendria la obligacion de ayudar al resto. En
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consecuencia, cuando Nizam al-Mulk llego al cargo de visir
del sultan selyucida Alp Arslan (1029-1072), Hassan se
convirtio en el hajib de palacio y a Omar Jayyam le fue
asignada una renta anual que te permitia vivir de manera
confortable dedicado a la literatura y la ciencia. Con el
tiempo, las diferencias religiosas entre Nizam y Hassan
llevaron al segundo a conspirar con el sultan, hecho que
provoco su expulsion de la corte. Hassan se dedico entonces
a predicar el ismailismo por tierras musulmanas y a fundar
la secta de los Asesinos en Alamut, a donde, bastantes anos
despueés, llego Nizam, ya viejo, tras caer en desgracia con el
sultan (y alli muri6 asesinado).

Con la muerte de Alp Arslan, Omar Jayyam decidio
trasladarse a Merv, la capital de la corte del nuevo rey, Jalel
al-Din Malik Shah (m. 1092), quien lo nombro astronomo
real y encargado de la reforma del calendario. Pese a las
continuas revueltas que sufrieron las pugnas por el poder,
Jayyam supo mantenerse siempre en las altas esferas, de
modo que parece que nunca le falto de nada.

Una de sus obras mas importantes fueron sus Rubaiyyat,
escritas poco antes de terminar el siglo XII. Rubaiyyat, que
es la palabra persa que significa «cuartetas», hace referencia
a un estilo muy popular en la época y que es la base sobre la
que esta escrita la obra. En la segunda mitad del siglo XIX, el
irlandés Edward Fitzgerald (1859) y el francés J. B. Nicolas

(1867), entre otros, empezaron a traducirlas a las lenguas
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europeas, de modo que les devolvieron el lustre que tuvieron
en los siglos XII y XIII. En el ambito matematico, Jayyam
escribio varias obras, entre las que destaca un tratado de
aritmeética que incluye un algoritmo de calculo de la raiz
enésima de cualquier numero, basado en la expansion
algebraica de la expresion (a + b + c...)" En la actualidad,
esta obra esta perdida y solo se conoce parte de su contenido
a través de comentarios posteriores y por las palabras del
propio Jayyam en otro de sus tratados:
Los indios tienen sus propios métodos para extraer los
lados de los cuadrados y los cubos basados en sus
estudios de un pequeno numero de casos, que es el
conocimiento de los cuadrados de las nueve cifras, que
son los cuadrados del 2, 3 y el resto, y de su producto
de los unos por los otros, que es el producto de 2 por 3,
y asi sucesivamente. He escrito un libro para demostrar
la validez de todos estos métodos y ensenar que llevan a
la solucion deseada, y los he complementado
encontrando las raices cuartas, quintas y sextas y tan
grandes como sean. Esto no lo ha hecho nadie antes de
mi, y estas demostraciones son solo algebraicas,
fundamentadas en las partes algebraicas del libro de los
Elementos.
No obstante, su obra mas destacada fue Algebra, en la que
resolvio las ecuaciones de primer, segundo y tercer grados.

Para, por ejemplo, la ecuacion x® + gx = r, Jayyam trazo una
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circunferencia de diametro igual a d = r/q ¥y
perpendicularmente en uno de sus extremos trazo una
parabola cuyos puntos (x, y), situados en unos ejes de
coordenadas apropiados, cumplirian Vg y = x2 (hay que tener
en cuenta que Jayyam no tenia geometria analitica y
utilizaba descripciones precisas de sus curvas).

Si llamamos Plx, y) al

punto de interseccion de la

circunferencia y la P xy)
parabola de la figura, por

el teorema de la altura se

cumple (d - ¥)/y = y/x o,

equivalentemente, dx - x2 = x d-x

y?, por otro lado, como los

puntos de la parabola

cumplen Vqy = x2 elevando

al cuadrado se tiene que qy? =x* o, lo que es lo mismo, y? =
x*/q. De esta manera si igualamos ambas expresiones

dx-x2=x*/q= dq- gx=x3

Sustituyendo d por su valor y recolocando los términos de la
ecuacion, Jayyam obtiene:

r=x3+qgx

Por lo tanto, el punto de interseccion P(x, y) cumple la

ecuacion propuesta.
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Al no tener numeros negativos, ademas de las de primer y segundo
grado, Jayyam clasifico las cubicas en catorce tipos:
1. x3=r
xX3+qgx=r
X3 +r=gx
X3 =gx+r
+px?=r
X3 +r1=px

X =pxX2+r

® N 0o AW N
%

X3 +px2t+gx=r
9. 3 +px2 +r=qgx
10. x3 + gx + r = px?
11. X33 =px?2 +gx +r
12. X3 +px2 =qgqx+r
13. X2 +gx=px? +r

14. x3 +r=px2 + gx

Omar Jayyam no encontro las soluciones numéricas de cada una de
estas ecuaciones, sino que se dedico a determinar su construccion
geomeétrica. Ya desde tiempos de los griegos, se habia determinado
que si se podian encontrar dos segmentos de longitudes x e y tales

que cumplieran

r/y=y/x=x/1
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entonces x3 =r

Si se observa detenidamente la primera igualdad, se observa que es
equivalente a rx = y? que en el lenguaje algebra actual, se
corresponde con una parabola de eje horizontal, por otro lado, la
segunda igualdad y = x?> se corresponde con una parabola de eje
vertical, y ambas curvas tienen un veértice comun.

Los griegos se habian dado cuenta de que si se buscaba el punto de
interseccion de dos parabolas de este tipo, entonces este punto
podia resolver la ecuacion x? = r y, mas de mil anos después,
Jayyam supo generalizar este razonamiento e, intersecando
diferentes conicas, fue resolviendo las catorce cubicas planteadas.
Por ejemplo la ecuacion x® + gx = r resolvié mediante la interseccion
de una circunferencia y una parabola, x3 + r = gx con un parabola u
una hipérbola, etc.

En el mundo arabe, al-Biruni también hizo tentativas de resolucion
de una ecuacion cubica que planteo, para calcular geométricamente
la longitud dell lado de un eneagono regular. Ya en el siglo XV,
Yamshid Al-Kashi (ca 1380-1429) resolvido aproximadamente la

ecuacion:

et on o @ 26 33 59 34 78 A5
~= G 60 ' 602 ' 603 60° 605 606 607

El Algebra en la Edad Media europea y el Renacimiento
Como ya se ha dicho anteriormente, el Algebra de Al-Juarismi fue

traducida del arabe al latin por Robert de Chester; por Gerardo de
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Cremona, en la peninsula Ibérica, y por Guglielmo de Lunis, en
Italia.

No se descarta la posibilidad de que se realizaran otras muchas
traducciones que no han llegado hasta nuestros dias, en la
peninsula Ibérica. Toledo fue un centro traductor de importancia,
con lo que la obra algebraica de Al-Juarismi estuvo a disposicion de
un gran numero de escribas y traductores. Una prueba de ello es el
Liber mahameleth, atribuido a Juan de Sevilla, quien, recordemos,
fue el posible autor de una traduccion de Algorismi de numero
indorumy redacto el Liber algorismi de practica arismetrce.

En la actualidad, el Liber mahameleth es la obra que mejor permite
saber el estado en el que se encontraba la aritmética y el algebra en
la Espana musulmana de principios del siglo XII, y una primera
lectura nos remite al Algebra de Abu Kamil en diversas ocasiones.
Por lo tanto, las demostraciones geométricas basadas en el libro II
de los Elementos de Euclides son la base de la resolucion de la
ecuacion cuadratica. Se tratan, por ejemplo, problemas equivalentes
a ecuaciones del tipo x + 93/x = 34 o, X2 + 93 = 34r, cuya solucion

pasa por el calculo

Otro de los caminos mediante el cual el algebra se introdujo en la

Europa medieval fue el citado Liber abaci de Fibonacci, cuyo ultimo
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capitulo trata sobre las «reglas geométricas y los problemas del
algebra y la mugabalar. Fibonacci presenta las seis formas
canonicas y aplica su resolucion a numerosos ejemplos y
problemas. El pisano conocia perfectamente el Algebra de Al-
Juarismi, asi como los Elementos de Euclides y la Aritmética de
Diofanto, entre otras muchas obras importantes, con lo que su
dominio del algebra a principios del siglo XIII lo convierte en la
figura latina mas importante del momento. Un ejemplo mas; en una
carta que envio al «Maestro Teodoro» en 1225, propuso la
construccion de un pentagono equilatero dentro de un triangulo
isosceles de lados 10, 10 y 12 unidades, que le condujo a la

resolucion de la ecuacion

x% + 36ix = 182é
7 7

la cual solucion6 utilizando las formulas habituales.

A lo largo de los siglos XIII y XIV, el algebra y, en concreto, la
resolucion de la ecuacion cuadratica aparecieron en distintos
manuscritos, pero no fue hasta la llegada de la imprenta y la
definitiva consolidacion del algebra simboélica cuando la obra de Al-
Juarismi fue universalmente conocida. Se sabe, por ejemplo, que
Johannes Widman disponia de una copia manuscrita del Algebra de
Al-Juarismi, que utilizaba para preparar sus clases en la
Universidad de Leipzig, Nicolas Chuquet, en su Triparty en la

Science des nombres, se dedicoO a resolver algunas ecuaciones
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cuadraticas, y también lo hizo Luca Pacioli en su Summa de

arithmetica, geométrica, proprtioni et proportionalita.

La aparicion del algebra simbdlica

Desde las reglas de falsa posicion, la Aritmética de Diofanto,
el Algebra de Al-Juarismi, etc., los distintos matematicos de
la historia fueron adaptando las explicaciones de sus
distintos textos a las necesidades de su época y a las
tendencias didacticas del momento. Do este modo, el
lenguaje matematico fue evolucionando paralelamente a las
distintas teorias que se desarrollaron y hubo un momento en
que fue imposible mantener las largas frases retoricas que
servian para resolver un problema algebraico. En el mundo
arabe, por ejemplo. al-Qalasadi fue uno de los primeros
matematicos que modernizo la obra algebraica de su época
con la introduccion de un cierto simbolismo. Algunas de sus
novedades fueron:

¥ letra shin, inicial de la palabra arabe shay' («cosa») para

designar la incognita de una ecuacion.

?; letra mim, inicial de la palabra arabe mal que era la que

Al-Juarismi utilizo para designa rx2.

J: letra fem, final de la palabra ya'dil («es igual») para
designar el signo =.

C: letra Jjim, inicial de la palabra jidr («raiz») para designar la

raiz cuadrada.
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3: letra waw, inicial de la palabra wa («y») para designarla
suma.

En Europa, fue Nicolas Chuquet uno de los primeros
matematicos que introdujo el algebra simbélica. Usé P y m

para designar nuestros actuales '+' y '-' respectivamente, y
los polinomios se redujeron a los coeficientes y los
exponentes. Por ejemplo, para expresar 2x* + 6x, Chuquet
hubiese escrito .2.4P .6.

En Italia, la Summa de arithmetica, geométrica, proprtioni et
proportionalita de Luca Pacioli también dio los primeros
pasos hacia nuestra algebra actual, con la introduccion de
unas abreviaturas con las cuales podia manejar las
ecuaciones de una manera mas simple. Ademas de los P y m
, empezo a referirse a la «cosa» como «co.» al «censo» (o
cuadrado de la cosa) como 'ce', y al «cubo de la cosa» como
'cu'. De este modo, las ecuaciones empezaron a parecerse a
su actual forma, aunque esta manera de expresar las
incognitas estuvo presente, verdaderamente, a partir del siglo
XVII.

Por otro lado, la tradicion alemana introdujo signos
especificos inéditos para referirse a las distintas potencias de
la incognita, y no fue hasta la llegada de René Descartes
(1596-1650) y su Géométrie (1637) que aparecieron la x, la y

y la z para convertirse en las letras referentes del algebra.

El siguiente gran paso en la resolucion de ecuaciones lo dio Scipione
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del Ferro (1465-1526), quien ofreci6 una formula general para la
resolucion de la ecuacion de tercer grado. Esta nueva regla fue todo
un misterio hasta que Niccolo Fontana, también conocido por el
apodo de Tartaglia (ca, 1499-1557), le comunicé a Cardano el
famoso poema con el que vio la luz uno de los secretos mejor
guardados hasta el momento:

Quando chel cubo con le cose appresso

Se aqquaglia 'a qualche numero discreto

Trouan duo altri ditfferenti in esso

Dapol terrai questo per consueto

Che'llor productto sempre sia equale

Alterzo cubo delle cose neto,

El residuo poi suo generale

Delli lor lati cubi ben, sottrati

Varra la tua cosa principale.

Si «el cubo junto a la cosa se iguala a cualquier numero discreto», es
decir, x® + gx = r, se han de encontrar otros dos «diferentes en eso»
(u - v =1 cuyo producto sea igual al «cubo del tercio del coeficiente
de la cosa» (uv = (q/3)3). La solucion es el resultado de restar las
raices cubicas de estos dos numeros encontrados tras resolver el

sistema de ecuaciones que se plantea. Por lo tanto,
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Cardano publico esta formula en su Artis magnaes sive de regulis
algebraicis (1545) y, junto con ella, también dio a conocer la regla
para resolver la ecuacion de cuarto grado, cuya autoria atribuyo a

su ayudante y colega Ludovico Ferrari (1522-1565).
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Capitulo 4
La obra astronomica
La influencia de la obra astronémica de Al-Juarismi también
fue muy importante dentro de la historia de la ciencia, ya
que posibilité el conocimiento de la tradicion india en la Casa
de la Sabiduria. De este modo, la astronomia ptolemaica
convivié con las tablas de Al-Juarismi hasta que, llegado el
Renacimiento europeo, fueron definitivamente sustituidas y

dejaron paso a las teorias heliocéntricas copernicanas.

La obra astronomica mas importante que escribio Al-Juarismi
fueron las Tablas indias, conocidas bajo el nombre de Sindhind,
basadas en la traduccion al arabe del Brahmagupta-siddhanta I de
Brahmagupta, realizada alrededor del ano 775. También tomo6 como
referencias el ya citado Zij al-Shah y el Jandajadyaka, del mismo
Brahmagupta.

Cabe senalar que el tratado completo, con sus tablas astronomicas
y canones, se ha perdido, pero en la Cordoba del siglo X Abu Al-
Qasim Maslama al-Majriti (m. 1007) hizo una recension de una
version mas breve que solo contenia las tablas astronomicas.
Maslama introdujo diversas modificaciones que adaptaron las
fechas persas a las del calendario arabe, y las referencias
geograficas a la ciudad de Cordoba; esta version fue traducida al
latin en el siglo XII por Adelardo de Bath. Sin lugar a dudas, esta es
mejor fuente para tener una idea de como debidé de ser la obra

original de Al-Juarismi, aunque también se tiene conocimiento de
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otras dos traducciones (una de ellas realizada por el ya citado Pedro
Alfonso).

La gran importancia de esta obra astronomica puede verse refinada
en su influencia en textos posteriores y en la multitud de
comentarios de los que fue objeto, como los realizados por al-
Fargani, en el siglo IX, o por ibn al-Muthanna e ibn Masrur, ya fin

del siglo X.

La escuela de Maslama Al-Majriti
Maslama al-Majriti (m. 1007) fue un destacado matematico,
astronomo y astrologo en los califatos de Abderraman III, al-
Hakam II e Hisham II. Maslama nacié en Madrid y se
traslado a Cordoba, donde asistio a las clases de los mejores
maestros astrologos del momento y consiguid destacarse
como alumno. No tardé mucho en conseguir trabajo en la
corte como astrologo. Una vez asento su posicion, labro su
reputacion tanto en el ambito de las matematicas como en el
de la astronomia, y en seguida se rodeo de discipulos que
querian aprender de é€él, creando una de las escuelas
cientificas mas importantes hasta el momento. Sus alumnos
empezaron a llegar a Cordoba desde todos los rincones de al-
Andalus y, cuando volvieron a sus ciudades, tras la caida del
califato en el ano 1031 y la creacion de los reinos de taifas,
fundaron a su vez escuelas que siguieron enalteciendo la

ciencia andalusi medieval. Entre estos discipulos estan ibn

at-Jayyat, ibn al-Samh, ibn al-Saffar, al-Zahrawi, Ibn Jaidun
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y al-Kirmani. Segun el cadi Sa'id de Toledo (siglo XI):
[Maslama] fue el primero de los matematicos de su
época en al-Andalus y fue el mas sabio en la ciencia de
los cuerpos celestes y en el movimiento de las estrellas
que nadie antes que €l. Se intereso por la observacion
de los astros y se dedico firmemente a comprender el
libro de Ptolomeo» conocido como Almagesto. Tiene un
muy buen libro sobre las utilidades de la ciencia de los
numeros, €l cual es muy conocido entre nosotros bajo el
nombre de Mu'amalat.

Ademas de este tratado de aritmética, también compuso una

version breve de las tablas astronomicas de Al-Juarismi y

una adaptacion de las tablas de al-Battani, el calendario

arabe y la ciudad de Cordoba, diversos tratados sobre la
construccion y uso del astrolabio y una traduccion del

Planisferio de Ptolomeo (que posteriormente tradujo Herman

de Carintia al latin en 1143).

Como se ha dicho, uno de los discipulos de Maslama fue ibn

al-Samh, quien después de trabajar en Cordoba se traslado a

su Granada natal, donde muri6 en el ano 1035. lbn al-Samh

escribio diversos tratados sobre el sistema de numeracion
posicional decimal, un comentario a los Elementos de

Euclides y otro al Almagesto de Ptolomeo, un tratado de

geometria, una recension de las tablas astronomicas de Al-

Juarismi, dos tratados sobre la construccion y uso del

astrolabio y la obra sobre la construccion de un instrumento
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llamado ecuatorio, pensado para simplificar el calculo de las
efemeérides.

Por su parte, ibn al-Saffar (fallecido en Denia, Valencia, en el
ano 1034), tras una primera etapa cordobesa, se traslado a
Toledo, donde adquirio una gran fama como médico. Volvio a
Cordoba para trabajar con su hermano, que se dedicaba a
construir astrolabios, y de ahi surgio la idea de redactar uno
de los tratados sobre ese instrumento, que tuvo un
renombrado éxito entre los astrologos de su tiempo. El caid
Sa'id se refirio a €l como «experto en aritmética y geometria» y
parece que también fue un buen constructor de relojes de
sol. Ibn al-Saffar también fundo su propia escuela, de la que
fue alumno destacado el matematico ibn Barguth (m. 1052),
quien a su vez fue maestro de al-Saraqusti (m. 1056) y de Ibn
al-Layth (m. 1063).

Los otros discipulos de Maslama también triunfaron en sus
respectivas taifas y consiguieron que, a finales del siglo XI,
al-Andalus hubiere asimilado no solo los Elementos, el
Almagesto o el Planisferio, sino también otras obras y
resultados como las Coénicas de Apolonio, los escritos de

Arquimedes que habian llegado a la peninsula Ibérica o el

teorema de Menelao de la trigonometria esférica

La recension de Maslama se inicia con una serie de tablas
calendaricas, como es habitual en este tipo de obras, tras las cuales

empieza el estudio de los movimientos del Sol, la Luna, y los cinco
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planetas conocidos hasta el momento: Mercurio, Venus, Marte,
Jupiter y Saturno. Al-Juarismi hered6 la tradicion geocéntrica que
situaba la Tierra en el centro del universo, alrededor de la cual
todos los planetas giraban en orbitas circulares. Tomando el
movimiento del Sol, Al-dJuarismi consider6 que el astro tardaba un
total de 365 dias, 6 horas, 12 minutos y 9 segundos (valor muy
comun en la tradicion india) en dar una revolucion completa
alrededor de la Tierra, lo que significaba que el Sol avanzaba en su
orbita circular a una velocidad de 0° 59' 8" 10" 21"" diarios,
aproximadamente. Sin embargo, tanto griegos como indios se
habian dado cuenta de que el Sol no tenia un movimiento circular
uniforme real y decidieron modificar los modelos geomeétricos
subyacentes a las orbitas, separando los centros de la Tierra y de
las orbitas. De este modo, para calcular la posicion real A del Sol en
su orbita, calculaban donde A = A' - E(}A) es la posicion derivada de la
velocidad constante diaria determinada (llamada longitud media), y
E(d), una cierta funcion periodica (llamada ecuacion). Dentro de la
astronomia india, los astronomos tomaron la funcion E(d) = Emax
sen A, con Enax igual a la maxima diferencia entre la longitud media
y la longitud verdadera, Asi, Al-Juarismi tomo el valor Emax = 2° 14"
de los citados Zij al-Shah y Jandajadyaka y, también, la longitud del
apogeo solar Aa = 77° 55' (momento en el que se produce la maxima

distancia entre el Sol y la Tierra) de las obras de Brahmagupta.

El calculo de la declinacion del sol

La trigonometria esférica en los calculos astronomicos es
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fundamental para determinar ciertos arcos imaginarlos del
cielo como, por ejemplo, la declinacion solar.

Si se imagina que el cielo, en su totalidad, es una esfera cuyo
centro es la Tierra, tal y como se imaginaba el universo hasta
el siglo XVI, entonces se puede proyectar el ecuador hasta un
circulo maximo QQ que dividira la esfera celeste en dos
hemisferios. Por otro lado, el movimiento de traslacion de la
Tierra alrededor del Sol provocara que desde la Tierra, se vea
al Sol girar alrededor de la Tierra siguiendo otro circulo
maximo (la «ecliptica») que, en el cielo nocturno, pasa a
través de las doce constelaciones zodiacales: Aries, Tauro,
Géminis. Cancer, Leo, Virgo, Libra, Escorpion, Sagitario,
Capricornio, Acuario y P

Piscis. Estos dos circulos
imaginarios QQ' y EE' se
cortan en el cielo en el
conocido como punto Aries

(y), formando un angulo ¢

que se conoce con el
nombre de «oblicuidad de

la ecliptica». Este punto y

se corresponde con la estrella que representa uno de los
cuernos del carnero que pretende estar dibujado
representando a Aries. En astronomia, ese es el origen de
coordenadas del cielo. A partir de €l, el Sol, S, se mueve por

su circulo EE’' determinando su «longitud», o arco A = yS, y su
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altura sobre el ecuador, a la que se llama «declinacion» 6 =
AS.

Con todo, aplicando el teorema del seno de la trigonometria
esférica, segun el cual en un triangulo esférico rectangulo el
cociente entre el seno de cualquiera de sus lados y el seno

del angulo opuesto es siempre constante, se tiene que

senA send

= =
senA senc

senAsens senAsenc o
= =sinAsine¢

= send = =
sen A sen 90

Por lo tanto, los astronomos antiguos tenian una imperiosa
necesidad de determinar el valor de la oblicuidad de la
ecliptica para poder relacionar las dos coordenadas del Sol:

su longitud y su declinacion.

Sin embargo, en la recension de Maslama, E(A) esta calculada segun
el conocido método de las declinaciones, derivado del Zij al-Shah,

que consiste en la formula

E(A) = Enzax@

En este caso, 6(A) se corresponde con la declinacion del Sol y es la

oblicuidad de la ecliptica. Vale la pena senalar que el tratado
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original de Al-Juarismi contenia dos tablas para la determinacion de
la declinacion solar. La primera de ellas esta computada a partir de
una oblicuidad de la ecliptica de & =23° 51', basada en el valor
tolemaico de 23° 51 20" mientras que la segunda parte lo esta del
valor indio, € = 24°.

La recension continta con la determinacion de la ecuacion de la
Luna (calculada segun el método de las declinaciones para un
maximo valor = 4°56' tanto del Zijj al-Shah como del Jandojadyaka),
de la declinacion del Sol, de la latitud de la Luna y de los
parametros correspondientes a los modelos geomeétricos de los

planetas.

Las tablas trigonométricas del Sindhind

Al Juarismi también incluyé dos tablas trigonométricas en su
Sindhind: una para el seno de un angulo a y otra para su seno verso
0, lo que es lo mismo, la funcién 1 - cos a en una circunferencia de
radio igual a la unidad. Siguiendo la tradicion india, la tabla del
seno estaba calculada segun los llamados kardagas (o «secciones»)
que se corresponden con todos los multiplos de los angulos de 15°;
el kardaga 1 se corresponde con los 15°%; el kardaga 2, con los 30°;
el 3, con los 45°, y asi sucesivamente. La referencia es un radio de
la circunferencia de 150 unidades, de modo que la tabla

trigonomeétrica en cuestion es:
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Kardaga a 150-sena Diferencia

1 19* 39 39
2 30° 75 36
3 435° 106 31
+ 60° 130 24
S 73° 145 15
6 90° 150 S

Asi, igual que en la actualidad es posible calcular el seno del angulo
de 45°, obteniendo el resultado \/2/2 = 0,7071067 ..., tanto los
astronomos indios como al-Juarismi consideraban que sen 45° =

106.

La determinacion ptolemaica del movimiento del sol
Para la gran mayoria de los antiguos astronomos griegos, el
universo tenia la forma de una esfera en cuyo centro estaba
la Tierra. Segun Aristoteles, todos los astros del cielo giraban
alrededor de nuestro planeta en orbitas circulares a través de
las cuales avanzaban a velocidad constante. Con esta
premisa, Hiparco de Rodas (siglo II a.C) y, mas tarde, Claudio
Ptolomeo (siglo II d.C.) se propusieron explicar los
movimientos celestes con la maxima exactitud posible. Asi,
en su Gran sintaxis matemdtica, conocida como Almagesto
(nombre puesto por los astronomos arabes), dejo constancia

de sus razonamientos y calculos, que determinaron un
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modelo que no veria su ocaso definitivo hasta la llegada de
las orbitas elipticas de Johannes Kepler (1571-1630).
Ptolomeo parte de la Tierra, T, situada en el centro del
universo y del Sol, S, que gira en torno a ella en su orbita
circular ABCD. Un ano solar, es decir, una traslacion
completa del Sol alrededor de la Tierra, puede dividirse en las
cuatro estaciones que deben tener la misma duracion, ya que
la velocidad del Sol es constante. Por lo tanto, si se considera
que A es el equinoccio de primavera, B el solsticio de verano,
C, el equinoccio de otono y D el solsticio de invierno, los
arcos AB. BC, CDy DA deben ser todos iguales a 90° y el Sol
ha de tardar 91 dias y 16 horas y media en recorrerlos, ya
que el ano dura casi 365 dias y casi 6 horas.

Sin embargo, en sus observaciones de los anos 139 y 140,
Ptolomeo comprobo que el Sol empleaba 94 dias y medio
para ir de A a B, y 92 dias y medio para ir de B a C. ;:Como
podra explicarse? Ptolomeo decidi6o que si desplazaba la
Tierra hasta el punto B, un observador situado en A veria
como, a pesar de que el Sol se desplazase de A a B a
velocidad constante, el arco visual AB seria mayor de 90°, ya
que comprenderia los arcos AA, ABy BB'. Por ese motivo AA'
y BB’ debian ser los responsables de los 2 dias y 20 horas de
diferencia que se producian. Ptolomeo determino
exactamente cada uno de los arcos AA', BB' CC'y DD'Yy,
utilizando la trigonometria y el teorema de Pitagoras, pudo

dar el valor exacto de la separacion entre los puntos Ey T,
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que resulto ser de 2,5 unidades en un sistema para el que el
radio AT media 60 unidades. Asi pues, Ptolomeo ide6 un
sistema en el que la Tierra estaba situada en T, pero el centro
de la orbita solar E se encontraba desplazado 2,5 unidades

del centro del universo.

Por lo tanto, el Sol, S, gira alrededor de E con movimiento
circular uniforme determinando su longitud media A, sobre
la ecliptica, mientras que desde la tierra se puede medir con
exactitud su longitud verdadera A Asi, a Ptolomeo solo le
faltaba determinar el valor del angulo g, llamado «ecuacion»,
ya que en ese momento, para cada longitud media An dada,
podria determinar la longitud verdadera mediante el calculo
A - Am = g, Ptolomeo calcul6é que la maxima ecuacion del Sol
debia ser de 2° 23' y, con este valor, computo las tablas que
permitian situar al Sol en su lugar exacto de le ecliptica en

cualquier momento del ano.

Sin embargo, ¢como podia Al-Juarismi calcular el valor del seno del

angulo de 50° (para el que una calculadora arroja un resultado
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aproximado de 0,766044...)? 50° esta entre los kardagas 3 y 4;
obsérvese que la columna de la derecha refleja que la diferencia
entre los valores tabulares de ambos kardagas es de 24 unidades.
Por lo tanto, a los 15° que separan los 45° de los 60° les
corresponde una diferencia de 24 unidades, con lo que, mediante
una sencilla regla de tres, a los 5° que separan los 50° de los 45°,
que son una tercera parte de los 15°, les corresponde una tercera
parte de las 24 unidades, es decir, 8 unidades. En consecuencia, se
tiene que sen 60° - sen 45°+1/3%x24 = 106 + 8 = 114 unidades.

En su recension, Maslama también incluyo una tabla de la funcion
seno basada en la tradicion griega. En el Almagesto, Ptolomeo
definio la funcion trigonométrica cuerda para cualquier angulo
dado. Asi, si en una circunferencia habia el angulo [ Ptolomeo
consider6 que su cuerda era crd B = AB, en comparacion con la
tradicion india que, como se ha visto, se baso en la fundon seno
(figura 1). Por lo tanto, si se considera el angulo a tal que B sea su

doble, entonces sen a - ACy, como AB = 2AC, se tiene que

AB =2AC=crd 3 =2sena =

= 2a=2sena =sena = Ecrd 2a

Maslama era muy consciente de esta equivalencia y se dedico a
dividir todos los valores de la tabla de cuerdas del Almagesto por la
mitad. De esta manera, si Ptolomeo calcul6é que la cuerda del angulo

de 30° era igual a 30 unidades, Maslama pudo determinar que el
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seno del angulo de 15° era de 15 unidades.

Otra de las funciones trigonométricas que Al-Juarismi introdujo en
su obra fue la de la cotangente de un angulo, dada su utilidad para
poder determinar la hora del dia a partir de la altura del Sol. Si se
coloca un palo vertical de 12 unidades de longitud sobre el suelo, la
altura del Sol a lo largo del dia ira determinando sombras de
distintas longitudes. Por lo tanto, al mediodia, momento en el que el
Sol llega a su punto mas elevado en el cielo, la sombra del palo sera
la mas corta del dia. A partir de ese instante, la sombra se ira
alargando de manera progresiva conforme el Sol va descendiendo

en el cielo hasta su definitivo ocaso por el horizonte.

Figura 1

Si a es el angulo de altura del Sol bajo el cual proyecta sus rayos,

entonces la longitud de la sombra proyectada sera igual a 12 cot q,

193 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

y esa es, precisamente, la expresion calculada por Al-Juarismi. Con
todas estas tablas, Al-Juarismi fue capaz de ir calculando mas
tablas correspondientes a las ascensiones recta y oblicua, la

mencionada declinacion del Sol, etc.

La influencia del Sindhind

Como en los casos anteriores, el Sindhind también tuvo una gran
influencia en la astronomia de la Edad Media y fueron muchos los
astronomos y astrologos que se basaron en estas tablas para
compilar sus propias obras.

En tiempos de Abderraman II, las tablas de Al-Juarismi llegaron a
Cordoba y parece que circularon entre los astronomos y astrologos
de la corte. Por ejemplo, Yahya al-Gazal (773-864), un muy
reputado poeta y astrologo en las cortes de al-Hakam I y de su hijo
Abderraman II, las utilizaba para levantar sus horéscopos. Si se
tiene en cuenta que al-Gazal fue la figura elegida por el emir para
encabezar la primera embajada cordobesa a Bizancio en el ano 839,
se puede inferir que otros astrologos importantes de la corte
también harian uso de ellas y que asi se convirtieron en uno de los
textos fundamentales, juntamente con el Almagesto, para la
determinacion de sus efemérides planetarias.

Sin embargo, el punto culminante de la tradicion india en al-
Andalus fue la recension elaborada por Maslama, con la ayuda de
ibn al-Saffar (m. 1034). A través de su escuela, los discipulos de
Maslama asimilaron la astronomia india del Sindhind y la fueron

transmitiendo a sus propios alumnos. De hecho, el propio al-Saffar
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escribio otra recension independiente de la de Maslama, y lo mismo
hizo ibn al-Samh (m. 1035), quien ademas utilizé ciertos parametros
del Sindhind para trazar las laminas de su ecuatorio, del que se
conserva una version castellana incluida en los Libros del saber de
astronomia de Alfonso X el Sabio, rey de Castilla entre 1252 y 1284.
Otro de los astronomos andalusies que se baso en el Sindhind fue el
jienense ibn Mu'ad al-dayyani (m. 1093), cuyos canones fueron
traducidos por Gerardo de Cremona en el siglo XII. De hecho, las
Tablas de Jaén no dejan de ser una version del Sindhind de
Maslama con tablas calculadas para las coordenadas geograficas de
la ciudad andaluza. El sevillano Abu Jafar Ahmad ibn al-Kammad
(m. ca 1100) también siguid la tradicion india en sus dos series de
tablas astronomicas que combiné en una tercera serie conocida
como al-Muqtabis. Tan solo se conserva un capitulo de los canones
en arabe, pero existen una version latina elaborada en Sicilia por
Giovarmi de Dumpno en 1260 y otra hebrea a cargo del judio
espanol Solomon Franco (siglo XIV). Ibn al-Kammad debié de entrar
en contacto con el Sindhind mediante las ensenanzas de su maestro
Abu Ishaq Ibrahim al-Zarqali, también conocido como Azarquiel
(Toledo, ca. 1030- Sevilla, ca. 1100). El propio Azarquiel, en su
Tratado sobre el movimiento de las estrellas fijas, relata:
Ibn al-Samh reuni6 un buen numero de observaciones
astronomicas, con lo que pudo llegar a comprender el curso del
movimiento de las estrellas fijas. Pero ello solo se le ofrecié de
una manera incompleta Después de él, nosotros seguimos el

estudio de este problema en Toledo, con un grupo de personas
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que nos merecian nuestra confianza, personas peritas y de
mérito cientifico, conocedoras del Sindhind y de Ilas

observaciones de los astronomos.

Cabe citar un tercer caso en la peninsula Ibérica, las Tablas de
Barcelona que hizo compilar el rey Pedro el Ceremonioso (1319-
1387). La obra fue escrita alrededor del ano 1381 por Jacob
Corsuno de Sevilla con la colaboracion de los catalanes Pere Gilbert
y Dalmau Ses Planes. El propodsito de Pedro el Ceremonioso era
dejar un legado cientifico importante que incluyera unas tablas
astronomicas de referencia para toda la cristiandad, y la
colaboracion de Corsuno convirtio el proyecto en una adaptacion del

Sindhind a la ciudad de Barcelona.

Izquierda: El matemadtico y astrénomo indio Brahmagupta en el cual

se apoyoé Al-duarismi para realizar su Sindhind. Derecha: Retrato
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imaginario del astrénomo Al-Battani

Pero ademas de las distintas tablas astronémicas compiladas a
partir de esta tradicion india, también hay que tener en cuenta su
transmision a través del comentario de ibn al-Muthanna, el cual fue
objeto de como minimo una traduccion de Hugo de Santalla (activo
entre 1119-1151) y de una version hebrea a cargo de Abraham ben
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Las Tablas Alfonsinas, realizadas gracias al apoyo de Alfonso X el
Sabio, el objetivo de estas tablas era proporcionar un esquema de uso
practico para calcular la posicion del Sol, la Luna y los planetas, de

acuerdo al sistema ptolemaico

La figura de Azarquiel
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Abu Ishaq Ibrahim al-Zarqali (1029-1087), también conocido
como Azarquiel, fue uno de los matematicos y astronomos
mas importantes del siglo XI en la peninsula Ibérica. Al
hablar de los grandes cientificos de su tiempo, el cadi Sa'ld
dijo de él:
Y el mas sabio de todos en la ciencia de los movimientos
de los astros y de la constitucion de las esferas es Abu
Ishaq Ibrahim ibn Yahya, el cincelador, el conocido por
el «hijo de Zarquelr. El es el mas eminente entre la gente
de nuestro tiempo en lo que respecta a las
observaciones astronomicas y en la ciencia de la
estructura de las esferas y en el calculo de sus
movimientos y es el mas sabio de todos ellos en la
ciencia de las tablas astronomicas y en la invencion de
instrumentos para la observacion de los astros.
El granadino Abu Bakr al-Zuhri (m. 1137) también relata que
Azarquiel fue el ingeniero de dos «maravillosos y
sorprendentes» relojes de agua a orillas del Tajo en Toledo,
los cuales parece que aun se usaban en el ano 1134.
Mediante los apuntes autobiograficos de sus distintas obras,
también se ha llegado a saber que Azarquiel dejo Toledo algo
antes de la conquista cristiana (1085) y se traslado a Sevilla,
donde reinaba al-Mu'tamid desde el ano 1078.
Posteriormente, en Cordoba, Azarquiel realizd su ultimo
periodo observacional que finalizo en la segunda mitad de la

década de 1080 rodeado de sus discipulos.
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La importancia de sus obras llevd a Abraham ben Ezra a
afirmar que hasta el momento «nadie podia rivalizar con €l
desde el tiempo de la entrada de los musulmanes en
Espana», y prueba de ello es que Nicolas Copérnico (1473-
1543) lo cito en su De revotutionibus orbium coelestium
(1543), que introdujo las teorias heliocéntricas en la historia
de la astronomia y cambiaria el rumbo del calculo de las
efemérides planetarias.

Sus obras son muchas y muy diversas. Entre ellas, cabe
destacar las siguientes

1. Las Tablas de Toledo. Son un conjunto de tablas
astronomicas con unos canones que explican como deben ser
utilizadas, calculadas para la ciudad de Toledo. Compilan la
amalgama de fuentes de las que Azarquiel podia disponer: el
Almagesto de Ptolomeo, la obra astronomica de al-Battani y
el Sindhund de Al-Juarismi. Ademas, incorporan las
observaciones astronomicas del propio Azarquiel,
presentando novedades en cuanto a algunos de los
parametros astronomicos.

2. El Almanaque perpetuo, basado en los ciclos de los
planetas. Azarquiel recuper6 una antigua tradicion
mesopotamica estudiada por Hiparco de Rodas y también por
Ptolomeo, que establecié el numero de revoluciones sinodicas
de los planetas. Si, por ejemplo, en 59 anos solares Saturno
realizaba 57 revoluciones sinoddicas por 2 zodiacales, para

calcular sus efemérides tan solo haria falta tabular su

199 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

posicion en cada uno de los dias de esos periodos. De esta
manera, no se tendrian que realizar largos calculos siguiendo
los modelos ptolemaicos o indios.

3. El Tratado sobre el movimiento de las estrellas fijas, escrito
entre los anos 1075 y 1080 y conservado unicamente a
través de una traduccion hebrea a cargo de Samuel ben
Yehuda (1150-1230). Es la obra donde Azarquel expone sus
modelos de la teoria de la trepidacion. Desde que Hiparco
descubriera la precesion de los equinoccios y la determinara
en 1° cada 100 anos, las observaciones realizadas por los
astronomos posteriores habian ido arrojando otros valores
distintos; 1° cada 66 anos arabes (de 354 dias) y 8 meses en
la ciudad de Bagdad del siglo IX, 1 ano cada 70 anos arabes
para al-Biruni. Este hecho, junto con la progresiva
disminucion en el valor de la oblicuidad de la ecliptica, llevo
a Azarquiel a idear unos modelos geomeétricos que recogian
estas variaciones, dando una explicacion matematica a este
problema teorico.

4. La Summa referente al movimiento del Sol. Es una obra
que cita el mismo Azarquiel en el Tratado sobre el movimiento
de las estrellas fijas, y es el resultado de 25 anos de
observaciones a partir de las cuales Azarquiel descubrio el
movimiento del apogeo solar (rapidamente recogido por
Abraham ben Ezra en su Libro de los fundamentos de las

tablas astronémicas). Azarquiel también propuso un nuevo

modelo geométrico para el Sol con la excentricidad variable,
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en contraposicion con los modelos ptolemaicos.

5. «El Tratado de la azafea. Contiene la descripcion de un
instrumento para el que hay tres versiones. La primera esta
dedicada al rey al-Ma'mun de Toledo y la unica referencia a
ella la encontramos en los Libros del saber de astronomia de
Alfonso X el Sabio. La segunda es la «azafea al-abbadiyan»,
dedicada al rey al-Mu'tamid de Sevilla, la cual solo se
conserva en su version arabe. Finalmente, también se
encuentra la «azafea al-shakkaziya», la cual llego a
construirse durante el Renacimiento europeo. La azafea es
un instrumento para la determinacion de ciertos arcos
trigonomeétricos y la resolucion de algunos de los problemas
mas comunes de la trigonometria esférica y, todo ello, sin
tener en cuenta la latitud del lugar donde se usa el aparato.
6. El Tratado de la lamina universal de los siete planetas.
Conservado a través de la version alfonsi que realizo el judio
Rabicag, es otra de las obras de Azarquiel donde el
matematico intentdé simplificar los calculos de efemérides
planetarias. Azarquiel inventoé un instrumento sobre el cual
se podian calcular las posiciones de los planetas con la
ayuda de unas laminas que se colocaban sobre €él. Cabe decir
que en la descripcion del modelo geométrico de Mercurio,
Azarquiel es el primer astronomo en la historia en utilizar
una elipse para explicar un movimiento planetario.

Se atribuyen también a Azarquiel un Tratado de le esfera

armilar. actualmente perdida y algunos tratados menores de
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magia.

El Sindhind fue conocido en Inglaterra a principios del siglo XII
gracias a la citada traduccion, realizada por Pedro Alfonso alrededor
del ano 1116. Pedro Alfonso viajo a Inglaterra hacia 1110 y se
instalo en la corte de Enrique I (rey entre los anos 1100 y 1135). Alli
se convirtid en maestro de las artes liberales y tuvo como alumno a
Walcher, futuro prior de Malvem, a quien ensend astronomia y, en
particular, las tablas de Al-Juarismi adaptadas al calendario
cristiano. Poco después, la abadia de Malvem se convirtiéo en uno de
los centros cientificos mas importantes de la Inglaterra del siglo XII
y junto con la traduccion de Adelardo de Bath de la recension de
Maslama, no es de extranar que los astronomos y astrologos

ingleses de los anos siguientes las tuvieran muy en cuenta.

Las Tablas de Toledo

Otro de los caminos por el que la astronomia del Sindhind se
introdujo en la Europa occidental medieval fueron las Tablas de
Toledo, las cuales rapidamente sustituyeron a la obra original de Al-
Juarismi. Estas tablas fueron una obra colectiva compilada
alrededor del cadi Sa'id de Toledo, en las cuales Azarquiel
desempendé un papel determinante. Se conservan multitud de
manuscritos medievales que atestiguan la gran aceptacion que
recibio esta serie de tablas astronomicas desde la primera mitad del
siglo XII gracias, sobre todo, a las versiones latinas que elaboraron

Juan de Sevilla y Gerardo de Cremona, entre otros.

202 Preparado por Patricio Barros



Al-Juarismi. El nacimiento del algebra www.librosmaravillosos.com Carlos Dorce Polo

La obra contiene tablas copiadas directamente del Sindhind de Al-
Juarismi (adaptadas a la ciudad de Toledo), aunque también del
canon astronomico de al-Battani (m. 929) y, en general, de las
multiples copias y ediciones conservadas. Sus contenidos se pueden
resumir como sigue:

1. Tablas calendaricas, que contienen equivalencias entre eras y los
distintos calendarios de uso comun en astronomia: egipcio, arabe,
persa...

2. Tablas trigonométricas, que incluyen tablas para la funcion seno
(utilizando un radio de la circunferencia de 150 unidades) y la
cotangente, tablas para la declinacion solar (para los valores de la
oblicuidad de la ecliptica de 23° 51', y también de 23° 33
determinado en las observaciones llevadas a cabo en Bagdad
durante el siglo IX), las ascensiones rectas y oblicuas... Hay
versiones que también incluyen tablas para la funcion seno
derivada de las cuerdas ptolemaicas y radio igual a 60 unidades.

3. Tablas para los movimientos medios y las ecuaciones del Sol, la
Luna y los cinco planetas conocidos. La mayoria de las tablas de las
ecuaciones estan sacadas de la obra de al-Battani.

4. Tablas para las latitudes planetarias, todas ellas originarias de
Al-Juarismi.

5. Tablas para la determinacion de la visibilidad y retrogradacion de
los planetas, copiadas de al-Battani y del Almagesto.

6. Tablas para la determinacion de eclipses de Sol y de Luna. La
mayoria de manuscritos contienen dos series de tablas

correspondientes a los calculos de Al-Juarismi y de al-Battani,
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respectivamente.

7. Tablas para el calculo de la precesion de los equinoccios,
siguiendo la teoria de la trepidacion de Thabit ibn Qurra

8. Catalogos de estrellas y constelaciones.

9. Tablas con las coordenadas geograficas de multitud de

localidades.

Como se ha dicho, la importancia que tuvieron las Tablas de Toledo
se observa en la multitud de copias conservadas en Europa, a pesar
de que en el tercer cuarto del siglo XIII las Tablas Alfonsies,
patrocinadas por Alfonso X el Sabio, las sustituyeron en la

peninsula Ibérica.

La obra astronémica del rey Alfonso X El Sabio
Alfonso X el Sabio (1221-1284) puede ser considerado el
mayor mecenas de la cultura latina en la peninsula Ibérica
del siglo XIII. Bajo su patrocinio, se llevaron a cabo
traducciones cientificas del arabe al latin y al castellano,
dando paso a los primeros tratados astronomicos en lenguas
vernaculas escritos hasta entonces.

Una de las mayores aspiraciones de Alfonso X era la de
convertirse en emperador del Sacro Imperio Romano y, tal
vez, dentro de su campana de publicidad vio en la cultura
cristiana el mayor exponente de una labor que lo podia

encaminar en su carrera por la corona europea, Asi, Alfonso

X decidié que se debia compendiar todo el conocimiento
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astronomico y astrologico de su época, por lo que decidi6é que
se compilaran tres colecciones: una dedicada a la magia, otra
a la astronomia y una tercera a la astrologia. De la primera
se conserva el Liber picatrix, traduccion latina realizada en
1256 del tratado arabe EI objetivo del sabio sobre magia
talismanica. De la tercera solo se conserva parte del
Lapoidario, redactado hacia 1250, que recoge las propiedades
de las piedras en relacion con la astrologia. Con este
panorama, la segunda coleccion es la que conlleva mayor
interés al contener los conocidos Libros del saber de
astronomia. Sus autores fueron, principalmente, los judios
Rabicag, Yehuda ben Moshé y Samuel ha-Levi, aunque
contaron con colaboradores como los italianos Giovanni de
Cremons y Giovanni de Messina, o los espanoles Garci Pérez
y Fernando de Toledo.

1. Libro de la octava esfera. Dedicado a las constelaciones,
fue elaborado por Yehuda ben Moshé y Guilléen Arremon
Daspa en 1256, aunque veinte anos mas tarde fue objeto de
revision del propio ben Moshé junto con Samuel ha-Levi y los
dos colaboradores italianos ya citados. Es una interpretacion
libre del Libro de las estrellas fijas de Abderraman al-Sufi
(903-986) con adiciones y conocimientos tomados del
picatrix, el Tetrabiblos, el Lapoidario (todos ellos vinculados a
ben Moshe) y también de la traduccion latina del Almagesto
(1175) a cargo de Gerardo de Cremona.

2. Libro dele esfera sodlida (o dell alcora). Consta de tres
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partes muy distintas. La primera alberga los cuatro capitulos
iniciales sobre la construccion del instrumento y son una
adicion alfonsi, obra de Rabicag probablemente. La segunda
es la traduccion (terminada en 1259) del tratado homonimo
de Qusta ibn Luqa (siglo IX) donde se explica su uso, a cargo
de Yehuda ben Moshé y el castellano Juan Daspa
Finalmente, la tercera parte contiene un unico capitulo
adicional que ordenod el propio Alfonso X con el objetivo de
describir la construccion de las «armellas».

3. Libro del astrolabio redondo. Es una probable adaptacion
que hizo Rabicag del tratado sobre el uso del astrolabio plano
escrito por ibn al-Samh (m. 1035), ya que cuando recibio la
orden del rey Alfonso X de redactar un tratado de esta indole,
Rabicag no encontro ninguna fuente en la que basarse. La
razon es que el astrolabio plano era muy popular y esto pudo
ensombrecer la construccion de este instrumento que era
conocido en al-Andalus desde el siglo X.

4. Libro del astrolabio plano. Consta de una parte dedicada a
la construccion del instrumento y otra a su uso, de autor
desconocido, no se descarta que sea una obra propiamente
alfonsi basada en el comentario que hizo Maslama del
Planisferio de Ptolomeo y con alguna version de la
construccion del astrolabio descrita por Mashallah Ibn Athari
(ca. 740-815). Los capitulos que describen el uso del
astrolabio son wuna posible reelaboracion de materiales

andalusies de la escuela de Maslama.
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Sello de Alfonso X El Sabio.

5. Libro de la lamina universal. La descripcion de su uso es
una traduccion del tratado de Ali ibn Jalaf (ca. 1070).
Rabicag fue el autor del texto explicativo de su construccion,
adaptando la construccion de la azafea de Azarquiel.

6. Libro de la azafea. Traduccion de la construccion descrita
por Azarquiel, realizada por Bernardo el Arabigo y su alfaqui
Don Abraham en 1278.

7. Libro de las armillas. Traduccion o adaptacion que hizo
Rabicag del libro homonimo (perdido) de Azarquiel.

8. Libro de las laminas de los siete planetas. Se describen las
construcciones de los ecuatorios de ibn al-Samh y de
Azarquiel.

9. Libro del cuadrante. Escrito por Rabicag.
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10. Libros de los relojes. El primero de ellos es el Libro del
relogio dicho de la piedra de la sombra, y en €l Rabicag
escribe su propia version castellana del reloj de sol descrito
por al-Battani en el siglo IX. Otro reloj de sol es objeto del
ultimo de los libros (dedicado al Palacio de las Horas) y
consiste en las marcas interiores senaladas en una gran
torre cilindrica, coronada por una cupula, con doce
aperturas que dejan pasar los rayos de sol. Rabicag también
es el autor de la descripcion de una clepsidra (relogio del
agua), que tenia que mejorar cualquier otra descrita
anteriormente, y de un reloj que funciona con mercurio
(relogio del argent vivo). Y en el cuarto libro, Samuel ha-Levi
es el encargado de describir un reloj que habia visto Alfonso
X y que queria reproducir. Este nuevo reloj (de candela)
consiste en una vela instalada en un mecanismo que la hace
subir conforme va quemando su cera y va marcando las
horas en un panel dispuesto verticalmente.

Otra de las grandes obras astronomicas patrocinadas por
Alfonso X fueron las Tablas Alfonsies, usadas en toda Europa
hasta mediados del siglo XVI. Se conservan dos versiones
distintas. La primera consiste en unos canones redactados
en castellano por Rabicag y Yehuda ben Moshé entre los
anos 1263 y 1272; en ellos se describen unas tablas que
siguen los modelos de Azarquiel. La segunda son unas tablas

astronomicas compiladas en Paris hacia 1320, que bien

pudieron haber sido calculadas sobre la base de unas Tablas
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Alfonsies anteriores. Otra posibilidad es que, dadas las
diferencias entre los valores tabulares y las descripciones de
los canones, las Tablas de Paris fuesen une segunda version
de otro conjunto de tablas elaborado por los colaboradores de
Alfonso X tras la traduccion de los canones y tablas de al-
Battani. Ademas, el patrocinio de Alfonso X también pago las
traducciones de los canones de al-Battani la Cosmologia de
Alhazén y el Tetrabiblos de Ptolomeo, entre otras muchas

obras.

Un siglo después, las Tablas alfonsies se hicieron un hueco dentro
de las obras astronomicas y astrologicas del resto de Europa pero,
por ejemplo, Geoffrey Chaucer aun se permitia describir en su
«Cuento del terrateniente» de los Cuentos Canterbury:
Al fin encontré el momento correcto para la ejecucion de su
maldito y diabdlico conjuro. Sacé sus recién corregidas tablas
toledanas de astronomia y todo lo que necesitaba: tablas sobre
el movimiento de los planetas durante periodos redondos, tablas
para las subdivisiones de los periodos y longitudes para ciertas
fechas que proporcionasen bases para el cdlculo, y todo el resto
de su parafernalia, tales como centros y angulos de calculo y
sus tablas de proporcionalidades para determinar los
movimientos de los planetas, para poder hacer asi todas sus

ecuaciones.

Ya se ha comentado que el Sindhind de Al-Juarismi era conocido en
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Inglaterra a principios del siglo XII, pero el relato de Chaucer esta
basado en la adaptacion que realiz6 Robert de Chester, archidiacono
en la catedral de Pamplona en el ano 1140, al meridiano de Londres
en su regreso a la capital inglesa en 1146.

Otro ejemplo de la transmision de las Tablas de Toledo nos remite al
sur de Francia, donde eran bastante conocidas, incluso antes de
que Raimundo de Marsella compilara su propia version en 1141. Su
Liber cursuum planetarum (a través del que fueron conocidas sus
Tablas de Marsella) fue la primera adaptacion de las tablas a una
ciudad europea cristiana, asi como también al calendario cristiano,
y se adelantd6 como minimo unos treinta anos a la primera
traduccion del Almagesto al latin (1175), En el siglo XIII las Tablas
de Toledo aun eran utilizadas en Toulouse, donde fueron objeto de
una adaptacion a esta ciudad en la primera mitad del siglo, pero
con el paso del tiempo la obra de Azarquiel fue perdiendo su
presencia en Francia con la aparicion de las Tablas alfonsies. Sin
embargo, algunos de sus parametros astronoémicos siguieron
estando presentes en las obras astronomicas del siglo XIV, como las
tablas compiladas por Jean de Lignéres en 1322.

Las Tablas de Toledo fueron traducidas al griego en el siglo XIV y
una de sus ultimas apariciones importantes pudo ser su influencia
en el Tratado de astrologia atribuida a Enrique de Villena (1384-
1434), redactada alrededor de 1440 por el clérigo Andrés Rodriguez.
En la obra, el autor cita las Tablas alfonsies aunque,
probablemente, fueran alguna version latina del Sindhind o las

Tablas de Toledo las que fueran utilizadas en algunos pasajes del
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Tratado.
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