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Chapitre 1

Espaces vectoriels

K =R ou C (parfois Q).

1.1

Lois de composition et rappels de structures algébriques

@'ﬁm’tions 1: \

1.

. On dit que e € E est un élément neutre pour * si

. On dit que a € E est régulier (ou simplifiable) si :

Une loi de composition interne (lci) sur un ensemble F est une application de E x F dans F,

notée en général x (ou T, L, o, +, -, —) :

ExE — E
(z,y) — xx*y

La loi % est dite associative, si
Vo, y, 2z€ E, (xxy)*z=uxx*(y*2)
On dit que * est commutative si :

Ve, y€ E, xxy=yx*x

VreFE exx=xetrx*xe==x

Ve, y € E, [(axx=axy=z=y)et (rxa=y*xa= z=y)]

On dit que z est symétrisable, s’il existe y € E tel que z *y = e = y * x. Dans ce cas, y
s’appelle le symétrique de =x.
Notations :

Si la loi est notée +, y s’appelle 'opposé de x et sera noté —zx.

Si la loi est notée -, y s’appelle I'inverse de z et sera noté z 1.

J
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Définition 2 : \

Un groupe est un couple (E,x*), ou E est un ensemble et * une lci sur F tels que :
- la loi * est associative.

- la loi * posséde un élément neutre e.

- tout élément de E est symétrisable :

VeeE, 3’ e E;zxax’ =2z =e

Q dit que le groupe est abélien (ou commutatif) si la loi * est commutative. J

Propriété 3 :
Dans un groupe, tout élément est régulier.

Définition 4 :
Une loi de composition externe (lce) sur un ensemble E est une application de K x E dans FE

KxE — FE
(,2) —

1.2 Structure d’espaces vectoriels

Soit E un ensemble non vide muni d’une lci notée “+” et d’une loi de composition externe (Ice)
notée 7.
ExE — E KxE — E

(r,y) — x4y (,z) — ax

@?m’tz’on 5: \

On dit que (E,+,.) est un espace vectoriel (ev) sur K ou un K-ev si :

1. (E,4+) est un groupe abélien :
+ est commutative, associative, admet un élément neutre noté Op et tout z € FE est
symétrisable de symétrique —x appelé opposé de z.

2. La lce - vérifie
(E1) VaeK, Ve,y € E, a.(x+y) =ax+ a.y
(E2) Va, BeK, Ve € E, (a+f).x=ax+f.x
(E3) Va, BeK, Ve e E, (af).x =a.(B.x) = . (a.x)
(Ey) Ve € E, lz=x

@ éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés scalaires. J

o Exemples :
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K est un K-ev (la loi interne est addition dans K, la loi externe est la multiplication dans
(K[X],+,.) est un K-ev, K[X] étant 'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

Pour tout n € N*, K" = {(x1,...,2z,) ; Vi € N, z; € K} est un K-ev pour les lois suivantes :
V(z1, oy xn), Wi,y yn) €K™ (21, . cyxn) + (Y1ye vy Yn) = (1 + Y1,y oo, Tn + Yn)

Va e K, V(x1,...,zn) €K, a(z1,...,2,) = (ax1,...,ax,).

Si E est un ensemble non vide et F' un K-ev, F'¥ = {applications de E dans F'} est un K-ev
pour les lois suivantes :

g f+9: B — F
vfg e F”, v (f+9)@) = fla) +g()
af: E — F

Va €K, Vf € FF, z — (af)(2) = af(z)

Le zéro de 'espace est I’application nulle, et 'opposé de f est :

-f: E — F
r — —f(z)

Cas particuliers : KK est un K-ev, C est un R-ev, C est un C-ev, R est un R-ev, mais R n’est

pas un C-ev.

* Remarque :

Un C-ev est un R-ev mais la réciproque n’est pas vraie en général.

@)pm’étés 6 :

Regles de calcul : Soit £ un K-ev.

1.

N

Va € K, a0 = 0g.

2. Vx € E, Ox =0g.
3.
4. VaeK, Vx € B, a(—z) = —(ax) = (—a)z.

VaeK, Ve € E, [ax =0 = (=0 o0uz =0g)].

En particulier :

Ve e E, —x = (—1)x = 1(—x). J

Preuve :

1.

Soit a € K
Pour tout z € F/, on a

a(z+0p) =ax+alp = ax = ax + a0p = a0 = 0p.

. Soit z € E.

Pour tout a« € K, on a

0+ a)r =0z + ax = ax = 0z + ax = 0z = 0p.
Soient o € K et x € E. Supposons que ax = 0.
Comme « € K, alors a =0 ou « # 0.

Sia#0, a! existe.
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ar =0 = a'(az)=a10g
— (a‘loz)x:OE
= lax=0g
— x=0g

4. Soient « € Ket z € E.

0z =0 = (a+ (—a)) 2 =0 = av + (—a)zr = 0p = (—a)z = —(ax)
alg =0 = a(x+ (—x)) =0 = azr + o(—z) = a(—z) = —(ax)

Notations :
Pour z, y € E,  + (—y) sera noté x — y. En particulier, pour o € K, a(z — y) = ax — ay.

1.3 Sous-espaces vecoriels (sev)

@ﬁm’tion 7: \
Soit £ un K-ev et F' C E. On dit que F est un K-sev de F si :
o F est un sous-groupe de (E,+) i.e.

Ope F
Ve, ye F, x —y € F

Qa €K, Vz € F, a.x € F (stabilité pour la loi -). J

x Conséquences :
Soit £ un K-ev.

1. {Og} et E sont des sev (triviaux).

2. Un sev F' de E est un K-ev pour les lois :
FxF — F KxF — F
(r,y) +— z+y (,z) — «ax

{mpm’été 8: \

Caractérisation d’un sev
Soit F un K-ev F' C E.

Op e F
F est unsevde F <— Ve, ye F, x+y€eF
VaoeK, Vr e F, ax € F

F#0
Va, BeK, Vo, ye F, ax+pByeF

OgeF
<~
\ VaeK, Ve, ye F, ax+y e F J
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o Exemple :

1. E=R3 (Reev).
F= {(x,y,z) eR?: z—2y+32 :0}. F est-il un sev de E'?
0rg =(0,0,0) € F car 0 —2.0+3.0=0.
Va € R, Vo = (z1,y1,21),y = (22,Y2, 22) € F, az +y = (a@1 + y1, aw2 + y2, ax3 + y3).
ary +y1 — 2 (axe +y2) + 3 (axs + y3) = a(x1 — 229 + 3x3) + y1 — 2y2 + 3y3 = 0.
Par suite, ax +y € F.

D’ou F est un sev de E.

2. neN, K,[X]={P €K[X]; deg P < n} est un sev de K[X].

Sev engendré par une partie :
Soit F un K-ev.

Théoréeme 9 :
Toute intersection de sev de E est un sev de E.

Preuve :

Soit I une famille d’indices, (F;);.; une famille de sev de E et F' = ﬂ F;
el

On a:

Viel OpeF;, —=0g€F

Soient a € K, =, y € F,

z,yebF=%viel, z,ye F; =V%Viel, ar+yelF,—ax+yecF

D’ou F est un sev de E.

@ﬁm’tion—proposition 10 :

le sev engendré par X :

Vect(X) = m F

F sev de E
XCF

-

~

Soit X une partie non vide de E. L’intersection de tous les sev de F contenant X est un sev de E.
C’est le plus petit sev de E (pour l'inclusion) qui contient X. On le note Vect(X) et on I'appelle

/

Propriétés 11 :
1L.VX, YCE, (XCY = Vect(X) C Vect(Y)).

2. Soit X C E.
X est un sev de FE si, et seulement si, Vect(X) = X.
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Définitions 12 :

1. Soit X = {z1,...,z,} une partie finie de E. On appelle combinaison linéaire d’éléments de

X tout vecteur de la forme .
> aiti
i=1

ou pour tout 7 € N, a;; € K.

2. Si X est infini, une combinaison linéaire d’éléments de X est de la forme

m
E QT
i=1

\ oum € N* et pour tout i € N,,,, o; € Ket z; € X.

~

-

Théoréeme 13 :
Soit X une partie non vide de F.

Vect(X) = {Combinaisons linéaires d’éléments de X'}

Preuve :

La démonstration sera faite dans le cas ou X est une partie finie de E. Posons X = {1, ...
notons F' = {Combinaisons liéaires d’éléments de X }. Pour démontrer que F' = Vect(

démontrer :
1. F est un sev de F.
2. X CF.
3. Si H est un sev de F tel que X C H, alors FF C H.

1. F est un sev de E :
o0g=0z+...+0.2, € F.

, T} et
X), il faut

o Sment a € Ket x, y € F. 1l existe donc pour tout i € N,, a; € K et §; € K, tels que

x—zazxza Yy = Zﬁle
a:n+y—azalxz+2ﬁm—z (.o + Bi) m;
=1

avec pour tout ¢ € N, av.c; + Bi e K, donc ar+y € F.
2. XCF:
Vie Ny, 2, =021+ ... +0x;-1 + 1L.2; + Ox441 + ... + 02y, € F..
3. Soit H un sev de E tel que X C H. Démontrons que F' C H :

n
Soit « € F. Pour tout ¢ € N,,, il existe a; € K, tel que x = Zaixi, o €K, x; € X.

i=1

VieN,, o €K, 2, € X C H=—VieN,, aiwiEH(Hsev):x:ZaixieH

n

=1
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Donc F C H.

Somme de sev :

Définitions 14 : \

1. Soient F' et G des sev de E. Le sev somme de F' et G est le sev noté et défini par :

F+G=Vect(FUQG)

2. Soient F1, ..., F, des sev de E. La somme de Fi,...,F,, est le sev noté et défini par

Zn:Fi = Vect (CJ Fl>
=1

=1

@position 15 :

Caractérisation de la somme

1. Soient F' et G des sev de E,

/

F+G={z€E;3(v,y) e FxG, z=z+y}

2. Soient F1,..., F, des sev de F,

n n -
i=1 =1 =1

Preuve :

1. Onpose H={z€ E; 3(z,y) € F x G, z =z +y}. Démontrons que H = Vect(F UG).
o H est un sev de F :
0=04+0€H,car0e Fet0ed.
Soient o € K, z1, 20 € H. Donc z1 = x1 +y1, 22 = T2+ yo, avec x1, T2 € F et y1, y2 € G.

azn+zm=a(r1+y1)+re+ys = (axy +2x2) + (ay1 +y2) € H

puisque axi + x2 € F (sev) et ay; +y2 € G (sev).
o FUGCH:
VeeF,x=x+0€ H (0 € G).
Donc F' C H. On démontre de méme que G C H.
o Soit A un sev tel que FFUG C A. Démontrons que H C A :
Soit z € H,donc z =2+ vy, avec z € F et y € G.
Or FCFUGCA,doncze A
GCFUGC,doncye A
Aétant unsevde F,onaz=x+y € A.
Donc H C A.
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2. Par récurrence sur n > 2 et en utilisant la propriété pour n = 2.

Somme directe de sev :

@ﬁm’tions 16 : \

1. Soient F' et G des sev de E. F' + G est dite directe si

Ve F+G, M z,y) e FxG; z=x+y
On note F & G.

n
2. Soient Fy,..., F, des sev de F. ZF,, est dite directe si
i=1

n n n
Vz € ZFi’ A (zq,...,2,) € 1_[1FZ, ZZZ;CCZ'
i= i=

=1

On note é F;.

\ i=1
{mpositions 17 :

Caractérisation d’une somme directe

1. Soient F' et G des sev de E.

o

/

F+G=FaG < FnNnG={0g}
= VY(z,y) e FxG, [z+y=0= (z=0et y =0)]

2. Soient F1, ..., F, des sev de F.

Zn:Fi:éFi — VjeN,, Fjﬂ Zn: F; Z{OE}
=1

=t i=1
i F
<~ V(Hfl,...,xn)EHFi, <in:0:><Vi€Nn, .%'Z'ZO))]
=1 =1

Preuve_:

1. (a) Démontrons que
F+G=FaG<~— FNnG={0g}

- Démontrons que

F+G=F&G= FNG={0g}
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reFNG= (z€FetzxeG) = (zr=2+0gc F+Getz=0g+2€F+G)
Comme la somme est directe, x admet une écriture unique, donc
x:OEetFﬂGC{OE}

Or {0g} C FNG car F et G sont des sev de E, d’ou 1’égalité.
- Démontrons que

FNG={0p}=F+G=F&G

Supposons que F'NG = {0g}, et soit z € F + G.

Supposons que z = x1 +y; avec x1 € F et y1 € G, et z = x9 + y2 avec x9 € F et
Y2 € G.

Donc

T1+Y1 =22 +yY2s — .Tl—.%'g:yz—ylEFﬂG:{OE}
— xl—x2:0Eety2—y1:0E
= x1=x2et Y1 =Y

Donc I’écriture est unique :
Ve F4+ G, MNe,y) e FXG; z=x+y

Donc F+G=F @®dG.

(b) Démontrons que
F+G=FaG<— V(r,y) e FxG, 24+y=0g = (x=0g et y =0g))
- Démontrons que
F+G=FoG= (V(z,y) e FxXG, (t+y=0g = 2=0get y=_0g))

On a
r+y=0p=0g+0g
Par unicité de I’écriture, x = y = Op.
- Démontrons que

V(z,y) e FXG, (t+y=0g=2=0gety=0g) = F+G=F&G

Supposons que z =x1+y1, x1 € F, y1 € Get z=x9 4+ 1o, x20 € F, 3y € G.
Donc (21 — z2) + (y1 —y2) = 0g avec 21 —x2 € F et y1 —y2 € G.
Donc 1 —x2 =0g, y1 — y2 = 0g, et z1 = z2, y1 = yo.

2. Par récurrence sur n > 2.

Sev supplémentaires :

Définition 18 :
Soient F' et G des sev de E. F et G sont dits supplémentaires dans F si, et seulement si £ = FHG
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Proposition 19 :
Soient F' et G des sev de E.

EFECF+G

E=F
@G@é{FnG:{%}

1.4 Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-ev.

Terminologie :

Soit (x1,...,x,) une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est de cardinal p si on a p
indices différents (mais si ¢ # j, on peut avoir x; = x;). Dans certains livres, on confond famille et
partie {x1,...,z,}.

Familles libres - Familles lices :

Définitions 20 : \

Soit B = (ey, ..., e,) famille de vecteurs de E.

1. On dit que B est libre si :

Vai,...,a, € K, <Zaiei:OE:>W€Nn, aZ':O)
=1

2. On dit que B est liée si elle n’est pas libre.
n
B est lice <= daq,...,a, € K; (Elj €N, aj #0et Zaiei = ()E)
i=1

3. Une famille infinie X est dite libre si, et seulement si, toute sous-famille finie de X est libre.

4. Une famille infinie X est dite liée si, et seulement si, il existe une sous-famille de X qui est
\ liée. J

Terminologie :

o Les vecteurs d’une famille libre (resp. liée) s’appellent des vecteurs linéairement indépendants
(resp. linéairement dépendants).
o Deux vecteurs liés sont dits colinéaires i.e. u, v € F sont colinéaires s’il existe o € K tel que
U= v ou v = qu.
o Exemples :

1. C est un R-ev. Dans cet espace, (1,%) est libre car

Va, beR, (a.l4+bi=0=a=0et b=0)



Espaces vectoriels de dimension finie 15

Dans C considéré comme un C-ev, (1,7) sont colinéaires car (—i).1 +14 = 0.

2. Dans K" = {(x1,...,2,) ; Vi € N,, z; € K} considéré comme un K-ev, la famille (eg, ..., e,),
oue; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...),..., e, = (0,...,0,1) est libre.
En effet, soient aq,...,a, € K,

n
d aiei=0 = a1(1,0,..,0) + a2(0,1,0,...) + ... + a(0, ..., 0,1) = (0,...,0)
=1

~—

= (a1,0,...,0) + (a2,1,0,...) + ... + (ap, ..., 0,1) = (0, ..., 0)
)+

— (a1,0,..,0) + (a2,1,0,...) + ... + (@tn, ...,0,1) = (0, ..., 0)
= (a1,Q2,...,04) =(0,...,0)
= YieN,, a;=0

3. Ky[X] ={P € K[X]; deg P <n} est un K-ev. La famille (1, X,..., X™) est libre car

n
er”awﬂQ<z)mW:O:$W€Nmaﬁﬂ0
=1

(polynéme nul)

4. On considere dans R?, la famille (u, v, w) ot u = (1,1,0), v = (1,0,1), w = (0,1,1). (u,v,w)
est libre car pour tous «, 3, v € R,

au+Pv+yw=0 = (a+p,a+v,8+7) =(0,0,0)

a+8=0
— a+v=0
B+v=0

5. Soient, dans R?, u = (1,1,0), v = (1,0,0), et w = (0,1,0). (u,v,w) est liée car u = v + w.

* Remarque :

u=v4+w<=u+(-1l)v+(-Hw=0

* Remarques :

1. La famille () est libre (convention).

2. La famille (x) est libre si, et seulement si, = # Og. En effet, si z # 0, pour tout a € K,
or =0 = a=0
Réciproquement, si z = 0, alors 1.2 = 0. donc la famille (x) est liée. D’ot1, par contraposition,
si (z) est libre alors x # 0.
3. Toute famille contenant O est liée (0.1 + ...+ 1.0g + ...+ 0.z, = 0p).

4. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

5. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
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Théoréme 21 :
Caractérisation d’une famille liée

Soit B = (x1,...,xy) une famille de E. B est liée si, et seulement si, I'un de ses vecteurs est une

combinaison linéaire de tous les autres.

Preuve_:

n
B est liée si, et seulement si, il existe aq, ..., a, € K non tous nuls t.q. Z o;r; = 0g.

i=1
Ces scalaires n’étant pas tous nuls, il existe j € N,,, tel que a; # 0. Par suite, x; = — E —;
"
i=1
i#]

Réciproquement, supposons que I'un des vecteurs de B est une combinaison linéaires des autres
vecteurs. Sans manque de généralité, supposons qu’il s’agit de x1. Alors il existe Ag, ..., A, € K tels
que :

n
xr1 = E )\ixi
1=2

1..@1 — )\2372 — . — )\nxn =0
Comme 1 # 0, alors B est liée.

Familles génératrices :

Définition 22 :
Soit X une famille de vecteurs de E. On dit que X est une famille génératrice de E (ou que X
engendre F) si, et seulement si, £ = Vect(X).

o Ezxemples :

1. Dans C considéré comme un R-ev, (1,7) engendre E car
VzeC, da, beR; z=a+1ib
Ainsi,
Vz € C, z € Vect(1,1)
D’ou C C Vect(1,i). De plus, comme (1,7) C C qui est un espace vectoriel, alors

Vect(1l,i) C C

D’ou

C =Vect(1,1)

2. Dans le K-ev, K", B = (e, ..., e;,) engendre K" car
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Yu = (z1,....,2,) € K", u = x1(1,0,..,0) +22(0,1,0,...,0) + ... + 2, (0,0, ..., 1)
= xe+..+xpe, € Vect B

D’ou K® C Vect B. De plus, B C K", et K" est un espace vectoriel, donc Vect B C K".
D’ou
K" = Vect B
3. Soient u = (1,2,0), v = (—1,3,2), w = (5,0, —1). (u,v,w) engendre-t-elle R3?
Soit h = (z,y,2) € R3, a, 3, v €R.

h=au+pfv+yw <= (2,y,2)=(a—B+57,2a+353,26 —7)

r=a—[F+5y
— y=2a+ 303
z=2B—v
1
a:5(—x+3y—52)

1
= 5:1—5(2:U—y—|-102)

1
v = 1—5(4:13 — 2y +5z)
Il existe donc «, 3, v € R tels que h = au + fv + yw. D’ou h € Vect(u, v, w). Ainsi
R? C Vect(u,v,w)
Comme de plus, (u,v,w) C R? qui est un espace vectoriel, alors

Vect(u,v,w) C R?

D’ou R? = Vect(u,v,w) et (u,v,w) engendre R3.

Définition 23 : \

Espace vectoriel de dimension finie
FE étant un K-ev, on dit que F est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie, i.e. il

existe ,(e1, ..., €,), une famille de E avec n € N*, t.q.

E =Vect (e, ...,en)

Ainsi,

n
E =Vect(ey,...,e5) < (V:p € E,Ja1,..,a, € K; v = Z%‘%)
\_ B )

o Exemples :

1. C est un R-ev de dimension finie car il est engendré par (1,7).
2. K est un K-ev de dimension finie car (1) engendre K.

3. K,[X] est un K-ev de dimension finie car (1, X, ..., X™) engendre K, [X].
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4. L’ensemble des polynomes K[X]| est un K-ev de dimension infinie.

Définition 24 :

Base

Soit £ un K-ev et B une famille de vecteurs de E. On dit que B est une base de FE, si B est a la
fois une famille libre et génératrice de F.

o Exemples :
1. C est un R-ev, B = (1,1) est une base.
2. K" est un K-ev, B = (e, ..., e,) avec e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) est une base de K"
dite canonique.

3. K,[X] est un K-ev, B = (1, X, ..., X") est une base de K,,[X] dite canonique.

Théoréeme 25 :

Théoréeme fondamental

Si E est un K-ev de dimension finie admettant une famille génératrice de cardinal n > 1, alors
toute famille libre de F a un cardinal p < n.

x Conséquence :
Si E est un K-ev de dimension finie admettant une famille génératrice de cardinal n > 1, alors
toute famille de cardinal p > n est nécessairement liée.

Lemme :
Soit E est un ev de dimension finie et z € E. Si L est une famille libre de E et si L U {x} est liée
alors z € Vect(L).

Preuve :

Comme F est de dimension finie et L est une famille libre de F, alors L est une famille finie de F.
Notons alors L = (eq,...,ey). LU {x} est liée, alors, il existe a, A1, ..., A\, € K non tous nuls, tels
que

n
ax + Z Aie; =0
i=1

Si o = 0, alors
n
Z )\1'6@' =0
i=1

L étant libre,
Vi e Ny, Ay =0

ce qui est en contradiction avec «, Ay, ..., A\, € K non tous nuls.

Donc av # 0 et

x = Z (04_1)\7;) e; = x € Vect(L)

=1
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Théoréeme 26 :
Ezistence d’une base
Tout K-ev de dimension finie non nulle possede au moins une base. De plus toutes les bases de E

ont le méme cardinal.

Preuve :
Soit E # {0} un K-ev de dimension finie, et soit A = {card L ; L libre de E}.

E#{0} = 3dx€E;x#0

Donc (x) est libre et 1 € A. Donc A # 0.

De plus E est de dimension finie donc il existe n € N* et une famille génératrice de E de
cardinal n. D’apres le théoreme fondamental, A est majorée par n, donc elle admet un pge noté
ng. Donc il existe une famille Ly libre dans E tel que Card Lo = nyg.

Démontrons que Ly engendre E.

On a que Vect Lo C E. Démontrons que E C Vect L.
Soit x € E, donc x € Logouxz € F — Ly.

Six € Ly, alors x € VectLy.

Six € E — Ly, alors Card (Lo U {x}) =no+ 1 > ng Donc Card (Lo U {z}) ¢ A.
D’out Lo U {x} est liée. Donc x € Vect Ly car Ly est libre.
Par suite, ¥ C Vect Ly, et E = Vect Lyg.

Ainsi, Lg est une base de E

De plus si B et By sont deux bases de F, alors on a :

B est libre et B’ engendre E, donc Card B < Card B’.
B’ est libre et B engendre E, donc Card B’ < Card B.
Donc Card B = Card B'.

Définitions 27 :

1. Soit E un K-ev de dimension finie. On appelle dimension de E et on note dimgE (ou dim E)
le cardinal d’une base quelconque de F.

2. Par définition dimg {Og} = 0 et () est une base de {0g}.

o Exemples :
1. dimgrC =2, dimcC = 1.
2. dimgK" = n.

3. dimgK,[X]=n+1
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*x Remarque :
Si dimcE = n, alors dimrFE = 2n

ﬁéoréme 28 : \

Soit ¥ un K-ev de dimension n > 1.

. Toute famille libre de F est de cardinal inférieur ou égal a n.
. Toute famille libre de F de cardinal n est une base de E.

. Toute famille génératrice de F est de cardinal supérieur ou égal a n.

1
2
3
!1. Toute famille génératrice de cardinal n est une base de FE. J

Preuve :

1. découle du théoreme fondamental.

2. Soit B une base de E, Card B =n. On pose B = (e, ...,e,) et on a que B est libre.
Soit z € F.
Si z € B, alors x € Vect(B).
Six e F— B, alors
Card(BU{z})=n+1>n

donc BU {z} est liée, d’out = € Vect(B).
Par suite E C Vect(B). D'ou E = Vect(B).

3. Soit B une base de E et L une famille génératrice de E de cardinal m. B étant libre,
Card B < Card L. Donc n <m.

4. Soit G = (¢1,...,9n) une famille génératrice. Si G est liée, I'un de ses vecteurs est une com-

n
binaison linéaire des autres. Supposons que g; = E «;g;- Alors
i=2

Ve € E =Vect(G), v € Vect (g2, .., gn)

Donc (g, .., gn) engendre E et est de cardinal n — 1. Contradiction avec la propriété 3. Donc
G est libre et par suite c’est une base de E.

Théoreme 29 :
1. De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2. Théoréme de la base incompléte : Toute famille libre (de cardinal p) de E (de dimension n)
peut étre complétée en une base de E (en lui ajoutant n—p vecteurs choisis parmi les vecteurs
d’une base donnée de E).

o Exemple :
Compléter le vecteur u = (1,2,3) en une base de R3.

Comme u # 0 alors (u) est libre, et on peut le compléter en une base de R3. (u,eq,es) est-elle
libre ? Soit «, B, v € R t.q. aug + fBey + yes = 0.
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(o, 2cr, 3cx) + (B, 0,0) + (0,7,0) = (0,0,0)
(a+B,2a +7,3a) = (0,0,0)

a+ =0
20+v=0 = a=p=7=0.
3a=0

Donc (u, eq,es) est libre et de cardinal 3 = dimgR?, donc c’est une base de R3.

x Conséquences :

Si E est un K-ev de dimension finie.
1. Une base de E est une famille libre maximale.

2. Une base de FE est une famille génératrice minimale.

Coordonnées (ou composantes) d’un vecteur :

Définition 30 : \

Soient E un K-ev de dimension n > 1, B = (ey, ..., €,) une base de F et x € E. Alors

n
M(xyyeyxy) €K™ 2= Z:L"iei
i=1

@ x; s’appellent les coordonnées (ou composantes) de = dans la base B. J

* Remarque :
L’unicité des composantes vient du fait que B est libre.

o Ezxemples :

1. Dans R3, lorsque l'on écrit u = (1,2,3), (1,2,3) sont les coordonnées de u dans la base
canonique.

2. Soit B’ = (e}, €}, e4) une autre base de R? : ¢] = (0,1,1), ey = (1,0,1), ¢4 = (1,1,0). Trouver
les coordonnées de u dans la base B’.
u = xe| + yeh + zes.
(1,2,3) = (0,z,2) + (y,0,y) + (2,2,0)

+z=1 (1

(1,2,3) = (y+z, x4z, 2+y) < i—l—z:Q E2)) = 204+2y+22 =6 = x+y+2z=3 (4)
r+y=3 (3)

4-1)=z=2

4)-@2)=y=1

4)—(3)=2=0
D’ott u = 2¢] + €.
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Dimensions de quelques espaces vectoriels de dimension finie :

Dimension d’un sev

Théoreme 31 :
Soit E un K-ev de dimension finie n > 1 et I’ un sev de E. Alors F' est de dimension finie et
dim F < dim E. On a I’égalité si, et seulement si, I' = F.

Preuve :

Supposons que F # {0} (sinon le résultat est évident). Alors F' contient des familles libres. Soit B
une famille libre maximale de F. Donc B est libre dans E et Card B < n. Notons F' = Vect(B)
(B est une base de F").

Démontrons que F' = F’.

B CF = Vect(B) CF

Donc F' C F.
Soit x € F — F', BU {x} est liée dans F. Donc = € Vect(B) = F’ absurde. Donc F = F".

Donc F est de dimension finie et

dimF=Card B<dim E

Supposons que dim F = dim E. Soit B une base de F'. B est donc libre dans E avec Card B =
dim E. Donc B est une base de E. D’ou

E =Vect(B) =F

Dimension de la somme de deux sev

* Remarque :
Si Bp = (fi1,..., fp) est une base de F, et Bg = (g1, ..., gq) est une base de G, alors

B = Br U Bg engendre '+ GG. Donc on peut en extraire une base de F'+ G.

B est une base de F' + G si la somme est directe.

Théoréme 32 :
dim (F & G) = dim F + dim G.

Preuve :
Soit Br = (f1,..., fp) et Bg = (g1, ..., 9q) des bases respectives de F' et G. On pose B = Br U Bg.

Soit z € F + G
MNz,y) e FxG; z=x+y
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Comme x € F et y e G,on a
P q
r=> xifi, y=> Y9
i—1 j=1

Donc

P q
Z:$+y:Z$ifi+Zngj € Vect(B)

i=1 j=1
Donc F 4+ G = Vect(B) (car B C F +G).

Démontrons que B est libre.

Soient o, ..., &, B1, ..., B € K, tels que

P q
S ufi 4+ By =0
i=1 j=1
Donc on a :
P q
> =Z —Bj) g9 € FNG = {0}
=1 7j=1
D’ou

p
Zaifi =0
=1

et comme (fi,..., fp) est libre
Vi € Np, a; =0

On démontre de méme que
Vi€eNy, Bj=0

Donc B est libre et par conséquent c’est une base de F'+ GG, et on a :

dim (F + G) = Card B = Card Bp + Card Bg = dim F + dim G

Théoreme 33 :
FExistence d’un supplémentaire
E est un K-ev de dimension finie. Tout sev de £ admet (au moins) un supplémentaire dans F.

Preuve :
Soient n = dim E, F un sev de E de dimension p < n, et By = (ey,...,ep) une base de F. Alors
By est libre dans E. Elle peut étre complétée en une base B = (e1, ..., €p, €pt1, ..., €p) de E.

Posons By = (ep+1,...,en) et G = Vect (Ba).
By C B, donc Bs est libre et c’est une base de G. B = By U By étant libre, B; N By = (). Donc

Card B = Card By + Card By



24 ESPACES VECTORIELS

et
dim E =dim F + dim G

Dou F=F&QG.

Théoréeme 34 :
Soient E un K-ev de dimension finie, F' et G des sev de E. Alors

dim(F + G) = dim F + dim G — dim (F N G)

Preuve :
F NG est un sev de F. Donc F' N G admet un supplémentaire Fy dans F. F = F; & (FNG) et
dim F = dim F + dim(F N G).

On démontre que F + G = F1; & G.

On aura

dim(F + G) = dim (F1 ® G) = dim Fy +dim G = dim F — dim(F N G) + dim G

*x Remarques :
n n
L. dim @F =) dim F;.
i=1 i=1
2. Si FE et F sont 2 K-ev de dimension finie, alors E x F' est un K-ev de dimension finie et
dimg (E X F) = dimgFE + dimgF

Si Eq, ..., By, sont des K-ev de dimension finie, alors

i=1 i=1

En particulier,
dim E" =ndim E

@pm’étés 35 : \

Soient F' et G deux sev d'un K-ev E de dimension finie n > 1. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. E=F&G
2.dmE=dmF+dmGet FNG =10

\3. dimE=dimF+dimGet E=F+(. J

Preuve_:
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- Supposons que £ = F & G.

E=FoG=—FnNnG=10

et
dim E =dim F +dim G

- Supposons que dim E =dim F +dim G et FNG =)
E+ F est un sev de E. On a

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)

Or
dim (FNG)=dim 0 =0
Donc
dim(F + G) =dim F +dim G =dim E
et E=F+G.

- Supposons que dim E =dim F+dim Get E=F + G.
On a F = F + G. 1l reste & démontrer que F NG = (.

E=F+G = dimE=dimF+dimG—dim(FNG)=dimE —dim(FnNQ)
— dim(FNG)=0= FNG=0.

Rang d’un systéme de vecteurs :

Soit £ un K-ev de dimension n > 1 et B = (e, ..., €,) une base de E.

Définition 36 :
Soit X = (1, ..., xp) une famille de vecteurs de E. On appellera rang de X l'entier naturel noté et
défini par rg(X) = dim Vect(X).

* Remarques :

1. rg(X) <inf(p,n)).

2. rg(X) est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants extraits de X.

Regles :
1. 7g(X) ne change pas lorsque I’'on permute les vecteurs de X.

2. rg(X) ne change pas lorsque 'on supprime un vecteur lié a4 d’autres vecteurs de X (en
particulier Of).
3. rg(X) ne change pas lorsque I’on multiplie I'un des vecteurs de X par un scalaire non nul
i.e. st # 0
rg(x1,...,xp) =rg(axy, ..., p)

4. rg(X) ne change pas si I’on ajoute & un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs :

P
rg(x1,....,Tp) =19 (:(:1 + Zaiﬂ% ...,xp>

i=1
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Famille échelonnée :

Soient B = (ey,...,e,) une base de E, p <n et X = (a1, ...

P
x = E Q164
i=1
P
T2 = E Qj26;
i=1

p
.Tj: E aijei
=1

p
Tp = E Qip€;
i=1

T T2 PN Tp
e o111 012 ... qu
€y (91 Q922 ... Ozgp
€p Qpl Qp2 ... Qpp
€En Opl CQp2 ... QOpp

,Tp)

Définition 37 :
On dit X est échelonnée si a1 # 0,...,0pp # 0 et

Vi < 7, aij:O

Les ay; s’appellent les Pivots.

Propriété 38 :
Toute famille échelonnée est libre.

Meéthode du pivot de Gauss :

La méthode consiste a transformer une famille X en une famille échelonnée qui a le méme rang,

en utilisant les regles indiquées précédamment.

o Ezxemple :
*Déterminer dans R? le rang de la famille (u,v,w,t), avec u = e; + 2e3 + 3esz, v = —2e; + 5es,
w=23e; +ey —e3, t=—e| + ea.
u v w t u vV=0v4+2u w=w-3u t'=t+u
1 -2 3 -1 1 0 0
rgu,v,wt) =gl oo | T, A 5 =
3 5 =1 0 3 11 —10 3
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o'ow =50+ 4w =30 — 4 oW

u U

rg 1 0 0 0 i 1 0 0 _3
2 4 0 0 2 4 0
3 11 15 21 3 11 15

w” et t sont liés car 21w” — 15t" =0 (1)

On peut donc supprimer 'un d’eux. Le rang de la famille est 3 car (u,v’,w”) est échelonnée, donc
libre (3 pivots).
*Déterminer une relation de dépendance linéaire entre les 4 vecteurs.
D’apre (1), on a
Tw” —5t" =0
7(5v" + 4w') — 5(3v' —4t') =0
200" + 28w’ +20t' =0
50" + Tw' + 5t = 0
5 +2u)+ 7(w—3u)+5(t+u) =0
—6u+5v+Tw+5=0

* Remarque :
On note F' = Vect(u, v, w,t).

dim F =3 =rg(u,v,w,t). (u,v',w") et (u,v’,t") sont les vecteurs libres, donc (u,v,w) et (u,v,t)
sont deux bases de F'.
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Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Définitions et généralités

@im’tion 1: \

Soient F et F deux K-ev et f : E — F une application. On dit que f est linéaire (ou est un

morphisme d’espaces vectoriels) si :

Vo,y € B, f(z+y) = f(x)+ fy)
VaeK, z € E, flar) = af(x)

{mposition 2: \

Soient E et I’ deux K-ev et f: E — F une application.

1. f est linéaire si, et seulement si,
Va, BEK, Vz, y € E, f(az+ By) = af () + Bf(y)
2. f est linéaire si, et seulement si,

f(0g) =0F
VaeK, Vo, y € E, flax+y) =af(z)+ f(y)

N /

o Exemples :

1. Soit £ un K-ev. Idg est une application linéaire bijective.

2. L’injection canonique :

Soient £ un K-ev et F' un sev de F, 'application

j F — FE
r —

est une application linéaire injective.
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3. Homothétie de rapport X :

h,\iE—)E

est une application linéaire. En effet :
h (0E> = AN0g =0g

et
VaeK, Vo, ye E, hy(ax+y) =

4. L’application

f: R? — R?
(,y,2) — (v+y,x+2)
est linéaire, en effet :

f (Oms) = £(0,0,0) = (0,0) = Oe
Vo € R, Yu; = (331,3/1,21), Ug = (I‘Q,yQ,ZQ) S R3,

flaug +uz) = f(axy+ xo, ays + yo2, az1 + 29)

= (ax1 + 22 + ayr + Y2, a1 + 22 + azy + 22)
a(xy +y1, 21+ 21) + (22 + Y2, 22 + 22)

af (ur) + f(u2).

@)pm’étés 3:

1. f(0g) =0g
2. Ve e E, f(—z)=—f(z)
3. Vne€Z,Vx € E, f(nx)=nf(x).

n n
4. Yn € N*, Vay, ...,an, € K, Vz1,...,2, € E, f (Z aim) = Z%’f (z4)
i=1 i=1

N

Soient E, F' deux K-ev et f : F — F une application linéaire. Alors on a les propriétés suivantes :

~

Dans toute la suite, E et F' désignent des K-espaces vectoriels.

Notations et terminologies :

1. On note Lg(E, F) = {applications linéaires de E dans F'}.

2. Une application linéaire de E dans E s’appelle un endomorphisme de F.

On note Lk (E) = {endomorphismes de E}.
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3. Une application linéaire bijective de E dans F' s’appelle un isomorphisme de E dans F. On

dit dans ce cas que E et F sont isomorphes. On note
E~F

et
Isomg(E, F) = {isomorphismes de F dans F'}

4. Un endomorphisme bijectif de F s’appelle un automorphisme de E et on note :
GL(FE) = Autg(E) = {automorphismes de E}

L’espace vectoriel L(E, F) :

Proposition 4 :
Soient E et F' deux K-ev. Alors L(E, F) est un K-ev.

Preuve :
On démontre que £(E, F) est un sev de FF.
- Opr est linéaire, donc Opr € L(E, F).
- Soient a € K, et f, g € L(E, F). Démontrons que

af+g€ L(E,F)
VB, v€K, Vx, y € E,

(af +9)(Bx+y) = af(Bz+y)+g(Bx+yy)

= aff(z) +avf(y) + Bg(z) +v9(y)
Blaf(z)+g(x)) + v (af(y) +9(v))
Baf+g)(x) +~(af +g)(y)

donc af + g € L(E, F).

Proposition 5 :
Soient E, F' et GG des K-ev.

1. Sife L(E,F)etge L(F,G), alors go f € L(E,G).

2. Si f est un isomorphisme d’ev de F dans F, alors f~! est un isomorphisme d’ev de F dans

E.

Preuve :

1. Ya, €K, Vx, y € F,

go flax+By) = g(flax+By)) =g(af(x)+ Bf(y))
= ag(f(z)) +Bg(f(y)) =ago f(z)+Bgo f(y).

g o f est donc linéaire.
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2. 11 suffit de démontrer que f~! est linéaire.
Sixze E, ety e F, alors
y=[fz)=z=1"(y)
Soient «a, B € K, y1, yo € F. f étant bijective :

dxy, 2 € B y1 = f(21)

et
Y2 = [ (z2)
Donc
z1 = f"" ()
et
z2 =" (y2)

f étant linéaire,
f oz + Baz) = af (x1) + Bf (z2) = ay1 + By2
Appliquons f~1 :
F7H(f (azy + Br2)) = f (a1 + By2) =

ary + Bre = 7 (ayr + By2) =
afHy) + B (y2) = [ (ayr + Byo)

f~1 est donc linéaire.

x Conséquences :

1. (GL(E),o) est un groupe appelé groupe linéaire de E : idg est I’élément neutre et pour tout
fE€GL(E), f ' € GL(E).
2. (L(E),+,0) est un anneau et (L(F),+,-) est un K-ev.

folg+h)=fog+ foh
On dit que (L(E),+,0,-) est une K-algebre : anneau+ K-ev + (fo(g+h) = fog+ foh).

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

Dans la suite de ce paragraphe, E et F' sont des K-ev.

Définition 6 : \

Soit f € L(E,F).
1. On appelle image de f la partie de F' notée et définie par

Imf={yeF; ek, y=[f(v)}

2. On appelle noyau de f la partie de F notée et définie par

Ker f=f""({0p}) ={z € E; f(z)=0r}

o J
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Proposition 7 :
Soit f € L(E, F), alors

1. Si V est un sev de E, alors f(V') est un sev de F.
2. Si W est un sev de F, alors f~'(WW) est un sev de E.

Preuve :

1. V étant un sev de F, alors Og € V.
f est linéaire, donc f (0g) = Op.
Par suite O € f(V).
Soient a € K et y1, y2 € F(V). 1l existe donc z1, z2 € V tels que

v1 = f(71) et yo = f(z2)

ayr +y2 = af (v1) + f (22) = f (a1 + 22)
car f est linéaire et comme V est un sev alors ax; + xo € V. Par suite
ayr +y2 = f (axy +x2) € f(V)

f(V) est donc un sev de F.

2. W est un sev de F. Par suite Op € W. Or f étant linéaire, on sait que
f(0p) =0r

Par suite
0g € fH(W)

Soient a € K et z, y € f~1(W). Par suite

f(@), fly) ew

De plus, d’apres la linéarité de f,

flaz +y) = af(x)+ f(y)
W étant un sev, on a
af(z)+ fly) eW
D’ou
flax+y) e W
Ainsi,
ar+ye fHW)

f~1(W) est donc un sev de E.
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Corollaire 8 :
Soit f € L(E, F).
1. Im(f) = f(E) est un sev de F.
2. Ker f = f71({0p}) est un sev de E.

Proposition 9 :
feL(EF).
1. f est injective si, et seulement si, Ker f = {0g}.

2. f est surjective si, et seulement si, Im f = F.

*x Remarque :
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors

gof=0<=1ImfC Kerg

En effet,

ImfCKerg < Vyelmf, yeKerg
< VexekFkE, f(z)e Kerg
<~ VzeE, g(f(z))=0r
< VrxekFE gof(x)=0p
<~

gof=0

2.3 Applications linéaires en dimension finie

ﬁéoréme 10 : \

Ezistence d’une application linéaire

Soient F un K-ev de dimension finie n > 1, B = (¢;)1<i<n une base de E, F' un K-ev quelconque
et (Yi)1<i<n une famille de vecteurs de F. Alors il existe une application linéaire et une seule f de
FE dans F vérifiant

Vi€ Ny, f(ei) =i

- J

Preuve_:
Soit

f: E — F

n

n
T = Z ae; — f(x) = Z G Y;
i=1 i=1

f est une application car B étant une base de F, ’écriture de = est unique dans B.
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On peut facilement démontrer que f est linéaire.

De plus, pour tout i € N,
fle))=f(0.e1+..+1le+..4+0.e,) =1y, =y

Supposons qu’il existe une application g vérifiant ces mémes propriétés, alors pour tout = =
n

E rie; € F,on a
i=1

g(z) = g(vam)
=1
= ing(ez‘)
=1
= >
=1

= flx)

Par suite ¢ = f, d’ou I'unicitée de la fonction.

{héoréme 11 : \

Soient E et I deux K-ev de dimensions finies, f € L(E,F), B = (ei);<;<, une base de E et
f(B)=(f(e1),-.., [ (en)). Alors on a les propriétés suivantes :

1. f est injective si, et seulement si, f(B) est libre dans F'.

2. f est surjective si, et seulement si, f(B) engendre F.

\3. f est bijective si, et seulement si, f(B) est une base de F'. J

*x Remarque :
Si B engendre E, alors f(B) engendre Im f.

En effet,

n
Soit y € Im f, alors il existe z = Zaiei € E, tel que y = f(x). Par suite,
i=1

y=f(x)=>_ aif (e;) € Vect (f(B))
i=1
D’ou

Im f CVect(f(B))

De plus, on a
J(B)C Im
Im f étant un sev de F, alors
Vect (f(B)) C Im f
D’ou

Im f=Vect(f(B))
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ﬁmllaire 12 :

f € L(E,F) avec E et F de dimension finies.

de F.
2. Sidim E=n>1, alors £ ~ K",

KS. Deux ev ont la méme dimension si, et seulement si, ils sont isomorphes.

~

1. f est un isomorphisme d’ev si, et seulement si, pour toute base B de E, f(B) est une base

/

Preuve :

On démontrera uniquement le deuxieéme point.

Soient B = (e;) une base de E et B’ = (a;) une base de K". Il existe une unique application linéaire

f:+ E— K" telle que
Vi € Nna f(ez) = Gy

Ainsi,
B'= f(B)

et f est un isomorphisme d’apres 1.

2.4 Rang d’une application linéaire

Soient E et F' des K-ev et f € L(E, F).

*x Remarque :
Si F est de dimension finie, alors Im f est de dimension finie.

En effet, soit B est une base de E, alors f(B) engendre I'm f et Card(f(B)) < Card B.

Donc I'm f est de dimension finie.

Définition 13 :
Si E est de dimension finie, on appelle rang de f, la dimension de I'm f. On note

rg(f) = dim (Im f)

*x Remarque :
Si B est une base de F, alors f(B) engendre I'm f. D’ou

rg(f) =dim Im f =dim Vect (f(B)) =rg(f(B))

Ainsi, dans la pratique, pour calculer rg(f), on calcule le rang de f(B) par la méthode de Pivot-

Gauss.
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ﬁéoréme 14 : \

Théoréme du rang (ou théoréme du noyau-image)
Si E un K-ev de dimension finie, alors

dim E=dim Im f+dim Ker f =rg f +dim Ker f

N /
ﬁmllair@ 15 : \

Soient E et F' deux K-ev de méme dimension finie et f € L(F, F), alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. f est injective
2. f est surjective
3. f est bijective
4. Ker f ={0g}

\5. Imf=F. /

Preuve :

On a déja les équivalences suivantes :
- f est injective si, et seulement si, Ker f = {0g}.
- f est surjective si, et seulement si, Im f = F.
Démontrons que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

- Si f injective, alors Ker f = {0g}. Par suite,
dim Ker f=0
D’ou, d’apres le théoreme du rang
dim E =dim Im f
De plus, I'm f est un sev de F'. Ainsi,
Imf=F

f est donc surjective.
- On démontre de méme que si f est surjective alors elle est injective

L’équivalence entre f est injective et f est surjective implique 1’équivalence de ces propriétés avec
f est bijective.

Cas particulier : Si F est de dimension finie et f € L(F) alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. f est injective
2. f est surjective

3. feGL(E)
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Chapitre 3

Matrices

3.1 Calcul matriciel

Définition 1 : \

On appelle matrice de type (m,n) € N*2 & termes dans K, toute application
A: N,xN, — K

(i,j) = ay
On note A = (ay5)

1<:<m°
1<j<n
ail a9 A1n
asy ago aon
A=
Gm1l Am2 ... Gmnp

Si m = n, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n. Dans ce cas, ai1,...,ann S appellent les
éléments de la diagonale principale. J

Notations :
On note M, ,(K) = {matrices de type (m,n) et a termes dans K} .

On note M, (K) = {matrices carrées d’ordre n} .

Définitions 2 : \

1. On appelle matrice ligne (resp. colonne), toute matrice de type (1,n) (resp. (m,1)) :

(@11...a15) (resp. : ).

m1

2. On appelle matrice nulle de type (m,n) une matrice dont tous les termes sont nuls. On la

k note Op, 4, ou 0. J
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Quelques matrices carrées pariculiéres :

1. Matrice unité d’ordre n : I, = vai;=1,a;; =0sii#j.

alr ... 0
2. Matrice diagonale : D = ,a;j =0sii#j. Onlanote D = (ai1,...,0nn)-
0 ... anpn
3. Matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) :
a1l ... Qin aill 0
, Tesp.
0 Ann apl ... GQpn

Vi, j €Ny, i >j = a;; =0 (resp. Vi, j €N, i < j = a;; =0).

Notations :
D,,(K) = {matrices diagonales d’ordre n}

T3 (K) = {matrices triangulaires supérieures d’ordre n}

T:(K) = {matrices triangulaires inférieures d’ordre n}

Opérations sur les matrices :

M A= (aij), B = (bZJ) c Mm,n(K)-

A:B<:>V(’L,j) e N, x N, aij :blj

o Exemple :

1 2 Ty
A=13 4|, B=]| 2 t
5 6 U v

( 1

=2

A=B<+— 2=3

t=4

5

v==~6

Addition : A = (aij), B = (bij) € Mm,n(K).

On appelle matrice somme de A et B, et on note A 4+ B la matrice (¢;j) € Mpmn(K) telle que
Cij = Q45 + bl'j‘

A+ B= (aij + bij) € Mmm(K)
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Propriété 3 :
(M0 (K),+) est un groupe abélien d’élément neutre 0y, ,, et

VA = (aij) € Mpn(K), —A = (—a;j)

Multiplication par un scalaire : A € K et A = (a;5) € Mp, n(K).
AN = ()\aij) € Mm’n(K)

@pm’étés 4 : \

Soient A, u € K, A, B € My, ,(K).
1. \(A+B)=)A+ B
2. A+ A= A+ pA
3. A(pd) = (An) A = p(AA)
4 1gA=A

\5. En particulier (—1)A = —A J

x Conséquence :

(M0 (K),+,.) est un K-ev de dimension finie mn.

Preuve :
Soit Ej, = (ex1) € Mpm n(K) telle que

€ij = 1 et V(k‘,l) ?é (Z’])v €kl = 0

La famille (Ej)1<k<m est une base de My, ,,(K) appelée la base canonique.

1<I<n
" 1 00 b 010 Lo 0 01
0 00 0 0O 0 00
d 0 0 0 Yo 0 00 +f 0 00
1 00 010 0 0 1

= a.F11+b.Eo+cEi3+dFEs +eFEy+ f.Eog

o Ezxemple :

a b c
A_<def)

Multiplication de deux ou plusieurs matrices :

Définition 5 :
Soit A = (a;j) € My n(K) et B = (b;j) € M, p(K). On appelle matrice produit de A et B la matrice

AB = (Cz‘j) S vap(K)’ ol Cij = Zaikbkj~
k=1
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*x Remarque :

La multiplication des matrices n’est pas commutative. Parfois AB est définie sans que BA ne soit
définie.

o Exemple :

b 1 -1 3
a c
A= , B=|2 0 4
(def)

3 2 =2

AB — a+2b+3¢c —a—+2c¢c 3a+4b—2c
“\ d+2e+3f —d+2f 3d+4de—2f

) € M273(K)

@pm’étés 6 : \

On suppose que les produits considérés sont définis.
1. A0pp=0et 0y, A=0.
2. SiAe M,(K), AL, =1,.A=A.
SiAe Mpyn(K), AL, = A.

KS. La multiplication des matrices est associative et distributive par rapport a ’addition. J

x Conséquences :

1. (M,(K),+, %) est un anneau d’unité I,, (x étant la multiplication entre matrices).
2. (M,(K),+,-, x) est une K-algebre (x étant la multiplication entre matrices et - étant la

multiplication par un scalaire).

* Remarque :
(M, (K), 4, x) n’est pas un corps car il admet des diviseurs de 0.

o Exemple :
10 00) (00
0 0 1o/ \oo
{mpositions 7: \

1. Dy(K) = {matrices diagonales d’ordre n} est une sous-K-algebre de M, (K) de dimension n.
De plus D,,(K) ~ K.

. 1
2. TZ(K) et T (K) sont des sous-K-algebres de M,,(K) de dimension nin+1)

2 J
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o Exemple :
Pour n = 2.

a b 1 0 01 0 0
(00) a<00>+ <OO>+C<01> aln + 12 + ctio9

(Er1, Er2, Eg2) est une base de Ty (K).

Transposée d’une matrice :

Définition 8 :
A = (aij) € My, »(K). On appelle transposée de A, la matrice *A = (aj;) € M, (K).

o Exemple :
vy T z e

A= z t EM&Q(K), tA = €M2’3(K)
e f y t f

@pm’étés 9 :

1. A+ B)=t A+!'B.
2. {(AS) = N A.

3. {(AB) =t B'A.

4. L’application

est linéaire. De plus, c¢’est un isomorphisme.

5.1(*A) = A (ie. tot = id)

@?m’tions 10 :

1. A€ My, »(K) est dite symétrique si, et seulement si, "4 = A i.e.

Vi,j S Nn, Qij = Qgj;

2. A € My, ,(K) est dite antisymétrique si, et seulement si, A = —A i.e.

N

Vi,j € Ny, aij = —aji)

*x Remarque :
Si A est antisymétrique, alors
Vi eN,, a; =0
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Propriétés 11 :
Si A €K, etsiAet B sont symétriques, alors il en est de méme de A + B et de \A.
AB n’est pas symétrique en général car {(AB) =! B'!A = BA # AB en général.

Notation :
On note S, (K) (resp. A,(K)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) d’ordre
n.

Proposition 12 :
Sn(K) et A, (K) sont deux sev supplémentaires de M, (K).

Preuve :
Il est facile de démontrer que S, (K) et A, (K) sont deux sev de M, (K).

Démontrons que
Sp(K) N A, (K) = {0}

On a
(AGSH(K)etAGAn(K)):>(tA:AettA:—l):>A:—A:>A:0

D’ou
Sn(K) N A (K) C {0}
Or S, (K) et A,(K) étant deux sev de M, (K),

{0} C Sn(K) N A (K)
Ainsi,

Sn(K) N A, (K) = {0}
et la somme est directe.

Démontrons que

My (K) € Sn(K) 4 An(K)

A My(K) = A= L (A1 4) + 1 (A" 4)

1

2
1 t

OnposeS:§(A+ A).Ona

9= - (PA+ A) = § — S € 9, (K)

N | =

On pose T' = (A —t A). On a

N

'S=-("A-A)=-T =T € 4,(K)

N | —
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D’ou
M, (K) C Sp(K) + An(K)

Or S, (K) et A, (K) étant deux sev de M, (K),
SulI) + 4, (K) < My (K)

Ainsi,

*x Remarque :

n(n+1)

dim Sy, (K) = — et dim A,(K) = M

2

o Exemple :

a b c
S=1b d d |eS3K)

c d a
S = aE1 +b(E1 + Ea1) 4 ¢ (E13 + E31) + d (Ea3 + E3z) 4 a’'Eg + a” E33.
3(3+1)

=6
2

Matrices inversibles :

Définition 13 :
A € M,(K) est dite inversible s’il existe B € M, (K) tel que AB = BA = I,. Dans ce cas, B
s’appelle I'inverse de A et sera noté B = A~

* Remarques :

1. A est inversible si, et seulement si, elle I'est & gauche ou & droite.

2. Si A= ( “ Z ) € My(K), A est inversible si, et seulement si, ad — be # 0.
c

o Exemple :

Vérifions si A est inversible et déterminons dans ce cas A~!. Soit B € My(R).

B—1 e (12 ab\_(10) __ (at2e bt2d \_(10
2 3 4 cd] o1 3a+4c 3b+4d |\ o 1

a+2c=1 @=-2
L. ) brd=0 =1

3a+4c=0 =3

3b+4d =1 d:_%
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*x Remarques :

1. L’inverse d’une matrice, lorsqu’il existe, est unique.

2. Si A, B € M,(K) sont inversibles, il en est de méme de AB et on a (AB)™! = B~1A~L.

Définition-proposition 1/ :

L’ensemble GL,(K) = {matrices inversibles d’ordre n} est un groupe pour la multiplication des
matrices (sous-groupe de (M, (K), x)), appelé le groupe linéaire de degré n.

3.2 Matrices et applications linéaires

@ﬁnition 15 : \

On considere F et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et m, et f: £ — F

une application linéaire. Soit B = (e;);<;<,, une base de E, et B’ = (e}),,.,, une base de F.. On
appelle matrice de f dans les bases B et B’ (ou matrice représentative de f) la matrice A € M, ,,(K)
notée M(f; B, B') et définie par :

a1 19 e A1n
a1 a29 . Aon
A=
aOml1 Om2 ... Omn
N 7 /
Q(alj, agj,m,amj) sont les coordonnées de f(ej) dans la base B’. J

Cas particulier : Si F = F, f € L(E) et si B' = B, alors M(f; B, B') sera notée M(f, B).

o Exemple :

fr R — R3
(,9,2) +— (y+z,2+212+Y)

Soient By = (e1,e2,e3) la base canonique de R? et B = (€], e}, €}) une autre base de R3, avec
ef =(-1,1,1), e}, = (1,-1,1), €4 = (1,1, —1). Déterminer M(f; By) et M(f; B, By).
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@)pm’étés 16 : \

Soient E, F' et G des espaces vectories de dimensions finies respectives n, m et p, et soient Bg, Bp
et Bg des bases respectives de F, F et G.

1. Soient u,v € L(E, F), alors
M(U+U;BE,BF) :M(U;BE,BF)+M(U;BE,BF)

(car pour tout = € E, (u+v)(z) = u(x) + v(zx)).
2. Soit u € L(E, F'), alors

VA €K, M()\U;BE,BF) = )\M(U;BE,BF)

(car pour tout = € E, (Au)(z) = Au(z)).

M(0z(g,Fy; B, B") = Opn

M(idp; B) = I,
5. Soient u € L(E,F), v € L(F,G), alorsvou € L(E,G), et

M (v ou; Bg, Bg) = M(v; Br, Bg).M(u; Bg, Br)

6. Si w : E — F est un isomorphisme (dans ce cas m = n), alors A = M (u; Bg, Br) est

inversible et

A7t = M(u™'; Bp, Bg)

N /

Isomorphisme entre My, ,(K) et L(E,F) ou E et F' sont des espaces vectoriels tels que dim E =n et dim F

Soit B une base de F et B’ une base de F.

¢: LE,F) —  Mpya(K) v Mpyn(K) — L(E,F)
u — M(u;B; B') A= (ai) u
ol .
VieN,, u(e)= Zaije;
i=1
i.€.

A= M(u; B, B")
@ est linéaire. Elle est bijective car
po =idy,, (k) et Yoy =idegr)

L’isomorphisme est dit canonique si F = K", F = K™, et B et B’ sont les bases canoniques de K"
et de K™ respectivement.
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Cas particulier :

L(E) =~ M,(K)
u  +— M(u,B)

ou dim E =n et B une base de E. Par exemple E = K".

Formule fondamentale :

ﬁ)pm’été 17 : \

Soient E et F' deux K-ev tels que dim E = n et dim F' = m. On note B = (e;) une base de E et
B’ = (€]) une base de F.
Soient x € E, y € F et A= M(u; B; B") = (a;j).

On a
n m
T = inei et y = Zyie;
i=1 i=1
oll
(Vi € Ny, z; € K) et (Vi € Ny, y; € K)
L1 Y1
On note X = : les coordonnées de x dans B et Y = : les coordonnées de y dans B’.
Ln Ym
Alors

y=u(r) =Y =AX

N /

Preuve_:
m
/
Vj e Ny, u(e;) = E a;je;
i=1
Donc
n n m m n
/ /
u(w) =Y wjule;) = ;Y age; =Y D> wjai | €
J=1 j=1 =1 i=1 \j=1
Or

m n
u(z) =y = Zyie; = VieN,, y= Z:Ujaij
i=1 Jj=1

)
D’autre part,
n
AX = E T Qg
J=1 1<i<m

Donc

n
Y=AX <= Vie N, y; = ijaij — y=u(r)
j=1
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Changement de base et matrices de passage :

@im’tion 18 : \

Soient E un K-ev de dimension finie n > 1, B = (¢;)1<i<n €t B’ = (€})1<i<n deux bases de E. On
appelle matrice de passage de B & B’ la matrice carrée d’ordre n :

PB,B’ = M(ZdE, B,, B)

N J

o Exemple :
Soient E = R3, By = (e1, €2, e3) la base canonique et B = (ug, ug, u3) ot uy = (0,1,1), ug = (1,0, 1)
et uz = (1,1,0) une autre base de R3.

011
Pp,p = 1 0 1
1 1 0
1
ui = ey + 3 e1 = —(—u1 + ug + us) X 11
uy =e1t+es — es = —(u1 — ug + ug) :>PBB0:§ 1 -1
U3 = €1 + ey 1 1 —1

ez = §(u1 + ug — ug)

@pm’éte’s 19 : \

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
1. Si B est une base de FE, alors
Ppp = M (idg, B) = I,
2. Soient B et B’ deux bases de E, alors Pgp/ est inversible et son inverse est Pg/g.

3. Soient B, B’ et B” trois bases de F, alors

PBB/PB/B// = PBBII

Preuve :

1. Evident.
2. Soient u = idg : E(B) — E(B’) et v=idg : E(B') — E(B).

idg =vou: E(B) — E(B) = M(idg; B) = M(v; B'; B).M (u; B; B') = I, = Pgp/Pp'p

D’ou le résultat.
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3. Soient u = idg : E(B") — E(B') et v =1idg : E(B') — E(B).

idg = vou : E(B") — E(B) = M((idg; B"; B) = M (v; B'; B).M (u; B"; B') = Pgpn = Pgp' P

Formule de changement de coordonnées :

Soit E un K-ev de dimension finie, B = (¢;) et B’ = (¢};) deux bases de E, et = € E.

n n

N

T = g rie; et r = E x;e;.
i=1 i=1

1 x)
On note X = X = : et P = Pgp € M,(K).
Tp x

Alors X = PBB’X/

Formule de changement de matrices :

Soient u € L(E, F), dim E =n, dim F = m, B et By deux bases de E, B’ et B} deux bases de F.
On note P = Ppp, et Q= PB’Bi'

Alors M (u; By; BY) = QM (u; B; B")P
Cas particulier : F = E, B = B’ et By = B}, alors M (u, B;) = P~'M(u, B)P.

o Exemple :

E =Ks[X], Bo=(1,X,X%) et B=(1,X —1,(X — 1)?) une autre base de E.
) E

“ P : pro € L(F). Déterminer M (u, By), en déduire M (u, B).

Rang d’une matrice :

Rappel : v € L(E, F) avec E de dimension finie. rg(u) = dim Im u = rg (u(B)).

Définition 20 :
Soit A = (ai;j) € My »(K). On appelle rang de A, I'entier naturel rg(A) qui est le rang des vecteurs
colonnes de A.

* Remarques :
1. On peut déterminer le rang de A en utilisant la méthode du Pivot de Gauss.
2. rg(A) <inf(m,n).
3. 7g(A) =0<= A=0.

o Ezxemple :
1

A:

S N =N
w

4
0
1
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Propriété 21 :

Caractéristiques du rang de A

Soit A € My, ,(K) et u: E — F 'unique application linéaire associée a A relativement aux bases
Bde E et B'de F. Alors rg A =rg u.

x Conséquences :

1. Le rang de A est égal au rang de 'application linéaire représentée par A dans des bases

quelconques.

2. Le rang d’une application linéaire u est égal au rang de la matrice représentative de u dans
des bases quelconques.

3. Soit E un K-ev de dimension n > 1 et F' = (y;)1<i<p une famille de vecteurs de E. Alors
rang de F est égal au rang de la matrice dont les colonnes sont formées par les coordonnées
de y; dans une base quelconque B de E.

Proposition 22 :
A € M, (K) est inversible si, et seulement si, , et seulement si, rg A = n.

Preuve :
Soit u I'unique endomorphisme de K" associé & A dans la base canonique By de K™. Les propriétés

siovantes sont équivalentes :

1. A= M(u, Bp) est inversible

2. u est un automorphisme de K™
3. Imu=K"

4. rgu=n

5 rg A=n.

Matrices équivalentes :

Définition 23 :

Soient A, A" € M, »(K). On dit que A et A’ sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles
P e M,(K) et Q € M,,(K) telles que A’ = Q-1 AP.

Définition équivalente :

A et A’ sont équivalentes si, et seulement si, elles représentent la méme application linéaire dans
des bases différentes : A = M(u; B; B') et A’ = M (u; By; BY).

*x Remarque :
i Squiv 3 i Squiv ) ~.
La relation “est équivalent &” est une relation d’équivalence. On la notera
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Proposition 2/ :

A € Mpyn(K) est de rang r, si, et seulement si, elle est équivalente & Jy,n(r) =

I Op e
< r nner ou I, € M,(K) est la matrice unité.

Om—r,r Om—r,n—r

Corollaire 25 :
Deux matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles ont le méme rang.

Preuve :
Si A ~ A, alors A et A’ représentent la méme application linéaire u. et par définition rg A =
rgu=rgA.

Sirg A=rg A =r,alors A~ Jpn(r) et A" ~ Jp,(r). Dot A~ A

Maitrices semblables :

Définition 26 :
A, A" € M,(K). On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P € GL,(K) tel que A’ = P~1AP.

* Remarques :

1. Si A et A’ sont semblables alors A et A’ sont équivalentes (Q = P).
2. La relation “est semblable a” dans M,,(K) est une relation d’équivalence.
3. Si A est semblable & A’ alors A est semblable & tA’.
A= PIAP =t A =t PLAY(PY) = Q71 AQ avee Q = P71
4. Si A’ = P71AP, alors Vn € N*, A" = p~1A"P.
(Par récurrence : pour n = 2, A% = (P*AP) (P~tAP) = P~1A?P).

Définition équivalente :

A et A’ sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme dans deux
bases différentes.

x Conséquence :
Deux matrices semblables ont le méme rang. La réciproque n’est pas toujours vraie.

Trace d’une matrice :

Définition 27 :

Soit A = (a;j) € M, (K). On appelle trace de A le scalaire tr(A) = Z @ij.
i=1
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@)pm’étés 28 : \

A,B € M,(K), A e K.
1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
2. tr(AA) = Mr(A).
tr: My(K) — K
A —  tr(A)

4. tr(AB) = tr(BA)
N J

x Conséquence :

3.

est une application linéaire.

Deux matrices semblables ont la méme trace.

Preuve :
Soient A et A’ deux matrices semblabes de M, (K). Il existe alors P € G L, (K) tel que A’ = P~'AP.

A'=P AP = (PT'A) P = tr(A) =tr (PT'A) P) = tr (P (P'4)) = tr(A)

Définition 29 :
Soit u € L(E). On appelle trace de u et on note tr(u) la trace de la matrice qui représente u dans

une base quelconque.
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Chapitre 4

Déterminants et systemes linéaires

4.1 Permutations

N, ={1,..,n}.

Définition 1 :
Une permutation o de N,, est une bijection de N,, dans lui-méme notée :

o 1 2 ... n
o) a2 .. on) )

On note S,, = {permutations de N,,}. Card S,, = nl.

Définition 2 :
On appelle transposition 7;; de N,, toute permutation qui échange deux éléments ¢ et j de N,, et

. . . 1 2 .. ¢ .. 5 .. n
laisse tous les autres invariants :7;; = 1 9 i s .
J 1 n

Théoréeme 3 :
Toute permutation est la composée d’'un nombre fini de tanspositions : ¢ = 7 o... o 7.

Définition 4 :
Inversion et signature

1. Soit o € S,,. On appelle inversion de o tout couple (o(i),o(j)) tel que i < j et o (i) > o(j).
(—1

2. On note I(o) le nombre de ces inversions. On appelle signature de o Uentier e(o) = )@,
3. On dit que la permutation est paire (resp. impaire) si (o) =1 (resp. (o) = —1)
o Ezxemple :
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Les inversions de o sont : (2,1), (3,1), (4,1), (5,1), (5,4).

I(0) =5, e(0) = (—1)° = —1. La permutation est impaire.

@pm’étés 5

1. Sie=idy,e(e) = (-1)° = 1.
2. Si 7 est une transposition, ¢(7) = —1.

3. e(cod’) =e(o)e(d).

\4. e(o™1) = (o).

4.2 Déterminant d’une matrice

Soit A = (az-j) S Mn(K>

Définition 6 :
On appelle déterminant de A le scalaire noté |A| ou det(A) et défini par :

det(A) = > &(0)o(1)1 - - - Ao(n)n
O'ESTL

termes il y a le produit des éléments de la diagonale principale)

C’est une somme de n! termes et chaque terme est un produit de n éléments de A. (Parmi ces n!

~

/

o Exemple :

1. n =2 Ny = {1,2}. On a 2 permutations possibles :

1 2 1 2
e= et 7=
(13)er=(27)

det(A) = 5(6)%(1),1%(2),2 + E(T)aT(l),laT(Q),Q = 11022 — G12021.
a b

D i A=
onc si <c d

> , det(A) = ad — be.

2. n =3, On a 6 permutations possibles :

1 2 3 12 3 12 3
o1 (123)’5(01) b 02 (231)’5(02) R (312
123 12 3 12 3
g4 (2 1 3>75(U4) ; 05 (1 3 2)76(05) y 06 <3 9 1

ail a2 aiz ail a2
G21 Q22 a23 a1 G22
a31 a32 az3z azr a32

det(A) = 11022033 + 012023031 + 13021032 — 412021033 — 411023032 — G13022031
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@)pm’éte’s 7 : \

Soient A = (a;;), B = (bij) € Myp(K)

1. det(l,) = 1.

2. det(AB) = det(A)det(B) = det(BA).
1
 det(A)
4. Deux matrices semblables ont le méme déterminant (A’ = P~1AP).

5. det(tA) = det(A).

\6. Si A est triangulaire det(A) = ajy ... app.- J

3. Si A est inversible, alors det(A™1)

Déterminant d’un endomorphisme et d’une famille de n vecteurs :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Définition 8 : \

1. Soit u € L(E). On appelle déterminant de u et on note det(u) le déterminant de la matrice

qui représente u dans une base quelconque : soit B une base quelconque de FE, alors
det(u) = det (M (u; B))

2. Soient B = (e;) base de E et (x1,...,x,) une famille de n vecteurs de E. On appelle
déterminant de (x1,...,z,) dans B, et on note detg(x1,...,zy) le déterminant de la matrice

\ formée par les composantes de (x1, ..., z,,) dans la base B. J

Propriété 9 :
Propriété fondamentale
(21, ...,xy) est libre si et seulement si detp (z1, ..., z,) # 0

Théoreme 10 :
Soit A = (ai;) € M, (K). Alors det(A) = det (Ch,...,Cp) ol les C; sont les vecteurs colonnes de A
(exprimés dans la base canonique By de K").
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4.3

Calcul d’un déterminant

{mpm’étés 11 : \

1.

det(A) ne change pas si on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes :

det (Cl, ey Cn) =det | C4,...,C;_1,C; + Z OéjCj, Cit1, .-, Cp
J=1, j#1

VA €K, det (Cl, vy Ci_1, AC, Ci+1; ceny Cn) = Adet (Cl, ceey Cn)

Donc det(AA) = det (ACY, ..., \Cy,) = N'det (Cy, ..., Cy) = A\"det(A).

det(A) = 0 si et seulement si (C, ..., Cy,) est liée (en particulier si l'une des colonnes est nulles
ou deux colonnes sont colinéaires).

. Sil'on permute deux colonnes de A, le déterminant change de signe.

K&S.

A est inversible si et seulement si det(A) # 0. J

*x Remarque :

Comme det (tA) = det(A), toutes les propriétés concernant les colonnes d’une matrice restent

valables pour les lignes.

Définition 12 : \

N

Soit A = (aij) € MH(K>
1.

On appelle mineur de a;; le déterminant de la matrice d’ordre n — 1 obtenue a partir de A
en supprimant la i€ ligne et la j¢¢ colonne. On le note Agj.

o Exemple :
1 30
1 3
A=\ -2 5 7 |, A= 40 —12.
4 0 8

On appelle cofacteur de a;;, le scalaire cof (a;;) = (—1)"7A;;.
o Exemple :
Dans Pexemple précédent, cof (ass) = cof(7) = (—=1)2T3(—=12) = 12

Formule (développement selon la i°™ ligne) :

Formule (développement selon la j&™

n

det(A) = iaikcof(aik) = Z(—l)”kaikAik
k=1

k=1

¢ colonne) :

n

det(A) = apjeof(ag;) = Y (=1)Fag;Ay,
k=1

k=1
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o Exemples :

1 -1 3 2
La=| 20 b , det(A) = —126.
3 5 0
4 1 7
1 a o?
2. A= 1 B B2 |,det(A) = (B—a)(y—a)(y—pB).
v oy

Tableau des signes de (—1)"+7 :

all ar2 A1
a21 aon
anl1 Ap2 ... Qpn

4.4 Applications des déterminants

4.4.1 Calcul de l'inverse d’une matrice

Théoreme 13 :
A € M, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Définition 14 :
Soit A = (aij) S Mn(K)
1. On appelle comatrice de A, la matrice com(A) = (cof(ai;)) € My (K).
A =

2. On appelle matrice complémenatire de A, la matrice t com(A).

o Ezxemple :

3
com(A)z(_Zl3 _12>,121:<_42 _13>

Théoréeme 15 :
VA € M,(K), AA = det(A)I,
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x Conséquence :

1
Si A est inversible alors det(A) # 0, A (

det(A)

1 -
det(A)

fl) =1,. Donc A™! =

o Exemple :

1 1 4 —
A= ( 5 i), det(A) =4 —6 =—2 # 0, donc A est inversible. Al——2< 3 )

4.4.2 Caractérisation du rang d’une matrice

Définition 16 :
Soit A = (ai;j) € My, »(K). On appelle mineur d’ordre p de A, le déterminant d’une matrice carrée
d’ordre p extraite de A (en éliminant m — p ligne et n — p colonnes). Le nombre de mineurs d’ordre
p est Ch, x CF.

o Exemple :
1 2 3
A=14 5 6
7T 8 9
L2 = —6, 46 = —06, L2 = —3 sont des mineurs d’ordre 2.
7 8 79 4 5
1 , .
‘ 5 n’est pas un mineur.

Théoréeme 17 :
Le rang d’une matrice A € My, ,(R) est le plus grand entier naturel p < min(m,n) tel qu’il existe
un mineur d’ordre p de A non nul.

Ezxplication :

Soit A € My, »,(K). Supposons que n < m. Donc min(m,n) = n.

On regarde les mineurs d’ordre n. Si I'un d’entre eux est non nul, alors rg(A) = n. Si tous sont
nuls, on regarde les mineurs d’ordre n — 1.

Si I'un d’eux est non nul, rg(A) = n — 1, sinon on regarde les mineurs d’ordre n — 2.

o Exemples :

1. A= € M473(K). rg(A) <3.

Tt W N
S N O =
o ot O O
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1 10
2 0 0|=50-2)=-10# 0, donc rg(A) = 3.
3 2 5
10
22 A= 2 0 |,r9(A4) <2
3 5
; g =10 # 0, donc rg(A) = 2.

4.4.3 Systemes linéaires

Définition 18 :

On appelle équation linéaire toute équation de la forme u(z) =bouu € L(E,F),z € Eetbe F.

Cette équation admet des solutions lorsque b € I'm u.

@?m’tion 19 :

1171 + @122 + ... + A1pxTp = b1
a1 x1 + agrs + ... + agpxy = by

Am1T1 + Ama®2 + ...+ AmpTp = by,

b1, ..., b, s’appellent les éléments du second membre.

On appelle systeme d’équations linéaires de m équations a p inconnues tout systeme de la forme :

Les a;; s’appellent les coefficients du systeme, 21, ...,x, s’appellent les inconnues du systeme, et

~

/

Equation linéaire :

(I) <= u(z)=0b (II)
ou z = (x1,..,2p), b = (b1,...,bp), et u € L(KP,K™).

FExpression matricielle :

a1 ... Ql1p I b1
On note A = : : , X = : et B =

Am1 - Qmp Tp bm

(I) < AX = B (III)
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Définition 20 :
1. A s’appelle la matrice du systeme.
2. On dit que le systéeme est homogene si B = 0.

3. On dit que le systéme est compatible (resp. incompatible) s’il admet des solutions (resp.
n’admet pas de solutions).

Condition de compatibilité :

On pose r = rg(A).
Premier cas : r = m (m étant le nombre d’équations)

Dans ce cas u est surjective et le systeme est compatible. En effet,

rg(A) =m = rg(u) =m=dim K" = dim Im u=dim K" = Im v =K"

Cas particulier, sir =m=p :

Dans ce cas, A est inversible et le systeme s’appelle systeme de Cramer. Il admet une solution
unique obtenue par :

‘ A;
Vi € Ny, x; = A

oit A = det(A) et A; est le déterminant de la matrice obtenue & partir de A en remplagant la i°™®
colonne de A par

b1

Deuxiéme cas : 7 < m

Il existe un mineur d’ordre r non nul extrait de A (tous les mineurs d’ordre > r sont nuls).

ail ... Qir

asl ... Qop
Supposons que A = | #0

Ar1 ... Qpp

A s’appelle le déterminant principal. Avec ce choix de A, les r premiéres équations s’appellent
les équations principales, et les r premiéres inconnues s’appellent les inconnues principales (il y a
m — r équations non principales et p — r incommues non principales).
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Définition 21 : \

On appelle déterminant caractéristique associé a I’équation non principale numéro j, le déterminant
d’ordre r + 1 obtenu de la maniere suivante :

by

Il existe m — r déterminants caractéristiques.
(On ajoute a A la ligne formée par les coefficients des inconnues principales de ’équation j, et la

{lonne formée par les seconds membres des équations principales et de I’équation j,) J

Théoréeme 22 :
Le systeme (I) est compatible si et seulement si tous les déterminants caractéristiques sont nuls.

Résolution du systéme dans le cas ot il est compatible :

On résoud le systeme formé par les équations principales aux inconnues principales :

ai1x1 + ...+ a2, = by — A1 p+1Tr+1 — -+ - — Q1 pTp
a21x1 + ...+ Ar Ty — bg — @2 r41Tp41 — - - — A2 pTp
AT+ o ATy = bp — Ay 1Tr g1 — ..o — G pTp

La matrice de ce systéme a comme déterminant A # 0, d’ou le systéme obtenu est un systeme de
Cramer.

On note que 1, ..., z, dépendent de x,1, ..., 2, et que donc il existe une infinité de solutions.
4.4.4 Diagonalisation d’'une matrice

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u € LK et A € M, (K).

Définitions 23 : \

Soient A € M, (K) et u € L(K).

1. On dit que X € K est une valeur propre (vp) de u (resp. de A) s'il existe x # O (resp. X # 0)
tel que u(x) = Az (resp. AX = \X)
2. On appelle vecteur propre de A associée a )\, tout X € (K")* tel que AX = AX (resp.
u(z) = A\z), i.e. tout X € (K")* tel que X € Ker(A — A\1,,) (resp. x € Ker(u — Nidg)).
3. On appelle spectre de u (resp. A) et on note Sp(u) (resp. Sp(A)) 'ensemble des vp de u (resp.
A).
Sp(u) = {1, ...s At}

4. On appelle sous-espace propre de A (resp. u) associé a A le sev de K" noté et défini par
\ SEP(A,\) = Ex(A) = Ker(A — \I,,) (resp.SEP(u,\) = Ex(u) = Ker(u — Adg) ). J
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Définition-proposition 24 :

On appelle polynéme caractéristique de A (resp. u)le polyndéme de degré n noté et défini par
T4 (X) =det(A— XI) (resp. det(u — Xidg)).

Proposition 25 :

Les valeurs propre de A (resp. u)sont les racines du polynéme caractéristique de A (resp. u).

Définition 26 :
Soit A une vp de u (resp. A). On appelle ordre de multiplicité de A, son ordre de multiplicité en
tant que racine de m, (resp. m4).

* Remarque :
Si E est un ev de dimension finie n et de base B, u € L(E) et A = M (u, B), alors :

- A € K est une valeur propre de w si et seulement si A est une valeur propre de A.
- € E est un vecteur propre de u associé a A si et seulement si X € M, ;(K) est un vecteur
propre de A associé a A\, X étant le vecteur colonne formé des composantes de x dans la base

B.

Définition 27 : \

1. Une matrice A € M, (K) est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

2. Un endomorphisme u de F est dit diagonalisable si sa matrice dans une base quelconque est
diagonalisable, ou de maniere équivalente s’il existe une base B dans laquelle M (u, B) soit
diagonale. De maniere équivalente, u est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base

K de F formée de vecteurs propres de u. J

Proposition 28 :
Soient B une base de E, u € L(E) et A = M(u; B). Alors u est diagonalisable si, et seulement si,
A est diagonalisable.

{héoréme 29 : \

Soit u € L(FE) (resp. A € M,(K)). On note pour tout A € Sp(u) (resp. Sp(A)), dy lordre de
multiplicité de la vp \. Alors : u (resp. A est diagonalisable si, et seulement si,

7y (resp. m4) est scindé
VA € Sp(u) (resp. Sp(u)), dim Ex(u) = dy (resp. dim SEP(A,\) = d))

o J
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Proposition 30 :

Si les valeurs propres de A sont simples (racines simples de I14 (X)), alors A admet n valeurs propres
Aly sy A deux & deux distinctes.

Pour tout i € N,,, on note x; une valeur propre associée a \;. Alors B = (x1,...,x,) est une base
de K™ et A est semblable & une matrice diagonale A’ = P~1AP, avec P = Pp,B, By étant la base

canonique de K.




