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2.2 Image et noyau d’une application linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

K = R ou C (parfois Q).

1.1 Lois de composition et rappels de structures algébriques
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Définitions 1 :

1. Une loi de composition interne (lci) sur un ensemble E est une application de E×E dans E,

notée en général ∗ (ou ⊤, ⊥, ◦, +, ·, −) :

E × E −→ E

(x, y) 7−→ x ∗ y

2. La loi ∗ est dite associative, si

∀x, y, z ∈ E, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

3. On dit que ∗ est commutative si :

∀x, y ∈ E, x ∗ y = y ∗ x

4. On dit que e ∈ E est un élément neutre pour ∗ si

∀x ∈ E, e ∗ x = x et x ∗ e = x

5. On dit que a ∈ E est régulier (ou simplifiable) si :

∀x, y ∈ E, [(a ∗ x = a ∗ y =⇒ x = y) et (x ∗ a = y ∗ a =⇒ x = y)]

6. On dit que x est symétrisable, s’il existe y ∈ E tel que x ∗ y = e = y ∗ x. Dans ce cas, y

s’appelle le symétrique de x.

Notations :

Si la loi est notée +, y s’appelle l’opposé de x et sera noté −x.
Si la loi est notée ·, y s’appelle l’inverse de x et sera noté x−1.
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Définition 2 :

Un groupe est un couple (E, ∗), où E est un ensemble et ∗ une lci sur E tels que :

· la loi ∗ est associative.

· la loi ∗ possède un élément neutre e.

· tout élément de E est symétrisable :

∀x ∈ E, ∃x′ ∈ E ; x ∗ x′ = x′ ∗ x = e

On dit que le groupe est abélien (ou commutatif) si la loi ∗ est commutative.

�
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Propriété 3 :

Dans un groupe, tout élément est régulier.
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Définition 4 :

Une loi de composition externe (lce) sur un ensemble E est une application de K× E dans E

K× E −→ E

(α, x) 7−→ α.x

1.2 Structure d’espaces vectoriels

Soit E un ensemble non vide muni d’une lci notée “+” et d’une loi de composition externe (lce)

notée “·”.
E ×E −→ E

(x, y) 7−→ x+ y

K× E −→ E

(α, x) 7−→ α.x'
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Définition 5 :

On dit que (E,+, .) est un espace vectoriel (ev) sur K ou un K-ev si :

1. (E,+) est un groupe abélien :

+ est commutative, associative, admet un élément neutre noté 0E et tout x ∈ E est

symétrisable de symétrique −x appelé opposé de x.

2. La lce · vérifie
(E1) ∀α ∈ K, ∀x, y ∈ E, α.(x+ y) = α.x+ α.y

(E2) ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ E, (α+ β) .x = α.x+ β.x

(E3) ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ E, (αβ) .x = α. (β.x) = β. (α.x)

(E4) ∀x ∈ E, 1.x = x

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés scalaires.

⋄ Exemples :
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1. K est un K-ev (la loi interne est l’addition dans K, la loi externe est la multiplication dans

K).

2. (K[X],+, .) est un K-ev, K[X] étant l’ensemble des polynômes à coefficients dans K.

3. Pour tout n ∈ N∗, Kn = {(x1, . . . , xn) ; ∀i ∈ Nn, xi ∈ K} est un K-ev pour les lois suivantes :

∀ (x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn) ∈ Kn, (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

∀α ∈ K, ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Kn, α (x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn).

4. Si E est un ensemble non vide et F un K-ev, FE = {applications de E dans F} est un K-ev

pour les lois suivantes :

∀f, g ∈ FE ,
f + g : E −→ F

x 7−→ (f + g)(x) = f(x) + g(x)

∀α ∈ K, ∀f ∈ FE ,
αf : E −→ F

x 7−→ (αf)(x) = αf(x)

Le zéro de l’espace est l’application nulle, et l’opposé de f est :

−f : E −→ F

x 7−→ −f(x)

5. Cas particuliers : KK est un K-ev, C est un R-ev, C est un C-ev, R est un R-ev, mais R n’est

pas un C-ev.

⋆ Remarque :

Un C-ev est un R-ev mais la réciproque n’est pas vraie en général.
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Propriétés 6 :

Règles de calcul : Soit E un K-ev.

1. ∀α ∈ K, α0E = 0E .

2. ∀x ∈ E, 0x = 0E .

3. ∀α ∈ K, ∀x ∈ E, [αx = 0E =⇒ (α = 0 ou x = 0E)].

4. ∀α ∈ K, ∀x ∈ E, α(−x) = −(αx) = (−α)x.
En particulier :

∀x ∈ E, −x = (−1)x = 1(−x).

Preuve :

1. Soit α ∈ K
Pour tout x ∈ E, on a

α(x+ 0E) = αx+ α0E =⇒ αx = αx+ α0E =⇒ α0E = 0E .

2. Soit x ∈ E.

Pour tout α ∈ K, on a

(0 + α)x = 0x+ αx =⇒ αx = 0x+ αx =⇒ 0x = 0E .

3. Soient α ∈ K et x ∈ E. Supposons que αx = 0E .

Comme α ∈ K, alors α = 0 ou α ̸= 0.

Si α ̸= 0, α−1 existe.
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αx = 0E =⇒ α−1 (αx) = α−10E
=⇒

(
α−1α

)
x = 0E

=⇒ 1x = 0E
=⇒ x = 0E

4. Soient α ∈ K et x ∈ E.

0x = 0E =⇒ (α+ (−α))x = 0E =⇒ αx+ (−α)x = 0E =⇒ (−α)x = −(αx)

α0E = 0E =⇒ α (x+ (−x)) = 0E =⇒ αx+ α(−x) =⇒ α(−x) = −(αx)

Notations :

Pour x, y ∈ E, x+ (−y) sera noté x− y. En particulier, pour α ∈ K, α(x− y) = αx− αy.

1.3 Sous-espaces vecoriels (sev)'
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Définition 7 :

Soit E un K-ev et F ⊂ E. On dit que F est un K-sev de E si :

◦ F est un sous-groupe de (E,+) i.e.{
0E ∈ F

∀x, y ∈ F, x− y ∈ F

◦ ∀α ∈ K, ∀x ∈ F, α.x ∈ F (stabilité pour la loi ·).

∗ Conséquences :

Soit E un K-ev.

1. {0E} et E sont des sev (triviaux).

2. Un sev F de E est un K-ev pour les lois :

F × F −→ F

(x, y) 7−→ x+ y

K× F −→ F

(α, x) 7−→ α.x

'
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Propriété 8 :

Caractérisation d’un sev

Soit E un K-ev F ⊂ E.

F est un sev de E ⇐⇒


0E ∈ F

∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F

∀α ∈ K, ∀x ∈ F, α.x ∈ F

⇐⇒

{
F ̸= ∅
∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ F, α.x+ β.y ∈ F

⇐⇒

{
0E ∈ F

∀α ∈ K, ∀x, y ∈ F, α.x+ y ∈ F
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⋄ Exemple :

1. E = R3 (R-ev).
F =

{
(x, y, z) ∈ R3 ; x− 2y + 3z = 0

}
. F est-il un sev de E ?

0E = (0, 0, 0) ∈ F car 0− 2.0 + 3.0 = 0.

∀α ∈ R, ∀x = (x1, y1, z1), y = (x2, y2, z2) ∈ F, αx+ y = (αx1 + y1, αx2 + y2, αx3 + y3).

αx1 + y1 − 2 (αx2 + y2) + 3 (αx3 + y3) = α (x1 − 2x2 + 3x3) + y1 − 2y2 + 3y3 = 0.

Par suite, αx+ y ∈ F .

D’où F est un sev de E.

2. n ∈ N, Kn[X] = {P ∈ K[X] ; deg P ≤ n} est un sev de K[X].

Sev engendré par une partie :

Soit E un K-ev.�
�

�
�

Théorème 9 :

Toute intersection de sev de E est un sev de E.

Preuve :

Soit I une famille d’indices, (Fi)i∈I une famille de sev de E et F =
∩
i∈I

Fi

On a :

∀i ∈ I, 0E ∈ Fi =⇒ 0E ∈ F

Soient α ∈ K, x, y ∈ F ,

x, y ∈ F =⇒ ∀i ∈ I, x, y ∈ Fi =⇒ ∀i ∈ I, αx+ y ∈ Fi =⇒ αx+ y ∈ F

D’où F est un sev de E.'
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Définition-proposition 10 :

Soit X une partie non vide de E. L’intersection de tous les sev de E contenant X est un sev de E.

C’est le plus petit sev de E (pour l’inclusion) qui contient X. On le note V ect(X) et on l’appelle

le sev engendré par X :

V ect(X) =
∩

F sev de E
X⊂F

F

'
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Propriétés 11 :

1. ∀X, Y ⊂ E, (X ⊂ Y =⇒ V ect(X) ⊂ V ect(Y )).

2. Soit X ⊂ E.

X est un sev de E si, et seulement si, V ect(X) = X.
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Définitions 12 :

1. Soit X = {x1, . . . , xn} une partie finie de E. On appelle combinaison linéaire d’éléments de

X tout vecteur de la forme
n∑

i=1

αixi

où pour tout i ∈ Nn, αi ∈ K.

2. Si X est infini, une combinaison linéaire d’éléments de X est de la forme

m∑
i=1

αixi

où m ∈ N∗, et pour tout i ∈ Nm, αi ∈ K et xi ∈ X.

'
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Théorème 13 :

Soit X une partie non vide de E.

V ect(X) = {Combinaisons linéaires d’éléments de X}

Preuve :

La démonstration sera faite dans le cas où X est une partie finie de E. Posons X = {x1, . . . , xn} et

notons F = {Combinaisons liéaires d’éléments de X}. Pour démontrer que F = V ect(X), il faut

démontrer :

1. F est un sev de E.

2. X ⊂ F .

3. Si H est un sev de E tel que X ⊂ H, alors F ⊂ H.

1. F est un sev de E :

◦ 0E = 0.x1 + . . .+ 0.xn ∈ F .

◦ Soient α ∈ K et x, y ∈ F . Il existe donc pour tout i ∈ Nn, αi ∈ K et βi ∈ K, tels que

x =

n∑
i=1

αixi, y =

n∑
i=1

βixi.

αx+ y = α

n∑
i=1

αixi +

n∑
i=1

βixi =

n∑
i=1

(α.αi + βi)xi

avec pour tout i ∈ Nn, α.αi + βi ∈ K, donc αx+ y ∈ F .

2. X ⊂ F :

∀i ∈ Nn, xi = 0.x1 + . . .+ 0xi−1 + 1.xi + 0xi+1 + . . .+ 0xn ∈ F .

3. Soit H un sev de E tel que X ⊂ H. Démontrons que F ⊂ H :

Soit x ∈ F . Pour tout i ∈ Nn, il existe αi ∈ K, tel que x =
n∑

i=1

αixi, αi ∈ K, xi ∈ X.

∀i ∈ Nn, αi ∈ K, xi ∈ X ⊂ H =⇒ ∀i ∈ Nn, αixi ∈ H (H sev) =⇒ x =
n∑

i=1

αixi ∈ H
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Donc F ⊂ H.

Somme de sev :

'
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Définitions 14 :

1. Soient F et G des sev de E. Le sev somme de F et G est le sev noté et défini par :

F +G = V ect (F ∪G)

2. Soient F1, . . . , Fn des sev de E. La somme de F1,...,Fn, est le sev noté et défini par

n∑
i=1

Fi = V ect

(
n∪

i=1

Fi

)

'
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Proposition 15 :

Caractérisation de la somme

1. Soient F et G des sev de E,

F +G = {z ∈ E ; ∃(x, y) ∈ F ×G, z = x+ y}

2. Soient F1, . . . , Fn des sev de E,

n∑
i=1

Fi =

{
z ∈ E ; ∃ (x1, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

Fi, z =

n∑
i=1

xi

}

Preuve :

1. On pose H = {z ∈ E ; ∃(x, y) ∈ F ×G, z = x+ y}. Démontrons que H = V ect(F ∪G).
◦ H est un sev de E :

0 = 0 + 0 ∈ H, car 0 ∈ F et 0 ∈ G.

Soient α ∈ K, z1, z2 ∈ H. Donc z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2, avec x1, x2 ∈ F et y1, y2 ∈ G.

αz1 + z2 = α (x1 + y1) + x2 + y2 = (αx1 + x2) + (αy1 + y2) ∈ H

puisque αx1 + x2 ∈ F (sev) et αy1 + y2 ∈ G (sev).

◦ F ∪G ⊂ H :

∀x ∈ F, x = x+ 0 ∈ H (0 ∈ G).

Donc F ⊂ H. On démontre de même que G ⊂ H.

◦ Soit A un sev tel que F ∪G ⊂ A. Démontrons que H ⊂ A :

Soit z ∈ H, donc z = x+ y, avec x ∈ F et y ∈ G.

Or F ⊂ F ∪G ⊂ A, donc x ∈ A

G ⊂ F ∪G ⊂, donc y ∈ A

A étant un sev de E, on a z = x+ y ∈ A.

Donc H ⊂ A.
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2. Par récurrence sur n ≥ 2 et en utilisant la propriété pour n = 2.

Somme directe de sev :'

&

$

%

Définitions 16 :

1. Soient F et G des sev de E. F +G est dite directe si

∀z ∈ F +G, ∃!(x, y) ∈ F ×G ; z = x+ y

On note F ⊕G.

2. Soient F1, . . . , Fn des sev de E.

n∑
i=1

Fi est dite directe si

∀z ∈
n∑

i=1

Fi, ∃! (x1, . . . , xn) ∈
n∏

i=1

Fi ; z =
n∑

i=1

xi

On note

n⊕
i=1

Fi.

'
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Propositions 17 :

Caractérisation d’une somme directe

1. Soient F et G des sev de E.

F +G = F ⊕G ⇐⇒ F ∩G = {0E}
⇐⇒ ∀(x, y) ∈ F ×G, [x+ y = 0 =⇒ (x = 0 et y = 0)]

2. Soient F1, . . . , Fn des sev de E.

n∑
i=1

Fi =

n⊕
i=1

Fi ⇐⇒ ∀j ∈ Nn, Fj ∩


n∑

i = 1

i ̸= j

Fi

 = {0E}

⇐⇒

[
∀ (x1, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

Fi,

(
n∑

i=1

xi = 0 =⇒ (∀i ∈ Nn, xi = 0)

)]

Preuve :

1. (a) Démontrons que

F +G = F ⊕G⇐⇒ F ∩G = {0E}

· Démontrons que

F +G = F ⊕G =⇒ F ∩G = {0E}
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x ∈ F ∩G =⇒ (x ∈ F et x ∈ G) =⇒ (x = x+ 0E ∈ F +G et x = 0E + x ∈ F +G)

Comme la somme est directe, x admet une écriture unique, donc

x = 0E et F ∩G ⊂ {0E}

Or {0E} ⊂ F ∩G car F et G sont des sev de E, d’où l’égalité.

· Démontrons que

F ∩G = {0E} =⇒ F +G = F ⊕G

Supposons que F ∩G = {0E}, et soit z ∈ F +G.

Supposons que z = x1 + y1 avec x1 ∈ F et y1 ∈ G, et z = x2 + y2 avec x2 ∈ F et

y2 ∈ G.

Donc

x1 + y1 = x2 + y2 =⇒ x1 − x2 = y2 − y1 ∈ F ∩G = {0E}
=⇒ x1 − x2 = 0E et y2 − y1 = 0E
=⇒ x1 = x2 et y1 = y2

Donc l’écriture est unique :

∀z ∈ F +G, ∃!(x, y) ∈ F ×G ; z = x+ y

Donc F +G = F ⊕G.

(b) Démontrons que

F +G = F ⊕G⇐⇒ (∀(x, y) ∈ F ×G, x+ y = 0E =⇒ (x = 0E et y = 0E))

· Démontrons que

F +G = F ⊕G =⇒ (∀(x, y) ∈ F ×G, (x+ y = 0E =⇒ x = 0E et y = 0E))

On a

x+ y = 0E = 0E + 0E

Par unicité de l’écriture, x = y = 0E .

· Démontrons que

(∀(x, y) ∈ F ×G, (x+ y = 0E =⇒ x = 0E et y = 0E)) =⇒ F +G = F ⊕G

Supposons que z = x1 + y1, x1 ∈ F, y1 ∈ G et z = x2 + y2, x2 ∈ F, y2 ∈ G.

Donc (x1 − x2) + (y1 − y2) = 0E avec x1 − x2 ∈ F et y1 − y2 ∈ G.

Donc x1 − x2 = 0E , y1 − y2 = 0E , et x1 = x2, y1 = y2.

2. Par récurrence sur n ≥ 2.

Sev supplémentaires :

�

�

�

�
Définition 18 :

Soient F et G des sev de E. F et G sont dits supplémentaires dans E si, et seulement si E = F ⊕G
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Proposition 19 :

Soient F et G des sev de E.

E = F ⊕G⇐⇒

{
E ⊂ F +G

F ∩G = {0E}

1.4 Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-ev.

Terminologie :

Soit (x1, . . . , xn) une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est de cardinal p si on a p

indices différents (mais si i ̸= j, on peut avoir xi = xj). Dans certains livres, on confond famille et

partie {x1, . . . , xn}.

Familles libres - Familles liées :

'

&

$

%

Définitions 20 :

Soit B = (e1, . . . , en) famille de vecteurs de E.

1. On dit que B est libre si :

∀α1, . . . , αn ∈ K,

(
n∑

i=1

αiei = 0E =⇒ ∀i ∈ Nn, αi = 0

)

2. On dit que B est liée si elle n’est pas libre.

B est liée ⇐⇒ ∃α1, . . . , αn ∈ K ;

(
∃j ∈ Nn, αj ̸= 0 et

n∑
i=1

αiei = 0E

)

3. Une famille infinie X est dite libre si, et seulement si, toute sous-famille finie de X est libre.

4. Une famille infinie X est dite liée si, et seulement si, il existe une sous-famille de X qui est

liée.

Terminologie :

◦ Les vecteurs d’une famille libre (resp. liée) s’appellent des vecteurs linéairement indépendants

(resp. linéairement dépendants).

◦ Deux vecteurs liés sont dits colinéaires i.e. u, v ∈ E sont colinéaires s’il existe α ∈ K tel que

u = αv ou v = αu.

⋄ Exemples :

1. C est un R-ev. Dans cet espace, (1, i) est libre car

∀a, b ∈ R, (a.1 + bi = 0 =⇒ a = 0 et b = 0)
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Dans C considéré comme un C-ev, (1, i) sont colinéaires car (−i).1 + i = 0.

2. DansKn = {(x1, . . . , xn) ; ∀i ∈ Nn, xi ∈ K} considéré comme unK-ev, la famille (e1, . . . , en),

où e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ...),..., en = (0, ..., 0, 1) est libre.

En effet, soient α1, . . . , αn ∈ K,

n∑
i=1

αiei = 0 =⇒ α1(1, 0, ..., 0) + α2(0, 1, 0, . . .) + ...+ αn(0, ..., 0, 1) = (0, ..., 0)

=⇒ (α1, 0, ..., 0) + (α2, 1, 0, . . .) + ...+ (αn, ..., 0, 1) = (0, ..., 0)

=⇒ (α1, 0, ..., 0) + (α2, 1, 0, . . .) + ...+ (αn, ..., 0, 1) = (0, ..., 0)

=⇒ (α1, α2, . . . , αn) = (0, ..., 0)

=⇒ ∀i ∈ Nn, αi = 0

3. Kn[X] = {P ∈ K[X] ; deg P ≤ n} est un K-ev. La famille (1, X, . . . ,Xn) est libre car

∀α1, . . . .αn ∈ K,

(
n∑

i=1

αiX
i = 0 =⇒ ∀i ∈ Nn, αi = 0

)
(polynôme nul)

4. On considère dans R3, la famille (u, v, w) où u = (1, 1, 0), v = (1, 0, 1), w = (0, 1, 1). (u, v, w)

est libre car pour tous α, β, γ ∈ R,

αu+ βv + γw = 0 =⇒ (α+ β, α+ γ, β + γ) = (0, 0, 0)

=⇒


α+ β = 0

α+ γ = 0

β + γ = 0

=⇒ α = β = γ = 0

5. Soient, dans R3, u = (1, 1, 0), v = (1, 0, 0), et w = (0, 1, 0). (u, v, w) est liée car u = v + w.

⋆ Remarque :

u = v + w ⇐⇒ u+ (−1)v + (−1)w = 0

⋆ Remarques :

1. La famille ∅ est libre (convention).

2. La famille (x) est libre si, et seulement si, x ̸= 0E . En effet, si x ̸= 0, pour tout α ∈ K,

αx = 0E =⇒ α = 0

Réciproquement, si x = 0, alors 1.x = 0. donc la famille (x) est liée. D’où, par contraposition,

si (x) est libre alors x ̸= 0.

3. Toute famille contenant 0E est liée (0.x1 + . . .+ 1.0E + . . .+ 0.xn = 0E).

4. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

5. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
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Théorème 21 :

Caractérisation d’une famille liée

Soit B = (x1, . . . , xn) une famille de E. B est liée si, et seulement si, l’un de ses vecteurs est une

combinaison linéaire de tous les autres.

Preuve :

B est liée si, et seulement si, il existe α1, ..., αn ∈ K non tous nuls t.q.
n∑

i=1

αixi = 0E .

Ces scalaires n’étant pas tous nuls, il existe j ∈ Nn, tel que αj ̸= 0. Par suite, xj = −
n∑

i=1
i ̸=j

αi

αj
xi

Réciproquement, supposons que l’un des vecteurs de B est une combinaison linéaires des autres

vecteurs. Sans manque de généralité, supposons qu’il s’agit de x1. Alors il existe λ2, ..., λn ∈ K tels

que :

x1 =

n∑
i=2

λixi

D’où

1.x1 − λ2x2 − ...− λnxn = 0

Comme 1 ̸= 0, alors B est liée.

Familles génératrices :

�

�

�

�
Définition 22 :

Soit X une famille de vecteurs de E. On dit que X est une famille génératrice de E (ou que X

engendre E) si, et seulement si, E = V ect(X).

⋄ Exemples :

1. Dans C considéré comme un R-ev, (1, i) engendre E car

∀z ∈ C, ∃a, b ∈ R ; z = a+ ib

Ainsi,

∀z ∈ C, z ∈ V ect(1, i)

D’où C ⊂ V ect(1, i). De plus, comme (1, i) ⊂ C qui est un espace vectoriel, alors

V ect(1, i) ⊂ C

D’où

C = V ect(1, i)

2. Dans le K-ev, Kn, B = (e1, ..., en) engendre Kn car
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∀u = (x1, ..., xn) ∈ Kn, u = x1 (1, 0, ..., 0) + x2 (0, 1, 0, ..., 0) + ...+ xn (0, 0, ..., 1)

= x1e1 + ...+ xnen ∈ V ect B

D’où Kn ⊂ V ect B. De plus, B ⊂ Kn, et Kn est un espace vectoriel, donc V ect B ⊂ Kn.

D’où

Kn = V ect B

3. Soient u = (1, 2, 0), v = (−1, 3, 2), w = (5, 0,−1). (u, v, w) engendre-t-elle R3 ?

Soit h = (x, y, z) ∈ R3, α, β, γ ∈ R.

h = αu+ βv + γw ⇐⇒ (x, y, z) = (α− β + 5γ, 2α+ 3β, 2β − γ)

⇐⇒


x = α− β + 5γ

y = 2α+ 3β

z = 2β − γ

⇐⇒


α =

1

5
(−x+ 3y − 5z)

β =
1

15
(2x− y + 10z)

γ =
1

15
(4x− 2y + 5z)

Il existe donc α, β, γ ∈ R tels que h = αu+ βv + γw. D’où h ∈ V ect(u, v, w). Ainsi

R3 ⊂ V ect(u, v, w)

Comme de plus, (u, v, w) ⊂ R3 qui est un espace vectoriel, alors

V ect(u, v, w) ⊂ R3

D’où R3 = V ect(u, v, w) et (u, v, w) engendre R3.

'

&

$
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Définition 23 :

Espace vectoriel de dimension finie

E étant un K-ev, on dit que E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie, i.e. il

existe ,(e1, ..., en), une famille de E avec n ∈ N∗, t.q.

E = V ect (e1, ..., en)

Ainsi,

E = V ect (e1, ..., en) ⇐⇒

(
∀x ∈ E, ∃α1, .., αn ∈ K ; x =

n∑
i=1

αiei

)

⋄ Exemples :

1. C est un R-ev de dimension finie car il est engendré par (1, i).

2. K est un K-ev de dimension finie car (1) engendre K.

3. Kn[X] est un K-ev de dimension finie car (1, X, ...,Xn) engendre Kn[X].
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4. L’ensemble des polynômes K[X] est un K-ev de dimension infinie.

#

"

 

!

Définition 24 :

Base

Soit E un K-ev et B une famille de vecteurs de E. On dit que B est une base de E, si B est à la

fois une famille libre et génératrice de E.

⋄ Exemples :

1. C est un R-ev, B = (1, i) est une base.

2. Kn est un K-ev, B = (e1, ..., en) avec e1 = (1, 0, ..., 0) , ..., en = (0, ..., 0, 1) est une base de Kn

dite canonique.

3. Kn[X] est un K-ev, B = (1, X, ...,Xn) est une base de Kn[X] dite canonique.

#

"
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Théorème 25 :

Théorème fondamental

Si E est un K-ev de dimension finie admettant une famille génératrice de cardinal n ≥ 1, alors

toute famille libre de E a un cardinal p ≤ n.

∗ Conséquence :

Si E est un K-ev de dimension finie admettant une famille génératrice de cardinal n ≥ 1, alors

toute famille de cardinal p > n est nécessairement liée.

Lemme :

Soit E est un ev de dimension finie et x ∈ E. Si L est une famille libre de E et si L ∪ {x} est liée

alors x ∈ V ect(L).

Preuve :

Comme E est de dimension finie et L est une famille libre de E, alors L est une famille finie de E.

Notons alors L = (e1, ..., en). L ∪ {x} est liée, alors, il existe α, λ1, ..., λn ∈ K non tous nuls, tels

que

αx+

n∑
i=1

λiei = 0

Si α = 0, alors
n∑

i=1

λiei = 0

L étant libre,

∀i ∈ Nn, λi = 0

ce qui est en contradiction avec α, λ1, ..., λn ∈ K non tous nuls.

Donc α ̸= 0 et

x =
n∑

i=1

(
α−1λi

)
ei =⇒ x ∈ V ect(L)
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Théorème 26 :

Existence d’une base

Tout K-ev de dimension finie non nulle possède au moins une base. De plus toutes les bases de E

ont le même cardinal.

Preuve :

Soit E ̸= {0} un K-ev de dimension finie, et soit A = {card L ; L libre de E}.

E ̸= {0} =⇒ ∃x ∈ E ; x ̸= 0

Donc (x) est libre et 1 ∈ A. Donc A ̸= ∅.

De plus E est de dimension finie donc il existe n ∈ N∗ et une famille génératrice de E de

cardinal n. D’après le théorème fondamental, A est majorée par n, donc elle admet un pge noté

n0. Donc il existe une famille L0 libre dans E tel que Card L0 = n0.

Démontrons que L0 engendre E.

On a que V ect L0 ⊂ E. Démontrons que E ⊂ V ect L0.

Soit x ∈ E, donc x ∈ L0 ou x ∈ E − L0.

Si x ∈ L0, alors x ∈ V ectL0.

Si x ∈ E − L0, alors Card (L0 ∪ {x}) = n0 + 1 > n0 Donc Card (L0 ∪ {x}) /∈ A.

D’où L0 ∪ {x} est liée. Donc x ∈ V ect L0 car L0 est libre.

Par suite, E ⊂ V ect L0, et E = V ect L0.

Ainsi, L0 est une base de E

De plus si B et B0 sont deux bases de E, alors on a :

B est libre et B′ engendre E, donc Card B ≤ Card B′.

B′ est libre et B engendre E, donc Card B′ ≤ Card B.

Donc Card B = Card B′.

'

&

$
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Définitions 27 :

1. Soit E un K-ev de dimension finie. On appelle dimension de E et on note dimKE (ou dim E)

le cardinal d’une base quelconque de E.

2. Par définition dimK {0E} = 0 et ∅ est une base de {0E}.

⋄ Exemples :

1. dimRC = 2, dimCC = 1.

2. dimKKn = n.

3. dimKKn[X] = n+ 1
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⋆ Remarque :

Si dimCE = n, alors dimRE = 2n

'
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Théorème 28 :

Soit E un K-ev de dimension n ≥ 1.

1. Toute famille libre de E est de cardinal inférieur ou égal à n.

2. Toute famille libre de E de cardinal n est une base de E.

3. Toute famille génératrice de E est de cardinal supérieur ou égal à n.

4. Toute famille génératrice de cardinal n est une base de E.

Preuve :

1. découle du théorème fondamental.

2. Soit B une base de E, Card B = n. On pose B = (e1, ..., en) et on a que B est libre.

Soit x ∈ E.

Si x ∈ B, alors x ∈ V ect(B).

Si x ∈ E −B, alors

Card (B ∪ {x}) = n+ 1 > n

donc B ∪ {x} est liée, d’où x ∈ V ect(B).

Par suite E ⊂ V ect(B). D’où E = V ect(B).

3. Soit B une base de E et L une famille génératrice de E de cardinal m. B étant libre,

Card B ≤ Card L. Donc n ≤ m.

4. Soit G = (g1, ..., gn) une famille génératrice. Si G est liée, l’un de ses vecteurs est une com-

binaison linéaire des autres. Supposons que g1 =

n∑
i=2

αigi. Alors

∀x ∈ E = V ect(G), x ∈ V ect (g2, .., gn)

Donc (g2, .., gn) engendre E et est de cardinal n− 1. Contradiction avec la propriété 3. Donc

G est libre et par suite c’est une base de E.

'
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Théorème 29 :

1. De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2. Théorème de la base incomplète : Toute famille libre (de cardinal p) de E (de dimension n)

peut être complétée en une base de E (en lui ajoutant n−p vecteurs choisis parmi les vecteurs

d’une base donnée de E).

⋄ Exemple :

Compléter le vecteur u = (1, 2, 3) en une base de R3.

Comme u ̸= 0 alors (u) est libre, et on peut le compléter en une base de R3. (u, e1, e2) est-elle

libre ? Soit α, β, γ ∈ R t.q. αu1 + βe1 + γe2 = 0.
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(α, 2α, 3α) + (β, 0, 0) + (0, γ, 0) = (0, 0, 0)

(α+ β, 2α+ γ, 3α) = (0, 0, 0)
α+ β = 0

2α+ γ = 0

3α = 0

=⇒ α = β = γ = 0.

Donc (u, e1, e2) est libre et de cardinal 3 = dimRR3, donc c’est une base de R3.

∗ Conséquences :

Si E est un K-ev de dimension finie.

1. Une base de E est une famille libre maximale.

2. Une base de E est une famille génératrice minimale.

Coordonnées (ou composantes) d’un vecteur :

'
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Définition 30 :

Soient E un K-ev de dimension n ≥ 1, B = (e1, ..., en) une base de E et x ∈ E. Alors

∃! (x1, ..., xn) ∈ Kn ; x =

n∑
i=1

xiei

Les xi s’appellent les coordonnées (ou composantes) de x dans la base B.

⋆ Remarque :

L’unicité des composantes vient du fait que B est libre.

⋄ Exemples :

1. Dans R3, lorsque l’on écrit u = (1, 2, 3), (1, 2, 3) sont les coordonnées de u dans la base

canonique.

2. Soit B′ = (e′1, e
′
2, e

′
3) une autre base de R3 : e′1 = (0, 1, 1), e′2 = (1, 0, 1), e′3 = (1, 1, 0). Trouver

les coordonnées de u dans la base B′.

u = xe′1 + ye′2 + ze′3.

(1, 2, 3) = (0, x, x) + (y, 0, y) + (z, z, 0)

(1, 2, 3) = (y+z, x+z, x+y) ⇐⇒


y + z = 1 (1)

x+ z = 2 (2)

x+ y = 3 (3)

=⇒ 2x+2y+2z = 6 =⇒ x+y+z = 3 (4)

(4)− (1) =⇒ x = 2

(4)− (2) =⇒ y = 1

(4)− (3) =⇒ z = 0

D’où u = 2e′1 + e′2.



22 Espaces vectoriels

Dimensions de quelques espaces vectoriels de dimension finie :

Dimension d’un sev�

�

�

�
Théorème 31 :

Soit E un K-ev de dimension finie n ≥ 1 et F un sev de E. Alors F est de dimension finie et

dim F ≤ dim E. On a l’égalité si, et seulement si, F = E.

Preuve :

Supposons que F ̸= {0} (sinon le résultat est évident). Alors F contient des familles libres. Soit B

une famille libre maximale de F . Donc B est libre dans E et Card B ≤ n. Notons F ′ = V ect(B)

(B est une base de F ′).

Démontrons que F = F ′.

B ⊂ F =⇒ V ect(B) ⊂ F

Donc F ′ ⊂ F .

Soit x ∈ F − F ′, B ∪ {x} est liée dans F . Donc x ∈ V ect(B) = F ′ absurde. Donc F = F ′.

Donc F est de dimension finie et

dim F = Card B ≤ dim E

Supposons que dim F = dim E. Soit B une base de F . B est donc libre dans E avec Card B =

dim E. Donc B est une base de E. D’où

E = V ect(B) = F

Dimension de la somme de deux sev

⋆ Remarque :

Si BF = (f1, ..., fp) est une base de F , et BG = (g1, ..., gq) est une base de G, alors

B = BF ∪BG engendre F +G. Donc on peut en extraire une base de F +G.

B est une base de F +G si la somme est directe.

�
�

�
�

Théorème 32 :

dim (F ⊕G) = dim F + dim G.

Preuve :

Soit BF = (f1, ..., fp) et BG = (g1, ..., gq) des bases respectives de F et G. On pose B = BF ∪BG.

Soit z ∈ F +G

∃!(x, y) ∈ F ×G ; z = x+ y



Espaces vectoriels de dimension finie 23

Comme x ∈ F et y ∈ G, on a

x =

p∑
i=1

xifi, y =

q∑
j=1

yjgj

Donc

z = x+ y =

p∑
i=1

xifi +

q∑
j=1

yjgj ∈ V ect(B)

Donc F +G = V ect(B) (car B ⊂ F +G).

Démontrons que B est libre.

Soient α1, ..., αp, β1, ..., βq ∈ K, tels que

p∑
i=1

αifi +

q∑
j=1

βjgj = 0

Donc on a :
p∑

i=1

αifi =

q∑
j=1

(−βj) gj ∈ F ∩G = {0}

D’où
p∑

i=1

αifi = 0

et comme (f1, ..., fp) est libre

∀i ∈ Np, αi = 0

On démontre de même que

∀j ∈ Nq, βj = 0

Donc B est libre et par conséquent c’est une base de F +G, et on a :

dim (F +G) = Card B = Card BF + Card BG = dim F + dim G

�

�

�

�
Théorème 33 :

Existence d’un supplémentaire

E est un K-ev de dimension finie. Tout sev de E admet (au moins) un supplémentaire dans E.

Preuve :

Soient n = dim E, F un sev de E de dimension p ≤ n, et B1 = (e1, ..., ep) une base de F . Alors

B1 est libre dans E. Elle peut être complétée en une base B = (e1, ..., ep, ep+1, ..., en) de E.

Posons B2 = (ep+1, ..., en) et G = V ect (B2).

B2 ⊂ B, donc B2 est libre et c’est une base de G. B = B1 ∪B2 étant libre, B1 ∩B2 = ∅. Donc

Card B = Card B1 + Card B2
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et

dim E = dim F + dim G

D’où E = F ⊕G.

'
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Théorème 34 :

Soient E un K-ev de dimension finie, F et G des sev de E. Alors

dim(F +G) = dim F + dim G− dim (F ∩G)

Preuve :

F ∩ G est un sev de F . Donc F ∩ G admet un supplémentaire F1 dans F . F = F1 ⊕ (F ∩ G) et

dim F = dim F1 + dim(F ∩G).

On démontre que F +G = F1 ⊕G.

On aura

dim(F +G) = dim (F1 ⊕G) = dim F1 + dim G = dim F − dim(F ∩G) + dim G

⋆ Remarques :

1. dim

n⊕
i=1

Fi =

n∑
i=1

dim Fi.

2. Si E et F sont 2 K-ev de dimension finie, alors E × F est un K-ev de dimension finie et

dimK (E × F ) = dimKE + dimKF

Si E1, ..., En sont des K-ev de dimension finie, alors

dim

n∏
i=1

Ei =

n∑
i=1

dim Ei

En particulier,

dim En = n dim E

'
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Propriétés 35 :

Soient F et G deux sev d’un K-ev E de dimension finie n ≥ 1. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. E = F ⊕G

2. dim E = dim F + dim G et F ∩G = ∅

3. dim E = dim F + dim G et E = F +G.

Preuve :
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· Supposons que E = F ⊕G.

E = F ⊕G =⇒ F ∩G = ∅

et

dim E = dim F + dim G

· Supposons que dim E = dim F + dim G et F ∩G = ∅
E + F est un sev de E. On a

dim(F +G) = dim F + dim G− dim(F ∩G)

Or

dim (F ∩G) = dim ∅ = 0

Donc

dim(F +G) = dim F + dim G = dim E

et E = F +G.

· Supposons que dim E = dim F + dim G et E = F +G.

On a E = F +G. Il reste à démontrer que F ∩G = ∅.

E = F +G =⇒ dim E = dim F + dim G− dim (F ∩G) = dim E − dim (F ∩G)
=⇒ dim (F ∩G) = 0 =⇒ F ∩G = ∅.

Rang d’un système de vecteurs :

Soit E un K-ev de dimension n ≥ 1 et B = (e1, ..., en) une base de E.�

�

�

�
Définition 36 :

Soit X = (x1, ..., xp) une famille de vecteurs de E. On appellera rang de X l’entier naturel noté et

défini par rg(X) = dim V ect(X).

⋆ Remarques :

1. rg(X) ≤ inf(p, n)).

2. rg(X) est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants extraits de X.

Règles :

1. rg(X) ne change pas lorsque l’on permute les vecteurs de X.

2. rg(X) ne change pas lorsque l’on supprime un vecteur lié à d’autres vecteurs de X (en

particulier 0E).

3. rg(X) ne change pas lorsque l’on multiplie l’un des vecteurs de X par un scalaire non nul

i.e. si α ̸= 0

rg (x1, ..., xp) = rg (αx1, ..., xp)

4. rg(X) ne change pas si l’on ajoute à un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs :

rg (x1, ..., xp) = rg

(
x1 +

p∑
i=1

αixi, ..., xp

)
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Famille échelonnée :

Soient B = (e1, ..., en) une base de E, p ≤ n et X = (x1, ..., xp) :

x1 =

p∑
i=1

αi1ei

x2 =

p∑
i=1

αi2ei

...

xj =

p∑
i=1

αijei

...

xp =

p∑
i=1

αipei

x1 x2 . . . xp
e1 α11 α12 . . . α1p

e2 α21 α22 . . . α2p

...
...

...
...

ep αp1 αn2 . . . αpp
...

...
...

...

en αn1 αn2 . . . αnp'
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Définition 37 :

On dit X est échelonnée si α11 ̸= 0,...,αpp ̸= 0 et

∀i < j, αij = 0

Les αii s’appellent les Pivots.

�
�

�
�

Propriété 38 :

Toute famille échelonnée est libre.

Méthode du pivot de Gauss :

La méthode consiste à transformer une famille X en une famille échelonnée qui a le même rang,

en utilisant les règles indiquées précédamment.

⋄ Exemple :

*Déterminer dans R3 le rang de la famille (u, v, w, t), avec u = e1 + 2e2 + 3e3, v = −2e1 + 5e3,

w = 3e1 + e2 − e3, t = −e1 + e2.

rg(u, v, w, t) = rg


u v w t

1 −2 3 −1

2 0 1 1

3 5 −1 0

 = rg


u v′ = v + 2u w′ = w − 3u t′ = t+ u

1 0 0 0

2 4 −5 3

3 11 −10 3

 =
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rg


u v′ w′′ = 5v′ + 4w′ t′′ = 3v′ − 4t′

1 0 0 0

2 4 0 0

3 11 15 21

 = rg


u v′ w′′

1 0 0

2 4 0

3 11 15

 = 3

w′′ et t′′ sont liés car 21w′′ − 15t′′ = 0 (1)

On peut donc supprimer l’un d’eux. Le rang de la famille est 3 car (u, v′, w′′) est échelonnée, donc

libre (3 pivots).

*Déterminer une relation de dépendance linéaire entre les 4 vecteurs.

D’aprè (1), on a

7w′′ − 5t′′ = 0

7(5v′ + 4w′)− 5(3v′ − 4t′) = 0

20v′ + 28w′ + 20t′ = 0

5v′ + 7w′ + 5t′ = 0

5(v + 2u) + 7(w − 3u) + 5(t+ u) = 0

−6u+ 5v + 7w + 5t = 0

⋆ Remarque :

On note F = V ect(u, v, w, t).

dim F = 3 = rg(u, v, w, t). (u, v′, w′′) et (u, v′, t′′) sont les vecteurs libres, donc (u, v, w) et (u, v, t)

sont deux bases de F .
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Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Définitions et généralités
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Définition 1 :

Soient E et F deux K-ev et f : E −→ F une application. On dit que f est linéaire (ou est un

morphisme d’espaces vectoriels) si :{
∀x, y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y)

∀α ∈ K, x ∈ E, f(αx) = αf(x)
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Proposition 2 :

Soient E et F deux K-ev et f : E −→ F une application.

1. f est linéaire si, et seulement si,

∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ E, f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

2. f est linéaire si, et seulement si,{
f (0E) = 0F
∀α ∈ K, ∀x, y ∈ E, f(αx+ y) = αf(x) + f(y)

⋄ Exemples :

1. Soit E un K-ev. IdE est une application linéaire bijective.

2. L’injection canonique :

Soient E un K-ev et F un sev de E, l’application

j : F −→ E

x 7−→ x

est une application linéaire injective.
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3. Homothétie de rapport λ :

hλ : E −→ E

x 7−→ λx

est une application linéaire. En effet :

hλ (0E) = λ0E = 0E

et
∀α ∈ K, ∀x, y ∈ E, hλ (αx+ y) = λ (αx+ y)

= λ (αx) + λy

= α (λx) + λy

= αhλ(x) + hλ(y)

4. L’application

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x+ y, x+ z)

est linéaire, en effet :

f (0R3) = f (0, 0, 0) = (0, 0) = 0R2

∀α ∈ R, ∀u1 = (x1, y1, z1) , u2 = (x2, y2, z2) ∈ R3,

f (αu1 + u2) = f (αx1 + x2, αy1 + y2, αz1 + z2)

= (αx1 + x2 + αy1 + y2, αx1 + x2 + αz1 + z2)

= α (x1 + y1, x1 + z1) + (x2 + y2, x2 + z2)

= αf (u1) + f (u2) .
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Propriétés 3 :

Soient E, F deux K-ev et f : E −→ F une application linéaire. Alors on a les propriétés suivantes :

1. f (0E) = 0E

2. ∀x ∈ E, f(−x) = −f(x)

3. ∀n ∈ Z, ∀x ∈ E, f(nx) = nf(x).

4. ∀n ∈ N∗, ∀α1, ..., αn ∈ K, ∀x1, ..., xn ∈ E, f

(
n∑

i=1

αixi

)
=

n∑
i=1

αif (xi)

Dans toute la suite, E et F désignent des K-espaces vectoriels.

Notations et terminologies :

1. On note LK(E,F ) = {applications linéaires de E dans F}.

2. Une application linéaire de E dans E s’appelle un endomorphisme de E.

On note LK(E) = {endomorphismes de E}.
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3. Une application linéaire bijective de E dans F s’appelle un isomorphisme de E dans F . On

dit dans ce cas que E et F sont isomorphes. On note

E ≃f F

et

IsomK(E,F ) = {isomorphismes de E dans F}

4. Un endomorphisme bijectif de E s’appelle un automorphisme de E et on note :

GL(E) = AutK(E) = {automorphismes de E}

L’espace vectoriel L(E,F ) :

�
�

�
�

Proposition 4 :

Soient E et F deux K-ev. Alors L(E,F ) est un K-ev.

Preuve :

On démontre que L(E,F ) est un sev de FE .

· 0FE est linéaire, donc 0FE ∈ L(E,F ).
· Soient α ∈ K, et f, g ∈ L(E,F ). Démontrons que

αf + g ∈ L(E,F )

∀β, γ ∈ K, ∀x, y ∈ E,

(αf + g)(βx+ γy) = αf(βx+ γy) + g(βx+ γy)

= αβf(x) + αγf(y) + βg(x) + γg(y)

= β (αf(x) + g(x)) + γ (αf(y) + g(y))

= β (αf + g) (x) + γ (αf + g) (y)

donc αf + g ∈ L(E,F ).'
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Proposition 5 :

Soient E, F et G des K-ev.

1. Si f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G), alors g ◦ f ∈ L(E,G).

2. Si f est un isomorphisme d’ev de E dans F , alors f−1 est un isomorphisme d’ev de F dans

E.

Preuve :

1. ∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ E,

g ◦ f(αx+ βy) = g (f(αx+ βy)) = g (αf(x) + βf(y))

= αg (f(x)) + βg (f(y)) = αg ◦ f(x) + βg ◦ f(y).

g ◦ f est donc linéaire.
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2. Il suffit de démontrer que f−1 est linéaire.

Si x ∈ E, et y ∈ F , alors

y = f(x) ⇐⇒ x = f−1(y)

Soient α, β ∈ K, y1, y2 ∈ F . f étant bijective :

∃x1, x2 ∈ E ; y1 = f (x1)

et

y2 = f (x2)

Donc

x1 = f−1 (y1)

et

x2 = f−1 (y2)

f étant linéaire,

f (αx1 + βx2) = αf (x1) + βf (x2) = αy1 + βy2

Appliquons f−1 :

f−1 (f (αx1 + βx2)) = f−1 (αy1 + βy2) =⇒
αx1 + βx2 = f−1 (αy1 + βy2) =⇒
αf−1 (y1) + βf−1 (y2) = f−1 (αy1 + βy2)

f−1 est donc linéaire.

∗ Conséquences :

1. (GL(E), ◦) est un groupe appelé groupe linéaire de E : idE est l’élément neutre et pour tout

f ∈ GL(E), f−1 ∈ GL(E).

2. (L(E),+, ◦) est un anneau et (L(E),+, ·) est un K-ev.

f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h.
On dit que (L(E),+, ◦, ·) est une K-algèbre : anneau+ K-ev + (f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h).

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

Dans la suite de ce paragraphe, E et F sont des K-ev.'
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Définition 6 :

Soit f ∈ L(E,F ).

1. On appelle image de f la partie de F notée et définie par

Im f = {y ∈ F ; ∃x ∈ E, y = f(x)}

2. On appelle noyau de f la partie de E notée et définie par

Ker f = f−1 ({0F }) = {x ∈ E ; f(x) = 0F }
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Proposition 7 :

Soit f ∈ L(E,F ), alors

1. Si V est un sev de E, alors f(V ) est un sev de F .

2. Si W est un sev de F , alors f−1(W ) est un sev de E.

Preuve :

1. V étant un sev de E, alors 0E ∈ V .

f est linéaire, donc f (0E) = 0F .

Par suite 0F ∈ f(V ).

Soient α ∈ K et y1, y2 ∈ F (V ). Il existe donc x1, x2 ∈ V tels que

y1 = f (x1) et y2 = f (x2)

On a

αy1 + y2 = αf (x1) + f (x2) = f (αx1 + x2)

car f est linéaire et comme V est un sev alors αx1 + x2 ∈ V . Par suite

αy1 + y2 = f (αx1 + x2) ∈ f(V )

f(V ) est donc un sev de F .

2. W est un sev de F . Par suite 0F ∈W . Or f étant linéaire, on sait que

f (0E) = 0F

Par suite

0E ∈ f−1(W )

Soient α ∈ K et x, y ∈ f−1(W ). Par suite

f(x), f(y) ∈W

De plus, d’après la linéarité de f ,

f(αx+ y) = αf(x) + f(y)

W étant un sev, on a

αf(x) + f(y) ∈W

D’où

f(αx+ y) ∈W

Ainsi,

αx+ y ∈ f−1(W )

f−1(W ) est donc un sev de E.
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'

&

$

%

Corollaire 8 :

Soit f ∈ L(E,F ).

1. Im(f) = f(E) est un sev de F .

2. Ker f = f−1 ({0F }) est un sev de E.
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Proposition 9 :

f ∈ L(E,F ).

1. f est injective si, et seulement si, Ker f = {0E}.

2. f est surjective si, et seulement si, Im f = F .

⋆ Remarque :

Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G). Alors

g ◦ f = 0 ⇐⇒ Im f ⊂ Ker g

En effet,

Im f ⊂ Ker g ⇐⇒ ∀y ∈ Im f, y ∈ Ker g

⇐⇒ ∀x ∈ E, f(x) ∈ Ker g

⇐⇒ ∀x ∈ E, g (f(x)) = 0F
⇐⇒ ∀x ∈ E, g ◦ f(x) = 0F
⇐⇒ g ◦ f = 0

2.3 Applications linéaires en dimension finie
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Théorème 10 :

Existence d’une application linéaire

Soient E un K-ev de dimension finie n ≥ 1, B = (ei)1≤i≤n une base de E, F un K-ev quelconque

et (yi)1≤i≤n une famille de vecteurs de F . Alors il existe une application linéaire et une seule f de

E dans F vérifiant

∀i ∈ Nn, f (ei) = yi

Preuve :

Soit
f : E −→ F

x =

n∑
i=1

αiei 7−→ f(x) =

n∑
i=1

αiyi

f est une application car B étant une base de E, l’écriture de x est unique dans B.
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On peut facilement démontrer que f est linéaire.

De plus, pour tout i ∈ Nn,

f (ei) = f (0.e1 + ...+ 1.ei + ...+ 0.en) = 1yi = yi

Supposons qu’il existe une application g vérifiant ces mêmes propriétés, alors pour tout x =
n∑

i=1

xiei ∈ E, on a

g(x) = g

(
n∑

i=1

xiei

)

=
n∑

i=1

xig(ei)

=

n∑
i=1

xiyi

= f(x)

Par suite g = f , d’où l’unicitée de la fonction.

'

&

$

%

Théorème 11 :

Soient E et F deux K-ev de dimensions finies, f ∈ L(E,F ), B = (ei)1≤i≤n une base de E et

f(B) = (f (e1) , ..., f (en)). Alors on a les propriétés suivantes :

1. f est injective si, et seulement si, f(B) est libre dans F .

2. f est surjective si, et seulement si, f(B) engendre F .

3. f est bijective si, et seulement si, f(B) est une base de F .

⋆ Remarque :

Si B engendre E, alors f(B) engendre Im f .

En effet,

Soit y ∈ Im f , alors il existe x =

n∑
i=1

αiei ∈ E, tel que y = f(x). Par suite,

y = f(x) =

n∑
i=1

αif (ei) ∈ V ect (f(B))

D’où

Im f ⊂ V ect (f(B))

De plus, on a

f(B) ⊂ Im f

Im f étant un sev de F , alors

V ect (f(B)) ⊂ Im f

D’où

Im f = V ect (f(B))
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Corollaire 12 :

f ∈ L(E,F ) avec E et F de dimension finies.

1. f est un isomorphisme d’ev si, et seulement si, pour toute base B de E, f(B) est une base

de F .

2. Si dim E = n ≥ 1, alors E ≃ Kn.

3. Deux ev ont la même dimension si, et seulement si, ils sont isomorphes.

Preuve :

On démontrera uniquement le deuxième point.

Soient B = (ei) une base de E et B′ = (ai) une base de Kn. Il existe une unique application linéaire

f : E −→ Kn, telle que

∀i ∈ Nn, f(ei) = ai

Ainsi,

B′ = f(B)

et f est un isomorphisme d’après 1.

2.4 Rang d’une application linéaire

Soient E et F des K-ev et f ∈ L(E,F ).

⋆ Remarque :

Si E est de dimension finie, alors Im f est de dimension finie.

En effet, soit B est une base de E, alors f(B) engendre Im f et Card(f(B)) ≤ Card B.

Donc Im f est de dimension finie.
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Définition 13 :

Si E est de dimension finie, on appelle rang de f , la dimension de Im f . On note

rg(f) = dim (Im f)

⋆ Remarque :

Si B est une base de E, alors f(B) engendre Im f . D’où

rg(f) = dim Im f = dim V ect (f(B)) = rg (f(B))

Ainsi, dans la pratique, pour calculer rg(f), on calcule le rang de f(B) par la méthode de Pivot-

Gauss.
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Théorème 14 :

Théorème du rang (ou théorème du noyau-image)

Si E un K-ev de dimension finie, alors

dim E = dim Im f + dim Ker f = rg f + dim Ker f
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Corollaire 15 :

Soient E et F deux K-ev de même dimension finie et f ∈ L(E,F ), alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. f est injective

2. f est surjective

3. f est bijective

4. Ker f = {0E}

5. Im f = F .

Preuve :

On a déjà les équivalences suivantes :

· f est injective si, et seulement si, Ker f = {0E}.
· f est surjective si, et seulement si, Im f = F .

Démontrons que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

· Si f injective, alors Ker f = {0E}. Par suite,

dim Ker f = 0

D’où, d’après le théorème du rang

dim E = dim Im f

De plus, Im f est un sev de F . Ainsi,

Im f = F

f est donc surjective.

· On démontre de même que si f est surjective alors elle est injective

L’équivalence entre f est injective et f est surjective implique l’équivalence de ces propriétés avec

f est bijective.

Cas particulier : Si E est de dimension finie et f ∈ L(E) alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. f est injective

2. f est surjective

3. f ∈ GL(E)
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Chapitre 3

Matrices

3.1 Calcul matriciel'
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Définition 1 :

On appelle matrice de type (m,n) ∈ N∗2 à termes dans K, toute application

A : Nm × Nn −→ K
(i, j) 7−→ aij

.

On note A = (aij) 1 ≤ i ≤ m

1 ≤ j ≤ n

.

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
...

...

am1 am2 ... amn


Si m = n, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n. Dans ce cas, a11,...,ann s’appellent les

éléments de la diagonale principale.

Notations :

On note Mm,n(K) = {matrices de type (m,n) et à termes dans K} .

On note Mn(K) = {matrices carrées d’ordre n} .
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Définitions 2 :

1. On appelle matrice ligne (resp. colonne), toute matrice de type (1, n) (resp. (m, 1)) :

(a11...a1,n) (resp.


a11
a21
...

am1

).

2. On appelle matrice nulle de type (m,n) une matrice dont tous les termes sont nuls. On la

note 0m,n ou 0.
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Quelques matrices carrées pariculières :

1. Matrice unité d’ordre n : In =

 1 . . . 0
. . .

0 . . . 1

, aii = 1, aij = 0 si i ̸= j.

2. Matrice diagonale : D =

 a11 . . . 0
. . .

0 . . . ann

, aij = 0 si i ̸= j. On la note D = (a11, . . . , ann).

3. Matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) : a11 . . . a1n
. . .

...

0 ann

, resp.

 a11 0
. . .

...

an1 . . . ann

.

∀i, j ∈ Nn, i > j =⇒ aij = 0 (resp. ∀i, j ∈ Nn, i < j =⇒ aij = 0).

Notations :

Dn(K) = {matrices diagonales d’ordre n}

T s
n(K) = {matrices triangulaires supérieures d’ordre n}

T i
n(K) = {matrices triangulaires inférieures d’ordre n}

Opérations sur les matrices :

Egalité : A = (aij) , B = (bij) ∈Mm,n(K).

A = B ⇐⇒ ∀(i, j) ∈ Nm × Nn, aij = bij .

⋄ Exemple :

A =

 1 2

3 4

5 6

 , B =

 x y

z t

u v



A = B ⇐⇒



x = 1

y = 2

z = 3

t = 4

u = 5

v = 6

Addition : A = (aij) , B = (bij) ∈Mm,n(K).

On appelle matrice somme de A et B, et on note A + B la matrice (cij) ∈ Mm,n(K) telle que

cij = aij + bij .

A+B = (aij + bij) ∈Mm,n(K).
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Propriété 3 :

(Mm,n(K),+) est un groupe abélien d’élément neutre 0m,n et

∀A = (aij) ∈Mm,n(K), −A = (−aij)

Multiplication par un scalaire : λ ∈ K et A = (aij) ∈Mm,n(K).

λA = (λaij) ∈Mm,n(K)'
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Propriétés 4 :

Soient λ, µ ∈ K, A, B ∈Mm,n(K).

1. λ(A+B) = λA+ λB

2. (λ+ µ)A = λA+ µA

3. λ (µA) = (λµ)A = µ (λA)

4. 1KA = A

5. En particulier (−1)A = −A

∗ Conséquence :

(Mm,n(K),+, .) est un K-ev de dimension finie mn.

Preuve :

Soit Eik = (ekl) ∈Mm,n(K) telle que

eij = 1 et ∀(k, l) ̸= (i, j), ekl = 0

La famille (Ekl)1≤k≤m
1≤l≤n

est une base de Mm,n(K) appelée la base canonique.

⋄ Exemple :

A =

(
a b c

d e f

)
= a

(
1 0 0

0 0 0

)
+ b

(
0 1 0

0 0 0

)
+ c

(
0 0 1

0 0 0

)

+d

(
0 0 0

1 0 0

)
+ e

(
0 0 0

0 1 0

)
+ f

(
0 0 0

0 0 1

)
= a.E11 + b.E12 + c.E13 + d.E21 + e.E22 + f.E23

Multiplication de deux ou plusieurs matrices :'
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Définition 5 :

Soit A = (aij) ∈Mm,n(K) et B = (bij) ∈Mn,p(K). On appelle matrice produit de A et B la matrice

AB = (cij) ∈Mm,p(K), où cij =
n∑

k=1

aikbkj .
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⋆ Remarque :

La multiplication des matrices n’est pas commutative. Parfois AB est définie sans que BA ne soit

définie.

⋄ Exemple :

A =

(
a b c

d e f

)
, B =

 1 −1 3

2 0 4

3 2 −2


AB =

(
a+ 2b+ 3c −a+ 2c 3a+ 4b− 2c

d+ 2e+ 3f −d+ 2f 3d+ 4e− 2f

)
∈M2,3(K)
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Propriétés 6 :

On suppose que les produits considérés sont définis.

1. A.0n,p = 0 et 0p,mA = 0.

2. Si A ∈Mn(K), A.In = In.A = A.

Si A ∈Mm,n(K), A.In = A.

3. La multiplication des matrices est associative et distributive par rapport à l’addition.

∗ Conséquences :

1. (Mn(K),+,×) est un anneau d’unité In (× étant la multiplication entre matrices).

2. (Mn(K),+, ·,×) est une K-algèbre (× étant la multiplication entre matrices et · étant la

multiplication par un scalaire).

⋆ Remarque :

(Mn(K),+,×) n’est pas un corps car il admet des diviseurs de 0.

⋄ Exemple :(
1 0

0 0

)(
0 0

1 0

)
=

(
0 0

0 0

)
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Propositions 7 :

1. Dn(K) = {matrices diagonales d’ordre n} est une sous-K-algèbre de Mn(K) de dimension n.

De plus Dn(K) ≃ Kn.

2. T s
n(K) et T i

n(K) sont des sous-K-algèbres de Mn(K) de dimension
n(n+ 1)

2
.
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⋄ Exemple :

Pour n = 2.

T =

(
a b

0 c

)
= a

(
1 0

0 0

)
+ b

(
0 1

0 0

)
+ c

(
0 0

0 1

)
= aE11 + bE12 + cE22.

(E11, E12, E22) est une base de T s
2 (K).

Transposée d’une matrice :

�
�

�
�

Définition 8 :

A = (aij) ∈Mm,n(K). On appelle transposée de A, la matrice tA = (aji) ∈Mn,m(K).

⋄ Exemple :

A =

 x y

z t

e f

 ∈M3,2(K), tA =

(
x z e

y t f

)
∈M2,3(K)
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Propriétés 9 :

1. t(A+B) =t A+t B.

2. t(λS) = λtA.

3. t(AB) =t BtA.

4. L’application
t : Mm,n(K) −→ Mn,m(K)

A 7−→ tA

est linéaire. De plus, c’est un isomorphisme.

5. t
(
tA
)
= A (i.e. t ◦ t = id)
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Définitions 10 :

1. A ∈Mm,n(K) est dite symétrique si, et seulement si, tA = A i.e.

∀i, j ∈ Nn, aij = aji

2. A ∈Mm,n(K) est dite antisymétrique si, et seulement si, tA = −A i.e.

∀i, j ∈ Nn, aij = −aji)

⋆ Remarque :

Si A est antisymétrique, alors

∀i ∈ Nn, aii = 0
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Propriétés 11 :

Si λ ∈ K, et si A et B sont symétriques, alors il en est de même de A+B et de λA.

AB n’est pas symétrique en général car t(AB) =t BtA = BA ̸= AB en général.

Notation :

On note Sn(K) (resp. An(K)) l’ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) d’ordre

n.

�
�

�
�

Proposition 12 :

Sn(K) et An(K) sont deux sev supplémentaires de Mn(K).

Preuve :

Il est facile de démontrer que Sn(K) et An(K) sont deux sev de Mn(K).

Démontrons que

Sn(K) ∩An(K) = {0}

On a

(A ∈ Sn(K) et A ∈ An(K)) =⇒
(
tA = A et tA = −1

)
=⇒ A = −A =⇒ A = 0

D’où

Sn(K) ∩An(K) ⊂ {0}

Or Sn(K) et An(K) étant deux sev de Mn(K),

{0} ⊂ Sn(K) ∩An(K)

Ainsi,

Sn(K) ∩An(K) = {0}

et la somme est directe.

Démontrons que

Mn(K) ⊂ Sn(K) +An(K)

On a

A ∈Mn(K) =⇒ A =
1

2

(
A+t A

)
+

1

2

(
A−t A

)
On pose S =

1

2

(
A+t A

)
. On a

tS =
1

2

(
tA+A

)
= S =⇒ S ∈ Sn(K)

On pose T =
1

2

(
A−t A

)
. On a

tS =
1

2

(
tA−A

)
= −T =⇒ T ∈ An(K)
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D’où

Mn(K) ⊂ Sn(K) +An(K)

Or Sn(K) et An(K) étant deux sev de Mn(K),

Sn(K) +An(K) ⊂Mn(K)

Ainsi,

Mn(K) = Sn(K) +An(K)

⋆ Remarque :

dim Sn(K) =
n(n+ 1)

2
et dim An(K) =

n(n− 1)

2
.

⋄ Exemple :

S =

 a b c

b a′ d

c d a′′

 ∈ S3(K)

S = aE11 + b (E12 + E21) + c (E13 + E31) + d (E23 + E32) + a′E22 + a′′E33.

dim S3(K) =
3(3 + 1)

2
= 6

Matrices inversibles :

�

�

�

�
Définition 13 :

A ∈ Mn(K) est dite inversible s’il existe B ∈ Mn(K) tel que AB = BA = In. Dans ce cas, B

s’appelle l’inverse de A et sera noté B = A−1.

⋆ Remarques :

1. A est inversible si, et seulement si, elle l’est à gauche ou à droite.

2. Si A =

(
a b

c d

)
∈M2(K), A est inversible si, et seulement si, ad− bc ̸= 0.

⋄ Exemple :

A =

(
1 2

3 4

)
Vérifions si A est inversible et déterminons dans ce cas A−1. Soit B ∈M2(R).

AB = I2 ⇐⇒

(
1 2

3 4

)(
a b

c d

)
=

(
1 0

0 1

)
⇐⇒

(
a+ 2c b+ 2d

3a+ 4c 3b+ 4d

)
=

(
1 0

0 1

)

⇐⇒


a+ 2c = 1

b+ 2d = 0

3a+ 4c = 0

3b+ 4d = 1

⇐⇒



a = −2

b = 1

c =
3

2

d = −1

2
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⋆ Remarques :

1. L’inverse d’une matrice, lorsqu’il existe, est unique.

2. Si A, B ∈Mn(K) sont inversibles, il en est de même de AB et on a (AB)−1 = B−1A−1.

�

�

�

�
Définition-proposition 14 :

L’ensemble GLn(K) = {matrices inversibles d’ordre n} est un groupe pour la multiplication des

matrices (sous-groupe de (Mn(K),×)), appelé le groupe linéaire de degré n.

3.2 Matrices et applications linéaires

'

&

$

%

Définition 15 :

On considère E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et m, et f : E −→ F

une application linéaire. Soit B = (ei)1≤i≤n une base de E, et B′ = (e′i)1≤i≤m une base de F . On

appelle matrice de f dans les bases B et B′ (ou matrice représentative de f) la matrice A ∈Mm,n(K)

notée M(f ;B,B′) et définie par :

A =



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

...
...

...
...

αm1 αm2 . . . αmn


où
(
α1j , α2j,...,αmj

)
sont les coordonnées de f(ej) dans la base B′.

Cas particulier : Si E = F , f ∈ L(E) et si B′ = B, alors M(f ;B,B′) sera notée M(f,B).

⋄ Exemple :

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (y + z, x+ z, x+ y)

Soient B0 = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et B = (e′1, e
′
2, e

′
3) une autre base de R3, avec

e′1 = (−1, 1, 1), e′2 = (1,−1, 1), e′3 = (1, 1,−1). Déterminer M(f ;B0) et M(f ;B,B0).
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Propriétés 16 :

Soient E, F et G des espaces vectories de dimensions finies respectives n, m et p, et soient BE , BF

et BG des bases respectives de E, F et G.

1. Soient u, v ∈ L(E,F ), alors

M(u+ v;BE , BF ) =M(u;BE , BF ) +M(v;BE , BF )

(car pour tout x ∈ E, (u+ v)(x) = u(x) + v(x)).

2. Soit u ∈ L(E,F ), alors

∀λ ∈ K, M(λu;BE , BF ) = λM(u;BE , BF )

(car pour tout x ∈ E, (λu)(x) = λu(x)).

3.

M(0L(E,F );B,B
′) = 0m,n

4.

M(idE ;B) = In

5. Soient u ∈ L(E,F ), v ∈ L(F,G), alors v ◦ u ∈ L(E,G), et

M(v ◦ u;BE , BG) =M(v;BF , BG).M(u;BE , BF )

6. Si u : E −→ F est un isomorphisme (dans ce cas m = n), alors A = M(u;BE , BF ) est

inversible et

A−1 =M(u−1;BF , BE)

Isomorphisme entre Mm,n(K) et L(E,F ) où E et F sont des espaces vectoriels tels que dim E = n et dim F = m. :

Soit B une base de E et B′ une base de F .

φ : L(E,F ) −→ Mm,n(K)

u 7−→ M(u;B;B′)

ψ : Mm,n(K) −→ L(E,F )
A = (aij) 7−→ u

où

∀j ∈ Nn, u(ej) =

m∑
i=1

aije
′
i

i.e.

A =M(u;B,B′)

φ est linéaire. Elle est bijective car

φ ◦ ψ = idMm,n(K) et ψ ◦ φ = idL(E,F )

L’isomorphisme est dit canonique si E = Kn, F = Km, et B et B′ sont les bases canoniques de Kn

et de Km respectivement.
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Cas particulier :

L(E) ≃ Mn(K)

u 7−→ M(u,B)

où dim E = n et B une base de E. Par exemple E = Kn.

Formule fondamentale :

'
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Propriété 17 :

Soient E et F deux K-ev tels que dim E = n et dim F = m. On note B = (ei) une base de E et

B′ = (e′i) une base de F .

Soient x ∈ E, y ∈ F et A =M(u;B;B′) = (aij).

On a

x =

n∑
i=1

xiei et y =

m∑
i=1

yie
′
i

où

(∀i ∈ Nn, xi ∈ K) et (∀i ∈ Nm, yi ∈ K)

On note X =

 x1
...

xn

 les coordonnées de x dans B et Y =

 y1
...

ym

 les coordonnées de y dans B′.

Alors

y = u(x) ⇐⇒ Y = AX

Preuve :

∀j ∈ Nn, u(ej) =

m∑
i=1

aije
′
i

Donc

u(x) =
n∑

j=1

xju(ej) =
n∑

j=1

xj

m∑
i=1

aije
′
i =

m∑
i=1

 n∑
j=1

xjaij

 e′i

Or

u(x) = y =

m∑
i=1

yie
′
i ⇐⇒ ∀i ∈ Nm, yi =

n∑
j=1

xjaij

D’autre part,

AX =

 n∑
j=1

xjaij


1≤i≤m

Donc

Y = AX ⇐⇒ ∀i ∈ Nm, yi =

n∑
j=1

xjaij ⇐⇒ y = u(x)
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Changement de base et matrices de passage :

'
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Définition 18 :

Soient E un K-ev de dimension finie n ≥ 1, B = (ei)1≤i≤n et B′ = (e′i)1≤i≤n deux bases de E. On

appelle matrice de passage de B à B′ la matrice carrée d’ordre n :

PB,B′ =M(idE ;B
′, B)

⋄ Exemple :

Soient E = R3, B0 = (e1, e2, e3) la base canonique et B = (u1, u2, u3) où u1 = (0, 1, 1), u2 = (1, 0, 1)

et u3 = (1, 1, 0) une autre base de R3.

PB0B =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0




u1 = e2 + e3
u2 = e1 + e3
u3 = e1 + e2

=⇒


e1 =

1

2
(−u1 + u2 + u3)

e2 =
1

2
(u1 − u2 + u3)

e3 =
1

2
(u1 + u2 − u3)

=⇒ PBB0 =
1

2

 −1 1 1

1 −1 1

1 1 −1



'

&

$

%

Propriétés 19 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1.

1. Si B est une base de E, alors

PBB =M(idE , B) = In

2. Soient B et B′ deux bases de E, alors PBB′ est inversible et son inverse est PB′B.

3. Soient B, B′ et B′′ trois bases de E, alors

PBB′PB′B′′ = PBB′′

Preuve :

1. Evident.

2. Soient u = idE : E(B) −→ E(B′) et v = idE : E(B′) −→ E(B).

idE = v ◦ u : E(B) −→ E(B) =⇒M(idE ;B) =M(v;B′;B).M(u;B;B′) =⇒ In = PBB′PB′B

D’où le résultat.
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3. Soient u = idE : E(B′′) −→ E(B′) et v = idE : E(B′) −→ E(B).

idE = v◦u : E(B′′) −→ E(B) =⇒M(idE ;B
′′;B) =M(v;B′;B).M(u;B′′;B′) =⇒ PBB′′ = PBB′PB′B′′

Formule de changement de coordonnées :

Soit E un K-ev de dimension finie, B = (ei) et B
′ = (e′i) deux bases de E, et x ∈ E.

x =

n∑
i=1

xiei et x =

n∑
i=1

x′ie
′
i.

On note X =

 x1
...

xn

, X ′ =

 x′1
...

x′n

 et P = PBB′ ∈Mn(K).

Alors X = PBB′X ′

Formule de changement de matrices :

Soient u ∈ L(E,F ), dim E = n, dim F = m, B et B1 deux bases de E, B′ et B′
1 deux bases de F .

On note P = PBB1 et Q = PB′B′
1
.

Alors M(u;B1;B
′
1) = Q−1M(u;B;B′)P

Cas particulier : F = E, B = B′ et B1 = B′
1, alors M(u,B1) = P−1M(u,B)P .

⋄ Exemple :

E = K2[X], B0 = (1, X,X2) et B = (1, X − 1, (X − 1)2) une autre base de E.

u : E −→ E

P 7−→ P ′ , u ∈ L(E). Déterminer M(u,B0), en déduire M(u,B).

Rang d’une matrice :

Rappel : u ∈ L(E,F ) avec E de dimension finie. rg(u) = dim Im u = rg (u(B)).�

�

�

�
Définition 20 :

Soit A = (aij) ∈Mm,n(K). On appelle rang de A, l’entier naturel rg(A) qui est le rang des vecteurs

colonnes de A.

⋆ Remarques :

1. On peut déterminer le rang de A en utilisant la méthode du Pivot de Gauss.

2. rg(A) ≤ inf(m,n).

3. rg(A) = 0 ⇐⇒ A = 0.

⋄ Exemple :

A =


1 2 3

4 1 −1

0 2 3

1 0 −2

. rg(A) = 3.
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Propriété 21 :

Caractéristiques du rang de A

Soit A ∈Mm,n(K) et u : E −→ F l’unique application linéaire associée à A relativement aux bases

B de E et B′ de F . Alors rg A = rg u.

∗ Conséquences :

1. Le rang de A est égal au rang de l’application linéaire représentée par A dans des bases

quelconques.

2. Le rang d’une application linéaire u est égal au rang de la matrice représentative de u dans

des bases quelconques.

3. Soit E un K-ev de dimension n ≥ 1 et F = (yi)1≤i≤p une famille de vecteurs de E. Alors

rang de F est égal au rang de la matrice dont les colonnes sont formées par les coordonnées

de yi dans une base quelconque B de E.

�
�

�
�

Proposition 22 :

A ∈Mn(K) est inversible si, et seulement si, , et seulement si, rg A = n.

Preuve :

Soit u l’unique endomorphisme de Kn associé à A dans la base canonique B0 de Kn. Les propriétés

siovantes sont équivalentes :

1. A =M(u,B0) est inversible

2. u est un automorphisme de Kn

3. Im u = Kn

4. rg u = n

5. rg A = n.

Matrices équivalentes :

'
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Définition 23 :

Soient A, A′ ∈Mm,n(K). On dit que A et A′ sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles

P ∈Mn(K) et Q ∈Mm(K) telles que A′ = Q−1AP .

Définition équivalente :

A et A′ sont équivalentes si, et seulement si, elles représentent la même application linéaire dans

des bases différentes : A =M(u;B;B′) et A′ =M(u;B1;B
′
1).

⋆ Remarque :

La relation “est équivalent à” est une relation d’équivalence. On la notera ∼.
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Proposition 24 :

A ∈ Mm,n(K) est de rang r, si, et seulement si, elle est équivalente à Jm,n(r) =(
Ir 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
où Ir ∈Mr(K) est la matrice unité.

�
�

�
�

Corollaire 25 :

Deux matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles ont le même rang.

Preuve :

Si A ∼ A′, alors A et A′ représentent la même application linéaire u. et par définition rg A =

rg u = rg A′.

Si rg A = rg A′ = r, alors A ∼ Jm,n(r) et A
′ ∼ Jm,n(r). D’où A ∼ A′.

Matrices semblables :

�
�

�
�

Définition 26 :

A, A′ ∈Mn(K). On dit que A et A′ sont semblables s’il existe P ∈ GLn(K) tel que A′ = P−1AP .

⋆ Remarques :

1. Si A et A′ sont semblables alors A et A′ sont équivalentes (Q = P ).

2. La relation “est semblable à” dans Mn(K) est une relation d’équivalence.

3. Si A est semblable à A′, alors tA est semblable à tA′.[
A′ = P−1AP =⇒t A′ =t P tAt

(
P−1

)
= Q−1tAQ avec Q = P−1

]
.

4. Si A′ = P−1AP , alors ∀n ∈ N∗, A′n = P−1AnP .

(Par récurrence : pour n = 2, A′2 =
(
P−1AP

) (
P−1AP

)
= P−1A2P ).

Définition équivalente :

A et A′ sont semblables si, et seulement si, elles représentent le même endomorphisme dans deux

bases différentes.

∗ Conséquence :

Deux matrices semblables ont le même rang. La réciproque n’est pas toujours vraie.

Trace d’une matrice :

�

�

�

�
Définition 27 :

Soit A = (aij) ∈Mn(K). On appelle trace de A le scalaire tr(A) =

n∑
i=1

aii.
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Propriétés 28 :

A,B ∈Mn(K), λ ∈ K.

1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B).

2. tr(λA) = λtr(A).

3.
tr : Mn(K) −→ K

A 7−→ tr(A)
est une application linéaire.

4. tr(AB) = tr(BA)

∗ Conséquence :

Deux matrices semblables ont la même trace.

Preuve :

Soient A et A′ deux matrices semblabes deMn(K). Il existe alors P ∈ GLn(K) tel que A′ = P−1AP .

A′ = P−1AP =
(
P−1A

)
P =⇒ tr(A′) = tr

((
P−1A

)
P
)
= tr

(
P
(
P−1A

))
= tr(A)

�

�

�

�
Définition 29 :

Soit u ∈ L(E). On appelle trace de u et on note tr(u) la trace de la matrice qui représente u dans

une base quelconque.
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Chapitre 4

Déterminants et systèmes linéaires

4.1 Permutations

Nn = {1, ..., n}.'

&

$

%

Définition 1 :

Une permutation σ de Nn est une bijection de Nn dans lui-même notée :

σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
.

On note Sn = {permutations de Nn}. Card Sn = n!.

'

&

$

%

Définition 2 :

On appelle transposition τij de Nn toute permutation qui échange deux éléments i et j de Nn et

laisse tous les autres invariants :τij =

(
1 2 ... i ... j ... n

1 2 ... j ... i ... n

)
.

�
�

�
�

Théorème 3 :

Toute permutation est la composée d’un nombre fini de tanspositions : σ = τ1 ◦ ... ◦ τk.
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Définition 4 :

Inversion et signature

1. Soit σ ∈ Sn. On appelle inversion de σ tout couple (σ(i), σ(j)) tel que i < j et σ(i) > σ(j).

2. On note I(σ) le nombre de ces inversions. On appelle signature de σ l’entier ε(σ) = (−1)I(σ).

3. On dit que la permutation est paire (resp. impaire) si ε(σ) = 1 (resp. ε(σ) = −1)

⋄ Exemple :

n = 5, σ =

(
1 2 3 4 5

2 3 5 4 1

)
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Les inversions de σ sont : (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (5, 4).

I(σ) = 5, ε(σ) = (−1)5 = −1. La permutation est impaire.
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Propriétés 5 :

1. Si e = idN, ε(e) = (−1)0 = 1.

2. Si τ est une transposition, ε(τ) = −1.

3. ε(σ ◦ σ′) = ε(σ)ε(σ′).

4. ε(σ−1) = ε(σ).

4.2 Déterminant d’une matrice

Soit A = (aij) ∈Mn(K).'
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Définition 6 :

On appelle déterminant de A le scalaire noté |A| ou det(A) et défini par :

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n

C’est une somme de n! termes et chaque terme est un produit de n éléments de A. (Parmi ces n!

termes il y a le produit des éléments de la diagonale principale)

⋄ Exemple :

1. n = 2 N2 = {1, 2}. On a 2 permutations possibles :

e =

(
1 2

1 2

)
et τ =

(
1 2

2 1

)

det(A) = ε(e)ae(1),1ae(2),2 + ε(τ)aτ(1),1aτ(2),2 = a11a22 − a12a21.

Donc si A =

(
a b

c d

)
, det(A) = ad− bc.

2. n = 3, On a 6 permutations possibles :

σ1 =

(
1 2 3

1 2 3

)
, ε (σ1) = 1; σ2 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, ε (σ2) = 1; σ3 =

(
1 2 3

3 1 2

)
, ε (σ3) = 1;

σ4 =

(
1 2 3

2 1 3

)
, ε (σ4) = −1; σ5 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, ε (σ5) = −1; σ6 =

(
1 2 3

3 2 1

)
, ε (σ6) = −1.

a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31
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Propriétés 7 :

Soient A = (aij), B = (bij) ∈Mn(K)

1. det(In) = 1.

2. det(AB) = det(A)det(B) = det(BA).

3. Si A est inversible, alors det(A−1) =
1

det(A)
.

4. Deux matrices semblables ont le même déterminant (A′ = P−1AP ).

5. det(tA) = det(A).

6. Si A est triangulaire det(A) = a11 . . . ann.

Déterminant d’un endomorphisme et d’une famille de n vecteurs :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1.

'

&

$

%

Définition 8 :

1. Soit u ∈ L(E). On appelle déterminant de u et on note det(u) le déterminant de la matrice

qui représente u dans une base quelconque : soit B une base quelconque de E, alors

det(u) = det (M(u;B))

2. Soient B = (ei) base de E et (x1, ..., xn) une famille de n vecteurs de E. On appelle

déterminant de (x1, ..., xn) dans B, et on note detB(x1, ..., xn) le déterminant de la matrice

formée par les composantes de (x1, ..., xn) dans la base B.

�

�

�

�
Propriété 9 :

Propriété fondamentale

(x1, ..., xn) est libre si et seulement si detB (x1, ..., xn) ̸= 0

�

�

�

�
Théorème 10 :

Soit A = (aij) ∈ Mn(K). Alors det(A) = det (C1, ..., Cn) où les Cj sont les vecteurs colonnes de A

(exprimés dans la base canonique B0 de Kn).
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4.3 Calcul d’un déterminant
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Propriétés 11 :

1. det(A) ne change pas si on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes :

det (C1, ..., Cn) = det

C1, ..., Ci−1, Ci +
n∑

j=1, j ̸=1

αjCj , Ci+1, ..., Cn

.

2. ∀λ ∈ K, det (C1, ..., Ci−1, λCi, Ci+1, ..., Cn) = λdet (C1, ..., Cn).

Donc det(λA) = det (λC1, ..., λCn) = λndet (C1, ..., Cn) = λndet(A).

3. det(A) = 0 si et seulement si (C1, ..., Cn) est liée (en particulier si l’une des colonnes est nulles

ou deux colonnes sont colinéaires).

4. Si l’on permute deux colonnes de A, le déterminant change de signe.

5. A est inversible si et seulement si det(A) ̸= 0.

⋆ Remarque :

Comme det
(
tA
)
= det(A), toutes les propriétés concernant les colonnes d’une matrice restent

valables pour les lignes.
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Définition 12 :

Soit A = (aij) ∈Mn(K).

1. On appelle mineur de aij le déterminant de la matrice d’ordre n − 1 obtenue à partir de A

en supprimant la ième ligne et la j ème colonne. On le note ∆ij .

⋄ Exemple :

A =

 1 3 0

−2 5 7

4 0 8

, ∆23 =

∣∣∣∣∣ 1 3

4 0

∣∣∣∣∣− 12.

2. On appelle cofacteur de aij , le scalaire cof (aij) = (−1)i+j∆ij .

⋄ Exemple :

Dans l’exemple précédent, cof (a23) = cof(7) = (−1)2+3(−12) = 12

Formule (développement selon la ième ligne) :

det(A) =
n∑

k=1

aikcof(aik) =
n∑

k=1

(−1)i+kaik∆ik

Formule (développement selon la j ème colonne) :

det(A) =

n∑
k=1

akjcof(akj) =

n∑
k=1

(−1)j+kakj∆kj



Applications des déterminants 59

⋄ Exemples :

1. A =


1 −1 3 2

2 0 1 −1

3 5 0 1

4 1 7 0

, det(A) = −126.

2. A =

 1 α α2

1 β β2

1 γ γ2

, det(A) = (β − α)(γ − α)(γ − β).

Tableau des signes de (−1)i+j :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n
a21 a2n
...

...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4.4 Applications des déterminants

4.4.1 Calcul de l’inverse d’une matrice�
�

�
�

Théorème 13 :

A ∈Mn(K) est inversible si et seulement si det(A) ̸= 0.
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Définition 14 :

Soit A = (aij) ∈Mn(K).

1. On appelle comatrice de A, la matrice com(A) = (cof(aij)) ∈Mn(K).

2. On appelle matrice complémenatire de A, la matrice Ã =t com(A).

⋄ Exemple :

A =

(
1 3

2 4

)
cof(1) = (−1)2∆11 = 4, cof(3) = (−1)∆12 = 2, cof(2) = −∆21 = −3, cof(4) = (+1)∆22 = 1.

com(A) =

(
4 −2

−3 1

)
, Ã =

(
4 −3

−2 1

)
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Théorème 15 :

∀A ∈Mn(K), AÃ = det(A)In
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∗ Conséquence :

Si A est inversible alors det(A) ̸= 0, A

(
1

det(A)
Ã

)
= In. Donc A−1 =

1

det(A)
Ã.

⋄ Exemple :

A =

(
1 3

2 4

)
, det(A) = 4− 6 = −2 ̸= 0, donc A est inversible. A−1 = −1

2

(
4 −3

−2 1

)
.

4.4.2 Caractérisation du rang d’une matrice#
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Définition 16 :

Soit A = (aij) ∈Mm,n(K). On appelle mineur d’ordre p de A, le déterminant d’une matrice carrée

d’ordre p extraite de A (en éliminant m− p ligne et n− p colonnes). Le nombre de mineurs d’ordre

p est Cp
m × Cp

n.

⋄ Exemple :

A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

.

∣∣∣∣∣ 1 2

7 8

∣∣∣∣∣ = −6,

∣∣∣∣∣ 4 6

7 9

∣∣∣∣∣ = −6,

∣∣∣∣∣ 1 2

4 5

∣∣∣∣∣ = −3 sont des mineurs d’ordre 2.∣∣∣∣∣ 1 2

5 6

∣∣∣∣∣ n’est pas un mineur.
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Théorème 17 :

Le rang d’une matrice A ∈Mm,n(R) est le plus grand entier naturel p ≤ min(m,n) tel qu’il existe

un mineur d’ordre p de A non nul.

Explication :

Soit A ∈Mm,n(K). Supposons que n ≤ m. Donc min(m,n) = n.

On regarde les mineurs d’ordre n. Si l’un d’entre eux est non nul, alors rg(A) = n. Si tous sont

nuls, on regarde les mineurs d’ordre n− 1.

Si l’un d’eux est non nul, rg(A) = n− 1, sinon on regarde les mineurs d’ordre n− 2.

...

⋄ Exemples :

1. A =


1 1 0

2 0 0

3 2 5

5 0 0

 ∈M4,3(K). rg(A) ≤ 3.
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∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

2 0 0

3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 5(0− 2) = −10 ̸= 0, donc rg(A) = 3.

2. A =

 1 0

2 0

3 5

, rg(A) ≤ 2.

∣∣∣∣∣ 2 0

3 5

∣∣∣∣∣ = 10 ̸= 0, donc rg(A) = 2.

4.4.3 Systèmes linéaires
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Définition 18 :

On appelle équation linéaire toute équation de la forme u(x) = b où u ∈ L(E,F ), x ∈ E et b ∈ F .

Cette équation admet des solutions lorsque b ∈ Im u.
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Définition 19 :

On appelle système d’équations linéaires de m équations à p inconnues tout système de la forme :

(I)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1pxp = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2pxp = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ ampxp = bm

Les aij s’appellent les coefficients du système, x1, ..., xp s’appellent les inconnues du système, et

b1, ..., bm s’appellent les éléments du second membre.

Equation linéaire :

(I) ⇐⇒ u(x) = b (II)

où x = (x1, .., xp), b = (b1, ..., bp), et u ∈ L(Kp,Km).

Expression matricielle :

On note A =

 a11 . . . a1p
...

...

am1 . . . amp

, X =

 x1
...

xp

 et B =

 b1
...

bm


(I) ⇐⇒ AX = B (III)
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Définition 20 :

1. A s’appelle la matrice du système.

2. On dit que le système est homogène si B = 0.

3. On dit que le système est compatible (resp. incompatible) s’il admet des solutions (resp.

n’admet pas de solutions).

Condition de compatibilité :

On pose r = rg(A).

Premier cas : r = m (m étant le nombre d’équations)

Dans ce cas u est surjective et le système est compatible. En effet,

rg(A) = m =⇒ rg(u) = m = dim Km =⇒ dim Im u = dim Km =⇒ Im u = Km

Cas particulier, si r = m = p :

Dans ce cas, A est inversible et le système s’appelle système de Cramer. Il admet une solution

unique obtenue par :

∀i ∈ Nm, xi =
∆i

∆

où ∆ = det(A) et ∆i est le déterminant de la matrice obtenue à partir de A en remplaçant la ième

colonne de A par  b1
...

bm



Deuxième cas : r < m

Il existe un mineur d’ordre r non nul extrait de A (tous les mineurs d’ordre > r sont nuls).

Supposons que ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1r
a21 . . . a2r
...

ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

∆ s’appelle le déterminant principal. Avec ce choix de ∆, les r premières équations s’appellent

les équations principales, et les r premières inconnues s’appellent les inconnues principales (il y a

m− r équations non principales et p− r incommues non principales).
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Définition 21 :

On appelle déterminant caractéristique associé à l’équation non principale numéro j, le déterminant

d’ordre r + 1 obtenu de la manière suivante :

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

b1
...

br
aj1 . . . ajr bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Il existe m− r déterminants caractéristiques.

(On ajoute à ∆ la ligne formée par les coefficients des inconnues principales de l’équation j, et la

colonne formée par les seconds membres des équations principales et de l’équation j,)

�
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Théorème 22 :

Le système (I) est compatible si et seulement si tous les déterminants caractéristiques sont nuls.

Résolution du système dans le cas où il est compatible :

On résoud le système formé par les équations principales aux inconnues principales :
a11x1 + . . .+ a1rxr = b1 − a1,r+1xr+1 − . . .− a1,pxp
a21x1 + . . .+ a2rxr = b2 − a2,r+1xr+1 − . . .− a2,pxp
...

ar1x1 + . . .+ arrxr = br − ar,r+1xr+1 − . . .− ar,pxp

La matrice de ce système a comme déterminant ∆ ̸= 0, d’où le système obtenu est un système de

Cramer.

On note que x1, ..., xr dépendent de xr+1, ..., xp, et que donc il existe une infinité de solutions.

4.4.4 Diagonalisation d’une matrice

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1, u ∈ LK et A ∈Mn(K).'
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Définitions 23 :

Soient A ∈Mn(K) et u ∈ L(K).

1. On dit que λ ∈ K est une valeur propre (vp) de u (resp. de A) s’il existe x ̸= 0E (resp. X ̸= 0)

tel que u(x) = λx (resp. AX = λX)

2. On appelle vecteur propre de A associée à λ, tout X ∈ (Kn)∗ tel que AX = λX (resp.

u(x) = λx), i.e. tout X ∈ (Kn)∗ tel que X ∈ Ker(A− λIn) (resp. x ∈ Ker(u− λidE)).

3. On appelle spectre de u (resp. A) et on note Sp(u) (resp. Sp(A)) l’ensemble des vp de u (resp.

A).

Sp(u) = {λ1, ..., λt}

4. On appelle sous-espace propre de A (resp. u) associé à λ le sev de Kn noté et défini par

SEP (A, λ) = Eλ(A) = Ker(A− λIn) (resp.SEP (u, λ) = Eλ(u) = Ker(u− λIdE) ).



64 Déterminants et systèmes linéaires
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Définition-proposition 24 :

On appelle polynôme caractéristique de A (resp. u)le polynôme de degré n noté et défini par

ΠA(X) = det(A−XI) (resp. det(u−XidE)).
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Proposition 25 :

Les valeurs propre de A (resp. u)sont les racines du polynôme caractéristique de A (resp. u).
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Définition 26 :

Soit λ une vp de u (resp. A). On appelle ordre de multiplicité de λ, son ordre de multiplicité en

tant que racine de πu (resp. πA).

⋆ Remarque :

Si E est un ev de dimension finie n et de base B, u ∈ L(E) et A =M(u,B), alors :

· λ ∈ K est une valeur propre de u si et seulement si λ est une valeur propre de A.

· x ∈ E est un vecteur propre de u associé à λ si et seulement si X ∈Mn,1(K) est un vecteur

propre de A associé à λ, X étant le vecteur colonne formé des composantes de x dans la base

B.
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Définition 27 :

1. Une matrice A ∈Mn(K) est dite diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale.

2. Un endomorphisme u de E est dit diagonalisable si sa matrice dans une base quelconque est

diagonalisable, ou de manière équivalente s’il existe une base B dans laquelle M(u,B) soit

diagonale. De manière équivalente, u est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base

de E formée de vecteurs propres de u.
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Proposition 28 :

Soient B une base de E, u ∈ L(E) et A = M(u;B). Alors u est diagonalisable si, et seulement si,

A est diagonalisable.
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Théorème 29 :

Soit u ∈ L(E) (resp. A ∈ Mn(K)). On note pour tout λ ∈ Sp(u) (resp. Sp(A)), dλ l’ordre de

multiplicité de la vp λ. Alors : u (resp. A est diagonalisable si, et seulement si,{
πu (resp. πA) est scindé

∀λ ∈ Sp(u) (resp. Sp(u)), dim Eλ(u) = dλ (resp. dim SEP (A, λ) = dλ)
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Proposition 30 :

Si les valeurs propres de A sont simples (racines simples de ΠA(X)), alors A admet n valeurs propres

λ1, ..., λn deux à deux distinctes.

Pour tout i ∈ Nn, on note xi une valeur propre associée à λi. Alors B = (x1, ..., xn) est une base

de Kn et A est semblable à une matrice diagonale A′ = P−1AP , avec P = PB0B, B0 étant la base

canonique de Kn.


