ALGEBRA LINEAL

OBJETIVO GENERAL:

EL ALUMNO ANALIZARA Y ADQUIRIRA LOS CONOCIMEINTOS DEL
ANGEBRA LINEAL Y LOS PALIQARA COMO UNA HERRAMIENTA PARA LA
SOLUCION DE PROBLEMAS PRACTICO DEL AREA DE INGENOERIA.

TEMAS Y SUBTEMAS

1. NUMERO COMPLEJOS
OBJETIVO PARICULAR:

El alumno conocera los fundamentos conceptuales de los nimeros complejos

1. DEFINICION Y ORIGEN Y OPRACIONES FUNDAMENTALES CON
NUMEROS COMPLEJOS

Un numero complejo es un nimero escrito de laforma z=a + bl donde ay b
son numeros reales e L es el simbolo formal que satisface la relacién 12 =-1. Se
considera que un numero real es un tipo especial de numero complejo,
identificandose 2 con o + 0L . Mas aun las operaciones aritméticas con
numeros reales pueden extenderse al conjunto de numeros reales.



Interpretacion geométrica

Eje B .
Imaginario z=atbi

b —

El conjugado complejo es una
imagen reflejada

Eje Real

® z=a-bi

Operaciones fundamentales con numeros complejos

Suma y multiplicacién de numeros complejos.
(@+bi)+(c+di)=(a+b)+(b+d)icec.... (1)

(@+bi) (c+di)=(ac+bd)+ (ad+bc)i............. (2)

Estas reglas se reducen a la suma y multiplicacion comunes de numeros reales
cuando b y d son ceros en (1) y (2).

La resta de numeros complejos se define como.

Z1+2z2= 21+ (-1) 22

El conjugado de z = a + bi es un nimero complejo z ( zeta testada) obtenemos
'z cambiando el signo de la parte imaginaria

z=a-Dhi



1.2 Potencias de “i” modulo 6 Valor absoluto de un numero complejo

Potencias de la Unidad Imaginaria:

it = ~1=i
it =[] =1

Valor absoluto

2 =-lzz =|a® +b?



1.3. forma polar y exponencial de un numero complejo
Forma Polar

Sea wz= M\z‘ [005(9 + @)+ isen(9+ (p)]

Imz

Figura 1.1

Rez

El producto de dos numero complejos diferente de cero esta dado en la forma
polar por el producto de sus valores absolutos y la suma de sus argumentos. El
cociente de dos numeros complejos diferentes de cero esta dado por el cociente
de sus valores absolutos y la diferencia de sus argumentos.

Forma exponencial

A veces, y por simple comodidad se prefiere trabajar con la forma trigonometrica
en vez de con la forma binomica:

Sea Z un numero complejo cualquiera su representacion prdra experesarse de las
sigueientes maneras:

z=x+iy=p(COSO+i-senf)= pee

Forma Forma Forma
binomica trigonometrica exponencial



{x = p-cosd
Donde
y=p-sent

Y p=lz=-/x*+y’ > x/(,ocosé’)2 +(psend)’ = \/pz(cosz 0+sen20) =p

cos? O+sen’0=1

Y tan@zz
X

1.4. Teorema DeMoivre , potencias y extraccion de raices de un
numero complejo.

Teorema de DeMoivre y Potencias

De la figura 1.1. tenemos dada la representacién polar de un nimero complejo

Donde la formula se usa cuando z = w = r(cos @ + isen ¢)en este caso
22 =r?(cos2¢p +iseng), y
Z3 =Z- Z2
= r(cos @ +isen (p)- r’ (cos 20+ isen2g0)
= r*(cos 3¢ +isen3p)
En general, para cualquier entero positivo k.

Zh =7t (cos ko + isenk(p)

a esto se le conoce como Teorema de DeMoivre aplicable asi mismo a las
potencias de numeros complejos

Raices de un numero complejo

Dado un numero complejo que se define tal que i~ = —1. Utilizando esta
notacién podemos pensar en i como la raiz cuadrada de -1, pero notamos que

vy 2 .3 .
también tenemos (_3)_ =1 = _1, asi que (-i) es también una raiz cuadrada
de —-1. Semejantemente a los numeros reales, decimos que la raiz cuadrada
principal de -1 es i, 0, en general, si x es cualquier numero real positivo, entonces
en la raiz cuadrada principal de —x se cumple la siguiente igualdad:

V=2 = V-1V =iV




es decir, la raiz cuadrada de un numero negativo es necesariamente imaginario.
. .3 .
Eso es debido a que ¢~ = —1, por lo que entonces:

(ivz)" = V2 = (-1 = -

Si se desea encontrar la raiz de un numero imaginario es posible demostrar la
igualdad

VEiz — /_:I:zv/:

Por los argumentos dados, i no puede ser ni positivo ni negativo. Esto crea un

problema: para el numero complejo z, no podemos definir ‘»/Epara ser la raiz
cuadrada “positiva” de Z.

Para cada numero complejo diferente a cero z existen exacto dos numeros W
2 . , .
tales que w~ = Z. Por ejemplo, las raices cuadradas de i son:

V2
‘/1::2

(1+ 1)

—Vi= —“{5(1 ).

La definicion general de \/Eesté introduciendo el siguiente punto de rama: si
z = re'? es representado en coordenadas polares con —11 < @ < 1, después fijamos
el valor principal a:

vz = re?

Asi definido, la funcion de la raiz es holomorfa en todas partes excepto en los
numeros reales no positivos, donde no es incluso continua. La antedicha serie de

Taylor para V l+x sigue siendo valida para el resto de los numeros complejos x
con |x| < 1.

En general, para un numero complejo expresado en forma rectangular, se obtiene:

4yl +x | [lxtiy -z

vty = f T:I:z.
III [ |II '3
! 2 ! 9




Donde

il — 2 2
z 1.y| =yzity (el valor absoluto o0 médulo del numero complejo), y el

signo de la parte imaginaria de la raiz coincide con el signo de la parte imaginaria
del radicando.

1.5 Ecuaciones Polinomicas

Los numeros complejos surgen ante la imposibilidad de hallar todas las soluciones
de las ecuaciones polindbmicas de tipo

n n-l
4,  +d, X e +adx+a,=0

Dados los valores apropiados de los coeficientes a, a ap , esta ecuacion tendra n
soluciones reales s; que permitiran reescribir el polinomio de la siguiente forma:

(X =3, X = 5pq)- (X —5) =0

Sin embargo, ecuaciones incluso tan sencillas como x? + 1 = 0 desafian esta regla,
ya que su solucion, que teéricamente vendria dada por

x12=iﬁ

2

qgue no existe en el campo de los reales ya que la raiz cuadrada no esta definida
para argumentos negativos.

Los numeros complejos sin embargo permiten ampliar aun mas el concepto de

"numero", definiendo la unidad imaginaria o i como i = ”_1, lo que significaria
que la ecuacion anterior si tendria dos soluciones, que serian x41=iy Xo= - .

La introduccion de los numeros complejos permite probar el teorema fundamental
del algebra, que dice que cualquier ecuacién polindbmica de grado n tiene
exactamente n soluciones complejas.

De esta manera, se define genéricamente un numero complejo como un numero
compuesto por dos partes, una parte real a y una parte imaginaria b,
escribiéndose como sigue:

z=a+bi



Por ejemplo, 2-3i, 4+8i, 3-Tri, etc.

Con los numeros complejos se opera como se operaria con productos de sumas
ordinarios, teniendo en cuenta siempre que = -1:

(a + bi)(c + di) = ac +adi +bci + bd” = (ac - bd) + (ad+bc)i.

La divisién es un poco mas sofisticada debido a la necesidad de eliminar la unidad
imaginaria del de nominador de la fraccion:

a+bi _(a+b)c—di) _lac+bd)+(be—ad) _(ac+bd)+ (be—ad)i _ac+bd N be— adi.
c+di {c+dc—dD (c? = (d)®) c? +d? ciyd? oty d?

EJERCICIO

El alumno:

*Elaborara una lista de las propiedades de los numeros complejos
sinvestigara la operacion de divisibn de numeros complejos.

*Dado la ley donde V W = \/E "V W demuestre de acuerdo a esta que -1=1




