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KATA PENGANTAR

Perkembangan bidan sains bekembang dengan pesat seiring dengan
perkembangan industry 4.0. salah satunya tentang automatisasi di berbagai bidang. lImu
aljabar linear merupakan dasar dari automatisasi di dalam bidang informatika.
Penggunaan matriks adalah langkah dasar mengenal visi dari sebuah komputer.

Untuk itu diperlukan pengenalan fungsi-fungsi yang ada di dalam matematika dan
diterapkan kedalam matriks. Sebagai langkah awal mahasiswa mengetahui
pengembangan autamtisasi dari sebuah visi komputer.

Penulis berharap melalui modul ini mahasiswa dapat mengembangkan ilmu
aljabar linear ini menjadi penerapan kedalam komputer vision yang akan di gunakan
didalam pengembangan sistem automatis dalam sebuah visi komputer.

Modul ini membahas tentang fungsi vektor, sistem persamaan linear dan
penerapannya di matlab. Agar mahasiswa mendapat ilmu tambahan tidak hanya
sekedar menghitung nilai matematika. Tetapi dapan mempraktikan dasar-dasarnya di
dalam tools Matlab. Semoga modul ini dapat memberikan manfaat bagi perkembangan

ilmu pengetahuan.

Jakarta, Desember 2019

Penulis
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PERTEMUAN 1
VEKTOR

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

memahami pengertian vektor, komponen vektor dan operasi di dalamnya.

B. Uraian Materi
1. Definisi Vektor

Sebuah vektor dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu matriks baris
maupun matriks kolom dari suatu komponen vektor. Dimana matriks baris
merupakan matriks yang hanya terdiri atas satu baris saja dan matriks kolom
merupakan matriks yang hanya terdiri atas satu kolom. Apabila sebuah vektor
dapat dinyatakan dalam sebuah bentuk matriks baris maka komponen —
komponen vektor tersebut dapat dinyatakan dalam komponen-komponen
matriks yaitu elemen atau nilai matriks dalam satu baris. Sedangkan jika sebuah
vektor dinyatakan dalam sebuah bentuk matriks kolom maka komponen vektor
tersebut dapat dinyatakan dalam komponen matriks yaitu elemen atau nilai
matriks dalam satu kolom.
Misalnya:

-

A=ay; +ayj + ay artinya apabila vektor A tersebut dinyatakan dalam sebuah

matriks baris, maka ditulis A = [ax ay az] dan apabila dinyatakan dalam

ax
matriks kolom, maka dapat ditulis A = [ay
az

Besaran dari suatu vektor adalah

Al = Va2 + a)? + a,?

Vektor satuan adalah:

; A Ayxi + ayi+ azg
A== == 3 _Zx

4] /axz +ay?+a;?

Aljabar Linier dan Matriks 1
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Contoh:
a. Diketahuivektor A = [_34] dan vektor B = [LSL] maka tentukanlah panjang vektor
A yang disimbolkan dengan |/T|, panjang vektor B yang disimbolkan dengan

|B| dan |4 + B|

Jawab:
4| = Jax? + ay? |B| = \/bx? + by?
=P+ = 7+ 67

=9 + 16 =+/16 + 25
=25 =+/41 satuan panjang

= 5 satuan panjang

W+ Bi= ]+ [3

S[3F4]
—4+5

=[]

Maka
A+ B|=V72+12
=V49 +1
= /50 satuan panjang

b. Diketahui vektor d = [—26] maka tentukan vektor satuan a

Jawab:
jdl = 2% + (=6)?
= VA+36

= /40 satuan panjang

1|

Maka g =

)

2
—6]_ Vao

I
—

6|
gl

40

Aljabar Linier dan Matriks 2
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2. Komponen Vektor

Di dalam komponen sebuah vektor ada istilah yang disebut dengan ruang
vektor. Misalkan apabila kita memiliki himpunan V memiliki operasi +, x maka
disebut ruang vektor yang ditulis (V, +, X). maka ruang vektor terdiri dari
himpunan, yang dimana didalamnya memiliki operasi biner tambah dan operasi
kali skalar. Biner merupakan mengaitkan unsur di V ke V
Misal:

Operasi tambah ada himpunan bilangan bulat misalkan Z di cross dengan Z
atau artinya memiliki dua bilangan himpunan bilangan bulat yaitu Z dan dikaitkan
lagidengan Z (Z + Z => Z)

Ada 10 aksioma ruang vektor adalah sebagai berikut:
Jika u dan v adalah objek — objek pada v maka u + v berada pada v.
u+tv=v+u

u+(V+w)=(Uu+v)+w

o o T w

memiliki suatu objek 0 di v yang disebut sebagai vektor nol .sehingga 0+u =

u+0=u

e. untuk setiap u di v memiliki suatu objek —u di v maka disebut negatif u sehinga
u+(-u)=(-u+u=0

f. apabila k merupakan sembarang skalar dan u merupakan sembarang objek
di v maka k dan u terdapat di v

g. k(u+v) =ku + kv

h. (k+DHu=ku+lu

i. K(u)=(kh)u

jo lu=u

Contoh:
1) Diketahui himpunan bulat Z dengan operasi tambah dan kali (Z, +, x). apakah
himpunan berikut merupakan ruang vektor?
Jawab:
a) Pertama cek terlebih dahulu apakah himpunan tersebut tertutup terhadap
penjumlahan.
Misal: a, b € Z (a dan b merupakan elemen dari Z) maka a + b juga harus
merupakan elemen Z. artinya apabila kita menjumlahkan nilai a dan b sama
sama bilangan bulat maka akan menghasilkan bilangan bulat. 2 +2 =4, 4

+ 4 = 8. Maka dalam hal ini dapat dikatakan tertutup terhadap penjumlahan.
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b) Lalu cek apakah tertutup terhadap perkalian skalar. Misal a € Z dan a
€ R. sehingga apabila disimpulan aa € R tapi aa # Z. artinya apabila
kita mengambil a dihimpunan Z tersebut dan mengalikan dengan
bilangan skalar a maka belum tentu aa tetap di Z dimana ab€ R — Z.

Sehingga Z bukan merupakan ruang vektor.

Susunan ruang pada vektor yaitu:

a. Ruang dimensi satu (RY)

R o P E A

Gambar 1.1

Titik O dinyatakan mewakili suatu bilangan nol dimana titik E mewakili

bilangan yang bernilai 1. Yang ditulis dengan O(0), E(1), P(%) artinya P
mewakili bilangan % dan kita harus letakkan titik P sehingga nilai OP = %

satuan ke arah E (arah positif).

b. Ruang dimensi dua (R?
Setiap pasangan pada suatu bilangan riil (koordinat titik) dapat diwakili oleh
sebuah titik pada suatu bidang rata, yang dapat membentuk suatu susunan

koordinat di dalam ruang dimensi dua yang ditulis sebagai ditulis R2.

X2
D A(1,2)
E2 B(3,1)
X1
o] E1 C

Gambar 1.2

Ruang Dimensi Dua

Aljabar Linier dan Matriks 4
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c. Ruang dimensi tiga (R?)

X3

B(0,3,3)

X2

X1

Gambar 1.3

Gambar Ruang Dimensi Tiga

d. Ruang dimensi n (Rn)
Secara umum untuk dimensiR" dimana n merupakan suatu bilangan bulat
positif, dimana suatu titik di dalam R"dapat dinyatakan sebagai n-tupel pada
bilangan riil. Misalnya titik X(x1, X2, ...,Xn)
Contoh:
1) Diketahui 3 buah matriksyaitu U =12 4 —1]7,V=[-2 4 4]T danW =
[1 1 3]" membangun R3
Jawab:
Misalkan X = [x1 x2 x3]T merupakan vektor di R3 dimana bentuk
kombinasi linier adalah
X = klu + k2v + k3w
[x1 x2 x3]"=k1[2 4 —1]T+k2[-2 4 4]"+k3[1 1 3]7

-elalel] el

2K, - 4K, + K3 = X,
4K, + 4K, + K3 = X,
—K; + 4K, + 3K; = X; lalu ubah kedalam bentuk matriks dan cari

determinannya. Sehingga:
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Ry

-1 4 3ll-1 4

Det=2x4x3)+(-4x1x-1)+(1x4x4)—-(-1x4x1)—-(4x1x2)—-(3
X4 x-4)
=24+4+16+4-8+48
=88
Karena hasil determinan adalah 88 atau tidak sama dengan 0, maka U, V,

W dapat membangun R3

3. Operasi Vektor
Pada setiap vektor misalkana = [ai, a2, as,. . ., an] , b =[b1, b2, bs, . . ., bn],

c=[c1, 2, Cs, .. ., €] | R", dan m, k adalah bilangan skalar — skalar, maka berlaku
aturan sebagai berikut:

atb=b+a

(a+b)y+c=a+(b+c)

k(a + b) =ka + kb

a+0=a

a+(-a)=0

(k+m)a=ka+ma

(km)a = k(ma) = m(ka)

-~ 0o o 0 T @

Q

Operasi pada vektor yaitu sebagai berikut:

Penjumlahan

Xa Xb
Diketahui dua buah vektor yaitu @ = [Ya| dan b = [Yb| maka a + b dapat
Za Zb
Xa + Xb
ditulis |Ya + Yb
Za+Zb
Contoh:

A, 5[ NFAE
1) Diketahui vektor posisi di titik @ = , b= [ ] c= [ 3 ] d= [—3],

Aljabar Linier dan Matriks 6
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Maka tentukan:

Aljabar Linier dan Matriks

QY

QUL

«Q,

1 [e)
—4 47
[ 245

]

51+ 2]

749
5 + (—4)]

—4
3
1

1
-3
2
[ —4+1

34 (=3)
1+2

[ 14
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e)a+eés= :_24] * [—94]

[ —4+9
2 + (—4)]

=

2) Diketahui titik A (9, 3), B (4, 7), C (-3, 3), D = (-6, -2). Tentukanlah AB +

cD

Jawab:

AB =B-4
=31~ (3
=4—9]

7—73
:‘f]

¢D =D-C
=[5
_[-6—(=3)

—2-3
_[-6+ 3]
-2-3
=[]
Maka,

E+ﬁ:{ﬂ+[ﬂ

-5 — —
|4 ++((—5§)] - [—81;]

Pengurangan
Jika diketahui dua buah sembarang vektor yaitu d dan vektor b maka
pengurangan d dan b dapat dituliskan sebagai berikut:
d - b =d + (-b) sehingga secara analitis kita punya:

-b =d+(-b)

Qu

=d+(-1)b
= (aq, az) + (-by, -by)

=(ay - by, ay - by)
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Contoh:
1) Diketahui dua buah vektor 4 = -2i + 3j — k
vektor B = -i — 4j + 2k

maka hitunglah berapa nilai 4 -B !

Jawab:
—2i R —1
3j —41']
—k 2k
Maka A +B = 3j ] -[—4]
—2i — (=)
=13/ — (4D
| —k -2k |
[ —i
= 7] ]
-3k
2) Diketahui vector 4 =i- 5j—k
B =2i—4j -3k
hitunglah berapa besar nilai 24 -B !
Jawab:
. i . 2i
A= —5]] dan B = [—4}]
—k -3k

L i 2i
Maka 24 + B =2[—5]] [ 4]]

:‘_12?5] '[“"]

20— 2i ]

= |-10j - (=47)
| —2k — (—3k)
iy

Lk

3) Diketahui vector 4 = 3i — 4j — 2k
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maka hitunglah berapa besar:

a) A-C
b) 2C-24
c) 2(4-B)
d -24-(4A+B)
e) 2B-24
f) (B -C)
Jawab:
[ 3 —2i
o e 5[]
[—2k] [-4k
[ 3i — (—2i)
= -4 —(=3))
| —2k — (—4k)
5i
= _]]
2k

. . —2i 3i
by 2¢-24=2 [—3j] - 2[—4j]
—4k -2k

c)

—4i 61
i
| —8k —4k
—4i — 61
=| -6/ - (—81')]
| —8k — (—4k)
[—101
L —4k

3i 71
2(A-B)=2 [—4]'] - [—j
—2k k|

3i—7i

=2 [—41' = (=N
—2k —k |
—4i
72
—3k

Aljabar Linier dan Matriks 10
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d —-24-(A+B)=-2

e) 2B-24

L. 7i —2i

Aljabar Linier dan Matriks

[ 3i ] [ 3@ 7i
4y |- ~4j|+ H
—2k1 -2k k
[ 3i ] [ 3i+7i
—4j |- [~4] + (=)
—2k] | -2k +k
[ 3i 1 [10¢
g

| —2k1 L—k

[—61 10i
L 4k —k

—16i
= 13j]

L 5k

7i 3i
k ~2k

[ 2 x 71 2x3i
=|12x—j|— [2x—4j]
L 2 x k| 2x—2k
[14i] [ 6i
FH
L 2k | —4k
14i — 6i ]

= (-2 - (-8))
| 2k — (—4k)

[ 8i

16k

k) -4k
(71 — (—20)
—j—(=3))
|k — (—4k)
oi-

=15 | 2j
5]
9/2i1

=1

=| J
5/2k]

11
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Perkalian

1)

2)

Perkalian Titik/Skalar
Perkalian titik/skalar adalah mengalikan setiap nilai pada variable dengan

variable yang sejenis.

Contoh:

Diketahui vektor A = 3i — 4j + k dan vektor B = -2i — j + 6k. maka A . B
adalah ...

A.B =@Bi—-4j+k).(-2i—j+6K)

A.B=@3i.-2)+(4j.-)+ (.6k)

A.B =-61+4j+6k

Perkalian silang/Vektor
Apabila vektorA=(v1, V2, v3) dan vektor B = (w1, Wz, w3) merupakan sebuah
vektor — vektor pada vektor Ruang-3, maka hasil perkalian silang (cross
product) antara a x b adalah vektor yang dapat didefinisikan menjadi
A xB = (A:Bs— A3B,, AsB1 — A1B3, A1B2 — AzB4)
atau dalam notasi determinan dapat ditulis sebagai berikut;
axb=[p b) [y bl los b
Contoh:
Carilah u x vdimanau =(1, 2,-2)danv =(3,0, 1)
Jawab :

3 0 1

o 71l TG o

Maka:

uxv =((2x1)-(-2x0), (-2x3)-(1x1), (1x0)-(2x3))
uxv =((2-0), (-6-1), (0-6))

uxv =(2,-7,-6)
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C. Soal Latihan/Tugas
1. Berapakah nilai dari 2 a + b dari dua buah vektor a = 8i + 6] — k dan vektor b =
3i—9)+ 2k
2. Berapakah nilai a — b + ¢ dari ketiga vektor a = 2i — 3j - k, vektor b = -4i —j + 3k

dan vektor c =-i+ 2j + 4k
1 4 3
3. Diketahui vektor a = [ 2 ] vektor b = [4] dan vektor ¢ = [—4] maka berapakah
-3 4 5
hitunglah hasil vektor a + b — 2c
12 8
4. Diketahui 4 buah vektor adalah sebagai berikut. Vektor A = | 4 | vektor B = —3]
-1 2
—4 7
vektorC=1| 3 ] dan vektor D = —5] berapakah hasil 5BC + 2AD — 3BD?
-10 2

5. Berapakah nilai A.B dari vektor A = 3i + 2j + 4k, vektor B = 2i — 4j + 5k

Aljabar Linier dan Matriks 13
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PERTEMUAN 2
RUANG VEKTOR BAGIAN, VEKTOR BERGANTUNG DAN BEBAS
LINIER

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami tentang

ruang vektor dan ruang bagian.

B. Uraian Materi
1. Ruang Vektor
Apabila diketahui sebuah himpunan vektor v dan suatu medan skalar k,
diartikan bahwa operasi penjumlahan terhadap suatu elemen-elemen v sendiri
dan operasi perkalian suatu elemen v dengan sebuah elemen k disebut sebagai
perkalian skalar. Dimana v disebut suatu ruang vektor jika memenuhi suatu
syarat berikut:
a. Setiap u, v €V dan a € k maka dapat dinyatakan: u +v €V, au €V (tertutup
terhadap sebuah operasi penjumlahan dan perkalian skalar).

b. Untuk setiap u, v, w€ V maka (u+v) +w=u+ (v +w).

c. Setiap u, v €V dan a € K maka dapat dinyatakana * (u+v)=a*u+a*v

d. Terdapat 0 €V disebut vektor nol sehingga0+u=u+ 0=u,dimanau€V.

e. Setiap u€V dimana —u €V sehingga (-u) +u=u+ (-u) = 0.

f. Setiapu,v€Vmakau+v=v+u

g. Setiap u€V akan berlaku 1* u = u, dimana 1 merupakan elemen satuan dari
K.

Contoh:

V, = merupakan himpunan yang berisi polynomial yang berderajat dua atau
kurang dimana operasi penjumlahan dan perkalian merupakan sebuah ruang

vektor yang berada di atas medan skalar R (dimana R merupakan bilangan riil).

Langkah Penyelesaiannya:
Langkah pertama kita harus menguji apakah syarat 1 dan 8 terpenuhi.
Misal:

U=a,x?+ a;X + ay,
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V = b,x? + byX + by,
W = cyx2 + X + ¢,
Apabila ¢ dan d merupakan bilangan skalar, maka:
U+V = (ayx? + ax + agp) + (byx? + byX + by) + (az+ by) x% + (a;+ by) X + (ag+ by)
evs
Karena u + v merupakan polynomial yang berderajat dua atau kurang maka:
Step 1:
U+V =(ayx? + a;x + ag) + (byx? + bx + by)
= (az + by) x* + (ay + by) X + (aq + b)
= (by + ap) x* + (by + a;) x + (bo + a)
= (byx? + byX + by) + (a,x? + a;x + apg) =V + U
Step 2 :
U+ (VW) = (ax? + a;xX + ag) + [(by + ¢3) x% + ((by + ¢)x + (bo + ¢o)}
= (az + by + ¢3) X% + (ag + by + )X + (ag + by + ¢o)
= [(az + by) x* + (ay + by) X + (ag + b)] + c2x% + ¢;X + ¢
=(u+v)+w
Step 3:
Misalkan 0 = 0x? + Ox + 0, maka,
u+0=(az+0)x*+ (a; +0)x+ (ag+0)=(0+az) x*+((0+a;) x+(0+
ag)=0+u
=a,x*+a; Xx+ay=u
Step 4.
Misalkan —u = (-a)x? + (-a;) X + (-ag) maka
u+-v =[a; + (-az)] x* + [ay + (-a;)] x + [az + (-az)] +[ ag + (-ao)]
=0x2+0x+0=0
Cu = (cay)x? + (cay) X + (cay) € Vs

Karena cu merupakan sebuah polynomial berderajat dua atau kurang.

Step 5:

C (u+Vv) =[c(ay + by)lx?* +[c(ay + by)] x + [c (ag + bo)]
= (ca, + ch,) x? + (cay + cby) X + (Cay + Chy)
=cu+cv

Step 6:
(c+d)u =[(c+d)ay]x*+[(c+d)a]x+][(c+d) ag

=[(caz) x* + (cas) X +( cag)] + [(day) x* + (das) X +( day)]
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=cu+du
Step 7:

C (du) =c [(da;) x* + (day) x + (day)]
= ¢ (da,) x? + ¢ (da;) X + ¢ (day)
= (cd) a,x? + (cd) a; x + (cd)a,
=(cd)u

Step 8:
1u=la,x? + la;x + 1a,
= a,x% + aq;X + a,
=u
Dikarenakan syarat 1 dan 8 terpenuhi maka V; merupakan sebuah ruang

vektor.

2. Vektor Bebas Linier

Apabila s adalah (v1, v2, ..., vr) merupakan suatu himpunan vektor — vektor
yang bukan kosong, maka dapat dituliskan persamaan vektornya sebagai
berikut:

K\Vi+ KV, + ... +KV.=0

Harus memiliki paling tidak satu penyelesaian, yaitu:
K;=0,K,=0, ........ K, =
Apabila ini merupakan salah satu langkah salam penyelesaian, maka s dikatakan
himpunan yang bebas linier. Tetapi apabila tidak ada penyelesaian, maka s

merupakan suatu himpunan yang tak bebas secara linier.

Contoh:
1) Selidiki dan tentukan apakah himpunan vektor — vektor dibawah ini bebas
linier atau bergantung linier ?
a) A={2,2,3}danB={3, 1, 2}
b) B={2, 3,4} dan C = {4, 6, 8}
c)U={1,2,3}V={2,3,7}dan W = {0, 0, 0}

Jawab :
a) Himpunan vektor ini termasuk bebas linier karena semua anggota

himpunannya tidak berkelipatan.
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b) Himpunan vektor ini disebut bergantung linier karena semua anggota
himpunannya berkelipatan satu sama lain yaitu C=2B.

¢) Jika ada himpunan yang mengandung nol berarti disebut bergantung linier
walaupun himpunan lain bebas linier tetapi jika ada himpunan yang

mengandung nol tetap disebut bergantung linier.

2) Diketahui dua buah vektor yaitu vektor u = (-1, 3, 2) dan vektorv = (1, 1, -1).

Buktikan apakah saling bebas linier?

Jawab:

Kiu+Ka=0

Maka:
-1 1 K17 _ 0
3 1 [KZ =lo
2 -1 0

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas.

Sehingga:
-1 1770 -1 1770 -1 1770
3 1”0]b2+3b1=!0 4”0]b3+2b1:[0 4”0]
2 —1llo 2 —1ll0 0 1llo
Maka:
-1 1770 1 —1770 1 0][0 1 0770
0 1110 0 1110 0 1110 0 1110
Lalu

1 07]0 k1
wa-v2=|o 1]|o]- fi2
0 ollo k3

Maka akan diperoleh sebuah solusi tunggal yaitu:
K, =0
K,=0
Karena hasil yang diperoleh sama dengan nol, maka vektor u dan vektor v

dikatakan vektor yang saling bebas linier.

3) Diketahui tiga buah vektor yaitu:

A=

-1 1
3],B=[1]dancz
2 -1

2
_6]
—4
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Apakah ketiga vektor diatas dapat dikatakan saling bebas linier?
Jawab:

Kia+ K,b+K;c=0

Maka:

-1 1 2 [kl 0
RN I5
2 -1 -—411k3 0

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas.

Sehingga:
-1 1 217f[0 -1 1 217f[0
’3 1 —6”]—b2+3b1—’0 4 0 [0]
2 -1 -4 2 -1 —4llo

i 4 ffpcf 7 38
oy S 7 5

Sehingga diperoleh:

1 -1 -=-2][k1
o 1ol
0 0 0113

Hal ini menunjukkan bahwa nilai k1, k2, k3 merupakan solusi tak hingga

banyak. Sehingga vektor a, vektor b dan vektor c merupakan vektor — vektor

yang bergantung linier.

3. Vektor Bergantung Linier

a. Apabila diketahui himpunan sebanyak m buah vektor (U1, U2, ...Un) maka
disebut bergantung linier apabila memiliki skalar — skalar yaitu (11, A2, ... Am)
yang bukan nol sehingga berlaku 11U1 + A2U2 + .... + AnUm =0

b. Apabila diketahui himbunan sebanyak m buah vektor yaitu (U1, U2, ...Un)
maka disebut vektor — vektor bebas linier jika skalar — skalar (11, A2, ... Am)
yang semuanya adalah nol. Dimana A1 =42=13=..... Am =0. Maka berlaku
ALUL +A2U2 + ...+ AnUm =0
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Contoh:

1)

2)

Diketahui 3 buah vektor yaitu vektor a = (3, 1, 2) vektor b = (1, 2, 1) dan vektor
¢ =(2,-1, 1). Buktikan apakah vektor — vektor tersebut merupakan bebas atau
bergantung linier?

Jawab:

Ala+A2b+2A3c=0

21(3,1,2)+22(1,2,1)+13(2,-1,1)=(0, 0, 0)

Terdapat A yang bukan nol, yaitu A1 = 1, A2 = -1, A3 = -1 sehingga karena
memiliki A yang bukan nol maka vektor a, vektor b dan vektor ¢ disebut vektor

yang bergantung linier.

Buktikan apakah vektor
17 107 O

s= [0] [1] !O] merupakan vektor bebas linier atau tidak?
ol Lol 11

Jawab:
Diketahui:
A1 =(1, 0, 0)
12 = (0, 1, 0)
23=(0,0,1)
Maka:

1 0 0711 O
0 1 00 1
0 0 1il0 0O

A= (1)(D)() + (0)(0)(0) + (0)(0)(0) - (0)(1)(0) - (0)(O)(1) — (1(O)(1)
A=1+0+0-0-0-0
A=1

Karena A = 1 maka vektor diatas terbukti vektor bebas linier.

Note:
Apabila menentukan himpunan suatu vektor, maka dapat dilakukan
dengan matriks, yaitu sebagai berikut:
a) Apabila determinan = 0, maka himpunan tersebut dikatakan vektor
bergantung linier
b) Apabila nilai determinan # = 0, maka himpunan tersebut dikatakan vektor

bebas linier
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3) Diketahui tiga buah vektor yaitu:

-1 1 2
A=|3],B= 1]danC= —6]
2 -1 —4
Apakah ketiga vektor diatas dapat dikatakan saling bebas linier?
Jawab:
Kia+ K,b+K;¢=0
Maka:

-1 1 2 7[k1 0
RN 5
2 -1 —411k3 0

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas.

Sehingga:

-1 1 21770
R
2 -1 -4110
-1 1 27(0
b2 +3b1=|0 4 0 [0]
L2 -1 —4110
[—1 1 2][0] 1 -1 -=2]f0
waca1=[o 4 ofjolsa=lo 4 oo
0 1 oltol 0 1 0110
1 -1 -=27J0
vaz=lo 1 ollo
0 1 0110

1 -1 -=2]J0
a-v2zlo 1 ol
0 O 0110

Sehingga diperoleh:

1 -1 -=-2][k1 0
o v oflie<o
0 O 0 11k3 0

Hal ini menunjukkan bahwa nilai k1, k2, k3 merupakan solusi tak hingga

banyak. Sehingga vektor a, vektor b dan vektor ¢ merupakan vektor — vektor

yang bergantung linier.
4) Selidiki dan tentukan apakah himpunan vektor — vektor dibawah ini bebas

linier atau bergantung linier ?
a) A={2,2,3}dan B ={3,1,2}
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b) B ={2,3,4} dan C = {4,6,8}
c) U={1,2,3}V ={2,3,7} dan W = {0,0,0}

Jawab :

a) Himpunan vektor ini termasuk bebas linier karena semua anggota
himpunannya tidak berkelipatan.

b) Himpunan vektor ini disebut bergantung linier karena semua anggota
himpunannya berkelipatan satu sama lain yaitu C=2B.

¢) Jika ada himpunan yang mengandung nol berarti disebut bergantung linier
walaupun himpunan lain bebas linier tetapi jika ada himpunan yang

mengandung nol tetap disebut bergantung linier.
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C. Soal Latihan/Tugas
1. Apabila diketahui dua buah vektor yaitu u dan v. dimana vektor u = [2, 3] dan
vektor v = [1, 3]. Buktikan apakah kedua vektor tersebut termasuk vektor bebas

linier atau bergantung linier?

2. Buktikan bahwa vektor — vektor berikut merupakan bebas linier atau bergantung
linier:
a. U=(-1,2,4),V=(5,-10, -20)
b. U=(3,0,4),Vv=(5,-1,2),(1,1,3)

11 [0
3. Buktikan apakah vektor s = [1] [1]
ol 11

1
0] merupakan vektor bebas linier atau
1

tidak?
4. Apabila diketahui dua buah vektor yaitu u dan v. dimana vektor u = [-1, 3 5] dan
vektorv =[2, 4 7]. Buktikan apakah kedua vektor tersebut termasuk vektor bebas

linier atau bergantung linier?

5. Diketahuiu = (3, -5,6)danv =(8, 2, 4). Apakah vektor tersebut merupakan vektor

bergantung linier?
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PERTEMUAN 3
KOMBINASI LINIER, BASIS DAN DIMENSI

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami tentang
konsep vektor.
B. Uraian Materi
1. Kombinasi Linier
Kombinasi linier adalah suatu kondisi dimana vektor — vektor yang diberikan
pada soal harus memenuhi syarata = K;u + K;v. Dimana K, K, ... adalah skalar.
Kombinasi linier dapat diselesaikan dengan menggunakan OBE (Operasi Baris
Elementer). Dimana hasil dari OBE tersebut apabila memiliki solusi maka dapat
dikatakan memiliki kombinasi linier sedangkan jika hasil OBE tidak memiliki solusi
maka tidak dapat dikatakan kombinasi linier.
Misal:
a. Misalkan vektor u = (2, 4, 0) dan vektor v = ( 1, -1, 3). Apakah vektor tersebut

kombinasi linier dengan vektor a = (4, 2, 6)

Jawab:
AX=B
2 1 4
DimanaA=14 -1, X= [g;],dan B= [2]
0 3 6
2 1 4
Maka [4 -1 [ﬁ = 2]
0 3 6
2 1 |4
=[4 -1 |2
0 3 16

Langkah pertama adalah membuat segitiga atas dan segitiga bawah lalu
menentukan diagonalnya. Diagonal dari A = [2 — 1] setelah itu menge-nolkan

dari A, dimana

2 1 |4 2 1 4
4 -1 2] , b, - 2b; Maka |4 — (2x2) —1—(2x1)| 2 — (4x2)]
0 3'6 0 3 6

2 1 4
={4—-4 -1-2 2-8
0 3 6
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2 1 4
= [0 -3 —6]
0 3 6
langkah selanjutnya adalah membuat nol baris satu kolom dua.

2 1 4 [(3x2) +0 (3x1)—3 | (3x4) —6
Dimana: |0 -3 | —6|,3by +by = 0 -3 -6
0 3 6 | 0 3 6
[6+0 3—3|12—-6
=] 0 -3 -6
0 3 6
6 0 6
=!0 -3 —6]
0 3 6

Langkah selanjutnya adalah membuat nol baris 3 sedangkan untuk syarat

diagonal OBE harus bernilai satu maka nilai diagonal tidak dibut kedalam nol.

6 0 6 [6 0 6
Maka [0 -3 —6],b3+b2= -3 -6 ]
0 3 |6 0 3+(=3) |6+ (—6)
6 0 6
=10 -3 -6
0 3—-3/6-6
6 0 | 6
=10 -3 —6]
0 0 |0

sehingga dari hasil yang diperoleh dapat disimpulan bahwa soal diatas
memiliki solusi karena pada baris ketiga bernilai nol. Sehingga disebut solusi
banyak tak hingga. Apabila pada baris ketiga memiliki satu nilai maka
dikatakan bahwa matriks tersebut tidak memiliki solusi.

Karena matriks tersebut memiliki solusi, maka dapat dibuat kedalam
bentuk persamaan sebagai berikut:

2l

Sehingga 6k, + 0 = 6 (persamaan 1)
0 - 3k, =-6 (persamaan 2)
Dari persamaan 1 diperoleh
6k, =6
ki =

R olo

k1=

Dari persamaan 2 diperoleh
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-3k, =-6
kp==2
k,=2
Setelah kita menemukan nilai K1 dan K2, maka nilai yang sudah
diperoleh dimasukan kedalam kondisi vektor dimana:
a=ku+tk,v
a=1u+2v

maka dapat dikatakan bahwa vektor tersebut sebagai kombinasi linier.

b. Misalkan:
a=321-3), b =(421,/2), ¢ = (2,1,3-1), d =( 19,11,8,-14). Apakah d

merupakan kombinasi dari @, b, dan ¢.

Jawab:

&:kla+k25 +k3E

19 3 4 2
11 2 2 1
g |~ |YKe| T3
_14 _3 2 1

Sehingga diperoleh 4 persamaan sebagai berikut:

1. 3k, + 4k, + 2k; =19

2. 2ky + 2k, + ks =11

3. ky+ky,+3k; =8

4. —3ky - 2k, - k3 =-14
Maka dari persamaan diatas kita melakukan eliminasi terlebih dahulu.
Eliminasi persamaan 2 dan 3 yaitu:

2ky + 2k, +k; =11 x1

ky+ k,+3k;=8 | x2

2k, + 2k, + kg =11

2k, + 2k, + 6k; =16 -

—5k; =-5
ks = -5/-5
ks=1

Selanjutnya adalah persamaan 1 dan 4 yaitu:
3k, + 4k, + 2k; =19
—3ky - 2k, - k3 =-14 +
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2k, + ks =5 ... persamaan 5

Selanjutnya substitusikan hasil k; ke persamaan 5 yaitu:

2k, + k3=5

2k, +1 =5
2k, =5-1
2k, =4
ky = 412
ky =2

Selanjutnya substitusikan hasil k; dan k, ke persamaan 3, dimana:

ky +ky+3ks =8

k, +2+31=8

ky +2+3 =8
k, =8-5
ky =3

Setelah k;, k, dan ks diperoleh, maka periksa apakah nilai yang didapat
memenuhi ke empat persamaan.
Persamaan 1 : 3k, + 4k, + 2k;=19
33+4.2+21 =19
9+8+2=19
19 =19 (memenuhi)

Persamaan 2 : 2k, + 2k, + k; =11
23+22+1 =11
6+4+1=11

11=11 (memenuhi)

Persamaan 3 : k; + k, +3k; =8
3+2+3.1=8
5+3=8

8 = 8 (memenuhi)

Persamaan 4 : =3k, -2k, - k; =-14
-3.3-22-1=-14
9-4-1=-14
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- 14 =-14 (memenuhi)

Berdasarkan hasil yang sudah diperoleh, maka dapat disimpulkan bahwa d

merupakan kombinasi linier dari @, b dan ¢

2. Basis dan Dimensi
Sebuah ruang vektor A dapat dikatakan mempunyai dimensi terhingga
sebanyak n ( maka ditulis dim A = n). Jika ada vektor — vektor seperti e;, e; € A
yang bebas linier, maka himpunan {e,, e, .... e, } disebut suatu basis dari A dan

banyaknya maksimum suatu vektor disebut sebagai n.

Misal:
1 2 3
1) Diketahui vektor A = | 72 1 2
5 0 -1

Tentukan:
a) Semua vektor basis dan vektor kolom dari A
b) Basis dan dimensi dari ruang baris A

c) Baris dan dimensi dari ruas kolom A

Jawab:

a) Vektor baris dari A adalah:
vl=(1,2 3)
v2=(-2,1,0)
v3=(3,1,1)
v4 = (5,0, -1)

Vektor kolom dari A adalah:

1 2 3
— _|-2] —=_|1] —_10
wl = 3 | w2—1,w3—1
5 0 1

b) Basis dan dimensi dari ruang baris A

Menggunakan OBE (Operasi Baris Elementer)

1 2 3
-2 1 o
A‘311
5 0 -1
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baris 2 = 2b1 + b2
baris 3 =-3b1 + b3
baris 4 = -5b1 + b4

1 2 3 1 2 3
=2 1 o]l @D-2 (@x2)+1 (2x3)+0
Maka A =1 " 5 | [|(=3x1)+3 (=3x2) +1 (=3x3)+1
|5 0 —1J1(-5x1)+5 (-5x2)+0 (-5x3)—-1
1 2 3
A=|2-2 4+1  6+0
-3+3 —-6+1 -9+1
|-54+5 —-10+0 -15-1
[1 2 3
10 5 6
A=lo 5 8
[0 —10 -—16
setelah itu kita harus mengubaj nilai diagonal menjadi 1. Yaitu b2 = 1/5b2.
1 2 3] [t 2 3]
0 5 6 0 — <x6|
A = , b2 =1/5Db2 5x5 5
0 -5 -8 |0 -5 _8 |
0 -10 -16l lo —10 —16]
[1 2 3]
_[o 1 65
0 -5 -8
0 —-10 -—16]
setelah itu kita harus mengubah b3 dan b4 menjadi nol. Sehingga:
1 2 39 K 2 3]
0 1 6 [0 1 S |
A = 5 1b3=5b2+b3| e |
0 -5 -8 lo Gx1) -5 (=) -8
0 -10 —16 o —10 16 |
[1 2 3]
= 8 (1) 6_/25 dan merubah b4 menjadi o
0 —10 -—16]
1 2 3 7 1 2 3
o 1 2 |[0 1 ¢ ]|
A = 5 b4=10b2+b3| 5 |
0 0 -2 0 0 -2
o —10 -16 lo (tox1)-10 12— 16l
(1 2 3
= 8 (1) 6_/25 lalu kita mengubah nilai baris 3 yaitu -2 menjadi 1
0 0 —4
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12 3 [t 2 3]
0 1 §| [0 1 5 |
A = 5 |b3=-1/2xb3| L I
0 0 —2J 0 0 —-x-2]
0 0 —4 lo o -4 I
1 2 3
_lo 1 6/5
00 1
0 0 -4

nilai yang bernilai 1 merupakan suatu diagonal dan dimensi adalah 3. Maka
n={1,2,3),nrn ={0, 1, 6/5}dan 3 ={0, 0, 1} disebut sebagai U. Dimana
bilangan utama 1 ada pada semua baris matriks U sehingga basis dari
ruang baris adalah S = {v1, v2, v1}dan S = {r1, r2, r3}

c) Basis dan dimensi dari ruang kolom A
Cari terlebih dahulu transpose dari matriks A lalu gunakan kembali OBE
(Operasi baris elementer)

1 2 3
0
1
-1
1 -2 3 5]

w
[ RS

dmanad™[2 1 1 o0

3 0 1 -1
ulangi proses b dengan mengubah nilai pada baris menjadi 0 dan diagonal

menjadi 1.

Maka: AT|2 1 1 0
3 0 1 -1

1 -2 3 5 ]

1 -2 3 5]

b2=-2b1+b2|-2+2 4+1 —-6+4+1 —-10-0

3 0 1 -1

1 -2 3 5
= [O 5 =5 —10]
3 0 1 -1
lalu mengubah baris 3 menjadi 0

1 -2 3 5 1 -2 3 5
B3=-3bl+b3|0 5 -5 —-10(=|(0 5 -5 -10
3 0 1 -1 0 6 -8 -16

Lalu mengubah b2 menjadi 1, yaitu

1 -2 3 5
0 5 -5 -10

0 6 -8 -16
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1 -2 3 5
b2=1/5b2|0 — -5 L_10
5x5 5x 5x
0 6 -8 ~16

1 -2 3 5
:[0 1 -1 —2]

0 6 -8 -16

Setelah mengubah baris 2 maka kita juga harus mengubah baris 3 menjadi
0, dimana:
AT=fo0 1 -1 -2
0 6 -8 -16
1 -2 3 5
b3=-6b2+b3[0 1 -1 -2
0o 0 -2 —4

1 -2 3 5]

Lalu mengubah baris 3 menjadi 1 sehingga mendapatkan diagonalnya.

1 -2 3 5 1 -2 3 5
0 1 -1 —2] b3 =-1/2 b3 [0 1 -1 —2]
0 0 -2 -4 0 O 1 2

AT =

Setelah kita merubah nilai pada baris menjadi O dan sudah mendapatkan
nilai diagonal bernilai 1 maka kita memasukkan nilai yg sudah didapat ke
transpose matriks A tanpa merubah nilai diagonalnya.

1 -2 3 5
Maka AT=4T12 1 1 0]
3 0 1 2
Cl1={1,2,3}
C2={-2,1,0}
C3={3,1,1}

Bilangan utama 1 terletak pada kolom 1, 2 dan 3. Maka basis dari ruang

kolom adalah S ={ wi, w2, W?} dan{cl, c2, c3}.

4 2 1
2) Diketahui X = 2|, U= (4], V=|-1
6 0 3

Tentukan apakah U merupakan kombinasi linier dari X?
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Jawab:
X=K;U+ K,V
4 2 1
2|=K, 4|+ K, |-1
6 0 3
Maka
2K; + K, =4 ... Persamaan 1
4K, - K, =2..... Persamaan 2
3K, =
K, = g =2
jadi K, =

maka kita cari K; dengan menggunakan persamaan 1, yaitu:

2K, + K, =4
2K, +2 =4
2K, =4-2
2K, =2
_2
Ky =3
K;=1
4 2 1
Sehingga:[2]=1[4l+2[—1‘
6 0 3
242 4
4—-2 =[2]
0+6 6

maka U dan V merupakan kombinasi linier dari X karena hasil yang diperoleh

4
sama yaitu !2
6
1 2 3
3) Diketahui U = |2], V =|5]|, W =| 3 [Apakah S bebas linier jika S ={U, V, W}
1 0 -8

di R3?
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Jawab:

KU+ KV +K;W=0

1 2
K12+ K, |5| + K3
1 0

Ky +2K, +3K; =0
2K; +5K, + 3K5=0
K1 + 0 - 8K3 =0

Teknik Informatika S-1

lalu cari determinannya. Jika determinan bernilai nol, maka tidak bisa

dikatakan bebas linier. Tetapi kalau nilainya tidak nol maka dapat dikatakan

bebas linier. Disini kita menggunakan metode sarrus.

Sehingga:

1 2 371 2
25 s
1 0 -8ll1 0

=(Lx5x-8)+(2x3x1)+Bx2x0)—-(1x5x3)—(0x3x1)—(-8x2

X 2)

=-40+6+0-15-0+32

=-17
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C. Soal Latihan/Tugas
1. Tentukanlah basis dan dimensi dari ruang vektor yang dibentuk oleh:
a. A=[2,3,6],B=1[5,7,2],C=1[7,10, 8]
b. P=[3,2,7,11]dan Q =[2, 5, 8, 9]

2. Apakah himpunan — himpunan vektor ini merupakan basis dari R3
a. [1,1,1],[1, -2, 3]
b. [1,0,0],[1,1,0],[1, 1, 1]
c. [1,1,2],[1,2,5],[5, 3, 4]

3. Tulis p sebagai kombinasi linier dari {a, b, c} dimana p = [8, 10, 12], a =1, 2, 3],
b=13,2,1]danc=[3, 4, 5]

1 2 4
4. Apakah v; = [ 3 ] v, = [1] vy = [2] s = {v;, vy, v3} merupakan sebuah basis
-1 0 1
untuk R3
2 4 5
5. Apakah v, = [ 5 ] vy = [2] v3 = [8] s = {v,, v,, v3} merupakan sebuah basis
-3 1 2
untuk R3
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PERTEMUAN 4
MATRIKS

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan

persoalan operasi matriks.

B. Uraian Materi
1. Definisi Matriks
Matriks adalah kumpulan dari beberapa nilai yang memiliki baris dan kolom.
Dimana susunan horizontal disebut dengan baris sedangkan susunan vertikal
disebut dengan kolom.

Bentuk umum dari sebuah matriks adalah sebagai berikut:

a1 A1z e Qip
az 1 azz e aZn
Ay1 Ay e axy

ay, adalah sebuah nilai dari matriks yang terletak pada baris ke — x dan
kolom ke-y. Dimana nama sebuah matriks dapat ditulis dengan menggunakan
huruf besar seperti A, B, C, dan sebagainya. Sedangkan unsur suatu matriks
dengan huruf kecil sesuai letak elemennya seperti a,;, a;, dan seterusnya.
Dalam sebuah matriks dikenal dengan istilah ordo. Ordo adalah perkalian
antara baris dan kolom. Misalnya A, . A, artinya adalah matriks A yang memiliki
banyaknya baris x buah dan kolom sebanyak y buah.
Contoh :
1) Tentukanlah ordo dari matriks di bawah ini:

-2 1
a A= 4]
1 3
b. A=|-2 1
|—4 2

_[1 1/2 0

c. A= 3 4 1]

Jawab:

-2 1
a) A= [ 3 4]

Aljabar Linier dan Matriks 37



Universitas Pamulang

Ordo = baris x kolom

=2Xx2
1 3
b) A=(-2 4
-4 2

Ordo = baris x kolom
=3x2

C)A=[1 1/2 O]

3 4 1
Ordo = baris x kolom
=2x3

2. Jenis - Jenis Matriks

Adapun jenis — jenis matriks adalah sebagai berikut:

a. Matriks Nol

Teknik Informatika S-1

Matriks nol merupakan matriks yang setiap elemennya selalu bernilai nol.

Contoh:
[0 0
A'.o o]
[0 0 0
B‘.o 0 0
0 0 0
C=(o 0 o
0 0 0

b. Matriks Baris

Matriks baris merupakan sebuah matriks yang hanya memiliki satu baris saja

atau tidak lebih dari satu baris.

Contoh:
A=[3 -2 4]
B=[-1 0 2 3
C=[2 0 -1]

c. Matriks Kolom

Matriks kolom merupakan matriks yang hanya memiliki satu kolom saja atau

tidak lebih dari satu kolom.
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Contoh:
¢40
_e u

P=é 5
gsy
¢ 1o
enu

0=6%0
eeu
e~ u
é310

d. Matriks Bujur Sangkar/Matriks Persegi
Matriks bujur sangkar merupakan sebuah matriks yang memiliki jumlah baris

dan kolomnya sama.

Contoh:
o2
A‘.34]
1 2 3
B=|3 4 1
3 1 2
(1 2 1 2
14 -1 3 4
C'—24 1 5
5 2 -3 1

e. Matriks Diagonal
Matriks diagonal merupakan sebuah matriks persegi yang jumlah baris dan
kolomnya sama dan semua elemnnya bernilai nol, kecuali elemen — elemen

diagonal utamanya.

Contoh:
1 0 0
A=030]
0 0 2
1 0 0 0
o 4 0 0
B‘0030
0 0 0 2

f. Matriks Identitas (I)
Matriks identitas merupakan sebuah matriks persegi yang semua elemen

diagonal utamanya bernilai satu dan elemen lainnya bernilai nol.
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Contoh:
(1

1, =
17 lo
[1
I, =10
10
[1
_10
I3 = 0
10

OO RO OFRr O rOo

Teknik Informatika S-1

[S—

o

SR OO RO
= o OO

g. Matriks Skalar

Matriks skalar merupakan sebuah matriks persegi yang memiliki jumlah baris

dan kolom sama dan nilai semua elemen pada diagonal utamanya sama,

tetapi bukan nol dan semua elemen lainnya bernilai nol.

Contoh:
[2
A=10
10
[—1
B=|0
]

0

)

2

0 0
-1 0]
0 -1

Matriks Segitiga Atas

Matriks segitiga atas merupakan sebuah matriks yang semua elemen di

bawah diagonal utamanya bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di atas.

Contoh:
[1
A=10
10
[1
B=|3
11
[—1
C=| 3
[ 2

OB DN OB

-1
2
4

|
§l

-2 3
1 0
0 0

i. Matriks Segitiga Bawah

Matriks segitiga bawah merupakan sebuah matriks yang semua elemen di

atas diagonal utamanya selalu bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di

bawah.
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Contoh:
[0 0 3
A=10 4 4
2 5 9]
[1 0 O]
B=|3 6 0
1 2 3l

3. Kesamaan Matriks
Dua buah atau lebih matriks dapat dikatakan sama apabila memiliki jumlah
baris dan kolom sama dan memiliki nilai yang sama antara matriks A dan matriks
B. Dengan kata lain, matriks-matriks tersebut adalah matriks yang sama hanya
saja memiliki nama yang berbeda.

Konsep kesamaan matriks adalah sebagai berikut:

Jika A=B
maka:a=p,b=q, c=rdand=s
Contoh:

w

Tentukan x dan y dari [

Jawab :

=2
a) —x =<

4. Operasi — Operasi Matriks
Operasi — operasi pada matriks adalah sebagai berikut:
d. Penjumlahan Matriks
Matriks A dapat dijumlahkan dengan matriks B apabila jumlah baris dan

kolom kedua matriks sama. Misalnya matriks A dengan ordo 2 x 2 dapat
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dijumlahkan dengan matriks B ordo 2 x 2, matriks A ordo 3 x 3 dapat
dijumlahkan dengan matriks ordo 3 x 3, dan seterusnya.

[a b +[p q]:[a+b b+q]

c d r s c+r d+s

Contoh:

na=[3t 2le=[] 1

Carilah nilai A + B

Jawab:

1
) 3 I
-1 2 2

+B = +
A+B L 3 —4] 1 1
4
[ 1
—-1+4+3 2+E
|3+1 -4+l
| 4

2 5/2 ]

“l4 -15/4

2 A_[1/3 ~1 2] B_[1/2 2 -3

3 15 4" |1 -1/2 1
Carilah nilai A + B
Jawab:
2 1 2l [ 2 -3
A+B =|* | + |2
3 S 4 1 —-= 1

241 —142 2+4(-3)

1 1
3+1 24(-3)  4+1
_[5/6 1 —1]
14 -=3/10 5
-1 2 12 -1
3) A=|-5 6|,B=| 9 —4]
3 1 0 -3
Carilah nilai A + B
Jawab:
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—1 2 % -1
A+B =|-5 6|+ 9 —4
13 1 | _3

1+ 2+ (1)
=[-549 6+ (-4

[ 340 1+ (=3)
1/2 1

=4 2
| 3 -2

e. Pengurangan Matriks

Teknik Informatika S-1

Matriks A dapat dikurangi dengan matriks B apabila jumlah baris dan

kolom kedua matriks sama. Misalnya matriks A dengan ordo 2 x 2 dapat

dikurangi dengan matriks B ordo 2 x 2, matriks A ordo 3 x 3 dapat dikurangi

dengan matriks ordo 3 x 3, dan seterusnya.

C cC—7T
Contoh:
_5 1 _[2 -4
1) A_[3 _2]’8_[1 1/2
Carilah nilai A - B
Jawab:
511 [2 4
L AR Y
5—-2 1—(—4)
“l3-1 —2—1]
2
I3 5
12 -5/2]
-1 3 21 . _[1/2
2) A=l3 15 4_"3‘[1

Maka: Carilah nilai A - B

>
|
v )
1
—
w
ulr W
BN
]
|
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AR N A

2 -3
~1/2 1
-3
1

43



Universitas Pamulang

|1-(3) 3-2 2-(-3
RN EE R
3 1 5

- 2

2 ~ 3

f. Perkalian Matriks

1) Perkalian Matriks Dengan Bilangan Real (Skalar)

Teknik Informatika S-1

Bilangan skalar merupakan suatu bilangan yang hanya mempunyai

satu nilai. dimana nilai tersebut dikalikan kesetiap nilai atau elemen pada

sebuah matriks.
Contoh:

1. Jika A = [_21 g] B :[142 _1/3]maka tentukan:

a) 2A d) 4B
1 1
b) —2—A E)EA
1
C) EB
Jawab:
_ 2 3
a)2A=2x]" ]
=[ 2x2 2x3]
2x —1 2x5
_[4 6]
-2 10
1, 1 2 3
b) —3a=—3x[% ¢
~1x2 —Ix3
- 2
1,41 _L
2 2x5
-1 -3
Tlro_s
2 2
1 1
c) 1/3B=1/3 [2 3]
2 4
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ri
N 1
= 3x(-3)
1 1
L3x2 3x4
[1 1
—|6 9
2 4
|3 3

1 1
d) 4B =4[2 3]
2 4

4x1
[ 4x__]
= 2 3

4x2 4x4
-2 2
= 3

8 16

e 13A=13[2% ]

1
w
w

lx—l x5
3

12/3 1
‘[—1/3 5/3

2. Jika A = [_23 1] ,B= [_14 _23] maka tentukan:

a) 2 (A+B)
b) 2A + 2B

Jawab:

a) 2 (A+B) =2 X 2+1 1+(_3)]

—-3+(-4) 4+2
_ 3 =2

=2X [_7 6 ]

[ 2x3 2x(=2)
2x(-7) 2x6

- —614 I;]

b) 2A+2B=2x[_23 i]+2[f4 _23]
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[ 2x2 2x1 + [ 2x1 2x — 3]
12x — 3 2x4 2x —4 2x2

- :—46 523] M [—28 _46]
442 2+ (=6)
6+ (~8) 8+4

- :—614 Ig ]

2) Perkalian Matriks dengan Matriks

Syarat perkalian matriks dengan matriks adalah sebuah matriks A dan
matriks B dapat dikalikan apabila jumlah kolom matriks A sama dengan
jumlah baris matriks B. Misalnya ordo matriks 2 x 2 dikalikan dengan ordo
matriks 2 x 3. Dimana jumlah kolom matriks A yaitu 2 sama dengan
jumlah baris matriks B yaitu 2, sehingga kedua matriks tersebut dapat
dikalikan.
Misal :

a=[y Yoane=[; ] |
maka:
ne =[5

_[we+yf wg+yh Wi+yj]
“lxe+zf xg+zh xi+zj

~=

Contoh:
. . _[-3 2
1. Diketahui: A = 1 _4]
-1 7
B=[6 4
| 3 2
-1 7
€= 6 9]
_[-4 1 6
D =] 2 —4 1]
Tentukan :
a) AC
b) b. BD
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Jawab:
-3 211-1 7
) AC ={ —4”6 9]
[(—3x — 1) + (2x6) (—3x7) + (2x9)
[(1x — 1) + (—4x6) (1x7) + (—4x9)

[ 3+12 —-21+18
—-1-24 7-36

[ 15 3 ]

-25 -29

b) BD =

-1 7
—4 1 6
6 4
ol
[(—1x —4) + (7x2) (=1x1) + (7x —4) (—=1x6) + (7x1)
=| (6x —4) + (4x2) (6x1) + (4x — 4) (6x6) + (4x1)
| (3x —4) + (2x2) (Bx1) + (2x —4) (3x6) + (2x1)
[(4+14 -1-28 —6+7
=|-244+8 6-16 36+4
[-12+4 3-8 18+2

[18 —-29 1
=|16 -10 40]
-8 -5 20

2. Diketahui:Az[i —34],52[_42 (5)]’02[—31 —52]

Tentukan:
a) AC

b) A(BC)
c) AB

d) C(AB)

Jawab:
12 413 -2
Q) AC =[; 3”—1 5]
[(2x3) + (—4x —1) (2x — 2) + (—4x5)
| (1x3) + 3x — 1) (1x — 2) + (3x5)
6+4 —4-20
13—3 —-2+15
_[10 —24]
L 0 13
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_12 -4114 0113 -2
D) ABC) =1 31l 5] [—1 5]
12 —41[ (4x3) + (0x — 1) (4x — 2) + (0x5)
1 31 [(-2x3) + (B5x—1) (=2x —2) + (5x5)
_[2 —4][12+0 -8+0
1 3ll-6-5 4+25
_[2 —4yy12 -8
1 311-11 29

[(2x12) + (—4x —11)  (2x — 8) + (—4x29)
| (1x12) + Bx —11)  (1x — 8) + (3x29)
24 +44 —16—116
12-33  —8+87
_[68 —132]

21 79

2 —4114 O
©)AB =[] 3 ] [—2 5]
[(2x4) + (—4x — 2) (2x0) + (—4x5)
| (1x4) + (3x — 2) (1x0) + (3x5)
8+8 0-—20
14 -6 0415
(16 —20
-2 15

(3 =212 —4114 O
d) C(AB) -1 5111 3 ][—2 5]
13 —21[(2x4) + (—4x —2) (2x0) + (—4x5)
—1 51| (1x4) + (3x — 2) (1x0) + (3x5)
'3 21116 —20
—1 511-2 15
[(3x16) + (—2x —2) (3x —20) + (—2x15)
[(—1x16) + (5x —2) (—1x —20) + (5x15)
[ 48 + 4 —60 — 30
—16 —10 20+ 75
=[52 )
—26 95
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C. Latihan Soal/Tugas

1. Diketahui matriks — matriks berikut:

2 =7 _[2 =71 .. _ : .-
A= [1/6 —8]’ B= [x Zy]’ jika A = B maka hitunglah nilai x dan y.

-7

2. Jika matriks A = [_73 _52] B= [190 4

] maka berapakah nilai dari 3 A + B

3. Diketahui matriks A = [é g] B= [Z _35] maka berapakah nilai dari 1/2A — 3B

4. Diketahui matriks A = [1_/5?] B=[-1/2 5] maka hitunglah nilai 1/3A x 1/2B

_ 1 3 4
5. DiketahuimatriksAz[l/2 _3],B=[2 1/3],C= 3 6 4|,
2 -1 5 —-1/2
-1 2 1
-1 3 2
D=4 -6 1/4] Hitunglah nilai:
7 2 1
a. 2Ax 2B
b. Cx1/4D
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PERTEMUAN 5

Teknik Informatika S-1

MATRIKS (TRANSPOSE MATRIKS, TRANSFORMASI ELEMENTER

A. Tujuan Pembelajaran

BARIS DAN KOLOM)

Setelah menyelsaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan

persoalan transpose matriks dan operasi elementer baris dan kolom..

B. Uraian Materi

1. Transpose Matriks

Transpose matriks A adalah perpindahan antara baris menjadi kolom atau

kolom menjadi baris. Dengan kata lain, matriks yang diperoleh dari matriks A

dengan cara menukarkan elemen — elemen pada baris menjadi kolom dan

sebaliknya elemen — elemen pada kolom menjadi baris. Dimana Transpose

matriks A dinyatakan dengan symbol AT.

Beberapa sifat dari matriks transpose adalah sebagai berikut:

a. (A+B)"=A" + BT

b. (AB)T = ATBT

c. k(AT = (kA)T

d. (A" =A

Contoh:

1) Diketahui matriks sebagai berikut:

A=

-1 3
7 2 ]
5 —4
Tentukan:

a) AT

b) BT

c) CT

Jawab:

a)A=]|7

Aljabar Linier dan Matriks

5 -4

_[1/2 9 7 _
b.B= V" 2 o] cc=
d) (4B)T g) 24T
e) CTxA h) 1/3 (AB)T
fy) BT x AT i) -1/2CcT
r_[-1 7 5
maka A" = [ 3 2 _4]
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1
1 - 2
b) B=|2 9 7makaBT—é _g
2 -8 0
7 0
(4 3 1 4 0 5
2 3 -1 2
c)C=|p _1 g|maka CT = 3
29 7
5 2 7 2
-1 371 T
d)(AB)T=[7 2“5 9 7]
5 —4]12 -8 0
'(—1x§)+(3x2) (-=1x9)+(3x—8) (—1x7)+(3x0)]
= (7x§)+(2x2) (7x9)+(2x—-8) (7x7)+(2x0) |
(5x2)+(—4x2) (5x9)+(—4x—8) (5x7)+(—4x0)
—>+6 —9—24 —7+0]I
= §+4 63—16 49+0 |
.8 45+32 35—0J
T
% ~33 —7]|
=| L 47 49|
-1 77 35
2
o1 o_u
| 2 2 2
=1-33 47 77
~7 49 35
_ 11T
43 -1 3
senaslo 2ol [ 2]
5 7]
;L . ; -1 3
= 3 7 2]
1 9 ~4ll5 -4
| 2 |
[ (4x — 1) + (0x7) + (5x5) (4x3)+(0x2)+(5x—4)]
_ (3x—1)+(—§x7)+(2x5) (3x3)+(—§x2)+(2x4)|
_(%x—1)+(9x7)+(7x5) (§x3)+(9x2)+(7x—4)J
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f) BT x AT

) 2AT=2[

:2[

_ [~ 1x2 7x2
3x2

_[2 14

“le

h) 1/3(AB)T

Aljabar Linier dan Matriks

Teknik Informatika S-1

[ —44+0+25
~3-2+410

1240-20
9-2+8

_—%+63+35 §+18—28
- 21
14

3
195

-8
49
3
17

-1

L 2 2

R

Gx—l)+@x$ Gx7)+(mz) Gx5)+@x—4)
(9x —1) + (—8x3) (9x7) + (—8x2) (9x5) + (—8x —4)
| (7x—=1)+(0x3)  (7x7) + (0x2) (7x5) + (0x — 4)
-2+6 I4+4 i-3
2 2 2

—9—-24 63—-16 45+ 32

| —74+0 4940 35—-0

[ 11 15 11

2 2

47

77
49 35

2
-33
| -7

3 T

|

—4
2

7
5

1 7
3 2

5x2
—4x2

]

2x2
10

el

4

=1/3[7
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I[(—lx%)+(3x2) (=1x9)+(3x—8) (—1x7)+(3x0)]I
|(7x§)+(2x2) (7x9)+(2x—8) (7x7)+(2x0)|
|(5x3) +(—4x2) (5x9)+(—4x—8) (5x7)+(—4x0)]

W

I[—§+6 —9—24 —7+0]I
=§|§+4 63 — 16 49+0|
|2-8 45+32 35-0]
_T
I[% -33 -7
=12 47 49
3| 2
|-% 77 35
2
uo1s o _m
_1| 2 2 2
=31=33 47 77
—7 49 35
uo1s o _m
6 6 6
=[—11 27 Z]
3 3
I
3 3 3
_ 4T
4 3 %
) e =%, _1
5 2 7l
4 0 517
1
_,[3 -3 2
1 5 7
| |
1x4 0x: s5xl
2 2 2
= Oxl —lxl 9xl
2 3 2 2
Sx: 2x- 7le
- 2 2 2
) 0 5/2
=lo -1/6 9/2]
5,2 1 7/2

2. Transformasi (Operasi) Elementer Baris dan Kolom Suatu Matriks

Transformasi elementer baris dan kolom adalah sebagai berikut:
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a. Penukaran tempat antara baris ke-i dengan baris ke-j atau pertukaran kolom

ke-i dan kolom ke-j. Dimana H;;(A) untuk transformasi baris dan K;;(A) untuk

transformasi kolom.

Contoh:

1) Pertukaran Baris:
1 4 -1 1/3 0 9
2 1/2 4 2 1/2 4

H,,adalah perpindahan baris pertama menjadi baris kedua.
0 -3 8 -7
b) A=|2/5 1 ] maka H31(A) =[2/5 1 ]

8 -7 0 -3

Hs, adalah perpindahan baris ketiga menjadi baris pertama.

5 0 7 5 0 7
c)A=|6 8 6|makaHs;(A)=19 —4 1
9 —4 1 6 8 6

Hs, adalah perpindahan baris ketiga menjadi baris kedua.

2) Pertukaran Kolom:

1 4 -1 1 -1 4
a)A=|(1/3 0 9]makaK23 A)=11/3 9 0 ]
2 1/2 4 2 4 1/2

K,5 adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom ketiga.

1 4 -1 -1 4 1
byA=|1/3 0 9 |makaks(A)=|9 0 1/3
2 1/2 4 4 12 2

K5 adalah perpindahan kolom pertama menjadi kolom ketiga dan kolom

ketiga menjadi kolom pertama.

1/3 3 3 1/3
c)A=|9 1/5|makak, (A)=]1/5 9 ]
4 7 7 4

K,, adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom pertama dan kolom

pertama menjadi kolom kedua.

9 -5 3 -5 9 3
dA=|8 1 9(makaK;; (A)=1]1 8 9
-7 =2 7 -2 =7 7
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K;, adalah perpindahan kolom pertama menjadi kolom kedua dan kolom

kedua menjadi kolom pertama.

7 9 5 3 17 9 35
14 0 4 2)MKaAKs(A)=11/4 o 2 4

K,; adalah perpindahan kolom ke empat menjadi kolom ketiga dan

e) A=

kolom ketiga menjadi kolom ke empat.

7 9 5 3 7 3 5 9
f) A=|1/4 0 4 2(makaK,, (A)=|1/4 2 4 0]
3 -1 7 5 3 5 7 -1

K,, adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom ke empat dan

kolom ke empat menjadi kolom kedua.

b. Mengalikan baris ke-i dengan suatu bilangan skalar h , 0, ditulis H;x) (A) dan

mengalikan kolom ke — i dengan skalar k , 0, ditulis K;ux (A).

Contoh:
2 -3 5 [ 2 -3 5
1) A= 2 —Zlmaka H,»A) =|1x2 — —-=
2 3 2@ 2x2 3x2
5 6 7 | 5 6 7
2 -3 5
H,»(A) =(2 1 —4-/3]
5 6 7

H,) artinya adalah mengalikan baris kedua dengan 2

[2 -3 =
2 -3 5 2
2) A= E—- maka K (A) =|1 1 _™
S L
5 6 = |
- 2
2 -3 5/2
Kya(A) =1 1/2 —1/2]
5 6 7/2

K;a/2) artinya adalah mengalikan kolom ketiga dengan %2

1/3

/ _1/2] 1/3x2 2]

maka Kjz2(A) =[ 42 —1/2

3)A=[

w5 2]
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K2 adalah kolom pertama dikalikan dengan dua.

2 3 1/2

4) A= [—4 9 3/2

] maka K, (A)=[2 3x1/3 1/2]

—4 9x1/3 3/2

2 1 172
K@ =5, 3?2

K,1/3 adalah kolom kedua dikalikan dengan 1/3.

c. Menambah kolom ke - i dengan hasil perkalian k dengan kolom ke — j, ditulis

Ko (A) dan menambah baris ke — i dengan h dikali baris ke — j, ditulis
H;jao(A).
Contoh:
2 -3 5
1)A=|1 1/2 —2/3]
5 6 7

maka H, -1 (A) =

2 -3 5
1+(Gx—1) S+ (6x—1) —§+(7x—1)]

5 6 7
2 -3 5
Hyyen (A) = [14(=5) S+ (=6) —=+(-7)
5 6 7
2 -3 5
Hyy-n(A) = [-4 -11/2 —23/3‘
5 6 7

Dimana H,,-u(A) adalah mengalikan baris ketiga dengan -1 dan

menjumlahkan dengan baris kedua.

2 -3 5
2)A=|1 1/2 —2/3]
5 6 7

[ 2x2) + (5x—1) -3 5
Maka Kpz;-1(A) = [(1x2) + (—2x—1) 1/2 —2/3
| (5x2) + (7x — 1) 6 7
[4-5 -3 5

Kpes (A)=|2+42/3 1/2 —2/3]

[10-7 6 7

[—-1 -3 5
K123—1 (A)= 8/3 1/2 —2/3]
L 3 6 7
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Dimana K;25-1(A) adalah mengalikan kolom pertama dengan 2 dan

menjumlahkannya dengan kolom ke 3 dikali -1.

-2 1
3) A=|3/2 4]
7 1/2
Maka K21/212(A)= 3/2
| 7
-2
K21/212(A)= 3/2
| 7
[ —2
K21/212(A)= 3/2
L 7

(-2 (1x3)+(-2x2)]

(4x%) + (%x 2) |
Gx%) +(7x2) J
G—4)

2+3

T+14

~7/2

i
57/4

Dimana K,i2;2 adalah mengalikan kolom kedua dengan %2 dan

menjumlahkan hasilnya dengan kolom pertama dikali 2.

1 1/2 -3 9

HA=|-2 6 5 —1/3]

4 -4 7 23

9
-1/3

1 1/2 -3
Maka Hg,2 = —2 6 5
4+ (—2x2) —4+(6x2) 7+ (5x2) =+ (—3x2)
1 1/2 -3 9
Hye =| —2 6 5  —1/3
[4-4 —4+12 7+10 -2
1 1/2 -3 9
H322 =|-2 6 5 —1/3]
Lo 8 17 0

Dimana H,,: adalah baris ketiga dijumlahkan dengan baris kedua yang

dikali dengan 2.

1 1/2 =3 9
5A=[-2 6 5 -1/3
4 —4 7 2/3

Aljabar Linier dan Matriks

|

58



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1

(1 1/2 -3 (9x3) +(%x— 1) ]
Maka Kyp-1(A)=|-2 6 5 (=3x3)+(6x-1)
(4 =4 7 ((x3)+(-4x-D)

1 1/2 -3 27-1/2
Ky,-1(A)=|-2 6 5 -1-6
L4 -4 7 2+4

Ky,-1(A)=|-2 6 5 -7

4 -4 7 6

1 1/2 -3 53/2]

Dimana K,s,-1 adalah kolom ke empat dikali dengan 3 dan

menjumlahkannya dengan kolom kedua dikali -1.

6)A=|-2 6 5 -1/3

4 -4 7 2/3

1 1/2 -3 9]

Maka K2,1 (A)=|—-2 6 5 -1/3

1 1/2 -3 9]
4 -4 7 2/3

(1) +Gx1) 1/2 -3 9
Kipt (A)=|(=2x2) +(6x1) 6 5 —1/3
|(4x2) + (—4x1) —4 7 2/3

Kep (A)=|-44+46 6 5 -1/3
| 8—-4 -4 7 2/3

5/2 1/2 -3 9 ]

2+1/2 1/2 -3 9 ]

K1221 (A) = 2 6 5 —1/3
4 -4 7 2/3

Dimana K 2,1 adalah kolom ke satu dikali dengan 2 dan menjumlahkannya

dengan kolom kedua dikali 1.

HA=|-2 6 5 -1/3

1 1/2 -3 9]
4 -4 7 23
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1 1/2 -3 9
Maka H,3% = —2 6 5 -1/3
—2+4(4x2) 6+ (—4x2) 5+(7x2) —3+(Gx2)

1 12 -3 9
Ht=| —2 6 5 -1/3
-2+8 6-8 5+14 —1+4/3

Hy?=|-2 6 5 -1/3
L6 -2 19 1

1 1/2 -3 9]

Dimana H,3* adalah baris kedua dijumlahkan dengan baris ketiga yang

dikali dengan 2.

8)A=|-2 6 5 -1/3

1 1/2 -3 9]
4 -4 7 2/3

|[1 ~+(x2) -3 9 1|
Maka K, (A)=|-2 6+(-7x2) 5 —1/3|
4 —4+(Gx2) 7 2/3J

1 %+ 18 -3 9
Ky A)=|-2 6-2/3 5 -1/3
4 —4+4/3 7  2/3

K,z (A)=|-2 16/3 5 —1/3

1 37/2 -3 9]
4 8/3 7 2/3

Dimana K,,2 adalah kolom ke kedua dijumlahkan dengan kolom keempat

yang dikali dengan 2.

-2 6 5 -1/3
4 -4 7 23

1 1/2 -3 9
9) A= ]
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(1x2) + (-3x2) 1/2 -3 9
Maka K252 (A) = |(—2x2) + (5x2) 6 5 —1/3
(4x2) + (7x2) -4 7 2/3

Kepe (A)=|-4+10 6 5 —1/3
[ 8+14 -4 7 2/3

—4 1/2 -3 9 ]

r2-6 1/2 -3 9 ]

K252 (A)=1] 6 6 5 -1/3
122 —4 7 2/3

Dimana K252 adalah kolom ke satu yang dikalikan dengan 2 dan

menjumlahkannya dengan kolom ketiga yang dikali dengan 2.
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C. Latihan Soal/Tugas

-1 3 1 8 1 4 1
1. Diketahui matriks A = | 2 1/5], B= [5 sl.c=[, % o
4 6 3 7
Tentukanlah: a. AT
b. BT
c.cT
1/2 2 13
2. Diketahui matriks A = [_1 3], B=11/3 1/9|maka hitunglah 24" dan 1/4B
3 6
1/2 3
3. Matriks A= 4 —9] maka tentukanlah H;s3, K51, Ho3
7 6
1/2 -1 3
4. Berapakah nilai Hy,3, Ky, Y, Hs,?darimatriks A= | 2 1/3 —4]
1/5 2 1

5. Diketahui matriks [142 _24] maka tentukanlah
a K1223
b. Hjpz,

Ki,2

o o

d. K 13,172
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PERTEMUAN 6
MATRIKS ECHELON, EKIVALEN, ELEMENTER DAN RANK MATRIKS

A. Tujuan Pembelajaran
Pada akhir pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan tentang

matriks echelon, ekivalen, elementer dan rank matriks.

B. Uraian Materi
1. Matriks Echelon
Matriks echelon adalah setiap baris yang dimana semua unsurnya bernilai
nol (apabila ada) maka terletak sebuah baris yang mempunyai suatu unsur yang
bernilai bukan nol. Dimana pada setiap baris yang memiliki nilai suatu elemen
tidak nol maka elemen yang bukan nol yang pertama harus terletak pada kolom
sebelah kanan elemen yang bukan nol pada baris sebelumnya.
Sebuah matriks dapat dikatakan echelon baris apabila memenuhi
persyaratan sebagai berikut:
a. Pada setiap baris angka pertama selain 0 harus bernilai 1 (leading 1).
b. Jika terdapat baris yang semua nilainya bernilai 0 maka harus dikelompokkan
pada baris akhir dari sebuah matriks.
c. Jika terdapat baris pada leading 1 maka leading 1 pada bagian bawah harus
berada di bagian kanan dari leading 1 diatasnya.
d. Apabila kolom yang memiliki leading 1 adalah angka selain satu adalah nol

maka matriks tersebut disebut sebagai matriks echelon tereduksi.

Misal:
2 -3 7 0 5
o 0o -2 1 6
A= 0 0 0 5 2
0 0 0 0 O

dimana 2, -2, 5 disebut sebagai elemen privot dari suatu matriks A.

0 3 5 2
_10 0 7 4
B=10 0 0 o
0 00 O
Dimana 3, 7 merupakan elemen privot dari suatu matriks B.
2 -4 6 5
cC=jo0 0 3 1
0 0 0 5
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Dimana 2, 3, 5 merupakan elemen privot dari suatu matriks C.

Contoh:
1) Ubahlah matriks dibawah ini menjadi bentuk matriks echelon baris tereduksi:
2 0 -4 6
A=[1 1 -2 4
4 2 0 2
Jawab:

Langkah pertama adalah kita harus membuat matriks segitiga bawah. Maka

kita harus mengubah baris kedua menjadi pertama karena baris pertama

harus bernilai satu.

2 0 -4 6 1 1 -2 4
A=[1 1 -2 4|,412=12 0 -4 6
4 2 0 2 4 2 0 2

setelah itu kita harus mengenolkan baris kedua, maka:

1 1 -2 4 1 1 -2

A=12 0 —4 6]b2—2b1!2—2.1 0-21 —-4-(2

4 2 0 2 4 2 0

1 1 -2 4 1 1 -2 4
A=12-2 0-2 —-4+4 6—8]=[0 -2 0

4 2 0 2 4 2 0 2

Lalu kita menge- nolkan baris 3 dimana:

1 1 -2 4 1 1
A=lo -2 o —2]b3-4b1[ 0 -2
4 2 0 2
1 1 -2 4
A=lo -2 o —2]
0 —2 8 -—14

—-2) 6- 2.4]

3

4

2

-2

0

4
-2
4—41 2-41 0—(4.-2) 2—(4.4)]

lalu kita mengubah baris kedua lagi menjadi satu karena diagonal harus

bernilai satu, yaitu:

1 1 -2 4] L1 2
A=10 -2 0 —2|—1/2b,|0 —Ex—Z —ExO
0 -2 8 —14] 0 -2 8
1 1 =2 4 7
A=10 1 0 1
0 -2 8 —14]
Aljabar Linier dan Matriks 65



Universitas Pamulang

2)

lalu kita mengenolkan baris 1 kolom 2 dan baris 3 kolom 2, yaiu:

1 1 -2 4] 1 1-1 -2-0 4-1
A=l0 1 0 1 |bi-byl0 1 0 1
0 -2 8 -14 0 -2 8 —14
1 0 -2 3 1 0 -2 3
A=]0 1 0 1 |bs+2b,|0 1 0 1
0 -2 8 -14 0 —2+21 8420 -14+21
1 0 -2 3
A=lo 1 0o 1
0 0 8 -12

lalu pada baris ketiga nilai 8 diubah menjadi nilai 1, yaitu:

1 0 -2 3 Lo -2 3
A=l0 1 0 1]1/8[)301 o 1
0 0 8 -12 0 0 1/8x8 ~x—12
1 0 -2 3 1420 0400 —2+21 3+3/2
A=[l0 1 0 1 ]b1+2b3 0 1 0 1
0 0 1 -3/2 0 0 1 -3/2

Maka bentuk echelon baris tereduksi dari matriks diatas adala:

10 0 9/2
A=l0o 1 0 1]
0 0 1 —3/2

Selesaikan persamaan berikut menjadi matriks ekselon baris tereduksi

2X—-y+z2=6
X—-3y+z=-2
X+2y—-z =3
Jawab:

2 -1 1 6 2 -1 1 6
T e e =
1 2 1113 1 2 -1IL 3

lalu kita membuat baris ketiga menjadi nol

sehingga:

2 -1 1 6 2 -1 1 6
{0 -5 1 ] [—10] 2bs - by = {0 -5 1 ] [—10]
1 2 =111 3 0 5 =31L0

lalu kita mengubah baris pertamamenjadi nol

sehingga:
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2 -1 1 6 10 O 4 40
!0 -5 1 ] !—10] 5by - by = !0 -5 1 ] !—10]
0 5 -3 0 0 5 -3 0
lalu ubah baris ketiga pada kolom kedua menjadi nol.

10 0 417 40 10 O 4171 40
0 -5 1 ||-10|b3s+by,=]0 -5 1 [[-10
0 5 =31L0 0 0 -—-2/1-10

lalu kita mengubah baris pertama pada kolom ketiga menjadi nol,

sehingga:

10 0 47740 10 0 07720

[O -5 1 ”—10] b, + 2b3 = [ 0 -5 1 ] [—10]
0 o0 -=2IL-10 0 o0 -=21L-10

lalu mengubah baris kedua kolom tiga menjadi nol,

sehingga:
10 0 07720 10 O 01T 20
0 -5 1[|-10(2b,+b3=]0 —-10 0 |]|-30
0 0 -=2ll-10 0 0 -=-2l1-10

lalu mengubah baris pertama kolom pertama menjadi satu,

sehingga:

10 O 01T 20 1 0 0 2
0 -10 0 ||-30/1/10b;=(0 —-10 O ||-30
0 0 -—-211-10 0 0 -=211-10

lalu mengubah baris kedua kolom dua menjadi 1,

sehingga:

1 0 0 2 1 0 O 2
[0 —-10 0”—30]—1/10b2=[0 1 0” 3 ]
0 0 -211-10 0 0 -2/L-10

lalu mengubah baris ketiga kolom ketiga menjadi nol,

sehingga:

1 0 O 2 1 0 012
[0 1 0” 3 ]—1/2b2=[0 1 0”3]
0 0 -21L-10 0 0 1II5

Maka hasil matriks ekselon baris tereduksi adalah:
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2. Matriks Ekivalen

Dua buah matriks A dan matriks B dapat dikatakan ekivalensi apabila salah
satunya diperoleh dari matrik yang lain dengan suatu operasi transformasi atau
peprindahan suatu nilai elementer terhadap baris dan kolom suatu matriks.
Apabila transformasi hanya terjadi pada baris matriks saja maka disebut sebagai
elementer baris. Dan apabila transformasi hanya terjadi pada kolom matriks saja
maka disebut sebagai elementer kolom.
Misal:

4 2 3 5 6 1
5 6 1 4 2 3

Dari dua buah matriks diatas yaitu matriks A dan matriks B disebut sebagai

Az[ ]danB:[

ekivalensi baris. Karena jika kita menukarkan baris baris pertama dengan baris

kedua pada matriks A atau H{,(A) , maka akan diperoleh matriks B.

Contoh:

4 2 0 1 4 3 1 0
A‘[3 3 1 1 da”A‘[4 2 1
Matriks A dan B Ekivlen, buktikan!

Jawab:

A=[* 2 0 17, 1=[4+(0xl) 2.0 1]=[4 2.0 1]
3 3 1 11713 3+(1x1) 3 1 1] 14 3 1 1

A=[* 2 0 11, 1=[4 2.0 1+(0x—1):[4 2.0 1]
4 3 1 U™ 74 31 1+(x-1] a4 3 1 0

4 2 0 1 4 3 1 0
A‘4 3 1 o.H12 _[4 2 0 1]

3. Matriks Elementer
Matriks elementer merupakan suatu matriks bujursangkar yang dapat
diperoleh dari sebuah matriks satuan yang sesuai dan menggunakan operasi
baris elementer. Matriks elementer merupakan salah satu metode yang dapat

digunakan untuk memperoleh hasil invers dari suatu matriks.
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Contoh:

By = [(1) _03]

artinya E; didapatkan dari sebuah matriks satuan yang memiliki ordo 2 x 2
yang digunakan satu operasi baris elementer pertama, yaitu dengan mengalikan
baris kedua dengan konstanta -3.

100
E=|0 0 1

0 1 0
artinya E, didapatkan dari sebuah matriks satuan yang memiliki ordo 3 x 3

yang digunakan satu operasi baris elementer kedua, yaitu dengan cara

menukarkan posisi baris kedua dengan baris ketiga.

1 0 -5
Es=[0 1 0
00 1

artinya E; dikenai oleh operasi baris elementer yang ketiga, yaitu dengan

menjumlahkan kelipatan -5 pada baris ketiga dengan baris pertama.

4. Rank Matriks
Rank matriks adalah jumlah maksimum vektor — vektor pada baris dan kolom
yang bebas linier. Dimana untuk mencari suatu rank matriks, menggunakan
seuatu operasi transformasi elementer yaitu dengan mengubah sebanyak
mungkin pada baris dan kolom menjadi sebuah vektor nol.
Adapun langkah-langkah menentukan suatu rank matriks adalah sebagai
berikut:

a. Menentukan elemen pivot

b. Jadikan semua elemen bernilai nol yang sebaris atau sekolom dengan privot
tersebut.

c. Perhatikan kembali baris dan kolom yang tertinggal atau tanpa baris dan
kolom yang terdapat sebuah privot.

d. Jika tersisa dua baris ataupun dua kolom maka periksa apakah pada baris
dan kolom tersebut merupakan suatu kelipatan. Jika ya maka salah satu dari
baris ataupun nol bisa dijadikan nol. Jika tidak ada kelipatan maka proses
disebut selesai.

e. Apabila masih terdapat lebih dari dua baris maupun kolom, maka ulangi

kembali langkah diatas
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Contoh:
1) Tentukanlah rank matriks berikut:

1 2 3 1
12 3 1 4
A‘1423
1 3 -3 5
Jawab:

Pertama pilihlah privot 1 dan lakukan transformasi elementer kemudian
ubah setiap elemen pada baris kedua kolom pertama menjadi nol dan
kemudian baris ketiga dan keempat menggunakan operasi transformasi

operasi baris elementer.

Maka:
1 2 3 1 1 2 3 1
12 3 1 4|, _|2=2 3-4 1-6 4-2
A=11 4 2 3lb2-be =17 4 2 3
1 3 -3 5 1 3 -3 5
1 2 3 1] 1 2 3 1
o -1 =5 2 | 2 3 1 4
A= 1 4 2 3b3 by = 1-1 4-2 2-3 3—-1
1 3 -3 5] 1 3 -3 5
1 2 3 1]
o -1 =5 2
A= 0 2 -1 2
1 3 -3 5]

lalu mengubah baris keempat menjadi o, b, - b,

1 2 3 1 1 2 3 1
| o -1 -5 2 o -1 -5 2
A= 0 2 -1 2 A= 0o 2 -1 2
1-1 3-2 -3-3 5-1 0 1 -6 4

Karena masih tersisa baris 3 dan kolom 3 pda baris 1 kolom 1 yang
menjadi privot maka kita mengulangi langka awal. Sehingga diperoleh

matriks berikut:

1 2 3 1 1 2 3 1
0 -1 -5 2 0 -1 -5 2
= + =
B=lo 2 -1 2|B%P2% 040 222 —1-10 2+4
0 1 -6 4 0 1 -6 4
1 2 3 1 1 2 3 1
o =1 -5 2 | o -1 -5 2
B= 0 0 -11 6b4+b2' 0 0 -11 6
0 1 -6 4 0+0 1—-1 —-6-5 4+2
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2)

Setelah proses selesai dilakukan maka diperoleh matriks

1 2 3 1
0 -1 -5 2
0 0 -11 6
0 0 -11 6

C=

lalu lakukan kembali operasi elemeneter pada baris ke empat, yaitu:

1 2 3 1 2 3 1
o -1 -5 o -1 -5 2
€= 0 0 -—11 bi-b3=1g -11 6
0 0 -11 0 0 -11-(-11) 6-6

1

2

6

6

1 2 3
Maka menjadi D = 8
0

o

I

[N

U
OO N -

maka diperoleh rank matriks A =3

1 2 3
Tentukan rank matriks dariA=]1-2 4 3 ]
3 1 =2

Jawab:
Untuk mencari rank dari matriks A dengan menggunakan minor matriks
maka tentukan terlebih dahulu determinan matriks yang berukuran 3 x 3
berikut:

1 2 3 1 2
-2 4 3 ] [—2 4]

3 1 =213 1

A=

Maka det (A) = (1 x4x-2)+(2x3x3)+(3x-2x1)—(3x4x3)—(1x3
Xx1)—(-2x-2x2)
=-8+18-6-24-3-8
=-31

Karena hasil determinan adalah — 31 dan tidak sama dengan 0 maka nilai

rank matriks adalah 3.
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C. Latihan Soal/Tugas

1 4 -2 5
1. Ubahlah matriks A = g _12 i 4 ke dalam matriks ekselon baris
3 2 -3 2
tereduksi?
el 3 5g¢g
2. Tunjukkan bahwa A adalah matrik ekselon tereduksi, A = 21 -3 - 53
é—l 3 5[3
&8 1 2 1p
3. Diketahui A = 24 10 23, matrik B dihasilkan dari sederetan transformasi
él 30 1@
elementer H . ,HZ(Z) JHL, K4l(1)  K,? terhadap A.
2 -4 7 1
4. Diketahui matriks A= 3 2 6 5| selesaikanlah matriks berikut ke dalam
-3 4 5 0

matriks elementer?

5. Berapakah Rank dari matriks A = [i _11 _61]
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PERTEMUAN 7
DETERMINAN, MINOR, KOFAKTOR, EKSPANSI BARIS DAN KOLOM

A. Tujuan Pembelajaran
Pada akhir pertemuan ini, Mahasiswa mampu menghitung determinan, matriks

minor dan kofaktornya serta ekspansi baris dan kolom.

B. Uraian Materi
1. Determinan
Determinan adalah suatu nilai matriks yang berbentuk persegi. Determinan
matriks hanya dimiliki oleh sebuah matriks yang jumlah kolom dan jumlah
barisnya sama. Untuk mencari determinan dari sebuah matriks Kkita
menggunakan metode sarrus untuk ordo 2 x 2 dan metode perkalian untuk ordo
3x3.

Misal A = [Z Z] maka det (A) = ad - bc

a. Ordo2x 2
Contoh:
Tentukanlah determinan dari matriks berikut:
B3 -1 —1/4 -1
1)A'.8 5] 4).2 7]
_[-1/3 1/2 [ 2 —1/5]
Z)A__ 2 3] 5)_2/3 4
14 1/5 1/3 -1
A A=12/3 —1/2 10 1/5]
Jawab:
_l33 -1 _

HA=[3 ] maka det (A) =3 x5 — (-1x8)
=15-(-8)
=15+8
=23

2) A= [‘12/3 1/2], maka det (A) =-1/3x 3~ ¥ x 2

3
=-1-1
=2
4 15 _
3)A—[2 3 _1/2],makadet(A)—(4x—1/2)—1/5x2/3
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=-2-2/15
=-32/15

4) A= [‘12/4 _71] maka det (A) =-1/4x 7 — (-1 x 2)

=-7/14+2
=1
5) A= [253 -y 5], maka det (A) = 2 x 4 — (-1/5 x 2/3)
=8—(-2/15)
=8+ 2/15
=122/15
6)A = [163 1_/15] maka det(A) = 1/3x 1/5— (-1 x 0)
=1/15+0
=1/15
b. Ordo 3x 3
Tentukan determinan dari matriks berikut:
-1 2 1/2
1)A=|3 -4 2/3 ]
1 1/2 -1/3
Jawab:
-1 2  1/271-1 2
A=|3 -4 2/3] 3 —4
1 1/2 -1/3111 172

Dengan mengalikan dua buah kolom, yaitu kolom pertama dan kolom
kedua. Dari kiri atas menuju kanan bawah (penjumlahan) dan dari kiri
bawah menuju kanan atas (pengurangan).
=(-1x-4x-13)+(2x203x1)+(1/12x3x%)—(Lx-4x%)—(1/2x%x2/3 X

-1) - (-1/3x3x2)
:%"+§+%+2+§+2

_ —16+16+9+24+4+24
12

_ 61
12
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3
2)A= -2

-1 -2

wWaulr
B =Wk

Jawab:
maka mencari determinan adalah dengan mengalikan dua buah kolom

yaitu kolom pertama dan kolom kedua. Maka:

3 2 Iy3 15

A= 5 3 2 3
-2 3 1f|”

-1 -2 4l'-1 2

Det(A)=(3x3x4)+(1/5+1x-1)+(1/3x-2x-2)—(-1x3x1/3)—-(-2
X1x3)-(4x-2x1/5)
=36-1/5+4/3+1+6+8/5
= 540/15 - 3/15 + 20/15 + 15/15 + 90/15 + 24/15

= 686/15

3 2 1

3)A=|4 5 6]

7 5 3

Jawab:

3 2 1713 2
Maka det (A) =4 5 6]4 5
7 5 3117 5

=(3x5x3)+(2x6x7)+(1x4x5)—-(7x5x1)—-(5x
6Xx3)—(3x4x2)
=45+84+20-35-90-24

=0

-1 3 =2

4) A=|5 =2 4]

8 1 -1

Jawab:

-1 3 -=211-1 3
Maka det (A) =[5 =2 4] 5 =2
8 1 —-118 1
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=(-1x-2x-1)+(B3x4x8)+(-2x5x1)—(8x-2x-2)
—(1x4x-1)-(-1x5x3)

=-2+96-10-32+4+15

=71

2. Minor
Apabila A merupakan matriks kuadrat , maka minor a;; dinyatakan oleh M;;
yang dimana merupakan submatriks A yang diperoleh dengan cara
menghilangkan baris ke- | dengan kolom ke- j.

Bentuk operasi minor adalah sebagai berikut:

a11 A1z Ai3
A=|az az; dazs
asz; a4z dss
Maka
_ [A22 Q23] _[Q12  Q13] _[Q12 Q13
My =, a M2 = |q a M31_[a a ]
|d32 33 |d32 33 22 23
[d21  A23] [A11 A13] aipr  aiz
My, = My, = M =[ ]
127 laz;  assl 22 az1 dss 32 a1 dzs
[d21  A22] [A11  A12] aix  diz
Mys = My, = M =[ ]
13 7 laz; asz;l 23 7 laz;  as;l 33 a1 dzp
Contoh:
1) Tentukanlah M,; sampai M35 dari matriks di bawah ini:
2 6 8
A=]1 -4 5
4 3 1
Jawab:

Maka M, artinya adalah menghilangkan baris pertama kolom pertama. Begitu
juga dengan M yang lainya, bahwa angka pertama setelah M adalah
menunjukan letak baris ke —, dan angka setelahnya adalah menunjukan kolom

ke-, Sehingga didapat:

_[~4 5 6 8 _[6 8
M= 0 My =[5 7 7
1 5 2 8 _[2 8
Mo=[, 3| My =[5 7 My =[] ]
1 —4 2 4 _[2 6
Mis=1, 3] Mas=14 3 Mss = |4 —4]
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2) Tentukanlah M,; sampai M,, dari matriks di bawah ini:

1 3 4 2
|5 -3 3 -4
A= 4 4 2 1
2 9 8 -6
Jawab:
-3 3 -4 3 4 2 3 4 2
Mii=14 2 1 M,y =14 2 1 M;;=1-3 3 1
|9 8 -6 |0 8 -6l |9 8 -6
[5 3 —4 [1 4 2] [1 4 2
M,=14 2 1 My, =14 2 1 M3, =15 3 —4
2 8 -6 |2 8 -6l 2 8 -6
5 -3 —4 [1 3 2] [1 3 2
Ms;=14 4 1 My;=14 4 1 M;; =15 -3 —4
2 9 -6 2 9 —6l 2 9 -6
5 -3 3 [1 3 4 1 3 4
My,=14 4 2 My, =4 4 2 M3y =|5 -3 3
12 9 8 2 9 8 |2 8
[ 3 4 2 [1 4 2 1 3 2
My;=|-3 3 —4 My, =5 3 —4 My =[5 -3 —4
1 4 2 1 14 2 1 4 4 1
1 3 4
My, =|5 -3 2
4 4 2
3. Kofaktor

Nilai suatu kofaktor matriks diperoleh ketika nilai dari minor diperoleh.

Dimana untuk mencari kofaktor adalah sebagai berikut:
Cij = (—1)l+] . det Ml]

Keterangan:

Dimana i = baris dan j = kolom

Contoh:
1) Tentukanlah kofaktor dari matriks:
2 1 -3
A=(4 5 1
-2 3 1
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Jawab:

Cii=(—
:(—
=1.
=1.
=1.

=2

Ci3=(—
:(—
=1.
=1.
=1.
=22

Co = (—
:(—
=1.
=1.
=1.

=8

C31=(—
:(—
=1.
=1.
=1.

C33=(—
:(—
=1.
=1.
=1.

DL det My,

1)2 . det [g ﬂ

(6x1)-(1x3))
(5-3)
2

13 | det My,

1)* . det [_42 g]

((A4x3)—(5x-2))
(12 + 10)
22

1)?*2  det My,

1)* . det [; _13]

((2x1)-(-3%2))
(2 + 6)
8

1)3+1  det M3,

1)* . det [é _13]

(1x1)-(-3x5))
(1 + 15)
16 =16

1)3+3 . det M3;
1). det [i é
((2x5)-(1x4))
(10 - 4)

6=22
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P 4 1
= (-1) .olet[_2 1]

=-1.((4x1)-(-2x1)

=-1.(4+2)
=-1.6

= (=1)3 . det [; _13]

=-1.((1x1)
=-1(1+9)
=-1.10
=-10

- (-3x3))

C23 = (—1)2+3 . det M23

= (=1)5 . det [_22 é]

=-1.((2x3)
=-1(6+2)
=-1.8

=-8

—-(1x-2))

C32 = (—1)3+2 . det M32

= (—1)5 . det [121- _13]

=1.((2x1)-(3x4))

=-1(2+12)
=-1.14=-14
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2) Tentukan kofaktor dari matriks:

-1 3 4
A=[5 2 7]
—4 2 4

Jawab:

€11 = (D' . det My, Ci1, = (=12  det My,
— (_1\2 2 7 — (_1\3 5 7
_(1).det[2 ! _(1).c|et[_4 4]
=1(2x4-7x2) =-1(5x4-7x-4)
=1(8-14) =-1 (20 + 28)
=1(-6) =-1(48)
=-6 =-48

613 = (_1)1+3 . det M13 C21 = (_1)2+1 . det MZl
— (_1\4 5 2 — (_1)3 3 4
—(1).det[_4 : (1).det[2 4]
=1(5x2-2x-4) =-13x4-4x2)
=1 (10+8) =-1(12-19)
=1(18) =-1(4)
=18 =4

CZZ = (_1)2+2 . det M23 C23 = (_1)2+3 . det M23
— (_1\4 -1 4 — (135 -1 3
= (-1) .det[_4 4] _(1).o|et[_4 2]
=1.(-1x4-4x-4) =-1(-1x2-3x-4)
=1.(-4+16) =-1(-2+12)
=1(12) =-1(10)
=12 =-10

4. Ekspansi Baris
Dalam determinan suatu matrks, maka kofaktor yang dihitung hanya
tergantung pada baris matriks dan kolom matriks saja. Untuk baris disebut
sebagai ekspansi baris dan untuk kolom disebut sebagai ekspansi kolom.
untuk matriks ordo 3 x 3

a1 Q12 4i3
Misal A =|az1 Q2 Qa3

az; dzz Aszz
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Baris 1 = a;1¢11 + @42€12 + a43C13
Baris 2 = ay1¢y1 + A32C5 + A33Co3

Bal’iS 3 = Qa31C31 + a3,C37 + a33C33

Contoh:

1 -2 4
1) Tentukanlah ekspansi baris dari matriks A = [—3 1 5]
2 4 3

Jawab:
Baris 1
=0aq11C11 T A12€C12 t A13C13

= 1. (=) . det Myy) + (-2. (=1)1*2 . det My,) + (4. (—1)1*3 . det Mys)

3 hrarae} )

=1.(1(1x3-5x4)—2(-1.(-3x3-5x2)+4.(1.-3x4-1x2)
=1.(1(3-20))-2(-1(-9-10) +4. (1. (-12-2))

= 1.(-17) + 2.(-19) + 4 (-14)

=-17-38-56

=-111

= 1.(L. det[}} g] ) -2 (-1 det |

Baris 2
= A1Cp1 T A€y t 423033

=-3. (—1)2+1 . det M,,) + (1. (_1)2+2 . det M,,) + (5. (_1)2+3 . det M,3)
=g Hperaaaly fescroa; )

=3 .(1(-2x3-4%x4)+1 (1. (1x3-4x2)+5.(-1.(1x4-(-2x2))
=-3(-1.(-6-16) +1 (1. (3—8)) +5. (-1 (4 +4)

=-3(22)+ 1 (-5) +5 (-8)

=-66-5-140

=-111

Baris 3
= az1C31 t a3pC3; + d33C33

= 2. (=1)3*1 . det My,) + (4. (—1)3*2 . det Ma,) + (3. (=1)3+3 . det Ms,)

= 2.(1. det [_12 g] )) + 4 (-1. det [_13 §])+3-(1- det [—13 _12])

=2.(1(-2x5-4x1)+4(-1.(1x5-4x-3)+3.(1.(1x1-(-2x-3))
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=2(1.(-10-4)+4(-1.(5+12)) + 3. (1 (1 - 6))
=2 (-14) - 4 (17) + 3 (-5)

=-28-68-15

=-111

5. Ekspansi Kolom

aj; Q12 4i3
Misal A= |az1 azz azs

asz; dzz daszz

Kolom 1 =aq1¢11 + ay1Cp1 + A31C31
Kolom 2 = ay;¢15 + az2¢52 + azC3;

Kolom 3 = aq13C13 + a73Cr3 + a33C33

Contoh:
1 -2 4
1) Tentukanlah ekspansi baris dari matriks A= -3 1 5]
2 4 3
Jawab:
Kolom 1

=0aq11C11 T A1021 T A31C31
= 1. (D)1 . det M) + (-3. (=1)2*1 . det My,) + (2. (—=1)3*1 . det M)

=1.(1. det [i g] ) — 3 (-1. det [—42 ;1]) +2. (1. det [—2 4])

1 5
=1.(1(1x3-5x4)—3(-1.(-2x3-4x4)+2. (1. -2x5—4x 1)
=1.(1(3-20))-3(-1(-6—16)+2. (1. (-10 — 4))

= 1.(-17) + 3.(-22) + 2 (-14)

=-17-66-28

=-111

Kolom 2

= QA12C12 F A0 T A33C3;

= 2. (=1)1*2 . det Myy) + (L. (=1)%*2 . det My,) + (4. (—=1)3*2 . det Ms,)
= -2.(-1. det [‘23 g] ) + 1 (L. det [; ‘3‘]) + 4. (-1. det [_13 ;‘])
=-2.(-1(-3x3-5x2))+1(1.A1x3-4x2)+4.(-1.(1x5-4x-3))
=2 (-1(-9-10)+1(L(3-8)+4. (-1. (5+12))

= -2.(19) + 1.(-5) -4 ( 17)

=-38-5-68

=-111
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Kolom 3
= a43C13 T Ap3C3 T A33C33

= 4. (=1)1*3 . det Mys) + (5. (—1)*3 . det Mys) + (3. (=1)3*3 . det Mss)

=a(det[)’ J)+5(Ldet], Fpes(raet[l )

=4 .(L(-3Xx4-1x2)+5(-1.(Lx4—(-2x2)+3.(1.(1x1—(-2x-3)
=4.(1(-12-2)+5(-1(4+4)+3.(L (1-6))

= 4.(-14) + 5.(-8) + 3 ( -5)

=-56-40-15

=-111

2) Tentukanlah ekspansi baris dan ekspansi kolom dari matriks:

4 6 7
A=]12 3 5§

-2 1 4
Jawab:

a) ekspansi baris
Baris 1
=aq1€11 t a12€612 + A43C13

=4, (“1)™1 . det My,) + (6. (=1)™2 . det My,) + (7. (=1)™*2 . det M)
= 4.(1. det [i i] )) + 6 (-1. det [_22 i]) +7. (1. det [_22 ﬂ)

=4.(1(3X4-5X1)+6(-1.(2x4-(Bx-2)+7.(1.(2x1—-(3x-2)
=4.(1(12-5)+6(-1(8+10)+7. (1. (2+86))

= 4.(7)-6.(18) + 7 (8)

=28 -108 + 56

=-24

Baris 2
= Q31021 * A€z 1 3023
= 2. (=1)2*1 . det Myy) + (3. (=1)2*2 . det My,) + (5. (=1)%*3 . det My3)
= 2.(-1. det [? Z] ) + 3 (L. det [_42 Z]) +5. (-1 det [_42 ﬂ)
=2.(-1(6x4-7x1)+3(1.4x4—-(7x-2)+5.(-1.(4x1-(6x-2)
=2.(-1(24—-7))+3(L(16+14)+5. (-1. (4 +12))
= -2.(17) +3.(30) -5 ( 16)

=34+ 90-80 = -24
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Baris 3
= azqC31 t a3C3z t A33C33

= 2. (=1)3*1 . det Ms) + (L. (=1)3+2 . det Ma,) + (4. (=1)3*3 . det My3)
_ 6 7 4 7 4 6
_-2.(1.det[3 5]))+1(-1.o|et[2 5])+4.(1.det[2 3])

=2 (1(6X5-7x3)+1(-1.(4x5-(7x2)+4. (1.(4x3-6x2))
=-2.(1(30-21)) +1(-1(20-14) +4. (1. (12- 12))
=-2.(9) - 1.(6) +4 ( 0)

=-18-6-0

=-24

b) ekspansi kolom
Kolom 1
=a31€11 1 Az1C21 + A31C3;1

=4. (-1)*1 . det My;) + (2. (—1)?*1 . det My,) + (-2. (—1)3*1 . det M3,)
_ 3 5 6 7 6 7
_4.(1.o|et[1 4]))+2(-1.o|et[1 4)-2.(1.o|et[3 5])

=4 (13x4-5x1)+2(-1.(6x4-(7x1)-2.(1.(6x5-7x3))
=4.(1(12-5)+2(-1(24-7)-2.(1.(30-21))
=4.(7)-2.(17)-2(9)

=28-34-18

=-24

Kolom 2
= Qq13C12 T App0p T A32C3;

= 6. (-1)!*2 . det My,) + (3. (—=1)2*2 . det My,) + (1. (—1)3*2 . det Ms,)

= 6.(-1. det[_zz i]))+3(1-det[_42 Z])J’l-('l'da[g Z])

=6.(-1(2x4-5x-2))+3 (1. (4x4-(7x-2)+1.(-1.(4x5-7x2))
=6.(-1(8+10)+3(1(16+14)+1.(-1.(20-14))
=-6.(18) + 3.(30) - 1 (6)

=-108 +90-6

=-24
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Kolom 3

= Q13C13 T A3C23 + A33C33

=7. (-3 . det My3) + (5. (—1)2%3 . det M,3) + (4. (—1)3+3 . det M33)
4 6

2 3])

=7 (1(2Xx1=3x-2)+5(1 (4x1-(6x-2)+4 (1(4x3-6x2))
=7.(1(2+6)+5(-1(4+12)+4.(1.(12-12))

= 7.(8)-5.(16) + 4 ( 0)

=56-90+0

=24

= 7.(1. det [_22 ﬂ )) +5 (-1. det [_42 ?])+4.(1. det |
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C. Latihan Soal/Tugas

1. Berapakah determinan dari matriks A = -1{2 _29]
1/4 3 2
2. Berapakah determinan dari matriks A=| 5 1/2 1]
[ —1 2 4
2 3
3. Carilah nilai M;, sampai M;3 dari matriks A=|6 —1/5
9 3
3 2 -7
4. Hitunglah nilai C,3, C34, C3zdarimatriks A=|-5 6 4
-1 2 8
3 2
5. Hitunglah nilai ekspansi baris dari matriks A=|-5 6
-1 2
3 2
6. Hitunglah nilai ekspansi kolom dari matriks A= -5 6
-1 2
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PERTEMUAN 8
MATRIKS ADJOIN DAN MATRIK INVERS

A. TujuanPembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menghitung invers

matriks dan menyelesaikannya dengan beberapa cara invers matriks.

B. UraianMateri
1. Matriks Adjoin
Dalam matriks 2*2, matriks adjoinnya adalah pertukaran elemen-elemen
yang terletak pada diagonal utama, dan mengalikan elemen-elemen yang
terletak pada diagonal samping dengan -1.
d —b
]

Sebagai simulasi : A = [Ccl Z] At= [_C a

Sedangkan dalam matriks 3*3, matriks adjoinnya merupakan transpose dari
kofaktor matriks A (Ka)'. Jadi mencari minor dari matriks tersebut, kemudian
mencari kofaktor dari minor tersebut, yang selanjutnya kofaktor tersebut di

transpose.

Contoh :
a. Carilah adjoin dari matriks berordo 2*2 berikut : A = B _ﬂ

Jawab:

Tukar nilai 3 dengan 1 di diagonal utama, kemudian kalian -1 diagonal

samping (-1 dan 2), maka Adj A = [_; ;]
2 0 1
b. Carilah adjoin dari matriks berordo 3*3 berikut: A=|1 3 2]
1 1 1

Jawab:

Langka 1: Mencari minor

M4 (baris 1, kolom 1 ditutup) = =(3*1)-(2*1)=3-2=1

M;,(baris 1, kolom 2 ditutup) = =(1*1)-(2*1) = (1)-(2) =-1

Mz (baris 1, kolom 3 ditutup) = =(1*1)-(3*1)=1-3=-2

PR Pw PN =N

RO RRE PR RPRW

M, (baris 2, kolom 1 ditutup) = = (0*1)-(1*1) = (0)-(1) = -1
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My, (baris 2, kolom 2 ditutup) = ﬂ = (2*1)-(1*1) = 2-1=1

M,s (baris 2, kolom 3 ditutup) = 2] = (2*1)-(0*1) = (2)-(0) = 2

M3 (baris 3, kolom 1 ditutup) = =(0*2)-(1*3) = 0-3=-3

Ms,(baris 3, kolom 2 ditutup) = =(2*2)-(1*1)=(4-1) =3

RPN RN WO RN RN

o MHRDH

M35 (baris 3, kolom 3 ditutup) = = (2*3)-(0*1) = (6)-(0) =6

Hasil diatas diubah kedam matriks sesusai letaknya sehingga menjadi:

1 -1 -2
Minor A = |—1 1 2

-3 3 6

Langkah 2: Mencari Kofaktor
Selanjutnya minor A dirubah kedalam kofaktor dengan cara mengalikan

masing elemen, seperti berikut:

+ 1l ==1 4|2
Kofaktor A = |—|—-1| +| 1| —| 2||, setiap elemen dikalikan dengan
+=31 = 3] +| 6]
masing-masing tanda, menjadi:
1 1 -2 t
Kofaktor A=| 1 1 —2] , selanjutnya kofaktor tersebut di transpose
-3 -3 6

(baris menjadi kolom), sehingga menjadi

adjoin A.
Langkah 3: Mencari Adjoin
1 1 -3

AdjoinA=| 1 1 —3] ;

-2 =2 6

1 1 -3

sehingga ini lah Adjoin A= 1 1 —3]

-2 =2 6

2. Matriks Invers
Jika A dan B adalah sebuah matriks berbentuk bujur sangkar dan berlaku
notasi AB = BA = | (I adalah matriks identitas), maka dapat dikatakan bahwa A
dapat dibalik dengan B, sehingga B adalah matriks invers dari A (notasi: A™).

Sifat — sifat yang berlaku di matriks invers:
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(A=A
(A.B)1=B!A?
Contoh :

32]

a. Carilah invers dari matriks berordo 2*2 berikut :A = [2 3

Jawab:

1) Dengan cara pemisalan [Z; Zﬂ
Misalkan A-tkita anggap sebagai A== [Z; Zi] maka berlakuketentuan
a a
> alla al=lo 1
untuk memcari nilai a, maka dikalikan terlebih dahulu antara matriks A
(matriks soal) dengan Matriks A(matriks A-lyang dianggap) sehingga
menjadi:

3a, +2a3 3a, + 2a4] _ [1 0]
2a1 + 3a3 2a2 + 3a4 - 0 1

setelah itu, diubah menjadi sebuah persamaan linier dua variable, yaitu :
3a; + 2az = 1A (persamaan 1)
3a, + 2a, = 0A (persamaan 2)
2a; + 3az; = 0A (persamaan 3)
2a, + 3a, = 1A (persamaan 4)
Selanjutnya kita cari nilai aq,a,, a;, dan a, dengan cara substitusi dan
eliminasi, yaitu :
a) Mencari nilai a; dengan mengeliminasi a;dan a; dari persamaan 1
dan persamaan 3, yaitu :
Pers. 1 3a; + 2a3=1 A *2 (karena kita akan eliminasi a,)
Pers. 3 2a, + 3a; =0— A *3(karena kita akan eliminasi a,)
Maka menjadi:
6a, + 4a; =2
6a, + 9a; = 0-
—5a3 =2

2 2

A = — = —=—
37 5 5

b) Mencari nilai a;dengan mensubstitusikan nilai a; yang didapat diatas

kepers.13a; + 2a; = 1, nilai az diganti dengan —%, maka:
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3a;+ 2.—==1
3a, +(-3) =1
3a; =1+7
3a1 =§+§
3a1 =§
_ s /s
a, _TA samasepertl/

a; =- x <A karena dirubah kebentuk perkalian
5 3
maka yang tadinya % menjadi %

¢) Mencari nilai a, dengan mengeliminasi a, dan a, dari persamaan 2
dan persamaan 4, yaitu :
Pers. 2 3a; + 2a, =0 A *2 (karena kita akan eliminasi a,)
Pers. 4 2a, + 3a, =1-— A *3(karena kita akan eliminasi a,)
Maka menjadi:
6a, + 4a, =0
6a, + 9a, = 3—-
—5a, = -3
-3

0 = 3
4T 57 5

d) Mencari nilai a,dengan mensubstitusikan nilai a, yang didapat diatas

kepers.2 3a, + 2a, = 0, nilai a, diganti dengan g maka:
3a, + zg =0
3a, +(3) =0

—0-_¢%
3a2 =0 5

3a2 - _E
_ 6/5 - -%/s
a, = A —2sama seperti > 3,
a, = —g x %A karena dirubah kebentuk perkalian
maka yang tadinya % menjadi §
—_5_ _2
a2 15 5
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3 2
. , 1 |5 5
Sehingga didapat A= N
5 5
2) Dengan cara Adjoin
_[3 2 FE S
A_[2 3],makaA =— Adj (4)
d _ b
__1 [d _b] — | ad-bc ad-bc
ad-bc l—¢ a — ¢ a
ad—bc ad—bc
3 _ 2
__1 [3 —2] _ | 33-22 33-2.2
33-221—-2 3 2 3
3.3-2.2 3.3-2.2
3 _Z2
—| 94 9-4
_2z2 3
9-4 9-4
3 _2
_| s 5
4
5
32
Sehingga didapat Al = _52 55
5 5

3) Dengan cara OBE (Operasi Baris Elemeter)

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan

tranformasi baris elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut:

Aljabar Linier dan Matriks

[AlT]A OBE A [11A7"]

g g (1) (1)] H,H,-1 artinya baris 1 ditambah baris 2 yang dikalikan -1,
Menjadi

1 —-1j11 -1 . . . . -

5 3lo 1] H,H -2 artinya baris 2 ditambah (baris 1 dikalikan -2),
Menjadi

(1 —1] 1 —1] . . - 1

o c|_5 3. H,1/s artinya baris 2 dikalikan (E)’
Menjadi

1 —1| 1 -1 . L .

0o 1|-% 2 |HhH:artinya baris 1 ditambah baris 2,

L 5 5
Menjadi
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3 2
(1) (1)_52 55 karena ruas kiri sudah berubah menjadi matriks
5 5
identitas yaitu [(1) (1)] maka proses selesai.
3 _2
sehingga didapat A* =1° ;°
5 5

4) Dengan cara OKE (Operasi Kolom Elemeter)
Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan

tranformasi kolom elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut:

A 1
[7a oxeAlF]
r3 2
H] K1K,-1 artinya kolom 1 ditambah kolom 2yang dikalikan (—1),
0 1
Menjadi
r 1 2

%ﬁ] K, K,-2 artinya kolom 2 ditambah kolom lyang dikalikan (—2),
L1 1

Menjadi

1—$| K15 artinya kolom 2 dikalikan (—3),

Menjadi
1 07
=1 1

1 -2| K1 K, artinya kolom 1 ditambah kolom 2,

Menjadi

= O

karena ruas atas sudah berubah menjadi matriks identitas yaitu

ul] Wi
|
@aiN

[10

0 1] maka proses selesai.

sehingga didapat A

b. Carilah invers dari matriks berordo 3*3 berikut ;: A =

-5 5 -1
5 -6 2
1 2 -1
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1) Dengan cara OBE (Operasi Baris Elemeter)

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan

tranformasi baris elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut:
[AlI]A OBE A [1]A7"]

-5
=l 5
-1

I adalah matriks identitas, | = [0 1 0

5 —-1j11 0 0
-6 2/0 1 O
2 =110 0 1

100‘

0 0 1

] ket = ruas kiri dirubah kedalam bentuk matriks

Identitas

Angka -5 pada baris 1 kolom 1, dirubah kedalam angka 1, dengan cara

H,-1s yaitu baris 1 dikalikan dengan —%, menjadi

Aljabar Linier dan Matriks

[ 1
=l 5
[—1

[ 1

-1 0
-1

-1
-6
2 -1

1
5
2

-1

-1

2 -1
menjadi

1
5
1

-1 1=
5

Menjadi

O Oulkr

S P ulr

0

1
0

= o

0

1]

o

H,H,-s artinya baris 2 ditambah baris 1 yang

dikalikan -5, menjadi

H;H, artinya baris 2 ditambah baris 1,

HH; artinya baris 1 ditambah baris 3,

H,-1 artinya baris 2 dikalikan (-1),

H3H,-1 artinya baris 3 ditambah baris 2

yang dikalikan (-1),

94



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1

-2-2 0 1
5 5
=0 1 —-1|-1 -1 0| H;H3s artinya baris 1 ditambah baris 3
1 4
0 0 =|- 1 1
5 5
yang dikalikan (3),
Menjadi
1 0 0] 2 3 4
=0 1 -1j-1 -1 0 H,H.s artinya baris 2 ditambah baris 3
1| 4 3
0 0 =|-= 1 1
5 5
yang dikalikan (5),
menjadi
1 0 0j]2 3 4
=|0 1 03 4 5 H,s artinya baris 3 yang dikalikan (5),
0 0 =[- 1 1
515
menjadi
1 0 0j2 3 4
:!0 1 03 4 5] karena ruas kiri sudah menjadi matriks identitas
0 0 114 5 5

(1 0 O
yaitu [0 1 0| maka proses selesai.
0 0 1

Maka didapatA? = [

BN
[S2 BN O]
Ul U1 D

2) Dengan cara OKE (Operasi Kolom Elemeter)
Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan

tranformasi kolom elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut:

7l oea [ ]

-5 5 -1
5 -6 2
=t—2—=4| K,-1/5 artinya kolom 1 dikalikan (- 3),
0 1 0
0 0 1
Menjadi
1 5 -1
|L1 -6 zI
1
- 2 -
|5 IKzKl-s artinya kolom 2 ditambah kolom 1 dikalikan (=5),
= 0
l 50 1 0
0 0 1
Menjadi
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1 0 —15
-1 -1 2
o1 -1 . .
51 - K;K; artinya kolom 3 ditambah kolom 1,
50 1 0
- 0 0 1-
Menjadi
1 0 0
-1 -1 1
: 1 % : o
3 - —1 | K,-1 artinya kolom 2 dikalikan (—1),
5O 1 (5;
-0 0 1-
Menjadi
[_1 0 0
[ER _ _
| i " _iiKle artinya kolom 1 ditambah kolom 2,
5 5
0 -1 0
l 0 0 1J
Menjadi
- 1 0 0
0 1 1
t g
- 2| K;K,-1 artinya kolom 3 ditambah kolom 2 dikalikan (—1),
6 _; 1 2
a0
0 0 1-
Menjadi
- 1 0 0+
0 1 0
41
— = | K3s artinya kolom 3 dikalikan (5), Menjadi
—i -1 51
0 0 1-
- 1 0 0+
0 1 0
-2 -1 1 . . I 4
— — | K1K3us artinya kolom 1 ditambah kolom 3 dikalikan (3),
11 s
0 0 5-
Menjadi
rl 0 0
0 1 0
9 -1 1| K,K; artinya kolom 2 ditambah kolom 3, Menjadi
3 -1 5
-4 0 5
r1 0 0
01 0
99 2| karenaruas atas sudah berubah menjadi matriks identitas yaitu
3 4 5
4 5 5
1 0 0
0 1 0 maka proses selesai.
0 0 1
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sehingga didapat A=

3) Dengan cara Determinan dan Adjoin

a1 .
Al= ot Adj (A)

e) Mencari determinan dengan cara sarrus

-5 5 -1
A=] 5 -6 2
-1 2 -1
~5._ 5._={|-5 5
DetA =|5 =6_~2| 5 —6
I
- - - + o+ 4+

(((—S)X(—6)x(—1)) +((5)x(2)x(=D) + (-Dx(5)x(2)) —

((—Dx(=6)x(-1)) — ((-5)x(2)x(2)) — ((S)x(S)x(—l)))
((=30) + (=10) + (=10) — (=6) — (=20) — (—25))
((=30) + (—10) + (—10) + (6) + (20) + (25))

=1
f) Mencari adjoin dengan cara Ka!

Langka 1 : Mencari minor

My, (baris 1, kolom 1 ditutup) = [_g _ﬂ = (-6*-1)-(2*2)
= 6-4=2
My, (baris 1, kolom 2 ditutup) = [_i _ﬂ = (5*1)-(2*1)

= (5)(2)=-3
M3 (baris 1, kolom 3 ditutup) = [_i _S] = (5*2)-(-6*-1)
= 10-6 =4

> Tl = )

My, (baris 2, kolom 1 ditutup) = [2 1

= (-9)-(-2) =-3
M,,(baris 2, kolom 2 ditutup) = [:? :1] = (-5*1)-(-1*-1)

= 51=4
M,3(baris 2, kolom 3 ditutup) = [:5 5] = (-5*%2)-(5*1)

1 2
= (-10)(-5=-5
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M3 (baris 3, kolom 1 ditutup) = _—6 2_ = (5*2)-(-1*-6)
= 10-6=4
Mj,(baris 3, kolom 2 ditutup) = __g _;_ = (-5*2)-(-1*5)
= (-10)-(-5) =-5
M3 (baris 3, kolom 3 ditutup) = -_g _2_ = (-5*-6)-(5*5)
= (30)-(25)=5
Hasil diatas diubah kedalam matriks sesusai letaknya, menjadi:
2 -3 4
MinorA=(-3 4 -5
4 -5 5

Langkah 2: Mencari Kofaktor
Selanjutnya minor A dirubah kedalam kofaktor dengan cara

mengalikan masing elemen, seperti berikut:

+2] =31 +] 4]
Kofaktor A = [—|-3| +| 4| —|-5]|,
+l 41 —I-5] +| 5]
Ket : setiap elemen dikalikan dengan masing-masing tanda,
menjadi:
2 3 4t
Kofaktor A=(3 4 5], selanjutnya  kofaktor  tersebut di
4 5 5

transpose (baris menjadi  kolom),
sehingga menjadi adjoin A.

Langkah 3: Mencari Adjoin

2 3 4
Adjoin A=|3 4 5] (kenapa hasilnya sama saja? karena
4 5 5
kebetulan angka yang ditranpose, hasilnya
sama)
. . 2 3 41012 3 4
10— : - 1 —
Maka At = ot d) Adj (A) = 1[3 4 5]—[3 4 5]
4 5 5114 5 5
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C. LatihanSoal/Tugas
. - . , _[ 2 -2
1. Carilah Adjoin dari matriks A = [_2 3]
- . , _[5 -1
2. Berapakah Adjoin dari matriks A = 4 6]
5 4 6 —1 5 1
a. [1 6] ¢ [—4 51 € [4 6]
6 1 6 —4
b. [4 5] d. [_1 |
3 10
3. Berapakah Adjoin darimatriks A=(2 1 1
6 2 2
[ 0 -2 1] [0 -2 -2 1 -3 1
a. 2 6 -3 c. |2 6 0 e. 0 2 =2
| —2 0 1] 11 3 1 -2 6 0
[ 0 2 =2 [—2 6 0
b. [-2 6 0 d| 1 -3 1]
L 1 -1 1] L 0 2 =2
4. Carilah nilai invers dari matriks A = [_3 _32,] dengan cara OKE!
2 =3 1
5. Carilah Invers dari matriks A= 1 0 zl,dengan cara OBE!
-2 1 3
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PERTEMUAN 9
SISTEM PERSAMAAN LINIER

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa dapat memahami konsep
sistem persamaan linier (SPL) dan menyelesaikan spl dengan eliminasi dan
substitusi.
B. Uraian Materi
1. Pengertian Sistem Persamaan Linier
Sistem persamaan linier adalah sekumpulan dari persamaan linier yang
terdiri dari beberapa variabel dimana sistem persamaan linier ini terdiri dari tiga
variabel yaitu x, y dan z.
2. Metode Persamaan Linier
a. Eliminasi
Eliminasi adalah menghilangkan salah satu persamaan dan meletakkan
kedua persamaan dalam posisi urutan yang sama dan membuat salah satu
variabel untuk memiliki koefisian yang sama dengan variabel kedua yang
ingin di eliminasi.
1) SPL Metode Eliminasi 2 Variabel
Contoh:

Selesaikan SPL berikut dengan metode eliminasi?

a. 2x—-3y=-1 b.—x+4y=3 C.-4x—-y=3
X—-4y=7 2x—-3y=5 2Xx+3y=5
Jawab:
a) 2x—-3y=-1

X—4y=7

Langkah pertama adalah menghilangkan salah satu variabel dari
persamaan diatas. Kita boleh menghilankan x terlebih dahulu ataupun
y terlebih dahulu. Disini kita akan menghilangkan variabel x, maka

nilai variabel x harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2.

Sehingga:
2x—3y=-1| x3
3xX—4y=7 | x2
6x -9y =-3
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6x—-8y =14
-y =- 17
y =17 dimasukkan ke persamaan 1

sehinggga menjadi:

2x—-3y=-1
2x—-3.17=-1
2x—-51=-1
2x=-1+51
2x =50
x =50/2
x=25
Maka diperoleh nilai x = 25 dan y = 17 dengan pembuktian sebagai
berikut:
2x -3y =-1
1.25-317=-1
50-51=-1
-1=-1

b) -x+4y=3
2x—-3y=5

Langkah pertama menghilangkan salah satu variabel persamaan
diatas. boleh menghilangkan x terlebih dahulu ataupun y terlebih
dahulu. Disini kita akan menghilangkan variabel y, maka nilai variabel
y harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2. Sehingga:
X+4y=3 x3
2x—-3y=5 |x4
-3x+12y =9
8x—12y =20 +
5x =29

=2

X = 59 kita masukkan ke persamaan 2,

sehinggga menjadi:

2x—-3y =5
29 _
2.?—3)/— 5
58 _
?—3y =5
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3y =5-22
y 5
25 58
3y ==2_22
Yy =573
33
3y ==
y 5
_ 33, -3
5 1
_ 33 _ -1
y 57 3
_33_ 11
15 5

Maka diperoleh niali x = ? dany= % dengan pembuktian:

2x — 3y =5
22 _3 % =5
5 5
58 33 _g
5 5
25 _g
5
5 =

Karena ruas kiri nilainya sama dengan ruas kanan, dimana sesuai
dengan pembuktian maka nilai x dan y benar.

c) -4x-y=3
2x+3y=5
Langkah pertama menghilangkan salah satu variabel persamaan
diatas. boleh menghilangkan x terlebih dahulu ataupun y terlebih
dahulu. Disini akan menghilangkan variabel x, maka nilai variabel x
harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2. Sehingga:
4x-y=3 | x1
2x+3y=5| x2
4x—-y=3
4x + 6y = 10 +
5y =13
y= % (Masukkan ke persamaan 2 untuk mencari nilai x)

Sehingga Persamaan 2 menjadi:

2x+3y =5

2x+3.2 =5
5

2x+35—9 =5
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2X =5-—-—
5
25 39
2X ==— =
5 5
14
2X = —=
5
_ 1 _ 14
X = 5/= 5/2
1
14 1
= x -
5 72
. p—
10 5

Sehingga diperoleh nilai x = —% dany= 15—3
2) SPL Metode Eliminasi 3 Variabel

a) Selesaikan SPL berikut dengan metode eliminasi

2X—-3y+z=2

X—2y+z=5

3X—-y+3z=6

Jawab:

2X—=3y+z2=2 .......... Pers. 1)
X—=2y+z=5....... Pers. 2)
3X—-y+3z=6........... Pers. 3)

Langkah pertama eliminasi persamaan 1) dan 2) yaitu:
2x—-3y+z =2|x1
X—2y+z =5|x2

2x—-3y+z =2
2x—4y+2z =10 _
y—-z =-8....... Pers. 4)

Setelah persamaan 4 diperoleh, maka kita eliminasi persamaan 1 dan
persamaan 3 yaitu:
2x—-3y+z =2|x3
3X—-y+3z =6x2
6x—-9y+3z =6
6x—-2y +6z =12 _
-7y—-3z=-6........ Pers. 5)
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Langkah selanjutnya adalah eliminasi persamaan 4) dan 5)
y—-z =-8 | x3
-7y—3z=-6 | x1

3y—-3z =-24
-7y—3z=-6
10y =—18
-_18
y T 10
9 . C .
y = -z (selanjutnya cari nilai z menggunakan persamaan 4)
dimana:
y—z =-8
—2_7=-8
5
2= —8+2
40 9 31
-7=—— —_—— — —
5 5 5
_31
Z= /5 = E — 1= E
-1 5
Diperoleh nilai y = —% dan z = 3’5—1 maka disini kita mencari nilai x

menggunakan persamaan 1, yaitu:
2x —3y+z=2

9.  31_
2x—(3x E)+?_2

2x+—+—==2
5 5
2x+2 =2
5
2x =22
20 =238
5 5
2 = -2
5
_48
x = /s
2
S5 @ ket 2 d 2/, kemudian s
x = 2, . 2 samadengan “/4 7,
dirubah perkalian yaitu menjadi —‘;—8 x%
x = —% x% = —% (diperkecil, sama2 dibagi 2), menjadi:
24
X = ——

5
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sehingga kita sudah memperoleh nilai x = -y
pembuktian:
2x—-3y+z=2
2.-2_3-243->
5 5 5
_A8 L2703 o
5 5 5

2 =2 (Terbukti)

b) 4x-3y-z=8

2x+y+3z=-2
3x-2y+z=4

Jawab:

4k —-3y—z2=8 .......... 1)
2X+y+3Xx=-2 ... 2)
3x-2y+tz=4 ..... 3)

Eliminasi persamaan 1) dan 2)
4x—-3y—-z=8 | x3
2x+y+3z=-2|x1
12x -9y —-3z=24

2Xx+ y+3z=-2 +
14x—-8y =22....... 4)

Eliminasi persamaan 1) dan 3)

4x-3y—z=8
3x-2y+z=4 +
7xX — 5y =12 ......... 5)

Lalu eliminasi persamaan 4) dan persamaan 5)
14x— 8y =22 |x1
7x— 5y =12 x2

14x — 8y =22
14x-10y =24 -
2y=-2
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-2

Y=+
y=-1
sehingga didapat nilai y = - 1, maka selanjutnya kita cari nilai x dengan

menggunakan persamaan 4), Dimana:

14x — 8y=22
14x - (8.—1)=22
14x+8 =22
14x =22 -8
14x =14
x=1

Setelah diperoleh nilai x = 1 dan y = -1, maka selanjutnya kita harus

mencari nilai z. disini kita menggunakan persamaan 3). Sehingga:

3x-2y+z=4
31)-2(-1)+z=4
3+2+z =4
5+z =4
z =4-5
z =-1
Sehingga diperoleh:
x=1
y=-1
z=-1
b. Substitusi

Substitusi adalah mengganti salah satu persamaan menjadi persamaan
yang lain atau membuat salah satu persamaan menjadi persamaan x = ....
Atau persamaan y = .... Dan memasukkan hasil persamaan yang sudah
diganti ke persamaan yang lainnya.

1) SPL Metode Substitusi 2 Variabel

Contoh:

Selesaikan SPL berikut dengan metode substitusi:

a) 2x—-3y=-1 b) x+4y=3
3x—-4y=7 2Xx—-3y=5
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Jawab:
a)2x—-3y=-1
X—-4y=7

Persamaan diatas yang kita gunakan adalah contoh dari persamaan
SPL metode eliminasi. Dimana substitusi adalah mengganti salah satu
persamaan. Maka disini persamaan yang diganti adalah persamaan 1,
sehingga:
2x-3y =-1

2x=-1+3y

x = —L+3y

T2
_ -1 3
X = Y + Ey
(persamaan x yang sudah diganti dimasukkan ke persamaan 2)
Maka:
X—-4y=7
-1 3 _

3(7-}' Ey)—4y—7

—3;+ %y —4y =7 C 4y kita ubah kedalam per'an menjadi gy

3 9 8 _
Tty Ty 7T

1 14 3
—_ = — 4 -
Zy 2 2
1 _ 17
2y 2
_17/2
1/2
17 2
- — x -
2 1
34
===17

(Hasil Y = 17 hasilnya sama dengan hasil pada saat eliminasi)
Maka:

-1
X=—
2

-1

--t,3
X=—+ 2(17)

3
+Ey

-1 51
X=—+ =
2 2

_ 50
2

X
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x=25
Sehingga diperoleh nilai x = 25 dan y = 17, dimana hasil x dan y sama

dengan metode eliminasi.

b) x+4y=3
2x—-3y =5
Persamaan diatas yang kita gunakan adalah contoh dari persamaan
SPL metode eliminasi. Dimana substitusi adalah mengganti salah satu

persamaan. Maka persamaan yang diganti adalah pers. 2, sehingga:

2x—-3y =5
2x =5+ 3y
X=5Hy

2
_5

X =—+ %y (nilai x dimasukkan ke persamaan 1), sehingga:

-X+4y=3
5
Gy tay=3

7Ty rAy=3
5 3 8 _
Tty s
5 .5  _
—;+Ey—3
5. = 5
2V T3%3
5,=8.3%
2V T373
5, =41
2Y T3
11/2
5/2
_11 2
Y=7%3
—2_ 1
Y=~
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58

10
29

5
Sehingga diperoleh nilai x = % dan nilai y = % Dimana hasil yang

diperoleh sama dengan hasil eliminasi.

2) SPL Metode Substitusi 3 Variabel
Selesaikan SPL berikut dengan metode substitusi:
a)2x—3y+z=2
X—2y+z=5
3X—-y+3z=6

b) 4x-3y—-z=8

2Xx+y+3z=-2
3x-2y+tz=4
Jawab:
a)2x—3y+z=2 ... 1)
X—2y+z=5 ... 2)
3X—-y+3z=6 ... 3)
Disini kita mengganti persamaan 2 yaitu:
X—2y+z=5
X=5+2y-z

(persamaan yang sudah diganti dimasukkan ke pers. 1 dan 3)
Persamaan 1:

2X—-3y+z=2

2(5+2y-2)-3y+z=2

10+4y—-2z2-3y+z2=2

10+4y—-3y—-2z+z2=2

10+y—-z =2
y—-z=2-10
y—-z =-8
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Persamaan 3:
3X—-y+3z=6
35+2y—-2)—-y+3z=6
15+6y—-3z-y+32=6
15+6y-y—-32+3z2=6

15+5y =6
5y=6-15
5y=-9
_ 9
y=-3
kemudian nilai y masukan ke persamaan 4), menjadi:
y=-8+z
—2=8+z
5
9 —
_-E + 8=z
z=—--+8
-_2, %
z=—-+ -
31
z==—

Selanjutnya adalah mencari nilai x, dengan menggunakan persamaan

2 yang sudah diganti tadi, yaitu:

X=5+2y-z
9 31
x=5+2(-3)-%
5 5
18 31
X=5-———-——
5 5
25 18 31
X==———-=
5 5 5
- _2
T s
. 24 9 31 .
Maka nilai x = -z Y=z dan z = = hasilnya sama dengan cara

menggunakan eliminasi.

b) 4x-3y-z=8 ... 1)
2x+y+3z=-2 ... 2)
3x-2y+z=4 ... 3)
Mengganti persamaan 1 menjadi:
4x—-3y—-2=8
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-2z=8-4x+ 3y

_ 8-4x+3y
-1

z = -8 + 4x — 3y (Masukkan ke persamaan 2 dan persamaan 3)

z

Persamaan 2:
2X+y+3z=-2
2Xx+y+3 (-8 +4x—-3y)=-2
2X+y—-24+12x -9y =-2
2X+12x+y—-9y—-24=-2
14x — 8y — 24=-2

14x -8y =-2+24

Persamaan 3:
3X-2y+z=4
3x-2y+(-8+4x-3y)=4
3X+4x-2y-3y-8=4
7X—-5y-8=4
7X—5y=4+8

Setelah persamaan 4 dan persamaan 5 diketahui, maka kita kembali
mengganti persamaannya. Disini persamaan yg kita ganti adalah

persamaan 4, yaitu:

14x — 8y =22
14x =22 + 8y
X:22+8y

14

22 8
X=0 t 127

kemudian Masukkan ke persamaan, menjadi:

Persamaan 5:
X -5y =12

22 8 _
7(5 + Ey)—5y—12

154

56 _
F+Ey—5y—12
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Te T Y Y712
154 14 _
Te 1Y T12
154 _
F_y =12
- 154
—y=12-4
_, — 168 154
T 14 14
Ep—
Y =14
_y =
y =-1

Kemudian kita masukkan ke persamaan 4 yang sudah diganti untuk

mencari nilai x, menjadi:

22 8

XSty

-22 , 8,
X=0 + 14( D

_ 22 8
X=—— —
14 14
_ 14
14
x=1

Setelah nilai x dan y diperoleh maka kita mencari nilai z dengan

menggunakan persamaan 1 yang sudah diganti, yaitu:

z=-8+4x -3y
z=-8+4(1)-3(-1)
z=-8+4+3
z=-1

Maka diperoleh x =1,y = -1 dan z = -1, dimana Hasilnya sama dengan

hasil menggunakan cara eliminasi.
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C. Soal Latihan/Tugas

1. Berapakah nilai g yang memenuhi persamaan -5p + 2q =15 dan 2p — 3q = 3?

2. Berapakah nilai x dan y dari persamaan —x + 2y = 6 dan 3x — 4y = 87

3. Diketahui harga 6 buah buku tulis dan 4 buah pensil adalah Rp. 12.000,00 harga
4 buah buku tulis dan 3 buah pensil adalah Rp. 9.500,00. Maka berapakah jumlah

harga 5 buah buku tulis dan 7 buah pensil?

4. Penyelesaian dari sistem persamaan 5x + 7y = -11 dan 7x + 9x = -21 adalah x

dan y. Maka berapakah nilai dari 4x + 3y?

5. Berapakah nilai 3x — 2y jika x dan y merupakan penyelesaian dari sistem

persamaan 5x + 5y = 5 dan 2x — 3y = 157
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PERTEMUAN 10
TRANSFORMASI LINIER, SIFAT TRANSFORMASI LINIER

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami

pengertian transformasi linier dan sifatnya.

B. Uraian Materi
1. Tranformasi Linier
Jika daerah asal suatu fungsi f adalah R™ dan daerah hasilnya adalah R™, maka
f disebut transformasi dari R™ ke R™ dan dapat ditulis:
f:R"—> R™
Jika tranformasi dari ruang yang sama, dinamakan operatoryaitu:
f:R*"> R"

Jika f : V - W merupakan fungsi suatu ruang dan vektor V ke dalam
ruang vektor W, maka f disebut transformasi linier (pemetaan linier), jika
memenuhi syarat sebagai berikut:

a. F(u+wv) = F(uw) + F(v), untuk semua vektor udan v di V.
b. F(ku) = kF(u), untuk semua vektor udi dalamv dan semua skalar k.

Kemudian, jika F mengasosiasikan vektor wdengan vektor v, maka kita
dapat menuliskan w = F(v) dan dapat dikatakan bahwa wadalah bayangan dari
vdi bawah F.

Untuk melukiskan bayangan tersebut, maka jika v = (a, b)merupakan
sebuah vektor didalam R?, maka rumus:

F(v)=(a,a+b,a—b)
Mendefinisikan sebuah fungsi yang memetakan:
a. Misal: f: R? » R3 merupakan sebuah fungsi yang didefinisikan oleh:
a a
Pl =|a+e
a—b
Buktikanlah bahwa F tersebut adalah tranformasi linier.

Penyelesaian:

Misalkan u = [Zﬂ danv = [gﬂ,makau Ly [mt az]

b, + b,
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For=r [}

F(u)+F (v)

Dan,

F(u+v)
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a;
a, + by
la; — by

C nilai a; b, dimasukan kedalam Fdiatas

a;
a, + b2
|a; — b,

C nilai x;y; dimasukan kedalam Fdiatas

a;
a, + b,
[a; — by

a,
a, + b,
a, — b,

+

a; +a,
a,+by+a,+b,
Lldq, — bl + a —bz_

a1+a2
a; +a; + by + by [ sama dengan F (u + v)
-al + az _bl _bz_

([5;] + [::D)

_ [al + az]

b; + b,

a, +a,
(a; + az) + (by + by)
(a1 + az) — (by + by)

c didapat dari nilai

aq + a, .

b, + bz] dimasukan ke F.
aq + a;
a,+a,+ b, +b,
a,+a,—b;y—b,

merupakan hasil F (u + v), lalu

dipecah a; dengan b; dan a,
dengan b,, menjadi:

a, +a,
a1+b1+a2+b2
a, — b, +a,—b,

, kemudian dipecah lagi sesuai

fungsi u dan v, menjadi:

aq
a, + by
a; — by

a;
a, + b,
a; — b,

+ =F (u) + F (v)syarat terpenuhi

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = i‘;] kemudian masukan

kedalam fungsi soal
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k(a)
F (ku) = | |k(a+ b)
k(a—b) |
r a
= k|a+ b] =k F(u)C syarat dipenuhi
la—b
Maka F adalah sebuah tranformasi linier.

b. Proyeksi: L: R3® - R? didefinisikan oleh:

+(])-E)

L adalah transformasi linier karena

Uq U1
1) Untuk setiap u = [uz , V= !vz],
Us V3
Uy + vq]
U + 1, Uy 1
Llu+v)=L[[|uz+vy| )= = +
wew=a(fu )= [l 2]

Uq 2!
=L <[u2 ) + L( Uz]) =L(u) + L(v)
Uz | V3
2) Untuk k € R,

kuy ku Uy
L(kw) = L( kuzl) kul ] = kL ([uzl) = kL(w)
kU,3 2 Us
c. Dilasi: L; : R® » R3 didefinisikan oleh:

Uy Uq
Li(u) =1L, ([uzb =r [uz] =rur>1
us us

Konstraksi: L, : R® —» R? didefinisikan oleh:

Uq Uq
L,(u) =1L, ([uzl) =r [uzl =ru,0<r<1
us Us
L, dan L, adalah transformasi linier, karena
Uq U1
'U,Z] , V= Uz]’
U3

Us
Lu+v)=r(u+v)=ru+rv=_L(~wW)+Lw)
2) Untuk setiap k € R,

1) Untuk setiap u =

L(ku) = r(ku) = k(ru) = kL(u)
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d. Rotasi: L : R? » R? didefinisikan oleh:
_ Ui\ _ [cos(@) —sin(@)]us
L) =1 ([uz]) "~ |sin(@) cos(®) [uz]
L adalah transformasi linier, karena
Uy %
'U,z] , V= !172 ,
us %3

vt =) =[0G o =l i

cos(@) (uy + vq) — sin(@) (uz + vy)
sin(@) (uq + v1) + cos(@) (u, + v,)

_ [cos(®) (u1) — sin(@) (uz)] , [cos(@) (v1) — sin(D) (v;)
Lu+v)= [sin((z)) (ull) + cos(0) (uz)] + [sin((ﬁ) (1?11) + cos(@) (vz)]

®) —sin( 0) —sin(0
e =[G ooy Ll + [ty ontoy |1

L(u+v)=Lw) + L)

1) Untuk setiap u =

L(u+v)=[

2) Untuk k € R,

o =1 (2]

1) =[G e) o O[]

o) -— 0] 1
L) = k[Gnte) con(a |l

L(ku) = kL(u)

e. A adalah matriks m x n dan,L : R™ - R™ didefinisikan oleh:

i}

L adalah transformasi linier, karena

1) Untuk setiap u, v € R",
Llu+v)=Au+v) =Au+Av = L(u) + L(v)

2) Untuk setiap k € R,
L(ku) = A(ku) = k(Au) = kL(u)
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Contoh:
1) Tunjukan bahwa f : R? - R3dimana:

2x+y
X

-y

Penyelesaian:
Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu:

a) Syarat pertama:F (u) +F (v) = F(u+v)

. X1
Dimana u = [

}’1] X1 sebagai nilai x, y; sebagai nilai y dari fungsi u

_ [*2 Lo
v = [}’2] X, sebagai nilai x,

y, sebagai nilai y dari fungsi v
X1 X2 . .
Fw+F@) = F [J’1] + [}’2] , X1, Xp sebagai x lalu y;,y, sebagai y

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan
_2x1 + V1
= X1 X2
N )
[(2x1 +y1) + (2xz + y2)
= X1 + X
V172
_le + sz + V1 + 84
= xl + xZ
—Y1— Y2

(SEI)
— [x1 + xz] — menjadi nilai x

y1 + y2l > menjadinilai y

[(2(x1 +x2)) + (1 +¥2)

2%, +y,
+

sama dengan F (u + v)

Dan,

F(u+v)

X1 +x2]

X1 t+x
! 2 Y1+

¢ didapat dari nilai [
—(r1+y2)

dimasukan ke Fpada soal.
2x1 + ZXZ + V1 + b
X1 + Xy
V1= )2

merupakan hasil F (u + v), lalu

dipecah x; dengan y; dan x,
dengan y,, menjadi:
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2x1 + Y1 + sz + V2
= X1 + X, , kemudian dipecah lagi sesuai
Y1~ )2
fungsi u dan v, menjadi:
2x1 +y1] [2x3 + Y,
= X1 + X
A )
=F (u) + F (v)

syarat pertama terpenuhi karena terbukti F (u) + F (v) = F(u + v)

b) Syarat kedua:F (ku) = k F(u)

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = []]z;] kemudian masukan

2x+y
kedalam fungsi soal x  |maka:
-y

[k(2x + y)
F (ku) = k(x)

| k(=y)

[2x + 2y

= k| «x =k F(u)C syarat dipenuhi
-y

T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua

terpenuhi.

2) Tunjukan bahwa f : R® - R2dimana:
x
_[xty
Fb|- 3
Penyelesaian:

Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu:

a) Syarat pertama: F (u) + F (v) = F(u+v)

g
Dimana u = |U2|u, sebagai nilai x,u, sebagai nilai y dan u; sebagai
| U3 |
nilai z dari fungsi u
e
v = |V2| v, sebagai nilai x, v, sebagai nilai y dan v; sebagai
[ V3]

nilai z dari fungsi v
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uy Vq
FW+F @) = Fluz|+|V:
usz U3

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan

F)+F ) U, + uz] [v1 +v

2] ) .
1y + us vy + v3]’ jumlahkan u dan v’nya menjadi:

_ 'u1+u2+v1+v2:|
T oluytuz+v, s
'u1+171+u2+v2

- _u2+v2+u3+v3]:F(u+v)

o
+ VZD
]

u; + v;1 = menjadi nilai x
Uy + v, | = menjadinilai y
uz + vzl - menjadinilai z

Dan,

Uy
Uy
us

F(u+v)

U +v;
u;+v) + U +v . o
E 1+ 134_( 2+ 2% ¢ didapat dari nilai (u; +v;
U Tz (us +v3 Uy + V3

dimasukan ke Fpada soal.

82 123 i EZ; ::__:Z%] merupakan hasil F (u + v), lalu
dipecah x,y;,z; dan x;,y;,2,
menjadi:

— [u1+v1+u2 + v,

Uy + Uy + Uus + v3], kemudian dipecah lagi sesuai fungsi

u dan v, menjadi:

_ [u1 + uz] [v1 + (%]

U, + us v2+v3]:F(u)+F(v)

syarat pertama terpenuhi karena terbukti F (u) + F (v) = F(u + v)

b) Syarat kedua:F (ku) = k F(u)

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = IIE; , kemudian masukan
kz
kedalam fungsi soal [);::-_JZ/ ]maka:
P = (e i)
=k [Z; tZ;] =k F(u)C syarat dipenuhi
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T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua
terpenuhi.

3) Tunjukan bahwa f : R® - R3dimana:

x x+y
Flyl=|y—z
z z

Penyelesaian:

Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu:

a) Syarat pertama: F (u) + F (v) = F(u+v)
Uy

Dimana u = |U2|u, sebagai nilai x,u, sebagai nilai y dan u; sebagai
| U3 ]
nilai z dari fungsi u
o

v = |V2| v, sebagai nilai x, v, sebagai nilai y dan v; sebagai
[ V3]

nilai z dari fungsi v

u, V1
Fw+F W) = Fl|uz|+|V:
us U3

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan

(U + Uy v+ v,
F(u+F () = [uz—usz|+ |v2 —vs|, jumlahkan u dan v’nya menjadi:
Us U3
[Uq + U, + V1 + Vo]
= uz - u3 + 172 - 173
Uz + U3
(U, + v, +u; + vy]
= |upy+ vy, —uz —v3|=F (u+v)
Uz + V3
Dan,
Uy [ V1
Flu+v) = (uz + 772])
us ]

(U, + v11—~ menjadinilai x
= |u; + vy| = menjadinilaiy
|u3z + V3] - menjadinilai z

(U +v1) + (uz +v2) U+ v
= [(uy +vy) — (uz + v3) ¢ didapat dari nilai |u; + v,
Us + U3 Usz + VU3

dimasukan ke Fpada soal.
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(U +uz) + (v +v7)

(uz —uz) + (v — v3)
Uz + V3

merupakan hasil F (u + v), lalu

dipecah uq,y4,z; dan u,,y,, 7,
menjadi:
(U + v, + U + v,

= uZ+U2—U3—U3
Uz + V3

, kemudian dipecah lagi sesuai fungsi

u dan v, menjadi:
(U + Uy
= uz - u3
Us

V1 + %)
Uy — V3
U3

+ =F(w)+F ()

syarat pertama terpenuhi karena terbukti F (u) + F (v) = F(u + v)

b) Syarat kedua:F (ku) = k F(u)

kx
Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = |ky|, kemudian masukan
kz
x+y
kedalam fungsi soal |y — z|maka:
VA
k (u; + uy)
F (ku) = [k (uz —u3)
k(us)
Uu; + u,
= kluz—us =k F(u)C syarat dipenuhi
us

T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua

terpenuhi.

2. Sifat Transformasi Linier (Kernel Dan Jangkauan)

Di sini, kita telah mengetahui transformasi linier sekali bayangan vektor

basis, maka mungkin kita akan mencari bayangan vektor yang lainnya di dalam

ruang vektor tersebut.

Teorema 1.

Misalkan F:V — W suatu transformasi linear, maka untuk u, v e V berlaku:
.F(0O)=0

b. F(—u) = —F(u)

. Fu—-v)=F) —F(v)
Bukti
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a. Flu)=Fu+0)
= F(w) + F(0)

b. F(u) + F(—u) = F(u + (—u))
= F(0)
C. Fu—v)=Fu+(-v)
=F)+F(-v)
=Fw - F)
Penjelasan:
Misalkan F:V — W suatu transformasi linear maka himpunan
kernel (atau ruang nol) dari F ialah himpunan vektor di dalam V yang
dipetakan Fke dalam 0, Sedangkan penulisannya dinyatakan oleh ker (F).
Ker (F) ={v|lveV,F(v) = 0}
Sedangkan,
Jangkuan dari F Ruang Peta(Image)ialah Himpuanan semua vektor di dalam
w yang termasuk bayangan di bawah F dari paling sedikit satu vektor di dalam
V, penulisannya dinyatakan oleh R(F)atau lm(F).
Im(F) = {w|w = F(v),veV}
Teorema 2.
Jika F:V — W suatu transformasi linear maka:
a. Kernel dari T (Ker (F)) adalah subruang dari V.
b. Jangkuan dari T (Im(F)atauR(F))adalah subruang dari W.
Bukti
Pada Teorema 2 nomor 1, Ker (F) akan ditunjukkan bahwa v,, v,eKer(F) dan
k suatu skalar berlaku
a. v; + vyeKer(F)
b. kv,eKer(F)
Yaitu misalkan v,, v,eKer(F), dan k suatu skalar.
Karena v,eKer(F) maka F(v;) = 0 begitu pula untuk v,eKer(F) maka F (v,) =
0 sehingga
Flvi+v,)=Fw)+F(v,)=0+0=0
Terlihat bahwa v, + v,dipetakan ke 0, sesuai definisi Ker(F), maka
vy + v,eKer(F). *syarat a terpenuhi
Sedangkan
F(kv)) =kF(vy) =k0=0
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Terlihat bahwa dipetakan ke 0, sesuai definisi Ker(F), maka

kv,eKer(F).*syarat b terpenuhi

Pada Teorema 2 nomor 2 Pada Im(F) akan ditunjukkan
bahwaw,, w,elm(F)dan k suatu skalar berlaku
a. wy + wyelm(F)
b. kw,elm(F)
Yaitu misalkan w,, w,elm(F), dan k suatu skalar.
Karena wielm(F) maka akan ada suatu v,e V yang merupakan prapeta dari
w;. Sehingga dapat ditulis

wy = F(vy)
Begitu pula untuk w,elm(T) maka akan ada suatu v,e V yang merupakan
prapeta dari w,. Sehingga dapat ditulis
wy = F(vy)
Maka
w; +w, = F(v) + F(vy) = F(vy +v3)

Terlihat bahwa w; + w,merupakan hasil dari peta v, + v,e V, sesuai definisi

Im(F), maka w; + w,elm(F). *syarat a terpenuhi

Contoh:

a) Misalkan F:V — Wadalah transformasi 0. maka ker (F) = V Karena
Fmemetakan tiap vektor ke dalam 0. Karena 0 ialah satu-satunya bayangan
yang mungkin di bawah T, makaR(F)atau Im(F)terdiri dari vektor nol.

b) Misalkan F: R™ — R™ adalah perkalian oleh

a1 Q2 . Qip

A1 Q2 - A2
A= : : . :

Am1 Am2  *° Qmn

Kernel dari Fterdiri dari semua
X1
X2
X=|"
xn

Yang merupakan vektor pemecahan dari sistem homogen
X1 0
[
S
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Dimana Jangkuan dari Fterdiri dari vektor-vektor
b,

"

by

Sehingga sistem

X2 bz

Xn ] b,

Didefinisikan suatu transformasi linear F: R3 — R3

X1 X1
F:<x2]>=< 2X2>
X3 X1 + X3

2
Tentukan matriks transformasi dari , lalu tentukan peta dari vektor (—1)
3

Penyelesaian:
Menentukan matriks transformasi dari artinya menentukan peta dari

vektorvektor basis terhadap transformasi linear tersebut.

F=(e1):F<

1 1
0]>= <0>C didapat dari dengan memasukan nilai F ke
0 1

persamaan soal

[0 0
F=(e)= F( 1 ) = <2>C didapat dari dengan memasukan nilai F ke
0

persamaan soal

0 0
F=(e3) = F( 0 ) = (0)() didapat dari dengan memasukan nilai F ke
1

persamaan soal
Sekarang susun F(e,),F(e,), F(e3) secara kolom, maka akan didapatkan
matriks transformasi dari F.

1 00
[Fle = [O 2 0]
1 0 1

2 2
Sedangkan peta dari vektor (—1 adalah perkalian [F], dengan vektor <—1>.

EEO-

w
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2, -2 dan 5 didapat dari baris metrics 3*3 dikali dengan nilai vector dan
dijumlahkan. Yaitu:
(1x2)+ (0x(-1))+(0x3)=24+0+0="2
F=]0x2)+(2x(-1))+(0x3)=0+(-2)+0 = -2
1x2)+(0x(-1))+(1x3)=24+0+3=5

2
Dengan demikian peta dari vektor (—1) terhadap transformasi linear adalah

3
2
vektor (—2).
5
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C. Latihan Soal/Tugas

1. Tunjukan bahwa f : R? - R3dimana fungsi dibawah ini merupakan transformasi
linear:
a—b>b

a+b
2a

Pyl =

2. Tunjukan bahwa f : R? -» R?dimana fungsi dibawah ini merupakan transformasi

linear:
X) _[x+Yy
F [y] - [y + 2]
3. Didefinisikan suatu transformasi linear T: R3 - R3
al 2a1
as as

2
Tentukan matriks transformasi dari , lalu tentukan peta dari vektor <—3>
5
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PERTEMUAN 11
PERGANTIAN BASIS, TRANSFORMASI VEKTOR LINIER

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami
pengertian transformasi linier dan dapat menyelesaikan persoalan terkait dengan

transformasi linier dan basis.

B. Uraian Materi
Terdapat hubungan erat antara pemahaman basis dengan sistem koordinat.
Pada bagian ini kita kembangkan gagasan tersebut dan juga kita bahas hasil-hasil
mengenai perubahan basis untuk ruang vektor. Selama ini kita sering menggunakan
basis baku sebagai basis semua viktor. Selain itu, terdapat basis-basis lain yang
dapat digunakan untuk vektor. Contoh basis baku, sebagai berikut:

1. Basis baku yang berada diruang R?:

e [ole (3]

2. Basis baku yang berada diruang R3:

el

Apabila (B = ey, e,,...,e,) merupakan basis baku pada R™ dimana titik X
merupakan vektor yang dibangun oleh kombinasi linear pada basis tersebut,
sehingga:

X = x1e1 + xpe, + -+ xpe,

X = (xq, x5, ..., x,) merupakan vector koordinat pada basis B

Suatu ruang vektor bisa memiliki beberapa basis Dari sifat inilah tentunya jika
terdapat sembarang vektor x dalam suatu ruang vektor V yang memiliki himpunan
vektor A dan B sebagai basisnya maka x tentunya merupakan kombinasi linier dari
vektor — vektor di A dan B. Kajian yang dilakukan sekarang ini adalah melihat
hubungan antar kombinasi linier tersebut.

Jika B dan B’ adalah basis untuk ruang vektor V dan v1 dalam V, maka akan dicari
hubungan [ v ]B dengan (v )B’.

Misalkan B ={ ul, u2} adalah basis ruang vektor yang berdimensi 2
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s =[], @ =[] w5 =[]

Diubah kedalam persamaan:
1. wi=aur+buy
2. U=cur+duy
3. vi=Kkiui+ Ko U2
4

Disubstitusikan nilai u; dan_u. pada persamaan vi = kiu; + ko Uz sehingga didapat

Vi =ki(aur+buz) +kz(cur+duz)
= (kia + koC) Ut + (kib + kod) uy’

[K.a  K.b1[K,
(Ve =| sz] Kz]

_ b
(v)e=2 ]
Dimana:
(V)e=P(V)s

a b
c d

merupakan matriks yang kolom2nya diambil dari vektor koordinat u; dan_u, terhadap

|

basisB’. Umumnya jika B = {us, uy,..., upn} dan B’= {u’1, U’,, ..., U’n} Adalah basis untuk
ruang vektor V yang berdimensi —n dan v dalam V maka hubungan antara [v]s
dengan [v ]g’ adalah [ v ]Jg'= P[ v ]z Dimana P =[[ _uilg’, [ _Uz2]g’,..., [ _Un]g’] adalah
matriks yang kolom-kolomnya diambil dari matriks koordinat dari ui, Uz,..., Un

terhadap basis B'. Matriks P disebut matriks transisi dari B ke B.

Contoh:
1. Lihat R3® pada basis B = ej,e,,e; dan basis B = E,E,, E; terhadap E; =
(1,0,1), E, = (1,1,—-1) dan E3 = (0, 1, 2) tentukanlah:
a. Vektor pada koordinat X pada basis B® dimana titik X terhadap basis B
memiliki koordinat (2, 7, 0)
b. Apabila titik Xmemiliki vector koordinat (1, -2, 3) pada basis B, tentukan
vector koodinat X pada basis B
Jawab:
a. Perpaduan linier vektor pada koordinat X yang berada pada basis B sama
dengan perpaduan linear vektor koordinat X pada basis B

231 + 732 + 033 = x1E1 + x2E2 + X3En
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1 0 0 1 1 0
2101+711|+0]0 = X1 0 +x2 1 +x2 1
0 0 1 1 -1 2

Sehingga x4, x,, x3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut:

2 1 1 0 X1
|-p o gl
1 1 -1 2 X3

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut:
X1 -2
X3 3

b. Perpaduan linear koordinat X pada basis B sama dengan perpaduan linear

koordinat X pada basis B".

x161 + xzez + X3e3 = 1E1 - 2E2 + 3E3

1 0 0 1 1 0
x [0+ x| 1] + x5 0]=1. 0]—2. 1|+3. 1]
0 0 1 1 ~1 2

Sehingga x4, x,, x3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut:

X1 1 1 0]J1
X2|=10 1 1|(-2
X3 1 -1 2113

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut:

X1 -1
X3 9
2. Tinjaulah basis B = {u;,u,}dan B* = {u;",u,'} untuk R?, dimana:
1 0 1 2
U = [0] dan u, [1] Up = [1] dan uy [1]
Maka tentukanlah matriks transisi p dari B" ke B?

Jawab:

U;" =auy +bu,

[ﬂ @ [(1)] +b [2] dimanaa =1, b = 1 sehingga:

w.e=[]= ]
Dan

U," = cuy +du,

[ﬂ =c [é] +d [(1)] dimana c =2 dan d = 1 sehingga

w=[5)=[2
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3. Tinjaulah basis B = {u,, u,} dan B> = { vy, v, } untuk R?, dimana:

I R |

Maka tentukanlah matriks transisi p dari B™ ke B?
Jawab:

PB" > B=[V;]B [V,]B

Dimana:

vile =]

Dan

a8 =[]

Sehingga:
PB > B=[V;]B[l,]B

o=

[V1]1B = C1[U4] + C,[U;]

1= ol + e:[3]
=151+ c)

Sehingga:

=)

[V2]1B = C1[Uq] + C[U,]

[J]=clol il

1= 051+ e

Sehingga nilai C; =-3dan C, =4
Maka diperoleh nilai [V,]B = [_43]
Dimana

PR Bz[2 _3]
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4. Diketahui dua buah baris R? sebagai berikut:

e
R

Dimana vektor koordinat x = [4] terhadap B. maka tentukanlah vektor koordinat
1

Dimana B ={

X terhadap B’

Jawab:

Kombinasi linier vektor koordinat x terhadap basis B® harus sama dengan
kombinasi linier vektor koordinat x terhadap basis B.

X161 + X265 + X33 = 2E1 + 4. EZ + 1E3

1 -1 1 1 0] 1
X1 |0 +x3] 1 + x5 —1|=2.|10l+4.| 1 [+1.]2
0 0 -1 1 -1 0

Sehingga x4, x,, x3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut:

1 -1 17 1 0 17[2]
0 1 -—1)|*|=[|0 1 2]||4
0 0 -—1ilx3 1 -1 o0ll1]

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut:

1 -1 11" 3
0 1 -—1||1*%|=]6
0 0 -—1ilx3 -2

Dari data tersebut diperoleh:

X3=2
X, =8
x =9

Jadi vektor koordinat x terhadap basis B™ adalah:
9
2
5. B={ui, uz}dan B ={ui, ux} adalah basis untuk R?u;=(1, 0); u»=(0,1); us=(1, 1);

u=(2,1)

a. Carilah matriks transisi dari B ke B’
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b. Tentukan [v ]s'; jika [V ]s :[Z]

Jawab:

a. U =CiU1+CoU>
U, =CcitC2
Cit+2c=1
ci+c, =0

sehinggaci=-1danc,=1

Uz = Kiuy + Kauy

ki+2k, =0

kit+k: =1

ki=2dank.=-1

P= [2 ]IZ] maka P = [_11 ﬂ

Sehingga P merupakan matriks transisi dari B ke B’

b. [v]g=P[v]skarena[Vv ]z =(7,2) maka

Vv=7Ui+2U;

v=7[ol+ 2]

[v1e=]]

Maka:

el =[5 510

[vie=[7]
Teorema 1.

Jika P adalah matriks transisi dari B ke B’ maka :P mempunyai invers P! adalah
matriks transisi dari B’ ke B.Bukti :

Misalkan Q matriks transisi dari B’ ke B, B = { u1, ua,..., un} dan

Cll Clz ...... Cln
QP = 621 CZZ . Cz-n

Crm1 Cmiz - Cmn
Dimana:

Untuk setiap vektor x dalam V selalu berlaku :
(X)s =P (X)8
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(X)e=P (X)&
Sehingga : (X)s = QP (X)s
[ 1
(Ur)e = 0
| 0
Sehingga :
(1) Cir Cip oo Cin
=|C1  Cy Con
»le lez [ Cmn
[ Cll
Y=l
il Lem

Jika x = uz, us,...., unmaka dengan cara yang sama akan didapat

Sehingga:

cu=1,co, ..., Cn=1

JadiQP =1 atau Q =P*
Teorema 2

Jika P adalah matriks transisi dari suatu basis orthogonal ke basis orthonormal
yang lain untuk sebuah ruang inner product maka P1= P!,

Contoh:

Misalkan B = {ui, uz} adalah basis orthonormal untuk ruang product yang
berdimensi dua. Maka

ui=au’1+ bu’;

ui=cu’s+ du’z

(uz, U2) = a2 (U'1, U’2) + 2ab (U1, u’2) + b?(U’1 U%)

=a%+b?
=1

(U2, u2) = c?(U'y,u’2) +2cd (U1, U’2) + d?(U'1, U’)
=c?+d?
=1

(ug, Up) = ac(u’y ,u’y) + ad(u’s U’z) + be(u’z U’2) + bd(u’z, U’s)
zac+bd=1
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C. Latihan Soal/Tugas
1. Lihat R® pada basis B = ej,e,,e; dan basis B' = Ej,E,, E; terhadap E; =
(1,1,0), E; = (1,1,1) dan E; = (1,0, 2) tentukanlah:
a) Vektor pada koordinat X pada basis B dimana titik X terhadap basis B
memiliki koordinat (2, 6, 1)
b) Apabila titik Xmemiliki vector koordinat (-1, 2, 2) pada basis B, tentukan

vector koodinat X pada basis B

2. Diketahui A ={ U, V}dan B = { X, ¥} yang berturut — turut merupakan basis dalam
Rzdimana U = {3, 3}dan V ={-3, 2}, X = {1, 4} dan Y = {-2, -2}
Maka tentukanlah :
a. Matriks transisi dari basis A ke basis B

b. Matriks transisi dari basis B ke basis A.

3. Diketahui A ={P, 0} dan B ={U, V} yang berturut — turut merupakan basis dalam
R? dimana P = {3, 3}dan § ={-3, 2}, U = {1, 4} dan V = {-2, -2}

Maka hitunglah berapa nilai [_31] pada vektor A
4. Diketahui A={U, V}dan B ={X, Y} yang berturut — turut merupakan basis dalam

RZdimana U = {3, 3}dan V ={-3, 2}, X = {1, 4} dan Y = {-2, -2}

Maka hitunglah nilai [_21] pada vektor B
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PERTEMUAN 12
NILAI EIGEN DAN NILAI VEKTOR

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan dan

memahami matriks penyajian transformasi linier.

B. Uraian Materi
1. Definisi Nilai Eigen dan Nilai Vektor
Apabila A merupakan suatu matriks yang memiliki ordo n x n, sehingga
dikatakan vektor taknol yang berada padaR™ disebut sebagai sebuah vektor
eigen dari matriks A apabila Ax merupakan suatu kelipatan dari skalar x, maka:
Ax=AX
Dimana skalar A merupakan suatu sebagai nilai eigen sedangkan A dan x disebut
sebagai sebuah vektor eigen yang saling berhubungan dengan A.
Syarat:
a. A merupakan suatu elemin nilai eigen dari matriks A

b. Pada sistem persamaan yaitu (A | — A) x = 0 memiliki pemecahan taktrivial.

c. Memiliki vektor taknol x di dalam R™ maka A X = A X

d. A merupakan suatu pemecahan riill dari sebuah persamaan yang
karakteristik, dimana det(Al — A) = 0.

Contoh:

Diberikan vektor x = [;] dan matriks A = [g _Ol]Dimana Ax = [53; _01] . B] = [2]
=3[} =3
Sehingga vektor x = B] dapat disebut sebagai vektor eigen sebuah matriks A =

[g _01] yang saling berhubungan dengan nilai elemen eigen A = 3.

Sehingga untuk memperoleh hasil nilai elemen eigen dari sebuah matriks

A yang memiliki ordo n x n, maka A x = A x adalah sebagai berikut:

A x = Alx
Ax—-Alx=0
(A=A)x=0
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DimanaA dapat memiliki nilai elemeneigen, maka nilai tersebut harus
memiliki satu solusi taknol dari suatu persamaan yang memenubhi yaitu det (A —
Al) = 0. Dimana persamaan ini merupakan persamaan karakteristik matriks A.
Dan skalar — skalar yang dapat memenuhi persamaan ini merupakan nilai — nilai
eigen dari sebuah matriks A. sehingga suatu persamaan dari karakteristik ini
dapat dituliskan sebagai berikut:

Det (Al - A) = 0.
Misal:
0 1 0
1) Tentukanlah nilaieigendariA=|0 0 1
4 -—-17 8

Jawab:

Langkah pertama adalah cari terlebih dahulu matriks A — Al yaitu:

[0 1 0] 1 0 0
A-AN=10 0 1 —)\[0 1 0]
4 —-17 8 0 0 1

[0 1 0] [A 0 O

=0 0 1}- ’0 A 0]

4 —-17 81 10 0 A

[—A 1 0
=0 —A 1
L4 —-17 8-

Langkah selanjutnya adalah hitung nilai det ( A — Al) dimana:
—-A 1 0 —-A 1
det(A—)\I)z[O —A 1 ”0 —)\]
4 -17 8- AMla -17
=((=2) (=1) (8 =1)) + ((1) (1) (4)) + ((0) (0) (-17)) — ((4) (=A) (0))
- ((-17) (1) (=) - ((8 -2) (0) (1))
=8\2-23+4+0-0-171-0
=8A2-A3+4-17 2
=-A3+8\%2-171+4
Langkah selanjutnya adalah dengan menggunakan persamaan karakteristik,
sehingga diperoleh:
Det (A - Al) = 0 yaitu:
- A3 + 8A% - 17 A + 4 (dikali negatif)
A3 - 8A% + 17 A — 4 (lalu difaktorkan)
A-4)(A%-42+1)=0
A—4=0
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A=4
lalu A% - 4 A + 1 = 0 (menggunakan rumus abc)
_ —b++Vb?—4ac
12 — 2a
o= —(—4)+(—4)?—-4.11
12 2.1
4++V16 -4
12~ 5
2
_4EV12
12 — 2
X1, =2+/3
Maka dari matriks A diperoleh nilai — nilai eigen yaitu A = 4, A = 2 + /3 dan
A=2-43
3/4 2 7 9
2) Tentukan nilai — nilai eigen dari matriks A = 8 263 i(; [7}
0 0 0 5

Jawab:

Apabila A merupakan sebuah matriks segitiga bawah maupun merupakan
sebuah matriks segitiga atas atau sebuah matriks diagonal, maka nilai — nilai
atau elemen eigen dari matriks A merupakan nilai — nilai yang terletak pada
sebuah matriks diagonal utama dari sebuah matriks A.

Sehingga diperoleh nilai atau elemen eigen dari suatu matriks A yaitu:
A=%,A=2/3,A=-1danA =5

3) Tentukanlah nilai eigen dari matriks A = [_12 _27]

Jawab:

A-Al= [_12 7 -A[(l) (1)]
-7 216 5
_ [—2 -1 =7
1 2—-2A
Dimana polynomial karakterisitik dari A adalah:

=7 ] (Mencari determinan ordo 2 x 2 dengan

Det (A — Al) = det [‘21‘A A

sarrus yaitu ad — bc)
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Maka: det [_21_7‘ =7 ]

2—A
=(=2-2)2-1M-(7Q)
=\ -4+7
=A% +3

Maka nilai eigen adalah A? = -3 maka A = -3

2. Menentukan Basis Untuk Ruang Eigen
Setelah kita mempelajari untuk mengetahui cara mencari nilai eigen, maka
setelahnya kita akan mempelajari tentang bagaimana cara mencari vektor eigen
. Dimana vektor — vektor eigen dari sebuah matriks A yang saling terhubung
dengan suatu elemen atau nilai eigen A merupakan sebuah vektor taknol x yang
akan memenuhi suatu persamaan, yaitu:
AX=2AX
Vektor eigen yang terjadi saling terhubung dengan A merupakan vektor yang
berada dalam sebuah ruang solusi (A - Al) x = 0. Dimana ruang solusi merupakan

suatu ruang eigen dari sebuah matriks A yang terhubung dengan suatuA.

Contoh:
1) Tentukanlah basis — basis untuk ruang eigen dari matriks:

0 0 -2
A=l1 2 1

1 0 3
Jawab:

Langkah pertama adalah tentukan persamaan karakteristik dari matriks A,

yaitu:
[0 0 —2] 1 0 O
A-AN=]1 2 1|-Al0 1 0

1 0 3. 0 0 1
[0 0 —2] A 0 O

=1 2 1]|- [0 A O]
1 0 31 0o 0 A
[—A 0 -2

=11 2-2A 1
L 1 0 3— A

Langkah selanjutnya adalah hitung nilai det ( A — Al) dimana:
-2 0 21 O

det(A-A)=|1 2-2 1 1 2-2
1 0 3—AMlL1 0
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=((=2) (2=2) (B=2)) + ((0) (1) (1)) + ((-2) (1) (0)) = ((1) (2—=2)
(-2)) = ((0) (1) (=) - ((3-2) (1) (0))
=6A+222+3A2-23+0+0+4-221+0+0
=-2A3 +5)A%2 - 81+ 4 (dikali dengan negatif)
=2A3-5A% + 81 -4 (lalu digaktorkan)
Sehingga diperoleh (A—1) (A —2)2=0
A-1=0danA—-2=0

A=1 A=2
x1
Maka: x = xz‘ merupakan vektor eigen dari sebuah matriks A yang
x3

terhubung dengan A jika A x = A x. Hal ini merupakan x dapat disebut sebagai
vektor eigen dari sebuah matriks A jika dan hanya jika x merupakan sebuah
solusi nontrivial dari suatu persamaan yaitu:

(A-A)x=0

—A 0 -2 1[x1 0
12 1 fe)=|o
1 0 33— x3 0

Apabila A = 2 maka diperoleh

-2 0 -=21[x1 0
1 0 1][]|x2]=]0
1 0 11Lx3 0

Maka dengan menggunakan operasi baris elementer, maka diperoleh: X; +
X;=0dan X; =- X3

Maka

Berdasarkan hasil yang diperoleh tidak ada X,, maka X, disebut sebagai
parameter. Misalkan X, =t dan X3 = s maka:

X, = =5, X, =t, X3=5
Sehingga vektor A yang terhubung dengan A = 2 merupakan vektor — vektor
taknol yang terbentuk oleh:

A LTl

X =

Dimana:
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-1 0
! 0 ] dan [1] merupakan bebas linier, karena vektor ini membentuk suatu
1 0

basis untuk suatu ruang eigen yang terhubung dengan A = 2. Apabila A =1

maka akan diperoleh:

1 0 2 1[x1 0
-1 -1 -1||x2| = |0| dengan menggunakan sebuah operasi baris
-1 0 -—21Lx3 0

elementer, maka diperoleh suatu persamaan, yaitu:

X, +2X;=0 dan X,-X;=0
X, = —2X; X, = X3
Apabila X5 = s, maka

X, =-2s

X,=s

X;=s

Maka vektor eigen yang terhubung dengan A = 1 merupakan vektor — vektor

taknol yang berbentuk seperti:

AL

-2
Dimana [1] merupakan bebas linier, karena vektor tersebut dapat
1

X =

membentuk suatu basis dengan A = 1.

Apabila kita ingin menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen (A ) maka kita harus menentukan terlebih dahulu basis — basis
untuk suatu ruang eigennya.

Untuk vektor eigen dari matriks A yang berhubungan dengan A = 2

merupakan vektor — vektor taknol yang berbentuk:

Rl

Apabila s =1 dan t =1 maka diperoleh vektor eigen yang terhubung dengan A
= 2 adalah:

o i B

Dan untuk vektor eigen yang terhubung dengan A = 1 merupakan vektor —

X=s

vektor taknol yang berbentuk:
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-2 4
X=s|1 ] apabila s = -2 maka diperoleh x = [—2]
1 -2

2) Tentukanlah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks

-3 1 -1
A=1-7 5 -1
-6 6 -2

Jawab:
Langkah pertama adalah kita harus menentukan persaman karakteristik,

yaitu:
det(l1-A)=0
1 0 O -3 1 -1
lfo 1 0|-|-7 5 -—1|=0
0 0 1 -6 6 -2
Maka:
| +3 -1 1
Det 7 | —5 1 =0
6 —6 | +2
| +3 -1 11 +3 -1
=7 1-5 1 7 I_Sl
6 -6 1 +2ll 6 -6

=( +3) (I =5) (I +2) + (-1)(2)(6) + (1)(7)(-6) — (6) (I —5) (1) — (-6) (1)
(I +3)—( +2) (@) (-1)

=1 +3)( =5)(1 +2)-6-42-6(1 =5)+6(1 +3) +7( +2)

=13-12| -46=0

=( +2)%( -4)=0

=| =-2danl =4

Dan untuk mencari vektor eigen, maka misalkan vektor eigen tersebut x =

(a, b, c). sehingga menentukan x yang memenuhi persyaratan (Al — A)x = 0

Maka:
1 0 0O -3 1 —-1]ya
I [0 1 0]- -7 5 -1 [b]:O
0 0 1 -6 6 —21lc
| +3 -1 1 a
= 7 | —5 1 bl =0
6 —6 | +21tc
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1 -1 1]ya
Dimana untuk | = -2 maka [7 -7 1‘ lb =0
6 —6 0ltc
Maka matriks yang berhubungan adalah:
1 -1 1 0
7 =7 1 0] dengan menggunakan baris elementer, maka
6 —6 0 0
1 -1 1 0 0 0 1 0
1 -1 1/7 0f= !0 0 1/7 O] sehingga diperoleh
1 -1 0 0 1 -1 0 0

c=0dana=b.Misalkana=t, makab=tdanc=0

1
jadi vektor eigen yang bersesuaian | - 2 adalah t {1‘
0

7 =1 11ra
Dimanauntuk | =4 maka |7 -1 1]||b]|=0
6 —6 6l

Maka matriks yang bersesuaian adalah

7 -1 1 0 7 -1 1 0 7 -1 1 0
7 -1 1 0]b2—b1[0 0 0 O]l/6b3[0 0 0 0]

6 -6 6 0 6 -6 6 0 1 -1 1 0
6 0 0 O

bl1-b3j0 0 0 0
1 -1 1 0

Maka diperoleha=0dan b =cmisala=tmakab =tdanc=0

0
Sehingga vektor eigen dengan | =4 adalah t ’1]
1

3. Diagonalisasi

Sebuah matriks A dapat didiagonalisasikan apabila terdapat matriks P yang
dapat dibalik sehingga berlaku P~'AP merupakan matriks diagonal, dimana
matriks P dapat dikatakan mendiagonalisasi matriks A.

Apabila matriks A merupakan sebuah matriks yang berukuran n x n, maka
pernyataan berikut bersifat ekuivalen antara yang satu dengan yang lain.
Dimana:

a. A dapat didiagonalisasi

b. A mempunyai sebanyak n vektor eigen yang dikatakan bebas linier.

Adapun syarat yang dilakukan untuk mendiagonalisasi sebuah matriks
adalah sebagai berikut:
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a. Carilah sebanyak n vektor eigen yang dikatakan bebas secara linier dari
matriks A misalkan p1, p2, p3, ........ pn

b. Bentuklah sebuah matriks p yang memiliki p1, p2, p3, .....pn sebagai vektor
kolom matriksnya.

c. Bentuklah sebuah matriks yaitu P~*APyang akan menjadi sebuah matriks
diagonal dengan A1, A2, A3 secara berturut — turut yang merupakan anggota
diagonalnya, dimana Ai merupakan nilai eigen yang saling berhubungan
dengan pi. Dimana untuk | adalah 1, 2, 3 dan seterusnya

4. Menghitung Pangkat Suatu Matriks
Apabila diketahui sebuah matriks persegi A yang dapat didiagonalisasi
oleh sebuah matriks P sedemikian rupa sehingga dapat diartikan:

P~1AP = D, maka: A¥ = ppkp—1

Contoh:
0 0 -2
a) Tentukanlah A jikaA=|1 2 1
1 0 3
Jawab:

Matriks A dapat didiagnolisasi oleh:

-1 0 -2
A=|l0 1 1]
1 0 1
2 00
Dimana P~ 14P=|(0 2 0|=D
0 0 1
Maka:
-1 0 =212 0 01 11 0 2
A13:PD13P‘1=[0 1 1] [0 2 o] .[1 1 1]
1 0 0 0 1 -1 0 -1
-1 0 =21 [213 1 0 2
={o 1 ” 213 ”1 1 1]
[ 1 0 -1 0 -1
—8190 —16382
=| 8191 8192 8191
[ 8191 0 16382
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C. Soal Latihan/Tugas

1. Carilah nilai eigen dari matriks berikut:

3 0
a. A—[8 _1]
0 1 0
b. R=[0 0 1]
4 —-17 8

2. Carilah persamaan karakteristik dari matriks — matriks berikut:

_[10 -9
a A=| p _2]
_3 0
b. T= [8 _1]
3. Carilah basis — basis untuk ruang eigen dari matriks A = [2 (3)

4. Carilah persamaan karakteristik dan basis untuk ruang eigen pada matriks

3 01
A=|-2 1 0
-2 0 1
310
5. Berdasarkan matriks A = [0 6 1|Tentukan nilai — nilai eigen4®> dari matriks
1 3 0

tersebut.
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PERTEMUAN 13
PENERAPAN ALJABAR LINIER DI DALAM ILMU KOMPUTER

A. Tujuan Pembelajaran
Pada akhir pertemuan Mahasiswa mampu membuat kriptografi dan
steganografi lalu menerapkannya untuk transformasi geometri, membuat game dan

mengolah citra digital.

B. Uraian Materi
1. Penerapan Aljabar Linier di dalam Komputer Grafis
Didalam (Atmadja, Bandung, & Bandung, 2016) unsur komponen
penunjang computer adalah grafis computer. Grafis computer berhubungan
dengan image, warna, bentuk dan grafik. Baik dalam bentuk 2 dimensi maupun
3 dmensi. Pemprosesan grafis computer tidak lepas dari pembelajaran aljabar

linear karena matrik dan operasinya sangat mempengaruhi.

Operator Standard Matrix Effect om the Unit Square
¥ v
2 s
Reflection about -1 0
the y-axis 0 1
x
—_—
£ n
Reflection about 1 0 . .
the x-axis [ s | —_— —
~—— |
MRS t
Reflection about o1
the line y = x 1o .
— e | —
—_—
(cos @ - sin@, sind + coss )
Counterclockwise cos 8 -in® T €1, 1) t
rotation through sin @ cos @
an angle & L]
1 I
—_—
AN > >
Coiampemiion i - —_—
x-direction by a k 0O
factor of & o 1 .
0<k<1) =9
—_—
> >
Expansion in the T a1 T *. 1)
x-direction by a ko
factor of k o 1 i
*>1) =1 = = s
—
T .1 [ e
Shear in the 1
BN [:*] :
factor k > O 01 —_ o~ _I -
—_—
T 1, 1) t o + kv,
Shear in the 1 &
c-direction with o 1 I
factork <0 g -k
— R —I
—_—

Gambar 1. Operator utuk pembuatan grafis
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Contoh jika kita ingin memvisualisasikan objek 3 dimensi dengan menampilkan
berbagai padangan pada layer video. Objek yang kita ingin tampilkan merupakan
tampilan dari sejumlah segmen garis lurus. Contoh berdasarkan ilustrasi gambar

dibawah ini.

AY
PlO
Pll Pq
Py Fy
—7 7 I\
\P?
P, P_l \
P- N\
l’(‘ Pl -

Gambar 2. Visualisasi gambar 3 dimensi

Gambar diatas memperkenalkan sistem kordinat XYZ untuk menanamkan objek.
Kami mengarahkan kordinat sistem sehingga asal-usulnya berada ditengah layer
video dan XY-pbjek bertepatan dengan bidang datar layar. Ini mengakibatkan
seorang pengamat hanya akan melihat proyeksi pandangan objek 3 dimensi ke

2 dimensi.

2. Penerapan Aljabar Linier dalam Image Processing
Didalam penelitian (Perani Rosyani, 2017) menjelaskan tentang penerapan
aljabar linear didalam bidang image processing dalam proses pengenalan wajah.

Didalam penerapannya matriks mxn di ubah menjadi matrik 1xn.
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Redultn megad, 1o

i 3@; 6 7 06N o NN 12 13 14 [ 16

Gambar 1. Perubahan matriks MxN menjadi 1xcN

Penggunaan matrik ini untuk meningkatkan akurat didalam sebuah
pecbngenalan gambar untuk pengenalan wajah dengan metode Principal
ComponentAnalisys (PCA). Selain penggunaan matriks di atas aljabar linear
dapat digunakan untuk mengekstrahsb, k warna didalam gambar. Karna gambar
mempunya banyak jenis komponen warna seperti RGB, HSV, YCbCr, LAB, DII.
Contoh yang di terapkan adalah penggunaan warna RGB didalam gambar bunga
matahari. Penelitian terkait mengenai ekstraksi warna terdapat didalam
penelitian (P. Rosyani, Taufik, Waskita, & Apriyanti, 2019) yang mengekstrak

setiap komponen warna untuk mendapatkan nilai akurasi terbaik.

Row : 240:250 87 13 109 117 116 93
05 112 112 107 95 86

Coloms : 300:305 98 103 110 113 109 94
89 88 101 112 110 114

91 93 111 122 118 95

T2 17 137 145 137 99

108 126 139 140 133 124

105 117 118 117 117 106

R 102 111 107 110 119 98

91 98 110 103 82 69

85 93 100 100 92 107

59 70 84 91 91 70

78 87 90 83 73 66

73 78 89 92 89 74

, 64 63 80 91 90 9

66 68 90 101 98 75

77 92 116 124 117 79

G s 101 117 119 113 104

80 92 % 9% 97 86

77 86 85 88 99 78

66 73 88 8L 61 50

60 68 78 78 71 88

9 15 27 2 34 16

=Y 23 30 30 21 13 13
500x 5263 e, 16 21 26 29 28 23
\ 7 6 17 28 29 43

10 1 27 38 37 24

21 £ 53 61 56 2%

B 7 4 57 56 52 51

24 £ 36 £ 38 33

23 30 27 30 40 2%

12 17 30 23 4 0

6 12 21 21 14 2

Gambar 2 Bedah Image
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Didalam gambar 2 menjelaskan tentang implementasi matriks warna didalam
sebuah gambar dengan ukuran 500 x 526 x 3, angka 3 menunjukan warna yang
didalam memiliki 3 komponen warna yaitu R,G dan B didalam 1 titik akan memiliki
nilai yang berbeda-beda dengan rentang ukuran warna 0 — 255. Gambar di atas
di ambil dengan titik row : 240:250, dan colom : 300:305.

3. Penerapan Aljabar Linier di dalam Strategi Game
Untuk memperkenalkan konsep dasar dari teori game, kami akan
memlertimbangkan jenis permainan karbaval berikut yang kedua pemainnya
setuju untuk bermain bersama. Kami memanggil peserta dalam permainan
dengan nama pemain R dan pemain C. setiap pemain memiliki roda stasioner
dan pointer bergerak diatasnya. Seperti gambar di bawah ini. Dengan alas an
kami akan memanggil roda dari pemain R didalam baris sedangkan roda pemain

C didalam kolom.

13 - 1/4 1/4

(N 1/6

1/3

Rl-)w : \\'hcgl Column-wheel
of player R of player C

Untuk pemain R di letakan didalam baris dengan nomor 1, 2 Dan 3
sedangkan untuk kolom ditempatkan nomor 1,2,3, dan 4. Untuk memainkan
game ini pemain R mempunyai 3 peluang untuk bergerak sedangkan pemain C
mempunyai 4 peluang utnuk bergerak. Setiap Gerakan berdasarkan gerakan
masing-masing, pemain C kemudian melakukan pembayaran uang ke pemain R

sesuai dengan tabel dibawah ini.
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Player (""s Move

1 2 3 4
1 $3 $5 -3$2 -$1
Player R’s P _$2 S4 -$3 -S4
Move

3 S6 S5 SO $3

Misalnya, jika roda pemain R berhenti diangka 1 dan rodan pemain C
berhenti di angka 2, maka pemain C harus membayar $5 kepada pemain R.
beberapa entri didalam tabel tersebut ada yang benilai positif dan negative. Ini di
maksudkan bahwa pemain R melakukan pembayaran positif kepada pemain C.
karena berhenti pada bari 1 dan kolom 2. Misalnya lagi jika roda pemain R
menunjukan angka 2 dan roda pemain C menunjukan angka 4, maka pemain R
membayar pemain C dengan jumlah $ 4, karena nilai didalam entri adalah -$ 4.
Jadi dengan cara ini nilai positif memberikan keuntungan bagi pemain R
sedangkan nilai negative memberikan keuntungan bagi pemain C. Didalam
game ini pemain tidak memiliki kendali atas gerakan yang ditentukan. Karena

gerakan berdasarkan putaran yang disengaja.

4. Penerapan Aljabar Linier dalam Kriptografi

Kriptografi banyak digunakan untuk menjaga aspek keamanan informasi.
Kemanan dalam bentuk kode rahasia ini bertujuan untuk mempertahankan
privasi informasi yang ditransmisikan melalui jalur komunikasi public. Dalam
Bahasa kriptografi, kode disebut cipher, pesan yang tidak dikodekan disebut
plaintext, dan pesan yang diberi kode disebut chiphertext. Proses konversi dari
plaintext ke chiphertext disebut enchiphering, dan proses proses kebalikannya
dari konversi chiphertext ke plaintext disebut dechiperring.(Corporation, 2008)
Didalam penelitian (Amalia & Rosyani, 2018) menjelaskan tentang penggunaan
kriptografi.
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Dijelaskan adanya proses enkripsi XOR.
Diketahui Plainteks = “gspwqtttrvpA000.”. Dengan kunci = ‘ABCDE’.Panjang
kunci XOR akan melakukan padding untuk mengenkripsi plain teks.
a. Plainteks = gspwaqtttrvpA0QOQ.
b. Kunci padding = ABCDEABCDEABCDEA

Nilai karakter-karakter tersebut akan dikonversi kedalam kode biner
kemudian dilakukan oprasi XOR pada tiap-tiap karakter antara plaintek terhadap

kuncinya, sehingga didapat hasil sebagai berikut:

q s P w q
0111 0001 0111 0011 0111 0000 0111 0111 0111 0001
0100 0001 0100 0010 0100 0011 0100 0100 0100 0101
0011 0000 0011 0001 0011 0011 0011 0011 0011 0100
0 1 2 3 4
t t t r v
01110100 0111 0100 0111 0100 0111 1100 01111100
0100 0001 0100 0010 0100 0011 0100 0100 0100 0101
00110101 0011 0110 0011 0111 0011 1000 0011 1001
5 6 7 8 9
P A 0 0 0 :
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 00000111
0100 0001 0100 0010 0100 0011 0100 0100 01000101 0100 0001
0100 0001 0100 0010 0100 0011 01000100 01000101 01000110
A B C D E F

Dari hasil operas diatas didapat plainteks baru dari cipherteks yang dihasilkan
dari operasi XOR yaitu: ‘0123456789ABCDEF’

Dalam scenario Enkripsi AES

Misalkan sebuah plainteks memiliki kunci seperti berikut:
Plaiteks :0123456 789ABCDEF

Dalam HEX : 30 31 32 33 34 3536 37 38 39 41 42 43 44 45 46
Kunci: ABCDEFGHIJKLMNOP

Dalam HEX : 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4A 4B 4C 4D 4E 4F 50
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a. AddRoundKey

30|34 | 38|43 41 | 45 [ 49 | 4D 71|71 |71 | OE
3135|3944 «OR 42 |46 |4A[4E | _ | 73|73 |73 | 0A
32 (36 (4145 |° 43 |1 47 | 4B | 4F 71 |71 | 0A | OA
33|37[42]46 44 | 48 [ 4C | 50 77| IF | OE | 16

b. SubBytes
7L[71] 71 [ OE A3 [A3 [A3 [AB
73 (73 |73 | 0A = SF | 8F | 8F | 67
71| 71 | OA | OA | SubByte [A3 | A3 | 67 | 67
77|1F|0E | 16 FS | C0 | AB [ 47

. SiftRow A3 [A3 [A3 | AB
A3 [A3 [A3 [AB A TAI TS TAB] e Ter Tor T
SF_| SF [ sF |67 SF | sF | 8F |67 .
A3 | A3 |67 |67 A3 [A3 67 |67 67 |67 | A3 A3
Fs [co [AB |47 {75 Jco[aB]47 47 |F5 Jco | AB

d. MixColoms

A3 JA3 [A3 [AB] [02 [03 [o1 |o1 A3 07 |[07 [B5 [67 |96
SF ISF |67 [8F | [01 |02 [03 |01 x §F 06 |06 [41 [CcC[2A
67 J67 [Aa3[as | o1 |01 |02 |03 | * [67 2B |[2B [ BI _[91 [69
47 JFs [co |AB| [93 |01 |01 |02 47 FB |[FB | E3 | 9A | As

Ambil 4 byte terakhir , yaitu 4D 4E 4F 50, lalu geser byte pertama menjadi byte
terakhir. Hasilnya 4E 4F 50 5D. substitusikan dengan s-box, hasilnya adalah 2F
84 53 E3.

Selanjutnya XOR kan dengan konstatnta nilai tertentu dari pengguna.

2F XOR 01=0010 1111 XOR 0000 0001 = 0010 1110 = 2E

84 XOR 00=1000 0100 XOR 0000 0000 = 1000 0100 =84

53 XOR 00=0101 0011 XOR 0000 0000 = 0101 0011 =53

E5 XOR 00=1110 0011 XOR 0000 0000 = 1110 0011 = E5

Langkah terakhir XOR-kan 2E 84 53 E5 dengan 4 byte pertama kunci awal yaitu
41 42 43 44.

2E XOR 41=0010 1110 XOR 0100 0001 = 0110 1111 = 6F

84 XOR 2 = 1000 0100 XOR 0100 0010 =1100 0110 =C6

53 XOR 43=0101 0011 XOR 0100 0011 = 0001 0000 =10

E5 XOR 44= 11100011 XOR 0100 0100 =1010 0111 = A7

Hasil proses XOR diatas adalah 6F C6 10 A7 yang merupakan 4 byte pertama
dari kunci yang baru untuk byte. Untuk 4 byte ke 2, kita tinggal melakukan
operasi xor antara 4 byte operasi XOR antara 4 byte kunci selanjutnya dengan
6F C6 10 A7.
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Demikian seterusnya hingga didapatkan 16 byte set kunci yang baru. Ekspansi

keseluruhan dapat dilihat padac tabel-tabel dibawah ini

Round 1 Round 2 Rournd3 Round 4
6F | 2A | 63 | 2E 50 | 7A | 19 | 37 D3 |49 | 80 | 87 08 | A2 |12 |95
€6 |80 | CA | 8B 2B | AB | 61 | EA 40 | EB | 8A | 6O 72 |99 |13 |73
10 |57 | 1C |53 1D | 4A |56 | 5 B8 | F2 | A4 | Al FC |DE | AA | OB
A7 |EF |A3 | F3 6 | 79 | DA | 29 OC | 75 | AF | 86 18 | 6E | Ci1 | 47
Round 5 Round 6 Round 7 Round 8
a4 36 |24 | b1 54 |62 |46 | F?7 7C | 1E | 58 | AF BF | AL | F9 |56
59 CO| D3 |F3 44 |84 |57 | F7 0 | C4 |93 | 64 88 |[4F | DC | B8
5C [52 |F8 | F3 69 |38 |C3 | 30 91 | AA |69 |59 B9 (13 | 7A | 23
31 5F | 9 | D9 F9 | A6 | 38 El 91|32 |OF | EE E8 |DF | DO | 3E
Round
Round 9 10
C8 |69 |9 |Co BA | D3 |43 | 8
AD | E2 | 3E | 86 2E |CC |F2 | 74
0B |18 |62 |41 4E | 56 | 34 | 75
53 |86 |56 |68 ED | 6B | 3D | 55
Tabel 1. Tabel ekspand Chipstext
Setelah Subbyte Setelah Shift Row Setelah MixColomns Nilal Boundkey
Round |Mulai
30 |34 |38 |35 41 |43 [s9 |40
i 31 |os [39 |aa olez_Jao laa ac
32 |36 |41 |as 43 |az |as |as
as |a7 |42 |ae 44 |48 |ac |so
73 71 71 oe AZ AN AN An AS AL AN An o7 1] 24 Le ar A as e
. 73 |73 |75 |oa ||sr |or |sr |67 sr |ar |o7 |or oo |41 |cc |2A | oo [so [cA |ss
71 |71 |oa oa |laz [a3 |e7 |67 67 |s7 |a3 |a3 ||z8 |81 [s1 |se 10 |s7 [1c |s3
77 |1F |oE [16 ||Fs |co [sB |a7 47 |ss |co |sB ||re |es [2a |aB A7 |er |a3 |r2
ca |oF |04 [sa ||4s |08 [F2 |ec 45 o [F2 |sc [|er [oB |26 |eo 50 |7A |19 |37
2 co ci os Al BA 78 ar =2 rd er 32 BA [ £} 7C oc e 28 An (.38 EA
30 |eo [s0 [sa ||ez [se |so |s0 5D |s0 ez |se 25 |or |or |OB 10 |aa [s6 |os
sc |oc |29 |sB |lea [fE |22 |39 39 |aa |fe |12 ||s0 |3F [6A |aa a9 |79 |pa |29
g1 |e1 |ar |pAa |[|s1 [rm |75 |57 81 |r3 |75 |57 ||er |59 [pc |am oy |as |mo |[s7
F cF |07 |ep [oa ||sa |oe [3c |r2 OF |3c |F2 |sa ||ce [67 |ps [sa | Jes [e8 |sa |60
3s |as |os |oo ||96 |e€ [35 |DO7 35 |07 |28 |sE 0 |ac |s1 |7 88 [F2 |as |a1
6 |46 |20 |sp [|s2 [sA |e7 |so | |sp [s2 |sa |e7 fF0 |sB |oa |DE oc |75 |aF |as
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Output ari keseluruhan Round adalah:
54 D4 2F 60 07 46 B1 01 FA 1C 7C 2E 18 54 2C D6

Dari proses:

E0 YOR BA
FAXOR 2
61 XOR 4k
8D NOR ED

B9 XOR
EE XOR
48 XOR
IE XOR

4
1)
34
iD

Aljabar Linier dan Matriks

=11100000
=11111010
= (1100001
= 10001101

= 10111001
=11101110
=0100 1000
=00011110

10111010
00101110
01001110

L110-7101

01000011
(1110100
00111101
goL111et

=}
=4

159

D4 XOR
fA XOR
E7 XOR
6A XOR

%D XOR
20 XOR
59 XOR
83 XOR

8
4
)]
5

D3
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C. Contoh Soal/Tugas

1.

Menurut anda adakah implementasi aljabar linear didalam kehidupan sehari-

hari!? Jelaskan dan sebutkan!

Buatlah contoh implementasi aljabar dalam kehidupan sehari — hari

menggunakan matlab?

Buatlah laha satu contoh kasus dalam konversi warna RGB ke matriks?

Bisa anda jelaskan cara mengkonversi matriks warna RGB ke matrik warna
HSV?

Silakan konversi plaintext dibawah ini menjadi chippertext

Plain ABCDE FGHIJ KLMNOP QRSTU VWXYZ
CipherDEFGH I1JKLM NOPQRS TUVWX YZABC
Dari kata UNIVERSITAS PAMULANG?
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PERTEMUAN 14
PENERAPAN ALJABAR LINIER DALAM MATLAB

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiwa mampu menerapkan aljabar
linier dan matriks di dalam Tools MATLAB.

B. Uraian Materi
1. Pengertian Matlab
Matlab adalah singkatan dari Matrix Laboratory(Cahyono, 2013) hal ini
dikarenakan setiap data didalam matlab menggunakan dasar-dasar matriks.

MATLAB merupakan bahasa pemograman tinggi, tertutup dan case sensitive

didalam lingkungan komputasi numerik yang dikembangkan oleh Mathworks.
Berikut adalah tampilan matlab 2018a.

EOITOR PUELH Ao
. Find Files Insert il v ¥ - A
Lf (. H - x b fX b f__-_J \/ L(j‘ E‘RunSectmn (¥
L5/ Compare v cyGoTo v Comment % g2 7]
New Open Save . ) oo Breakpoints  Run  Runand | Advance  Runand
v v v (APity \{ Find v Indert |: | ¥ |14 v v Abance Time
fLE NAVIGATE EDT BREAKPONTS RUN
=T At P D: ¥ peranidata » UNPAM » modul ngajar » aljabar » modul aljabar
Current Folder U d Editor - Di\peranidata\UNPAM\m odul ngajaraljabar\m odul aljabar\ fungsim
Name 1 A=1[321;2172;82-7)
) fungsim 2
Details v
Select a file to view details
Command Window ® }«‘/mkspa(e
New to MATLAB? See resources for Getting Started. X | Name Value
i A A 13212728271
3 2 1
2 1 2
8 2 -7
Ao
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Untuk cara menginstal matlab silakan lihat didalam link ini

https://www.advernesia.com/blog/matlab/cara-install-matlab/

2. Pembentukan Array dan Matriks
Array dan matriks ditampilkan dalam bentuk yang sama tetapi representasi

internalnya berbeda. Berikut ini adalah perintah untuk membentuk

array.(“MODUL-PRAKTIKUM-PIK-Matlab,” n.d.)

a. X =m:n, membuat baris dengan elemen awal m, kenaikan 1 dan elemen akhir
n

b. x = m:k:n, membuat baris dengan elemen awal m, kenaikan k dan elemen
akhir n

c. x = linspace(m,n,k), membuat baris dengan elemen awal m dan elemen akhir
n dengan jumlah elemen sebanyak k

d. x = logspace(m,n,k), membuat baris dengan elemen awal m dan elemen akhir
n dengan jumlah elemen sebanyak k dalam skala logaritma.

e. X = ones(m), membuat array segiempat ukuran m x m dengan semua
elemennya bernilai 1

f. x = ones(m,n), membuat array segiempat ukuran m X n dengan semua

elemennya bernilai 1

3. Cara Membuat Array Berdimensi atau Vektor Pada Matlab
Adapun beberapa contoh array berdimensi atau vektor pada matlab yaitu
sebagai berikut:
a. Array dengan 1 baris dan beberapa kolom
>>A=[321]

b. Array dengan 1 kolom dan beberapa baris
>>A=13;2;1]]
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c. Array dengan interval tertentu
Anda juga dapat membuat array dengan membuat himpunan bilangan
genap x < 10 dimana x € bilangan ganijil. Dari soal kita dapat lihat bedanya

bilangan ganjil adalah 1.

>> A =[1:2:10]
A=

Contoh lain misalkan y memenuhi -4 < y < 4. Sehingga kode yang

dibutuhkan,
>>y =[-4:4]
y =

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

4. Cara Membuat Array Berdimensi Dua atau Matriks
>>A=[123;456;7809]

A=

1 2 3
4 5
7 8
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5. Cara Menyelesaikan Soal Pertidaksamaan Linier
a. SPL 2 Dimensi
Contoh :
1) x+2y=2
3X+4y =12

Berapakah nilai x dan y?

>>A=[12;34]

A=
1
3 4
>> k = [2;12]
K=
2
12
>> inv (A)
ans =

-2.0000 1.0000
1.5000 -0.5000

>> inv (A)*k

ans =

8.0000
-3.0000

Jawabannya adalah x =8 dany = -3
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2) 2x—-3y=-1
3X—4y=7
Jawab:
>>

B=[23;34]
B=

>>k =[-1,7]

>> inv (B)

ans =

4 3
3 -2

>> inv (B)*k

ans =

25
-17

Jawabanya x =25 dany =-17
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b. SPL 3 Dimensi

Contoh:

1) 2x—-3y+z=2
X—2y+z=5
3X—-y+3z=6
Jawab:
>>
A=[2-31;1-21;3-13]
A=

>> Kk =[2;5;6]
k =
2

>> det (A)

ans =

>>inv (A)
ans =
1.0000 -1.6000 0.2000
0 -0.6000 0.2000

-1.0000 1.4000 0.2000

>> inv (A)*k
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ans =

-4.8000
-1.8000
6.2000

Maka:x=-4.8,y=-1.8,danz=6.2

2) 4x—-3y—-z=8
2Xx+y+3z=-2
3x-2y+z=4
Jawab:
>>B=[4-3-1,213;3-21]

B =

4 -3 -1

2 1 3

3 -2
>>k =[8;-2;4]
k =

8

-2

4
>> det (B)
ans =

14
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>> inv (B)

ans =

0.5000 0.3571 -0.5714
0.5000 0.5000 -1.0000
-0.5000 -0.0714 0.7143

>> inv(B)*k

ans =

1.0000

-1.0000

-1.0000
Maka:x =1,y =-1dan z=-1

6. Cara Menyelesaikan Soal Pertidaksamaan Linier 4 variabel dengan
Menggunakan Gauss Jordan
Contoh:
1) a+2b+3c-4d=9
3a—-5b+7c+4d =12
4da+b+c+3d=23
6a+7b+5c+2d=-1
Jawab:
>>A=[1,2,3,-4;3,-5,7,4:4,1,1,3;6,7,5,2]

A=
1 2 3 4
3 5 7
4 1 1
6 7 5
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>> B =[9;12;23;-1]

B=

9

12

23

-1

>>C = [AB]

C=

1 2 3 4 9
3 5 7 4 12
4 1 1 3 23
6 7 5 2 -1
>> rref (C)

ans =

1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000

0
0
0

0 0 0 1.0000

Maka : a= 12.6775 b=-5.9892 c=-4.7677 d=-5.6510

7. Menentukan Nilai Eigen
Contoh:

1) Tentukanlah nilai eigen dari A =

Jawab:

Cara penyelesaian ada 2 cara :

Cara 1:

>>A=[010;001;4-17 8]
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eig (A) -------- A menggunakan fungsi eig

Cara 2:
>> [V D]= eig (A)-------- A menggunakan fungsi [V D]
V=
-0.9636 -0.0692 -0.0605
-0.2582 -0.2582 -0.2421
-0.0692 -0.9636 -0.9684
D=
0.2679 0 0
0 3.7321 0
0 0 4.0000
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C. Contoh Soal/Tugas
1. Tuliskan fungsi dari setiap sintak perintah tersebut pada kolom yang disediakan

pada tabel praktikum !

No. | Sintak Keterangan

1 | fix(3.84)

2 | flor(5.32)

3 ceil(5.32)

4 x=1:2:20

5 y=rand(2,5)

6 y=randn(2,5)

7 A=[1:3;4:6]

8 B=[0:2;6:8]

9 A+B

10 | A*B

11 | A@2,1)

12 | B(;,2)

13 | A()

14 | magic(3)

15 | A
e0 12 -42 -143p gl2 22 24 -163 el2g

, Azgul 10 22 6 8224 -10 24 133b:g- 2!

€21 75 22 23U é5 11 2 -4u éou
&4 13 22 -104 &8 40 32 -43y  &l1y

Tentukan nilai dari 2BA, A+B, bA, dan x bila Ax=b

3. Buatlah 1 fungsi matriks 4x4 yang di ubah menjadi matriks 1xN

0 1 0
4. Tentukan nilai eigen darimatriks A=10 0 3] menggunakan matlab?
4 =25 7
0O 1 0
5. Tentukan nilai x dari matriks A= [0 2x 2| menggunakan aplikasi matlab?
3 8 9
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GLOSARIUM

Matriks Adjoin  : Dalam matriks 2*2, matriks adjoinnya adalah pertukaran elemen-elemen
yang terletak pada diagonal utama, dan mengalikan elemen-elemen yang terletak pada
diagonal samping dengan -1. Sedangkan dalam matriks 3*3, matriks adjoinnya
merupakan transpose dari kofaktor matriks A (Ka)".

Aturan Cramer : rumus untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan linier dari n variable
dengan menggunakan determinan.

Basis : himpunan S disebut basis dari suatu V jika memenuhi :

S merupakan bebas linear dan S merentang V.

Bebas Linear : dari suatu persamaan vektor yang paling tidak memiliki satu langkah
penyelesaian, maka s dikatakan himpunan yang bebas linier. Tetapi apabila tidak ada
penyelesaian, maka s merupakan suatu himpunan yang tak bebas secara linier.

Bergantung linear : Apabila diketahui himpunan sebanyak m buah vektor (U1, U2, ...Un)
maka disebut bergantung linier apabila memiliki skalar — skalar yaitu (A1, A2, ... Am) yang
bukan nol sehingga berlaku A1U1 + A2U2 + .... + \AnUm = 0.

Diagonalisasi : Sebuah matriks A dapat didiagonalisasikan apabila terdapat matriks P yang
dapat dibalik sehingga berlaku P-AP merupakan matriks diagonal, dimana matriks P
dapat dikatakan mendiagonalisasi matriks A.

Dimensi . dimensi dari ruang vector V adalah banyaknya vektor dalam sembarang
basis dari V. (jika V={0}, maka dimensinya adalah 0).

Determinan : suatu nilai matriks yang berbentuk persegi. Determinan matriks hanya
dimiliki oleh sebuah matriks yang jumlah kolom dan jumlah barisnya sama.

Ekspansibaris : Dalam determinan suatu matrks, maka kofaktor yang dihitung hanya
tergantung pada baris matriks dan kolom matriks saja. Untuk baris disebut sebagai
ekspansi baris dan untuk kolom disebut sebagai ekspansi kolom.

Eliminasi : menghilangkan salah satu persamaan dan meletakkan kedua persamaan
dalam posisi urutan yang sama dan membuat salah satu variabel untuk memiliki koefisian
yang sama dengan variabel kedua yang ingin di eliminasi.

image processing: proses mengolah piksel-piksel di dalam citra digital untuk tujuan tertentu.

Jangkuan : dari F Ruang Peta (Image) ialah Himpunan semua vektor di dalam w yang
termasuk bayangan di bawah F dari paling sedikit satu vektor di dalam V

Kernel : atau biasa disebut juga ruang nol dari F ialah himpunan vektor di dalam V yang

dipetakan Fke dalam 0, Sedangkan penulisannya dinyatakan oleh ker (F).
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Koefisien . Bilangan yang memuat suatu variabel pada bentuk aljabar.

Kofaktor . Nilai suatu kofaktor matriks diperoleh ketika nilai dari minor diperoleh.

Kombinasi linier : suatu kondisi dimana vektor — vektor yang diberikan pada soal harus
memenuhi syarat a = K;u + K v.

Konstanta : Bilangan tetap.

MATLAB : singkatan dari Matrix Laboratory dan merupakan bahasa pemograman
tinggi, tertutup dan case sensitive didalam lingkungan komputasi numerik yang

dikembangkan oleh Mathworks.

Matriks : kumpulan dari beberapa nilai yang memiliki baris dan kolom.
Matriks baris : sebuah matriks yang hanya memiliki satu baris saja atau tidak lebih dari satu
baris.

Matriks diagonal : sebuah matriks persegi yang jumlah baris dan kolomnya sama dan semua
elemnnya bernilai nol, kecuali elemen — elemen diagonal utamanya.

Matriks echelon : setiap baris yang dimana semua unsurnya bernilai nol (apabila ada) maka
terletak sebuah baris yang mempunyai suatu unsur yang bernilai bukan nol.

Matriks ekivalen : Dua buah matriks A dan matriks B dapat dikatakan ekivalensi apabila salah
satunya diperoleh dari matrik yang lain dengan suatu operasi transformasi atau
peprindahan suatu nilai elementer terhadap baris dan kolom suatu matriks.

Matriks elementer : suatu matriks bujursangkar yang dapat diperoleh dari sebuah matriks
satuan yang sesuai dan menggunakan operasi baris elementer. Matriks elementer
merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk memperoleh hasil invers dari
suatu matriks.

Matriks identitas : sebuah matriks persegi yang semua elemen diagonal utamanya bernilai satu
dan elemen lainnya bernilai nol.

Matriks Invers  : Jika A dan B adalah sebuah matriks berbentuk bujur sangkar dan berlaku
notasi AB = BA = | (I adalah matriks identitas), maka dapat dikatakan bahwa A dapat
dibalik dengan B, sehingga B adalah matriks invers dari A (notasi: A™2).

Matriks kolom  : matriks yang hanya memiliki satu kolom saja atau tidak lebih dari satu kolom.

Matriks nol : matriks yang setiap elemennya selalu bernilai nol.

Matriks persegi : biasa juga disebut matriks bujur sangkar merupakan sebuah matriks yang
memiliki jumlah baris dan kolomnya sama.

Matriks segitiga atas : sebuah matriks yang semua elemen di bawah diagonal utamanya bernilai

nol dan berbentuk segitiga berada di atas.
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Matriks segitiga bawah : sebuah matriks yang semua elemen di atas diagonal utamanya selalu
bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di bawah.

Matriks skalar  : sebuah matriks persegi yang memiliki jumlah baris dan kolom sama dan nilai
semua elemen pada diagonal utamanya sama, tetapi bukan nol dan semua elemen
lainnya bernilai nol.

Metode Sarrus : metode yang digunakan untuk menghitung determinan matriks yang berordo
3 x 3 dengan proses menyalin kolom pertama ke kolom empat, dan kolom ke dua menjadi
kolom ke lima, kemudian jumlahkan hasil kali entri garis ke kanan, dan dikurangi dengan
hasil kali entri garis ke Kiri.

Minor : Apabila A merupakan matriks kuadrat , maka minor aj;; dinyatakan oleh Mj
yang dimana merupakan submatriks A yang diperoleh dengan cara menghilangkan baris
ke- I dengan kolom ke- j.

Nilai Eigen dan Nilai Vektor : Apabila A merupakan suatu matriks yang memiliki ordo n x n,
sehingga dikatakan vektor tak nol yang berada pada R™ disebut sebagai sebuah vektor

eigen dari matriks A apabila Ax merupakan suatu kelipatan dari skalar x, maka:
Ax=AX

Dimana skalar A merupakan suatu sebagai nilai eigen sedangkan A dan x
disebut sebagai sebuah vektor eigen yang saling berhubungan dengan A.
OBE : operasi baris elementer dengan cara melakukan manipulasi anggotanya
dengan tranformasi kolom elementer.
OKE : operasi kolom elementer dengan cara melakukan manipulasi anggotanya

dengan tranformasi kolom elementer.

Ordo : perkalian antara baris dan kolom.
Rank matriks : jumlah maksimum vektor — vektor pada baris dan kolom yang bebas linier.
SPL kepanjang dari Sistem persamaan linier, yang merupakan sekumpulan dari

persamaan linier yang terdiri dari beberapa variabel dimana sistem persamaan linier ini
terdiri dari tiga variabel yaitu x, y dan z.

Substitusi : mengganti salah satu persamaan menjadi persamaan yang lain atau
membuat salah satu persamaan menjadi persamaan x = .... Atau persamaany = .... Dan
memasukkan hasil persamaan yang sudah diganti ke persamaan yang lainnya.

Transformasi linier : Jika f: V- W merupakan fungsi suatu ruang dan vektor V ke dalam

ruang vektor W, maka f disebut transformasi linier (pemetaan linier).
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Transpose matriks A : perpindahan antara baris menjadi kolom atau kolom menjadi baris.
Transpose matriks A dinyatakan dengan symbol AT.

Vektor: Sebuah vektor dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu matriks baris
maupun matriks kolom dari suatu komponen vektor.

Variabel : Lambang atau simbol yang mewakili jumlah sesuatu (bilangan).
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PERTEMUAN KEMAMPUAN AKHIR BAHAN KAJIAN METODE KRITERIA BOBOT

BELAJAR

PENGALAMAN

KE- YANG DIHARAPKAN (MATERI AJAR) PEMBELAJARAN MAHASISWA PENILAIAN NILAI
1) 2) 3) 4) 5) (6) (7)
Mahasiswa mampu Vektor Ceramah, Diskusi Mendengarkan Kesesuaian jawaban 5%
1 memahami pengertian dan Latihan paparan dari dosen
vektor, komponen vektor dan mengerjakan
dan operasi di dalamanya latihan
Mahasiswa mampu Ruang Vektor Bagian, Ceramah, Diskusi Mendengarkan Kesesuaian jawaban 5%
5 memahami tentang ruang Vektor Bergantung dan | dan Latihan paparan dari dosen
vektor dan ruang bagian. Bebas Linier dan mengerjakan
latihan
Mahasiswa mampu Kombinasi Linier, Basis | Ceramah, Diskusi Mendengarkan Kesesuaian proses 5%
3 memahami tentang konsep | dan Dimensi dan Latihan paparan dari dosen penyelesaian
vektor dan mengerjakan mengenai kombinasi
latihan linier
Mahasiswa mampu Matriks Ceramah, Diskusi Mendengarkan Kesesuaian proses 5%
4 menyelesaikan persoalan dan Latihan paparan dari dosen dan jawaban
operasi matriks dan mengerjakan
latihan
Mahasiswa mampu Matriks (Transpose Ceramah, Diskusi Mendengarkan Kesesuaian proses 5%
menyelesaikan persoalan Matriks, Transformasi dan Latihan paparan dari dosen dan jawaban
5 transpose matriks dan Elementer Baris Dan dan mengerjakan
operasi elementer baris Kolom) latihan
dan kolom.
Mahasiswa mampu Matriks Echelon, Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10%
menyelesaikan persoalan Ekivalen, Elementer, Tugas paparan dari dosen jawaban.
6 tentang matriks echelon, Rank Matriks dan mengerjakan

ekivalen, elementer dan
rank matriks.

tugas
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PENGALAMAN

PERTEMUAN KEMAMPUAN AKHIR BAHAN KAJIAN METODE BELAJAR KRITERIA
KE- YANG DIHARAPKAN (MATERI AJAR) PEMBELAJARAN MAHASISWA PENILAIAN
Mahasiswa mampu Determinan, Minor, Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10%
menghitung determinan, Kofaktor, Ekspansi Tugas paparan dari dosen jawaban.
7 matriks minor dan Baris Dan Kolom dan mengerjakan
kofaktornya serta ekspansi tugas
baris dan kolom.
UTS
Mahasiswa mampu Matriks Adjoin, Matriks | Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10 %
menghitung invers matriks | Invers Tugas paparan dari dosen jawaban.
8 dan menyelesaikannya dan mengerjakan
dengan beberapa cara tugas
invers matriks.
Mahasiswa dapat Sistem Persamaan Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10 %
memahami konsep sistem | Linier Tugas paparan dari dosen jawaban.
9 persamaan linier (SPL) dan dan mengerjakan
menyelesaikan spl dengan tugas
eliminasi dan substitusi.
Mahasiswa mampu Transformasi Linier, Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10 %
10 memahami pengertian Sifat Transformasi Tugas paparan dari dosen jawaban.
transformasi linier dan Linier dan mengerjakan
sifatnya. tugas
Mahasiswa mampu Pergantian Basis, Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 10 %
memahami pengertian Transformasi Vektor Tugas paparan dari dosen jawaban.
transformasi linier dan Linier dan mengerjakan
11 dapat menyelesaikan tugas.
persoalan terkait dengan
transformasi linier dan
basis.
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PENGALAMAN

PERTEMUAN KEMAMPUAN AKHIR BAHAN KAJIAN METODE BELAJAR KRITERIA

KE- YANG DIHARAPKAN (MATERI AJAR) PEMBELAJARAN MAHASISWA PENILAIAN
Mahasiswa mampu Nilai Eigen Dan Nilai Ceramah, dan Mendengarkan Kesesuaian 5%
menyelesaikan dan Vektor Tugas paparan dari dosen jawaban.

12 memahami matriks dan mengerjakan
penyajian transformasi tugas.
linier
Mahasiswa mampu Penerapan Aljabar Simulasi Membuat aplikasi Aplikasi dapat 5%
membuat kriptografi dan Linier Di Dalam limu sederhana di bidang berjalan
steganografi lalu Komputer teknik informatika
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membuat game dan
mengolah citra digital
Mahasiwa mampu Penerapan Aljabar Simulasi, dan Menggunakan aplikasi | Penerapan aplikasi 5%

14 menerap_kan gljabar linier Linier Dalam Matlab praktek MATLAB MATLAB
dan matriks di dalam Tools
MATLAB
UAS
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