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PERTEMUAN 1  

VEKTOR 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu 

memahami pengertian vektor, komponen vektor dan operasi di dalamnya. 

 

B. Uraian Materi 

1. Definisi Vektor 

Sebuah vektor dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu matriks baris 

maupun matriks kolom dari suatu komponen vektor. Dimana matriks baris 

merupakan matriks yang hanya terdiri atas satu baris saja dan matriks kolom 

merupakan matriks yang hanya terdiri atas satu kolom. Apabila sebuah vektor 

dapat dinyatakan dalam sebuah bentuk matriks baris maka komponen – 

komponen vektor tersebut dapat dinyatakan dalam komponen-komponen 

matriks yaitu elemen atau nilai matriks dalam satu baris. Sedangkan jika sebuah 

vektor dinyatakan dalam sebuah bentuk matriks kolom maka komponen vektor 

tersebut dapat dinyatakan dalam komponen matriks yaitu elemen atau nilai 

matriks dalam satu kolom. 

Misalnya: 

𝐴 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 + 𝑎𝑧𝑘 artinya apabila vektor A tersebut dinyatakan dalam sebuah 

matriks baris, maka ditulis A = [𝑎𝑥   𝑎𝑦    𝑎𝑧] dan apabila dinyatakan dalam 

matriks kolom, maka dapat ditulis A = [
𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧

]. 

Besaran dari suatu vektor adalah 

 |A| = √𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2 

 

Vektor satuan adalah: 

�́� = 
�⃗�

|𝐴|⃗⃗⃗⃗⃗
  = 

𝑎𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 + 𝑎𝑧𝑘

√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2+ 𝑎𝑧
2 
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Contoh: 

a. Diketahui vektor A = [
3

−4
] dan vektor B = [

4
5
] maka tentukanlah panjang vektor 

A yang disimbolkan dengan |𝐴|, panjang vektor B yang disimbolkan dengan 

|𝐵⃗⃗⃗⃗⃗| dan |𝐴 + �⃗⃗�| 

Jawab: 

|𝐴| = √𝑎𝑥2 + 𝑎𝑦2 |�⃗⃗�| = √𝑏𝑥2 + 𝑏𝑦2 

 = √32 + (−4)2 = √42 + (5)2 

 = √9 + 16 = √16 + 25 

 = √25 = √41 satuan panjang 

 = 5 satuan panjang 

 

|𝐴⃗⃗ ⃗⃗ +  �⃗⃗�| = [
3

−4
]+ [

4
5
] 

= [
3 + 4

−4 + 5
] 

= [
7
1
] 

 

Maka  

|𝐴⃗⃗ ⃗⃗ +  �⃗⃗�| = √72 + 12 

= √49 + 1 

= √50 satuan panjang 

 

b. Diketahui vektor �⃗� = [
2

−6
] maka tentukan vektor satuan �́� 

Jawab: 

|�⃗�| = √22 + (−6)2 

= √4 + 36 

= √40 satuan panjang 

 

Maka �́� = 
�⃗⃗�

|𝑎|⃗⃗⃗⃗⃗
 

= 
[ 2
−6]

√40
   =  [

2

√40 
−6

√40 

] 
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2. Komponen Vektor 

Di dalam komponen sebuah vektor ada istilah yang disebut dengan ruang 

vektor. Misalkan apabila kita memiliki himpunan V memiliki operasi +, x maka 

disebut ruang vektor yang ditulis (V, +, x). maka ruang vektor terdiri dari 

himpunan, yang dimana didalamnya memiliki operasi biner tambah dan operasi 

kali skalar. Biner merupakan mengaitkan unsur di V ke V 

Misal: 

Operasi tambah ada himpunan bilangan bulat misalkan Z di cross dengan Z 

atau artinya memiliki dua bilangan himpunan bilangan bulat yaitu Z dan dikaitkan 

lagi dengan Z (Z + Z => Z) 

Ada 10 aksioma ruang vektor adalah sebagai berikut: 

a. Jika u dan v adalah objek – objek pada v maka u + v berada pada v. 

b. u + v = v + u 

c. u + (v + w) = (u + v) + w 

d. memiliki suatu objek 0 di v yang disebut sebagai vektor nol .sehingga 0+u = 

u+0=u 

e. untuk setiap u di v memiliki suatu objek –u di v maka disebut negatif u sehinga 

u + (-u) = (-u) + u = 0 

f. apabila k merupakan sembarang skalar dan u merupakan sembarang objek 

di v maka k dan u terdapat di v 

g. k(u+v) = ku + kv 

h. (k + l)u = ku + lu 

i. K (lu) = (kl) u 

j. lu = u 

 

Contoh: 

1) Diketahui himpunan bulat Z dengan operasi tambah dan kali (Z, +, x). apakah 

himpunan berikut merupakan ruang vektor? 

Jawab: 

a) Pertama cek terlebih dahulu apakah himpunan tersebut tertutup terhadap 

penjumlahan. 

Misal:  a, b € Z (a dan b merupakan elemen dari Z) maka a + b juga harus 

merupakan elemen Z. artinya apabila kita menjumlahkan nilai a dan b sama 

sama bilangan bulat maka akan menghasilkan bilangan bulat. 2 + 2 = 4, 4 

+ 4 = 8. Maka dalam hal ini dapat dikatakan tertutup terhadap penjumlahan. 
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b) Lalu cek apakah tertutup terhadap perkalian skalar. Misal a € Z dan α 

€ R. sehingga apabila disimpulan αa € R tapi  αa ≠ Z. artinya apabila 

kita mengambil a dihimpunan Z tersebut dan mengalikan dengan 

bilangan skalar α maka belum tentu αa tetap di Z dimana αb€ R – Z. 

Sehingga Z bukan merupakan ruang vektor. 

 

Susunan ruang pada vektor yaitu: 

a. Ruang dimensi satu (R1) 

 

R O P E A
 

Gambar 1.1 

 

Titik O dinyatakan mewakili suatu bilangan nol dimana titik E mewakili 

bilangan yang bernilai 1. Yang ditulis dengan O(0), E(1), P( 5
2 ) artinya P 

mewakili bilangan 5
2  dan kita harus letakkan titik P sehingga nilai OP = 5

2

satuan ke arah E (arah positif). 

b. Ruang dimensi dua (R2) 

Setiap pasangan pada suatu bilangan riil (koordinat titik) dapat diwakili oleh 

sebuah titik pada suatu bidang rata, yang dapat membentuk suatu susunan 

koordinat di dalam ruang dimensi dua yang ditulis sebagai ditulis R2.   

X2

E2

E1 C

B(3,1)

A(1,2)

o
X1

D

 

Gambar 1.2 

Ruang Dimensi Dua 
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c. Ruang dimensi tiga (R3) 

X1

X2

X3

A D

C
B(0,3,3)

 

Gambar 1.3 

Gambar Ruang Dimensi Tiga 

 

d. Ruang dimensi n (Rn) 

Secara umum untuk dimensiRn dimana n merupakan suatu bilangan bulat 

positif, dimana suatu titik di dalam Rndapat dinyatakan sebagai n-tupel pada 

bilangan riil.  Misalnya titik X(x1, x2, ...,xn) 

Contoh: 

1) Diketahui 3 buah matriks yaitu U = [2    4  − 1]𝑇 , V = [−2   4   4]𝑇 dan W = 

[1   1   3]𝑇 membangun 𝑅3 

Jawab: 

Misalkan X = [𝑥1   𝑥2   𝑥3]𝑇 merupakan vektor di 𝑅3 dimana bentuk 

kombinasi linier adalah 

 x = k1u + k2v + k3w 

[𝑥1   𝑥2   𝑥3]𝑇 = k1 [2    4  − 1]𝑇 + k2 [−2   4   4]𝑇 + k3 [1   1   3]𝑇 

[
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = k1 [
2
4

−1
] + k2 [

−2
4
4

] + k3 [
1
1
3
] 

2𝐾1 - 4𝐾2 + 𝐾3 = 𝑋1 

4𝐾1 + 4𝐾2 + 𝐾3 = 𝑋2 

−𝐾1 + 4𝐾2 + 3𝐾3 = 𝑋3 lalu ubah kedalam bentuk matriks dan cari 

determinannya. Sehingga: 
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[
2 −4 1
4 4 1

−1 4 3
] [

2 −4
4 4

−1 4
] 

 

Det = (2 x 4 x 3) + (-4 x 1 x -1) + (1 x 4 x 4) – (-1 x 4 x 1) – (4 x 1 x 2) – (3 

x 4 x -4) 

= 24 + 4 + 16 + 4 – 8 + 48 

= 88 

Karena hasil determinan adalah 88 atau tidak sama dengan 0, maka U, V, 

W dapat membangun 𝑅3 

 

3. Operasi Vektor 

Pada setiap vektor misalkana = [a1, a2, a3,. . ., an] , b = [b1, b2, b3, . . . , bn] , 

c=[c1, c2, c3, . . ., cn] Í Rn, dan m, k adalah bilangan skalar – skalar, maka berlaku 

aturan sebagai berikut: 

a. a + b = b + a 

b. (a + b) + c = a + (b + c) 

c. k(a + b) = ka + kb 

d. a + 0 = a 

e. a + (-a) = 0 

f. (k + m)a = ka + ma 

g. (km)a = k(ma) = m(ka) 

 

Operasi pada vektor yaitu sebagai berikut: 

Penjumlahan 

Diketahui dua buah vektor yaitu �⃗⃗⃗� = [
𝑿𝒂
𝒀𝒂
𝒁𝒂

] dan �⃗⃗⃗� = [
𝑿𝒃
𝒀𝒃
𝒁𝒃

] maka �⃗⃗⃗� + �⃗⃗⃗� dapat 

ditulis [
𝑿𝒂 + 𝑿𝒃
𝒀𝒂 + 𝒀𝒃
𝒁𝒂 + 𝒁𝒃

] 

Contoh: 

1) Diketahui vektor posisi di titik �⃗� = [
−4
2

] ,  �⃗⃗� = [
7
5
], 𝑐 = [

−4
3
1

], 𝑑 = [
1

−3
2

], 

 𝑒 = [
9

−4
], 𝑓 = [

4
−1
3
8

], �⃗� = [

−1
−4
7
6

] 
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Maka tentukan: 

a) �⃗� + �⃗⃗� 

b) �⃗⃗� + 𝑒 

c) 𝑐 + 𝑑 

d) 𝑓 + �⃗� 

e) �⃗� + 𝑒 

Jawab: 

a) �⃗� + �⃗⃗� = [
−4
2

]+ [
7
5
]  

 = [
−4 + 7
2 + 5

]  

 = [
3
7
]  

 

b) �⃗⃗� + 𝑒 = [
7
5
] + [

9
−4

] 

 = [
7 + 9

5 + (−4)
] 

 = [
16
1

] 

 

c) 𝑐 + 𝑑 = [
−4
3
1

] + [
1

−3
2

] 

 = [
−4 + 1

3 + (−3)
1 + 2

]  

 = [
−3
0
3

] 

 

d) 𝑓 + �⃗� = [

4
−1
3
8

] + [

−1
−4
7
6

] 

 = [

4 + (−1)

−1 + (−4)
3 + 7
8 + 6

] 

 = [

3
−5
10
14

] 
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e) �⃗� + 𝑒 = [
−4
2

] + [
9

−4
] 

 = [
−4 + 9

2 + (−4)
] 

 = [
5

−2
] 

 

2) Diketahui titik A (9, 3), B (4, 7), C (-3, 3), D = (-6, -2). Tentukanlah 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

Jawab: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = �⃗⃗� – 𝐴 

 = [
4
7
] – [

9
3
] 

 = [
4 − 9
7 − 3

] 

 = [
−5
4

] 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = �⃗⃗⃗� – 𝐶 

 = [
−6
−2

] - [
−3
3

] 

 = [
−6 − (−3)

−2 − 3
] 

 = [
−6 + 3
−2 − 3

] 

 = [
−3
−5

] 

Maka,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = [
−5
4

] + [
−3
−5

] 

 = [
−5 + (−3)

4 + (−5)
] = [

−8
−1

] 

 

Pengurangan 

Jika diketahui dua buah sembarang vektor yaitu �⃗� dan vektor �⃗⃗� maka 

pengurangan �⃗� dan �⃗⃗� dapat dituliskan sebagai berikut: 

�⃗� - �⃗⃗� = �⃗� + (-�⃗⃗�) sehingga secara analitis kita punya: 

�⃗� - �⃗⃗� = �⃗� + (-�⃗⃗�) 

 = �⃗� +(-1) �⃗⃗� 

 = ( 𝑎1, 𝑎2) + (-𝑏1, -𝑏2) 

 = (𝑎1 - 𝑏1, 𝑎2 - 𝑏2) 
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Contoh: 

1) Diketahui dua buah vektor 𝐴 = -2i + 3j – k 

 vektor �⃗⃗� = -i – 4j + 2k 

maka hitunglah berapa nilai 𝐴 -�⃗⃗� ! 

Jawab: 

𝐴 = [
−2𝑖
3𝑗
−𝑘

] �⃗⃗� = [
−𝑖
−4𝑗
2𝑘

] 

Maka 𝐴 + �⃗⃗� = [
−2𝑖
3𝑗
−𝑘

] -[
−𝑖
−4𝑗
2𝑘

]  

 = [
−2𝑖 − (−𝑖)

3𝑗 − (−4𝑗)

−𝑘 − 2𝑘

] 

 = [
−𝑖
7𝑗

−3𝑘
] 

 

2) Diketahui vector 𝐴 = i – 5j – k 

 �⃗⃗� = 2i – 4j – 3k 

hitunglah berapa besar nilai 2𝐴 -�⃗⃗� ! 

Jawab: 

𝐴 = [
𝑖

−5𝑗
−𝑘

] dan �⃗⃗� = [
2𝑖

−4𝑗
−3𝑘

] 

Maka 2𝐴 + �⃗⃗� = 2 [
𝑖

−5𝑗
−𝑘

] -[
2𝑖

−4𝑗
−3𝑘

] 

 = [
2𝑖

−10𝑗
−2𝑘

] -[
2𝑖

−4𝑗
−3𝑘

] 

 = [

2𝑖 − 2𝑖
−10𝑗 − (−4𝑗)

−2𝑘 − (−3𝑘)
] 

 = [
−6𝑗
𝑘

] 

 

3) Diketahui vector 𝐴 = 3i – 4j – 2k 

 �⃗⃗� = 7i – j + k 

 𝐶 = -2i – 3j – 4k 
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maka hitunglah berapa besar: 

a) 𝐴 -𝐶 

b) 2𝐶 - 2𝐴 

c) 2 (𝐴 - �⃗⃗�) 

d)  - 2𝐴 – (𝐴 + �⃗⃗�) 

e) 2�⃗⃗� - 2 𝐴 

f) ½( �⃗⃗� - 𝐶) 

Jawab: 

a) 𝐴 – 𝐶 = [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] - [
−2𝑖
−3𝑗
−4𝑘

] 

 = [

3𝑖 − (−2𝑖)

−4𝑗 − (−3𝑗)

−2𝑘 − (−4𝑘)
] 

 = [
5𝑖
−𝑗
2𝑘

] 

 

b) 2𝐶 – 2𝐴 = 2 [
−2𝑖
−3𝑗
−4𝑘

] – 2[
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] 

 = [
−4𝑖
−6𝑗
−8𝑘

] - [
6𝑖

−8𝑗
−4𝑘

] 

 = [

−4𝑖 − 6𝑖
−6𝑗 − (−8𝑗)

−8𝑘 − (−4𝑘)
] 

 = [
−10𝑖
2𝑗

−4𝑘

] 

 

c) 2 (𝐴 – �⃗⃗�) = 2 [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] - [
7𝑖
−𝑗
𝑘

] 

 = 2 [
3𝑖 − 7𝑖

−4𝑗 − (−𝑗)
−2𝑘 − 𝑘

] 

 = 2[
−4𝑖
−3𝑗
−3𝑘

] 
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d) – 2𝐴 – (𝐴 + �⃗⃗�) = -2 [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] - [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] + [
7𝑖
−𝑗
𝑘

] 

 = -2 [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] - [
3𝑖 + 7𝑖

−4𝑗 + (−𝑗)

−2𝑘 + 𝑘
] 

 = -2 [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

]- [
10𝑖
−5𝑗
−𝑘

] 

 = [
−6𝑖
8𝑗
4𝑘

] - [
10𝑖
−5𝑗
−𝑘

] 

 = [
−16𝑖
13𝑗
5𝑘

] 

 

e) 2�⃗⃗� - 2 𝐴 = 2 [
7𝑖
−𝑗
𝑘

] – 2 [
3𝑖

−4𝑗
−2𝑘

] 

 = [
2 𝑥 7𝑖
2 𝑥 − 𝑗
2 𝑥 𝑘

] –  [
2 𝑥 3𝑖

2 𝑥 − 4𝑗
2 𝑥 − 2𝑘

] 

 = [
14𝑖
−2𝑗
2𝑘

] - [
6𝑖

−8𝑗
−4𝑘

] 

 = [

14𝑖 − 6𝑖
−2𝑗 − (−8𝑗)

2𝑘 − (−4𝑘)
] 

 = [
8𝑖
6𝑗
6𝑘

] 

 

f) ½( �⃗⃗� – 𝐶) = ½ [
7𝑖
−𝑗
𝑘

] - [
−2𝑖
−3𝑗
−4𝑘

] 

 = ½ [

7𝑖 − (−2𝑖)

−𝑗 − (−3𝑗)
𝑘 − (−4𝑘)

] 

 = ½ [
9𝑖
2𝑗
5𝑘

] 

 = [

9/2𝑖
𝑗

5/2𝑘
] 
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Perkalian 

1) Perkalian Titik/Skalar 

Perkalian titik/skalar adalah mengalikan setiap nilai pada variable dengan 

variable yang sejenis. 

 

Contoh: 

Diketahui vektor A = 3i – 4j + k dan vektor B = -2i – j + 6k. maka A . B 

adalah … 

A . B = (3i – 4j + k) . (-2i – j + 6K) 

A . B = (3i . -2i) + (-4j . –j) + (k . 6k) 

A . B = -6 I + 4j + 6k 

 

2) Perkalian silang/Vektor 

Apabila vektorA=(v1, v2, v3) dan vektor B = (w1, w2, w3) merupakan sebuah 

vektor – vektor pada vektor Ruang-3, maka hasil perkalian silang (cross 

product) antara a x b adalah vektor yang dapat didefinisikan menjadi 

A x B = (A2B3 – A3B2, A3B1 – A1B3, A1B2 – A2B1) 

atau dalam notasi determinan dapat ditulis sebagai berikut; 

a x b = [
𝑎2 𝑎3

𝑏2 𝑏3
] - [

𝑎1 𝑎3

𝑏1 𝑏3
], [

𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2
] 

Contoh: 

Carilah u x v dimana u = (1, 2, -2) dan v = (3, 0, 1) 

Jawab : 

[
𝟏 𝟐 −𝟐
𝟑 𝟎 𝟏

]  

[
𝟐 −𝟐
𝟎 𝟏

] ,- [
𝟏 −𝟐
𝟑 𝟏

], [
𝟏 𝟐
𝟑 𝟎

] 

Maka: 

u x v = ((2x1)-(-2x0), (-2x3)-(1x1), (1x0)-(2x3)) 

u x v = ((2-0), (-6-1), (0-6)) 

u x v = (2, -7, -6) 
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C. Soal Latihan/Tugas 

1. Berapakah nilai dari ½ a + b dari dua buah vektor a = 8i + 6j – k dan vektor b = 

3i – 9j + 2k 

2. Berapakah nilai a – b + c dari ketiga vektor a = 2i – 3j - k, vektor b = -4i – j + 3k 

dan vektor c = - i + 2j + 4k 

 

3. Diketahui vektor a = [
1
2

−3
], vektor b = [

4
4
4
] dan vektor c = [

3
−4
5

] maka berapakah 

hitunglah hasil vektor a + b – 2c 

 

4. Diketahui 4 buah vektor adalah sebagai berikut. Vektor A = [
12
4

−1
] vektor B = [

8
−3
2

] 

vektor C = [
−4
3

−10
] dan vektor D = [

7
−5
2

] berapakah hasil 5BC + 2AD – 3BD? 

 

5. Berapakah nilai A.B dari vektor A = 3i + 2j + 4k, vektor B = 2i – 4j + 5k 
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PERTEMUAN 2   

RUANG VEKTOR BAGIAN, VEKTOR BERGANTUNG DAN BEBAS 

LINIER 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami tentang 

ruang vektor dan ruang bagian. 

 

B. Uraian Materi 

1. Ruang Vektor  

Apabila diketahui sebuah himpunan vektor v dan suatu medan skalar k, 

diartikan bahwa operasi penjumlahan terhadap suatu elemen-elemen v sendiri 

dan operasi perkalian suatu elemen v dengan sebuah elemen k disebut sebagai 

perkalian skalar. Dimana v disebut suatu ruang vektor jika memenuhi suatu 

syarat berikut: 

a. Setiap u, v € V dan α € k maka dapat dinyatakan: u + v € V, α u € V (tertutup 

terhadap sebuah operasi penjumlahan dan perkalian skalar). 

b. Untuk setiap u, v, w € V maka (u+v) + w = u + (v + w). 

c. Setiap u, v € V dan α € K maka dapat dinyatakan α * (u + v) = α * u + α * v 

d. Terdapat 0 € V disebut vektor nol sehingga 0 + u = u + 0 = u, dimana u € V. 

e. Setiap u € V dimana –u € V sehingga (-u) + u = u + (-u) = 0. 

f. Setiap u, v € V maka u + v = v + u 

g. Setiap u € V akan berlaku 1* u = u, dimana 1 merupakan elemen satuan dari 

K. 

 

Contoh: 

𝑉2 ≡ merupakan himpunan yang berisi polynomial yang berderajat dua atau 

kurang dimana operasi penjumlahan dan perkalian merupakan sebuah ruang 

vektor yang berada di atas medan skalar R (dimana R merupakan bilangan riil). 

 

Langkah Penyelesaiannya: 

Langkah pertama kita harus menguji apakah syarat 1 dan 8 terpenuhi. 

Misal: 

 U = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1x + 𝑎0, 
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V = 𝑏2𝑥
2 + 𝑏1x + 𝑏0, 

W = 𝑐2𝑥
2 + 𝑐1x + 𝑐0, 

Apabila c dan d merupakan bilangan skalar, maka: 

U + V = (𝑎2𝑥
2 + 𝑎1x + 𝑎0) + (𝑏2𝑥

2 + 𝑏1x + 𝑏0) + (𝑎2+ 𝑏2) 𝑥2 + (𝑎1+ 𝑏1) x + (𝑎0+ 𝑏0) 

∈ 𝑉3 

Karena u + v merupakan polynomial yang berderajat dua atau kurang maka: 

Step 1 :  

u + v =(𝑎2𝑥
2 + 𝑎1x + 𝑎0) + (𝑏2𝑥

2 + 𝑏x + 𝑏0) 

 = (𝑎2 + 𝑏2) 𝑥2 + (𝑎1 + 𝑏1) x + (𝑎0 + 𝑏0) 

 = (𝑏2 + 𝑎2) 𝑥2 + (𝑏1 + 𝑎1) x + (𝑏0 + 𝑎0) 

 = (𝑏2𝑥
2 + 𝑏1x + 𝑏0) + (𝑎2𝑥

2 + 𝑎1x + 𝑎0) = v + u 

Step 2 : 

u + (v+w) = (𝑎2𝑥
2 + 𝑎1x + 𝑎0) + [(𝑏2 + 𝑐2) 𝑥2 + ((𝑏1 + 𝑐1)x + (𝑏0 + 𝑐0)} 

 = (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) 𝑥2 + (𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1)x + (𝑎0 + 𝑏0 + 𝑐0) 

 = [(𝑎2 + 𝑏2) 𝑥2 + (𝑎1 + 𝑏1) x + (𝑎0 + 𝑏0)] + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐1x + 𝑐0 

 = (u + v) + w 

Step 3: 

Misalkan 0 = 0𝑥2 + 0x + 0, maka, 

u + 0 = (𝑎2 + 0)𝑥2 + (𝑎1 + 0) x + (𝑎0 + 0) = (0 + 𝑎2) 𝑥2 + ((0 + 𝑎1) x + ((0 + 

𝑎0) = 0 + u 

 = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1 x + 𝑎0 = u 

Step 4: 

Misalkan –u = (-𝑎2)𝑥
2 + (-𝑎1) x + (-𝑎0) maka 

u + - v = [𝑎2 + (-𝑎2)] 𝑥2 + [𝑎1 + (-𝑎1)] x + [𝑎2 + (-𝑎2)] +[ 𝑎0 + (-𝑎0)] 

 = 0𝑥2 + 0x + 0 = 0 

Cu = (c𝑎2)𝑥2 + (c𝑎1) x + (𝑐𝑎0) ∈ 𝑉3 

Karena cu merupakan sebuah polynomial berderajat dua atau kurang. 

 

Step 5: 

C (u + v) = [c(𝑎2 + 𝑏2)]𝑥2 + [c(𝑎1 + 𝑏1)] x + [c (𝑎0 + 𝑏0)] 

 = (c𝑎2 + c𝑏2) 𝑥2 + (c𝑎1 + c𝑏1) x + (c𝑎0 + c𝑏0) 

 = cu + cv 

Step 6: 

(c + d) u = [(c + d) 𝑎2]𝑥2+ [(c + d) 𝑎1] x + [(c + d) 𝑎0] 

 = [(c𝑎2) 𝑥2 + (c𝑎1) x +( c𝑎0)] + [(d𝑎2) 𝑥2 + (d𝑎1) x +( d𝑎0)] 
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 = cu + du 

Step 7: 

C (du) = c [(d𝑎2) 𝑥2 + (d𝑎1) x + (d𝑎0)]  

 = c (d𝑎2) 𝑥2 + c (d𝑎1) x + c (d𝑎0) 

 = (cd) 𝑎2𝑥
2 + (cd) 𝑎1 x + (cd)𝑎0 

 = (cd) u 

Step 8: 

1u = 1𝑎2𝑥
2 +  1𝑎1𝑥 + 1𝑎0 

 = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1x + 𝑎0 

 = u 

Dikarenakan syarat 1 dan 8 terpenuhi maka 𝑉3 merupakan sebuah ruang 

vektor. 

 

2. Vektor Bebas Linier 

Apabila s adalah (v1, v2, … , vr) merupakan suatu himpunan vektor – vektor 

yang bukan kosong, maka dapat dituliskan persamaan vektornya sebagai 

berikut: 

𝐾1𝑉1 + 𝐾2𝑉2 + …. + 𝐾𝑟𝑉𝑟  = 0 

Harus memiliki paling tidak satu penyelesaian, yaitu: 

𝐾1 = 0, 𝐾2 = 0, …….. 𝐾𝑟 = 0 

Apabila ini merupakan salah satu langkah salam penyelesaian, maka s dikatakan 

himpunan yang bebas linier. Tetapi apabila tidak ada penyelesaian, maka s 

merupakan suatu himpunan yang tak bebas secara linier. 

 

Contoh: 

1) Selidiki dan tentukan apakah himpunan vektor – vektor dibawah ini bebas 

linier atau bergantung linier ? 

a) A = {2, 2, 3} dan B = {3, 1, 2} 

b) B = {2, 3, 4} dan C = {4, 6, 8} 

c) U = {1, 2, 3} V = {2, 3, 7} dan W = {0, 0, 0} 

 

 

Jawab : 

a) Himpunan vektor ini termasuk bebas linier karena semua anggota 

himpunannya tidak berkelipatan. 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 18 

 

b) Himpunan vektor ini disebut bergantung linier karena semua anggota 

himpunannya berkelipatan satu sama lain yaitu C=2B. 

c) Jika ada himpunan yang mengandung nol berarti disebut bergantung linier 

walaupun himpunan lain bebas linier tetapi jika ada himpunan yang 

mengandung nol tetap disebut bergantung linier. 

 

2) Diketahui dua buah vektor yaitu vektor u = (-1, 3, 2)  dan vektor v = (1, 1, -1). 

Buktikan apakah saling bebas linier? 

Jawab: 

𝐾1u + 𝐾1a = 0 

Maka: 

[
−1 1
3 1
2 −1

] [
𝐾1
𝐾2

] = [
0
0
0
] 

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana 

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas. 

Sehingga: 

[
−1 1
3 1
2 −1

] [
0
0
0
] b2 + 3b1 = [

−1 1
0 4
2 −1

] [
0
0
0
] b3 + 2b1 = [

−1 1
0 4
0 1

] [
0
0
0
] 

Maka: 

[
−1 1
0 4
0 1

] [
0
0
0
]–b1 = [

1 −1
0 4
0 1

] [
0
0
0
] b1 + b3 = [

1 0
0 4
0 1

] [
0
0
0
] ¼ b2 = [

1 0
0 1
0 1

] [
0
0
0
] 

Lalu  

b3 – b2 = [
1 0
0 1
0 0

] [
0
0
0
] = [

𝑘1
𝑘2
𝑘3

] 

Maka akan diperoleh sebuah solusi tunggal yaitu: 

𝐾1 = 0 

𝐾2 = 0 

Karena hasil yang diperoleh sama dengan nol, maka vektor u dan vektor v 

dikatakan vektor yang saling bebas linier. 

 

 

3) Diketahui tiga buah vektor yaitu: 

A = [
−1
3
2

], B = [
1
1

−1
] dan C = [

2
−6
−4

] 
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Apakah ketiga vektor diatas dapat dikatakan saling bebas linier? 

Jawab: 

𝐾1a + 𝐾2b +𝐾3c = 0 

Maka: 

[
−1 1 2
3 1 −6
2 −1 −4

] [
𝑘1
𝑘2
𝑘3

] = [
0
0
0
] 

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana 

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas. 

Sehingga: 

[
−1 1 2
3 1 −6
2 −1 −4

] [
0
0
0
] = b2 + 3b1 = [

−1 1 2
0 4 0
2 −1 −4

] [
0
0
0
] 

b3 + 2b1 = [
−1 1 2
0 4 0
0 1 0

] [
0
0
0
]–b1 = [

1 −1 −2
0 4 0
0 1 0

] [
0
0
0
] 

1/4b2 = [
1 −1 −2
0 1 0
0 1 0

] [
0
0
0
] b3 – b2 = [

1 −1 −2
0 1 0
0 0 0

] [
0
0
0
] 

Sehingga diperoleh: 

[
1 −1 −2
0 1 0
0 0 0

] [
𝑘1
𝑘2
𝑘3

] = [
0
0
0
] 

Hal ini menunjukkan bahwa nilai k1, k2, k3 merupakan solusi tak hingga 

banyak. Sehingga vektor a, vektor b dan vektor c merupakan vektor – vektor 

yang bergantung linier. 

 

3. Vektor Bergantung Linier 

a. Apabila diketahui himpunan sebanyak m buah vektor (U1, U2, …Un) maka 

disebut bergantung linier apabila memiliki skalar – skalar yaitu (𝜆1, 𝜆2, … 𝜆m) 

yang bukan nol sehingga berlaku 𝜆1U1 + 𝜆2U2 + …. + 𝜆nUm = 0 

b. Apabila diketahui himbunan sebanyak m buah vektor yaitu (U1, U2, …Un) 

maka disebut vektor – vektor bebas linier jika skalar – skalar (𝜆1, 𝜆2, … 𝜆m) 

yang semuanya adalah nol. Dimana 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = ….. 𝜆m = 0. Maka berlaku 

𝜆1U1 + 𝜆2U2 + …. + 𝜆nUm = 0 
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Contoh: 

1) Diketahui 3 buah vektor yaitu vektor a = (3, 1, 2) vektor b = (1, 2, 1) dan vektor 

c = (2, -1, 1). Buktikan apakah vektor – vektor tersebut merupakan bebas atau 

bergantung linier? 

Jawab: 

𝜆1a + 𝜆2b + 𝜆3c = 0 

𝜆1 (3, 1, 2) + 𝜆2 ( 1, 2, 1) + 𝜆3 ( 2, -1, 1) = (0, 0, 0) 

Terdapat 𝜆 yang bukan nol, yaitu 𝜆1 = 1, 𝜆2 = -1, 𝜆3 = -1 sehingga karena 

memiliki 𝜆 yang bukan nol maka vektor a, vektor b dan vektor c disebut vektor 

yang bergantung linier. 

 

2) Buktikan apakah vektor 

s = [
1
0
0
], [

0
1
0
], [

0
0
1
] merupakan vektor bebas linier atau tidak? 

Jawab: 

Diketahui: 

𝜆1 = (1, 0, 0) 

𝜆2 = (0, 1, 0) 

𝜆3 = (0, 0 ,1) 

Maka:  

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
1 0
0 1
0 0

] 

𝜆 = (1)(1)(1) + (0)(0)(0) + (0)(0)(0) – (0)(1)(0) – (0)(0)(1) – (1)(0)(1) 

𝜆 = 1 + 0 + 0 – 0 – 0 – 0 

𝜆 = 1 

Karena 𝜆 = 1 maka vektor diatas terbukti vektor bebas linier. 

 

Note: 

Apabila menentukan himpunan suatu vektor, maka dapat dilakukan 

dengan matriks, yaitu sebagai berikut: 

a) Apabila determinan = 0, maka himpunan tersebut dikatakan vektor 

bergantung linier 

b) Apabila nilai determinan # = 0, maka himpunan tersebut dikatakan vektor 

bebas linier  
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3) Diketahui tiga buah vektor yaitu: 

A = [
−1
3
2

], B = [
1
1

−1
] dan C = [

2
−6
−4

] 

Apakah ketiga vektor diatas dapat dikatakan saling bebas linier? 

Jawab: 

𝐾1a + 𝐾2b +𝐾3c = 0 

Maka: 

[
−1 1 2
3 1 −6
2 −1 −4

] [
𝑘1
𝑘2
𝑘3

] = [
0
0
0
] 

Langkah pertama adalah kita menggunakan operasi baris elementer. Dimana 

operasi baris elementer digunakan untuk menghasikan matriks identitas.  

Sehingga: 

[
−1 1 2
3 1 −6
2 −1 −4

] [
0
0
0
] = 

b2 + 3b1 = [
−1 1 2
0 4 0
2 −1 −4

] [
0
0
0
] 

b3 + 2b1 = [
−1 1 2
0 4 0
0 1 0

] [
0
0
0
]–b1 = [

1 −1 −2
0 4 0
0 1 0

] [
0
0
0
] 

1/4b2 = [
1 −1 −2
0 1 0
0 1 0

] [
0
0
0
] 

b3 – b2 = [
1 −1 −2
0 1 0
0 0 0

] [
0
0
0
] 

Sehingga diperoleh: 

 

[
1 −1 −2
0 1 0
0 0 0

] [
𝑘1
𝑘2
𝑘3

] = [
0
0
0
] 

 

Hal ini menunjukkan bahwa nilai k1, k2, k3 merupakan solusi tak hingga 

banyak. Sehingga vektor a, vektor b dan vektor c merupakan vektor – vektor 

yang bergantung linier. 

 

4) Selidiki dan tentukan apakah himpunan vektor – vektor dibawah ini bebas 

linier atau bergantung linier ? 

a) A = {2,2,3} dan B = {3,1,2} 
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b) B = {2,3,4} dan C = {4,6,8} 

c) U = {1,2,3} V = {2,3,7} dan W = {0,0,0} 

 

Jawab : 

a) Himpunan vektor ini termasuk bebas linier karena semua anggota 

himpunannya tidak berkelipatan. 

b) Himpunan vektor ini disebut bergantung linier karena semua anggota 

himpunannya berkelipatan satu sama lain yaitu C=2B. 

c) Jika ada himpunan yang mengandung nol berarti disebut bergantung linier 

walaupun himpunan lain bebas linier tetapi jika ada himpunan yang 

mengandung nol tetap disebut bergantung linier. 
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C. Soal Latihan/Tugas 

1. Apabila diketahui dua buah vektor yaitu u dan v. dimana vektor u = [2, 3] dan 

vektor v = [1, 3]. Buktikan apakah kedua vektor tersebut termasuk vektor bebas 

linier atau bergantung linier? 

 

2. Buktikan bahwa vektor – vektor berikut merupakan bebas linier atau bergantung 

linier: 

a. U = (-1, 2, 4), V = (5, -10, -20)  

b. U = (-3, 0, 4) , V = (5, -1, 2), (1, 1, 3) 

 

3. Buktikan apakah vektor s = [
1
1
0
], [

0
1
1
], [

1
0
1
] merupakan vektor bebas linier atau 

tidak? 

 

4. Apabila diketahui dua buah vektor yaitu u dan v. dimana vektor u = [-1, 3  5] dan 

vektor v = [2, 4  7]. Buktikan apakah kedua vektor tersebut termasuk vektor bebas 

linier atau bergantung linier? 

 

5. Diketahui u = (3, -5, 6) dan v = (8, 2, 4). Apakah vektor tersebut merupakan vektor 

bergantung linier? 
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PERTEMUAN 3  

KOMBINASI LINIER, BASIS DAN DIMENSI 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami tentang 

konsep vektor. 

B. Uraian Materi 

1. Kombinasi Linier 

Kombinasi linier adalah suatu kondisi dimana vektor – vektor yang diberikan 

pada soal harus memenuhi syarat a = 𝐾1u + 𝐾1v. Dimana 𝐾1, 𝐾2, … adalah skalar. 

Kombinasi linier dapat diselesaikan dengan menggunakan OBE (Operasi Baris 

Elementer). Dimana hasil dari OBE tersebut apabila memiliki solusi maka dapat 

dikatakan memiliki kombinasi linier sedangkan jika hasil OBE tidak memiliki solusi 

maka tidak dapat dikatakan kombinasi linier. 

Misal: 

a. Misalkan vektor u = (2, 4, 0) dan vektor v = ( 1, -1, 3). Apakah vektor tersebut 

kombinasi linier dengan vektor a = (4, 2, 6) 

Jawab: 

AX = B 

Dimana A = [
2 1
4 −1
0 3

], X = [
𝐾1
𝐾2

], dan B = [
4
2
6
] 

 

Maka [
2 1
4 −1
0 3

] [
𝐾1
𝐾2

] = [
4
2
6
] 

 = [
2    1 4
4 −1 2
0    3 6

]  

Langkah pertama adalah membuat segitiga atas dan segitiga bawah lalu 

menentukan diagonalnya. Diagonal dari A = [2 − 1] setelah itu menge-nolkan 

dari A, dimana 

[
2 1 4
4 −1 2
0 3 6

] , 𝑏2 - 2𝑏1 Maka [
2 1 4

4 − (2𝑥2) −1 − (2𝑥1) 2 − (4𝑥2)
0 3 6

] 

  = [
2 1 4

4 − 4 −1 − 2 2 − 8
0 3 6

] 
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  = [
2 1 4
0 −3 −6
0 3 6

] 

langkah selanjutnya adalah membuat nol baris satu kolom dua. 

Dimana : [
2 1 4
0 −3 −6
0 3 6

], 3𝑏1 + 𝑏2 = [
(3𝑥2) + 0 (3𝑥1) − 3 (3𝑥4) − 6

0 −3 −6
0 3 6

] 

   = [
6 + 0 3 − 3 12 − 6

0 −3 −6
0 3 6

] 

   =[
6 0 6
0 −3 −6
0 3 6

] 

Langkah selanjutnya adalah membuat nol baris 3 sedangkan untuk syarat 

diagonal OBE harus bernilai satu maka nilai diagonal tidak dibut kedalam nol. 

Maka [
6 0 6
0 −3 −6
0 3 6

], 𝑏3 + 𝑏2 = [
6 0 6
0 −3 −6
0 3 + (−3) 6 + (−6)

] 

   = [
6 0 6
0 −3 −6
0 3 − 3 6 − 6

] 

   = [
6 0 6
0 −3 −6
0 0 0

] 

sehingga dari hasil yang diperoleh dapat disimpulan bahwa soal diatas 

memiliki solusi karena pada baris ketiga bernilai nol. Sehingga disebut solusi 

banyak tak hingga. Apabila pada baris ketiga memiliki satu nilai maka 

dikatakan bahwa matriks tersebut tidak memiliki solusi. 

Karena matriks tersebut memiliki solusi, maka dapat dibuat kedalam 

bentuk persamaan sebagai berikut: 

[
6 0
0 −3
0 0

] [
𝑘1
𝑘2

] = [
6

−6
0

] 

Sehingga 6𝑘1 + 0 = 6 (persamaan 1) 

 0 - 3𝑘2  = -6 (persamaan 2) 

Dari persamaan 1 diperoleh 

 6𝑘1 = 6 

 𝑘1 = 
6

6
 

 𝑘1 = 1 

 

Dari persamaan 2 diperoleh 
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 -3𝑘2 = -6 

 𝑘2 = 
−6

−3
 

𝑘2 = 2 

Setelah kita menemukan nilai K1 dan K2, maka nilai yang sudah 

diperoleh dimasukan kedalam kondisi vektor dimana: 

�⃑� = 𝑘1�⃑⃗�+𝑘2�⃑� 

�⃑� = 1�⃑⃗� + 2 �⃑� 

maka dapat dikatakan bahwa vektor tersebut sebagai kombinasi linier. 

 

b. Misalkan: 

�⃑� = (3,2,1,-3), �⃗⃑� = (4,2,1,-2), 𝑐 = (2,1,3,-1), 𝑑 =( 19,11,8,-14). Apakah 𝑑 

merupakan kombinasi dari �⃑�, �⃗⃑�, dan 𝑐. 

Jawab: 

𝑑 = 𝑘1�⃑� + 𝑘2�⃗⃑�  + 𝑘3𝑐 

[

19
11
8

−14

] = 𝐾1 [

3
2
1

−3

] + 𝐾2 [

4
2
1

−2

] + 𝐾3 [

2
1
3

−1

] 

Sehingga diperoleh 4 persamaan sebagai berikut: 

1. 3𝑘1 + 4𝑘2 + 2𝑘3 = 19 

2. 2𝑘1 + 2𝑘2 + 𝑘3 = 11 

3. 𝑘1 + 𝑘2 + 3𝑘3 = 8 

4. −3𝑘1 - 2𝑘2 - 𝑘3 = -14 

Maka dari persamaan diatas kita melakukan eliminasi terlebih dahulu. 

Eliminasi persamaan 2 dan 3 yaitu: 

2𝑘1 + 2𝑘2 + 𝑘3 = 11 x1 

  𝑘1 +   𝑘2 + 3𝑘3 = 8 x2 

2𝑘1 + 2𝑘2 +  𝑘3 = 11 

2𝑘1 + 2𝑘2 + 6𝑘3 = 16 - 

−5𝑘3 = -5 

𝑘3 = -5/-5 

𝑘3 = 1 

Selanjutnya adalah persamaan 1 dan 4 yaitu: 

  3𝑘1 + 4𝑘2 + 2𝑘3 = 19 

−3𝑘1 - 2𝑘2  -   𝑘3 = -14 + 
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            2𝑘2 +  𝑘3 = 5     ……..persamaan 5 

Selanjutnya substitusikan hasil 𝑘3  ke persamaan 5 yaitu: 

2𝑘2 + 𝑘3 = 5 

2𝑘2 + 1 = 5  

       2𝑘2 = 5 – 1 

       2𝑘2 = 4 

         𝑘2 = 4/2 

         𝑘2 = 2 

Selanjutnya substitusikan hasil 𝑘3 dan 𝑘2 ke persamaan 3, dimana: 

𝑘1 + 𝑘2 + 3𝑘3 = 8 

    𝑘1 + 2+ 3.1  = 8 

     𝑘1 + 2 + 3 = 8 

                  𝑘1 = 8 – 5 

                  𝑘1 = 3 

Setelah 𝑘1, 𝑘2 dan 𝑘3 diperoleh, maka periksa apakah nilai yang didapat 

memenuhi ke empat persamaan. 

Persamaan 1 : 3𝑘1 + 4𝑘2 + 2𝑘3 = 19 

  3.3 + 4.2 + 2.1 = 19 

            9 + 8 + 2 = 19 

                      19 = 19 (memenuhi) 

 

Persamaan 2 : 2𝑘1 + 2𝑘2 + 𝑘3 = 11 

  2.3 + 2.2 + 1 = 11 

              6 + 4 + 1 = 11 

                       11 = 11 (memenuhi) 

 

Persamaan 3 : 𝑘1 + 𝑘2 + 3𝑘3 = 8 

       3 + 2 + 3.1 = 8 

                5 + 3 = 8 

                      8 = 8 (memenuhi) 

 

 

Persamaan 4 : −3𝑘1 -2𝑘2 - 𝑘3 = -14 

     -3.3 – 2.2 – 1 = -14 

           -9 – 4 – 1 = -14 
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                    - 14 = -14 (memenuhi) 

 

Berdasarkan hasil yang sudah diperoleh, maka dapat disimpulkan bahwa 𝑑 

merupakan kombinasi linier dari �⃗�, �⃗⃗� dan 𝑐 

 

2. Basis dan Dimensi 

Sebuah ruang vektor A dapat dikatakan mempunyai dimensi terhingga 

sebanyak n ( maka ditulis dim A = n).  Jika ada vektor – vektor seperti  𝑒1, 𝑒2 € A 

yang bebas linier, maka himpunan {𝑒1, 𝑒2 …. 𝑒𝑛 } disebut suatu basis dari A dan 

banyaknya maksimum suatu vektor disebut sebagai n. 

Misal: 

1) Diketahui vektor A = [

1 2 3
−2 1 0
3 1 1
5 0 −1

] 

Tentukan: 

a) Semua vektor basis dan vektor kolom dari A 

b) Basis dan dimensi dari ruang baris A 

c) Baris dan dimensi dari ruas kolom A 

Jawab: 

a) Vektor baris dari A adalah: 

𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ = (1, 2, 3) 

𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ = (-2, 1, 0) 

𝑣3⃗⃗⃗⃗⃗ = (3, 1, 1) 

𝑣4⃗⃗⃗⃗⃗ = (5, 0, -1) 

 

Vektor kolom dari A adalah: 

𝑤1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = [

1
−2
3
5

],   𝑤2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = [

2
1
1
0

],  𝑤3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = [

3
0
1
1

] 

 

b) Basis dan dimensi dari ruang baris A 

Menggunakan OBE (Operasi Baris Elementer) 

A = [

1 2 3
−2 1 0
3 1 1
5 0 −1

] 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 30 

 

baris 2 = 2b1 + b2 

baris 3 = -3b1 + b3 

baris 4 = -5b1 + b4 

Maka A = [

1 2 3
−2 1 0
3 1 1
5 0 −1

] [

1 2 3
(2𝑥1) − 2 (2𝑥2) + 1 (2𝑥3) + 0

(−3𝑥1) + 3 (−3𝑥2) + 1 (−3𝑥3) + 1
(−5𝑥1) + 5 (−5𝑥2) + 0 (−5𝑥3) − 1

] 

 A = [

1 2 3
2 − 2 4 + 1 6 + 0

−3 + 3 −6 + 1 −9 + 1
−5 + 5 −10 + 0 −15 − 1

] 

 A = [

1 2 3
0 5 6
0 −5 −8
0 −10 −16

] 

setelah itu kita harus mengubaj nilai diagonal menjadi 1. Yaitu b2 = 1/5b2. 

A = [

1 2 3
0 5 6
0 −5 −8
0 −10 −16

], b2 = 1/5 b2  

[
 
 
 
1 2 3

0
1

5𝑥5

1

5
𝑥6

0 −5 −8
0 −10 −16]

 
 
 
 

 = [

1 2 3
0 1 6/5
0 −5 −8
0 −10 −16

] 

setelah itu kita harus mengubah b3 dan b4 menjadi nol. Sehingga: 

A = 

[
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 −5 −8
0 −10 −16]

 
 
 
 b3 = 5b2 + b3 

[
 
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 (5𝑥1) − 5 (
5𝑥6

5
) − 8

0 −10 −16 ]
 
 
 
 

 

 = [

1 2 3
0 1 6/5
0 0 −2
0 −10 −16

] dan merubah b4 menjadi o 

A = 

[
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 0 −2
0 −10 −16]

 
 
 
 b4 = 10b2 + b3 

[
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 0 −2
0 (10𝑥1) − 10 12 − 16]

 
 
 

 

 = [

1 2 3
0 1 6/5
0 0 −2
0 0 −4

] lalu kita mengubah nilai baris 3 yaitu -2 menjadi 1 
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A = 

[
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 0 −2
0 0 −4]

 
 
 
 b3 = -1/2 x b3 

[
 
 
 
 
1 2 3

0 1
6

5

0 0 −
1

2
𝑥 − 2

0 0 −4 ]
 
 
 
 

 

 = [

1 2 3
0 1 6/5
0 0 1
0 0 −4

] 

nilai yang bernilai 1 merupakan suatu diagonal dan dimensi adalah 3. Maka 

𝑟1= {1, 2, 3) , 𝑟2 = { 0, 1, 6/5} dan 𝑟3 = {0, 0, 1} disebut sebagai U. Dimana 

bilangan utama 1 ada pada semua baris matriks U sehingga basis dari 

ruang baris adalah S = {𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗} dan S = {r1, r2, r3} 

c) Basis dan dimensi dari ruang kolom A 

Cari terlebih dahulu transpose dari matriks A lalu gunakan kembali OBE 

(Operasi baris elementer) 

A = [

1 2 3
−2 1 0
3 1 1
5 0 −1

] 

dimana 𝐴𝑇 [
1 −2 3 5
2 1 1 0
3 0 1 −1

] 

ulangi proses b dengan mengubah nilai pada baris menjadi 0 dan diagonal 

menjadi 1. 

Maka: 𝐴𝑇 [
1 −2 3 5
2 1 1 0
3 0 1 −1

] 

b2 = -2b1 + b2 [
1 −2 3 5

−2 + 2 4 + 1 −6 + 1 −10 − 0
3 0 1 −1

] 

 = [
1 −2 3 5
0 5 −5 −10
3 0 1 −1

] 

lalu mengubah baris 3 menjadi 0 

B3 = -3b1+b3 [
1 −2 3 5
0 5 −5 −10
3 0 1 −1

] = [
1 −2 3 5
0 5 −5 −10
0 6 −8 −16

]  

 

Lalu mengubah b2 menjadi 1, yaitu 

[
1 −2 3 5
0 5 −5 −10
0 6 −8 −16

]  
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b2 = 1/5 b2 [

1 −2 3 5

0
1

5𝑥5

1

5𝑥
− 5

1

5𝑥
− 10

0 6 −8 −16

] 

= [
1 −2 3 5
0 1 −1 −2
0 6 −8 −16

] 

 

Setelah mengubah baris 2 maka kita juga harus mengubah baris 3 menjadi 

0, dimana: 

𝐴𝑇 = [
1 −2 3 5
0 1 −1 −2
0 6 −8 −16

] 

b3 = -6 b2 + b3 [
1 −2 3 5
0 1 −1 −2
0 0 −2 −4

] 

 

Lalu mengubah baris 3 menjadi 1 sehingga mendapatkan diagonalnya. 

𝐴𝑇 = [
1 −2 3 5
0 1 −1 −2
0 0 −2 −4

] b3 = -1/2 b3 [
1 −2 3 5
0 1 −1 −2
0 0 1 2

] 

 

Setelah kita merubah nilai pada baris menjadi 0 dan sudah mendapatkan 

nilai diagonal bernilai 1 maka kita memasukkan nilai yg sudah didapat ke 

transpose matriks A tanpa merubah nilai diagonalnya. 

Maka 𝐴𝑇 = 𝐴𝑇 [
1 −2 3 5
2 1 1 0
3 0 1 2

] 

 

C1 = {1, 2, 3} 

C2 = { -2, 1,0} 

C3 = { 3, 1, 1} 

 

Bilangan utama 1 terletak pada kolom 1, 2 dan 3. Maka basis dari ruang 

kolom adalah S ={ 𝑤1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑤2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑤3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ } dan { c1, c2, c3}. 

 

 

2) Diketahui X = [
4
2
6
], U = [

2
4
0
], V = [

1
−1
3

] 

Tentukan apakah U merupakan kombinasi linier dari X? 
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Jawab: 

X = 𝐾1U + 𝐾2V 

[
4
2
6
] = 𝐾1 [

2
4
0
] + 𝐾2 [

1
−1
3

] 

Maka: 

2𝐾1 + 𝐾2 = 4 ….. Persamaan 1 

4𝐾1  - 𝐾2  = 2 ….. Persamaan 2 

         3𝐾2 = 6 

             𝐾2 = 
6

3
 = 2 

      jadi  𝐾2 = 2 

 

maka kita cari 𝐾1 dengan menggunakan persamaan 1, yaitu: 

2𝐾1 + 𝐾2 = 4 

2𝐾1 + 2 = 4 

2𝐾1 = 4 – 2 

2𝐾1 = 2 

𝐾1 = 
2

2
 

𝐾1 = 1 

 

Sehingga : [
4
2
6
] = 1 [

2
4
0
] + 2 [

1
−1
3

] 

 

[
2 + 2
4 − 2
0 + 6

] = [
4
2
6
] 

 

maka U dan V merupakan kombinasi linier dari X karena hasil yang diperoleh 

sama yaitu [
4
2
6
] 

 

3) Diketahui U = [
1
2
1
], V = [

2
5
0
], W = [

3
3

−8
]Apakah S bebas linier jika S = {U, V, W} 

di 𝑅3? 
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Jawab: 

𝐾1U + 𝐾2V + 𝐾3W = 0 

𝐾1 [
1
2
1
] + 𝐾2 [

2
5
0
] + 𝐾3 [

3
3

−8
] = 0 

𝐾1 +2𝐾2 + 3𝐾3 = 0 

2𝐾1 +5𝐾2 + 3𝐾3 = 0 

  𝐾1 +  0    - 8𝐾3 = 0 

 

Maka: [
1 2 3
2 5 3
1 0 −8

] 

 

lalu cari determinannya. Jika determinan bernilai nol, maka tidak bisa 

dikatakan bebas linier. Tetapi kalau nilainya tidak nol maka dapat dikatakan 

bebas linier. Disini kita menggunakan metode sarrus. 

Sehingga: 

[
1 2 3
2 5 3
1 0 −8

] [
1 2
2 5
1 0

]  

= (1 x 5 x -8) + (2 x 3 x 1) + (3 x 2 x 0) – (1 x 5 x 3) – (0 x 3 x 1) – ( -8 x 2 

x 2) 

= - 40 + 6 + 0 – 15 – 0 + 32 

= - 17 
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C. Soal Latihan/Tugas 

1. Tentukanlah basis dan dimensi dari ruang vektor yang dibentuk oleh: 

a. A = [2, 3, 6], B = [5, 7, 2], C = [7, 10, 8] 

b. P = [3, 2, 7, 11] dan Q = [2, 5, 8, 9] 

 

2. Apakah himpunan – himpunan vektor ini merupakan basis dari 𝑅3 

a. [1, 1, 1], [1, -2, 3] 

b. [1, 0, 0] , [1, 1, 0], [1, 1, 1] 

c. [1, 1, 2], [1, 2, 5], [5, 3, 4] 

 

3. Tulis p sebagai kombinasi linier dari {a, b, c} dimana p = [8, 10, 12], a = [1, 2, 3], 

b = [3, 2, 1] dan c = [3, 4, 5] 

 

4. Apakah 𝑣1 = [
1
3

−1
], 𝑣2 = [

2
1
0
], 𝑣3 = [

4
2
1
], s = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} merupakan sebuah basis 

untuk 𝑅3 

 

5. Apakah 𝑣1 = [
2
5

−3
], 𝑣2 = [

4
2
1
], 𝑣3 = [

5
8
2
], s = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} merupakan sebuah basis 

untuk 𝑅3 
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PERTEMUAN 4  

MATRIKS 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan 

persoalan operasi matriks. 

 

B. Uraian Materi 

1. Definisi Matriks 

Matriks adalah kumpulan dari beberapa nilai yang memiliki baris dan kolom. 

Dimana susunan horizontal disebut dengan baris sedangkan susunan vertikal 

disebut dengan kolom. 

Bentuk umum dari sebuah matriks adalah sebagai berikut: 

𝑎11 𝑎12 … . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … . 𝑎2𝑛

… . … . … . … .
𝑎𝑥1 𝑎𝑥2 … . 𝑎𝑥𝑦

 

 

𝑎𝑥𝑦 adalah sebuah nilai dari matriks yang terletak pada baris ke – x  dan 

kolom ke-y. Dimana nama sebuah matriks dapat ditulis dengan menggunakan 

huruf besar seperti A, B, C, dan sebagainya. Sedangkan unsur suatu matriks 

dengan huruf kecil sesuai letak elemennya seperti 𝑎11, 𝑎12 dan seterusnya. 

Dalam sebuah matriks dikenal dengan istilah ordo. Ordo adalah perkalian 

antara baris dan kolom. Misalnya 𝐴𝑥𝑦. 𝐴𝑥𝑦artinya adalah matriks A yang memiliki 

banyaknya baris x buah dan kolom sebanyak y buah. 

Contoh : 

1) Tentukanlah ordo dari  matriks di bawah ini: 

a. A = [
−2 1
3 4

] 

b. A = [
1 3

−2 1
−4 2

] 

c. A = [
1 1/2 0
3 4 1

] 

 

Jawab: 

a) A = [
−2 1
3 4

] 
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Ordo = baris x kolom 

 = 2 x 2 

 

b) A = [
1 3

−2 1
−4 2

] 

Ordo = baris x kolom 

 = 3 x 2 

 

c) A = [
1 1/2 0
3 4 1

] 

Ordo = baris x kolom 

 = 2 x 3 

 

2. Jenis - Jenis Matriks 

Adapun jenis – jenis matriks adalah sebagai berikut: 

a. Matriks Nol 

Matriks nol merupakan matriks yang setiap elemennya selalu bernilai nol. 

Contoh: 

A = [
0 0
0 0

] 

B = [
0 0 0
0 0 0

] 

C = [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] 

 

b. Matriks Baris 

Matriks baris merupakan sebuah matriks yang hanya memiliki satu baris saja 

atau tidak lebih dari satu baris. 

Contoh: 

[ ]423 -=A  

[ ]3201-=B  

C = [2     0    − 1] 

 

c. Matriks Kolom 

Matriks kolom merupakan matriks yang hanya memiliki satu kolom saja atau 

tidak lebih dari satu kolom. 
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Contoh: 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-=

8

5

4

P  

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è-

=

3

6

0

1

Q  

 

d. Matriks Bujur Sangkar/Matriks Persegi 

Matriks bujur sangkar merupakan sebuah matriks yang memiliki jumlah baris 

dan kolomnya sama. 

Contoh: 

A = [
1 2
3 4

] 

B = [
1 2 3
3 4 1
3 1 2

] 

C = [

1 2 1 2
4 −1 3 4

−2 4 1 5
5 2 −3 1

] 

 

e. Matriks Diagonal 

Matriks diagonal merupakan sebuah matriks persegi yang jumlah baris dan 

kolomnya sama dan semua elemnnya bernilai nol, kecuali elemen – elemen 

diagonal utamanya. 

Contoh: 

A = [
1 0 0
0 3 0
0 0 2

] 

B= [

1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2

] 

 

f. Matriks Identitas (I) 

Matriks identitas merupakan sebuah matriks persegi yang semua elemen 

diagonal utamanya bernilai satu dan elemen lainnya bernilai nol. 
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Contoh: 

𝐼1 = [
1 0
0 1

] 

𝐼2 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

𝐼3 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 

g. Matriks Skalar 

Matriks skalar merupakan sebuah matriks persegi yang memiliki jumlah baris 

dan kolom sama dan nilai semua elemen pada diagonal utamanya sama, 

tetapi bukan nol dan semua elemen lainnya bernilai nol. 

Contoh: 

A = [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

] 

B = [
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

] 

 

h. Matriks Segitiga Atas 

Matriks segitiga atas merupakan sebuah matriks yang semua elemen di 

bawah diagonal utamanya bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di atas. 

Contoh: 

A = [
1 2 −1
0 4 2
0 0 4

] 

B = [
1 2 2
3 4 0
1 0 0

] 

C = [
−1 −2 3
   3    1 0
   2   0 0

] 

 

 

i. Matriks Segitiga Bawah 

Matriks segitiga bawah merupakan sebuah matriks yang semua elemen di 

atas diagonal utamanya selalu bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di 

bawah. 
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Contoh: 

A = [
0 0 3
0 4 4
2 5 9

] 

B = [
1 0 0
3 6 0
1 2 3

] 

 

3. Kesamaan Matriks 

Dua buah atau lebih matriks dapat dikatakan sama apabila memiliki jumlah 

baris dan kolom sama dan memiliki nilai yang sama antara matriks A dan matriks 

B. Dengan kata lain, matriks-matriks tersebut adalah matriks yang sama hanya 

saja memiliki nama yang berbeda.  

Konsep kesamaan matriks adalah sebagai berikut: 

Misal: ù
ú

ø
é
ê

è
=

dc

ba
A ù

ú

ø
é
ê

è
=

sr

qp
B   

 

Jika A= B  

maka : a = p, b = q,  c = r dan d = s 

Contoh: 

Tentukan x dan y dari [
3

2

5

−8 4
] = [

1 −𝑥

−8
1

2
𝑦] 

Jawab : 

a) −𝑥 = 
2

5
 

𝑥 = −
2

5
 

b) 
1

2
𝑦 = 4 

𝑦 = 
4

1
2⁄
 

𝑦 = (4 𝑥 
2

1
) 

𝑦 = 
8

1
 = 8 

 

4. Operasi – Operasi Matriks 

Operasi – operasi pada matriks adalah sebagai berikut: 

d. Penjumlahan Matriks 

Matriks A dapat dijumlahkan dengan matriks B apabila jumlah baris dan 

kolom kedua matriks sama. Misalnya matriks A dengan ordo 2 x 2 dapat 
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dijumlahkan dengan matriks B ordo 2 x 2, matriks A ordo 3 x 3 dapat 

dijumlahkan dengan matriks ordo 3 x 3, dan seterusnya. 

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
𝑎 + 𝑏 𝑏 + 𝑞
𝑐 + 𝑟 𝑑 + 𝑠

] 

 

Contoh: 

1) A = [
−1 2
3 −4

] , B = [
3 1/2
1 1/4

] 

Carilah nilai A + B 

Jawab: 

A + B = [
−1 2
3 −4

] + [
3

1

2

1
1

4

] 

 = [
−1 + 3 2 +

1

2

3 + 1 −4 +
1

4

] 

 = [
2 5/2
4 −15/4

] 

 

2) A = [
1/3 −1 2
3 1/5 4

] , B = [
1/2 2 −3
1 −1/2 1

] 

Carilah nilai A + B 

Jawab: 

A + B = [

1

3
−1 2

3
1

5
4
] + [

1

2
2 −3

1 −
1

2
1

] 

 = [

1

3
+

1

2
−1 + 2 2 + (−3)

3 + 1
1

5
+ (−

1

2
) 4 + 1

] 

 = [
5/6 1 −1
4 −3/10 5

] 

 

 

3) A = [
−1 2
−5 6
3 1

], B = [
1/2 −1
9 −4
0 −3

] 

Carilah nilai A + B 

Jawab: 
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A+B = [
−1 2
−5 6
3 1

] + [

1

2
−1

9 −4
0 −3

] 

 = [

−1 +
1

2
2 + (−1)

−5 + 9 6 + (−4)

3 + 0 1 + (−3)

] 

 = [
1/2 1
4 2
3 −2

] 

 

e. Pengurangan Matriks 

Matriks A dapat dikurangi dengan matriks B apabila jumlah baris dan 

kolom kedua matriks sama. Misalnya matriks A dengan ordo 2 x 2 dapat 

dikurangi dengan matriks B ordo 2 x 2, matriks A ordo 3 x 3 dapat dikurangi 

dengan matriks ordo 3 x 3, dan seterusnya. 

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] - [
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

] = [
𝑎 − 𝑏 𝑏 − 𝑞
𝑐 − 𝑟 𝑑 − 𝑠

] 

Contoh: 

1) A = [
5 1
3 −2

] , B = [
2 −4
1 1/2

] 

Carilah nilai A - B 

Jawab: 

A – B = [
5 1
3 −2

] _[
2 −4

1
1

2

] 

 = [
5 − 2   1 − (−4)

3 − 1 −2 −
1

2

] 

 = [
3 5
2 −5/2

] 

 

2) A = [
−1 3 2
3 1/5 4

] , B = [
1/2 2 −3
1 −1/2 1

] 

Maka: Carilah nilai A - B 

 

 

Jawab: 

A – B = [
−1 3 2

3
1

5
4] _[

1

2
2 −3

1 −
1

2
1

] 
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 = [
−1 − ( 

1

2
 ) 3 − 2 2 − (−3)

3 − 1
1

5
− (−

1

2
) 4 − 1

] 

 = [
−

3

2
1 5

2
7

10
3
] 

 

f. Perkalian Matriks 

1) Perkalian Matriks Dengan Bilangan Real  (Skalar) 

Bilangan skalar merupakan suatu bilangan yang hanya mempunyai 

satu nilai. dimana nilai tersebut dikalikan kesetiap nilai atau elemen pada 

sebuah matriks. 

Contoh: 

1. Jika A = [
2 3

−1 5
], B =[

1/2 −1/3
2 4

]maka tentukan: 

a) 2A d) 4𝐵 

b) −
1

2 
𝐴  e) 

1

3
 A 

c) 
1

3
𝐵  

 

Jawab: 

a) 2 A = 2 x [
2 3

−1 5
] 

 = [
2 𝑥 2 2 𝑥 3

2 𝑥 − 1 2 𝑥 5
] 

 = [
4 6

−2 10
] 

 

b) −
1

2 
𝐴 = −

1

2
 x [

2 3
−1 5

] 

=[
−

1

2
𝑥 2 −

1

2
𝑥3

−
1

2
𝑥 − 1 −

1

2𝑥5

] 

 =[
−1 −

3

2
1

2
−

5

2

] 

c) 1/3 B = 1/3 [
1

2
−

1

3

2 4
] 
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 = [

1

3
𝑥1

2

1

3𝑥(−
1

3
)

1

3𝑥2

1

3𝑥4

] 

 = [

1

6
−

1

9
2

3

4

3

] 

 

d) 4B = 4 [
1

2
−

1

3

2 4
] 

 = [
4𝑥1

2
4𝑥 −

1

3

4𝑥2 4𝑥4
] 

 = [
2 −

4

3

8 16
] 

 

e) 1/3 A = 1/3 [
2 3

−1 5
] 

 = [

1

3
𝑥 2

1

3
𝑥 3

1

3
𝑥 − 1

1

3
𝑥 5

] 

 = [
2/3 1

−1/3 5/3
] 

 

2. Jika A = [
2 1

−3 4
] , B = [

1 −3
−4 2

], maka tentukan: 

a) 2 (A+B) 

b) 2A + 2B 

 

Jawab: 

a) 2 (A+B) = 2  x [
2 + 1 1 + (−3)

−3 + (−4) 4 + 2
] 

 = 2 x [
3 −2

−7 6
] 

 = [
2𝑥3 2𝑥(−2)

2𝑥(−7) 2𝑥6
] 

 = [
6 −4

−14 12
] 

 

 

b) 2A + 2B = 2 x [
2 1

−3 4
] + 2 [

1 −3
−4 2

] 
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 = [
2𝑥2 2𝑥1

2𝑥 − 3 2𝑥4
] + [

2𝑥1 2𝑥 − 3
2𝑥 − 4 2𝑥2

] 

 = [
4 2

−6 8
] + [

2 −6
−8 4

] 

 = [
4 + 2 2 + (−6)

−6 + (−8) 8 + 4
] 

 = [
6 −4

−14 12
] 

 

2) Perkalian Matriks dengan Matriks 

Syarat perkalian matriks dengan matriks adalah sebuah matriks A dan 

matriks B dapat dikalikan apabila jumlah kolom matriks A sama dengan 

jumlah baris matriks B. Misalnya ordo matriks 2 x 2 dikalikan dengan ordo 

matriks 2 x 3. Dimana jumlah kolom matriks A yaitu 2 sama dengan 

jumlah baris matriks B yaitu 2, sehingga kedua matriks tersebut dapat 

dikalikan. 

Misal : 

A = [
𝑤 𝑦
𝑥 𝑧

] dan B = [
𝑒 𝑔 𝑖
𝑓 ℎ 𝑗

] 

maka: 

AB = [
𝑤 𝑦
𝑥 𝑧

] [
𝑒 𝑔 𝑖
𝑓 ℎ 𝑗

] 

 = [
𝑤𝑒 + 𝑦𝑓 𝑤𝑔 + 𝑦ℎ 𝑤𝑖 + 𝑦𝑗
𝑥𝑒 + 𝑧𝑓 𝑥𝑔 + 𝑧ℎ 𝑥𝑖 + 𝑧𝑗

] 

 

Contoh: 

1. Diketahui: A = [
−3 2
1 −4

] 

 B = [
−1 7
6 4
3 2

] 

 C = [
−1 7
6 9

] 

 D = [
−4 1 6
2 −4 1

] 

Tentukan : 

a) AC 

b) b. BD 
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Jawab: 

a) AC = [
−3 2
1 −4

] [
−1 7
6 9

] 

 = [
(−3𝑥 − 1) + (2𝑥6) (−3𝑥7) + (2𝑥9)
(1𝑥 − 1) + (−4𝑥6) (1𝑥7) + (−4𝑥9)

] 

 = [
3 + 12 −21 + 18

−1 − 24 7 − 36
] 

 = [
15 3

−25 −29
] 

 

b) BD = [
−1 7
6 4
3 2

] [
−4 1 6
2 −4 1

] 

 = [

(−1𝑥 − 4) + (7𝑥2) (−1𝑥1) + (7𝑥 − 4) (−1𝑥6) + (7𝑥1)
(6𝑥 − 4) + (4𝑥2) (6𝑥1) + (4𝑥 − 4) (6𝑥6) + (4𝑥1)
(3𝑥 − 4) + (2𝑥2) (3𝑥1) + (2𝑥 − 4) (3𝑥6) + (2𝑥1)

] 

 = [
4 + 14 −1 − 28 −6 + 7

−24 + 8 6 − 16 36 + 4
−12 + 4 3 − 8 18 + 2

] 

 = [
18 −29 1
16 −10 40
−8 −5 20

] 

 

2. Diketahui : A = [
2 −4
1 3

], B = [
4 0

−2 5
], C = [

3 −2
−1 5

] 

Tentukan: 

a) AC 

b) A(BC) 

c) AB 

d) C(AB) 

 

Jawab: 

a) AC = [
2 −4
1 3

] [
3 −2

−1 5
] 

 = [
(2𝑥3) + (−4𝑥 − 1) (2𝑥 − 2) + (−4𝑥5)
(1𝑥3) + (3𝑥 − 1) (1𝑥 − 2) + (3𝑥5)

] 

 = [
6 + 4 −4 − 20
3 − 3 −2 + 15

] 

 = [
10 −24
0 13

] 
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b) A(BC) = [
2 −4
1 3

] [
4 0

−2 5
] [

3 −2
−1 5

] 

 = [
2 −4
1 3

] [
(4𝑥3) + (0𝑥 − 1) (4𝑥 − 2) + (0𝑥5)

(−2𝑥3) + (5𝑥 − 1) (−2𝑥 − 2) + (5𝑥5)
] 

 = [
2 −4
1 3

] [
12 + 0 −8 + 0
−6 − 5 4 + 25

] 

 = [
2 −4
1 3

] [
12 −8

−11 29
] 

 = [
(2𝑥12) + (−4𝑥 − 11) (2𝑥 − 8) + (−4𝑥29)
(1𝑥12) + (3𝑥 − 11) (1𝑥 − 8) + (3𝑥29)

] 

 = [
24 + 44 −16 − 116
12 − 33 −8 + 87

] 

 = [
68 −132

−21 79
] 

 

c) AB = [
2 −4
1 3

] [
4 0

−2 5
] 

 = [
(2𝑥4) + (−4𝑥 − 2) (2𝑥0) + (−4𝑥5)
(1𝑥4) + (3𝑥 − 2) (1𝑥0) + (3𝑥5)

] 

 = [
8 + 8 0 − 20
4 − 6 0 + 15

] 

 = [
16 −20
−2 15

] 

 

d) C(AB) = [
3 −2

−1 5
] [

2 −4
1 3

] [
4 0

−2 5
] 

 = [
3 −2

−1 5
] [

(2𝑥4) + (−4𝑥 − 2) (2𝑥0) + (−4𝑥5)
(1𝑥4) + (3𝑥 − 2) (1𝑥0) + (3𝑥5)

] 

 = [
3 −2

−1 5
] [

16 −20
−2 15

] 

 = [
(3𝑥16) + (−2𝑥 − 2) (3𝑥 − 20) + (−2𝑥15)
(−1𝑥16) + (5𝑥 − 2) (−1𝑥 − 20) + (5𝑥15)

] 

 = [
48 + 4 −60 − 30

−16 − 10 20 + 75
] 

 = [
52 −90

−26 95
] 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Diketahui matriks – matriks berikut: 

A = [
2 −7

1/6 −8
], B = [

2 −7
𝑥 2𝑦

], jika A = B maka hitunglah nilai x dan y. 

 

2. Jika matriks A = [
−3 5
7 −2

], B= [
10 −7
9 4

] maka berapakah nilai dari 3 A + B 

 

3. Diketahui matriks A = [
1 4
3 2

], B = [
3 −5
6 3

], maka berapakah nilai dari 1/2A – 3B  

 

4. Diketahui matriks A = [
1/3
−3

], B = [−1/2     5] maka hitunglah nilai 1/3A x 1/2B  

 

5. Diketahui matriks A = [
1/2 −3
2 −1

], B = [
2 −1/3
5 −1/2

],C = [
1 3 4
3 6 4

−1 2 1
], 

 

D = [
−1 3 2
4 −6 1/4
7 2 1

] Hitunglah nilai: 

a. 2A x 2B 

b. C x 1/4D 
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PERTEMUAN 5  

MATRIKS (TRANSPOSE MATRIKS, TRANSFORMASI ELEMENTER 

BARIS DAN KOLOM) 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelsaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan 

persoalan transpose matriks dan operasi elementer baris dan kolom.. 

 

B. Uraian Materi 

1. Transpose Matriks 

Transpose matriks A adalah perpindahan antara baris menjadi kolom atau 

kolom menjadi baris. Dengan kata lain, matriks yang diperoleh dari matriks A 

dengan cara menukarkan elemen – elemen pada baris menjadi kolom dan 

sebaliknya elemen – elemen pada kolom menjadi baris. Dimana Transpose 

matriks A dinyatakan dengan symbol 𝐴𝑇. 

Beberapa sifat dari matriks transpose adalah sebagai berikut: 

a. (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 

b. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇𝐵𝑇 

c. 𝑘(𝐴)𝑇 = (𝑘𝐴)𝑇 

d. (𝐴𝑇 )𝑇 = A 

 

Contoh: 

1) Diketahui matriks sebagai berikut: 

A = [
−1 3
7 2
5 −4

] b. B =  [
1/2 9 7
2 −8 0

] c. C = [
4 3 1/2
0 −1/3 9
5 2 7

] 

Tentukan: 

a) 𝐴𝑇 d)  (𝐴𝐵)𝑇 g) 2𝐴𝑇 

b) 𝐵𝑇 e) 𝐶𝑇 x A h) 1/3 (𝐴𝐵)𝑇 

c) 𝐶𝑇 f) 𝐵𝑇 x  𝐴𝑇 i) -1/2𝐶𝑇 

 

Jawab: 

a) A = [
−1 3
7 2
5 −4

] maka  𝐴𝑇  = [
−1 7 5
3 2 −4

] 

 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 52 

 

b) B = [
1

2
9 7

2 −8 0
] maka  𝐵𝑇 = [

1

2
2

9 −8
7 0

] 

 

c) C = [

4 3
1

2

0 −
1

3
9

5 2 7

] maka  𝐶𝑇  = [

4 0 5

3 −
1

3
2

1

2
9 7

] 

 

d) (𝐴𝐵)𝑇 = [
−1 3
7 2
5 −4

] [
1

2
9 7

2 −8 0
]

𝑇

 

 

 = 

[
 
 
 
 (−1 𝑥

1

2
) + (3 𝑥 2) ( −1 𝑥 9 ) + ( 3 𝑥 − 8) ( −1 𝑥 7 ) + ( 3 𝑥 0 )

( 7 𝑥
1

2
) + ( 2 𝑥 2) ( 7 𝑥 9 ) + ( 2 𝑥 − 8 ) ( 7 𝑥 7 ) + ( 2 𝑥 0 )

( 5 𝑥
1

2
) + ( −4 𝑥 2) ( 5 𝑥 9 ) + ( −4 𝑥 − 8 ) ( 5 𝑥 7 ) + ( −4 𝑥 0) ]

 
 
 
 

 

 = 

[
 
 
 
 −

1

2
+ 6 −9 − 24 −7 + 0 

7

2
+ 4 63 − 16 49 + 0

5

2
− 8 45 + 32 35 − 0 ]

 
 
 
 

 

 = 

[
 
 
 
 

11

2
−33 −7

15

2
47 49

−
11

2
77 35]

 
 
 
 
𝑇

 

 = [

11

2

15

2
−

11

2

−33 47 77
−7 49 35

] 

 

e) 𝐶𝑇 x A = [

4 3
1

2

0 −
1

3
9

5 2 7

]

𝑇

[
−1 3
7 2
5 −4

] 

 = [

4 0 5

3 −
1

3
2

1

2
9 7

] [
−1 3
7 2
5 −4

] 

 = 

[
 
 
 

(4𝑥 − 1) + (0𝑥7) + (5𝑥5) (4𝑥3) + (0𝑥2) + (5𝑥 − 4)

(3𝑥 − 1) + (−
1

3
𝑥 7) + (2𝑥5) (3𝑥3) + (−

1

3
𝑥 2) + (2𝑥4)

(
1

2
𝑥 − 1) + (9𝑥7) + (7𝑥5) (

1

2
𝑥 3) + (9𝑥2) + (7𝑥 − 4)]
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 = [

−4 + 0 + 25 12 + 0 − 20

−3 −
7

3
+ 10 9 −

2

3
+ 8

−
1

2
+ 63 + 35

3

2
+ 18 − 28

] 

 = [

21 −8

−
14

3

49

3
195

2
−

17

2

] 

 

f) 𝐵𝑇 x  𝐴𝑇 = [
1/2 9 7
2 −8 0

]
𝑇

 x [
−1 3
7 2
5 −4

]

𝑇

 

 = [

1

2
2

9 −8
7 0

] [
−1 7 5
3 2 −4

] 

 = [
(
1

2
𝑥 − 1) + (2𝑥3) (

1

2
𝑥 7) + (2𝑥2) (

1

2
𝑥 5) + (2𝑥 − 4)

(9𝑥 − 1) + (−8𝑥3) (9𝑥7) + (−8𝑥2) (9𝑥5) + (−8𝑥 − 4)
(7 𝑥 − 1) + (0𝑥3) (7𝑥7) + (0𝑥2) (7𝑥5) + (0𝑥 − 4)

] 

 = [
−

1

2
+ 6

7

2
+ 4

5

2
− 8

−9 − 24 63 − 16 45 + 32
−7 + 0 49 + 0 35 − 0

] 

 = [

11

2

15

2
−

11

2

−33 47 77
−7 49 35

] 

 

g) 2𝐴𝑇 = 2 [
−1 3
7 2
5 −4

]

𝑇

 

 = 2 [
−1 7 5
3 2 −4

] 

 = [
−1𝑥2 7𝑥2 5𝑥2
3𝑥2 2𝑥2 −4𝑥2

] 

 = [
−2 14 10
6 4 −8

] 

 

 

 

h) 1/3(𝐴𝐵)𝑇 = 1/3 [
−1 3
7 2
5 −4

] [
1

2
9 7

2 −8 0
]

𝑇
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 = 
1

3

[
 
 
 
 (−1 𝑥

1

2
) + (3 𝑥 2) ( −1 𝑥 9 ) + ( 3 𝑥 − 8) ( −1 𝑥 7 ) + ( 3 𝑥 0 )

( 7 𝑥
1

2
) + ( 2 𝑥 2) ( 7 𝑥 9 ) + ( 2 𝑥 − 8 ) ( 7 𝑥 7 ) + ( 2 𝑥 0 )

( 5 𝑥
1

2
) + ( −4 𝑥 2) ( 5 𝑥 9 ) + ( −4 𝑥 − 8 ) ( 5 𝑥 7 ) + ( −4 𝑥 0)]

 
 
 
 

 

 = 
1

3
 

[
 
 
 
 −

1

2
+ 6 −9 − 24 −7 + 0 

7

2
+ 4 63 − 16 49 + 0

5

2
− 8 45 + 32 35 − 0 ]

 
 
 
 

 

 = 
1

3

[
 
 
 
 

11

2
−33 −7

15

2
47 49

−
11

2
77 35]

 
 
 
 
𝑇

 

 = 
1

3
 [

11

2

15

2
−

11

2

−33 47 77
−7 49 35

] 

 = 

[
 
 
 
 

11

6

15

6
−

11

6

−11
47

3

77

3

−
7

3

49

3

35

3 ]
 
 
 
 

 

 

i) ½ 𝐶𝑇 = ½ [

4 3
1

2

0 −
1

3
9

5 2 7

]

𝑇

 

 = ½ [

4 0 5

3 −
1

3
2

1

2
5 7

]

𝑇

 

 = 

[
 
 
 
 
1

2
𝑥 4 0 𝑥

1

2
5 𝑥

1

2

0 𝑥
1

2
−

1

3
𝑥

1

2
9 𝑥

1

2

5 𝑥
1

2
2 𝑥

1

2
7 𝑥

1

2]
 
 
 
 

 

 = [

2 0 5/2
0 −1/6 9/2

5/2 1 7/2
] 

 

 

 

2. Transformasi (Operasi) Elementer Baris dan Kolom Suatu Matriks 

Transformasi elementer baris dan kolom adalah sebagai berikut: 
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a. Penukaran tempat antara baris ke-i dengan baris ke-j atau pertukaran kolom 

ke-i dan kolom ke-j. Dimana 𝐻𝑖𝑗(A) untuk transformasi baris dan 𝐾𝑖𝑗(A) untuk 

transformasi kolom. 

Contoh: 

1) Pertukaran Baris: 

a) A = [

1 4 −1
1/3 0 9
2 1/2 4

] maka 𝐻12(A) = [
1/3 0 9
1 4 −1
2 1/2 4

] 

𝐻12adalah perpindahan baris pertama menjadi baris kedua. 

 

b) A = [
0 −3

2/5 1
8 −7

] maka 𝐻31(A) = [
8 −7

2/5 1
0 −3

] 

𝐻31 adalah perpindahan baris ketiga menjadi baris pertama. 

 

c) A = [
5 0 7
6 8 6
9 −4 1

] maka 𝐻32(A) = [
5 0 7
9 −4 1
6 8 6

] 

𝐻32 adalah perpindahan baris ketiga menjadi baris kedua. 

 

2) Pertukaran Kolom: 

a) A = [

1 4 −1
1/3 0 9
2 1/2 4

] maka 𝐾23 (A) = [

1 −1 4
1/3 9 0
2 4 1/2

] 

𝐾23 adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom ketiga. 

 

b) A = [

1 4 −1
1/3 0 9
2 1/2 4

] maka 𝐾13 (A) = [

−1 4 1
9 0 1/3
4 1/2 2

] 

𝐾13 adalah perpindahan kolom pertama menjadi kolom ketiga dan kolom 

ketiga menjadi kolom pertama. 

 

c) A = [
1/3 3
9 1/5
4 7

] maka 𝐾21 (A) = [
3 1/3

1/5 9
7 4

] 

𝐾21 adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom pertama dan kolom 

pertama menjadi kolom kedua. 

d) A = [
9 −5 3
8 1 9

−7 −2 7
] maka 𝐾12 (A) = [

−5 9 3
1 8 9

−2 −7 7
] 
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𝐾12 adalah perpindahan kolom pertama menjadi kolom kedua dan kolom 

kedua menjadi kolom pertama. 

 

e) A = [
7 9 5 3

1/4 0 4 2
] maka 𝐾43 (A) = [

7 9 3 5
1/4 0 2 4

] 

𝐾43 adalah perpindahan kolom ke empat menjadi kolom ketiga dan 

kolom ketiga menjadi kolom ke empat. 

 

f) A = [
7 9 5 3

1/4 0 4 2
3 −1 7 5

] maka 𝐾24 (A) = [
7 3 5 9

1/4 2 4 0
3 5 7 −1

] 

𝐾24 adalah perpindahan kolom kedua menjadi kolom ke empat dan 

kolom ke empat menjadi kolom kedua. 

 

b. Mengalikan baris ke-i dengan suatu bilangan skalar h  ̧0, ditulis 𝐻𝑖(ℎ) (A) dan 

mengalikan kolom ke – i dengan skalar k  ̧0, ditulis 𝐾𝑖(𝑘)(A). 

Contoh: 

1) A = [

2 −3 5

1
1

2
−

2

3

5 6 7

] maka 𝐻2(2)(A) = [

2 −3 5

1𝑥2
1

2𝑥2
−

2

3𝑥2

5 6 7

] 

 𝐻2(2)(A)  = [
2 −3 5
2 1 −4/3
5 6 7

] 

𝐻2(2) artinya adalah mengalikan baris kedua dengan 2 

 

2) A = [

2 −3 5

1
1

2
−

2

3

5 6 7

] maka 𝐾
3

(
1
2)

(A) = 

[
 
 
 
 2 −3

5𝑥1

2

1
1

2
−

2

3
𝑥1

2

5 6
7𝑥1

2 ]
 
 
 
 

 

 𝐾3(1/2)(A) = [

2 −3 5/2
1 1/2 −1/2
5 6 7/2

] 

𝐾3(1/2) artinya adalah mengalikan kolom ketiga dengan ½ 

 

 

3) A = [
1/3 2
4 −1/2

] maka 𝐾12(A) = [
1/3𝑥2 2
4𝑥2 −1/2

] 

 𝐾12 (A) = [
2/3 2
8 −1/2

] 
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𝐾12 adalah kolom pertama dikalikan dengan dua. 

 

4) A = [
2 3 1/2

−4 9 3/2
]  maka 𝐾21/3 (A) = [

2 3𝑥1/3 1/2
−4 9𝑥1/3 3/2

] 

 𝐾21/3(A) = [
2 1 1/2

−4 3 3/2
] 

𝐾21/3 adalah kolom kedua dikalikan dengan 1/3. 

 

c. Menambah kolom ke - i dengan hasil perkalian k dengan kolom ke – j, ditulis 

𝐾𝑖𝑗(𝑘) (A) dan menambah baris ke – i dengan h dikali baris ke – j, ditulis 

𝐻𝑖𝑗(𝑘)(A). 

Contoh: 

1) A = [
2 −3 5
1 1/2 −2/3
5 6 7

] 

maka 𝐻23(−1) (A) = [

2 −3 5

1 + (5𝑥 − 1)
1

2
+ (6𝑥 − 1) −

2

3
+ (7𝑥 − 1)

5 6 7

] 

𝐻23(−1) (A) = [

2 −3 5

1 + (−5)
1

2
+ (−6) −

2

3
+ (−7)

5 6 7

] 

𝐻23(−1)(A) = [
2 −3 5

−4 −11/2 −23/3
5 6 7

] 

Dimana 𝐻23(−1)(A) adalah mengalikan baris ketiga dengan -1 dan 

menjumlahkan dengan baris kedua. 

 

2) A = [
2 −3 5
1 1/2 −2/3
5 6 7

] 

Maka 𝐾123−1(A) = [

(2𝑥2) + (5𝑥 − 1) −3 5

(1𝑥2) + (−
2

3
𝑥 − 1) 1/2 −2/3

(5𝑥2) + (7𝑥 − 1) 6 7

] 

 𝐾123−1 (A) = [
4 − 5 −3 5

2 + 2/3 1/2 −2/3
10 − 7 6 7

] 

 𝐾123−1 (A) = [
−1 −3 5
8/3 1/2 −2/3
3 6 7

] 
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Dimana 𝐾123−1(A) adalah mengalikan kolom pertama dengan 2 dan 

menjumlahkannya dengan kolom ke 3 dikali -1. 

 

3) A = [

−2 1
3/2 4
7 1/2

] 

Maka 𝐾21/212(A) = 

[
 
 
 
 −2 (1 𝑥

1

2
) + (−2 𝑥 2)

3/2 (4 𝑥
1

2
) + (

3

2
𝑥 2)

7 (
1

2
𝑥

1

2
) + (7 𝑥 2) ]

 
 
 
 

 

 𝐾21/212(A) = [

−2 (
1

2
− 4)

3/2 2 + 3

7
1

4
+ 14

] 

 𝐾21/212(A) = [

−2 −7/2
3/2 5
7 57/4

] 

Dimana 𝐾21/212 adalah mengalikan kolom kedua dengan ½ dan 

menjumlahkan hasilnya dengan kolom pertama dikali 2. 

 

4) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 

Maka 𝐻322 = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3

4 + (−2𝑥2) −4 + (6𝑥2) 7 + (5𝑥2)
2

3
+ (−

1

3
𝑥 2)

] 

 𝐻322 = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3

4 − 4 −4 + 12 7 + 10
2

3
−

2

3

] 

 𝐻322 = [
1 1/2 −3 9

−2 6 5 −1/3
0 8 17 0

] 

 

Dimana 𝐻322 adalah baris ketiga dijumlahkan dengan baris kedua yang 

dikali dengan 2. 

 

5) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 
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Maka 𝐾432−1 (A) = 

[
 
 
 
 1 1/2 −3 (9𝑥3) + (

1

2
𝑥 − 1)

−2 6 5 (−
1

3
𝑥 3) + (6 𝑥 − 1)

4 −4 7 (
2

3
𝑥 3) + (−4 𝑥 − 1)]

 
 
 
 

 

 

 𝐾432−1 (A) = [
1 1/2 −3 27 − 1/2

−2 6 5 −1 − 6
4 −4 7 2 + 4

] 

 

 𝐾432−1 (A) = [
1 1/2 −3 53/2

−2 6 5 −7
4 −4 7 6

] 

 

Dimana 𝐾432−1 adalah kolom ke empat dikali dengan 3 dan 

menjumlahkannya dengan kolom kedua dikali -1. 

 

6) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 

 

Maka 𝐾1221 (A) = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 

 𝐾1221 (A) = [

(1𝑥2) + (
1

2
𝑥 1) 1/2 −3 9

(−2𝑥2) + (6𝑥1) 6 5 −1/3

(4𝑥2) + (−4𝑥1) −4 7 2/3

] 

 

 𝐾1221 (A) = [

2 + 1/2 1/2 −3 9
−4 + 6 6 5 −1/3
8 − 4 −4 7 2/3

] 

 𝐾1221 (A) = [

5/2 1/2 −3 9
2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 

  

Dimana 𝐾1221 adalah kolom ke satu dikali dengan 2 dan menjumlahkannya 

dengan kolom kedua dikali 1. 

 

7) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 
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Maka 𝐻23
2 = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3

−2 + (4𝑥2) 6 + (−4𝑥2) 5 + (7𝑥2) −
1

3
+ (

2

3
𝑥 2)

] 

 

𝐻23
2 = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3

−2 + 8 6 − 8 5 + 14 −
1

3
+ 4 /3

] 

 

𝐻23
2 = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
6 −2 19 1

] 

 

Dimana 𝐻23
2 adalah baris kedua dijumlahkan dengan baris ketiga yang 

dikali dengan 2. 

 

8) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 

 

Maka  𝐾242 (A) = 

[
 
 
 
 1

1

2
+ (9𝑥2) −3 9

−2 6 + (−
1

3
𝑥 2) 5 −1/3

4 −4 + (
2

3
𝑥 2) 7 2/3 ]

 
 
 
 

 

 

𝐾242 (A) = [
1

1

2
+ 18 −3 9

−2 6 − 2/3 5 −1/3
4 −4 + 4/3 7 2/3

] 

 

𝐾242 (A) = [

1 37/2 −3 9
−2 16/3 5 −1/3
4 8/3 7 2/3

] 

 

Dimana 𝐾242 adalah kolom ke kedua dijumlahkan dengan kolom keempat 

yang dikali dengan 2. 

 

9) A = [

1 1/2 −3 9
−2 6 5 −1/3
4 −4 7 2/3

] 
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Maka 𝐾1232 (A) = [

(1𝑥2) + (−3𝑥2) 1/2 −3 9

(−2𝑥2) + (5𝑥2) 6 5 −1/3

(4𝑥2) + (7𝑥2) −4 7 2/3

] 

 

𝐾1232 (A) = [

2 − 6 1/2 −3 9
−4 + 10 6 5 −1/3
8 + 14 −4 7 2/3

] 

𝐾1232 (A) = [

−4 1/2 −3 9
6 6 5 −1/3
22 −4 7 2/3

] 

 

Dimana 𝐾1232 adalah kolom ke satu yang dikalikan dengan 2 dan 

menjumlahkannya dengan kolom ketiga yang dikali dengan 2. 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Diketahui matriks A = [
−1 3
2 1/5
4 6

], B = [
1 8
5 6
3 7

], C = [
1 4 1
4 −9 0

] 

Tentukanlah: a. 𝐴𝑇  

 b. 𝐵𝑇  

 c. 𝐶𝑇 

2. Diketahui matriks A = [
1/2 2
−1 3

], B = [
1 3

1/3 1/9
3 6

]maka hitunglah 2𝐴𝑇 dan 1/4B 

 

3. Matriks A = [
1/2 3
4 −9
7 6

] maka tentukanlah 𝐻13, 𝐾21, 𝐻23 

 

4. Berapakah nilai 𝐻12
3, 𝐾12

−1, 𝐻32
1/2dari matriks A = [

1/2 −1 3
2 1/3 −4

1/5 2 1
] 

 

5. Diketahui matriks [
1/2 2
3 −4

] maka tentukanlah 

a. 𝐾1223 

b. 𝐻11/21 

c. 𝐾122 

d. d. 𝐾21/311/2 

 

  



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 63 

 

D. Daftar Pustaka 

Anton, Howard. (2010). Elementary Linear Algebra: Applications Version (10th ed). 

John Wiley & Sons. Inc, New Your, NY. 

Atmadja, J., Bandung, I. T., & Bandung, J. G. (2016). Penerapan Aljabar Lanjar pada 

Grafis Komputer, 1–9. 

Kusumawati, Ririen (2006). Diktat Aljabar Liniear dan Matriks. Malang: Jurusan 

Teknik Informatika Fakultas Sains dan Teknologi UIN Malang. 

Lay, David C. (2000). Linear Algebra and Its Aplication (2nd ed). Addison-Wesley 

Publ. Co., Reading, Mass. 

 

 

 

 

 

  



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 64 

 

PERTEMUAN 6  

MATRIKS ECHELON, EKIVALEN, ELEMENTER DAN RANK MATRIKS 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Pada akhir pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan tentang 

matriks echelon, ekivalen, elementer dan rank matriks. 

 

B. Uraian Materi 

1. Matriks Echelon 

Matriks echelon adalah setiap baris yang dimana semua unsurnya bernilai 

nol (apabila ada) maka terletak sebuah baris yang mempunyai suatu unsur yang 

bernilai bukan nol. Dimana pada setiap baris yang memiliki nilai suatu elemen 

tidak nol maka elemen yang bukan nol yang pertama harus terletak pada kolom 

sebelah kanan elemen yang bukan nol pada baris sebelumnya. 

Sebuah matriks dapat dikatakan echelon baris apabila memenuhi 

persyaratan sebagai berikut: 

a. Pada setiap baris  angka pertama selain 0 harus bernilai 1 (leading 1). 

b. Jika terdapat baris yang semua nilainya bernilai 0 maka harus dikelompokkan 

pada baris akhir dari sebuah matriks. 

c. Jika terdapat baris pada leading 1 maka leading 1 pada bagian bawah harus 

berada di bagian kanan dari leading 1 diatasnya. 

d. Apabila kolom yang memiliki leading 1 adalah angka selain satu adalah nol 

maka matriks tersebut disebut sebagai matriks echelon tereduksi. 

Misal: 

A = [

2 −3 7 0 5
0 0 −2 1 6
0 0 0 5 2
0 0 0 0 0

] 

dimana 2, -2, 5 disebut sebagai elemen privot dari suatu matriks A. 

 

B = [

0 3 5 2
0 0 7 4
0 0 0 0
0 0 0 0

] 

Dimana 3, 7 merupakan elemen privot dari suatu matriks B. 

C = [
2 −4 6 5
0 0 3 1
0 0 0 5

] 
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Dimana 2, 3, 5 merupakan elemen privot dari suatu matriks C. 

 

Contoh: 

1) Ubahlah matriks dibawah ini menjadi bentuk matriks echelon baris tereduksi: 

A = [
2 0 −4 6
1 1 −2 4
4 2 0 2

] 

 

Jawab: 

Langkah pertama adalah kita harus membuat matriks segitiga bawah. Maka 

kita harus mengubah baris kedua menjadi pertama karena baris pertama 

harus bernilai satu. 

A = [
2 0 −4 6
1 1 −2 4
4 2 0 2

], 𝐴12 = [
1 1 −2 4
2 0 −4 6
4 2 0 2

] 

 

setelah itu kita harus mengenolkan baris kedua, maka: 

A = [
1 1 −2 4
2 0 −4 6
4 2 0 2

] 𝑏2 - 2𝑏1 [
1 1 −2 4

2 − 2.1 0 − 2.1 −4 − (2.−2) 6 − 2.4
4 2 0 2

] 

A = [
1 1 −2 4

2 − 2 0 − 2 −4 + 4 6 − 8
4 2 0 2

] = [
1 1 −2 4
0 −2 0 −2
4 2 0 2

] 

 

Lalu kita menge- nolkan baris 3 dimana: 

A = [
1 1 −2 4
0 −2 0 −2
4 2 0 2

] 𝑏3 - 4𝑏1 [
1 1 −2 4
0 −2 0 −2

4 − 4.1 2 − 4.1 0 − (4.−2) 2 − (4.4)
] 

A = [
1 1 −2 4
0 −2 0 −2
0 −2 8 −14

] 

 

lalu kita mengubah baris kedua lagi menjadi satu karena diagonal harus 

bernilai satu, yaitu: 

A = [
1 1 −2 4
0 −2 0 −2
0 −2 8 −14

] − 1/2𝑏2 [

1 1 −2 4

0 −
1

2
𝑥 − 2 −

1

2
𝑥0 −

1

2
𝑥 − 2

0 −2 8 −14

] 

A = [
1 1 −2 4
0 1 0 1
0 −2 8 −14

] 
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lalu kita mengenolkan baris 1 kolom 2 dan baris 3 kolom 2, yaiu: 

A = [
1 1 −2 4
0 1 0 1
0 −2 8 −14

] 𝑏1 - 𝑏2 [
1 1 − 1 −2 − 0 4 − 1
0 1 0 1
0 −2 8 −14

] 

A = [
1 0 −2 3
0 1 0 1
0 −2 8 −14

] 𝑏3 + 2𝑏2 [
1 0 −2 3
0 1 0 1
0 −2 + 2.1 8 + 2.0 −14 + 2.1

] 

A = [
1 0 −2 3
0 1 0 1
0 0 8 −12

] 

 

lalu pada baris ketiga nilai 8 diubah menjadi nilai 1, yaitu: 

A = [
1 0 −2 3
0 1 0 1
0 0 8 −12

] 1/8𝑏3 [

1 0 −2 3
0 1 0 1

0 0 1/8𝑥8
1

8
𝑥 − 12

] 

A = [
1 0 −2 3
0 1 0 1
0 0 1 −3/2

] 𝑏1 + 2𝑏3 [
1 + 2.0 0 + 0.0 −2 + 2.1 3 + 3/2

0 1 0 1
0 0 1 −3/2

] 

 

Maka bentuk echelon baris tereduksi dari matriks diatas adala: 

A = [
1 0 0 9/2
0 1 0 1
0 0 1 −3/2

] 

 

2) Selesaikan persamaan berikut menjadi matriks ekselon baris tereduksi 

2x – y + z = 6 

x – 3y + z = -2 

x + 2y – z  = 3 

Jawab: 

[
2 −1 1
1 −3 1
1 2 −1

] [
6

−2
3

] 2𝑏2 - 𝑏1 =  [
2 −1 1
0 −5 1
1 2 −1

] [
6

−10
3

] 

 

lalu kita membuat baris ketiga menjadi nol 

sehingga: 

[
2 −1 1
0 −5 1
1 2 −1

] [
6

−10
3

] 2𝑏3 - 𝑏1 = [
2 −1 1
0 −5 1
0 5 −3

] [
6

−10
0

] 

lalu kita mengubah baris pertamamenjadi nol 

sehingga: 
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[
2 −1 1
0 −5 1
0 5 −3

] [
6

−10
0

] 5𝑏1 - 𝑏2 = [
10 0 4
0 −5 1
0 5 −3

] [
40

−10
0

] 

 

lalu ubah baris ketiga pada kolom kedua menjadi nol. 

[
10 0 4
0 −5 1
0 5 −3

] [
40

−10
0

] 𝑏3 + 𝑏2 = [
10 0 4
0 −5 1
0 0 −2

] [
40

−10
−10

] 

 

 lalu kita mengubah baris pertama pada kolom ketiga menjadi nol,  

sehingga: 

[
10 0 4
0 −5 1
0 0 −2

] [
40

−10
−10

] 𝑏1 + 2𝑏3 = [
10 0 0
0 −5 1
0 0 −2

] [
20

−10
−10

] 

 

lalu mengubah baris kedua kolom tiga menjadi nol,  

sehingga: 

[
10 0 0
0 −5 1
0 0 −2

] [
20

−10
−10

] 2𝑏2 + 𝑏3 = [
10 0 0
0 −10 0
0 0 −2

] [
20

−30
−10

] 

 

lalu mengubah baris pertama kolom pertama menjadi satu,  

sehingga: 

[
10 0 0
0 −10 0
0 0 −2

] [
20

−30
−10

] 1/10𝑏1 = [
1 0 0
0 −10 0
0 0 −2

] [
2

−30
−10

] 

 

lalu mengubah baris kedua kolom dua menjadi 1,  

sehingga: 

[
1 0 0
0 −10 0
0 0 −2

] [
2

−30
−10

] − 1/10𝑏2 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

] [
2
3

−10
] 

 

lalu mengubah baris ketiga kolom ketiga menjadi nol,  

sehingga: 

[
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

] [
2
3

−10
] − 1/2𝑏2 = [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
2
3
5
] 

 

Maka hasil matriks ekselon baris tereduksi adalah: 
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[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
2
3
5
] 

 

2. Matriks Ekivalen 

Dua buah matriks A dan matriks B dapat dikatakan ekivalensi apabila salah 

satunya diperoleh dari matrik yang lain dengan suatu operasi transformasi atau 

peprindahan suatu nilai elementer terhadap baris dan kolom suatu matriks. 

Apabila transformasi hanya terjadi pada baris matriks saja maka disebut sebagai 

elementer baris. Dan apabila transformasi hanya terjadi pada kolom matriks saja 

maka disebut sebagai elementer kolom. 

Misal: 

A = [
4 2 3
5 6 1

] dan B = [
5 6 1
4 2 3

] 

Dari dua buah matriks diatas yaitu matriks A dan matriks B disebut sebagai 

ekivalensi baris. Karena jika kita menukarkan baris baris pertama dengan baris 

kedua pada matriks A atau 𝐻12(A) , maka akan diperoleh matriks B. 

 

Contoh: 

A = [
4 2 0 1
3 3 1 1

] dan A = [
4 3 1 0
4 2 0 1

] 

Matriks A dan B Ekivlen, buktikan! 

Jawab: 

A = [
4 2 0 1
3 3 1 1

] 𝐾131 = [
4 + (0𝑥1) 2 0 1

3 + (1𝑥1) 3 1 1
] = [

4 2 0 1
4 3 1 1

] 

 

A = [
4 2 0 1
4 3 1 1

] 𝐾43−1 = [
4 2 0 1 + (0𝑥 − 1)

4 3 1 1 + (1𝑥 − 1)
] = [

4 2 0 1
4 3 1 0

] 

 

A = [
4 2 0 1
4 3 1 0

] 𝐻12   =[
4 3 1 0
4 2 0 1

]  

 

3. Matriks Elementer 

Matriks elementer merupakan suatu matriks bujursangkar yang dapat 

diperoleh dari sebuah matriks satuan yang sesuai dan menggunakan operasi 

baris elementer. Matriks elementer merupakan salah satu metode yang dapat 

digunakan untuk memperoleh hasil invers dari suatu matriks.  

 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 69 

 

Contoh: 

𝐸1 = [
1 0
0 −3

] 

artinya 𝐸1 didapatkan dari sebuah matriks satuan yang memiliki ordo 2 x 2 

yang digunakan satu operasi baris elementer pertama, yaitu dengan mengalikan 

baris kedua dengan konstanta -3. 

𝐸2= [
1 0 0
0 0 1
0 1 0

] 

artinya 𝐸2 didapatkan dari sebuah matriks satuan yang memiliki ordo 3 x 3 

yang digunakan satu operasi baris elementer kedua, yaitu dengan cara 

menukarkan posisi baris kedua dengan baris ketiga. 

𝐸3 = [
1 0 −5
0 1 0
0 0 1

] 

artinya 𝐸3 dikenai oleh operasi baris elementer yang ketiga, yaitu dengan 

menjumlahkan kelipatan -5 pada baris ketiga dengan baris pertama. 

 

4. Rank Matriks 

Rank matriks adalah jumlah maksimum vektor – vektor pada baris dan kolom 

yang bebas linier. Dimana untuk mencari suatu rank matriks, menggunakan 

seuatu operasi transformasi elementer yaitu dengan mengubah sebanyak 

mungkin pada baris dan kolom menjadi sebuah vektor nol. 

Adapun langkah-langkah menentukan suatu rank matriks adalah sebagai 

berikut: 

a. Menentukan elemen pivot 

b. Jadikan semua elemen bernilai nol yang sebaris atau sekolom dengan privot 

tersebut. 

c. Perhatikan kembali baris dan kolom yang tertinggal atau tanpa baris dan 

kolom yang terdapat sebuah privot. 

d. Jika tersisa dua baris ataupun dua kolom maka periksa apakah pada baris 

dan kolom tersebut merupakan suatu kelipatan. Jika ya maka salah satu dari 

baris ataupun nol bisa dijadikan nol. Jika tidak ada kelipatan maka proses 

disebut selesai. 

e. Apabila masih terdapat lebih dari dua baris maupun kolom, maka ulangi 

kembali langkah diatas  
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Contoh: 

1) Tentukanlah rank matriks berikut: 

A = [

1 2 3 1
2 3 1 4
1 4 2 3
1 3 −3 5

] 

 

Jawab: 

Pertama pilihlah privot 1 dan lakukan transformasi elementer kemudian 

ubah setiap elemen pada baris kedua kolom pertama menjadi nol dan 

kemudian baris ketiga dan keempat menggunakan operasi transformasi 

operasi baris elementer.  

Maka: 

A = [

1 2 3 1
2 3 1 4
1 4 2 3
1 3 −3 5

] 𝑏2 - 𝑏12  =  [

1 2 3 1
2 − 2 3 − 4 1 − 6 4 − 2

1 4 2 3
1 3 −3 5

] 

A = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
1 4 2 3
1 3 −3 5

] 𝑏3- 𝑏1 = [

1 2 3 1
2 3 1 4

1 − 1 4 − 2 2 − 3 3 − 1
1 3 −3 5

] 

A = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 2 −1 2
1 3 −3 5

] 

 

 lalu mengubah baris keempat menjadi o, 𝑏4 - 𝑏1 

A = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 2 −1 2

1 − 1 3 − 2 −3 − 3 5 − 1

] , A =  [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 2 −1 2
0 1 −6 4

] 

 

Karena masih tersisa baris 3 dan kolom 3 pda baris 1 kolom 1 yang 

menjadi privot maka kita mengulangi langka awal. Sehingga diperoleh 

matriks berikut: 

B = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 2 −1 2
0 1 −6 4

] 𝑏3 + 𝑏22 = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2

0 + 0 2 − 2 −1 − 10 2 + 4
0 1 −6 4

] 

B = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6
0 1 −6 4

] 𝑏4 + 𝑏2 = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6

0 + 0 1 − 1 −6 − 5 4 + 2

] 
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Setelah proses selesai dilakukan maka diperoleh matriks 

 C = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6
0 0 −11 6

] 

 

lalu lakukan kembali operasi elemeneter pada baris ke empat, yaitu: 

C = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6
0 0 −11 6

] 𝑏4 - 𝑏3 = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6
0 0 −11 − (−11) 6 − 6

] 

Maka menjadi D = [

1 2 3 1
0 −1 −5 2
0 0 −11 6
0 0 0 0

] 

 

maka diperoleh rank matriks A = 3 

 

2) Tentukan rank matriks dari A = [
1 2 3

−2 4 3
3 1 −2

] 

Jawab: 

Untuk mencari rank dari matriks A dengan menggunakan minor matriks 

maka tentukan terlebih dahulu determinan matriks yang berukuran 3 x 3 

berikut: 

A = [
1 2 3

−2 4 3
3 1 −2

] [
1 2

−2 4
3 1

] 

 

Maka det (A) = (1 x 4 x -2) + (2 x 3 x 3) + (3 x -2 x 1) – (3 x 4 x 3) – (1 x 3 

x 1) – (-2 x -2 x 2) 

= -8 + 18 – 6 – 24 – 3 – 8 

= -31 

 

Karena hasil determinan adalah – 31 dan tidak sama dengan 0 maka nilai 

rank matriks adalah 3. 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Ubahlah matriks A = [

1 4 −2 5
3 1 1 −4
0 −2 4 6
3 2 −3 2

] ke dalam matriks ekselon baris 

tereduksi? 

2. Tunjukkan bahwa A adalah matrik ekselon tereduksi, A = 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

--

-

531

531

531

 

3. Diketahui  A = 

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

1031

2014

1213

, matrik B dihasilkan dari sederetan transformasi 

elementer H
)1(

31

-
,H

)2(

2  , H
12

, K
)1(

41  , K
)2(

3    terhadap A. 

 

4. Diketahui matriks A = [
2 −4 7 1
3 2 6 5

−3 4 5 0
] selesaikanlah matriks berikut ke dalam 

matriks elementer? 

 

5. Berapakah Rank dari matriks A = [
2 −1 6
1 1 −1

] 
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PERTEMUAN 7  

DETERMINAN, MINOR, KOFAKTOR, EKSPANSI BARIS DAN KOLOM 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Pada akhir pertemuan ini, Mahasiswa mampu menghitung determinan, matriks 

minor dan kofaktornya serta ekspansi baris dan kolom. 

 

B. Uraian Materi 

1. Determinan 

Determinan adalah suatu nilai matriks yang berbentuk persegi. Determinan 

matriks hanya dimiliki oleh sebuah matriks yang jumlah kolom dan jumlah 

barisnya sama. Untuk mencari determinan dari sebuah matriks kita 

menggunakan metode sarrus untuk ordo 2 x 2 dan metode perkalian untuk ordo 

3 x 3. 

Misal A = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] maka det (A) = ad - bc 

a. Ordo 2 x 2 

Contoh:  

Tentukanlah determinan dari matriks berikut: 

1) A = [
3 −1
8 5

] 4) [
−1/4 −1

2 7
] 

2) A = [
−1/3 1/2

2 3
] 5) [

2 −1/5
2/3 4

] 

3) A = [
4 1/5

2/3 −1/2
] 6) [

1/3 −1
0 1/5

] 

Jawab: 

1) A = [
3 −1
8 5

], maka det (A) = 3 x 5 – (-1x8) 

  = 15 – (-8) 

  = 15 + 8 

  = 23 

 

2) A = [
−1/3 1/2

2 3
], maka det (A) = -1/3 x 3 – ½ x 2 

 = -1 – 1 

 = -2 

3) A = [
4 1/5

2/3 −1/2
], maka det (A) = (4 x -1/2) – 1/5 x 2/3 
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 = -2 – 2/15 

 = - 32/15 

4) A = [
−1/4 −1

2 7
], maka det (A) = -1/4 x 7 – ( -1 x 2) 

 = - 7/4 + 2 

 = ¼ 

5) A = [
2 −1/5

2/3 4
], maka det (A) = 2 x 4 – (-1/5 x 2/3) 

 = 8 – ( - 2/15) 

 = 8 + 2/15 

 = 122 / 15 

6) A = [
1/3 −1
0 1/5

], maka det (A) = 1/3 x 1/5 – (-1 x 0) 

 = 1/15 + 0 

 = 1/15 

 

b. Ordo 3 x 3 

Tentukan determinan dari matriks berikut: 

1) A = [

−1 2 1/2
3 −4 2/3
1 1/2 −1/3

] 

 

Jawab: 

A = [

−1 2 1/2
3 −4 2/3
1 1/2 −1/3

] |
−1 2
3 −4
1 1/2

| 

 

Dengan mengalikan dua buah kolom, yaitu kolom pertama dan kolom 

kedua. Dari kiri atas menuju kanan bawah (penjumlahan) dan dari kiri 

bawah menuju kanan atas (pengurangan). 

= (-1 x -4 x -1/3) + (2 x 2/3 x 1) + (1/2 x 3 x ½) – (1 x -4 x ½) – (1/2 x 2/3 x 

-1) – ( -1/3 x 3 x 2) 

= 
− 4

3
 + 

4

3
 + 

3

4
 + 2 + 

1

3
 + 2 

= 
−16+16+9+24+4+24

12
 

= 
61

12
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2) A = [
3

1

5

1

3

−2 3 1
−1 −2 4

] 

 

Jawab: 

maka mencari determinan adalah dengan mengalikan dua buah kolom 

yaitu kolom pertama dan kolom kedua. Maka: 

A = [
3

1

5

1

3

−2 3 1
−1 −2 4

] |
3 1/5

−2 3
−1 −2

| 

 

Det (A) = ( 3 x 3 x 4) + ( 1/5 + 1 x -1) + ( 1/3 x -2 x -2) – (-1 x 3 x 1/3) – (-2 

x 1 x 3 ) – ( 4 x -2 x 1/5) 

= 36 – 1/5 + 4/3 + 1 + 6 + 8/5 

= 540/15 – 3/15 + 20/15 + 15/15 + 90/15 + 24/15 

= 686/15 

 

3) A = [
3 2 1
4 5 6
7 5 3

] 

 

Jawab: 

Maka det (A) = [
3 2 1
4 5 6
7 5 3

] |
3 2
4 5
7 5

| 

 = ( 3 x 5 x 3 ) + ( 2 x 6 x 7 ) + ( 1 x 4 x 5) – (7 x 5 x 1) – ( 5 x 

6 x 3 ) – ( 3 x 4 x 2) 

  = 45 + 84 + 20 – 35 – 90 – 24 

 = 0 

 

4) A = [
−1 3 −2
5 −2 4
8 1 −1

] 

 

Jawab: 

Maka det (A) = [
−1 3 −2
5 −2 4
8 1 −1

] |
−1 3
5 −2
8 1

| 
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 = ( -1 x -2 x -1 ) + (3 x 4 x 8 ) + ( -2 x 5 x 1 ) – ( 8 x -2 x -2 ) 

– ( 1 x 4 x -1 ) – ( -1 x 5 x 3 ) 

 = -2 + 96 – 10 – 32 + 4 + 15 

 = 71 

 

2. Minor 

Apabila A merupakan matriks kuadrat , maka minor 𝑎𝑖𝑗 dinyatakan oleh 𝑀𝑖𝑗 

yang dimana merupakan submatriks A yang diperoleh dengan cara 

menghilangkan baris ke- I dengan kolom ke- j. 

Bentuk operasi minor adalah sebagai berikut: 

A = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

Maka: 

𝑀11 = [
𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33
] 𝑀21 = [

𝑎12 𝑎13

𝑎32 𝑎33
] 𝑀31 = [

𝑎12 𝑎13

𝑎22 𝑎23
] 

𝑀12 = [
𝑎21 𝑎23

𝑎31 𝑎33
]  𝑀22 = [

𝑎11 𝑎13

𝑎31 𝑎33
]  𝑀32 = [

𝑎11 𝑎13

𝑎21 𝑎23
] 

𝑀13 = [
𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32
] 𝑀23 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎31 𝑎32
]  𝑀33 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] 

 

Contoh: 

1) Tentukanlah 𝑀11 sampai 𝑀33 dari matriks di bawah ini: 

A = [
2 6 8
1 −4 5
4 3 1

] 

 

Jawab: 

Maka 𝑀11 artinya adalah menghilangkan baris pertama kolom pertama. Begitu 

juga dengan M yang lainya, bahwa angka pertama setelah M adalah 

menunjukan letak baris ke –, dan angka setelahnya adalah menunjukan kolom 

ke-, Sehingga didapat: 

𝑀11 = [
−4 5
3 1

] 𝑀21 = [
6 8
3 1

] 𝑀31 = [
6 8

−4 5
] 

𝑀12 = [
1 5
4 1

] 𝑀22 = [
2 8
4 1

] 𝑀32 = [
2 8
1 5

] 

𝑀13 = [
1 −4
4 3

] 𝑀23 = [
2 4
4 3

] 𝑀33 = [
2 6
1 −4

] 
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2) Tentukanlah 𝑀11 sampai 𝑀44 dari matriks di bawah ini: 

A = [

1 3 4 2
5 −3 3 −4
4 4 2 1
2 9 8 −6

] 

 

Jawab: 

𝑀11 = [
−3 3 −4
4 2 1
9 8 −6

] 𝑀21 = [
3 4 2
4 2 1
9 8 −6

] 𝑀31 = [
3 4 2

−3 3 1
9 8 −6

] 

𝑀12 = [
5 3 −4
4 2 1
2 8 −6

] 𝑀22 = [
1 4 2
4 2 1
2 8 −6

] 𝑀32 = [
1 4 2
5 3 −4
2 8 −6

] 

𝑀13 = [
5 −3 −4
4 4 1
2 9 −6

] 𝑀23 = [
1 3 2
4 4 1
2 9 −6

] 𝑀33 = [
1 3 2
5 −3 −4
2 9 −6

] 

𝑀14 = [
5 −3 3
4 4 2
2 9 8

] 𝑀24 = [
1 3 4
4 4 2
2 9 8

] 𝑀34 = [
1 3 4
5 −3 3
2 9 8

] 

𝑀41 = [
3 4 2

−3 3 −4
4 2 1

] 𝑀42 = [
1 4 2
5 3 −4
4 2 1

] 𝑀43 = [
1 3 2
5 −3 −4
4 4 1

] 

  𝑀44 = [
1 3 4
5 −3 2
4 4 2

] 

 

3. Kofaktor 

Nilai suatu kofaktor matriks diperoleh ketika nilai dari minor diperoleh. 

Dimana untuk mencari kofaktor adalah sebagai berikut: 

 

𝑪𝒊𝒋 = (−𝟏)𝒊+𝒋 . det 𝑴𝒊𝒋 

 

Keterangan: 

Dimana i = baris dan j = kolom 

 

Contoh: 

1) Tentukanlah kofaktor dari matriks: 

A = [
2 1 −3
4 5 1

−2 3 1
] 
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Jawab: 

𝐶11 = (−1)1+1 . det 𝑀11 𝐶12 = (−1)1+2 . det 𝑀12 

= (−1)2 . det [
5 1
3 1

] = (−1)3 . det [
4 1

−2 1
] 

= 1 . ( (5 x 1) – ( 1 x 3) ) = -1 . ( (4 x 1) – (-2 x 1) 

= 1 . (5 – 3) = -1 . (4 + 2) 

= 1 . 2 = -1 . 6 

= 2 = -6 

 

𝐶13 = (−1)1+3 . det 𝑀13 𝐶21 = (−1)2+1 . det 𝑀21 

= (−1)4 . det [
4 5

−2 3
] = (−1)3 . det [

1 −3
3 1

] 

= 1 . ( (4 x 3) – (5 x -2) ) = -1 . ( (1 x 1) – (-3 x 3) ) 

= 1 . (12 + 10) = -1 ( 1 + 9) 

= 1 . 22 = -1 . 10 

= 22 = -10 

 

𝐶22 = (−1)2+2 . det 𝑀22 𝐶23 = (−1)2+3 . det 𝑀23 

= (−1)4 . det [
2 −3
2 1

] = (−1)5 . det [
2 1

−2 3
] 

= 1 . ( (2 x 1) – (-3 x2) ) = -1 . ( (2 x 3) – (1 x -2) ) 

= 1 . (2 + 6) = -1 ( 6 + 2) 

= 1 . 8 = -1 . 8 

= 8 = -8 

 

𝐶31 = (−1)3+1 . det 𝑀31 𝐶32 = (−1)3+2 . det 𝑀32 

= (−1)4 . det [
1 −3
5 1

] = (−1)5 . det [
2 −3
4 1

] 

= 1 . ( (1 x 1) – (-3 x 5) ) = -1 . ( (2 x 1) – (-3 x 4) ) 

= 1 . (1 + 15) = -1 ( 2 + 12) 

= 1 . 16 = 16 = -1 . 14 = -14 

 

𝐶33 = (−1)3+3 . det 𝑀33  

= (−1)6. det [
2 1
4 5

]  

= 1 . ( (2 x 5) – (1 x 4) )  

= 1 . (10 - 4)  

= 1 . 6 = 22  
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2) Tentukan kofaktor dari matriks: 

A = [
−1 3 4
5 2 7

−4 2 4
] 

 

Jawab: 

𝐶11 = (−1)1+1 . det 𝑀11 𝐶12 = (−1)1+2 . det 𝑀12 

 = (−1)2. det [
2 7
2 4

]  = (−1)3. det [
5 7

−4 4
] 

 = 1 (2 x 4 – 7 x 2)  = -1 (5 x 4 – 7 x -4) 

 = 1 (8 – 14)  = -1 (20 + 28) 

 = 1 (-6)  = -1 (48) 

 = -6  = -48 

 

𝐶13 = (−1)1+3 . det 𝑀13 𝐶21 = (−1)2+1 . det 𝑀21 

 = (−1)4. det [
5 2

−4 2
]  = (−1)3. det [

3 4
2 4

] 

 = 1 (5 x 2 – 2x -4)  = -1 (3 x 4 – 4 x 2) 

 = 1 (10+ 8)  = -1 (12 – 8) 

 = 1 (18)  = -1 ( 4) 

 = 18  = -4 

 

𝐶22 = (−1)2+2 . det 𝑀23 𝐶23 = (−1)2+3 . det 𝑀23 

 = (−1)4 . det [
−1 4
−4 4

]  = (−1)5. det [
−1 3
−4 2

] 

 = 1 . (-1 x 4 – 4 x -4)  = -1 (-1 x 2 – 3 x -4) 

 = 1 . (-4 + 16)  = -1 (-2 +12) 

 = 1 (12)  = -1 (10) 

 = 12  = -10 

 

4. Ekspansi Baris 

Dalam determinan suatu matrks, maka kofaktor yang dihitung hanya 

tergantung pada baris matriks dan kolom matriks saja. Untuk baris disebut 

sebagai ekspansi baris dan untuk kolom disebut sebagai ekspansi kolom. 

untuk matriks ordo 3 x 3 

Misal A = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 
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Baris 1 = 𝑎11𝑐11 + 𝑎12𝑐12 + 𝑎13𝑐13 

Baris 2 = 𝑎21𝑐21 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎23𝑐23 

Baris 3 = 𝑎31𝑐31 + 𝑎32𝑐32 + 𝑎33𝑐33 

 

Contoh: 

1) Tentukanlah ekspansi baris dari matriks A = [
1 −2 4

−3 1 5
2 4 3

] 

Jawab: 

Baris 1 

= 𝑎11𝑐11 + 𝑎12𝑐12 + 𝑎13𝑐13 

= 1. (−1)1+1 . det 𝑀11) + (-2. (−1)1+2 . det 𝑀12) + (4. (−1)1+3 . det 𝑀13) 

= 1.(1. det[
1 5
4 3

] )) – 2 (-1. det [
−3 5
2 3

]) + 4. ( 1. det [
−3 1
2 4

]) 

= 1 .(1 (1 x 3 – 5 x 4)) – 2 (-1. (-3 x 3 – 5 x 2) + 4. ( 1. -3 x 4 – 1 x 2) 

= 1. (1 ( 3 – 20)) – 2 (-1 ( -9 – 10 ) + 4. (1. (-12 – 2)) 

= 1.(-17) + 2.(-19) + 4 (-14) 

= -17 - 38 – 56 

= -111 

 

Baris 2 

= 𝑎21𝑐21 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎23𝑐23 

= -3. (−1)2+1 . det 𝑀21) + (1. (−1)2+2 . det 𝑀22) + (5. (−1)2+3 . det 𝑀23) 

= -3.(-1. det [
−2 4
4 3

] )) + 1 (1. det [
1 4
2 3

]) + 5. ( -1. det [
1 −2
2 4

]) 

= -3 .(-1 (-2 x 3 – 4 x 4)) + 1 (1. (1 x 3 – 4 x 2) + 5. ( -1.( 1 x 4 – (-2 x 2)) 

= -3 (-1. (- 6 – 16) + 1 (1. (3 – 8)) + 5. (-1 (4 +4) 

= -3 (22) + 1 (-5) + 5 (-8) 

= - 66 – 5 – 40 

= - 111 

 

Baris 3 

= 𝑎31𝑐31 + 𝑎32𝑐32 + 𝑎33𝑐33 

= 2. (−1)3+1 . det 𝑀31) + (4. (−1)3+2 . det 𝑀32) + (3. (−1)3+3 . det 𝑀33) 

= 2.(1. det [
−2 4
1 5

] )) + 4 (-1. det [
1 4

−3 5
]) + 3. ( 1. det [

1 −2
−3 1

]) 

= 2 .(1 (-2 x 5 – 4 x 1)) + 4 (-1. (1 x 5 – 4 x -3) + 3. ( 1.( 1 x 1 – (-2 x -3)) 
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= 2 (1. (- 10 – 4) + 4 (-1. (5 + 12)) + 3. (1 (1 - 6)) 

= 2 (-14) - 4 (17) + 3 (-5) 

= - 28 – 68 – 15 

= - 111 

 

5. Ekspansi Kolom 

Misal A = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

Kolom 1 = 𝑎11𝑐11 + 𝑎21𝑐21 + 𝑎31𝑐31 

Kolom 2 = 𝑎12𝑐12 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎32𝑐32 

Kolom 3 = 𝑎13𝑐13 + 𝑎23𝑐23 + 𝑎33𝑐33 

 
Contoh: 

1) Tentukanlah ekspansi baris dari matriks A = [
1 −2 4

−3 1 5
2 4 3

] 

Jawab: 

Kolom 1 

= 𝑎11𝑐11 + 𝑎21𝑐21 + 𝑎31𝑐31 

= 1. (−1)1+1 . det 𝑀11) + (-3. (−1)2+1 . det 𝑀21) + (2. (−1)3+1 . det 𝑀31) 

= 1.(1. det [
1 5
4 3

] )) – 3 (-1. det [
−2 4
4 3

]) + 2. ( 1. det [
−2 4
1 5

]) 

= 1 .(1 (1 x 3 – 5 x 4)) – 3 (-1. (-2 x 3 – 4x 4) + 2. ( 1. -2 x 5 – 4x 1) 

= 1. (1 ( 3 – 20)) – 3 (-1 ( -6 – 16) + 2. (1. (-10 – 4)) 

= 1.(-17) + 3.(-22) + 2 (-14) 

= -17 - 66 – 28 

= -111 

 
Kolom 2 

= 𝑎12𝑐12 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎32𝑐32 

= -2. (−1)1+2 . det 𝑀12) + (1. (−1)2+2 . det 𝑀22) + (4. (−1)3+2 . det 𝑀32) 

= -2.(-1. det [
−3 5
2 3

] )) + 1 (1. det [
1 4
2 3

]) + 4. ( -1. det [
1 4

−3 5
]) 

= -2 .(-1 (-3 x 3 – 5 x 2)) + 1 (1. (1 x 3 – 4 x 2) + 4. ( -1.( 1 x 5 – 4 x -3)) 

= -2. (-1 ( -9 – 10)) + 1 (1 ( 3 – 8 ) + 4. (-1. (5 + 12)) 

= -2.(19) + 1.(-5) -4 ( 17) 

= -38 - 5 – 68  

= -111 
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Kolom 3 

= 𝑎13𝑐13 + 𝑎23𝑐23 + 𝑎33𝑐33 

= 4. (−1)1+3 . det 𝑀13) + (5. (−1)2+3 . det 𝑀23) + (3. (−1)3+3 . det 𝑀33) 

= 4.(1. det [
−3 1
2 4

] )) + 5 (-1. det [
1 −2
2 4

]) + 3. ( 1. det [
1 −2

−3 1
]) 

= 4 .(1 (-3 x 4 – 1 x 2)) + 5 (-1. (1 x 4 – (-2 x 2) + 3. ( 1.( 1 x 1 – (-2 x -3)) 

= 4. (1 ( -12 – 2)) + 5 (-1 ( 4 + 4 ) + 3. (1. (1-6)) 

= 4.(-14) + 5.(-8) + 3 ( -5) 

= -56 - 40 – 15 

= -111 

 

2) Tentukanlah ekspansi baris  dan ekspansi kolom  dari matriks: 

A = [
4 6 7
2 3 5

−2 1 4
] 

 
Jawab: 

a) ekspansi baris 

Baris 1 

 = 𝑎11𝑐11 + 𝑎12𝑐12 + 𝑎13𝑐13 

= 4. (−1)1+1 . det 𝑀11) + (6. (−1)1+2 . det 𝑀12) + (7. (−1)1+3 . det 𝑀13) 

= 4.(1. det [
3 5
1 4

] )) + 6 (-1. det [
2 5

−2 4
]) + 7. ( 1. det [

2 3
−2 1

]) 

= 4 .(1 (3 x 4 – 5 x 1)) + 6 (-1. (2 x 4 – (5 x -2) + 7. ( 1.( 2 x 1 – (3 x -2)) 

= 4. (1 ( 12 – 5)) + 6 (-1 ( 8 + 10 ) + 7. (1. (2 + 6)) 

= 4.(7) - 6.(18) + 7 ( 8) 

= 28 - 108 + 56 

= -24 

 

Baris 2 

= 𝑎21𝑐21 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎23𝑐23 

= 2. (−1)2+1 . det 𝑀21) + (3. (−1)2+2 . det 𝑀22) + (5. (−1)2+3 . det 𝑀23) 

= 2.(-1. det [
6 7
1 4

] )) + 3 (1. det [
4 7

−2 4
]) + 5. ( -1. det [

4 6
−2 1

]) 

= 2 .(-1 (6 x 4 – 7 x 1)) + 3 (1. (4 x 4 – (7 x -2) + 5. ( -1.( 4 x 1 – (6 x -2)) 

= 2. (-1 ( 24 – 7)) + 3 (1 ( 16 + 14 ) + 5. (-1. (4 + 12)) 

= -2.(17) +3.(30) -5 ( 16) 

= -34 + 90-80 = -24 
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Baris 3 

= 𝑎31𝑐31 + 𝑎32𝑐32 + 𝑎33𝑐33 

= -2. (−1)3+1 . det 𝑀31) + (1. (−1)3+2 . det 𝑀32) + (4. (−1)3+3 . det 𝑀33) 

= -2.(1. det [
6 7
3 5

] )) + 1 (-1. det [
4 7
2 5

]) + 4. ( 1. det [
4 6
2 3

]) 

= -2 .(1 (6 x 5 – 7 x 3)) + 1 (-1. (4 x 5 – (7 x 2) + 4. ( 1.( 4 x 3 – 6 x 2)) 

= -2. (1 ( 30 – 21)) + 1 (-1 ( 20 - 14 ) + 4. (1. (12- 12)) 

= -2.(9) - 1.(6) +4 ( 0) 

= -18- 6 - 0 

= -24 

 

b) ekspansi kolom 

Kolom 1 

= 𝑎11𝑐11 + 𝑎21𝑐21 + 𝑎31𝑐31 

= 4. (−1)1+1 . det 𝑀11) + (2. (−1)2+1 . det 𝑀21) + (-2. (−1)3+1 . det 𝑀31) 

= 4.(1. det [
3 5
1 4

] )) + 2 (-1. det [
6 7
1 4

]) -2. ( 1. det [
6 7
3 5

]) 

= 4 .(1 (3 x 4 – 5 x 1)) + 2 (-1. (6 x 4 – (7 x 1) -2. ( 1.( 6 x 5 – 7 x 3)) 

= 4. (1 ( 12 – 5)) + 2 (-1 ( 24 - 7 ) -2. (1. (30 - 21)) 

= 4.(7) - 2.(17) -2 ( 9) 

= 28 - 34 - 18 

= -24 

 

Kolom 2 

= 𝑎12𝑐12 + 𝑎22𝑐22 + 𝑎32𝑐32 

= 6. (−1)1+2 . det 𝑀12) + (3. (−1)2+2 . det 𝑀22) + (1. (−1)3+2 . det 𝑀32) 

= 6.(-1. det [
2 5

−2 4
] )) + 3 (1. det [

4 7
−2 4

]) + 1. ( -1. det [
4 7
2 5

]) 

= 6 .(-1 (2 x 4 – 5 x -2)) + 3 (1. (4 x 4 – (7 x -2) + 1. ( -1.( 4 x 5 – 7 x 2)) 

= 6. (-1 ( 8 + 10)) + 3 (1 ( 16 + 14 ) + 1. (-1. (20 - 14)) 

= -6.(18) + 3.(30) - 1 ( 6) 

= -108 + 90 - 6 

= -24 
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Kolom 3 

= 𝑎13𝑐13 + 𝑎23𝑐23 + 𝑎33𝑐33 

= 7. (−1)1+3 . det 𝑀13) + (5. (−1)2+3 . det 𝑀23) + (4. (−1)3+3 . det 𝑀33) 

= 7.(1. det [
2 3

−2 1
] )) + 5 (-1. det [

4 6
−2 1

]) + 4. ( 1. det [
4 6
2 3

]) 

= 7 .(1 (2 x 1 – 3 x -2)) + 5 (-1. (4 x 1 – (6 x -2) + 4. ( 1.( 4 x 3 – 6 x 2)) 

= 7. (1 ( 2+ 6)) + 5 (-1 ( 4+ 12 ) + 4. (1. (12 - 12)) 

= 7.(8) - 5.(16) + 4 ( 0) 

= 56- 90 + 0 

= -24 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Berapakah determinan dari matriks A = [
1/2 2
1 −9

] 

   

2. Berapakah determinan dari matriks A = [
1/4 3 2
5 1/2 1

−1 2 4

] 

 

3. Carilah nilai 𝑀11 sampai 𝑀33 dari matriks A = [
2 3 2
6 −1/5 −8
9 3 4

] 

   

4. Hitunglah nilai 𝐶23, 𝐶31, 𝐶33dari matriks A = [
3 2 −7

−5 6 4
−1 2 8

] 

    

5. Hitunglah nilai ekspansi baris  dari matriks A = [
3 2 −7

−5 6 4
−1 2 8

] 

 

6. Hitunglah nilai ekspansi kolom  dari matriks A = [
3 2 −7

−5 6 4
−1 2 8

] 
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PERTEMUAN 8  

MATRIKS ADJOIN DAN MATRIK INVERS 

 

A. TujuanPembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menghitung invers 

matriks dan menyelesaikannya dengan beberapa cara invers matriks. 

 

B. UraianMateri 

1. Matriks Adjoin 

Dalam matriks 2*2, matriks adjoinnya adalah pertukaran elemen-elemen 

yang terletak pada diagonal utama, dan mengalikan elemen-elemen yang 

terletak pada diagonal samping dengan -1.  

Sebagai simulasi : A = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

], A-1 = [
   𝑑 −𝑏
−𝑐   𝑎

] 

Sedangkan dalam matriks 3*3, matriks adjoinnya merupakan transpose dari 

kofaktor matriks A (KA)t. Jadi mencari minor dari matriks tersebut, kemudian 

mencari kofaktor dari minor tersebut, yang selanjutnya kofaktor tersebut di 

transpose. 

 

Contoh : 

a. Carilah adjoin dari matriks berordo 2*2 berikut : A = [
3 −1
2    1

] 

Jawab: 

Tukar nilai 3 dengan 1 di diagonal utama, kemudian kalian -1 diagonal 

samping (-1 dan 2), maka Adj A = [
   1 1
−2 3

] 

b. Carilah adjoin dari matriks berordo 3*3 berikut : A = [
2 0 1
1 3 2
1 1 1

] 

Jawab: 

Langka 1: Mencari minor 

𝑀11(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
3 2
1 1

] = (3*1)-(2*1) = 3-2 = 1 

𝑀12(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
1 2
1 1

] = (1*1)-(2*1) = (1)-(2) = -1 

𝑀13(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
1 3
1 1

] = (1*1)-(3*1) = 1-3 = -2 

𝑀21(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
0 1
1 1

] = (0*1)-(1*1) = (0)-(1) = -1 
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𝑀22(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
2 1
1 1

] = (2*1)-(1*1) = 2-1 = 1 

𝑀23(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
2 0
1  1

] = (2*1)-(0*1) = (2)-(0) = 2 

𝑀31(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
0 1
3 2

] = (0*2)-(1*3) = 0-3 = -3 

𝑀32(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
2 1
1 2

] = (2*2)-(1*1) = (4-1) = 3 

𝑀33(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
2 0
1 3

] = (2*3)-(0*1) = (6)-(0) = 6 

 

Hasil diatas diubah kedam matriks sesusai letaknya sehingga menjadi: 

Minor A = [
   1 −1 −2
−1    1    2
−3    3    6

]  

 

Langkah 2: Mencari Kofaktor 

Selanjutnya minor A dirubah kedalam kofaktor dengan cara mengalikan 

masing elemen, seperti berikut: 

Kofaktor A = [
+|  1| −|−1| +|−2|

−|−1| +|  1 | −|   2|

+|−3| −|   3| +|  6 |
], setiap elemen dikalikan dengan 

masing-masing tanda, menjadi: 

Kofaktor A = [
   1    1 −2
   1    1 −2
−3 −3    6

]
t
, selanjutnya kofaktor tersebut di transpose 

(baris menjadi kolom), sehingga menjadi 

adjoin A. 

Langkah 3: Mencari Adjoin 

Adjoin A = [
   1    1 −3
   1    1 −3
−2 −2    6

] , 

sehingga ini lah Adjoin A = [
   1    1 −3
   1    1 −3
−2 −2    6

] 

 

2. Matriks Invers 

Jika A dan B adalah sebuah matriks berbentuk bujur sangkar dan berlaku 

notasi AB = BA = I (I adalah matriks identitas), maka dapat dikatakan bahwa A 

dapat dibalik dengan B, sehingga B adalah matriks invers dari A (notasi: A–1). 

Sifat – sifat yang berlaku di matriks invers: 
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(A–1)-1 = A 

(A.B)-1= B-1A-1 

 

Contoh : 

a. Carilah invers dari matriks berordo 2*2 berikut :A =  [
3 2
2 3

] 

Jawab: 

1) Dengan cara pemisalan [
𝒂𝟏 𝒂𝟐

𝒂𝟑 𝒂𝟒
] 

Misalkan A–1kita anggap sebagai A–1=[
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
]   maka berlakuketentuan

 [
3 2
2 3

] [
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
] = [

1 0
0 1

] , 

untuk memcari nilai a, maka dikalikan terlebih dahulu antara matriks A 

(matriks soal) dengan Matriks A–1(matriks A–1yang dianggap) sehingga 

menjadi: 

 [
3𝑎1 + 2𝑎3 3𝑎2 + 2𝑎4

2𝑎1 + 3𝑎3 2𝑎2 + 3𝑎4
] = [

1 0
0 1

] 

setelah itu, diubah menjadi sebuah persamaan linier dua variable, yaitu : 

 3𝑎1 +  2𝑎3 = 1Ą(persamaan 1)  

 3𝑎2 +  2𝑎4 = 0Ą(persamaan 2)  

 2𝑎1 +  3𝑎3 = 0Ą(persamaan 3)  

 2𝑎2 +  3𝑎4 = 1Ą(persamaan 4)  

Selanjutnya kita cari nilai 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑑𝑎𝑛 𝑎4 dengan cara substitusi dan 

eliminasi, yaitu : 

a) Mencari nilai 𝑎3 dengan mengeliminasi 𝑎1𝑑𝑎𝑛 𝑎3 dari persamaan 1 

dan persamaan 3, yaitu : 

Pers. 1 3𝑎1 +  2𝑎3 = 1 Ą *2 (karena kita akan eliminasi 𝑎1) 

Pers. 3 2𝑎1 +  3𝑎3 = 0 – Ą *3(karena kita akan eliminasi 𝑎1) 

Maka menjadi:  

 6𝑎1 +  4𝑎3 = 2 

 6𝑎1 +  9𝑎3 = 0– 

 −5𝑎3 = 2 

𝑎3 =
2

−5
= −

2

5
  

 

b) Mencari nilai 𝑎1dengan mensubstitusikan nilai 𝑎3 yang didapat diatas 

kepers.13𝑎1 +  2𝑎3 = 1, nilai 𝑎3 diganti dengan −
2

5
, maka: 
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 3𝑎1 +  2. −
2

5
= 1 

 3𝑎1 + (−
4

5
) = 1 

3𝑎1   = 1 +
4

5
  

3𝑎1   =
5

5
+

4

5
  

3𝑎1   =
9

5
  

𝑎1   =
9

5⁄

3
Ą

9
5⁄

3
 sama seperti 

9
5⁄

3
1⁄
 

𝑎1   =
9

5
 𝑥 

1

3
Ą karena dirubah kebentuk perkalian 

maka yang tadinya 
3

1
 menjadi 

1

3
 

𝑎1   =
9

15
= 

3

5
  

c) Mencari nilai 𝑎4 dengan mengeliminasi 𝑎2 𝑑𝑎𝑛 𝑎4 dari persamaan 2 

dan persamaan 4, yaitu : 

Pers. 2  3𝑎2 +  2𝑎4 = 0 Ą *2 (karena kita akan eliminasi 𝑎1) 

Pers. 4 2𝑎2 +  3𝑎4 = 1 – Ą *3(karena kita akan eliminasi 𝑎1) 

Maka menjadi:   

 6𝑎2 +  4𝑎4 = 0 

 6𝑎2 +  9𝑎4 = 3– 

 −5𝑎4 = −3 

𝑎4 =
−3

−5
= 

3

5
  

d) Mencari nilai 𝑎2dengan mensubstitusikan nilai 𝑎4 yang didapat diatas 

kepers.2 3𝑎2 +  2𝑎4 = 0, nilai 𝑎4 diganti dengan 
3

5
, maka: 

 3𝑎2 +  2
3

5
= 0 

 3𝑎2 + (
6

5
) = 0 

3𝑎2   = 0 −
6

5
  

3𝑎2   = −
6

5
  

𝑎2   =
−6

5⁄

3
 Ą 

−6
5⁄

3
 sama seperti 

−6
5⁄

3
1⁄

 

𝑎2   = −
6

5
 𝑥 

1

3
Ą karena dirubah kebentuk perkalian 

maka yang tadinya 
3

1
 menjadi 

1

3
 

𝑎2   = −
6

15
= −

2

5
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Sehingga didapat A-1=   [

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] 

 

2) Dengan cara Adjoin 

A = [
3 2
2 3

] , 𝑚𝑎𝑘𝑎A-1  =
1

det𝐴
 𝐴𝑑𝑗 (𝐴) 

 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] = [

𝑑

𝑎𝑑−𝑏𝑐
−

𝑏

𝑎𝑑−𝑏𝑐

−
𝑐

𝑎𝑑−𝑏𝑐

𝑎

𝑎𝑑−𝑏𝑐

] 

 = 
1

3.3−2.2
[

3 −2
−2 3

] = [

3

3.3−2.2
−

2

3.3−2.2

−
2

3.3−2.2

3

3.3−2.2

] 

= [

3

9−4
−

2

9−4

−
2

9−4

3

9−4

] 

= [

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] 

Sehingga didapat  A-1 = [

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] 

 

3) Dengan cara OBE (Operasi Baris Elemeter) 

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan 

tranformasi baris elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut: 

[𝐴|𝐼]Ą OBE Ą[𝐼|𝐴−1] 

[
3 2
2 3

|
1 0
0 1

]𝐻1𝐻2−1 artinya baris 1 ditambah baris 2 yang dikalikan -1, 

Menjadi 

[
1 −1
2    3

|
1 −1
0    1

]𝐻2𝐻1−2 artinya baris 2 ditambah (baris 1 dikalikan -2), 

Menjadi 

[
1 −1
0    5

|
   1 −1
−2    3

] 𝐻21/5 artinya baris 2 dikalikan (
1

5
), 

Menjadi 

[
1 −1
0    1

|
   1 −1

−
2

5

3

5

]𝐻1𝐻2 artinya baris 1 ditambah baris 2, 

Menjadi 
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[
1 0
0 1

|

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] karena ruas kiri sudah berubah menjadi matriks 

identitas yaitu [
1 0
0 1

] maka proses selesai. 

sehingga didapat A-1 = [

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] 

 

4) Dengan cara OKE (Operasi Kolom Elemeter) 

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan 

tranformasi kolom elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut: 

[
𝐴

𝐼
]Ą OKE Ą[

𝐼

𝐴−1] 

[
3 2
2 3
1 0
0 1

]𝐾1𝐾2−1 artinya kolom 1 ditambah kolom 2yang dikalikan (−1), 

Menjadi 

[
    1 2
 −1 3
    1 0
 −1 1

]𝐾2𝐾1−2 artinya kolom 2 ditambah kolom 1yang dikalikan (−2), 

Menjadi 

[
   1    0
−1    5
   1 −2
−    3

]𝐾21/5 artinya kolom 2 dikalikan (−
1

5
), 

Menjadi 

[

   1    0
−1    1

   1 −
2

5

−1
3

5

]𝐾1𝐾2 artinya kolom 1 ditambah kolom 2, 

Menjadi 

[

    1     0
    0     1
3

5
− 

2

5

− 
2

5

3

5

] karena ruas atas sudah berubah menjadi matriks identitas yaitu 

[
1 0
0 1

] maka proses selesai. 

sehingga didapat A-1 = [

3

5
−

2

5

−
2

5

3

5

] 

 

b. Carilah invers dari matriks berordo 3*3 berikut : A = [
−5    5 −1
   5 −6    2
−1    2 −1

] 
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Penyelesaian: 

1) Dengan cara OBE (Operasi Baris Elemeter) 

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan 

tranformasi baris elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut: 

[𝐴|𝐼]Ą OBE Ą[𝐼|𝐴−1] 

𝐼 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑘𝑠 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑎𝑠, 𝐼 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

= [
−5    5 −1
   5 −6    2
−1    2 −1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] ket = ruas kiri dirubah kedalam bentuk matriks 

Identitas  

 

 Angka -5 pada baris 1 kolom 1, dirubah kedalam angka 1, dengan cara 

𝐻1−1/5 yaitu baris 1 dikalikan dengan −
1

5
, menjadi 

= [
   1 −1

1

5

   5 −6    2
−1    2 −1

|
−

1

5
0 0

   0 1 0
   0 0 1

]𝐻2𝐻1−5 artinya baris 2 ditambah baris 1 yang 

dikalikan -5, menjadi 

= [
   1 −1

1

5

   0 −1    1
−1    2 −1

|
−

1

5
0 0

   1 1 0
   0 0 1

] 𝐻3𝐻1 artinya baris 2 ditambah baris 1, 

 menjadi 

= [

 1 −1
1

5

0 −1    1

0    1 −
4

5

|

−
1

5
0 0

   1 1 0

−
1

5
0 1

] 𝐻1𝐻3 artinya baris 1 ditambah baris 3, 

 menjadi 

= [

 1    0 −
3

5

0 −1    1

0    1 −
4

5

|

−
2

5
0 1

   1 1 0

−
1

5
0 1

] 𝐻2−1 artinya baris 2 dikalikan (-1), 

 menjadi 

= [

 1 0 −
3

5

0 1 −1

0 1 −
4

5

|

−
2

5
   0 1

−1 −1 0

−
1

5
   0 1

] 𝐻3𝐻2−1 artinya baris 3 ditambah baris 2 

yang dikalikan (-1), 

 Menjadi 
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= [

 1 0 −
3

5

0 1 −1

0 0
1

5

|

−
2

5
   0 1

−1 −1 0
4

5
   1 1

] 𝐻1𝐻33 artinya baris 1 ditambah baris 3 

yang dikalikan (3), 

 Menjadi 

= [

 1 0    0
0 1 −1

0 0
1

5

|

   2    3 4
−1 −1 0
4

5
   1 1

] 𝐻2𝐻35 artinya baris 2 ditambah baris 3 

yang dikalikan (5), 

 menjadi 

= [

 1 0 0
0 1 0

0 0
1

5

|

2 3 4
3 4 5
4

5
1 1

] 𝐻35 artinya baris 3 yang dikalikan (5), 

menjadi 

= [
 1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] karena ruas kiri sudah menjadi matriks identitas 

yaitu [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] maka proses selesai. 

Maka didapatA-1 = [
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] 

 

2) Dengan cara OKE (Operasi Kolom Elemeter) 

Yaitu dengan cara melakukan manipulasi anggotanya dengan 

tranformasi kolom elementer, dan dapat diskemakan sebagai berikut: 

[
𝐴

𝐼
]Ą OKE Ą [

𝐼

𝐴−1
] 

[

−5    5 −1
   5 −6    2
−1    2 −1
   1    0    0
   0    1    0
   0    0    1

]𝐾1−1/5 artinya kolom 1 dikalikan (−
1

5
), 

 Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    5 −1
−1 −6    2
1

5
   2 −1

1

5
   0    0

   0    1    0
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾2𝐾1−5 artinya kolom 2 ditambah kolom 1 dikalikan (−5), 

 Menjadi 
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[
 
 
 
 
   1    0 −1
−1 −1    2
1

5
   1 −1

1

5
   1    0

   0    1    0
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾3𝐾1 artinya kolom 3 ditambah kolom 1, 

 Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    0    0
−1 −1    1
1

5
   1 −

4

5
1

5
   1 −

1

5
   0    1    0
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾2−1 artinya kolom 2 dikalikan (−1), 

 Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    0    0
−1    1    1
1

5
−1 −

4

5
1

5
−1 −

1

5
   0 −1    0
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾1𝐾2 artinya kolom 1 ditambah kolom 2, 

 Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    0    0
   0    1    1

−
4

5
−1 −

4

5

−
6

5
−1 −

1

5
−1 −1    0
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾3𝐾2−1 artinya kolom 3 ditambah kolom 2 dikalikan (−1), 

 Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    0    0
   0    1    0

−
4

5
−1

1

5

−
6

5
−1

4

5
−1 −1    1
   0    0    1]

 
 
 
 

𝐾35 artinya kolom 3 dikalikan (5), Menjadi 

[
 
 
 
 
   1    0    0
   0    1    0

−
4

5
−1    1

−
6

5
−1    4

−1 −1    5
   0    0    5]

 
 
 
 

𝐾1𝐾34/5 artinya kolom 1 ditambah kolom 3 dikalikan (
4

5
), 

 Menjadi 

[

1    0    0
0    1    0
0 −1    1
2 −1    4
3 −1    5
4    0    5

]𝐾2𝐾3 artinya kolom 2 ditambah kolom 3, Menjadi 

[

1 0 0
0 1 0
0 0 1
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] karena ruas atas sudah berubah menjadi matriks identitas yaitu 

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] maka proses selesai. 
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sehingga didapat A-1= [
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] 

 

3) Dengan cara Determinan dan Adjoin  

A-1= 
1

det(𝐴)
 𝐴𝑑𝑗 (𝐴) 

e) Mencari determinan dengan cara sarrus 

A = [
−5    5 −1
   5 −6    2
−1    2 −1

] 

 

= (((−5)𝑥(−6)𝑥(−1)) + ((5)𝑥(2)𝑥(−1)) + ((−1)𝑥(5)𝑥(2)) −

((−1)𝑥(−6)𝑥(−1)) − ((−5)𝑥(2)𝑥(2)) − ((5)𝑥(5)𝑥(−1))) 

= ((−30) + (−10) + (−10) − (−6) − (−20) − (−25)) 

= ((−30) + (−10) + (−10) + (6) + (20) + (25)) 

= 1  

f) Mencari adjoin dengan cara KA
t 

Langka 1 : Mencari minor 

𝑀11(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
−6    2
   2 −1

] = (-6*-1)-(2*2) 

 = 6-4 = 2 

𝑀12(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
   5    2
−1 −1

] = (5*-1)-(2*-1) 

 = (-5)-(-2) = -3 

𝑀13(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 1, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
   5 −6
−1    2

] = (5*2)-(-6*-1)  

 = 10-6 = 4 

𝑀21(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
5 −1
2 −1

] = (5*-1)-(-1*2) 

 = (-5)-(-2) = -3 

𝑀22(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
−5 −1
−1 −1

] = (-5*-1)-(-1*-1) 

 = 5-1 = 4 

𝑀23(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
−5 5
−1  2

] = (-5*2)-(5*-1) 

 = (-10)-(-5) = -5 
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𝑀31(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 1 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
   5 −1
−6    2

] = (5*2)-(-1*-6) 

 = 10-6 = 4 

𝑀32(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 2 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
−5 −1
  5    2

] = (-5*2)-(-1*5) 

 = (-10)-(-5) = -5 

𝑀33(𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 3, 𝑘𝑜𝑙𝑜𝑚 3 𝑑𝑖𝑡𝑢𝑡𝑢𝑝) = [
−5    5
   5 −6

] = (-5*-6)-(5*5) 

 = (30)-(25) = 5 

Hasil diatas diubah kedalam matriks sesusai letaknya, menjadi: 

Minor A = [
   2 −3    4
−3    4 −5
   4 −5    5

]  

Langkah 2: Mencari Kofaktor 

Selanjutnya minor A dirubah kedalam kofaktor dengan cara 

mengalikan masing elemen, seperti berikut: 

Kofaktor A = [
+| 2| −|−3| +|  4 |

−|−3| +|  4 | −|−5|

+|  4 | −|−5| +|  5 |
], 

Ket : setiap elemen dikalikan dengan masing-masing tanda, 

menjadi: 

Kofaktor A = [
2 3 4
3 4 5
4 5 5

]
t
, selanjutnya kofaktor tersebut di 

transpose (baris menjadi kolom), 

sehingga menjadi adjoin A. 

Langkah 3: Mencari Adjoin 

Adjoin A = [
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] (kenapa hasilnya sama saja? karena 

kebetulan angka yang ditranpose, hasilnya 

sama) 

Maka A-1 = 
1

det(𝐴)
 𝐴𝑑𝑗 (𝐴) = 

1

1
[
2 3 4
3 4 5
4 5 5

]=[
2 3 4
3 4 5
4 5 5

] 
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C. LatihanSoal/Tugas 

1. Carilah Adjoin dari matriks A = [
   2 −2
−2    3

] 

 

2. Berapakah Adjoin dari matriks A = [
   5 −1
−4    6

] 

a. [
5 4
1 6

] c.  [
   6 −1
−4    5

] e. [
5 1
4 6

] 

b. [
6 1
4 5

] d. [
   6 −4
−1    5

] 

 

3. Berapakah Adjoin dari matriks A = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

] 

a. [
   0 −2    1
   2    6 −3
−2    0    1

] c.  [
0 −2 −2
2    6    0
1    3    1

] e. [
   1 −3    1
   0    2 −2
−2    6    0

] 

b. [
   0    2 −2
−2    6    0
   1 −1    1

] d. [
−2    6    0
   1 −3    1
   0    2 −2

] 

 

4. Carilah nilai invers dari matriks A = [
   2 −2
−2    3

], dengan cara OKE! 

 

5. Carilah Invers dari matriks A = [
   2 −3    1
   1    0    2
−2    1    3

], dengan cara OBE! 
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PERTEMUAN 9  

SISTEM PERSAMAAN LINIER 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa dapat memahami konsep 

sistem persamaan linier (SPL) dan menyelesaikan spl dengan eliminasi dan 

substitusi. 

B. Uraian Materi 

1. Pengertian Sistem Persamaan Linier 

Sistem persamaan linier adalah sekumpulan dari persamaan linier yang 

terdiri dari beberapa variabel dimana sistem persamaan linier ini terdiri dari tiga 

variabel yaitu x, y dan z. 

2. Metode Persamaan Linier 

a. Eliminasi 

Eliminasi adalah menghilangkan salah satu persamaan dan meletakkan 

kedua persamaan dalam posisi urutan yang sama dan membuat salah satu 

variabel untuk memiliki koefisian yang sama dengan variabel kedua yang 

ingin di eliminasi. 

1) SPL Metode Eliminasi 2 Variabel 

Contoh: 

Selesaikan SPL berikut dengan metode eliminasi? 

a. 2x – 3y = -1 b. –x + 4y = 3 c. -4x – y = 3 

3x – 4y = 7 2x – 3y = 5 2x + 3y = 5 

 

Jawab: 

a) 2x – 3y = -1 

3x – 4y = 7 

Langkah pertama adalah menghilangkan salah satu variabel dari 

persamaan diatas. Kita boleh menghilankan x terlebih dahulu ataupun 

y terlebih dahulu. Disini kita akan menghilangkan variabel x, maka 

nilai variabel x harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2. 

Sehingga: 

2x – 3y = -1 x3 

3x – 4y = 7   x2 

6x – 9y = -3 
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6x – 8y = 14 _ 

-y  = - 17 

y = 17 dimasukkan ke persamaan 1 

sehinggga menjadi: 

2x – 3y = -1 

2x – 3.17 = -1 

2x – 51 = -1 

2x = -1 + 51 

2x = 50 

x = 50/2 

x = 25 

Maka diperoleh nilai x = 25 dan y = 17 dengan pembuktian sebagai 

berikut: 

2x – 3y = -1 

1.25 – 3.17 = -1 

50 – 51 = -1 

-1 = -1 

 

b) -x + 4y = 3 

2x – 3y = 5 

 Langkah pertama menghilangkan salah satu variabel persamaan 

diatas. boleh menghilangkan x terlebih dahulu ataupun y terlebih 

dahulu. Disini kita akan menghilangkan variabel y, maka nilai variabel 

y harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2. Sehingga: 

-x + 4y = 3 x3 

2x – 3y = 5 x4 

-3x + 12y = 9 

8x – 12y = 20 + 

5 x = 29 

x  = 
29

5
 kita masukkan ke persamaan 2, 

sehinggga menjadi: 

2x – 3y  = 5 

2.
29

5
 – 3y = 5 

58

5
 – 3y = 5 
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-3y  = 5 – 
58

5
 

-3y = 
25

5
 – 

58

5
 

-3y = −
33

5
 

y = −
33

5
 :  

−3

1
 

y = −
33

5
 x 

−1

3
 

y  = 
33

15
 =  

11

5
 

Maka diperoleh niali x = 
29

5
 dan y = 

11

5
 dengan pembuktian: 

2x – 3y  = 5 

2.
29

5
 – 3. 

11

5
 = 5 

58

5
 - 

33

5
 = 5 

25

5
  = 5 

5 = 5 

Karena ruas kiri nilainya sama dengan ruas kanan, dimana sesuai 

dengan pembuktian maka nilai x dan y benar. 

 

c) -4x - y = 3 

2x + 3y = 5 

Langkah pertama menghilangkan salah satu variabel persamaan 

diatas. boleh menghilangkan x terlebih dahulu ataupun y terlebih 

dahulu. Disini akan menghilangkan variabel x, maka nilai variabel x 

harus kita samakan antara persamaan 1 dan 2. Sehingga: 

-4x - y = 3 x1 

2x + 3y = 5 x2 

-4x – y = 3 

4x + 6y = 10  + 

5y = 13 

y = 
13

5
  (Masukkan ke persamaan 2 untuk mencari nilai x) 

Sehingga Persamaan 2 menjadi: 

2x + 3y  = 5 

2x + 3.
13

5
 = 5 

2x + 
39

5
 = 5 
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2x = 5 – 
39

5
 

2x = 
25

5
− 

39

5
 

2x = −
14

5
 

x  = 
−

14

5
2

⁄  = 
−

14

5
2

1

⁄  

x = −
14

5
 𝑥 

1

2
 

x = −
14

10
 = −

7

5
 

Sehingga diperoleh nilai x = −
7

5
 dan y = 

13

5
 

 

2) SPL Metode Eliminasi 3 Variabel 

a) Selesaikan SPL berikut dengan metode eliminasi 

2x – 3y + z = 2  

  x – 2y + z = 5  

3x – y + 3z = 6 

 

Jawab: 

2x – 3y + z = 2  ..........  Pers. 1) 

  x – 2y + z = 5 ...........  Pers. 2)  

3x – y + 3z = 6 ...........  Pers. 3) 

 

Langkah pertama eliminasi persamaan 1) dan 2) yaitu: 

2x – 3y + z = 2  x1  

  x – 2y + z = 5  x2 

2x – 3y + z = 2 

2x – 4y + 2z = 10   _ 

y – z = - 8 ……. Pers. 4) 

Setelah persamaan 4 diperoleh, maka kita eliminasi persamaan 1 dan 

persamaan 3 yaitu: 

2x – 3y + z = 2  x3  

3x – y + 3z = 6  x2 

6x – 9y + 3z = 6 

6x – 2y + 6z = 12   _ 

-7y – 3z = -6 …….. Pers. 5) 
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Langkah selanjutnya adalah eliminasi persamaan 4) dan 5) 

   y – z = -8 x3 

-7y – 3z = -6 x1 

3y – 3z = -24 

-7y – 3z = -6 _ 

10y = −18 

    y        = −
18

10
 

    y        = −
9

5
  (selanjutnya cari nilai z menggunakan persamaan 4)  

dimana: 

 y – z = −8 

−
9

5
 – z = −8 

- z = −8 + 
9

5
 

- z = −
40

5
+

9

5
 = −

31

5
 

  z = 
− 31

5⁄

−1
 = −

31

5
 𝑥 − 1 = 

31

5
 

 

Diperoleh nilai y = −
9

5
 dan z = 

31

5
 maka disini kita mencari nilai x 

menggunakan persamaan 1, yaitu: 

2𝑥 – 3y + z = 2 

2𝑥 – ( 3 𝑥 
9

5
 ) + 

31

5
 = 2 

2𝑥 + 
27

5
 + 

31

5
 = 2 

2𝑥 + 
58

5
 = 2 

2𝑥 = 2 −
58

5
 

2𝑥 = 
10

5
−

58

5
 

2𝑥 = −
48

5
 

  𝑥 = 
−48

5⁄

2
  

  𝑥 = 
−48

5⁄

2
1⁄

 Č ket : 2 𝑠𝑎𝑚𝑎 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 2 1⁄  kemudian 
−48

5⁄

2
1⁄

  

dirubah perkalian yaitu menjadi −
48

5
 𝑥

1

2
 

  𝑥 = −
48

5
 𝑥

1

2
 = −

48

10
   (diperkecil, sama2 dibagi 2), menjadi: 

  𝑥  = −
24

5
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sehingga kita sudah memperoleh nilai x = −
24

5
 , y = −

9

5
 dan z = 

31

5
. 

pembuktian: 

2x – 3y + z = 2 

2. −
24

5
 – 3.−

9

5
 + 

31

5
 = 2 

−
48

5
 + 

27

5
 + 

31

5
 = 2 

10

5
  = 2 

 2 = 2 (Terbukti) 

 

b) 4x – 3y – z = 8 

2x + y + 3z = -2 

3x -2y + z = 4 

Jawab: 

4x – 3y – z = 8  .......... 1) 

2x + y + 3x = -2 .........  2) 

3x -2y + z = 4   .......... 3) 

Eliminasi persamaan 1) dan 2) 

4x – 3y – z = 8  x3 

2x + y + 3z = -2 x1 

12x – 9y – 3z = 24 

  2x +   y + 3z = -2 + 

14 x – 8 y       = 22 ….….4) 

 

Eliminasi persamaan 1) dan 3) 

4x – 3y – z = 8  

3x – 2y + z = 4 + 

7x – 5y       = 12 …..….5) 

 

Lalu eliminasi persamaan 4) dan persamaan 5) 

14x –  8y  = 22 x1 

  7x –  5y  = 12 x2 

14x –  8y  = 22 

14x – 10y = 24 - 

2y = - 2 
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  y = 
−2

2
 

  y = -1  

sehingga didapat nilai y = - 1, maka selanjutnya kita cari nilai x dengan 

menggunakan persamaan 4), Dimana: 

14x – 8y = 22 

14x – (8. −1) = 22 

14x + 8 = 22 

14x = 22 – 8 

14x = 14 

    x = 1  

Setelah diperoleh nilai x = 1 dan y = -1, maka selanjutnya kita harus 

mencari nilai z. disini kita menggunakan persamaan 3). Sehingga: 

3x -2y + z = 4 

3(1) – 2(-1) + z = 4 

3 + 2 + z = 4 

 5 + z = 4 

z = 4 – 5 

z = -1 

Sehingga diperoleh: 

x = 1 

y = -1 

z = -1 

 

b. Substitusi 

Substitusi adalah mengganti salah satu persamaan menjadi persamaan 

yang lain atau membuat salah satu persamaan menjadi persamaan x = …. 

Atau persamaan y = …. Dan memasukkan hasil persamaan yang sudah 

diganti ke persamaan yang lainnya. 

1) SPL Metode Substitusi 2 Variabel 

Contoh:  

Selesaikan SPL berikut dengan metode substitusi: 

a) 2x – 3y = -1 b) -x + 4y = 3 

3x – 4y = 7  2x – 3y = 5 
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Jawab: 

a) 2x – 3y = -1 

3x – 4y = 7 

Persamaan diatas yang kita gunakan adalah contoh dari persamaan 

SPL metode eliminasi. Dimana substitusi adalah mengganti salah satu 

persamaan. Maka disini persamaan yang diganti adalah persamaan 1, 

sehingga: 

2x – 3y = -1 

 2x = -1 + 3y 

x = 
−1 + 3𝑦

2
 

x = 
−1 

2
+ 

3

2
𝑦 

(persamaan x yang sudah diganti dimasukkan ke persamaan 2) 

Maka: 

3x – 4y = 7 

3 (
−1 

2
+ 

3

2
𝑦) – 4y = 7 

−
3 

2
+ 

9

2
𝑦 – 4y = 7 Č 4y kita ubah kedalam per’an menjadi 

8

2
𝑦 

−
3 

2
+ 

9

2
𝑦 −

8

2
𝑦 = 7 

−
3 

2
+ 

1

2
𝑦 = 7 

 
1 

2
𝑦 = 7 + 

3

2
   (ket: −

3 

2
 pindah ruas menjadi + 

3 

2
) 

 
1 

2
𝑦 = 

14

2
 + 

3

2
 

 
1 

2
𝑦 = 

17

2
 

    𝑦 = 
17/2

1/2
  

    𝑦 = 
17

2
 𝑥 

2

1
 

  𝑦 = 
34

2
 = 17 

(Hasil Y = 17 hasilnya sama dengan hasil pada saat eliminasi) 

Maka: 

x = 
−1 

2
+ 

3

2
𝑦 

x = 
−1 

2
+ 

3

2
(17) 

x = 
−1 

2
+ 

51

2
 

x = 
50

2
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x = 25 

Sehingga diperoleh nilai x = 25 dan y = 17, dimana hasil x dan y sama 

dengan metode eliminasi. 

 
b) -x + 4y = 3 

2x – 3y = 5 

Persamaan diatas yang kita gunakan adalah contoh dari persamaan 

SPL metode eliminasi. Dimana substitusi adalah mengganti salah satu 

persamaan. Maka persamaan yang diganti adalah pers. 2, sehingga: 

2x – 3y = 5 

2x = 5 + 3y 

  x = 
5 + 3𝑦

2
 

  x = 
5 

2
+ 

3

2
𝑦 (nilai x dimasukkan ke persamaan 1), sehingga: 

-x + 4y = 3 

- (
5 

2
+ 

3

2
𝑦) + 4y = 3 

−
5 

2
− 

3

2
𝑦 + 4y = 3 

−
5 

2
− 

3

2
𝑦 +

8

2
𝑦 = 3 

−
5 

2
+ 

5

2
𝑦  = 3 

 
5

2
𝑦  = 3 + 

5 

2
 

 
5

2
𝑦  = 

6

2
+

5 

2
 

 
5

2
𝑦  = 

11

2
 

  𝑦 = 
11/2

5/2
  

  𝑦 = 
11

2
 𝑥 

2

5
 

  𝑦 = 
22

10
= 

11

5
  

(maka nilai y =  
11

5
 sama dengan hasil nilai y pada cara eliminasi) 

Maka : 

x =
5 

2
+ 

3

2
𝑦  

x = 
5 

2
+ 

3

2
(
11

5
) 

x = 
5 

2
+ 

33

10
 

x = 
25 

10
+ 

33

10
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x = 
58 

10
 

x = 
29 

5
 

Sehingga diperoleh nilai x = 
29 

5
 dan nilai y = 

11

5
. Dimana hasil yang 

diperoleh sama dengan hasil eliminasi. 

 

2) SPL Metode Substitusi 3 Variabel 

Selesaikan SPL berikut dengan metode substitusi: 

a) 2x – 3y + z = 2  

  x – 2y + z = 5  

3x – y + 3z = 6 

 

b) 4x – 3y – z = 8 

2x + y + 3z = -2 

3x -2y + z = 4 

 

Jawab: 

a) 2x – 3y + z = 2   ........ 1) 

  x – 2y + z = 5   ........ 2) 

3x – y + 3z = 6   ........ 3) 

Disini kita mengganti persamaan 2 yaitu: 

x – 2y + z = 5 

 x = 5 + 2y – z 

(persamaan yang sudah diganti dimasukkan ke pers. 1 dan 3) 

Persamaan 1: 

2x – 3y + z = 2 

2 (5 + 2y – z) – 3y + z = 2 

10 + 4y – 2z – 3y + z = 2 

10 + 4y – 3y – 2z + z = 2 

10 + y – z = 2 

 y – z = 2 -10 

 y – z = -8 

y = -8 + z …….4) 
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Persamaan 3: 

3x – y + 3z = 6 

3 (5 + 2y – z) – y + 3z = 6 

15 + 6y – 3z – y + 3z = 6 

15 + 6y – y – 3z + 3z = 6 

15 + 5y = 6 

 5y = 6 – 15  

 5y = -9 

   y = −
9

5
  

kemudian nilai y masukan ke persamaan 4), menjadi: 

y = -8 + z 

−
9

5
 = -8 + z 

−
9

5
+  8 = z 

z = −
9

5
+  8 

z = −
9

5
+ 

40

5
 

z = 
31

5
 

Selanjutnya adalah mencari nilai x, dengan menggunakan persamaan 

2 yang sudah diganti tadi, yaitu: 

x = 5 + 2y – z 

x = 5 + 2(−
9

5
) – 

31

5
 

x = 5 – 
18

5
 – 

31

5
 

x = 
25

5
 – 

18

5
 – 

31

5
 

x = −
24

5
 

Maka nilai x = −
24

5
 y = −

9

5
 dan z = 

31

5
 hasilnya sama dengan cara 

menggunakan eliminasi. 

 

 

b) 4x – 3y – z = 8   ........ 1) 

2x + y + 3z = -2  ........ 2) 

3x - 2y + z = 4  ........ 3) 

Mengganti persamaan 1 menjadi: 

4x – 3y – z = 8 
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-z = 8 – 4x + 3y 

 z = 
8 – 4x + 3y

−1
 

 z = -8 + 4x – 3y (Masukkan ke persamaan 2 dan persamaan 3) 

Persamaan 2: 

2x + y + 3z = -2 

2x + y + 3 (-8 + 4x – 3y) = -2 

2x + y – 24 + 12x – 9y = -2 

2x +12 x + y – 9y – 24 = -2 

14x – 8y – 24= -2 

14x – 8y = -2 + 24 

14x – 8y = 22 ……4) 

 

Persamaan 3: 

3x – 2y + z = 4 

3x – 2y + (– 8 + 4x – 3y) = 4 

3x + 4x – 2y – 3y – 8 = 4 

7x – 5y – 8 = 4 

7x – 5y = 4 + 8 

7x – 5y = 12 ……5) 

 

Setelah persamaan 4 dan persamaan 5 diketahui, maka kita kembali 

mengganti persamaannya. Disini persamaan yg kita ganti adalah 

persamaan 4, yaitu: 

14x – 8y = 22 

14x = 22 + 8y 

    x = 
22 + 8y

14
 

    x = 
22

14
 +  

8

14
𝑦 

kemudian Masukkan ke persamaan, menjadi: 

 

Persamaan 5: 

7x – 5y = 12 

7 (
22

14
 +  

8

14
𝑦) – 5y = 12 

154

14
 +  

56

14
𝑦 − 5𝑦 = 12 
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154

14
 +  

56

14
𝑦 −

70

14
𝑦 = 12 

154

14
− 

14

14
𝑦 = 12 

154

14
− 𝑦 = 12 

 −𝑦  = 12 - 
154

14
 

−𝑦  = 
168

14
−

154

14
 

−𝑦  = 
14

14
 

−𝑦  = 1 

𝑦  = -1 

Kemudian kita masukkan ke persamaan 4 yang sudah diganti untuk 

mencari nilai x, menjadi: 

x = 
22

14
 +  

8

14
𝑦 

x = 
22

14
 +  

8

14
(−1) 

x = 
22

14
− 

8

14
 

x = 
14

14
 

x = 1  

Setelah nilai x dan y diperoleh maka kita mencari nilai z dengan 

menggunakan persamaan 1 yang sudah diganti, yaitu: 

z = -8 + 4x – 3y 

z = -8 + 4(1) – 3(-1) 

z = -8 + 4 + 3 

z = -1 

Maka diperoleh x = 1, y = -1 dan z = -1, dimana Hasilnya sama dengan 

hasil menggunakan cara eliminasi. 
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C. Soal Latihan/Tugas 

1. Berapakah nilai q yang memenuhi persamaan -5p + 2q  = 15 dan 2p – 3q = 3? 

 

2. Berapakah nilai x dan y dari persamaan –x + 2y = 6 dan 3x – 4y = 8? 

 

3. Diketahui harga 6 buah buku tulis dan 4 buah pensil adalah Rp. 12.000,00 harga 

4 buah buku tulis dan 3 buah pensil adalah Rp. 9.500,00. Maka berapakah jumlah 

harga 5 buah buku tulis dan 7 buah pensil? 

 

4. Penyelesaian dari sistem persamaan 5x + 7y = -11  dan 7x + 9x = -21 adalah x 

dan y. Maka berapakah nilai dari 4x + 3y? 

 

5. Berapakah nilai 3x – 2y jika x dan y merupakan penyelesaian dari sistem 

persamaan 5x + 5y = 5 dan 2x – 3y = 15? 
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PERTEMUAN 10  

TRANSFORMASI LINIER, SIFAT TRANSFORMASI LINIER 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami 

pengertian transformasi linier dan sifatnya. 

 

B. Uraian Materi 

1. Tranformasi Linier 

Jika daerah asal suatu fungsi 𝑓 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑅𝑛 dan daerah hasilnya adalah 𝑅𝑚, maka 

𝑓 disebut 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒔𝒊 dari 𝑅𝑛 𝑘𝑒 𝑅𝑚 dan dapat ditulis: 

𝑓 ∶  𝑅𝑛 → 𝑅𝑚 

Jika tranformasi dari ruang yang sama, dinamakan 𝒐𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒐𝒓yaitu: 

𝑓 ∶  𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 

 Jika 𝑓 ∶ 𝑉 →  𝑊 merupakan fungsi suatu ruang dan vektor V ke dalam 

ruang vektor W, maka 𝑓 disebut transformasi linier (pemetaan linier), jika 

memenuhi syarat sebagai berikut: 

a. 𝐅(𝒖 + 𝒗)  =  𝐅(𝒖)  +  𝐅(𝒗), untuk semua vektor 𝒖dan 𝒗 di V. 

b. 𝐅(𝒌𝒖)  =  𝒌𝐅(𝒖), untuk semua vektor 𝒖di dalam𝒗 dan semua skalar k. 

Kemudian, jika F mengasosiasikan vektor 𝒘dengan vektor 𝒗, maka kita 

dapat menuliskan 𝒘 = 𝑭(𝒗) dan dapat dikatakan bahwa 𝒘adalah bayangan dari 

𝒗di bawah F. 

Untuk melukiskan bayangan tersebut, maka jika 𝑣 = (𝑎, 𝑏)merupakan 

sebuah vektor didalam 𝑅2, maka rumus: 

𝑭(𝒗) = (𝒂, 𝒂 + 𝒃, 𝒂 − 𝒃) 

Mendefinisikan sebuah fungsi yang memetakan: 

a. Misal:  𝑓 ∶  𝑅2 → 𝑅3 merupakan sebuah fungsi yang didefinisikan oleh: 

𝑭 [
𝒂
𝒃
] = [

𝒂
𝒂 + 𝒃
𝒂 − 𝒃

] 

Buktikanlah bahwa F tersebut adalah tranformasi linier. 

Penyelesaian: 

Misalkan 𝒖 = [
𝒂𝟏

𝒃𝟏
]  𝒅𝒂𝒏 𝒗 = [

𝒂𝟐

𝒃𝟐
] , 𝒎𝒂𝒌𝒂 𝒖 + 𝒗 = [

𝒂𝟏 + 𝒂𝟐

𝒃𝟏 + 𝒃𝟐
] 
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𝐹 (𝑢) = 𝐹 [
𝑎1

𝑏1
] = [

𝑎1

𝑎1 + 𝑏1

𝑎1 − 𝑏1

]Čnilai 𝑎1𝑏1 dimasukan kedalam Fdiatas 

𝐹 (𝑣) = 𝐹 [
𝑎2

𝑏2
] = [

𝑎2

𝑎2 + 𝑏2 

𝑎2 − 𝑏2

]Čnilai 𝑥1𝑦1 dimasukan kedalam Fdiatas 

𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = [

𝑎1

𝑎1 + 𝑏1

𝑎1 − 𝑏1

] + [

𝑎2

𝑎2 + 𝑏2 

𝑎2 − 𝑏2

] 

 = [

𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 + 𝑏1 + 𝑎2 + 𝑏2

𝑎1 − 𝑏1 + 𝑎2 − 𝑏2

] 

 = [

𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑏1 + 𝑏2

𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑏2

] sama dengan 𝐹 (𝑢 + 𝑣) 

Dan, 

𝐹 (𝑢 + 𝑣) = ([
𝑎1

𝑏1
] + [

𝑎2

𝑏2
]) 

 = [
𝑎1 + 𝑎2

𝑏1 + 𝑏2
] 

 = [

𝑎1 + 𝑎2

(𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)

(𝑎1 + 𝑎2) − (𝑏1 + 𝑏2)
]ċ didapat dari nilai 

[
𝑎1 + 𝑎2

𝑏1 + 𝑏2
] dimasukan ke F. 

 = [

𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑏1 + 𝑏2

𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑏2

] merupakan hasil 𝐹 (𝑢 + 𝑣), lalu 

dipecah 𝑎1 dengan 𝑏1 dan 𝑎2 

dengan 𝑏2, menjadi: 

 = [

𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 + 𝑏1 + 𝑎2 + 𝑏2

𝑎1 − 𝑏1 + 𝑎2 − 𝑏2

] , kemudian dipecah lagi sesuai 

fungsi 𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣, menjadi: 

 = [

𝑎1

𝑎1 + 𝑏1

𝑎1 − 𝑏1

]+[

𝑎2

𝑎2 + 𝑏2 

𝑎2 − 𝑏2

]=𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣)syarat terpenuhi 

 

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = [
𝑘𝑎
𝑘𝑏

], kemudian masukan 

kedalam fungsi soal [
𝑎

𝑎 + 𝑏
𝑎 − 𝑏

]maka: 
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𝐹 (𝑘𝑢) = ([

𝑘(𝑎)

𝑘(𝑎 + 𝑏) 
𝑘(𝑎 − 𝑏)

]) 

 = 𝑘 [
𝑎

𝑎 + 𝑏
𝑎 − 𝑏

] =𝑘 𝐹(𝑢)Č syarat dipenuhi 

Maka F adalah sebuah tranformasi linier. 

 

b. Proyeksi:  𝐿 ∶  𝑅3 → 𝑅2 didefinisikan oleh: 

𝐿 ([
𝑥
𝑦
𝑧
]) = [

𝑥
𝑦] 

L adalah transformasi linier karena 

1) Untuk setiap 𝑢 = [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] ,    𝑣 = [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

], 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = 𝐿 ([

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2

𝑢3 + 𝑣3

]) = [
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
] = [

𝑢1

𝑢2
] + [

𝑣1

𝑣2
] 

 = 𝐿 ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

]) + 𝐿 ([

𝑣1

𝑣2

𝑣3

]) = 𝐿(𝑢) + 𝐿(𝑣) 

2) Untuk 𝑘 ∈ 𝑅, 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝐿 ([

𝑘𝑢1

𝑘𝑢2

𝑘𝑢3

]) = [
𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
] = [

𝑢1

𝑢2
] = 𝑘𝐿 ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

]) = 𝑘𝐿(𝑢) 

 

c. Dilasi:  𝐿1 ∶  𝑅3 → 𝑅3 didefinisikan oleh:  

𝐿1(𝑢) = 𝐿1 ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

]) = 𝑟 [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] = 𝑟𝑢, 𝑟 > 1 

Konstraksi: 𝐿2 ∶  𝑅3 → 𝑅3 didefinisikan oleh: 

𝐿2(𝑢) = 𝐿2 ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

]) = 𝑟 [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] = 𝑟𝑢, 0 < 𝑟 < 1 

𝐿1 𝑑𝑎𝑛 𝐿2 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑠𝑖 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑒𝑟, 𝑘𝑎𝑟𝑒𝑛𝑎 

1) Untuk setiap 𝑢 = [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] ,    𝑣 = [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

], 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = 𝑟(𝑢 + 𝑣) = 𝑟𝑢 + 𝑟𝑣 = 𝐿(𝑢) + 𝐿(𝑣) 

2) Untuk setiap 𝑘 ∈ 𝑅, 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝑟(𝑘𝑢) = 𝑘(𝑟𝑢) = 𝑘𝐿(𝑢) 

 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 119 

 

d. Rotasi: 𝐿 ∶  𝑅2 → 𝑅2 didefinisikan oleh: 

𝐿(𝑢) = 𝐿 ([
𝑢1

𝑢2
]) = [

cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] [

𝑢1

𝑢2
] 

L adalah transformasi linier, karena 

1) Untuk setiap 𝑢 = [

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] ,    𝑣 = [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

], 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = 𝐿 ([
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
]) = [

cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] = [

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
] 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = [
cos(∅) (𝑢1 + 𝑣1) − sin(∅) (𝑢2 + 𝑣2)

sin(∅) (𝑢1 + 𝑣1) + cos(∅) (𝑢2 + 𝑣2)
] 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = [
cos(∅) (𝑢1) − sin(∅) (𝑢2)

sin(∅) (𝑢1) + cos(∅) (𝑢2)
] + [

cos(∅) (𝑣1) − sin(∅) (𝑣2)

sin(∅) (𝑣1) + cos(∅) (𝑣2)
] 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = [
cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] [

𝑢1

𝑢2
] + [

cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] [

𝑣1

𝑣2
] 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = 𝐿(𝑢) + 𝐿(𝑣) 

 

2) Untuk 𝑘 ∈ 𝑅, 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝐿 ([
𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
]) 

𝐿(𝑘𝑢) = [
cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] [

𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
] 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝑘 [
cos (∅) −sin (∅)

sin (∅) cos (∅)
] [

𝑢1

𝑢2
] 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝑘𝐿(𝑢) 

 

e. A adalah matriks 𝑚 𝑥 𝑛 dan, 𝐿 ∶  𝑅𝑛 → 𝑅𝑚 didefinisikan oleh: 

𝐿(𝑢) = 𝐿 ([

𝑢1

𝑢2

⋮
𝑢𝑛

]) = 𝐴 [

𝑢1

𝑢2

⋮
𝑢𝑛

] = 𝐴𝑢 

L adalah transformasi linier, karena 

1) Untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅𝑛, 

𝐿(𝑢 + 𝑣) = 𝐴(𝑢 + 𝑣) = 𝐴𝑢 + 𝐴𝑣 = 𝐿(𝑢) + 𝐿(𝑣) 

 

2) Untuk setiap 𝑘 ∈ 𝑅, 

𝐿(𝑘𝑢) = 𝐴(𝑘𝑢) = 𝑘(𝐴𝑢) = 𝑘𝐿(𝑢) 
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Contoh: 

1) Tunjukan bahwa 𝑓 ∶  𝑅2 → 𝑅3dimana:  

𝐹 [
𝑥
𝑦] = [

2𝑥 + 𝑦
𝑥

−𝑦
] 

Penyelesaian: 

Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu: 

a) Syarat pertama:𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗)  

Dimana 𝒖 = [
𝒙𝟏

𝒚𝟏
] 𝑥1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥, 𝑦1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑢 

𝒗 = [
𝒙𝟐

𝒚𝟐
] 𝑥2  𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥,

𝑦2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑣 

𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = 𝐹 [
𝑥1

𝑦1
] + [

𝑥2

𝑦2
] , 𝑥1, 𝑥2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑥 lalu 𝑦1, 𝑦2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑦 

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan 

 = [
2𝑥1 + 𝑦1

𝑥1

−𝑦1

] + [
2𝑥2 + 𝑦2

𝑥2

−𝑦2

] 

 = [
(2𝑥1 + 𝑦1) + (2𝑥2 + 𝑦2)

𝑥1 + 𝑥2

−𝑦1 − 𝑦2

] 

 = [
2𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2

𝑥1 + 𝑥2

−𝑦1 − 𝑦2

] sama dengan 𝐹 (𝑢 + 𝑣) 

Dan, 

𝐹 (𝑢 + 𝑣) = ([
𝑥1

𝑦1
] + [

𝑥2

𝑦2
]) 

 = [
𝑥1 + 𝑥2

𝑦1 + 𝑦2
]
→ 𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥
→ 𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦

 

 = [
(2(𝑥1 + 𝑥2)) + (𝑦1 + 𝑦2)

𝑥1 + 𝑥2

−(𝑦1 + 𝑦2)
] ċ didapat dari nilai [

𝑥1 + 𝑥2

𝑦1 + 𝑦2
] 

dimasukan ke Fpada soal. 

 = [
2𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2

𝑥1 + 𝑥2

−𝑦1 − 𝑦2

] merupakan hasil 𝐹 (𝑢 + 𝑣), lalu 

dipecah 𝑥1 dengan 𝑦1 dan 𝑥2 

dengan 𝑦2, menjadi: 
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 = [
2𝑥1 + 𝑦1 + 2𝑥2 + 𝑦2

𝑥1 + 𝑥2

−𝑦1 − 𝑦2

] , kemudian dipecah lagi sesuai 

fungsi 𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣, menjadi: 

 = [
2𝑥1 + 𝑦1

𝑥1

−𝑦1

]+[
2𝑥2 + 𝑦2

𝑥2

−𝑦2

] 

=𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) 

syarat pertama terpenuhi karena terbukti 𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗) 

 

 

b) Syarat kedua:𝑭 (𝒌𝒖) = 𝒌 𝑭(𝒖) 

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = [
𝑘𝑥
𝑘𝑦

], kemudian masukan 

kedalam fungsi soal [
2𝑥 + 𝑦

𝑥
−𝑦

]maka: 

𝐹 (𝑘𝑢) = ([

𝑘(2𝑥 + 𝑦)

𝑘(𝑥) 
𝑘(−𝑦)

]) 

 = 𝑘 [
2𝑥 + 2𝑦

𝑥
− 𝑦

] = 𝑘 𝐹(𝑢)Č syarat dipenuhi 

T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua 

terpenuhi. 

 

2) Tunjukan bahwa 𝑓 ∶  𝑅3 → 𝑅2dimana:  

𝐹 [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

𝑥 + 𝑦
𝑦 + 𝑧] 

Penyelesaian: 

Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu: 

a) Syarat pertama: 𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗)  

Dimana 𝒖 = [

𝒖𝟏

𝒖𝟐

𝒖𝟑

] 𝑢1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥, 𝑢2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑢3 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖  

  𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑢 

 𝒗 = [

𝒗𝟏

𝒗𝟐

𝒗𝟑

] 𝑣1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥, 𝑣2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑣3 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖  

  𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑣 
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𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = 𝐹 [

𝒖𝟏

𝒖𝟐

𝒖𝟑

] + [

𝒗𝟏

𝒗𝟐

𝒗𝟑

] 

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan 

𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = [
𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 + 𝑢3
] + [

𝑣1 + 𝑣2

𝑣2 + 𝑣3
], jumlahkan u dan v’nya menjadi: 

 = [
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑣1 + 𝑣2

𝑢2 + 𝑢3 + 𝑣2 + 𝑣3
] 

 = [
𝑢1 + 𝑣1 + 𝑢2 + 𝑣2

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑢3 + 𝑣3
]= 𝐹 (𝑢 + 𝑣) 

Dan, 

𝐹 (𝑢 + 𝑣) = ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] + [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

]) 

 = [

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2

𝑢3 + 𝑣3

]

→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥
→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦
→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧

 

 = [
(𝑢1 + 𝑣1) + (𝑢2 + 𝑣2)

(𝑢2 + 𝑣2) + (𝑢3 + 𝑣3)
] ċ didapat dari nilai [

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2

𝑢3 + 𝑣3

] 

dimasukan ke Fpada soal. 

 = [
(𝑢1 + 𝑢2) + (𝑣1 + 𝑣2)

(𝑢2 + 𝑢3) + (𝑣2 + 𝑣3)
] merupakan hasil 𝐹 (𝑢 + 𝑣), lalu 

dipecah 𝑥, 𝑦1, 𝑧1  dan 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2 

menjadi: 

 = [
𝑢1 + 𝑣1 + 𝑢2 + 𝑣2

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑢3 + 𝑣3
], kemudian dipecah lagi sesuai fungsi 

𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣, menjadi: 

 = [
𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 + 𝑢3
] + [

𝑣1 + 𝑣2

𝑣2 + 𝑣3
]= 𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) 

syarat pertama terpenuhi karena terbukti 𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗) 

 

b) Syarat kedua:𝑭 (𝒌𝒖) = 𝒌 𝑭(𝒖) 

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = [
𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑧

], kemudian masukan 

kedalam fungsi soal [
𝑥 + 𝑦
𝑦 + 𝑧]maka: 

𝐹 (𝑘𝑢) = ([
𝑘 (𝑢1 + 𝑢2)

𝑘 (𝑢2 + 𝑢3)
]) 

 = 𝑘 [
𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 − 𝑢3
] = 𝑘 𝐹(𝑢)Č syarat dipenuhi 
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T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua 

terpenuhi. 

 

3) Tunjukan bahwa 𝑓 ∶  𝑅3 → 𝑅3dimana:  

𝐹 [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

𝑥 + 𝑦
𝑦 − 𝑧

𝑧
] 

Penyelesaian: 

Ada 2 syarat yang harus dipenuhi untuk menyelesaikan soal diatas, yaitu: 

 

a) Syarat pertama: 𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗)  

Dimana 𝒖 = [

𝒖𝟏

𝒖𝟐

𝒖𝟑

] 𝑢1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥, 𝑢2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑢3 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖  

  𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑢 

 𝒗 = [

𝒗𝟏

𝒗𝟐

𝒗𝟑

] 𝑣1 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥, 𝑣2 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑣3 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑔𝑎𝑖  

  𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖  𝑣 

𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = 𝐹 [

𝒖𝟏

𝒖𝟐

𝒖𝟑

] + [

𝒗𝟏

𝒗𝟐

𝒗𝟑

] 

Lalu masukan nilai tersebut kedalam fungsi soal yang akan dibuktikan 

𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) = [

𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 − 𝑢3

𝑢3

] + [

𝑣1 + 𝑣2

𝑣2 − 𝑣3

𝑣3

], jumlahkan u dan v’nya menjadi: 

 = [

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑣1 + 𝑣2

𝑢2 − 𝑢3 + 𝑣2 − 𝑣3

𝑢3 + 𝑣3

] 

 = [

𝑢1 + 𝑣1 + 𝑢2 + 𝑣2

𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢3 − 𝑣3

𝑢3 + 𝑣3

]= 𝐹 (𝑢 + 𝑣) 

Dan, 

𝐹 (𝑢 + 𝑣) = ([

𝑢1

𝑢2

𝑢3

] + [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

]) 

 = [

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2

𝑢3 + 𝑣3

]

→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑥
→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑦
→  𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑧

 

 = [

(𝑢1 + 𝑣1) + (𝑢2 + 𝑣2)

(𝑢2 + 𝑣2) − (𝑢3 + 𝑣3)
𝑢3 + 𝑣3

] ċ didapat dari nilai [

𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2

𝑢3 + 𝑣3

] 

dimasukan ke Fpada soal. 
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 = [

(𝑢1 + 𝑢2) + (𝑣1 + 𝑣2)

(𝑢2 − 𝑢3) + (𝑣2 − 𝑣3)
𝑢3 + 𝑣3

] merupakan hasil 𝐹 (𝑢 + 𝑣), lalu 

dipecah 𝑢1, 𝑦1, 𝑧1  dan 𝑢2, 𝑦2, 𝑧2 

menjadi: 

 = [

𝑢1 + 𝑣1 + 𝑢2 + 𝑣2

𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢3 − 𝑣3

𝑢3 + 𝑣3

], kemudian dipecah lagi sesuai fungsi 

𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣, menjadi: 

 = [

𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 − 𝑢3

𝑢3

] + [

𝑣1 + 𝑣2

𝑣2 − 𝑣3

𝑣3

]= 𝐹 (𝑢) + 𝐹 (𝑣) 

syarat pertama terpenuhi karena terbukti 𝑭 (𝒖) + 𝑭 (𝒗) = 𝑭(𝒖 + 𝒗) 

 

b) Syarat kedua:𝑭 (𝒌𝒖) = 𝒌 𝑭(𝒖) 

Misalkan k adalah sebuah scalar, ku = [
𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑧

], kemudian masukan 

kedalam fungsi soal [
𝑥 + 𝑦
𝑦 − 𝑧

𝑧
]maka: 

𝐹 (𝑘𝑢) =([

𝑘 (𝑢1 + 𝑢2)

𝑘 (𝑢2 − 𝑢3)

𝑘(𝑢3)
])  

 = 𝑘 [

𝑢1 + 𝑢2

𝑢2 − 𝑢3

𝑢3

] = 𝑘 𝐹(𝑢)Č syarat dipenuhi 

T dapat dikatakan Transformasi Linier karena syarat pertama dan kedua 

terpenuhi. 

 

2. Sifat Transformasi Linier (Kernel Dan Jangkauan) 

Di sini, kita telah mengetahui transformasi linier sekali bayangan vektor 

basis, maka mungkin kita akan mencari bayangan vektor yang lainnya di dalam 

ruang vektor tersebut. 

Teorema 1. 

Misalkan 𝐹: 𝑉 → 𝑊 suatu transformasi linear, maka untuk 𝑢, 𝑣 𝜖 𝑉 berlaku: 

a. 𝐹(0) = 0 

b. 𝐹(−𝑢) = −𝐹(𝑢) 

c. 𝐹(𝑢 − 𝑣) = 𝐹(𝑢) − 𝐹(𝑣) 

Bukti 
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a. 𝐹(𝑢) = 𝐹(𝑢 + 0) 

  = 𝐹(𝑢) + 𝐹(0) 

 

b. 𝐹(𝑢) + 𝐹(−𝑢) = 𝐹(𝑢 + (−𝑢)) 

= 𝐹(0) 

c. 𝐹(𝑢 − 𝑣) = 𝐹(𝑢 + (−𝑣) 

 = 𝐹(𝑢) + 𝐹(−v) 

 = 𝐹(𝑢) − 𝐹(𝑣) 

Penjelasan: 

Misalkan 𝐹: 𝑉 → 𝑊 suatu transformasi linear maka himpunan  

kernel (atau ruang nol) dari 𝐹 ialah himpunan vektor di dalam V yang 

dipetakan 𝐹ke dalam 0, Sedangkan penulisannya dinyatakan oleh ker (𝐹). 

𝐾𝑒𝑟 (𝐹) = {𝑣|𝑣 𝜖 𝑉, 𝐹(𝑣) = 0} 

Sedangkan, 

Jangkuan dari 𝐹 Ruang Peta(Image)ialah Himpuanan semua vektor di dalam 

w yang termasuk bayangan di bawah 𝐹 dari paling sedikit satu vektor di dalam 

V, penulisannya dinyatakan oleh R(𝐹)atau 𝒍𝒎(𝐹). 

𝑙𝑚(𝐹) = {𝑤|𝑤 = 𝐹(𝑣), 𝑣𝜖𝑉} 

Teorema 2. 

Jika 𝐹: 𝑉 → 𝑊 suatu transformasi linear maka: 

a. Kernel dari T (𝑲𝒆𝒓 (𝐹)) adalah subruang dari V. 

b. Jangkuan dari T (𝒍𝒎(𝐹)𝒂𝒕𝒂𝒖𝑹(𝐹))adalah subruang dari W. 

Bukti 

Pada Teorema 2 nomor 1,  𝑲𝒆𝒓 (𝐹) akan ditunjukkan bahwa 𝑣1, 𝑣2𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹) dan 

𝑘  suatu skalar berlaku 

a. 𝑣1 + 𝑣2𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹) 

b. 𝑘𝑣1𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹) 

Yaitu misalkan 𝑣1, 𝑣2𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹), dan 𝑘 suatu skalar. 

Karena 𝑣1𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹) maka 𝐹(𝑣1) = 0 begitu pula untuk 𝑣2𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹) maka 𝐹(𝑣1) =

0 sehingga 

𝐹(𝑣1 + 𝑣2) = 𝐹(𝑣1) + 𝐹(𝑣2) = 0 + 0 = 0 

Terlihat bahwa 𝑣1 + 𝑣2dipetakan ke 0, sesuai definisi 𝐾𝑒𝑟(𝐹), maka 

𝑣1 + 𝑣2𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹). *syarat a terpenuhi 

Sedangkan 

𝐹(𝑘𝑣1) = 𝑘𝐹(𝑣1) = 𝑘0 = 0 
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Terlihat bahwa dipetakan ke 0, sesuai definisi 𝐾𝑒𝑟(𝐹), maka 

𝑘𝑣1𝜖𝐾𝑒𝑟(𝐹).*syarat b terpenuhi 

 

Pada Teorema 2 nomor 2 Pada 𝒍𝒎(𝐹) akan ditunjukkan 

bahwa𝑤1, 𝑤2𝜖𝒍𝒎(𝐹)dan 𝑘 suatu skalar berlaku 

a. 𝑤1 + 𝑤2𝜖𝒍𝒎(𝐹) 

b. 𝑘𝑤1𝜖𝒍𝒎(𝐹) 

Yaitu misalkan 𝑤1, 𝑤2𝜖𝒍𝒎(𝐹), dan 𝑘 suatu skalar. 

Karena 𝑤1𝜖𝒍𝒎(𝐹) maka akan ada suatu 𝑣1𝜖 𝑉 yang merupakan prapeta dari 

𝑤1. Sehingga dapat ditulis 

𝑤1 = 𝐹(𝑣1) 

Begitu pula untuk 𝑤2𝜖𝒍𝒎(𝑻) maka akan ada suatu 𝑣2𝜖 𝑉 yang merupakan 

prapeta dari 𝑤2. Sehingga dapat ditulis 

𝑤2 = 𝐹(𝑣2) 

Maka 

𝑤1 + 𝑤2 = 𝐹(𝑣1) + 𝐹(𝑣2) = 𝐹(𝑣1 + 𝑣2) 

Terlihat bahwa 𝑤1 + 𝑤2merupakan hasil dari peta 𝑣1 + 𝑣2𝜖 𝑉, sesuai definisi 

𝒍𝒎(𝐹), maka 𝑤1 + 𝑤2𝜖𝒍𝒎(𝐹). *syarat a terpenuhi 

 

Contoh: 

a) Misalkan 𝐹: 𝑉 → 𝑊adalah transformasi 0. maka ker (𝐹) = V Karena 

𝐹memetakan tiap vektor ke dalam 0. Karena 0 ialah satu-satunya bayangan 

yang mungkin di bawah T, maka𝑹(𝐹)atau 𝒍𝒎(𝐹)terdiri dari vektor nol. 

b) Misalkan 𝐹: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚 adalah perkalian oleh 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

Kernel dari 𝐹terdiri dari semua 

𝑋 = [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] 

Yang merupakan vektor pemecahan dari sistem homogen 

𝐴 = [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] = [

0
0
⋮

𝑥𝑛

] 
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Dimana Jangkuan dari 𝐹terdiri dari vektor-vektor 

𝑏 = [

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑚

] 

Sehingga sistem 

𝐴 = [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] = [

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑚

] 

c) Didefinisikan suatu transformasi linear 𝐹:𝑅3 → 𝑅3 

𝐹 = ([

𝑥1

𝑥2

𝑥3

]) = (

𝑥1

2𝑥2

𝑥1 + 𝑥3

) 

Tentukan matriks transformasi dari , lalu tentukan peta dari vektor (
2

−1
3

) 

Penyelesaian: 

Menentukan matriks transformasi dari artinya menentukan peta dari 

vektorvektor basis terhadap transformasi linear tersebut. 

𝐹 = (𝑒1) = 𝐹 ([
1
0
0
]) = (

1
0
1
)Č didapat dari dengan memasukan nilai 𝐹 ke 

persamaan soal 

𝐹 = (𝑒2) = 𝐹 ([
0
1
0
]) = (

0
2
0
)Č didapat dari dengan memasukan nilai 𝐹 ke 

persamaan soal 

𝐹 = (𝑒3) = 𝐹 ([
0
0
1
]) = (

0
0
1
)Č didapat dari dengan memasukan nilai 𝐹 ke 

persamaan soal 

Sekarang susun 𝐹(𝑒1), 𝐹(𝑒2), 𝐹(𝑒3) secara kolom, maka akan didapatkan 

matriks transformasi dari 𝐹. 

[𝐹]𝑒 = [
1 0 0
0 2 0
1 0 1

] 

Sedangkan peta dari vektor (
2

−1
3

)adalah perkalian [𝐹]𝑒 dengan vektor (
2

−1
3

). 

𝐹 = ([
2

−1
3

]) = [
1 0 0
0 2 0
1 0 1

] = (
2

−1
3

) = (
2

−2
5

) 
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2, -2 dan 5 didapat dari baris metrics 3*3 dikali dengan nilai vector dan 

dijumlahkan. Yaitu: 

𝐹 = [

(1 𝑥 2) + (0 𝑥(−1)) + (0 𝑥 3) = 2 + 0 + 0 = 2

(0𝑥 2) + (2 𝑥(−1)) + (0 𝑥 3) = 0 + (−2) + 0 = −2

(1 𝑥 2) + (0 𝑥(−1)) + (1 𝑥 3) = 2 + 0 + 3 = 5

] 

Dengan demikian peta dari vektor (
2

−1
3

) terhadap transformasi linear adalah 

vektor (
2

−2
5

). 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Tunjukan bahwa 𝑓 ∶  𝑅2 → 𝑅3dimana fungsi dibawah ini merupakan transformasi 

linear:  

𝐹 [
𝑎
𝑏
] = [

𝑎 − 𝑏
𝑎 + 𝑏
2𝑎

] 

 

2. Tunjukan bahwa 𝑓 ∶  𝑅2 → 𝑅2dimana fungsi dibawah ini merupakan transformasi 

linear:  

𝐹 [
𝑥
𝑦] = [

𝑥 + 𝑦
𝑦 + 2

] 

 

3. Didefinisikan suatu transformasi linear 𝑇:𝑅3 → 𝑅3 

𝐹 = ([

𝑎1

𝑎2

𝑎3

]) = (
2𝑎1

𝑎2

𝑎3

) 

Tentukan matriks transformasi dari , lalu tentukan peta dari vektor (
2

−3
5

) 
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PERTEMUAN 11  

PERGANTIAN BASIS, TRANSFORMASI VEKTOR LINIER 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu memahami 

pengertian transformasi linier dan dapat menyelesaikan persoalan terkait dengan 

transformasi linier dan basis. 

 

B. Uraian Materi 

Terdapat hubungan erat antara pemahaman basis dengan sistem koordinat. 

Pada bagian ini kita kembangkan gagasan tersebut dan juga kita bahas hasil-hasil 

mengenai perubahan basis untuk ruang vektor. Selama ini kita sering menggunakan 

basis baku sebagai basis semua viktor. Selain itu, terdapat basis-basis lain yang 

dapat digunakan untuk vektor. Contoh basis baku, sebagai berikut: 

1. Basis baku yang berada diruang 𝑅2:  

𝑒1: [
1
0
] 𝑒2: [

0
1
] 

2. Basis baku yang berada diruang 𝑅3: 

𝑒1: [
1
0
0
] 𝑒2: [

0
1
0
] 𝑒3: [

0
0
1
] 

Apabila (𝐵 = 𝑒1, 𝑒2 , … , 𝑒𝑛) merupakan basis baku pada 𝑅𝑛 dimana titik x 

merupakan vektor yang dibangun oleh kombinasi linear pada basis tersebut, 

sehingga: 

𝑋 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛 

𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) merupakan vector koordinat pada basis B 

 

Suatu ruang vektor bisa memiliki beberapa basis Dari sifat inilah tentunya jika 

terdapat sembarang vektor x dalam suatu ruang vektor V yang memiliki himpunan 

vektor A dan B sebagai basisnya maka x tentunya merupakan kombinasi linier dari 

vektor – vektor di A dan B. Kajian yang dilakukan sekarang ini adalah melihat 

hubungan antar kombinasi linier tersebut. 

Jika B dan B’ adalah basis untuk ruang vektor V dan v1 dalam V, maka akan dicari 

hubungan [ v ]B dengan ( v )B’. 

Misalkan B = { u1 , u2} adalah basis ruang vektor yang berdimensi 2 
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(𝑢1)𝐵` = [
𝑎
𝑏
] , (𝑢2)𝐵` = [

𝑐
𝑑
] , (𝑣)𝐵 = [

𝑘1

𝑘2
] 

Diubah kedalam persamaan: 

1. u1= a u1’ + b u2’ 

2. u2 = c u1’ + d u2’ 

3. v1 = k1u1 + k2 u2 

4. Disubstitusikan nilai  u1 dan u2 pada persamaan v1 = k1u1 + k2 u2 sehingga didapat 

: 

v1   = k1(a u1’ + b u2’) + k2 (c u1’ + d u2’) 

      = (k1a + k2c) u1’ + (k1b + k2d) u2’ 

( v )B’ =[
𝐾1𝑎 𝐾1𝑏
𝐾2𝑐 𝐾2𝑑

] [
𝐾1

𝐾2
] 

( v )B’ = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

Dimana: 

( v )B’ = P ( v )B 

      P = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

merupakan matriks yang  kolom2nya diambil dari vektor koordinat u1 dan u2 terhadap 

basisB’. Umumnya jika B = {u1, u2,…, un} dan B’= {u’1, u’2, …, u’n} Adalah basis untuk 

ruang vektor V yang berdimensi –n dan v dalam V maka hubungan antara         [ v ]B 

dengan [ v ]B’ adalah [ v ]B’= P[ v ]B  Dimana P =[[  u1]B’, [  u2]B’,…, [  un]B’] adalah 

matriks yang kolom-kolomnya diambil dari matriks koordinat dari u1, u2,…, un 

terhadap basis B’. Matriks P disebut matriks transisi dari B ke B. 

 

Contoh:  

1. Lihat 𝑅3 pada basis 𝐵 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 dan basis 𝐵` =  𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 terhadap 𝐸1 =

(1, 0, 1), 𝐸2 = (1, 1, −1) dan 𝐸3 = (0, 1, 2) tentukanlah: 

a. Vektor pada koordinat X pada basis B` dimana titik X terhadap basis B 

memiliki koordinat (2, 7, 0) 

b. Apabila titik Xmemiliki vector koordinat (1, -2, 3) pada basis B`, tentukan 

vector koodinat X pada basis B 

Jawab: 

a. Perpaduan linier vektor pada koordinat X yang berada pada basis B sama 

dengan perpaduan linear vektor koordinat X pada basis B` 

2𝑒1 + 7𝑒2 + 0𝑒3 = 𝑥1𝐸1 + 𝑥2𝐸2 + 𝑥3𝐸𝑛 
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2 [
1
0
0
] + 7 [

0
1
0
] + 0 [

0
0
1
] = 𝑥1 [

1
0
1
] + 𝑥2 [

1
1

−1
] + 𝑥2 [

0
1
2
] 

Sehingga 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut: 

[
2
7
1
] = [

1 1 0
0 1 1
1 −1 2

] = [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] 

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut: 

[

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
−2
4
3

] 

 

b. Perpaduan linear koordinat X pada basis B sama dengan perpaduan linear 

koordinat X pada basis B`. 

𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 = 1. 𝐸1 − 2. 𝐸2 + 3. 𝐸3 

𝑥1 [
1
0
0
] + 𝑥2 [

0
1
0
] + 𝑥3 [

0
0
1
] = 1. [

1
0
1
] − 2. [

1
1

−1
] + 3. [

0
1
2
] 

Sehingga 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut: 

[

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
1 1 0
0 1 1
1 −1 2

] [
1

−2
3

] 

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut: 

[

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
−1
1
9

] 

2. Tinjaulah basis 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2} 𝑑𝑎𝑛 𝐵` = {𝑢1`, 𝑢2`} untuk 𝑅2, dimana: 

𝑢1 = [
1
0
]  𝑑𝑎𝑛 𝑢2 [

0
1
] 𝑢1` = [

1
1
]  𝑑𝑎𝑛 𝑢2` [

2
1
] 

Maka tentukanlah matriks transisi p dari B` ke B? 

Jawab: 

𝑈1` = a𝑢1 + b𝑢2 

[
1
1
] = a [

1
0
] + b [

0
1
] dimana a = 1, b = 1 sehingga: 

[𝑈1`]B = [
𝑎
𝑏
] = [

1
1
] 

Dan 

𝑈2` = c𝑢1 + d𝑢2 

[
2
1
] = c [

1
0
] + d [

0
1
] dimana c = 2 dan d = 1 sehingga 

[𝑈1`]B = [
𝑐
𝑑
] = [

2
1
] 
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3. Tinjaulah basis B = {𝑢1, 𝑢2} dan B` = { 𝑣1, 𝑣2 } untuk 𝑅2, dimana: 

𝑢1 = [
1
0
], 𝑢2 = [

0
1
],  dan 𝑣1 = [

2
1
], 𝑣1 = [

−3
4

],  

Maka tentukanlah matriks transisi p dari B` ke B? 

Jawab: 

PB`  B = [𝑉1]B [𝑉2]B 

Dimana: 

[𝑉1]B = [
2
1
] 

Dan 

[𝑉2]B = [
−3
4

] 

Sehingga: 

PB`  B = [𝑉1]B [𝑉2]B 

[𝑉1]B = [
𝐶1

𝐶2
] 

[𝑉1]B = 𝐶1[𝑈1] + 𝐶2[𝑈2] 

[
2
1
] = 𝐶1 [

1
0
] + 𝐶2 [

0
1
] 

[
2
1
] = [

𝐶1

0
] + [

0
𝐶2

] 

Dimana 𝐶1 = 2 dan 𝐶2 = 1 

Sehingga: 

[𝑉2]B = [
𝐶1

𝐶2
] 

[𝑉2]B = 𝐶1[𝑈1] + 𝐶2[𝑈2] 

[
−3
4

] = 𝐶1 [
1
0
] + 𝐶2 [

0
1
] 

[
−3
4

] = [
𝐶1

0
] + [

0
𝐶2

] 

Sehingga nilai 𝐶1 = -3 dan 𝐶2 = 4 

Maka diperoleh nilai [𝑉2]B = [
−3
4

] 

Dimana  

PB`  B = [
2 −3
1 4

] 
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4. Diketahui dua buah baris 𝑅3 sebagai berikut: 

Dimana B = {[
1
0
1
], [

0
1

−1
],[

1
2
0
]} 

B` = {[
1
0
0
], [

−1
1
0

], [
1

−1
−1

]} 

Dimana vektor koordinat x = [
2
4
1
] terhadap B. maka tentukanlah vektor koordinat 

x terhadap B` 

Jawab: 

Kombinasi linier vektor koordinat x terhadap basis B` harus sama dengan 

kombinasi linier vektor koordinat x terhadap basis B. 

𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 = 2. 𝐸1 +  4. 𝐸2 + 1. 𝐸3 

𝑥1 [
1
0
0
] + 𝑥2 [

−1
1
0

] + 𝑥3 [
1

−1
−1

] = 2. [
1
0
1
] + 4. [

0
1

−1
] + 1. [

1
2
0
] 

Sehingga 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 akan memenuhi persamaan linear sebagai berikut: 

[
1 −1 1
0 1 −1
0 0 −1

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
1 0 1
0 1 2
1 −1 0

] [
2
4
1
] 

Setelah dihitung maka didapat Hasil dari persamaan sebagai berikut: 

[
1 −1 1
0 1 −1
0 0 −1

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
3
6

−2
] 

Dari data tersebut diperoleh: 

𝑥3 = 2 

𝑥2 = 8 

𝑥1 = 9 

Jadi vektor koordinat x terhadap basis B` adalah: 

[
9
8
2
] 

 

5. B = { u1, u2} dan B’ = { u1 , u2} adalah basis untuk R2u1=(1, 0); u2=(0,1); u1=(1, 1); 

u2=(2,1) 

a. Carilah matriks transisi dari B ke B’ 
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b. Tentukan [ v ]B’ ; jika [ v ]B =[
7
2
] 

 

Jawab: 

a. U1 = c1 u‘1 + c2 u‘2 

U1 = c1+ c2 

c1 + 2c2 = 1 

c1 + c2 = 0 

sehingga c1= -1 dan c2 = 1 

u2 = k1u1’ + k2u2’ 

k1 + 2k2 = 0 

k1 + k2 = 1 

k1 = 2 dan k2 = -1 

P = [
𝑐1 𝑘1

𝑐2 𝑘2
] maka P = [

−1 2
1 1

] 

Sehingga P merupakan matriks transisi dari B ke B’ 

 

b. [ v ]B’= P [ v ]B karena [ v ]B = (7,2) maka 

v = 7 u1 + 2 u2 

v = 7 [
1
0
] + 2 [

0
1
] 

[ v ]B= [
7
2
] 

Maka: 

[ v ]B` = [
−1 2
1 1

] [
7
2
] 

[ v ]B` = [
−3
5

] 

 

Teorema 1: 

Jika P adalah matriks transisi dari B ke B’ maka :P mempunyai invers P-1 adalah 

matriks transisi dari B’ ke B.Bukti : 

Misalkan Q matriks transisi dari B’ ke B, B = { u1, u2,…, un} dan 

QP =[

𝐶11 𝐶12 …… 𝐶1𝑛

𝐶21 𝐶22 … . . 𝐶2𝑛

𝐶𝑚1 𝐶𝑚12 … . 𝐶𝑚𝑛

] 

Dimana: 

Untuk setiap vektor x dalam V selalu berlaku : 

   (x)B’ = P (x)B 
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   (x)B = P (x)B’ 

Sehingga : (x)B = QP (x)B 

(u1)B =[

1
0
…
0

] 

Sehingga : 

[

1
0
…
0

] = [

𝐶11 𝐶12 … … 𝐶1𝑛

𝐶21 𝐶22 … . . 𝐶2𝑛

𝐶𝑚1 𝐶𝑚12 … . 𝐶𝑚𝑛

] 

[

1
0
…
0

] = [

𝐶11

𝐶 21……
𝐶𝑚1

] 

Jika x = u2, u3,…., un maka dengan cara yang sama akan didapat 

 

[

1
0
…
0

] = [

𝐶11

𝐶 21……
𝐶𝑚1

], ……., [

0
0
…
1

] = [

𝐶11

𝐶 21……
𝐶𝑚1

] 

Sehingga: 

 c11= 1,c22, …, cnn= 1 

Jadi QP = 1 atau Q = P-1 

Teorema 2 

Jika P adalah matriks transisi dari suatu basis orthogonal ke basis orthonormal 

yang lain untuk sebuah ruang inner product maka P-1= Pt. 

Contoh: 

Misalkan B = {u1, u2} adalah basis orthonormal untuk ruang product yang 

berdimensi dua. Maka 

u1 = au’1+ bu’2 

u1 = cu’1+ du’2 

(u1, u2) = a2 (u’1 , u’2) + 2ab (u’1 , u’2) + b2(u’1 , u’2) 

 = a2 + b2 

 = 1 

(u2, u2) =  c2 (u’1 , u’2) + 2cd (u’1 , u’2) + d2(u’1 , u’2) 

 = c2 + d2 

 = 1 

(u1, u2) = ac(u’1 ,u’1) + ad(u’1 ,u’2) + bc(u’2 ,u’2) + bd(u’2 , u’2) 

 = ac + bd = 1 
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C. Latihan Soal/Tugas 

1. Lihat 𝑅3 pada basis 𝐵 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 dan basis 𝐵` =  𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 terhadap 𝐸1 =

(1, 1, 0), 𝐸2 = (1, 1, 1) dan 𝐸3 = (1, 0, 2) tentukanlah: 

a) Vektor pada koordinat X pada basis B` dimana titik X terhadap basis B 

memiliki koordinat (2, 6, 1) 

b) Apabila titik Xmemiliki vector koordinat (-1, 2, 2) pada basis B`, tentukan 

vector koodinat X pada basis B 

 

2. Diketahui A = { �⃗⃗⃗�, �⃗⃗�} dan B = { �⃗�, �⃗⃗�} yang berturut – turut merupakan basis dalam 

𝑅2 dimana �⃗⃗⃗� = {3, 3} dan �⃗⃗� = {-3, 2}, �⃗� = {1, 4} dan �⃗⃗� = {-2, -2} 

Maka tentukanlah : 

a. Matriks transisi dari basis A ke basis B 

b. Matriks transisi dari basis B ke basis A. 

 

3. Diketahui A = { �⃗⃗�, �⃗⃗�} dan B = { 𝑈, �⃗⃗�} yang berturut – turut merupakan basis dalam 

𝑅2 dimana �⃗⃗� = {3, 3} dan �⃗⃗� = {-3, 2}, �⃗⃗⃗� = {1, 4} dan �⃗⃗� = {-2, -2} 

Maka hitunglah berapa nilai [
−1
3

] pada vektor A 

 

4. Diketahui A = { �⃗⃗⃗�, �⃗⃗�} dan B = { �⃗�, �⃗⃗�} yang berturut – turut merupakan basis dalam 

𝑅2 dimana �⃗⃗⃗� = {3, 3} dan �⃗⃗� = {-3, 2}, �⃗� = {1, 4} dan �⃗⃗� = {-2, -2} 

Maka hitunglah nilai [
2

−1
] pada vektor B 
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PERTEMUAN 12  

NILAI EIGEN DAN NILAI VEKTOR 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiswa mampu menyelesaikan dan 

memahami matriks penyajian transformasi linier. 

 

B. Uraian Materi 

1. Definisi Nilai Eigen dan Nilai Vektor 

Apabila A merupakan suatu matriks yang memiliki ordo n x n, sehingga 

dikatakan vektor taknol yang berada pada𝑅𝑛 disebut sebagai sebuah vektor 

eigen dari matriks A apabila Ax merupakan suatu kelipatan dari skalar x, maka: 

A x = λ x 

Dimana skalar λ merupakan suatu sebagai nilai eigen sedangkan A dan x disebut 

sebagai sebuah vektor eigen yang saling berhubungan dengan λ. 

Syarat: 

a. λ merupakan suatu elemin nilai eigen dari matriks A 

b. Pada sistem persamaan yaitu (λ I – A) x = 0 memiliki pemecahan taktrivial. 

c. Memiliki vektor taknol x di dalam 𝑅𝑛 maka A x = λ x 

d. λ merupakan suatu pemecahan riil dari sebuah persamaan yang 

karakteristik, dimana det(λI – A) = 0. 

 

Contoh: 

Diberikan vektor x = [
1
2
] dan matriks A = [

3 0
8 −1

]Dimana Ax = [
3 0
8 −1

] . [
1
2
] = [

3
6
] 

= 3 [
1
2
] = 3x  

Sehingga  vektor x = [
1
2
] dapat disebut sebagai vektor eigen  sebuah matriks A = 

[
3 0
8 −1

] yang saling berhubungan dengan nilai elemen eigen λ = 3. 

Sehingga untuk memperoleh hasil nilai elemen eigen dari sebuah matriks 

A yang memiliki ordo  n x n, maka A x = λ x adalah sebagai berikut: 

A x = λIx 

A x – λIx = 0 

(A – λI) x = 0 
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Dimanaλ dapat memiliki nilai elemeneigen, maka nilai tersebut harus 

memiliki satu solusi taknol dari suatu persamaan yang memenuhi yaitu det (A – 

λI) = 0. Dimana persamaan ini merupakan persamaan karakteristik  matriks A. 

Dan skalar – skalar yang dapat memenuhi persamaan ini merupakan nilai – nilai 

eigen dari sebuah matriks A. sehingga suatu persamaan dari karakteristik ini 

dapat dituliskan sebagai berikut: 

Det (λI – A) = 0. 

 

Misal: 

1) Tentukanlah nilai eigen dari A = [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8

] 

Jawab: 

Langkah pertama adalah cari terlebih dahulu matriks A – λI yaitu: 

A – λI = [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8

] – λ[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

= [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8

] - [
λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

] 

= [
−λ 1 0
0 −λ 1
4 −17 8 −  λ

] 

Langkah selanjutnya adalah hitung nilai det ( A – λI) dimana: 

det ( A – λI) = [
−λ 1 0
0 −λ 1
4 −17 8 −  λ

] [
−λ 1
0 −λ
4 −17

] 

=((−λ) (−λ) (8 −λ)) + ((1) (1) (4)) + ((0) (0) (-17)) – ((4) (−λ) (0)) 

– ((-17) (1) (−λ)) –  ((8 – λ) (0) (1)) 

= 8λ2 - λ3 + 4 + 0 - 0 – 17 λ – 0 

= 8λ2 - λ3 + 4 - 17 λ 

= - λ3 + 8λ2 - 17 λ + 4 

Langkah selanjutnya adalah dengan menggunakan persamaan karakteristik, 

sehingga diperoleh: 

Det (A - λI) = 0 yaitu: 

 - λ3 + 8λ2 - 17 λ + 4 (dikali negatif) 

λ3 - 8λ2 + 17 λ – 4 (lalu difaktorkan) 

(λ – 4) (λ2 - 4 λ + 1) = 0 

λ – 4 = 0 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 142 

 

λ = 4 

lalu  λ2 - 4 λ + 1 = 0 (menggunakan rumus abc) 

X12 =
−b ± √b2 − 4ac

2a
 

X12 =
−(−4) ± √(−4)2 − 4.1.1

2.1
 

X12 =
4 ± √16 − 4

2
 

X12 =
4 ± √12

2
 

X12 = 2 ±√3 

Maka dari matriks A diperoleh nilai – nilai eigen yaitu λ = 4, λ = 2 + √3 dan 

λ = 2 - √3 

 

2) Tentukan nilai – nilai eigen dari matriks A = [

3/4 2 7 9
0 2/3 10 4
0 0 −1 7
0 0 0 5

] 

Jawab: 

Apabila A merupakan sebuah matriks segitiga bawah maupun merupakan 

sebuah matriks segitiga atas atau sebuah matriks diagonal, maka nilai – nilai 

atau elemen eigen dari matriks A  merupakan nilai – nilai yang terletak pada 

sebuah matriks diagonal utama dari sebuah matriks A. 

Sehingga diperoleh nilai atau elemen eigen dari suatu matriks A yaitu: 

λ = ¾ , λ = 2/3 , λ = -1 dan λ = 5 

 

3) Tentukanlah nilai eigen dari matriks A = [
−2 −7
1 2

] 

Jawab: 

A - λI = [
−2 −7
1 2

] - λ [
1 0
0 1

] 

= [
−2 −7
1 2

] - [
λ 0
0 λ

] 

= [
−2 − λ −7

1 2 − λ
] 

Dimana polynomial karakterisitik dari A adalah: 

Det (A – λI) = det [
−2 − λ −7

1 2 − λ
] (Mencari determinan ordo 2 x 2 dengan 

sarrus yaitu ad – bc) 
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Maka: det [
−2 − λ −7

1 2 − λ
] 

= (−2 − λ) (2 − λ) – (-7) (1) 

= λ2 – 4 + 7 

= λ2 + 3 

Maka nilai eigen adalah λ2 = -3 maka λ = -3 

 

2. Menentukan Basis Untuk Ruang Eigen 

Setelah kita mempelajari untuk mengetahui cara mencari nilai eigen, maka 

setelahnya kita akan mempelajari tentang bagaimana cara mencari vektor eigen 

. Dimana vektor – vektor eigen dari sebuah matriks A yang saling terhubung 

dengan suatu elemen atau nilai eigen λ merupakan sebuah vektor taknol x yang 

akan memenuhi suatu persamaan, yaitu: 

A x = λ x 

Vektor eigen yang terjadi saling terhubung dengan λ merupakan vektor yang 

berada  dalam sebuah ruang solusi (A - λI) x = 0. Dimana ruang solusi merupakan 

suatu ruang eigen dari sebuah matriks A yang terhubung dengan suatuλ. 

 

Contoh: 

1) Tentukanlah basis – basis untuk ruang eigen dari matriks: 

A = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] 

Jawab: 

Langkah pertama adalah tentukan persamaan karakteristik dari matriks A, 

yaitu: 

A – λI = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] – λ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] – [
λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

] 

 = [
−λ 0 −2
1 2 − λ 1
1 0 3 −  λ

] 

Langkah selanjutnya adalah hitung nilai det ( A – λI) dimana: 

det ( A – λI) = [
−λ 0 −2
1 2 − λ 1
1 0 3 −  λ

] [
−λ 0
1 2 − λ
1 0

] 
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 = ( (−λ) (2 − λ) (3−λ)) + ((0) (1) (1)) + ((-2) (1) (0)) – ((1) (2 − λ) 

(-2)) – ((0) (1) (−λ)) –  ((3– λ) (1) (0)) 

 = -6 λ + 2λ2 + 3λ2 - λ3 + 0 + 0 + 4 - 2 λ + 0 + 0 

 = - λ3 + 5λ2 - 8 λ + 4  ( dikali dengan negatif) 

 = λ3 - 5λ2 + 8 λ - 4  (lalu digaktorkan) 

Sehingga diperoleh  (λ – 1) ((λ − 2)2 = 0 

λ – 1 = 0 dan λ − 2 = 0 

λ = 1 λ = 2 

 

Maka: x = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] merupakan vektor eigen dari sebuah matriks A yang 

terhubung dengan λ jika A x = λ x. Hal ini merupakan x dapat disebut sebagai 

vektor eigen dari sebuah matriks A jika dan hanya jika x merupakan sebuah 

solusi nontrivial dari suatu persamaan yaitu: 

( A – λI) x = 0 

Maka [
−λ 0 −2
1 2 − λ 1
1 0 3 −  λ

] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
0
0
0
] 

 

Apabila λ = 2 maka diperoleh 

[
−2 0 −2
1 0 1
1 0 1

] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
0
0
0
] 

Maka dengan menggunakan operasi baris elementer, maka diperoleh: 𝑋1 + 

𝑋3 = 0 dan 𝑋1 = - 𝑋3 

Berdasarkan hasil yang diperoleh tidak ada 𝑋2, maka 𝑋2 disebut sebagai 

parameter. Misalkan 𝑋2 = t dan 𝑋3 = s maka: 

𝑋1 =  −𝑠, 𝑋2 = t, 𝑋3 = s 

Sehingga vektor A yang terhubung dengan λ = 2 merupakan vektor – vektor 

taknol yang terbentuk oleh: 

X = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
−𝑠
𝑡
𝑠

] = [
−𝑠
0
𝑠

] + [
0
𝑡
0
] = s [

−1
0
1

] + t [
0
1
0
] 

Dimana: 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 145 

 

[
−1
0
1

] dan [
0
1
0
] merupakan bebas linier, karena vektor ini membentuk suatu 

basis untuk suatu ruang eigen yang terhubung dengan λ = 2. Apabila λ = 1 

maka akan diperoleh: 

[
1 0 2

−1 −1 −1
−1 0 −2

] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
0
0
0
] dengan menggunakan sebuah operasi baris 

elementer, maka diperoleh suatu persamaan, yaitu: 

𝑋1 + 2𝑋3 = 0  dan  𝑋2 - 𝑋3 = 0 

𝑋1 = −2𝑋3  𝑋2 = 𝑋3 

Apabila 𝑋3 =  s, maka 

𝑋1 = -2s 

𝑋2 = s 

𝑋3 = s 

Maka vektor eigen yang terhubung dengan λ = 1 merupakan vektor – vektor 

taknol yang berbentuk seperti: 

X = [
𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
−2𝑠
𝑠
𝑠

] = s [
−2
1
1

] 

Dimana [
−2
1
1

] merupakan bebas linier, karena vektor tersebut dapat 

membentuk suatu basis  dengan λ = 1. 

Apabila kita ingin menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan 

nilai eigen (λ ) maka kita harus menentukan terlebih dahulu basis – basis 

untuk suatu ruang eigennya. 

Untuk vektor eigen dari matriks A yang berhubungan dengan λ = 2 

merupakan vektor – vektor taknol yang berbentuk: 

X = s [
−1
0
1

] + t [
0
1
0
] 

Apabila s = 1 dan t = 1 maka diperoleh vektor eigen yang terhubung dengan λ 

= 2 adalah: 

X = 1. [
−1
0
1

] + 1. [
0
1
0
] = [

−1
0
1

] + [
0
1
0
] = [

−1
1
1

] 

Dan untuk vektor eigen yang terhubung dengan λ = 1 merupakan vektor – 

vektor taknol yang berbentuk: 



Universitas Pamulang Teknik Informatika S-1 
 

Aljabar Linier dan Matriks 146 

 

X = s [
−2
1
1

] apabila s = -2 maka diperoleh x = [
4

−2
−2

] 

 

2) Tentukanlah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks  

A = [
−3 1 −1
−7 5 −1
−6 6 −2

] 

Jawab: 

Langkah pertama adalah kita harus menentukan persaman karakteristik, 

yaitu: 

det (lI – A) = 0 

l[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] - [
−3 1 −1
−7 5 −1
−6 6 −2

] = 0 

Maka: 

Det [
l+ 3 −1 1

7 l− 5 1
6 −6 l+ 2

] = 0 

= [
l+ 3 −1 1

7 l− 5 1
6 −6 l+ 2

] [
l+ 3 −1

7 l− 5
6 −6

] 

= (l+ 3) (l− 5) (l+ 2) + (-1)(1)(6) + (1)(7)(-6) – (6) (l− 5) (1) – (-6) (1) 

(l+ 3) – (l+ 2) (7) (-1) 

= (l+ 3) (l− 5) (l+ 2) – 6 – 42 – 6 ((l− 5) + 6 (l+ 3)  + 7 (l+ 2) 

= l
3
 - 12l - 46 = 0 

= (l+ 2)2(l - 4) = 0 

= l = -2 dan l = 4 

 

Dan untuk mencari vektor eigen, maka misalkan vektor eigen tersebut x = 

(a, b, c). sehingga menentukan x yang memenuhi persyaratan (λI – A)x = 0   

Maka: 

l[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] - [
−3 1 −1
−7 5 −1
−6 6 −2

] [
𝑎
𝑏
𝑐
] = 0 

= [
l+ 3 −1 1

7 l− 5 1
6 −6 l+ 2

] [
𝑎
𝑏
𝑐
] = 0 
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Dimana untuk l = -2 maka [
1 −1 1
7 −7 1
6 −6 0

] [
𝑎
𝑏
𝑐
] = 0 

Maka matriks yang berhubungan adalah: 

[
1 −1 1 0
7 −7 1 0
6 −6 0 0

] dengan menggunakan baris elementer, maka  

[
1 −1 1 0
1 −1 1/7 0
1 −1 0 0

] = [
0 0 1 0
0 0 1/7 0
1 −1 0 0

] sehingga diperoleh  

c = 0 dan a = b. Misalkan a = t, maka b = t dan c = 0 

jadi vektor eigen yang bersesuaian l - 2 adalah t [
1
1
0
] 

Dimana untuk l = 4 maka [
7 −1 1
7 −1 1
6 −6 6

] [
𝑎
𝑏
𝑐
] = 0 

Maka matriks yang bersesuaian adalah  

[
7 −1 1 0
7 −1 1 0
6 −6 6 0

] b2 – b1 [
7 −1 1 0
0 0 0 0
6 −6 6 0

] 1/6b3 [
7 −1 1 0
0 0 0 0
1 −1 1 0

] 

b1 – b3 [
6 0 0 0
0 0 0 0
1 −1 1 0

] 

Maka diperoleh a = 0 dan b = c misal a = t maka b = t dan c = 0 

Sehingga vektor eigen dengan l = 4 adalah t [
0
1
1
] 

 

3. Diagonalisasi 

Sebuah matriks A dapat didiagonalisasikan apabila terdapat matriks P yang 

dapat dibalik sehingga berlaku 𝑃−1𝐴𝑃 merupakan matriks diagonal, dimana 

matriks P dapat dikatakan mendiagonalisasi matriks A. 

Apabila matriks A merupakan sebuah matriks yang berukuran n x n, maka 

pernyataan berikut bersifat ekuivalen antara yang satu dengan yang lain. 

Dimana: 

a. A dapat didiagonalisasi 

b. A mempunyai sebanyak n vektor eigen yang dikatakan bebas linier. 

 

Adapun syarat yang dilakukan untuk mendiagonalisasi sebuah matriks 

adalah sebagai berikut: 
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a. Carilah sebanyak n vektor eigen yang dikatakan bebas secara linier dari 

matriks A misalkan p1, p2, p3, ……..pn 

b. Bentuklah sebuah matriks p yang memiliki p1, p2, p3, …..pn sebagai vektor 

kolom matriksnya. 

c. Bentuklah sebuah matriks yaitu 𝑃−1𝐴𝑃yang akan menjadi sebuah matriks 

diagonal dengan λ1, λ2, λ3 secara berturut – turut yang merupakan anggota 

diagonalnya, dimana λi merupakan nilai eigen yang saling berhubungan 

dengan pi. Dimana untuk I adalah 1, 2, 3 dan seterusnya 

 

4. Menghitung Pangkat Suatu Matriks 

Apabila diketahui sebuah matriks persegi 𝐴 yang  dapat didiagonalisasi 

oleh sebuah matriks 𝑃 sedemikian rupa sehingga dapat diartikan: 

𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷, maka: 𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 

Contoh: 

a) Tentukanlah 𝐴13 jika A = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] 

 

Jawab: 

Matriks A dapat didiagnolisasi oleh: 

A = [
−1 0 −2
0 1 1
1 0 1

] 

Dimana 𝑃−1𝐴𝑃 = [
2 0 0
0 2 0
0 0 1

] = D 

Maka: 

𝐴13 = 𝑃𝐷13𝑃−1 = [
−1 0 −2
0 1 1
1 0 1

] . [
2 0 0
0 2 0
0 0 1

]

13

. [
1 0 2
1 1 1

−1 0 −1
] 

= [
−1 0 −2
0 1 1
1 0 1

]. [
213 0 0
0 213 0
0 0 1

]. [
1 0 2
1 1 1

−1 0 −1
] 

= [
−8190 0 −16382
8191 8192 8191
8191 0 16382

] 
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C. Soal Latihan/Tugas 

1. Carilah nilai eigen dari matriks berikut: 

a. A = [
3 0
8 −1

] 

b. R = [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8

] 

 

2. Carilah persamaan karakteristik dari  matriks – matriks berikut: 

a. A = [
10 −9
4 −2

] 

b. T = [
3 0
8 −1

] 

 

3. Carilah basis – basis untuk ruang eigen dari matriks A = [
0 3
4 0

] 

 

4. Carilah persamaan  karakteristik dan basis untuk ruang eigen pada matriks 

 A = [
3 0 1

−2 1 0
−2 0 1

] 

 

5. Berdasarkan matriks A = [
3 1 0
0 6 1
1 3 0

]Tentukan nilai – nilai eigen𝐴5 dari matriks 

tersebut. 
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PERTEMUAN 13  

PENERAPAN ALJABAR LINIER DI DALAM ILMU KOMPUTER 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Pada akhir pertemuan Mahasiswa mampu membuat kriptografi dan 

steganografi  lalu menerapkannya untuk transformasi geometri, membuat game dan 

mengolah citra digital. 

 

B. Uraian Materi 

1. Penerapan Aljabar Linier di dalam Komputer Grafis 

Didalam (Atmadja, Bandung, & Bandung, 2016) unsur komponen 

penunjang computer adalah grafis computer. Grafis computer berhubungan 

dengan image, warna, bentuk dan grafik. Baik dalam bentuk 2 dimensi maupun 

3 dmensi. Pemprosesan grafis computer tidak lepas dari pembelajaran aljabar 

linear karena matrik dan operasinya sangat mempengaruhi. 

 

Gambar 1. Operator utuk pembuatan grafis 
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Contoh jika kita ingin memvisualisasikan objek 3 dimensi dengan menampilkan 

berbagai padangan pada layer video. Objek yang kita ingin tampilkan merupakan 

tampilan dari sejumlah segmen garis lurus. Contoh berdasarkan ilustrasi gambar 

dibawah ini. 

 

Gambar 2. Visualisasi gambar 3 dimensi 

 

Gambar diatas memperkenalkan sistem kordinat XYZ untuk menanamkan objek. 

Kami mengarahkan kordinat sistem sehingga asal-usulnya berada ditengah layer 

video dan XY-pbjek bertepatan dengan bidang datar layar. Ini mengakibatkan 

seorang pengamat hanya akan melihat proyeksi pandangan objek 3 dimensi ke 

2 dimensi. 

 

2. Penerapan Aljabar Linier dalam Image Processing 

Didalam penelitian (Perani Rosyani, 2017) menjelaskan tentang penerapan 

aljabar linear didalam bidang image processing dalam proses pengenalan wajah. 

Didalam penerapannya matriks mxn di ubah menjadi matrik 1xn. 
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Gambar 1. Perubahan matriks MxN menjadi 1xcN 

 

Penggunaan matrik ini untuk meningkatkan akurat didalam sebuah 

pecbngenalan gambar untuk pengenalan wajah dengan metode Principal 

ComponentAnalisys (PCA). Selain penggunaan matriks di atas aljabar linear 

dapat digunakan untuk mengekstrahsb, k warna didalam gambar. Karna gambar 

mempunya banyak jenis komponen warna seperti RGB,  HSV, YCbCr, LAB, Dll. 

Contoh yang di terapkan adalah penggunaan warna RGB didalam gambar bunga 

matahari. Penelitian terkait mengenai ekstraksi warna terdapat didalam 

penelitian (P. Rosyani, Taufik, Waskita, & Apriyanti, 2019) yang mengekstrak 

setiap komponen warna untuk mendapatkan nilai akurasi terbaik. 

 

Gambar 2 Bedah Image 
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Didalam gambar 2 menjelaskan tentang  implementasi matriks warna didalam 

sebuah gambar dengan ukuran 500 x 526 x 3, angka 3 menunjukan warna yang 

didalam memiliki 3 komponen warna yaitu R,G dan B didalam 1 titik akan memiliki 

nilai yang berbeda-beda dengan rentang ukuran warna 0 – 255. Gambar di atas 

di ambil dengan titik row : 240:250, dan colom : 300:305. 

 

3. Penerapan Aljabar Linier di dalam Strategi Game 

Untuk memperkenalkan konsep dasar dari teori game, kami akan 

mem[ertimbangkan jenis permainan karbaval berikut yang kedua pemainnya 

setuju untuk bermain bersama. Kami memanggil peserta dalam permainan 

dengan nama pemain R dan pemain C. setiap pemain memiliki roda stasioner 

dan pointer bergerak diatasnya. Seperti gambar di bawah ini. Dengan alas an 

kami akan memanggil roda dari pemain R didalam baris sedangkan roda pemain 

C didalam kolom. 

 

 

Untuk pemain R di letakan didalam baris dengan nomor 1, 2 Dan 3 

sedangkan untuk kolom ditempatkan nomor 1,2,3, dan 4. Untuk memainkan 

game ini pemain R mempunyai 3 peluang untuk bergerak sedangkan pemain C 

mempunyai 4 peluang utnuk bergerak. Setiap Gerakan berdasarkan gerakan 

masing-masing, pemain C kemudian melakukan pembayaran uang ke pemain R 

sesuai dengan tabel dibawah ini. 
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Misalnya, jika roda pemain R berhenti diangka 1 dan rodan pemain C 

berhenti di angka 2, maka pemain C harus membayar $5 kepada pemain R. 

beberapa entri didalam tabel tersebut ada yang benilai positif dan negative. Ini di 

maksudkan bahwa pemain R melakukan pembayaran positif kepada pemain C. 

karena berhenti pada bari 1 dan kolom 2. Misalnya lagi jika roda pemain R 

menunjukan angka 2 dan roda pemain C menunjukan angka 4, maka pemain R 

membayar pemain C dengan jumlah $ 4, karena nilai didalam entri adalah -$ 4. 

Jadi dengan cara ini nilai positif memberikan keuntungan bagi pemain R 

sedangkan nilai negative memberikan keuntungan bagi pemain C. Didalam 

game ini pemain tidak memiliki kendali atas gerakan yang ditentukan. Karena 

gerakan berdasarkan putaran yang disengaja. 

 

4. Penerapan Aljabar Linier dalam Kriptografi 

Kriptografi banyak digunakan untuk menjaga aspek keamanan informasi. 

Kemanan dalam bentuk kode rahasia ini bertujuan untuk mempertahankan 

privasi informasi yang ditransmisikan melalui jalur komunikasi public. Dalam 

Bahasa kriptografi, kode disebut cipher, pesan yang tidak dikodekan disebut 

plaintext, dan pesan yang diberi kode disebut chiphertext. Proses konversi dari 

plaintext ke chiphertext disebut enchiphering, dan proses proses kebalikannya 

dari konversi chiphertext ke plaintext disebut dechiperring.(Corporation, 2008)  

Didalam penelitian (Amalia & Rosyani, 2018) menjelaskan tentang penggunaan 

kriptografi. 
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Dijelaskan adanya proses enkripsi XOR. 

Diketahui Plainteks = “qspwqtttrvpA000.”. Dengan kunci = ‘ABCDE’.Panjang 

kunci XOR akan melakukan padding untuk mengenkripsi plain teks.  

a. Plainteks = qspwqtttrvpA000.  

b. Kunci padding = ABCDEABCDEABCDEA  

Nilai karakter-karakter tersebut akan dikonversi kedalam kode biner 

kemudian dilakukan oprasi XOR pada tiap-tiap karakter antara plaintek terhadap 

kuncinya, sehingga didapat hasil sebagai berikut: 

 

Dari hasil operas diatas didapat plainteks baru dari cipherteks yang dihasilkan 

dari operasi XOR yaitu: ‘0123456789ABCDEF’ 

 

Dalam scenario Enkripsi AES 

Misalkan sebuah plainteks memiliki kunci seperti berikut:  

Plaiteks : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F  

Dalam HEX : 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 41 42 43 44 45 46  

Kunci : A B C D E F G H I J K L M N O P  

Dalam HEX : 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4A 4B 4C 4D 4E 4F 50 
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Ambil 4 byte terakhir , yaitu 4D 4E 4F 50 , lalu geser byte pertama menjadi byte 

terakhir. Hasilnya 4E 4F 50 5D. substitusikan dengan s-box, hasilnya adalah 2F 

84 53 E3.  

Selanjutnya XOR kan dengan konstatnta nilai tertentu dari pengguna.  

2F XOR 01=0010 1111 XOR 0000 0001 = 0010 1110 = 2E  

84 XOR 00=1000 0100 XOR 0000 0000 = 1000 0100 = 84  

53 XOR 00= 0101 0011 XOR 0000 0000 = 0101 0011 = 53  

E5 XOR 00=1110 0011 XOR 0000 0000 = 1110 0011 = E5  

Langkah terakhir XOR-kan 2E 84 53 E5 dengan 4 byte pertama kunci awal yaitu 

41 42 43 44.  

2E XOR 41= 0010 1110 XOR 0100 0001 = 0110 1111 = 6F  

84 XOR 2 = 1000 0100 XOR 0100 0010 = 1100 0110 = C6  

53 XOR 43= 0101 0011 XOR 0100 0011 = 0001 0000 = 10  

E5 XOR 44= 1110 0011 XOR 0100 0100 = 1010 0111 = A7  

Hasil proses XOR diatas adalah 6F C6 10 A7 yang merupakan 4 byte pertama 

dari kunci yang baru untuk byte. Untuk 4 byte ke 2, kita tinggal melakukan 

operasi xor antara 4 byte operasi XOR antara 4 byte kunci selanjutnya dengan 

6F C6 10 A7. 
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Demikian seterusnya hingga didapatkan 16 byte set kunci yang baru. Ekspansi 

keseluruhan dapat dilihat padac tabel-tabel dibawah ini 

 

Tabel 1. Tabel ekspand Chipstext 
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Output ari keseluruhan Round adalah:  

54 D4 2F 60 07 46 B1 01 FA 1C 7C 2E 18 54 2C D6  

Dari proses: 
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C. Contoh Soal/Tugas 

1. Menurut anda adakah implementasi aljabar linear didalam kehidupan sehari-

hari!? Jelaskan dan sebutkan! 

 

2. Buatlah contoh implementasi aljabar dalam kehidupan sehari – hari 

menggunakan matlab? 

 

3. Buatlah laha satu contoh kasus dalam konversi warna RGB ke matriks? 

 

4. Bisa anda jelaskan cara mengkonversi matriks warna RGB ke matrik warna 

HSV? 

 

5. Silakan konversi plaintext dibawah ini menjadi chippertext 

Plain  A B C D E  F G H I J  K L M N O P  Q R S T U  V W X Y Z 

Cipher D E F G H  I J K L M  N O P Q R S  T U V W X  Y Z A B C 

Dari kata UNIVERSITAS PAMULANG? 
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PERTEMUAN 14  

PENERAPAN ALJABAR LINIER DALAM MATLAB 

 

A. Tujuan Pembelajaran 

Setelah menyelesaikan pertemuan ini Mahasiwa mampu menerapkan aljabar 

linier dan matriks di dalam Tools MATLAB. 

 

B. Uraian Materi 

1. Pengertian Matlab 

Matlab adalah singkatan dari Matrix Laboratory(Cahyono, 2013) hal ini 

dikarenakan setiap data didalam matlab menggunakan dasar-dasar matriks. 

MATLAB merupakan bahasa pemograman tinggi, tertutup dan case sensitive 

didalam lingkungan komputasi numerik yang dikembangkan oleh Mathworks. 

Berikut adalah tampilan matlab 2018a. 
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Untuk cara menginstal matlab silakan lihat didalam link ini 

https://www.advernesia.com/blog/matlab/cara-install-matlab/ 

 

2. Pembentukan Array dan Matriks 

Array dan matriks ditampilkan dalam bentuk yang sama tetapi representasi 

internalnya berbeda. Berikut ini adalah perintah untuk membentuk 

array.(“MODUL-PRAKTIKUM-PIK-Matlab,” n.d.) 

a. x = m:n, membuat baris dengan elemen awal m, kenaikan 1 dan elemen akhir 

n 

b. x = m:k:n, membuat baris dengan elemen awal m, kenaikan k  dan elemen 

akhir n 

c. x = linspace(m,n,k), membuat baris dengan elemen awal m dan elemen akhir 

n dengan jumlah elemen sebanyak k 

d. x = logspace(m,n,k), membuat baris dengan elemen awal m dan elemen akhir 

n dengan jumlah elemen sebanyak k dalam skala logaritma. 

e. x = ones(m), membuat array segiempat ukuran m x m dengan semua 

elemennya bernilai 1 

f. x = ones(m,n), membuat array segiempat ukuran m x n dengan semua 

elemennya bernilai 1 

 

3. Cara Membuat Array Berdimensi atau Vektor Pada Matlab 

Adapun beberapa contoh array berdimensi atau vektor pada matlab yaitu 

sebagai berikut: 

a. Array dengan 1 baris dan beberapa kolom 

>> A = [3 2 1] 

 

A = 

 

     3     2     1 

 

b. Array dengan 1 kolom dan beberapa baris 

>> A = [3;2;1;] 

 

A = 

 

https://www.advernesia.com/blog/matlab/cara-install-matlab/
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     3 

 2 

     1 

 

c. Array dengan interval tertentu 

Anda juga dapat membuat array dengan membuat himpunan bilangan 

genap x ≤ 10 dimana x ∈ bilangan ganjil. Dari soal kita dapat lihat bedanya 

bilangan ganjil adalah 1. 

 

>> A = [1:2:10] 

A = 

 

     1     3     5     7     9  

 

Contoh lain misalkan y memenuhi -4 ≤ y ≤ 4. Sehingga kode yang 

dibutuhkan, 

 

>> y = [-4:4] 

 

y = 

 

    -4    -3    -2    -1     0     1     2    3     4 

 

4. Cara Membuat Array Berdimensi Dua atau Matriks 

>> A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9] 

 

A = 

 

  1     2     3 

 4     5     6 

 7     8     9 
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5. Cara Menyelesaikan Soal Pertidaksamaan Linier 

a. SPL 2 Dimensi 

Contoh :   

1) x + 2y = 2 

3x + 4y = 12 

Berapakah nilai x dan y? 

 

>> A = [1 2; 3 4] 

A = 

 

     1     2 

     3     4 

 

>> k = [2;12] 

 

k = 

 

     2 

    12 

 

>> inv (A) 

 

ans = 

 

   -2.0000    1.0000 

    1.5000   -0.5000 

 

>> inv (A)*k 

 

ans = 

 

    8.0000 

   -3.0000 

 

Jawabannya adalah x = 8 dan y = -3 
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2) 2x – 3y = -1 

3x – 4y = 7 

Jawab: 

>> 

 B = [2 3;3 4] 

B = 

 

     2     3 

     3     4 

 

>> k = [-1;7] 

 

k = 

 

    -1 

     7 

 

>> inv (B) 

ans = 

 

    -4     3 

     3    -2 

 

>> inv (B)*k 

ans = 

 

    25 

   -17 

 

Jawabanya x = 25 dan y = -17 
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b. SPL 3 Dimensi 

Contoh: 

1) 2x – 3y + z = 2  

x – 2y + z = 5  

3x – y + 3z = 6 

Jawab: 

>> 

 A =[2 -3 1;1 -2 1;3 -1 3] 

A = 

     2    -3     1 

     1    -2     1 

     3    -1     3 

 

>> k = [2;5;6] 

k = 

     2 

     5 

     6 

 

>> det (A) 

 

ans = 

 

    -5 

 

>> inv (A) 

 

ans = 

 

    1.0000   -1.6000    0.2000 

         0   -0.6000    0.2000 

   -1.0000    1.4000    0.2000 

 

>> inv (A)*k 
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ans = 

 

   -4.8000 

   -1.8000 

    6.2000 

 

Maka : x = -4.8, y = -1.8 , dan z = 6.2 

 

2) 4x – 3y – z = 8 

2x + y + 3z = -2 

3x -2y + z = 4 

Jawab: 

>> B = [4 -3 -1;2 1 3;3 -2 1] 

 

B = 

     4    -3    -1 

     2     1     3 

     3    -2     1 

 

>> k = [8;-2;4] 

 

k = 

 

     8 

    -2 

     4 

 

>> det (B) 

 

ans = 

 

    14 
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>> inv (B) 

 

ans = 

 

    0.5000    0.3571   -0.5714 

    0.5000    0.5000   -1.0000 

   -0.5000   -0.0714    0.7143 

 

>> inv(B)*k 

 

ans = 

 

    1.0000 

   -1.0000 

   -1.0000 

Maka : x = 1, y = -1 dan z= -1 

 

 

6. Cara Menyelesaikan Soal Pertidaksamaan Linier 4 variabel dengan 

Menggunakan Gauss Jordan 

Contoh: 

1) a + 2b +3c -4d = 9 

3a – 5b +7c + 4d = 12 

4a + b + c + 3d = 23  

6a + 7b + 5c + 2d = -1 

Jawab: 

>> A = [1,2,3,-4;3,-5,7,4;4,1,1,3;6,7,5,2] 

 

A = 

 

     1     2     3    -4 

     3    -5     7     4 

     4     1     1     3 

     6     7     5     2 
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>> B = [9;12;23;-1] 

 

B = 

 

     9 

    12 

    23 

    -1 

 

>> C = [A B] 

 

C = 

 

     1     2     3    -4     9 

     3    -5     7     4    12 

     4     1     1     3    23 

     6     7     5     2    -1 

 

>> rref (C) 

ans = 

 

    1.0000         0         0         0   12.6775 

         0    1.0000         0         0   -5.9892 

         0         0    1.0000         0   -4.7677 

         0         0         0    1.0000   -5.6510 

Maka : a= 12.6775  b= -5.9892 c= -4.7677 d= -5.6510 

 

7. Menentukan Nilai Eigen 

Contoh: 

1) Tentukanlah nilai eigen dari A = [
0 1 0
0 0 1
4 −17 8

] 

Jawab: 

Cara penyelesaian ada 2 cara : 

Cara 1: 

>> A =[0 1 0;0 0 1;4 -17 8] 
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A = 

     0     1     0 

     0     0     1 

     4   -17     8 

>> 

eig (A) --------Ą menggunakan fungsi eig 

ans = 

    0.2679 

    3.7321 

    4.0000 

 

Cara 2: 

>> [V D]= eig (A)--------Ą menggunakan fungsi [V D] 

V = 

   -0.9636   -0.0692   -0.0605 

   -0.2582   -0.2582   -0.2421 

   -0.0692   -0.9636   -0.9684 

D = 

                      0.2679         0         0 

         0    3.7321         0 

0         0    4.0000 
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C. Contoh Soal/Tugas 

1. Tuliskan fungsi dari setiap sintak perintah tersebut pada kolom yang disediakan 

pada tabel praktikum ! 

No.  Sintak  Keterangan  

1 fix(3.84)  

2 flor(5.32)  

3 ceil(5.32)  

4 x=1:2:20  

5 y=rand(2,5)  

6 y=randn(2,5)  

7 A=[1:3;4:6]  

8 B=[0:2;6:8]  

9 A+B  

10 A*B  

11 A(2,1)  

12 B(:,2)  

13 A(:)  

14 magic(3)  

15 A’  

 

2. 

ù
ù
ù
ù
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é
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=

11

9

2

12

4332408

42115

1324104

163242212

10221324

23227521

62210111

14342120

bBA  

Tentukan nilai dari 2BA, A+B, bA, dan x bila Ax=b 

 

3. Buatlah 1 fungsi matriks 4x4 yang di ubah menjadi matriks 1xN 

4. Tentukan nilai eigen dari matriks A = [
0 1 0
0 0 3
4 −25 7

] menggunakan matlab? 

5. Tentukan nilai x dari matriks A = [
0 1 0
0 2𝑥 2
3 8 9

] menggunakan aplikasi matlab? 
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GLOSARIUM 

Matriks Adjoin : Dalam matriks 2*2, matriks adjoinnya adalah pertukaran elemen-elemen 

yang terletak pada diagonal utama, dan mengalikan elemen-elemen yang terletak pada 

diagonal samping dengan -1. Sedangkan dalam matriks 3*3, matriks adjoinnya 

merupakan transpose dari kofaktor matriks A (KA)t. 

Aturan Cramer : rumus untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan linier dari n variable 

dengan menggunakan determinan. 

Basis : himpunan S disebut basis dari suatu V jika memenuhi : 

  S merupakan bebas linear dan S merentang V. 

Bebas Linear : dari suatu persamaan vektor yang paling tidak memiliki satu langkah 

penyelesaian, maka s dikatakan himpunan yang bebas linier. Tetapi apabila tidak ada 

penyelesaian, maka s merupakan suatu himpunan yang tak bebas secara linier. 

Bergantung linear : Apabila diketahui himpunan sebanyak m buah vektor (U1, U2, …Un) 

maka disebut bergantung linier apabila memiliki skalar – skalar yaitu (λ1, λ2, … λm) yang 

bukan nol sehingga berlaku λ1U1 + λ2U2 + …. + λnUm = 0. 

Diagonalisasi : Sebuah matriks A dapat didiagonalisasikan apabila terdapat matriks P yang 

dapat dibalik sehingga berlaku P-1𝐴𝑃 merupakan matriks diagonal, dimana matriks P 

dapat dikatakan mendiagonalisasi matriks A. 

Dimensi : dimensi dari ruang vector V adalah banyaknya vektor dalam sembarang 

basis dari V. (jika V={0}, maka dimensinya adalah 0). 

Determinan : suatu nilai matriks yang berbentuk persegi. Determinan matriks hanya 

dimiliki oleh sebuah matriks yang jumlah kolom dan jumlah barisnya sama. 

Ekspansi baris : Dalam determinan suatu matrks, maka kofaktor yang dihitung hanya 

tergantung pada baris matriks dan kolom matriks saja. Untuk baris disebut sebagai 

ekspansi baris dan untuk kolom disebut sebagai ekspansi kolom. 

Eliminasi : menghilangkan salah satu persamaan dan meletakkan kedua persamaan 

dalam posisi urutan yang sama dan membuat salah satu variabel untuk memiliki koefisian 

yang sama dengan variabel kedua yang ingin di eliminasi. 

image processing : proses mengolah piksel-piksel di dalam citra digital untuk tujuan tertentu. 

Jangkuan : dari F Ruang Peta (Image) ialah Himpunan semua vektor di dalam w yang 

termasuk bayangan di bawah F dari paling sedikit satu vektor di dalam V 

Kernel : atau biasa disebut juga ruang nol dari F ialah himpunan vektor di dalam V yang 

dipetakan Fke dalam 0, Sedangkan penulisannya dinyatakan oleh ker (F). 
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Koefisien : Bilangan yang memuat suatu variabel pada bentuk aljabar. 

Kofaktor : Nilai suatu kofaktor matriks diperoleh ketika nilai dari minor diperoleh. 

Kombinasi linier : suatu kondisi dimana vektor – vektor yang diberikan pada soal harus 

memenuhi syarat a = K1u + K1v. 

Konstanta : Bilangan tetap. 

MATLAB : singkatan dari Matrix Laboratory dan merupakan bahasa pemograman 

tinggi, tertutup dan case sensitive didalam lingkungan komputasi numerik yang 

dikembangkan oleh Mathworks. 

Matriks : kumpulan dari beberapa nilai yang memiliki baris dan kolom. 

Matriks baris : sebuah matriks yang hanya memiliki satu baris saja atau tidak lebih dari satu 

baris. 

Matriks diagonal : sebuah matriks persegi yang jumlah baris dan kolomnya sama dan semua 

elemnnya bernilai nol, kecuali elemen – elemen diagonal utamanya. 

Matriks echelon : setiap baris yang dimana semua unsurnya bernilai nol (apabila ada) maka 

terletak sebuah baris yang mempunyai suatu unsur yang bernilai bukan nol. 

Matriks ekivalen : Dua buah matriks A dan matriks B dapat dikatakan ekivalensi apabila salah 

satunya diperoleh dari matrik yang lain dengan suatu operasi transformasi atau 

peprindahan suatu nilai elementer terhadap baris dan kolom suatu matriks. 

Matriks elementer : suatu matriks bujursangkar yang dapat diperoleh dari sebuah matriks 

satuan yang sesuai dan menggunakan operasi baris elementer. Matriks elementer 

merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk memperoleh hasil invers dari 

suatu matriks. 

Matriks identitas : sebuah matriks persegi yang semua elemen diagonal utamanya bernilai satu 

dan elemen lainnya bernilai nol. 

Matriks Invers : Jika A dan B adalah sebuah matriks berbentuk bujur sangkar dan berlaku 

notasi AB = BA = I (I adalah matriks identitas), maka dapat dikatakan bahwa A dapat 

dibalik dengan B, sehingga B adalah matriks invers dari A (notasi: A–1). 

Matriks kolom : matriks yang hanya memiliki satu kolom saja atau tidak lebih dari satu kolom. 

Matriks nol : matriks yang setiap elemennya selalu bernilai nol. 

Matriks persegi : biasa juga disebut matriks bujur sangkar merupakan sebuah matriks yang 

memiliki jumlah baris dan kolomnya sama. 

Matriks segitiga atas : sebuah matriks yang semua elemen di bawah diagonal utamanya bernilai 

nol dan berbentuk segitiga berada di atas. 
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Matriks segitiga bawah : sebuah matriks yang semua elemen di atas diagonal utamanya selalu 

bernilai nol dan berbentuk segitiga berada di bawah. 

Matriks skalar : sebuah matriks persegi yang memiliki jumlah baris dan kolom sama dan nilai 

semua elemen pada diagonal utamanya sama, tetapi bukan nol dan semua elemen 

lainnya bernilai nol. 

Metode Sarrus : metode yang digunakan untuk menghitung determinan matriks yang berordo 

3 x 3 dengan proses menyalin kolom pertama ke kolom empat, dan kolom ke dua menjadi 

kolom ke lima, kemudian jumlahkan hasil kali entri garis ke kanan, dan dikurangi dengan 

hasil kali entri garis ke kiri. 

Minor : Apabila A merupakan matriks kuadrat , maka minor aij dinyatakan oleh Mij 

yang dimana merupakan submatriks A yang diperoleh dengan cara menghilangkan baris 

ke- I dengan kolom ke- j. 

Nilai Eigen dan Nilai Vektor : Apabila A merupakan suatu matriks yang memiliki ordo n x n, 

sehingga dikatakan vektor tak nol yang berada pada Rn disebut sebagai sebuah vektor 

eigen dari matriks A apabila Ax merupakan suatu kelipatan dari skalar x, maka: 

A x = λ x 

  Dimana skalar λ merupakan suatu sebagai nilai eigen sedangkan A dan x 

disebut sebagai sebuah vektor eigen yang saling berhubungan dengan λ. 

OBE : operasi baris elementer dengan cara melakukan manipulasi anggotanya 

dengan tranformasi kolom elementer. 

OKE : operasi kolom elementer dengan cara melakukan manipulasi anggotanya 

dengan tranformasi kolom elementer. 

Ordo : perkalian antara baris dan kolom. 

Rank matriks : jumlah maksimum vektor – vektor pada baris dan kolom yang bebas linier. 

SPL : kepanjang dari Sistem persamaan linier, yang merupakan sekumpulan dari 

persamaan linier yang terdiri dari beberapa variabel dimana sistem persamaan linier ini 

terdiri dari tiga variabel yaitu x, y dan z. 

Substitusi : mengganti salah satu persamaan menjadi persamaan yang lain atau 

membuat salah satu persamaan menjadi persamaan x = …. Atau persamaan y = …. Dan 

memasukkan hasil persamaan yang sudah diganti ke persamaan yang lainnya. 

Transformasi linier : Jika f ∶ V →  W merupakan fungsi suatu ruang dan vektor V ke dalam 

ruang vektor W, maka f disebut transformasi linier (pemetaan linier). 
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Transpose matriks A : perpindahan antara baris menjadi kolom atau kolom menjadi baris. 

Transpose matriks A dinyatakan dengan symbol AT. 

Vektor : Sebuah vektor dapat dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu matriks baris 

maupun matriks kolom dari suatu komponen vektor. 

Variabel : Lambang atau simbol yang mewakili jumlah sesuatu (bilangan). 
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Ekspansi Baris Dan Kolom, Matriks Adjoin, 
Matriks Invers, Sistem Persamaan Linier, 
Transformasi Linier, Sifat Transformasi 
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Matlab (penerapan dari aljabar di 
dalam ilmu kompuer) 
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PERTEMUAN 
KE- 

KEMAMPUAN AKHIR 
YANG DIHARAPKAN 

BAHAN KAJIAN 
(MATERI AJAR) 

METODE 
PEMBELAJARAN 

PENGALAMAN 
BELAJAR 

MAHASISWA 

KRITERIA 
PENILAIAN 

BOBOT 
NILAI 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

1 

Mahasiswa mampu 
memahami pengertian 
vektor, komponen vektor 
dan operasi di dalamanya 

Vektor 
 

Ceramah, Diskusi 
dan Latihan 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
latihan 

Kesesuaian jawaban  5% 

2 

Mahasiswa mampu 
memahami tentang ruang 
vektor dan ruang bagian. 

Ruang Vektor Bagian, 
Vektor Bergantung dan 
Bebas Linier 

Ceramah, Diskusi 
dan Latihan 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
latihan 

Kesesuaian jawaban 5% 

3 

Mahasiswa mampu 
memahami tentang konsep 
vektor 

Kombinasi Linier, Basis 
dan Dimensi 

Ceramah, Diskusi 
dan Latihan 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
latihan 

Kesesuaian proses 
penyelesaian 
mengenai kombinasi 
linier 

5% 

4 

Mahasiswa mampu 
menyelesaikan persoalan 
operasi matriks 

Matriks Ceramah, Diskusi 
dan Latihan 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
latihan 

Kesesuaian proses 
dan jawaban 

5% 

5 

Mahasiswa mampu 
menyelesaikan persoalan 
transpose matriks dan 
operasi elementer baris 
dan kolom. 

Matriks (Transpose 
Matriks, Transformasi 
Elementer Baris Dan 
Kolom) 

Ceramah, Diskusi 
dan Latihan 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
latihan 

Kesesuaian proses 
dan jawaban 

5% 

6 

Mahasiswa mampu 
menyelesaikan persoalan 
tentang matriks echelon, 
ekivalen, elementer dan 
rank matriks. 

Matriks Echelon, 
Ekivalen, Elementer, 
Rank Matriks 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas 

Kesesuaian 
jawaban.  

10% 
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PERTEMUAN 
KE- 

KEMAMPUAN AKHIR 
YANG DIHARAPKAN 

BAHAN KAJIAN 
(MATERI AJAR) 

METODE 
PEMBELAJARAN 

PENGALAMAN 
BELAJAR 

MAHASISWA 

KRITERIA 
PENILAIAN 

BOBOT 
NILAI 

7 

Mahasiswa mampu 
menghitung determinan, 
matriks minor dan 
kofaktornya serta ekspansi 
baris dan kolom. 

Determinan, Minor, 
Kofaktor, Ekspansi 
Baris Dan Kolom 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas 

Kesesuaian 
jawaban. 

10% 

UTS 

8 

Mahasiswa mampu 
menghitung invers matriks 
dan menyelesaikannya 
dengan beberapa cara 
invers matriks. 

 Matriks Adjoin, Matriks 
Invers 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas 

Kesesuaian 
jawaban. 

10 % 

9 

Mahasiswa dapat 
memahami konsep sistem 
persamaan linier (SPL) dan 
menyelesaikan spl dengan 
eliminasi dan substitusi. 

Sistem Persamaan 
Linier 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas 

Kesesuaian 
jawaban. 

10 % 

10 

Mahasiswa mampu 
memahami pengertian 
transformasi linier dan 
sifatnya. 

Transformasi Linier, 
Sifat Transformasi 
Linier 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas 

Kesesuaian 
jawaban. 

10 % 

11 

Mahasiswa mampu 
memahami pengertian 
transformasi linier dan 
dapat menyelesaikan 
persoalan terkait dengan 
transformasi linier dan 
basis. 

Pergantian Basis, 
Transformasi Vektor 
Linier 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas. 

Kesesuaian 
jawaban. 

10 % 
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PERTEMUAN 
KE- 

KEMAMPUAN AKHIR 
YANG DIHARAPKAN 

BAHAN KAJIAN 
(MATERI AJAR) 

METODE 
PEMBELAJARAN 

PENGALAMAN 
BELAJAR 

MAHASISWA 

KRITERIA 
PENILAIAN 

BOBOT 
NILAI 

12 

Mahasiswa mampu 
menyelesaikan dan 
memahami matriks 
penyajian transformasi 
linier 

Nilai Eigen Dan Nilai 
Vektor 

Ceramah, dan 
Tugas 

Mendengarkan 
paparan dari dosen 
dan mengerjakan 
tugas. 

Kesesuaian 
jawaban. 

5 % 

13 

Mahasiswa mampu 
membuat kriptografi dan 
steganografi  lalu 
menerapkannya untuk 
transformasi geometri, 
membuat game dan 
mengolah citra digital 

Penerapan Aljabar 
Linier Di Dalam Ilmu 
Komputer 

Simulasi Membuat aplikasi 
sederhana di bidang 
teknik informatika 

Aplikasi dapat 
berjalan  

5 % 

14 

Mahasiwa mampu 
menerapkan aljabar linier 
dan matriks di dalam Tools 
MATLAB 

Penerapan Aljabar 

Linier Dalam Matlab 

Simulasi, dan 
praktek 

Menggunakan aplikasi 
MATLAB 

Penerapan  aplikasi 
MATLAB  

5 % 

UAS 
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