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Prefacio

El propósito principal de esta edición es en esencia el mismo que el de la primera, con los cambios que se mencionan 
a continuación. Primero citaremos partes del prefacio escrito por Murray R. Spiegel para la primera edición del 
libro:

“Este libro está diseñado para emplearse como libro de texto en un curso formal de análisis vectorial o como 
complemento útil de varios libros actuales de uso común.”

“Cada capítulo comienza con el enunciado claro de las defi niciones, principios y teoremas pertinentes, así como 
con ilustraciones y otros materiales descriptivos. Esto va seguido de grupos de problemas resueltos y propuestos 
en orden creciente de difi cultad… Con los problemas resueltos se incluyen numerosas pruebas de teoremas y la 
obtención de fórmulas. La gran cantidad de problemas propuestos con respuestas, sirve como material de revisión 
completa de cada capítulo.”

“Los temas cubiertos incluyen álgebra y cálculo diferencial e integral con vectores, los teoremas de Stokes, 
divergencia y otros del cálculo integral, así como muchas aplicaciones procedentes de distintos campos. Las 
características agregadas son los capítulos sobre coordenadas curvilíneas y el análisis tensorial…”

“En el texto se ha incluido una cantidad considerablemente mayor de la que puede cubrirse en la mayoría de 
cursos de los niveles iniciales. Esto se ha hecho con la intención de que el libro sea más fl exible y útil como referencia 
y para estimular la profundización en los temas.”

Algunos de los cambios realizados a la primera edición son los siguientes: a) Muchas secciones se ampliaron a 
fi n de que fueran más accesibles para los lectores, b) nuevo formato, por ejemplo: el número de cada capítulo está 
incluido en las leyendas de todos los problemas y fi guras, c) muchos de los resultados se plantean ahora de manera 
formal como Proposiciones y Teoremas, y d) se agregaron materiales nuevos tales como el análisis de la dependencia 
e independencia lineales, y el estudio de Rn como espacio vectorial.
Por último, expresamos nuestra gratitud al equipo de McGraw-Hill, en particular a Charles Wall, por su excelente 
cooperación en todas las etapas de la preparación de esta segunda edición.

Seymour Lipschutz
Dennis Spellman

Temple University
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 Capítulo 1

Vectores y escalares
1.1 INTRODUCCIÓN

Los elementos fundamentales del análisis vectorial son los vectores y los escalares. Usaremos la notación R para 
denotar la recta numérica que se asocia con el conjunto de números reales, R2 para denotar el plano cartesiano y R3 
para el espacio ordinario en tres dimensiones.

Vectores

Hay cantidades en física y otras ciencias que se caracterizan por tener magnitud y dirección, tales como el despla-
zamiento, velocidad, fuerza y aceleración. Para describir dichas cantidades defi nimos el concepto de vector como el 
segmento de recta P

→
Q que va de un punto P a otro punto Q. Aquí se llama a P el punto inicial u origen de P

→
Q y Q se 

denomina punto terminal, fi n o término del vector.
Denotaremos los vectores con letras escritas en negritas, o con letras con una fl echa sobre ellas. Así, el vector 

P
→
Q puede denotarse con A o con A

→
, como en la fi gura 1-1a). La magnitud o longitud del vector se denota con )P

→
Q), 

)A), )A→) o A.
Se aplica lo siguiente:

 a) Dos vectores A y B son iguales si tienen la misma magnitud y dirección, sin que importe su punto inicial. Así, en la 
fi gura 1-1a), A 5 B. 

 b) Un vector que tenga dirección opuesta a la de otro vector dado, A, pero con la misma magnitud, se denota por medio 
de 2A [vea la fi gura 1-1b)] y se denomina negativo de A.

b)

A

–A

A

a)

B

Figura 1-1

Escalares

Otras cantidades de la física y de las ciencias se caracterizan por tener sólo magnitud, por ejemplo, la masa, la lon-
gitud y la temperatura. Es frecuente llamar escalares a dichas cantidades para diferenciarlas de los vectores. Sin 
embargo, debe recalcarse que aparte de tener unidades tales como pies, grados, etc., los escalares no son más que 
números reales. Por eso es posible denotarlos con letras comunes. Los números reales 0 y 1 también forman parte 
del conjunto de escalares.
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 2 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

1.2 ÁLGEBRA VECTORIAL

Hay dos operaciones básicas con vectores: a) suma de vectores; b) multiplicación por un escalar.

a) Suma de vectores

Considere los vectores A y B que se ilustran en la fi gura 1-2a). La suma o resultante de A y B es el vector C que se 
forma cuando se coloca el punto inicial de B en el punto terminal de A, para luego unir el punto inicial de A con el 
punto terminal de B, como se ilustra en la fi gura 1-2b). La suma C se escribe C 5 A 1 B. Esta defi nición es equiva-
lente a la ley del paralelogramo para la suma de vectores, como se observa en la fi gura 1-2c).

BA

C = A + B

b)

B

A

a)

B

A
C = A + B

c)

Figura 1-2

La extensión a sumas de más de dos vectores es inmediata. Por ejemplo, considere los vectores A, B, C y D de 
la fi gura 1-3a). En la fi gura 1-3b) se ilustra la forma de obtener la suma o resultante E de los vectores A, B, C y D, 
es decir, al conectar el fi nal de cada vector con el principio del siguiente.

A

C

D

B

a)

A

B

C

D

b)

E = A + B + C + D

Figura 1-3

La diferencia de los vectores A y B se denota con A 2 B, es aquel vector C que al ser sumado a B da como 
resultado el vector A. De manera equivalente, A 2 B puede defi nirse como A 1 (2B).

Si A 5 B, entonces A 2 B se defi ne como el vector nulo o cero y se representa con el símbolo 0 o 0. Tiene 
magnitud igual a cero y su dirección no está defi nida. Un vector que no sea nulo es un vector propio. Supondremos 
que todos los vectores son propios a menos que se especifi que otro caso.

b) Multiplicación por un escalar

La multiplicación de un vector A por un escalar m produce un vector mA con magnitud )m) veces la magnitud de A 
y la dirección de mA está en la misma de A o es opuesta a ella, según sea m positivo o negativo. Si m 5 0, entonces 
mA 5 0, que es el vector nulo.
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Leyes del álgebra vectorial

El teorema siguiente es válido:

teorema 1.1: Suponga que A, B y C son vectores y m y n son escalares. Entonces se cumplen las siguien-
tes leyes:

[A1] (A 1 B) 1 C 5 (A 1 B) 1 C Ley asociativa para la suma
[A2] Existe un vector cero, 0, tal que para todo

vector A,

 A 1 0 5 0 1 A 5 A Existencia del elemento cero

[A3] Para todo vector A, existe un vector 2A
tal que

 A 1 (2A) 5 (2A) 1 A 5 0 Existencia de los negativos

[A4] A 1 B 5 B 1 A Ley conmutativa para la suma
[M1] m(A 1 B) 5 mA 1 mB Ley distributiva
[M2] (m 1 n)A 5 mA 1 nA Ley distributiva
[M3] m(nA) 5 (mn)A Ley asociativa
[M4] 1(A) 5 A Multiplicación por la unidad

Las ocho leyes anteriores son los axiomas que defi nen una estructura abstracta llamada espacio vectorial.
Dichas leyes se agrupan en dos conjuntos, indicados por sus leyendas. Las primeras cuatro leyes se refi eren a la 

suma de vectores. Con ellas es posible demostrar las propiedades siguientes de la suma de vectores.

 a) Cualquier suma A1 1 A2 1 … 1 An de vectores no requiere de paréntesis y no depende del orden de los sumandos.
 b) El vector cero, 0, es único y el negativo, 2A, de un vector A es único.
 c) (Ley de cancelación). Si A 1 C 5 B 1 C, entonces A 5 B.

Las cuatro leyes restantes se refi eren a la multiplicación por un escalar. Con su empleo se demuestran las pro-
piedades siguientes.

proposición 1.2: a) Para cualquier escalar m y el vector cero, 0, se cumple que m0 5 0.
 b) Para cualquier vector A y el escalar 0, se cumple que 0A 5 0.
 c) Si mA 5 0, entonces m 5 0 o A 5 0.
 d) Para cualquier vector A y un escalar m, se cumple que (2m)A 5 m(2A) 5 2(mA).

1.3 VECTORES UNITARIOS

Los vectores unitarios son aquellos que tienen una longitud igual a uno. Suponga que A es un vector cualquiera con 
longitud )A) > 0. Entonces A/ )A) es un vector unitario, denotado por a, que tiene la misma dirección que A. Asimismo, 
cualquier vector A puede representarse con un vector unitario a en la dirección de A multiplicado por la magnitud 
de A. Es decir, A 5 )A)a.

EJEMPLO 1.1 Suponga que )A) 5 3. Entonces a 5 )A) /3 es un vector unitario en la dirección de A. También se cumple 
que A 5 3a.

1.4 LOS VECTORES UNITARIOS RECTANGULARES: i, j, k
Un conjunto importante de vectores unitarios, denotados por i, j y k, son aquellos que tienen las direcciones de los 
ejes x, y y z, respectivamente, de un sistema de coordenadas rectangulares de tres dimensiones. [Vea la fi gura 1-4a).]

El sistema de coordenadas que se ilustra en la fi gura 1-4a), que será el que usemos a menos que se especifi que 
otro caso, se denomina sistema de coordenadas de la mano derecha. El sistema se caracteriza por la siguiente pro-
piedad: si doblamos los dedos de la mano derecha con un giro de 90° a partir del eje positivo de las x y hacia el eje y 
positivo, entonces el pulgar apuntará en la dirección del eje positivo de las z.

 1.4 LOS VECTORES UNITARIOS RECTANGULARES: i, j, k 3

01 Spiegel Cap 001.indd   301 Spiegel Cap 001.indd   3 6/1/11   14:00:226/1/11   14:00:22



 4 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

En general, suponga que los vectores A, B y C, distintos de cero, tienen el mismo punto inicial y no están con-
tenidos en el mismo plano. Entonces, se dice que A, B y C forman un sistema de mano derecha o sistema diestro, 
como un tornillo con rosca derecha que gira en un ángulo menor que 180° de A a B y avanza en la dirección de 
C, como se ilustra en la fi gura 1-4b).

x

O

a)

j

k

i
y

z

b)

A

B

C

c)

x

A2 j

A1 i A3 k

A

z

y
O

Figura 1-4

Componentes de un vector

Cualquier vector A en tres dimensiones puede representarse con su punto inicial en el origen O 5 (0, 0, 0) y su punto 
fi nal en otro punto distinto, digamos (A1, A2, A3). Entonces, los vectores A1i, A2j y A3k se llaman vectores componen-
tes de A en las direcciones x, y y z, y los escalares A1, A2 y A3 se denominan componentes de A en las direcciones x, 
y y z, respectivamente. [(Vea la fi gura 1-4c).]

La suma de A1i, A2 j y A3k es el vector A, por lo que puede escribirse lo siguiente:

 A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k

La magnitud de A es:

 jAj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

q

Considere un punto P(x, y, z) en el espacio. El vector r que parte del origen O hacia el punto P se llama vector 
de posición (o radio vector). Entonces, podemos escribir r como sigue:

 r 5 xi 1 yj 1 zk

Su magnitud es: jrj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
.

Se cumple la siguiente proposición.

proposición 1.3: Suponga que A 5 A1i 1 A2j 1 A3k y B 5 B1i 1 B2j 1 B3k. Entonces,

 i ) 

 
ii ) 

Aþ B ¼ (A1 þ B1)iþ (A2 þ B2)jþ (A3 þ B3)k
mA ¼ m(A1iþ A2jþ A3k) ¼ (mA1)iþ (mA2)jþ (mA3)k

EJEMPLO 1.2 Suponga que A 5 3i 1 5j 2 2k y B 5 4i 2 8j 1 7k.
 a) Para encontrar A 1 B, se suman las componentes respectivas y se obtiene A 1 B 5 7i 2 3j 1 5k
 b) A fi n de calcular 3A 2 2B, primero se multiplica por los escalares y después se suma:

 3A� 2B ¼ (9iþ 15j� 6k)þ (�8iþ 16j� 14k) ¼ iþ 31j� 20k

 c) Para calcular )A) y )B), se extrae la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes:

 jAj ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9þ 25þ 4

p ¼
ffiffiffiffiffi
38

p
 y jBj ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
16þ 64þ 49

p ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi
129

p
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1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Suponga que se dan los vectores A1, A2 …, An y los escalares a1, a2, …, an. Entonces podemos multiplicar los vecto-
res por los escalares correspondientes y luego sumar los productos correspondientes para formar el vector

 B ¼ a1A1 þ a2A2 þ � � � þ anAn

Dicho vector B se denomina combinación lineal de los vectores A1, A2, …, An.
Se aplica la defi nición siguiente:

definición Los vectores A1, A2, …, An son linealmente dependientes si existen escalares a1, a2, …, an, 
distintos de cero, tales que

 a1A1 þ a2A2 þ � � � þ anAn ¼ 0

 En caso contrario, los vectores son linealmente independientes.

La defi nición anterior puede replantearse como sigue. Considere la ecuación vectorial

 x1A1 þ x2A2 þ � � � þ xnAn ¼ 0

donde x1, x2, …, xn son escalares desconocidos. Esta ecuación siempre tiene la solución cero: x1 5 0, x2 5 0, …, 
xn 5 0. Si ésta es la única solución, los vectores son linealmente independientes. Si hay una solución con algún valor 
xj Þ 0, entonces los vectores son linealmente dependientes.

Suponga que A no es el vector nulo. Entonces A, en sí mismo, es linealmente independiente, ya que

 mA 5 0 y A Þ 0, implica que m 5 0

Se cumple la proposición siguiente.

proposición 1.4: Dos o más vectores son linealmente dependientes si y sólo si uno de ellos es una combina-
ción lineal de los otros.

corolario 1.5: Los vectores A y B son linealmente dependientes si y sólo si uno es múltiplo del otro.

EJEMPLO 1.3
 a) Los vectores unitarios i, j y k, son linealmente independientes, ya que ninguno de ellos es una combinación lineal de 

los otros dos.
 b) Suponga que aA 1 bB 1 cC 5 a9A 1 b9B 1 c9C, donde A, B y C son linealmente independientes. Entonces a 5 a9, 

b 5 b9, c 5 c9.

1.6 CAMPO ESCALAR

Suponga que a cada punto (x, y, z) de una región D en el espacio le corresponde un número (escalar) f(x, y, z). En-
tonces f se denomina función escalar de posición, y decimos que se ha defi nido un campo escalar f sobre D.

EJEMPLO 1.4
 a) La temperatura en cualquier punto dentro o sobre la superfi cie de la Tierra en un momento determinado, defi ne un 

campo escalar.
 b) La función f(x, y, z) 5 x3y 2 z2 defi ne un campo escalar. Considere el punto P(2, 3, 1). Entonces

f(P) 5 8(3) 2 1 5 23.

Un campo escalar f que es independiente del tiempo se llama campo escalar estacionario o de estado estable.

1.7 CAMPO VECTORIAL

Suponga que a cada punto (x, y, z) de una región D en el espacio, le corresponde un vector V(x, y, z). Entonces V se 
llama función vectorial de posición, y decimos que se ha defi nido un campo vectorial V sobre D.

 1.7 CAMPO VECTORIAL 5
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 6 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

EJEMPLO 1.5
 a) Suponga que se conoce la velocidad que tiene en un momento dado cualquier punto dentro de un fl uido en movimien-

to. Entonces, se ha defi nido un campo vectorial.
 b) La función V(x, y, z) 5 xy2i 2 2yz3j 1 x2zk defi ne un campo vectorial. Considere el punto P(2, 3, 1). Entonces, 

V(P) 5 18i 2 6j 1 4k.

Un campo vectorial V que sea independiente del tiempo se llama campo vectorial estacionario o de estado estable.

1.8 ESPACIO VECTORIAL Rn

Sea V 5 Rn, donde Rn consiste en todas las sucesiones de n elementos u 5 (a1, a2, …, an) de números reales llamados 
componentes de u. Se usa el término vector para los elementos de V y los denotamos con el uso de las letras u, v y 
w, con o sin subíndice. A los números reales los llamamos escalares y los denotamos con letras distintas de u, v o w.

Defi nimos dos operaciones sobre V 5 Rn:

a) Suma de vectores

Dados los vectores u 5 (a1, a2, …, an) y v 5 (b1, b2, …, bn) en V, se defi ne la suma vectorial u 1 v como sigue:

 uþ v ¼ (a1 þ b1, a2 þ b2, . . . , an þ bn)

Es decir, se suman las componentes que corresponden a los vectores.

b) Multiplicación por un escalar

Dado un vector u 5 (a1, a2, …, an) y un escalar k en R, se defi ne el producto por un escalar ku así:

 ku ¼ (ka1, ka2, . . . , kan)

Es decir, se multiplica cada componente de u por el escalar k.

proposición 1.6: V 5 Rn satisface los ocho axiomas de un espacio vectorial que se listan en el teorema 1.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.1. Diga cuáles de los siguientes son escalares y cuáles son vectores:

 a) calor específi co, b) momento, c) distancia, d ) rapidez, e) intensidad de campo magnético

Solución
 a) escalar, b) vector, c) escalar, d ) escalar, e) vector

1.2. Represente en forma gráfi ca: a) una fuerza de 10 lb con dirección 30° al noreste,
 b) una fuerza de 15 lb con dirección 30° al este del norte.

Solución
Al elegir la unidad de magnitud que se muestra, los vectores requeridos son los indicados en la fi gura 1-5.

Unidad = 5 lb

N

S
a)

30°

10 lb

EW W

N

S
b)

30° 15
lb

E

Figura 1-5
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 PROBLEMAS RESUELTOS 7

1.3. Un automóvil viaja 3 millas hacia el norte, luego 5 millas hacia el noreste. Represente estos desplazamientos 
en forma gráfi ca y determine el desplazamiento resultante: a) en forma gráfi ca y b) analíticamente.

Solución

La fi gura 1-6 presenta los desplazamientos requeridos.
El vector OP o A representa el desplazamiento de 3 millas hacia el norte.
El vector PQ o B representa el desplazamiento de 5 millas hacia el noreste.
El vector OQ o C representa el desplazamiento resultante o suma de vectores A y B, es decir C 5 A 1 B. Ésta es 
la ley del triángulo para la suma de vectores.

El vector resultante OQ también puede obtenerse con la construcción de la diagonal del paralelogramo OPQR 
que tiene como lados a los vectores OP 5 A y a OR (igual al vector PQ o B). Es la ley del paralelogramo para la 
suma de vectores.
 a) Determinación gráfi ca de la resultante. Trace la unidad de 1 milla para el vector OQ a fi n de encontrar la 

magnitud de 7.4 millas (aproximadamente). Con un transportador se lee el ángulo EOQ 5 61.5°, aproximada-
mente. Entonces, el vector OQ tiene una magnitud de 7.4 millas y dirección 61.5° hacia el noreste.

 b) Determinación analítica de la resultante. Del triángulo OPQ, con la notación A, B y C para las magnitudes 
de A, B y C, obtenemos lo siguiente, por la ley de los cosenos:

 C2 ¼ A2 þ B2 � 2AB cos/OPQ ¼ 32 þ 52 � 2(3)(5) cos 1358 ¼ 34þ 15
ffiffiffi
2

p
¼ 55:21

y C 5 7.43 (aproximadamente).

Por la ley de los senos, 
A

sen/OQP
5

C
sen/OPQ

. Entonces,

 sen/OQP 5
A sen/OPQ

C
5

3(0.707)
7.43

5 0.2855  y /OQP 5 16°359.

Así, el vector OQ tiene una magnitud de 7.43 millas y dirección (45° 1 16°359) 5 61°359 hacia el noreste.

B A

Q

R

B

O

A

P
45°

S

N

C
= 

A
 +

 B

EW

Unidad = 1 milla

135°

Figura 1-6   

Unidad = 5 pies

Q

O

D

CA

B

R

P

45°

S

N

EW

30°

60°

Figura 1-7  

1.4. Encuentre la suma (resultante) de los desplazamientos siguientes:

A: 10 pies al noroeste,  B: 20 pies, 30° al noreste,  C: 35 pies hacia el sur.

Solución

La fi gura 1-7 muestra la resultante obtenida como sigue (donde una unidad de longitud es igual a 5 pies).
Sea que A comience en el origen. En el punto terminal de A se coloca el punto inicial de B. En el punto termi-

nal de B se sitúa el punto inicial de C. La resultante D se forma al unir el punto inicial de A con el punto terminal 
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 8 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

de C, es decir D 5 A 1 B 1 C. En forma gráfi ca, la resultante D se mide y resulta tener una magnitud de 4.1 unida-
des 5 20.5 pies con dirección 60° al sureste.

1.5. Demuestre que la adición de vectores es conmutativa, es decir, que A 1 B 5 B 1 A (teorema 1.1[A4]).

Solución
Como se aprecia en la fi gura 1-8,

 OP 1 PQ 5 OQ, o bien A 1 B 5 C, y OR 1 RQ 5 OQ, o bien B 1 A 5 C

Por tanto, A 1 B 5 B 1 A.

O

A

P

R

A

C = B
+ A

C = A
+ B

B

B

Q

Figura 1-8   

O

A

P

R

C

(B + C)(A
+ B)

D

B
Q

Figura 1-9

1.6. Demuestre que la adición de vectores es asociativa, es decir, A 1 (B 1 C) 5 (A 1 B) 1 C (teorema 1.1[A1]).

Solución
Como se indica en la fi gura 1-9,

OP 1 PQ 5 OQ 5 (A 1 B) y PQ 1 QR 5 PR 5 (B 1 C)
 OP 1 PR 5 OR 5 D o A 1 (B 1 C) 5 D y OQ 1 QR 5 OR 5 D o (A 1 B) 1 C 5 D

Así, A 1 (B 1 C) 5 (A 1 B) 1 C.

1.7. Las fuerzas F1, F2, …, F6 actúan sobre un objeto P, como se ilustra en la fi gura 1-10a). Calcule la fuerza que 
se necesita para impedir que P se mueva.

Solución
Como el orden de la suma de vectores es irrelevante, podemos comenzar con cualquier vector, digamos F1. A F1 
hay que sumarle F2, luego F3 y así sucesivamente, como se ilustra en la fi gura 1-10b). El vector que se dibuje a 
partir del punto inicial de F1 hasta el punto terminal de F6 es la resultante R, es decir, R 5 F1 1 F2 1 … 1 F6.

La fuerza necesaria para impedir que P se mueva es 2R, que a veces recibe el nombre de equilibrante.

F5

F5

F1 F1

F2

F2

F3

F3

F4

F4

P

P

Resu
lta

nte 
= R

 

a) b)

F6
F6

Figura 1-10
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 PROBLEMAS RESUELTOS 9

1.8. Dados los vectores A, B y C en la fi gura 1-11a), construya A 2 B 1 2C.

Solución

Se comienza con A, se suma 2B y después se suma 2C, como se observa en la fi gura 1-11b). La resultante es 
A 2 B 1 2C.

A
B

C

a)

A

2C

A – B + 2C = A + (–B) + 2C

–B

b)

Figura 1-11

1.9. Dados dos vectores no colineales a y b, como los que aparecen en la fi gura 1-12, encuentre una expresión 
para cualquier vector r que esté en el plano que determinan a y b.

Solución

Los vectores no colineales son aquellos que no son paralelos a la misma línea. De ahí que cuando sus puntos ini-
ciales coinciden, determinan un plano. Sea r cualquier vector contenido en el plano de a y b y cuyo punto inicial 
coincide con los puntos iniciales de a y b en O. A partir del punto terminal R de r, se construyen líneas paralelas a 
los vectores a y b para completar el paralelogramo ODRC por extensión de las líneas de acción de a y b, si fuera 
necesario. De la fi gura 1-12,

 OD 5 x(OA) 5 xa, donde x es un escalar
 OC 5 y(OB) 5 yb, donde y es un escalar

Pero según la ley del paralelogramo de la suma de vectores:

 OR 5 OD 1 OC, o bien r 5 xa 1 yb

que es la expresión requerida. Los vectores xa y yb se llaman vectores componentes de r en las direcciones a y b, 
respectivamente. Los escalares x y y pueden ser positivos o negativos en función de las orientaciones relativas de 
los vectores. De acuerdo con la forma de construirlos, es evidente que x y y son únicos para vectores a, b y r dados. 
Los vectores a y b se llaman vectores base en un plano.

D

A

O

C
B

R

a r

b

Figura 1-12   

U

a

c
r

T
S

P

b

V

A

C'

O

R

B

Q

Figura 1-13
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 10 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

1.10. Dados tres vectores no coplanares a, b y c, encuentre una expresión para cualquier vector r en el espacio 
tridimensional.

Solución

Los vectores no coplanares son los que no son paralelos al mismo plano. Entonces, cuando sus puntos iniciales 
coinciden, no se localizan en el mismo plano.

Sea r cualquier vector en el espacio con su punto inicial coincidente con los puntos iniciales de a, b y c en O. 
A través del punto terminal de r, se pasan planos paralelos respectivos a los planos determinados por a y b, b y c, 
y a y c; consulte la fi gura 1-13. Complete el paralelepípedo PQRSTUV por extensión de las líneas de acción de a, 
b y c, si fuera necesario. De

 OV 5 x(OA) 5 xa, donde x es un escalar
 OP 5 y(OB) 5 yb, donde y es un escalar
 OT 5 x(OC) 5 zc, donde z es un escalar.

Pero OR 5 OV 1 VQ 1 QR 5 OV 1 OP 1 OT, o bien r 5 xa 1 yb 1 zc.
Por el método de construcción, es evidente que x, y y z son únicos para vectores dados a, b, c y r.
Los vectores xa, yb y zc se llaman vectores componentes de r en las direcciones a, b y c, respectivamente. Los 

vectores a, b y c se denominan vectores base en tres dimensiones.
Como caso especial, si a, b y c son los vectores unitarios i, j y k, que son mutuamente perpendiculares, se 

observa que cualquier vector r se puede expresar en forma única en términos de i, j y k por medio de la expresión 
r 5 xi 1 yj 1 zk.

Asimismo, si c 5 0, entonces r debe estar en el plano de a y b, por lo que se obtiene el resultado del problema 1.9.

1.11. Suponga que a y b no son colineales. Demuestre que xa 1 yb 5 0 implica que x 5 y 5 0.

Solución

Suponga que x Þ 0. Entonces xa 1 yb 5 0 implica que xa 5 2yb o bien a 5 2(y/x)b, es decir, a y b deben ser 
paralelos a la misma línea (colineales) contrario a la hipótesis. Así, x 5 0; entonces yb 5 0, por lo que y 5 0.

1.12. Suponga que x1a 1 y1b 5 x2a 1 y2b, donde a y b no son colineales. Demuestre que x1 5 x2 y y1 5 y2.

Solución

Observe que x1a 1 y1b 5 x2a 1 y2b puede escribirse como

 x1a 1 y1b 2 (x2a 1 y2b) 5 0 o bien (x1 2 x2)a 1 (y1 2 y2)b 5 0.

Entonces, según el problema 1.11, x1 2 x2 5 0, y1 2 y2 5 0 o bien x1 5 x2, y1 5 y2.

1.13. Suponga que a, b y c no son coplanares. Demuestre que xa 1 yb 1 zc 5 0 implica que x 5 y 5 z 5 0.

Solución

Suponga que x Þ 0. Entonces xa 1 yb 1 zc 5 0 implica que xa 5 2yb 2 zc o a 5 2(y/x)b 2 (z/x)c. Pero 2(y/x)b 
2 (z/x)c es un vector que está en el plano de b y c (vea el problema 1.10); es decir, a está en el plano de b y c, lo que, 
con toda claridad, contradice la hipótesis de que a, b y c son no coplanares. Entonces, x 5 0. Con un razonamiento 
similar se obtienen contradicciones si se supone que y Þ 0 y z Þ 0.

1.14. Suponga que x1a 1 y1b 1 z1c 5 x2a 1 y2b 1 z2c, donde a, b y c son no coplanares. Demuestre que x1 5 x2, 
y1 5 y2 y z1 5 z2.

Solución

La ecuación se puede escribir como (x1 2 x2)a 1 (y1 2 y2)b 1 (z1 2 z2)c 5 0. Entonces, según el problema 1.13,

 x1 2 x2 5 0, y1 2 y2 5 0, z1 2 z2 5 0 o bien x1 5 x2, y1 5 y2, z1 5 z2.
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 PROBLEMAS RESUELTOS 11

1.15. Suponga que los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrilátero están conectados por líneas 
rectas. Demuestre que el cuadrilátero resultante es un paralelogramo.

Solución

Sea ABCD el cuadrilátero dado y P, Q, R y S, los puntos medios de sus lados. Consulte la fi gura 1-14. 
Entonces, PQ 5 2

1 (a 1 b), QR 5 2
1 (b 1 c), RS 5 2

1 (c 1 d), SP 5 2
1 (d 1 a).

Pero a 1 b 1 c 1 d 5 0. Entonces

 PQ 5 2
1 (a 1 b) 5 22

1 (c 1 d) 5 SR y QR 5 2
1 (b 1 c) 5 22

1 (d 1 a) 5 PS

Así, los lados opuestos son iguales y paralelos, por lo que PQRS es un paralelogramo.

A

a

b

D

Q

R

S

P

d

B

C

c

(c 
+ d)

1
2

(a
 +

 b)

1
2

(d + a)

1
2

(b + c)

1
2

Figura 1-14   

O v

r2

r1 r'1

r'3

O'

P1 P2

P3

r'2

r3

Figura 1-15

1.16. Sean P1, P2 y P3 puntos fi jos relativos a un origen O, y sean r1, r2 y r3 vectores de posición que van de O a cada 
punto. Suponga que la ecuación vectorial a1r1 1 a2r2 1 a3r3 5 0 se cumple con respecto al origen O. De-
muestre que se cumplirá con respecto de cualquier punto O9 distinto del origen si y sólo si a1 1 a2 1 a3 5 0.

Solución

Sean r19, r29 y r39 los vectores de posición de P1, P2 y P3 con respecto de O9, y sea v el vector de posición de O9 
con respecto de O. Se buscan condiciones en las que la ecuación a1r19 1 a2r29 1 a3r39 5 0 se cumplirá en el nuevo 
sistema de referencia.

De la fi gura 1-15, es evidente que r1 5 v 1 r19, r2 5 v 1 r29, r3 5 v 1r39 por lo que a1r1 1 a2r2 1 a3r3 5 0 
se convierte en

 a1r1 1 a2r2 1 a3r3 5 a1(v 1 r19) 1 a2(v 1 r29) 1 a3(v 1r39)
5 (a1 1 a2 1 a3)v 1 a1r19 1 a2r29 1 a3r39 5 0

El resultado a1r19 1 a2r29 1 a3r39 5 0 se cumplirá si y sólo si

 (a1 1 a2 1 a3)v 5 0, o bien a1 1 a2 1 a3 5 0.

El resultado puede generalizarse.

1.17. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se bisecan una a la otra.

Solución

Sea ABCD el paralelogramo dado con diagonales que se intersecan en P, como en la fi gura 1-16.
Como BD 1 a 5 b, BD 5 b 2 a. Entonces BP 5 x(b 2 a).
Debido a que AC 5 a 1 b, AP 5 y(a 1 b).
Pero AB 5 AP 1 PB 5 AP 2 BP,
es decir, a 5 y(a 1 b) 2 x(b 2 a) 5 (x 1 y)a 1 (y 2 x)b.
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 12 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

Como a y b no son colineales, según el problema 1.12, x 1 y 5 1 y y 2 x 5 0 (entonces x 5 y 5 2
1 ) y P es el 

punto medio de ambas diagonales.

A

B
C

D
b

b

a
a

P

Figura 1-16    

O
B

A

P

a

r

b

Figura 1-17

1.18. Encuentre la ecuación de la línea recta que pasa por dos puntos dados A y B que tienen vectores de posición 
a y b con respecto del origen.

Solución

Sea r el vector de posición de un punto P sobre la recta que pasa por A y B, como se aprecia en la fi gura 1-17. 
Entonces,

 OA 1 AP 5 OP, o bien a 1 AP 5 r (es decir, AP 5 r 2 a)

y

 OA 1 AB 5 OB, o bien a 1 AB 5 b (que es, AB 5 b 2 a)

Como AP y AB son colineales, AP 5 tAB o bien r 2 a 5 t(b 2 a). Entonces, la ecuación requerida es

 r 5 a 1 t(b 2 a) o bien r 5 (1 2 t)a 1 tb

Si la ecuación se escribe como (1 2 t)a 1 tb 2 r 5 0, la suma de los coefi cientes de a, b y r es 1 2 t 1 t 2 1 5 0.
Entonces, según el problema 18, se observa que el punto P siempre está sobre la recta que une a A y a B y no de-
pende de la elección del origen O, que es como debe ser, por supuesto.

Otro método. Como AP y PB son colineales, se tiene que para los escalares m y n:

 mAP 5 nPB o bien m(r 2 a) 5 n(b 2 r)

Al resolver r 5 (ma 1 nb)/(m 1 n), que se llama forma simétrica.

1.19. Considere los puntos P(2, 4, 3) y Q(1, 25, 2) en el espacio R3 tridimensional, como se aprecia en la fi gura 
1-18.

 a) Encuentre los vectores de posición r1 y r2 para P y Q en términos de los vectores unitarios i, j y k.
 b) Determine en forma gráfi ca y analítica la resultante de estos vectores de posición.

Solución

 a) r1 5 OP 5 OC 1 CB 1 BP 5 2i 1 4j 1 3k
  r2 5 OQ 5 OD 1 DE 1 EQ 5 i 2 5j 1 2k
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 PROBLEMAS RESUELTOS 13

 b) En forma gráfi ca, la resultante de r1 y r2 se obtiene como la diagonal OR del paralelogramo OPRQ. En forma 
analítica, la resultante de r1 y r2 está dada por

 r1 1 r2 5 (2i 1 4j 1 3k) 1 (i 2 5j 1 2k) 5 3i 2 j 1 5k

O

F

E

Q (1, –5, 2) P (2, 4, 3)

r1
r2

j
i

x

z

R

y
k

B

A

C
D

Figura 1-18   

(A1, A2, A3)

A2 j

A3 k
A1 i

Q

S

Rx

y

z

O
A

Figura 1-19

1.20. Demuestre que la magnitud del vector A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k, que se ilustra en la fi gura 1-19 es 

jAj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

p
.

Solución

Con el teorema de Pitágoras,

 (OP)2 5 (OQ)2 1 (QP)2

donde OP denota la magnitud del vector OP, y así sucesivamente. En forma similar (OQ)2 5 (OR)2 1 (RQ)2.

Entonces (OP)2 5 (OR)2 1 (RQ)2 1 (QP)2 o bien A2 5 A1
2 1 A2

2 1 A3
2 (es decir, A ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

p
).

1.21. Dados los vectores de radios r1 5 3i 2 2j 1 k, r2 5 3i 1 4j 1 9k, r3 5 2i 1 2j 1 2k. Encuentre las mag-
nitudes de: a) r3, b) r1 1 r2 1 r3, c) r1 2 r2 1 4r3.

Solución

 a) )r3) 5 )2i 1 2j 1 2k) 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(�1)2 þ (2)2 þ (2)2

p
¼ 3.

 b) r1 1 r2 1 r3 5 3i 1 4j 1 12k, por lo que )r1 1 r2 1 r3) 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9þ 16þ 144

p ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffi
169

p ¼ 13.

 c) r1 2 r2 1 4r3 5 2i 1 2j 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4þ 4

p ¼ ffiffiffi
8

p ¼ 2
ffiffiffi
2

p
.

1.22. Encuentre un vector unitario u paralelo a la resultante R de los vectores r1 5 2i 1 4j 2 5k y r2 5 2i 2 2j
1 3k.

Solución

La resultante R 5 r1 1 r2 5 (2i 1 4j 2 5k) 1 (2i 2 2j1 3k) 5 i 1 2j 2 2k. Asimismo,

 Magnitud de R 5 )R) 5 )i 1 2j 2 2k) 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(1)2 þ (2)2 þ (�2)2

q
¼ 3:

Entonces, u es igual a R/)R). Es decir,

 u 5 R/)R) 5 (i 1 2j 2 2k)/3 5 (1/3)i 1 (2/3)j 2 (2/3)k

Comprobación: )(1/3)i 1 (2/3)j 2 (2/3)k) 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(1=3)2 þ (2=3)2 þ (�2=3)2

p
¼ 1:
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 14 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

1.23. Suponga que r1 5 2i 2 j 1 k, r2 5 i 2 3j 2 2k, r3 5 22i 1 j 2 3k. Escriba r4 5 i 1 3j 1 2k como una 
combinación lineal de r1, r2 y r3; es decir, encuentre escalares a, b y c tales que r4 5 ar1 1 br2 1 cr3.

Solución

Se requiere que

 

iþ 3jþ 2k ¼ a(2i� jþ k)þ b(i� 3j� 2k)þ c(�2iþ j� 3k)

¼ (2aþ b� 2c)iþ (�aþ 3bþ c)jþ (a� 2b� 3c)k

Como i, j y k no son coplanares, según el problema 1.13, igualamos los coefi cientes correspondientes a cada uno 
de estos vectores, con lo que se obtiene 2a 1 b 2 2c 5 1, 2a 1 3b 1 c 5 3, a 2 2b 2 3c 5 2
Al resolver se obtiene: a 5 22, b 5 1, c 5 22. Entonces, r4 5 22r1 1 r2 2 2r3.

Se dice que el vector r4 es linealmente dependiente de r1, r2 y r3; en otras palabras r1, r2, r3 y r4 constituyen 
un conjunto de vectores linealmente dependiente. Por otro lado, cualesquiera tres (o menos) de esos vectores son 
linealmente independientes.

1.24. Determine el vector con punto inicial en P(x1, y1, z1) y punto terminal en Q(x2, y2, z2) y encuentre su magnitud.

Solución

Considere la fi gura 1-20. Los vectores de posición de P y Q son, respectivamente,

 r1 5 x1i 1 y1j 1 z1k y r2 5 x2i 1 y2 j 1 z2k

Entonces, r1 1 PQ 5 r2, o bien

 PQ 5 r2 2 r1 5 (x2i 1 y2 j 1 z2k) 2 (x1i 1 y1j 1 z1k)
5 (x2 2 x1)i 1 (y2 2 y1)j 1 (z2 2 z1)k.

La magnitud de PQ 5 PQ 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(x2 � x1)

2 þ (y2 � y1)
2 þ (z2 � z1)

2
p

: Observe que ésta es la distancia entre los 
puntos P y Q.

O

Q(x2, y2, z2)

P(x1, y1, z1)

r1

r2

x

z

y

Figura 1-20   

C

O

A

Bb

P(x, y, z)

y

x

z

g r

Figura 1-21

a

1.25. Determine los ángulos a, b y g que el vector r 5 xi 1 yj 1 zk forma con las direcciones positivas de los ejes 
coordenados, y demuestre que

 cos2 a 1 cos2 b 1 cos2 g 5 1.

Solución

En relación con la fi gura 1-21, el triángulo OAP es rectángulo con su ángulo recto en A; entonces, cos a 5 x/)r). 
En forma similar, los triángulos rectángulos OBP y OCP, cos b 5 y/)r) y cos g 5 z/)r), respectivamente. Asimismo, 
)r) 5 r 5 

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
.
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 PROBLEMAS RESUELTOS 15

Entonces, cos a 5 x/r, cos b 5 y/r, y cos g 5 z/r, de donde es posible obtener los valores de a, b y g. De 
éstos se sigue que:

 
cos2 aþ cos2 bþ cos2 g ¼ x2 þ y2 þ z2

r2
¼ 1:

Los números cos a, cos b y cos g se denominan cosenos directores del vector OP.

1.26. Las fuerzas A, B y C actúan sobre un objeto y están dadas en términos de sus componentes por medio de las 
ecuaciones vectoriales A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k y C 5 C1i 1 C2 j 1 C3k. Encuentre la 
magnitud de la resultante de estas fuerzas.

Solución

La fuerza resultante es R 5 A 1 B 1 C 5 (A1 1 B1 1 C1)i 1 (A2 1 B2 1 C2)j 1 (A3 1 B3 1 C3)k.

Magnitud de la resultante 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(A1 þ B1 þ C1)

2 þ (A2 þ B2 þ C2)
2 þ (A3 þ B3 þ C3)

2
p

.

Es fácil extender el resultado a más de tres fuerzas.

1.27. Encuentre un conjunto de ecuaciones para las líneas rectas que pasan por los puntos P(x1, y1, z1) y Q(x2, y2, z2).

Solución

Sean r1 y r2 los vectores de posición de P y Q, respectivamente, y r el vector de posición de cualquier punto R sobre 
la recta que une P y Q, como se ilustra en la fi gura 1-22.

 r1 1 PR 5 r o bien PR 5 r 2 r1

r1 1 PQ 5 r2 o bien PQ 5 r2 2 r1

Pero PR 5 tPQ, donde t es un escalar. Entonces, r 2 r1 5 t(r2 2 r1) es la ecuación vectorial requerida de la 
línea recta (compare con el problema 1.14).

En coordenadas rectangulares tenemos que, como r 5 xi 1 yj 1 zk,

 (xi 1 yj 1 zk) 2 (x1i 1 y1j 1 z1k) 5 t[(x2i 1 y2 j 1 z2k) 2 (x1i 1 y1j 1 z1k)]

o bien

 (x 2 x1)i 1 (y 2 y1)j 1 (z 2 z1)k 5 t[(x2 2 x1)i 1 (y2 2 y1)j 1 (z2 2 z1)k]

P (x1, y1, z1)

Q (x2, y2, z2)

R

O

r1
r

r2

y

x

z

Figura 1-22
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 16 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

Como i, j y k son vectores no coplanares, según el problema 1.14 tenemos que:

 x 2 x1 5 t(x2 2 x1), y 2 y1 5 t(y2 2 y1), z 2 z1 5 t(z2 2 z1)

son las ecuaciones paramétricas de la recta, en las que t es el parámetro. Al eliminar t se obtiene:

 

x� x1

x2 � x1
¼ y� y1

y2 � y1
¼ z� z1

z2 � z1
:

1.28. Demuestre la proposición 1.4: dos o más vectores A1, A2, …, Am son linealmente dependientes si y sólo si 
uno de ellos es una combinación lineal de los otros.

Solución

Supongamos que, por ejemplo, Aj es una combinación lineal de los otros,

 Aj 5 a1A1 1 … 1 aj21Aj21 1 aj11Aj11 1 … 1 amAm

Entonces, al sumar 2Aj en ambos lados se obtiene:

 a1A1 1 … 1 aj21Aj21 2 Aj 1 aj11Aj11 1 … 1 amAm 5 0

donde el coefi ciente de Aj no es 0. Entonces, los vectores son linealmente dependientes.
A la inversa, supongamos que los vectores son linealmente dependientes, digamos

 b1A1 1 … 1 bjAj 1 … 1 bmAm 5 0 donde bj Þ 0

Entonces puede resolverse para Aj y se obtiene:

 Aj 5 (b1/bj)A1 1 … 1 (bj21/bj)Aj21 1 (bj11/bj)Aj11 1 … 1 (bm/bj)Am

Así, Aj es una combinación lineal de los otros vectores.

1.29. Considere el campo escalar w defi nido por w (x, y, z) 5 3x2z2 2 xy3 2 15. Encuentre w en los puntos a) (0, 0, 0),
b) (1, 22, 2), c) (21, 22, 23).

Solución

 a) w (0, 0, 0) 5 3(0)2(0)2 2 (0)(0)3 2 15 5 0 2 0 2 15 5 215.
 b) w (1, 22, 2) 5 3(1)2(2)2 2 (1)(22)3 2 15 5 12 1 8 2 15 5 5.
 c) w (21, 22, 23) 5 3(21)2(23)2 2 (21)(22)3 2 15 5 27 2 8 1 15 5 4.

1.30. Describa los campos vectoriales defi nidos por:

 a) V(x, y) 5 xi 1 yj, b) V(x, y) 5 2xi 2 yj, c) V(x, y, z) 5 xi 1 yj 1 zk

Solución

 a) En cada punto (x, y), excepto en (0, 0), del plano xy, está defi nido un vector único xi 1 yj de magnitud ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
 cuya dirección pasa por el origen y se aleja de éste. Para simplifi car los procedimientos de 
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grafi cación, observe que todos los vectores asociados con puntos sobre los círculos x2 1 y2 5 a2, a > 0, tienen 
magnitud a. Entonces, el campo se muestra en la fi gura 1-23a), con una escala apropiada.

a)

O x

y

b)

O x

y

Figura 1-23

 b) Aquí, cada vector es igual pero con dirección opuesta al correspondiente en el inciso a). Así, el campo aparece 
en la fi gura 1-23b).

En la fi gura 1-23a), el campo tiene la apariencia de un fl uido que emerge de un punto fuente O y fl uye en 
las direcciones que se indican. Por esta razón recibe el nombre de campo fuente y O el de fuente.

En la fi gura 1-23b), el campo parece fl uir hacia O, por lo que se llama campo sumidero y O es el sumi-
dero.

En tres dimensiones la interpretación es que un fl uido emerge en forma radial desde (o que se acerca en 
forma radial hacia) una recta fuente (o recta sumidero).

El campo vectorial se denomina bidimensional porque es independiente de z.
 c) Como la magnitud de cada vector es 

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
, todos los puntos de la esfera x2 1 y2 1 z2 5 a2, a > 0, tie-

nen vectores de magnitud a asociados a ellos. Entonces, el campo toma la apariencia de un fl uido que emerge 
desde una fuente O y avanza en todas las direcciones del espacio. Es un campo fuente tridimensional.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.31. Determine cuáles de los siguientes son escalares y cuáles son vectores:

a) Energía cinética, b) intensidad de campo eléctrico, c) entropía, d ) trabajo, e) fuerza centrífuga, f ) temperatura, 
g) carga, h) esfuerzo cortante, i ) frecuencia.

1.32. Un aeroplano viaja 200 millas hacia el oeste, y luego 150 millas a 60° hacia el noroeste. Determine el desplaza-
miento resultante.

1.33. Encuentre la resultante de los siguientes desplazamientos: A: 20 millas a 30° al sureste; B: 50 millas hacia el oeste; 
C: 40 millas a 30° al noreste; D: 30 millas a 60° al suroeste.

1.34. Suponga que ABCDEF son los vértices de un hexágono regular. Encuentre la resultante de las fuerzas representa-
das por los vectores AB, AC, AD, AE y AF.

1.35. Considere los vectores A y B. Demuestre que: a) )A 1 B) ≤ )A) 1 )B); b) )A 2 B) ≥ )A) 2 )B).

1.36. Demuestre que )A 1 B 1 C) ≤ )A) 1 )B) 1 )C).

 PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 17
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 18 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

1.37. Dos ciudades, A y B, están situadas en oposición directa sobre las orillas de un río cuyo ancho es de 8 millas y 
fl uye con una velocidad de 4 mi/h. Un hombre ubicado en A desea llegar a la ciudad C que está corriente arriba a 6 
millas de la ciudad B y en el mismo lado que ésta. Si su embarcación viaja con una velocidad máxima de 10 mi/h 
y si desea llegar a C en el menor tiempo posible, ¿qué dirección debe seguir y cuánto tiempo durará el viaje?

1.38. Simplifi que la expresión: 2A 1 B 1 3C 2 {A 2 2B 2 2(2A 2 3B 2 C)}.

1.39. Considere vectores no colineales a y b. Suponga

 A 5 (x 1 4y)a 1 (2x 1 y 1 1)b y B 5 (y 2 2x 1 2)a 1 (2x 2 3y 2 1)b

Encuentre x e y tales que 3A 5 2B.

1.40. Los vectores básicos a1, a2 y a3 están dados en términos de los vectores básicos b1, b2 y b3 por las relaciones

 a1 5 2b1 1 3b2 2 b3, a2 5 b1 2 2b2 1 2b3, a3 5 22b1 1 b2 2 2b3

Suponga que F 5 3b1 2 b2 1 2b3. Exprese F en términos de a1, a2 y a3.

1.41. Sobre un objeto P actúan tres fuerzas coplanares, como se ilustra en la fi gura 1-24. Calcule la fuerza necesaria para 
impedir que P se mueva.

P

100 lb

150 lb

30°

200 lb

Figura 1-24   

T T

100 lb

60°60°

Figura 1-25

1.42. Un peso de 100 libras está suspendido de su centro por medio de una cuerda, como se aprecia en la fi gura 1-25. 
Determine la tensión T en la cuerda.

1.43. Suponga que a, b y c son vectores no coplanares. Determine si los vectores siguientes tienen independencia o de-
pendencia lineal:

 r1 5 2a 2 3b 1 c, r2 5 3a 2 5b 1 2c, r3 5 4a 2 5b 1 c.

1.44. a) Si O es un punto dentro del triángulo ABC y P, Q y R son los puntos medios de los lados AB, BC y CA, respec-
tivamente, demuestre que OA 1 OB 1 OC 5 OP 1 OQ 1 OR.
 b) ¿El resultado es el mismo si O es cualquier punto fuera del triángulo? Demuestre su respuesta.

1.45. En la fi gura 1-26, ABCD es un paralelogramo con P y Q como puntos medios de los lados BC y CD, respectiva-
mente. Demuestre que AP y AQ trisecan la diagonal BC en los puntos E y F.

F

B

P

C
Q

D

E

A

Figura 1-26

F

B

P

C
Q

D

E

A
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1.46. Demuestre que la recta que une los puntos medios de dos lados de un triángulo es paralela al tercero y tiene la mitad 
de su magnitud.

1.47. Pruebe que las medianas de un triángulo se cortan en un punto común, que es el punto de trisección de las medianas.

1.48. Demuestre que los ángulos bisectores de un triángulo se encuentran en un punto común.

1.49. Sea que los vectores de posición de los puntos P y Q relativos al origen O están dados por los vectores p y q, res-
pectivamente. Suponga que R es un punto que divide a PQ en segmentos que están en la razón m:n. Demuestre que 
el vector de posición de R está dado por r 5 (mp 1 nq)/(m 1 n) y que es independiente del origen.

1.50. Un cuadrilátero ABCD tiene masas de 1, 2, 3 y 4 unidades localizadas, respectivamente, en sus vértices
 A(21, 22, 2), B(3, 2, 21), C(1, 22, 4) y D(3, 1, 2). Encuentre las coordenadas del centroide.

1.51. Demuestre que la ecuación de un plano que pasa por tres puntos dados A, B y C, que no están en la misma recta y 
tienen vectores de posición a, b y c relativos a un origen O, se pueden escribir como:

 
r ¼ maþ nbþ pc

mþ nþ p

donde m, n y p son escalares. Verifi que que la ecuación es independiente del origen.

1.52. Los vectores de posición de los puntos P y Q están dados por r1 5 2i 1 3j 2 k, r2 5 4i 2 3j 1 2k. Determine PQ 
en términos de i, j y k, y determine su magnitud.

1.53. Suponga que A 5 3i 2 j 2 4k, B 5 22i 1 4j 2 3k, C 5 i 1 2j 2 k. Encuentre 

a) 2A 2 B 1 3C, b) )A 1 B 1 C), c) )3A 2 2B 1 4C), d ) un vector unitario paralelo a 3A 2 2B 1 4C.

1.54. Las fuerzas siguientes actúan sobre una partícula P: F1 5 2i 1 3j 2 5k, F2 5 25i 1 j 1 3k, F3 5 i 2 2j 1 4k,
F4 5 4i 2 3j 2 2k, medidas en libras. Encuentre a) la resultante de las fuerzas, b) la magnitud de la resultante.

1.55. En cada caso, determine si los vectores son linealmente independientes o dependientes:

a) A 5 2i 1 j 2 3k, B 5 i 2 4k, C 5 4i 1 3j 2 k, b) A 5 i 2 3j 1 2k, B 5 2i 2 4j 2 k, C 5 3i 1 2j 2 k.

1.56. Pruebe que cuatro vectores cualesquiera en tres dimensiones deben ser linealmente dependientes.

1.57. Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que los vectores A 5 A1i 1 A2j 1 A3k,
B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k y C 5 C1i 1 C2 j 1 C3k sean linealmente independientes, es que el determinante

A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

������

������
 sea diferente de cero.

1.58. a)  Demuestre que los vectores A 5 3i 1 j 2 2k, B 5 2i 1 3j 1 4k, C 5 4i 2 2j 2 6k pueden formar los lados 
de un triángulo.

b) Encuentre las longitudes de las medianas del triángulo.

1.59. Dado el campo escalar defi nido por f(x, y, z) 5 4yx3 1 3xyz 2 z2 1 2. Encuentre a) f(1, 21, 22), b) f(0, 23, 1).

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.31. a) e, b), v, c) e, d ) e, e) v, f ) e, g) e, h) v, i ) e.

1.32. Magnitud 304.1 (50
ffiffiffiffiffi
37

p
), dirección 25°179 al noreste (arcsen 3

ffiffiffiffiffiffiffiffi
111

p
=74).

1.33. Magnitud 20.9 millas, dirección 21°399 al suroeste.

1.34. 3AD.

1.37. Línea recta corriente arriba con un ángulo de 34°289 respecto de la orilla. 1 hora 25 minutos.

 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 19
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 20 CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES

1.38. 5A 2 3B 1 C.

1.39. x 5 2, y 5 21.

1.40. 2a1 1 5a2 1 3a3.

1.41. 323 libras directamente opuestas a la fuerza de 150 
libras.

1.42. 100 libras.

1.43. Linealmente dependiente, ya que r3 5 5r1 2 2r2.

1.44. Sí.

1.50. (2, 0, 2).

1.52. 2i 2 6j 1 3k, 7

1.53. a) 11i 2 8k, b) 
ffiffiffiffiffi
93

p
,

1.54. a) 2i 2 j, b) 
ffiffiffi
5

p
.

 c) 
ffiffiffiffiffiffiffiffi
398

p
, (3A� 2Bþ 4C)=

ffiffiffiffiffiffiffiffi
398

p
.

1.55. a)  Linealmente dependientes, b) Linealmente inde-
pendientes.

1.58. b) 
ffiffiffi
6

p
, (1=2)

ffiffiffiffiffiffiffiffi
114

p
, (1=2)

ffiffiffiffiffiffiffiffi
150

p
.

1.59. a) 36, b) 211.
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 Capítulo 2

El producto punto 
y el producto cruz
2.1 INTRODUCCIÓN

En el capítulo 1 se defi nieron las operaciones de suma de vectores y multiplicación por un escalar. Aquí defi nimos 
dos nuevas operaciones de multiplicación de vectores. Una de ellas, el producto punto, da como resultado un escalar, 
mientas que la otra, el producto cruz, genera un vector. Después se combinan dichas operaciones para defi nir ciertos 
productos triples.

2.2 EL PRODUCTO PUNTO O PRODUCTO ESCALAR

El producto punto o escalar de dos vectores A y B se denota con A ? B (se lee: A punto B), y se defi ne como el pro-
ducto de las magnitudes de A y B y el coseno del ángulo u entre ellos. En símbolos:

 A �B ¼ jAjjBj cos u, 0 � u � p  

Se hace énfasis en que A ? B es un escalar y no un vector.
Se aplica la proposición siguiente:

proposición 2.1: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes: 

 i ) A ? B 5 B ? A Ley conmutativa del producto punto
 ii) A ? (B 1 C) 5 A ? B 1 A ? C Ley distributiva
 iii) m(A ? B) 5 (mA) ? B 5 A ? (mB) 5 (A ? B)m
 iv) i ? i 5 j ? j 5 k ? k 5 1, i ? j 5 j ? k 5 k ? i 5 0
 v) Si A ? B 5 0 y A y B no son vectores nulos, entonces A y B son perpendiculares.

Existe una fórmula sencilla para A ? B con el uso de los vectores unitarios i, j y k.

proposición 2.2: Dados A 5 A1i 1 A2j 1 A3k y B 5 B1i 1 B2j 1 B3k. Entonces

 A ? B 5 A1B1 1 A2B2 1 A3B3

corolario 2.3: Suponga que A 5 A1i 1 A2j 1 A3k. Entonces A ? A 5 A1
2 1 A2

2 1 A3
2.

EJEMPLO 2.1 Dado A 5 4i 1 2j 2 3k, B 5 5i 2 j 2 2k, C 5 3i 1 j 1 7k. Entonces:

 

A �B ¼ (4)(5)þ (2)(�1)þ (�3)(�2) ¼ 20� 2þ 6 ¼ 24, A �C ¼ 12þ 2� 21 ¼ �7,

B �C ¼ 15� 1� 14 ¼ 0, A �A ¼ 42 þ 22 þ (�3)2 ¼ 16þ 4þ 9 ¼ 29

Así, los vectores B y C son perpendiculares. 
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 22 CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.3 PRODUCTO CRUZ

El producto cruz de los vectores A y B es un vector C 5 A × B (se lee: A cruz B) que se defi ne como sigue. La mag-
nitud C 5 A × B es igual al producto de las magnitudes de los vectores A y B por el seno del ángulo u entre ellos. 
La dirección de C 5 A × B es perpendicular al plano de A y B, de modo que A, B y C forman un sistema de mano 
derecha. En símbolos,

A × B 5 ) A)) B) sen u u 0 ≤ u ≤ p

donde u es un vector unitario que indica la dirección de A × B [entonces, A, B y u forman un sistema de mano dere-
cha]. Si A 5 B, o si A es paralelo a B, entonces sen u 5 0, y se defi ne A × B 5 0.

Se aplican las siguientes proposiciones:

proposición 2.4: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes:

 i) A × B 5 2(B × A) No se cumple la ley conmutativa para el producto cruz
 ii) A × (B 1 C) 5 A × B 1 A × C Ley distributiva
 iii) m(A × B) 5 (mA) × B 5 A × (mB) 5 (A × B)m
 iv) i × i 5 j × j 5 k × k 5 0, i × j 5 k, j × k 5 i, k × i 5 j
 v) Si A × B 5 0 y A y B no son vectores nulos, entonces A y B son paralelos.
 vi) La magnitud de A × B es la misma que el área de un paralelogramo con lados A y B.

Existe una fórmula sencilla para A × B cuando se usan los vectores unitarios i, j y k.

proposición 2.5: Dado A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k y B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k. Entonces

 

A� B ¼
i j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

������

������
¼ A2 A3

B2 B3

����
����i�

A1 A3

B1 B3

����
����jþ

A1 A2

B1 B2

����
����k

EJEMPLO 2.2 Dados: A 5 4i 1 2j 2 3k y B 5 3i 1 5j 1 2k. Entonces

 

A� B ¼
i j k

4 2 �3

3 5 2

������

������
¼ 19i� 17jþ 14k

2.4 PRODUCTOS TRIPLES

Los productos punto y cruz de tres vectores, A, B y C, generan resultados importantes llamados productos triples, de 
la forma (A ? B)C, A ? (B × C) y A × (B × C).

La proposición siguiente se cumple.

proposición 2.6: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes:

 i) En general, (A ? B)C Þ A(B ? C)
 ii) A ? (B × C) 5 B ? (C × A) 5 C ? (A × B) 5 volumen de un paralelepípedo cuyas aris-

tas son A, B y C, o el negativo de dicho volumen, según si A, B y C forman o no un 
sistema de mano derecha.

 iii) En general, A × (B × C) Þ (A × B) × C
  (No se cumple la ley asociativa para el producto cruz)
 iv) A × (B × C) 5 (A ? C)B 2 (A ? B)C
  (A × B) × C 5 (A ? C)B 2 (B ? C)A

Existe una fórmula sencilla para A ? (B × C) cuando se utilizan los vectores unitarios i, j y k.
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 PROBLEMAS RESUELTOS 23

proposición 2.7: Dados A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k, C 5 C1i 1 C2 j 1 C3k. Entonces

 

A � (B� C) ¼
A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

������

������

EJEMPLO 2.3 Dados A 5 4i 1 2j 2 3k, B 5 5i 1 j 2 2k,   C 5 3i 2 j 1 2k. Entonces:

 

A � (B� C) ¼
4 2 �3

5 1 �2

3 �1 2

������

������
¼ 8� 12þ 15þ 9� 8� 20 ¼ �8:

2.5 CONJUNTOS RECÍPROCOS DE VECTORES

Los conjuntos a, b, c y a9, b9, c9 se llaman conjuntos recíprocos o sistemas recíprocos de vectores si:

 

a � a0 ¼ b � b0 ¼ c � c0 ¼ 1

a0 � b ¼ a0 � c ¼ b0 � a ¼ b0 � c ¼ c0 � a ¼ c0 � b ¼ 0

Es decir, cada vector es ortogonal al recíproco de los otros dos vectores en el sistema.

proposición 2.8: Los conjuntos a, b, c, y a9, b9, c9 son conjuntos recíprocos de vectores si y sólo si

 a0 ¼ b� c

a � b� c
, b0 ¼ c� a

a � b� c
, c0 ¼ a� b

a � b� c

donde a ? b × c Þ 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

Producto punto o producto escalar

2.1. Demuestre la proposición 2.1(i): A ? B 5 B ? A.

Solución

 A �B ¼ jAjjBj cos u ¼ jBjjAj cos u ¼ B �A:
Así, es válida la ley conmutativa para el producto punto.

2.2. Demuestre que la proyección de A sobre B es igual a A ? b, donde b es un vector unitario en la dirección de B.

Solución
Por los puntos inicial y terminal de A se hacen pasar planos perpendiculares a B, en G y H, como se aprecia en la 
fi gura 2-1. Entonces,

Proyección de A sobre B 5 GH 5 EF 5 A cos u 5 A ? b

E

G
H

F

B

A

Figura 2-1
     

E
F

G

B C

A

B + C

Figura 2-2
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 24 CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.3. Demuestre la proposición 2.1(ii): A ? (B 1 C) 5 A ? B 1 A ? C.

Solución
Sea a un vector unitario en la dirección de A. Entonces, como se ilustra en la fi gura 2-2:

Proy(B 1 C) sobre A 5 Proy(B) sobre A 1 Proy(C) sobre A, y por tanto (B 1 C) ? a 5 B ? a 1 C ? a

Al multiplicar por A,

(B 1 C) ? Aa 5 B ? Aa 1 C ? Aa y (B 1 C) ? A 5 B ? A 1 C ? A

Entonces, según la ley conmutativa del producto punto,

A ? (B 1 C) 5 A ? B 1 A ? C

Con lo que se demuestra que la ley distributiva es válida.

2.4. Demuestre que (A 1 B) ? (C 1 D) 5 A ? C 1 A ? D 1 B ? C 1 B ? D.

Solución
Según el problema 2.3, (A 1 B) ? (C 1 D) 5 A ? (C 1 D) 1 B ? (C 1 D) 5 A ? C 1 A ? D 1 B ? C 1 B ? D.
Las leyes ordinarias del álgebra son válidas para el producto punto.

2.5. Evalúe: a) i ? i, b) i ? k, c) k ? j, d ) j ? (2j 2 3j 1 k), e) (2i 2 j) ? (3i 1 k).

Solución
 a) i ? i 5 )i))i) cos 0º 5 (1)(1)(1) 5 1
 b) i ? k 5 )i))k) cos 90º 5 (1)(1)(0) 5 0
 c) k ? j 5 )k))j) cos 90º 5 (1)(1)(0) 5 0
 d) j ? (2i 2 3j 1 k) 5 2j ? i 2 3j ? j 1 j ? k 5 0 2 3 1 0 5 23
 e) (2i 2 j) ? (3i 1 k) 5 2i ? (3i 1 k) 2 j (3i 1 k) 5 6i ? i 1 2i ? k 2 3j ? i 2 j ? k 5 6 1 0 2 0 2 0 5 6

2.6. Suponga que A 5 A1i 1 A2j 1 A3k y B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k. Demuestre que A ? B 5 A1B1 1 A2B2 1 A3B3.

Solución
Como i ? i 5 j ? j 5 k ? k 5 1, y todos los demás productos punto son iguales a cero, se tiene que:

 A ? B 5 (A1i 1 A2 j 1 A3k) (B1i  1 B2 j 1 B3k)
  5 A1i ? (B1i 1 B2j 1 B3k) 1 A2j (B1i 1 B2j 1 B3k) 1 A3k ? (B1i 1 B2j 1 B3k)
  5 A1B1i ? i 1 A1B2i ? j 1 A1B3i ? k 1 A2B1j ? i 1 A2B2j ? j 1 A2B3j ? k
   1 A3B1k ? i 1 A3B2k ? j 1 A3B3k ? k
  5 A1B1 1 A2B2 1 A3B3

2.7. Sea A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k. Demuestre que A ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A �Ap ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

p
.

Solución
A ? A 5 (A)(A) cos 0° 5 A2. Entonces, A ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

A �Ap
.

Según el problema 2.6 y si hacemos B 5 A, tenemos:

 A ? A 5 (A1i 1 A2 j 1 A3k) ? (A1i 1 A2 j 1 A3k)
  5 (A1)(A1) 1 (A2)(A2) 1 (A3)(A3) 5 A2

1 1 A2
2 1 A2

3

Entonces, A ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A �Ap ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

p
 es la magnitud de A. En ocasiones A ? A se escribe como A2.

2.8. Suponga que A ? B 5 0 y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es perpendicular a B.

Solución
Si A ? B 5 AB cos u 5 0, entonces cos u 5 0, o u 5 90°. A la inversa, si u 5 90°, A ? B 5 0.
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2.9. Encuentre el ángulo entre A 5 2i 1 2j 2 k y B 5 7i 1 24k.

Solución
Tenemos que A ? B 5 uA))B) cos u.

 

jAj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(2)2 þ (2)2 þ (�1)2

q
¼ 3 jBj ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(7)2 þ (0)2 þ (24)2

q
¼ 25

A �B ¼ (2)(7)þ (2)(0)þ (�1)(24) ¼ �10

y

Por tanto,

cos u ¼ A � B
jAjjBj ¼

�10

(3)(25)
¼ �2

15
¼ �0:1333  y u 5 98° (aproximadamente).

2.10. Determine el valor de a de modo que A 5 2i 1aj 1 k y B 5 i 1 3j 2 8k sean perpendiculares.

Solución
Según la proposición 2.1v), A y B son perpendiculares cuando A ? B 5 0. Entonces,

A ? B 5 (2)(1) 1 (a)(3) 1 (1)(28) 5 2 1 3a 2 8 5 0

si a 5 2.

2.11. Demuestre que los vectores A 5 2i 1 j, B 5 2i 2 j 2 2k, C 5 2j 1 2k, forman un triángulo rectángulo.

Solución
Primero se demostrará que los vectores forman un triángulo. De la fi gura 2-3 observamos que los vectores forman 
un triángulo si:

 a) uno de los vectores, digamos (3), es la suma de (1) más (2), o bien
 b) la suma de los vectores (1) 1 (2) 1 (3) es igual a cero

según si a) dos vectores tienen un punto terminal común, o b) ninguno de los vectores tiene un punto terminal 
común. Por ensayos se encuentra que A 5 B 1 C, de modo que los vectores formen un triángulo.

Como A ? B 5 (21)(21) 1 (1)(21) 1 (0)(22) 5 0, se concluye que A y B son perpendiculares y que el 
triángulo es rectángulo.

(3)

(1)

a)

(2)

b)

(2)

(1)

(3)

(3)

(1)

(2)

(2)

(1)

(3)

Figura 2-3

2.12. Encuentre los ángulos que forma el vector A 5 4i 2 8j 1 k con los ejes coordenados.

Solución
Sean a, b y g los ángulos que forma A con los ejes positivos de las x, y y z, respectivamente.

A � i ¼ jAj(1) cosa ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(4)2 þ (�8)2 þ (1)2

q
cosa ¼ 9 cosa

A � i ¼ (4i� 8jþ k) � i ¼ 4

Entonces, cos a 5 4Y9 5 0.4444 y a 5 63.6°, aproximadamente. En forma similar,

cos b 5 28Y9, b 5 152.7° y cos g 5 1Y9, g 5 83.6°

Los cosenos de a, b y g se llaman cosenos directores del vector A.
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 26 CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.13. Encuentre la proyección del vector A 5 i 2 2j 1 3k sobre el vector B 5 i 1 2j 1 2k.

Solución
Se usa el resultado del problema 2.2. Un vector unitario en la dirección de B es:

 b ¼ B=jBj ¼ (iþ 2jþ 2k)=
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4þ 4

p ¼ i=3þ 2j=3þ 2k=3

La proyección de A sobre el vector B es

A ? b 5 (i 2 2j 1 3k) ? (iY3 1 2jY3 1 2kY3) 5 (1)(1Y3) 1 (22)(2Y3) 1 (3)(2Y3) 5 1.

2.14. Sin usar el producto cruz, determine un vector unitario perpendicular al plano de A 5 2i 2 6j 2 3k y B 5 
4i 1 3j 2 k.

Solución
Sea el vector C 5 c1i 1 c2j 1 c3k perpendicular al plano de A y B. Entonces, C es perpendicular a A y también a 
B. Por tanto,

C ? A 5 2c1 2 6c2 2 3c3 5 0 o bien (1) 2c1 2 6c2 5 3c3

C ? B 5 4c1 1 3c2 2 c3 5 0 o bien (2) 4c1 1 3c2 5 c3

Se resuelven simultáneamente (1) y (2): c1 ¼ 1

2
c3, c2 ¼ � 1

3
c3, C ¼ c3

1

2
i� 1

3
jþ k

� �
.

� �

Entonces, un vector unitario en la dirección C es 
C

jCj ¼
c3

1

2
i� 1

3
jþ k

� �

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
c23

1

2

� �2

þ � 1

3

� �2

þ(1)2

" #vuut
¼ +

3

7
i� 2

7
jþ 6

7
k

� �
.

2.15. Demuestre la ley de los cosenos para los triángulos planos.

Solución
De la fi gura 2-4,

B 1 C 5 A o bien C 5 A 2 B

Entonces,

C ? C 5 (A 2 B) ? (A 2 B) 5 A ? A 1 B ? B 2 2A ? B

y

C2 5 A2 1 B2 2 2AB cos u

A

B C

Figura 2-4      

B

B

AA

QP

R
O

Figura 2-5
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2.16. Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares (consulte la fi gura 2-5).

Solución
OQ 5 OP 1 PQ 5 A 1 B

OR 1 RP 5 OP o bien B 1 RP 5 A y RP 5 A 2 B

Entonces, como )A) 5 )B),

OQ ? RP 5 (A 1 B) ? (A 2 B) 5 )A)2 2 )B)2 5 0

Se concluye que OQ es perpendicular a RP.

2.17. Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k cualquier vector. Demuestre que A 5 (A ? i)i 1 (A ? j)j 1 (A ? k)k.

Solución
Como A 5 A1i 1 A2j 1 A3k,

A ? i 5 A1i ? i 1 A2j ? i 1 A3k ? i 5 A1

De manera similar, A ? j 5 A2 y A ? k 5 A3. Entonces

A 5 A1i 1 A2j 1 A3k 5 (A ? i)i 1 (A ? j)j 2 (A ? k)k.

2.18. Calcule el trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del vector r 5 3i 1 j 2 5k si se aplica la fuerza 
F 5 2i 2 j 2 k.

Solución
Considere la fi gura 2-6.

 Trabajo realizado 5 (magnitud de la fuerza en la dirección del movimiento)(distancia recorrida)
  5 (F cos u)(r) 5 F ? r 5 (2i 2 j 2 k) ? (3i 1 j 2 5k)
  5 6 2 1 1 5 5 10

F

r

Figura 2-6      

Q

O

A

B

y

x

r

z

P(x, y, z)

Figura 2-7

2.19. Encuentre una ecuación del plano perpendicular al vector A 5 2i 2 3j 1 6k y que pasa por el punto terminal 
del vector B 5 i 1 2j 1 3k [vea la fi gura 2-7].
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Solución
Como PQ 5 B 2 r es perpendicular a A, tenemos que (B 2 r) ? A 5 0, es decir que r ? A 5 B ? A es la ecuación 
requerida del plano en forma vectorial. En forma rectangular se convierte en

(xi 1 yj 1 zk) ? (2i 2 3j 1 6k) 5 (i 1 2j 1 3k) ? (2i 2 3j 1 6k)

o bien

2x 2 3y 1 6z 5 2 2 6 1 18 5 14

2.20. Encuentre la distancia del origen al plano descrito en el problema 2.19.

Solución
La distancia del origen al plano es la proyección de B sobre A. Un vector unitario en la dirección de A es

a ¼ A=jAj ¼ 2i� 3jþ 6kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(2)2 þ (�3)2 þ (6)2

p ¼ 2

7
i� 3

7
jþ 6

7
k

Entonces, la proyección de B sobre A es igual a

B � a ¼ (iþ 2jþ 3k)
2

7
i� 3

7
jþ 6

7
k

� �
¼ (1)

2

7
� (2)

3

7
þ (3)

6

7
¼ 2:

Producto cruz o vectorial

2.21. Demuestre que A × B 5 2(A × B).

Solución
A ? B 5 C tiene magnitud de AB sen u y dirección tal que A, B y C forman un sistema de mano derecha, como en 
la fi gura 2-8a).
B ? A 5 D tiene magnitud de BA sen u y dirección tal que B, A y D forman un sistema de mano derecha, como se 
ilustra en la fi gura 2-8b).
Entonces, D tiene la misma magnitud que C pero en dirección opuesta, es decir C 5 2D. Entonces, A × B 5 
2(A × B).
En consecuencia, no es válida la ley conmutativa para el producto cruz.

 

A
B

a)

A × B = C

b)

A B

B × A = D

Figura 2-8

2.22. Suponga que A × B 5 0 y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es paralelo a B.

Solución
Como A × B 5 AB sen u u 5 0, tenemos que sen u 5 0, por lo que u 5 0° o 180°.
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2.23. Demuestre que )A × B)2 1 )A ? B)2 5 )A)2)B)2.

Solución
)A × B)2 1 )A ? B)2 5 )AB sen u u)2 1 )AB cos u)2

5 A2B2 sen2 u 1 A2B2 cos2 u

5 A2B2 5 )A)2)B)2

2.24. Evalúe: a) 2j × 3k, b) 2j × 2k, c) 23i × 22k y d) 2j × 3i 2 k

Solución
 a) (2j) × (3k) 5 6(j × k) 5 6i
  b) (2j) × (2k) 5 22(j × k) 5 22i
 c) (23i) × (22k) 5 6(i × k) 5 26j
 d) 2j × 3i 2 k 5 6(j × i) 2 k 5 26k 2 k 5 27k.

2.25. Demuestre que A × (B 1 C) 5 A × B 1 A × C para el caso en que A es perpendicular tanto a B como a C [vea 
la fi gura 2-9].

Solución
Como A es perpendicular a B, A × B es un vector perpendicular al plano de A y B y tiene magnitud de AB sen 90° 
5 AB o magnitud de AB. Esto equivale a multiplicar el vector B por A y a girar el vector resultante un ángulo de 
90° para llevarlo a la posición que se muestra en la fi gura 2-9.

De manera similar, A × C es el vector que se obtiene al multiplicar C por A y girar 90° el vector resultante 
hasta la posición que se ilustra.

En la misma forma, A × (B 1 C) es el vector que se obtiene al multiplicar B 1 C por A, con la rotación del 
vector resultante en un ángulo de 90° para llevarlo a la posición que se aprecia.

Como A × (B 1 C) es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados a A × B y A × C, tenemos que 
A × (B 1 C) 5 A × B 1 A × C.

 

(B + C)
A  B

CB + A

Figur 2-9      

AC
B

C
B⊥

C⊥

B

Figura 2-10

2.26. Demuestre que A × (B 1 C) 5 A × B 1 A × C para el caso general en que A, B y C no son coplanares [vea 
la fi gura 2-10].

Solución
Se descompone a B en dos vectores componentes, uno perpendicular a A y otro paralelo a A, y se los denota con 
B' y Bi, respectivamente. Entonces, B 5 B' 1 Bi.

Si u es el ángulo entre A y B, entonces B' 5 B sen u. Por ello, la magnitud de A × B' es AB sen u, igual 
que la magnitud de A × B. Asimismo, la dirección de A × B' es la misma que la dirección de A × B. Entonces, 
A × B' 5 A × B.

En forma similar, si C se descompone en dos vectores componentes Ci y C', paralelos y perpendiculares 
respectivamente a A, entonces A × C' 5 A × C.
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Asimismo, como B 1 C 5 B' 1 Bi 1 C' 1 Ci 5 (B' 1 C') 1 (Bi 1 Ci), se concluye que

A × (B' 1 C') 5 A × (B 1 C).

Ahora, B' y C' son vectores perpendiculares a A, por lo que, según el problema 2.25,

A × (B' 1 C') 5 A × B' 1 A × C'

Entonces,

A × (B 1 C) 5 A × B 1 A × C

y se cumple la ley distributiva. Al multiplicar por 21, según el problema 2.21, se obtiene (B 1 C) × A 5 B × A 1 
C × A. Observe que en el producto cruz el orden de los factores sí es importante. Las leyes habituales del álgebra 
sólo se aplican si se mantiene un orden apropiado.

2.27. Suponga que A 5 A1i 1 A2j 1 A3k y que B 5 B1i 1 B2j 1 B3k. Demuestre que A� B ¼
i j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

������

������
.

Solución
A� B ¼ (A1iþ A2jþ A3k)� (B1iþ B2jþ B3k)

¼ A1i� (B1iþ B2jþ B3k)þ A2j� (B1iþ B2jþ B3k)þ A3k� (B1iþ B2jþ B3k)

¼ A1B1i� iþ A1B2i� jþ A1B3i� kþ A2B1j� iþ A2B2j� jþ A2B3j� k

þ A3B1k� iþ A3B2k� jþ A3B3k� k

¼ (A2B3 � A3B2)iþ (A3B1 � A1B3)jþ (A1B2 � A2B1)k ¼
i j k

A1 A2 A3

B1 B2 B3

�������

�������
:

2.28. Suponga que A 5 j 1 2k y B 5 i 1 2j 1 3k. Encuentre: a) A × B, b) B × A y c) (A 1 B) × (A 2 B).

Solución

 a) 

tion

A� B ¼ (jþ 2k)� (iþ 2jþ 3k) ¼
i j k

0 1 2

1 2 3

�������

�������

¼ 1 2

2 3

����
����i�

0 2

1 3

����
����jþ

0 1

1 2

����
����k ¼ �iþ 2j� k:

 b) B� A ¼ (iþ 2jþ 3k)� (jþ 2k) ¼
i j k

1 2 3

0 1 2

�������

�������

¼ 2 3

1 2

����
����i�

1 3

0 2

����
����jþ

1 2

0 1

����
����k ¼ i� 2jþ k:

  Al comparar con el inciso a), tenemos que A × B 5 2(B × A). Note que esto equivale al teorema siguiente: si 
se cambian dos renglones de un determinante, cambia el signo de éste.

 c)  A 1 B 5 i 1 3j 1 5k y A 2 B 5 2i 2 j 2 k. Entonces,

  

(Aþ B)� (A� B) ¼
i j k

1 3 5

�1 �1 �1

�������

�������
¼ 3 5

�1 �1

����
����i�

1 5

�1 �1

����
����jþ

1 3

�1 �1

����
����k

¼ 2i� 4jþ 2k:
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2.29. Suponga que A 5 2i 1 j 1 k, B 5 i 2 j 1 k, C 5 i 1 j 2 k. Calcule: a) (A × B) × C y b) A × (B × C).

Solución

 a) A� B ¼
i j k

�1 1 1

1 �1 1

������

������
¼ 2iþ 2j

  Entonces (A� B)� C ¼ (2iþ 2j)� (iþ j� k) ¼
i j k

2 2 0

1 1 �1

������

������
¼ �2iþ 2j

 b) B� C ¼ (i� jþ k)� (iþ j� k) ¼
i j k

1 �1 1

1 1 �1

������

������
¼ 2jþ 2k:

� �
  Por tanto, 

� �

A� (B� C) ¼ (�iþ jþ k)� (2jþ 2k) ¼
i j k

�1 1 1

0 2 2

������

������
¼ 2j� 2k.

Así (A × B) × C Þ A × (B × C). Esto demuestra la necesidad de usar paréntesis en A × B × C a fi n de evitar am-
bigüedades.

2.30. Demuestre que: a) el área de un paralelogramo con lados que se tocan A y B, como se ilustra en la fi gura 2-11, 
es )A × B). b) El área de un triángulo con lados A y B es 2

1 1)A × B).

Solución
 a) Área de un paralelogramo 5 h)B) 5 )A) sen u )B) 5 )A × B).

 b) Área de un triángulo 5 2
1 área del paralelogramo 5 2

1 )A × B).

 

A

B

h

Figura 2-11    

B C

A

c b

a

Figura 2-12    

A

(B – A)

C

(C – A)

B

F

A

(B – A)

C

(C – A)

B

Figura 2-13

2.31. Demuestre la ley de los senos para los triángulos planos.

Solución
Sea que a, b y c representan los lados de un triángulo ABC, como en la fi gura 2-12. Entonces, a 1 b 1 c 5 0. Al 
multiplicar sucesivamente a ×, b × y c ×, se encuentra que:

a × b 5 b × c 5 c × a
es decir

ab sen C 5 bc sen A 5 ca sen B

o bien

sen A
a

5
sen B

b
5

sen C
c

.

2.32. Considere un tetraedro como el de la fi gura 2-13, con lados F1, F2, F3 y F4. Sean V1,V2,V3 y V4, vectores cuyas 
magnitudes sean iguales a las áreas de F1, F2, F3 y F4, respectivamente, y cuyas direcciones sean perpendicu-
lares a dichas caras en la dirección hacia fuera. Demuestre que V1 1 V2 1 V3 1 V4 5 0.

Solución
De acuerdo con el problema 2.30, el área de una cara triangular determinada por R y S es 2

1 )R × S).
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Los vectores asociados con cada una de las caras del tetraedro son

V1 5 2
1 A × B, V2 5 2

1 B × C, V3 5 2
1 C × A y V4 5 2

1 (C 2 A) × (B 2 A)

Entonces,

 V1 1 V2 1 V3 1 V4 5 2
1 [A × B 1 B × C 1 C × A 1 (C 2 A) × (B 2 A)]

 5 2
1 [A × B 1 B × C 1 C × A 1 C × B 2 C × A 2 A × B 1 A × A] 5 0.

Este resultado se generaliza a poliedros cerrados y, en el caso límite, a cualquier superfi cie cerrada.
Debido a la aplicación presentada aquí, en ocasiones es conveniente asignar una dirección al área, por lo que 

se habla del área vectorial.

2.33. Encuentre el área del triángulo cuyos vértices están en P(1, 3, 2), Q(2,21, 1) y R(21, 2, 3).

Solución
PQ 5 (2 21)i 1 (21 23)j 1 (1 22)k 5 i 2 4j 2 k
PR 5 (21 21)i 1 (2 23)j 1 (3 22)k 5 22i 2 j 1 k

Del problema 2.30,

área del triángulo ¼ 1

2

��PQ� PR
�� ¼ 1

2

��(i� 4j� k)� (�2i� jþ k)
��

¼ 1

2

i j k

1 �4 �1

�2 �1 1

�������

�������
¼ 1

2

���5iþ j� 9k
�� ¼ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(�5)2 þ (1)2 þ (�9)2

q
¼ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffi
107

p
:

2.34. Determine un vector unitario perpendicular al plano de A 5 2i 2 6j 2 3k y B 5 4i 1 3j 2 k.

Solución
A × B es un vector perpendicular al plano de A y B.

A� B ¼
i j k

2 �6 �3

4 3 �1

������

������
¼ 15i� 10jþ 30k

Un vector unitario paralelo a A × B es 
A� B

jA� Bj ¼
15i� 10jþ 30kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(15)2 þ (�10)2 þ (30)2
p ¼ 3

7
i� 2

7
jþ 6

7
k.

Otro vector unitario, en dirección opuesta, es (23i 1 2j 2 6k)/7. Compare este resultado con el problema 2.14.

2.35. Encuentre una expresión para el momento de una fuerza F con respecto de un punto P, como se ilustra en la 
fi gura 2-14.

Solución
El momento M de F con respecto de P tiene igual magnitud a P en la línea de acción de F. Entonces, si r es el 
vector de P al punto inicial Q de F,

M 5 F(r sen u) 5 rF sen u 5)r × F)
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Si se piensa en un tornillo de rosca derecha en P, perpendicular al plano de r y F, entonces, cuando actúa la 
fuerza F, el tornillo se moverá en dirección de r × F. Debido a esto, es conveniente defi nir el momento como el 
vector M 5 r × F.

r

r sen 

F

Q

P

Figura 2-14      

O

P

r

v

Figura 2-15

2.36. Como se aprecia en la fi gura 2-15, un cuerpo rígido gira con respecto de un eje a través del punto O con rapi-
dez angular v. Demuestre que la velocidad lineal, v, de un punto P del cuerpo con vector de posición r está 
dada por v 5 v × r, donde v es el vector con magnitud de v cuya dirección es aquélla en que avanzaría un 
tornillo de mano derecha con la rotación dada.

Solución
Como P viaja en un círculo de radio r sen u, la magnitud de la velocidad lineal v es v(r senu) 5 )v × r). Asimismo, 
v debe ser perpendicular tanto a v como a r, y es tal que r, v y v forman un sistema de mano derecha.

Entonces, v coincide tanto en magnitud como en dirección con v × r; así, v 5 v × r. El vector v recibe el 
nombre de velocidad angular.

Productos triples

2.37. Suponga que A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2j 1 B3k y C 5 C1i 1 C2j 1 C3k.
 Demuestre que

A � (B� C) ¼
A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

������

������

Solución

A � (B� C) ¼ A �
i j k

B1 B2 B3

C1 C2 C3

�������

�������
¼ (A1iþ A2jþ A3k) � [(B2C3 � B3C2)iþ (B3C1 � B1C3)jþ (B1C2 � B2C1)k]

¼ A1(B2C3 � B3C2)þ A2(B3C1 � B1C3)þ A3(B1C2 � B2C1)

¼
A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

�������

�������

2.38. Evalúe (i 1 2j 1 3k) (i 1 3j 1 5k) × (i 1 j 1 6k).

Solución

Según el problema 2.37, el resultado es 
1 2 3

1 3 5

1 1 6

������

������
¼ 5:
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2.39. Demuestre que A ? (B × C) 5 B ? (C × A) 5 C ? (A × B).

Solución

Según el problema 2.37, A � (B� C) ¼
A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

������

������
.

De acuerdo con un teorema de los determinantes, si se intercambian dos renglones de un determinante, el signo de 
éste cambia, entonces tenemos lo siguiente:

A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

�������

�������
¼ �

B1 B2 B3

A1 A2 A3

C1 C2 C3

�������

�������
¼

B1 B2 B3

C1 C2 C3

A1 A2 A3

�������

�������
¼ B � (C� A)

A1 A2 A3

B1 B2 B3

C1 C2 C3

�������

�������
¼ �

C1 C2 C3

B1 B2 B3

A1 A2 A3

�������

�������
¼

C1 C2 C3

A1 A2 A3

B1 B2 B3

�������

�������
¼ C � (A� B)

2.40. Demuestre que A ? (B × C) 5 (A × B) ? C.

Solución
Del problema 2.39, A ? (B × C) 5 C ? (A × B) 5 (A × B) ? C.

En ocasiones, A ? (B × C) se escribe sin paréntesis: A ? B × C. En este caso no puede haber ambigüedad por-
que las únicas interpretaciones posibles son A ? (B × C) y (A ? B) × C. Sin embargo, esta última no tiene ningún 
signifi cado porque no está defi nido el producto cruz de un escalar con un vector.

El resultado A ? B × C 5 A × B ? C en ocasiones se resume en el enunciado de que el punto y la cruz pueden 
cambiar su lugar sin que se afecte el resultado.

2.41. Demuestre que A ? (A × C) 5 0.

Solución
Del problema 2.40 y del hecho que A × A 5 0, se tiene que A ? (A × C) 5 (A × A) ? C 5 0.

2.42. Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que los vectores A, B y C sean coplanares es que 
A ? B × C 5 0.

Solución
Observe que A ? B × C no puede tener otro signifi cado más que A ? (B × C).

Si A, B y C son coplanares, el volumen del paralelepípedo formado por ellos es igual a cero. Entonces, de 
acuerdo con el problema 2.43, A ? B × C 5 0.

A la inversa, A ? B × C 5 0, el volumen del paralelepípedo formado por los vectores A, B y C es igual a cero, 
por lo que los vectores deben encontrarse en el mismo plano.

2.43. Demuestre que el valor absoluto del producto triple A ? (B × C) es el volumen de un paralelepípedo con lados 
A, B y C.

Solución
Sea n un vector unitario normal a un paralelogramo I, con dirección de B × C, y sea h la altura del punto terminal 
de A sobre el paralelogramo I [vea la fi gura 2-16].

 Volumen del paralelepípedo 5 (altura h)(área del paralelogramo I )

 5 (A ? n)()B × C))
 5 A ? {)B × C)n} 5 A ? (B × C)

Si A, B y C no forman un sistema de mano derecha, A ? n < 0, y el volumen  5 )A ? (B × C)).
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Figura 2-16      

P1

P2

P3

P

rr1

r2

r3

z

x

y
O

Figura 2-17

2.44. Sean r1 5 x1i 1 y1j 1 z1k, r2 5 x2i 1 y2j 1 z2k y r3 5 x3i 1 y3j 1 z3k los vectores de posición de los puntos 
P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) y P3(x3, y3, z3). Encuentre una ecuación para el plano que pasa por los puntos P1, 
P2 y P3.

Solución
Supondremos que P1, P2 y P3 no están en la misma línea recta; entonces determinan un plano.

Sea que r 5 xi 1 yj 1 zk denote al vector de posición de cualquier punto P(x, y, z) en el plano. Considere 
vectores P1P2 5 r2 2 r1, P1P3 5 r3 2 r1 y P1P 5 r 2 r1, todos en el plano [vea la fi gura 2-17].

Según el problema 2.42, P1P ? P1P2 × P1P3 5 0 o (r 2 r1) ? (r2 2 r1) × (r3 2 r1) 5 0.
En términos de coordenadas rectangulares se convierte en:

[(x 2 x1)i 1 (y 2 y1)j 1 (z 2 z1)k] ? [(x2 2 x1)i 1 (y2 2 y1)j 1 (z2 2 z1)k] × [(x3 2 x1)i 1 (y3 2 y1)j
1 (z3 2 z1)k] 5 0

o bien, según el problema 2.37,

 

x� x1 y� y1 z� z1
x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1
x3 � x1 y3 � y1 z3 � z1

������

������
¼ 0:

2.45. Encuentre una ecuación para el plano determinado por los puntos P1(2, 21, 1), P2(3, 2, 21) y P3(21, 3, 2).

Solución
Los vectores de posición de P1, P2 y P3 y de cualquier punto P(x, y, z) son, respectivamente, r1 5 2i 2 j 1 k, 
r2 5 3i 1 2j 2 k, r3 5 2i 1 3j 1 2k y r 5 xi 1 yj 1 zk.

Entonces, PP1 5 r 2 r1, P2P1 5 r2 2 r1 y P3P1 5 r3 2 r1 se encuentran en el plano pedido, de modo que

(r 2 r1) ? (r2 2 r1) × (r3 2 r1) 5 0
es decir,

[(x 2 2)i 1 (y 1 1)j 1 (z 2 1)k] ? [i 1 3j 2 2k] × [23i 1 4j 1 k] 5 0
[(x 2 2)i 1 (y 1 1)j 1 (z 2 1)k] ? [11i 1 5j 1 13k] 5 0
11(x 2 2) 1 5(y 1 1) 1 13(z 2 1) 50 o 11x 1 5y 1 13z 5 30.

2.46. Suponga que los puntos P, Q y R no se encuentran en la misma línea recta y tienen vectores de posición a, b 
y c relativos a un origen dado. Demuestre que a × b 1 b × c 1 c × a es un vector perpendicular al plano de 
P, Q y R.

Solución
Sea r el vector de posición de cualquier punto en el plano de P, Q y R. Entonces, los vectores r 2 a, b 2 a y 
c 2 a son coplanares, por lo que según el problema 2.42

(r 2 a) ? (b 2 a) × (c 2 a) 50 o (r 2 a) ? (a × b 1 b × c 1 c × a) 5 0.

Así, a × b 1 b × c 1 c × a, es perpendicular a r 2 a, por lo que es perpendicular al plano de P, Q y R.

 PROBLEMAS RESUELTOS 35
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 36 CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.47. Demuestre que a) A × (B × C) 5 B(A ? C) 2 C(A ? B) y b) (A × B) × C 5 B(A ? C) 2 A(B ? C).

Solución
 a) Sean A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2j 1 B3k, C 5 C1i 1 C2j 1 C3k. Entonces

 

A� (B� C) ¼ (A1iþ A2jþ A3k)�
i j k

B1 B2 B3

C1 C2 C3

�������

�������
¼ (A1iþ A2jþ A3k)� ([B2C3 � B3C2]iþ [B3C1 � B1C3]jþ [B1C2 � B2C1]k)

¼
i j k

A1 A2 A3

B2C3 � B3C2 B3C1 � B1C3 B1C2 � B2C1

�������

�������
¼ (A2B1C2 � A2B2C1 � A3B3C1 þ A3B1C3)iþ (A3B2C3 � A3B3C2 � A1B1C2 þ A1B2C1)j

þ (A1B3C1 � A1B1C3 � A2B2C3 þ A2B3C2)k

Asimismo,

B(A ? C) 2 C(A ? B) 5 (B1i 1 B2j 1 B3k)(A1C1 1 A2C2 1 A3C3) 2 (C1i 1 C2j 1 C3k)(A1B1 1 A2B2 1 A3B3)
 5 (A2B1C2 1 A3B1C3 2 A2C1B2 2 A3C1B3)i 1 (B2A1C1 1 B2A3C3 2 C2A1B1 2 C2A3B3)j

1 (B3A1C1 1 B3A2C2 2 C3A1B1 2 C3A2B2)k

de lo que se concluye el resultado.

 b) (A × B) × C 5 2C × (A × B) 5 2{A(C ? B) 2 B(C ? A)} 5 B(A ? C) 2 A(B ? C), después de reemplazar A, 
B y C del inciso a) por C, A y B, respectivamente.

Observe que A × (B × C) Þ (A × B) × C, es decir, la ley asociativa para el producto cruz de vectores no es 
válida para todos los vectores A, B y C.

2.48. Demuestre que (A × B) ? (C × D) 5 (A ? C)(B ? D) 2 (A ? D)(B ? C).

Solución
Del problema 2.41, X ? (C × D) 5 (X × C) ? D. Sea X 5 A × B; entonces

 (A × B) ? (C × D) 5 {(A × B) × C} ? D
 5 {B(A ? C) 2 A(B ? C)} ? D
 5 (A ? C)(B ? D) 2 (A ? D)(B ? C), al aplicar el problema 2.47b).

2.49. Demuestre que A × (B × C) 1 B × (C × A) 1 C × (A × B) 5 0.

Solución
Según el problema 2.47a), A × (B × C) 5 B(A ? C) 2 C(A ? B)
 B × (C × A) 5 C(B ? A) 2 A(B ? C)
 C × (A × B) 5 A(C ? B) 2 B(C ? A)
Al sumar se llega al resultado.

2.50. Demuestre que (A × B) × (C × D) 5 B(A ? C × D) 2 A(B ? C × D) 5 C(A ? B × D) 2 D(A ? B × C).

Solución
De acuerdo con el problema 2.47a), X × (C × D) 5 C(X ? D) 2 D(X ? C). Sea X 5 A × B; entonces,

 (A × B) × (C × D) 5 C(A × B ? D) 2 D(A × B ? C)
 5 C(A ? B × D) 2 D(A ? B × C)
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Según el problema 2.47b), (A × B) × Y 5 B(A ? Y) 2 A(B ? Y). Sea Y 5 C × D; entonces,

(A × B) × (C × D) 5 B(A ? C × D) 2 A(B ? C × D).

2.51. Sea PQR un triángulo esférico cuyos lados p, q y r son arcos de círculos mayores. Demuestre que

 

sen P
5

sen Q
5

sen p sen q sen r
sen R

Solución
Suponga que la esfera, que se ilustra en la fi gura 2-18, tiene radio unitario. Sean los vectores unitarios A, B y C 
dibujados del centro O de la esfera hacia P, Q y R, respectivamente. Del problema 2.50,

 (A × B) × (A × C) 5 (A ? B × C)A (1)

Un vector unitario perpendicular a A × B y A × C es A, de modo que la ecuación (1) se convierte en

 (sen r sen q sen P) A 5 (A ? B × C)A  o bien (2)

 sen r sen q sen P 5 A ? B × C (3)

Por permutación cíclica de p, q, r, P, Q, R y A, B y C, obtenemos

 sen p sen r sen Q 5 B ? C × A (4)

 sen q sen p sen R 5 C ? A × B (5)

Entonces, como los miembros del lado derecho de (3), (4) y (5) son iguales (vea el problema 2.39)

 sen r sen q sen P 5 sen p sen r sen Q 5 sen q sen p sen R

de lo que se concluye que

 

sen P
5

sen Q
5

sen p sen q sen r
sen R

Ésta se llama ley de los senos para triángulos esféricos.

 

O

Q

P

R

C

A

B

Figura 2-18
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 38 CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ

2.52. Demuestre que (A × B) ? (B × C) × (C × A) 5 (A ? B × C)2.

Solución
Según el problema 2.47a), X × (C × A) 5 C(X ? A) 2 A(X ? C). Sea X 5 B × C; entonces,

 (B × C) × (C × A) 5 C(B × C ? A) 2 A(B × C ? C)

 5 C(A ? B × C) 2 A(B ? C × C)

 5 C(A ? B × C)

Así,

 (A × B) ? (B × C) × (C × A) 5 (A × B) ? C(A ? B × C)

 5 (A × B ? C)(A ? B × C)

 5 (A ? B × C)2

2.53. Dados los vectores a0 ¼ b� c

a � b� c
, b0 ¼ c� a

a � b� c
 y c0 ¼ a� b

a � b� c
, suponga que a ? b × c Þ 0. Demuestre 

que

 a) a9 ? a 5 b9 ? b 5 c9 ? c 5 1,
 b) a9 ? b 5 a9 ? c 5 9, b9 ? a 5 b9 ? c 5 0, c9 ? a 5 c9 ? b 5 0,
 c) si a ? b × c 5 V, entonces a9 ? b9 × c9 5 1/V,
 d) a9, b9 y c9 no son coplanares si a, b y c no son coplanares.

Solución

 a) a0 � a ¼ a � a0 ¼ a � b� c

a � b� c
¼ a � b� c

a � b� c
¼ 1

b0 � b ¼ b � b0 ¼ b � c� a

a � b� c
¼ b � c� a

a � b� c
¼ a � b� c

a � b� c
¼ 1

c0 � c ¼ c � c0 ¼ c � a� b

a � b� c
¼ c � a� b

a � b� c
¼ a � b� c

a � b� c
¼ 1

 b) a0 � b ¼ b � a0 ¼ b � b� c

a � b� c
¼ b � b� c

a � b� c
¼ b� b � c

a � b� c
¼ 0

De manera similar se llega a los otros resultados. Lo anterior puede verse también si se observa, por ejemplo, que 
a9 tiene la dirección de b × c, por lo que debe ser perpendicular tanto a b como a c, de donde se concluye que a9 ? 
b 5 0 y a9 ? c 5 0.

De a) y b), se observa que los conjuntos de vectores a, b, c, y a9, b9, c9, son recíprocos. También consulte los 
problemas complementarios 2.104 y 2.106.

 c) a0 ¼ b� c

V
, b0 ¼ c� a

V
, c0 ¼ a� b

V

  Entonces, a0 � b0 � c0 ¼ (b� c) � (c� a)� (a� b)

V3
¼ (a� b) � (b� c)� (c� a)

V3

¼ (a � b� c)2

V3
¼ V2

V3
¼ 1

V
, utilizando el problema 2.52.

 d) De acuerdo con el problema 2.42, si a, b y c no son coplanares, a ? b × c Þ 0. Entonces, del inciso c), se con-
cluye que a9 ? b9 × c9 Þ 0, por lo que a9, b9 y c9 tampoco son coplanares.
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2.54. Demuestre que cualquier vector r puede ser expresado en términos de los vectores recíprocos del problema 
2.53, como:

r 5 (r ? a9)a 1 (r ? b9)b 1 (r ? c9)c.

Solución
Del problema 2.50, B(A ? C × D) 2 A(B ? C × D) 5 C(A ? B × D) 2 D(A ? B × C). Entonces,

 
D ¼ A(B �C� D)

A �B� C
� B(A �C� D)

A �B� C
þ C(A �B� D)

A �B� C

Sean A 5 a, B 5 b, C 5 c y D 5 r. Entonces,

 

r ¼ r � b� c

a � b� c
aþ r � c� a

a � b� c
bþ r � a� b

a � b� c
c

¼ r � b� c

a � b� c

� �
aþ r � c� a

a � b� c

� �
bþ r � a� b

a � b� c

� �
c

¼ (r � a0)aþ (r � b0)bþ (r � c0)c:

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2.55. Evalúe: a) k ? (i 1 j), b) (i 2 2k) ? (j 1 3k) y c) (2i 2 j 1 3k) ? (3i 1 2j 2 k).

2.56. Suponga que A 5 i 1 3j 2 2k y B 5 4i 2 2j 1 4k. Calcule a) A ? B, b) A, c) B, d) )3A 1 2B),
 e) (2A 1 B) ? (A 2 2B).

2.57. Encuentre el ángulo entre: a) A 5 3i 1 2j 2 6k y B 5 4i 2 3j 1 k; b) C 5 4i 2 2j 1 4k y
D 5 3i 2 6j 2 2k.

2.58. Calcule los valores de a para los cuales los vectores A y B son perpendiculares, donde:

 a) A 5 ai 2 2j 1 k y B 5 2ai 1 aj 2 4k, b) A 5 2i 1 j 1 ak y B 5 2i 1 aj 1 k.

2.59. Determine los ángulos agudos que la línea determinada por los puntos (1, 23, 2) y (3, 25, 1) forma con los ejes 
coordenados.

2.60. Diga cuáles son los cosenos directores de la línea que une los puntos:

 a) (3, 2, 24) y (1, 21, 2), b) (25, 3, 3) y (22, 7, 15).

2.61. Encuentre los ángulos de un triángulo en el que dos de sus lados están formados por los vectores:

 a) A 5 3i 2 4j 2 k y B 5 4i 2 j 1 3k, b) A 5 22i 1 5j 1 6k y B 5 3i 1 j 1 2k.

2.62. Las diagonales de un paralelogramo están dadas por A 5 3i 2 4j 2 k y B 5 2i 1 3j 2 6k. Demuestre que el 
paralelogramo es un rombo y determine la longitud de sus lados y ángulos.

2.63. Diga cuál es la proyección del vector A sobre el vector B, donde:

 a) A 5 2i 2 3j 1 6k y B 5 i 1 2j 1 2k, b) A 5 2i 1 j 2 k y B 5 26i 1 2j 2 3k.

2.64. Encuentre la proyección del vector A 5 4i 2 3j 1 k sobre la línea que pasa por los puntos (2, 3, 21) y
(22, 24, 3).

2.65.  Encuentre un vector unitario perpendicular al vector A y al vector B, donde:

 a) A 5 4i 2 j 1 3k y B 5 22i 1 j 2 2k, b) A 5 6i 1 22j 2 5k y B 5 i 1 6j 2 2k.

2.66. Calcule el ángulo agudo que forman dos diagonales de un cubo.
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2.67. Encuentre un vector unitario paralelo al plano xy y perpendicular al vector 4i 2 3j 1 k.

2.68. Demuestre que A, B y C son vectores unitarios mutuamente ortogonales, donde

 a) A 5 (2i 2 2j 1 k)/3, B 5 (i 1 2j 1 2k)/3 y C 5 (2i 1 j 2 2k)/3
 b) A 5 (12i 2 4j 2 3k)/13, B 5 (4i 1 3j 1 12k)/13 y C 5 (3i 1 12j 2 4k)/13.

2.69. Encuentre el trabajo realizado por un objeto que se mueve a lo largo de una línea recta:

 a) de (3, 2, 21) a (2, 21, 4), en un campo de fuerzas dado por F 5 4i 2 3j 1 2k.
 b) de (3, 4, 5) a (21, 9, 9), en un campo de fuerzas dado por F 5 23i 1 5j 2 6k.

2.70. Sea F un campo vectorial de fuerzas constante. Demuestre que el trabajo realizado por un cuerpo que se mueve 
alrededor de cualquier polígono cerrado en dicho campo, es igual a cero.

2.71. Demuestre que un ángulo inscrito en un semicírculo es un ángulo recto.

2.72. Sea ABCD un paralelogramo. Demuestre que AB21 BC21 CD21 DA25 AC21 BD2

2.73. Sea ABCD cualquier cuadrilátero donde P y Q son los puntos medios de sus diagonales. Demuestre que

 AB21 BC21 CD21 DA25 AC21 BD2 1 4PQ2

 Ésta es una generalización del problema anterior.

2.74. Considere un plano P perpendicular a un vector A dado y a una distancia p del origen. a) Encuentre una ecuación 
del plano P. b) Exprese la ecuación del inciso a) en coordenadas rectangulares.

2.75. Sean r1 y r2 vectores unitarios en el plano xy y que forman ángulos a y b con el eje x positivo.

 a) Demuestre que r1 5 cosai 1 senaj y que r2 5 cosbi 1 senbj.
 b) Considere el producto r1 ? r2, demuestre las fórmulas trigonométricas

 cos(a 2b) 5 cos a cos b 1 sen a sen b y cos(a 1b) 5 cos a cos b 1 sen a sen b

2.76. Sea a el vector de posición de un punto dado (x1, y1, z1), y sea r el vector de posición de cualquier punto (x, y, z). 
Describa la posición de r si: a) )r 2 a) 5 3, b) (r 2 a) ? a 5 0 y c) (r 2 a) ? r 5 0.

2.77. Suponga que A 5 3i 1 j 1 2k y B 5 i 2 2j 2 4k son los vectores de posición de los puntos P y Q, respectiva-
mente.

 a) Encuentre una ecuación para el plano que pasa por Q y es perpendicular a la recta PQ.
 b) Calcule la distancia del punto (21, 1, 1) al plano.

2.78. Evalúe cada una de las siguientes expresiones: a) 2j × (3i 2 4k), b) (i 1 2j) × k, c) (2i 2 4k) × (i 1 2j),
d) (4i 1 j 2 2k) (3i 1 k) y e) (2i 1 j 2 k) × (3i 2 2j 1 4k).

2.79. Suponga que A 5 3i 2 j 2 2k y B 5 2i 1 3j 1 k. Determine: a) )A × B), b) (A 1 2B) × (2A 2 B) y
 c) )(A 1 B) × (A 2 B)).

2.80. Suponga que A 5 i 2 2j 2 3k, B 5 2i 1 j 2 k y C 5 i 1 3j 2 2k. Calcule:

 a) )(A × B) × C) c) A ? (B × C), e) (A × B) × (B × C)

 b) )A × (B × C)) d) (A × B) ? C, f) (A × B)(B ? C)

2.81. Suponga que A Þ 0 y que cada una de las condiciones siguientes se cumplen simultáneamente; a) A ? B 5 A ? C y 
b) A × B 5 A × C. Demuestre que B 5 C, pero si sólo se cumple una de las condiciones entonces necesariamente 
B Þ C.

2.82. Calcule el área de un paralelogramo con diagonales: a) A 5 3i 1 j 2 2k y B 5 i 2 3j 2 4k,
 b) A 5 2i 1 4j y B 5 24i 1 4k.
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2.83. Encuentre el área del triángulo cuyos vértices son: a) (3, 21, 2), (1, 21, 23) y (4, 23, 1),
b) (2, 23, 22), (22, 3, 2) y (4, 3, 21).

2.84. Suponga que A 5 2i 1 j 2 3k y B 5 i 2 2j 1 k. Encuentre un vector de magnitud 5 que sea perpendicular tanto 
a A como a B.

2.85. Use el problema 2.75 para deducir las siguientes fórmulas;

sen(a 2b) 5 sen a cos b 2 cos a sen b y sen(a 1b) 5 sen a cos b 1 cos a sen b

2.86. Suponga que se aplica una fuerza F 5 3i 1 2j 2 4k en el punto (1, 21, 2). Calcule el momento de F con respecto 
del punto: a) (2, 21, 3), b) (4, 26, 3).

2.87. La velocidad angular de un cuerpo rígido giratorio con respecto de un eje de rotación está dado por v 5 4i 1 j 2 2k.
Determine la velocidad lineal de un punto P sobre el cuerpo cuyo vector de posición relativo a un punto sobre el 
eje de rotación es 2i 23j 1 k.

2.88. Simplifi que lo siguiente: a) (A 1 B) ? (B 1 C) × (C 1 A), b) A ? (2A 1 B) × C.

2.89. Demuestre que (A �B� C)(a � b� c) ¼
A � a A � b A � c
B � a B � b B � c
C � a C � b C � c

������

������
2.90. Encuentre el volumen del paralelepípedo cuyas aristas están representadas por:

 a) A 5 2i 2 3j 1 4k, B 5 i 1 2j 2 k y C 5 3i 2 j 1 2k.
 b) A 5 i 2 j 1 2k, B 5 i 1 j 2 k y C 5 i 2 j 2 4k.

2.91. Suponga que A ? B × C 5 0. Demuestre que se cumple cualquiera de las siguientes condiciones: a) A, B y C son 
coplanares pero no hay dos colineales, o bien b) dos de los vectores A, B y C son colineales, o c) todos los vectores 
A, B y C son colineales.

2.92. Determine la constante a que hace que los vectores siguientes sean coplanares:

 a) 2i 2 j 1 k, i 1 2j 2 3k, 3i 1 aj 1 5k, b) 3i 2 3j 2 k, 23i 2 2j 1 2k, 6i 1 aj 2 3k.

2.93. Suponga que A 5 x1a 1 y1b 1 z1c, B 5 x2a 1 y2b 1 z2c, y C 5 x3a 1 y3b 1 z3c. Demuestre que

A �B� C ¼
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

������

������
(a � b� c)

2.94. Demuestre que (A × C) × B 5 0 es una condición necesaria y sufi ciente para que A × (B × C) 5 (A × B) × C. 
Analice los casos en los que A ? B 5 0 o B ? C 5 0.

2.95. Sea que los puntos P, Q y R tienen vectores de posición r1 5 3i 2 2j 2 k, r2 5 i 1 3j 1 4k y r3 5 2i 1 j 2 2k, 
relativos al origen O. Encuentre la distancia de P al plano OQR.

2.96. Determine la distancia más corta: a) de (6, 24, 4) a la línea que une los puntos (2, 1, 2) y (3, 21, 4). 
b) de (1, 27, 5) a la recta que pasa por los puntos (13, 212, 5) y (23, 12, 5).

2.97. Considere los puntos P(2, 1, 3), Q(1, 2, 1), R(21, 21, 22) y S(1, 24, 0). Encuentre la distancia más corta entre las 
rectas PQ y RS.

2.98. Demuestre que las perpendiculares que salen de los vértices de un triángulo hacia los lados opuestos (extendidos, 
de ser necesario) se encuentran en un punto (llamado ortocentro del triángulo).

2.99. Pruebe que los bisectores perpendiculares de los lados de un triángulo se cortan en un punto (llamado circuncentro 
del triángulo).
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2.100. Pruebe que (A × B) ? (C × D) 1 (B × C) ? (A × D) 1 (C × A) ? (B × D) 5 0.

2.101.  Sea PQR un triángulo esférico cuyos lados p, q y r son arcos de círculos mayores. Demuestre la ley de los cosenos 
para triángulos esféricos.

cos p 5 cos q cos r 1 sen q sen r

 con fórmulas análogas para cos q y cos r que se obtienen con la permutación cíclica de las literales. Sugerencia: 
interprete ambos lados de la identidad.

(A × B) ? (A × C) 5 (B ? C) ? (A ? A) 2 (A ? C)(B ? A)

2.102. Encuentre un conjunto de vectores recíprocos al conjunto de vectores:

 a) 2i 1 3j 2 k, i 2 j 2 2k, 2 i 1 2j 1 2k, b) i 1 2j 1 3k, 5i 2 j 2 k, i 1 j 2 k.

2.103. Suponga que a0 ¼ b� c

a � b� c
, b0 ¼ c� a

a � b� c
, c0 ¼ a� b

a � b� c
. Demuestre que

 
a ¼ b0 � c0

a0 � b0 � c0
, b ¼ c0 � a0

a0 � b0 � c0
, c ¼ a0 � b0

a0 � b0 � c0

2.104. Suponga que a, b, c y a9, b9, c9 tienen las propiedades siguientes:

a9 ? a 5 b9 ? b 5 c9 ? c 5 1

a9 ? b 5 a9 ? c 5 b9 ? a 5 b9 ? c 5 c9 ? a 5 c9 ? b 5 0

 Demuestre que se cumplen las hipótesis del problema 2.103, es decir,

 
a0 ¼ b� c

a � b� c
, b0 ¼ c� a

a � b� c
, c0 ¼ a� b

a � b� c
:

2.105. Demuestre que los únicos conjuntos de vectores de mano derecha que son recíprocos entre sí, son i, j y k.

2.106. Demuestre que sólo hay un conjunto, y sólo uno, de vectores recíprocos a un conjunto dado de vectores no copla-
nares a, b y c.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

2.55. a) 0, b) 26, c) 1 2.57. a) 90°, arc cos 8/21 5 67°369

2.56. a) 210, b) 
ffiffiffiffiffi
14

p
, c) 6, d) 

ffiffiffiffiffiffiffiffi
150

p
, e) 214 2.58. a) a 5 2, 21, b) a 5 2

2.59. arc cos 2/3, arc cos 2/3, arc cos 1/3 o 48°129, 48°129, 70°329

2.60. a) 2/7, 3/7, 26/7 o 22/7, 23/7, 6/7, b) 3/13, 4/13, 12/13 o 23/13, 24/13, 212/13

2.61. a) arc cos 7=
ffiffiffiffiffi
75

p
, arc cos 

ffiffiffiffiffi
26

p
=

ffiffiffiffiffi
75

p
, 90° o 36°49, 53°569, 90° b) 68.6°, 83.9°, 27.5°

2.62. 5
ffiffiffi
3

p
=2, arc cos 23/75, 180° 2 arc cos 23/75; o 4.33, 72°89, 107°529

2.63. a) 8/3, b) 21 2.66. arc cos 1/3 o 70°329

2.64. 1 2.67. 6(3i 1 4j)/5

2.65. a) 6(i 2 2j 2 2k)/3, b) 1(2i 2 j 2 2k)/3 2.69. a) 15, b) 13

2.74. a) r ? n 5 p donde n 5 A/)A) 5 A/A, b) A1x 1 A2y 1 A3z 5 Ap

2.76. a) Esfera con centro en (x1, y1, z1) y radio 5 3.

 b) Plano perpendicular a a que pasa por su punto terminal.

 c) Esfera con centro en (x1/2, y1/2, z1/2) y radio 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x21 þ y21 þ z21

p
=2; o esfera con diámetro 5 a.
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2.77. a) (r 2 B) (A 2 B) 5 0 o bien 2x 1 3y 1 6z 5 228; b) 5

2.78. a) 28i 2 6k, b) 2i 2 j, c) 8i 2 4j 1 4k, d) i 2 10j 2 3k, e) 2i 2 11j 2 7k

2.79. a) 
ffiffiffiffiffiffiffiffi
195

p
, b) 225i 1 34j 2 55k, c) 2

ffiffiffiffiffiffiffiffi
195

p

2.80. a) 5
ffiffiffiffiffi
26

p
, b) 3

ffiffiffiffiffi
10

p
, c) 220, d ) 220, e) 240i 2 20j 1 20k, f ) 35i 2 35j 1 35k

2.82. a) 5
ffiffiffi
3

p
,  b) 12 2.92. a) a 5 24, b) a 5 213

2.83. a) 
ffiffiffiffiffiffiffiffi
165

p
=2, b) 21 2.95. 3

2.84. +[5
ffiffiffi
3

p
=3](iþ jþ k) 2.96. a) 3, b) 13

2.86. a) 2i 2 7j 2 2k, b) 23(6i 1 5j 1 7k) 2.97. 3
ffiffiffi
2

p

2.87. 25i 2 8j 2 14k 2.102. a) 
2

3
iþ 1

3
k, � 8

3
iþ j� 7

3
k, � 7

3
iþ j� 5

3
k

2.88. a) 2A ? B × C, b) A ? B × C  b) (2i 1 4j 1 6k)/28, (5i 2 4j 1 k)/28,

2.90. a) 7, b) 12  
  (i 1 9j 2 11k)/28
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 Capítulo 3

Diferenciación vectorial
3.1 INTRODUCCIÓN

El lector está familiarizado con la diferenciación de funciones de una variable, f (x) evaluadas con números reales. 
En específi co tenemos:

 
f 9(x) 5

df
dx

5 lím
h→0

f (x 1 h) f (x)
h

03_SPIEGEL 03.indd   44 18/10/10   11:46:49

Aquí extenderemos esta defi nición a funciones de una variable evaluadas con vectores.

3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL

Suponga que R(u) es un vector que depende de una variable escalar u. Entonces

�R
�u

5
R(u 1 �u) R(u)

�u
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donde Du denota un incremento en u, como se ilustra en la fi gura 3-1.
La derivada ordinaria del vector R(u) con respecto al escalar u está dada como sigue cuando existe el límite

 

dR
du

5 lím
Du→0

�R
�u

5 lím
Du→0

R(u 1 �u) R(u)
�u
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Como dR/du es un vector que depende de u, consideramos su derivada con respecto del escalar u. Si dicha derivada 
existe la denotaremos con d2R/du2. Las derivadas de orden superior se describen en una forma similar.

 

O

Figura 3-1

R = R(u + u) – R(u)

R(u)

R(u + u)

     

0

x

y

z

(x, y, z)

Figura 3-2

r = r(u + u) – r(u)

r(u
)

r(
u 

+ 
u)
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 3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL 45

Curvas en el espacio

Considere ahora al vector de posición r(u) que une al origen O de un sistema de coordenadas con cualquier punto 
(x, y, z). Entonces

 r(u) 5 x(u)i 1 y(u)j 1 z(u)k

y la especifi cación de la función vectorial r(u) defi ne a x, y y z como funciones de u.
A medida que u cambia, el punto terminal de r describe una curva en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas 

son

 x 5 x(u), y 5 y(u), z 5 z(u)

Entonces, la expresión siguiente es un vector en la dirección de Dr si Du > 0, y en la dirección de 2Dr si Du < 0 
[como se ilustra en la fi gura 3-2]:

 

Dr
Du

5
r(u 1 Du) r(u)

Du
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Suponga que

 
lím

Du→0

Dr
Du

5
dr
du
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existe. Entonces, el límite será un vector en la dirección de la tangente a la curva en el espacio en (x, y, z) y está dado 
por

 

dr
du

5
dx
du

i 1
dy
du

j 1
dz
du

k

Movimiento: velocidad y aceleración

Suponga que una partícula P se mueve a lo largo de una curva, C, en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son 
x 5 x(t), y 5 y(t) y z 5 z(t), donde t representa al tiempo. Entonces, el vector de posición de la partícula P a lo largo 
de la curva es

 r(t) 5 x(t)i 1 y(t)j 1 z(t)k

En tal caso, la velocidad v y la aceleración a de la partícula P están dadas por:

 

v 5 v(t) 5
dr
dt

5
dx
dt

i 1
dy
dt

j 1
dz
dt

k

a 5 a(t) 5
d2r
dt2

5
dv
dt

5
d2x
dt2

i 1
d2y
dt2

j 1
d2z
dt2

k

EJEMPLO 3.1 Suponga que una partícula P se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas, en las que 
t representa al tiempo, son las siguientes:

 x 5 40t2 1 8t, y 5 2 cos 3t y z 5 2 sen 3t

 a) Determine su velocidad y aceleración en cualquier momento.
 b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y la aceleración en t 5 0.

 a) El vector de posición de la partícula P es

 r 5 xi 1 yj 1 zk 5 (40t2 1 8t)i 1 (2 cos 3t)j 1 (2 sen 3t)k
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 46 CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL

Entonces, la velocidad v y la aceleración a de P son:

 

v 5
dr
dt

5 (80t 1 8)i 1 ( 6 sen 3t)j 1 (6 cos 3t)k

a 5
dv
dt

5 80i 1 ( 18 cos 3t)j 1 ( 18 sen 3t)k.
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 b) En t 5 0, v 5 8i 1 6k y a 5 80i 2 18j. Las magnitudes de la velocidad v y la aceleración a son:

 jvj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(8)2 þ (6)2

q
¼ 10 y jaj ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(80)2 þ (�18)2

q
¼ 82

3.3 CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

Una función escalar f(u) es continua en u si

 
lím

Du→0
f(u 1 Du) 5 f(u)
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En forma equivalente, f(u) es continua en u si, para cada número positivo e, es posible encontrar un número positivo 
d tal que

 )f(u 1 Du) 2 f(u)) , e siempre y cuando )Du) , d

Una función vectorial R(u) 5 R1(u)i 1 R2(u)j 1 R3(u)k es continua en u si las tres funciones R1(u), R2(u) y R3(u) 
son continuas en u o si límDu→0 R(u 1 Du) 5 R(u). De manera equivalente, R(u) es continua en u si para cada número 
positivo e es posible encontrar un número positivo d tal que

 )R(u 1 Du) 2 R(u)) , e siempre y cuando )Du) , d

Una función escalar o vectorial es diferenciable de orden n si su n-ésima derivada existe. Una función diferen-
ciable necesariamente es continua, pero no a la inversa. A menos que se diga otra cosa, supondremos que todas las 
funciones consideradas en el texto son diferenciables hasta el orden que sea necesario en un análisis particular.

Se aplica la siguiente proposición.

proposición 3.1 Suponga que A, B y C son funciones vectoriales diferenciables de un escalar u, y que f es 
una función escalar diferenciable de u. Entonces se cumplen las leyes siguientes:

i)
d
du

(A 1 B) 5
dA
du

1
dB
du

ii)
d
du

(A B) 5 A
dB
du

1
dA
du

B

iii)
d
du

(A B) 5 A
dB
du

1
dA
du

B

iv)
d
du

(fA) 5 f
dA
du

1
df

du
A

v)
d
du

(A B C) 5 A B
dC
du

1 A
dB
du

C 1
dA
du

B C

vi)
d
du

{A (B C)} 5 A B
dC
du

1 A
dB
du

C 1
dA
du

(B C)
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En la proposición 3.1 el orden de los productos puede ser importante.
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 3.4 DERIVADAS PARCIALES DE VECTORES 47

EJEMPLO 3.2 Suponga que A 5 5u2i 1 uj 2 u3k y que B 5 sen ui 2 cos uj. Encuentre 
d
du

 (A ? B)
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d
du

(A B) 5? ? ?A
dB
du

1
dA
du

B
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5 (5u2i 1 uj 2 u3k) ? (cos ui 1 sen uj) 1 (10ui 1 j 2 3u2k) ? (sen ui 2 cos uj)

5 [5u2 cos u 1 u sen u] 1 [10u sen u 2 cos u]

5 (5u2 2 1) cos u 1 11u sen u

Otro método

A ? B 5 5u2 sen u 2 u cos u. Entonces

d
du

(A B) 5?
d
du
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 (5u2 sen u 2 ut cos u) 5 5u2 cos u 1 10u sen u 1 u sen u 2 cos u

5 (5u2 2 1) cos u 1 11u sen u

3.4 DERIVADAS PARCIALES DE VECTORES

Suponga que A es un vector que depende de más de una variable, por ejemplo de x, y y z. Entonces, escribimos A 5 
A(x, y, z). La derivada parcial de A con respecto de x se denota y defi ne como sigue, cuando existe el límite:

 

−A
−x

5 lím
Dx→0

A(x 1 Dx, y, z) A(x, y, z)
Dx
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De manera similar, las derivadas parciales de A con respecto de y y z son las siguientes, respectivamente, cuando 
existe el límite:

 

−A
−y

5 lím
Dy→0

A(x, y 1 Dy, z) A(x, y, z)
Dy

−A
−z

5 lím
Dz→0

A(x, y, z 1 Dz) A(x, y, z)
Dz
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Los conceptos de continuidad y diferenciabilidad de funciones de una variable se extienden a funciones de dos 
o más variables. Por ejemplo, f(x, y) es continua en (x, y) si

 

lím
Dx→0
Dy→0

f(x 1 Dx, y 1 Dy) 5 f(x, y)
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o si para cada número positivo e es posible encontrar un número positivo d tal que

 )f(x 1 Dx, y 1 Dy) 2 f(x, y)) < e siempre que )Dx) < d y que )Dy) < d
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Se aplican defi niciones similares para funciones vectoriales de más de dos variables.
Para funciones de dos o más variables utilizamos el término diferenciable para indicar que la función tiene pri-

meras derivadas parciales continuas (otros autores emplean dicho término con un sentido un poco distinto).
Se defi nen derivadas de orden superior del mismo modo que en el cálculo. Por ejemplo:

 

−2A
−x2

5
−

−x
−A
−x

,
−2A
−y2

5
−

−y
−A
−y

,
−2A
−z2

5
−

−z
−A
−z

−2A
−x−y

5
−

−x
−A
−y

,
−2A
−y−x

5
−

−y
−A
−x

,
−3A

−x−z2
5

−

−x
−2A
−z2
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 48 CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL

En el caso en que A tiene derivadas parciales continuas al menos de segundo orden, tenemos

 

−2A
−x−y

5
−2A
−y−x
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Es decir, no importa el orden de diferenciación.

EJEMPLO 3.3 Suponga que f(x, y, z) 5 xy2z y A 5 xi 1 j 1 xyk. Encuentre 
−3

−x2−z
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 (fA) en el punto P(1, 2, 2).

 

fA 5 x2y2zi 1 xy2zj 1 x2y3zk

−

−z
(fA) 5 x2y2i 1 xy2j 1 x2y3k

−2

−x−z
(fA) 5 2xy2i 1 y2j 1 2xy3k

−3

−x2−z
(fA) 5 2y2i 1 2y3k
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Cuando x 5 1, y 5 2 y z 5 2, 
−3

−x2−z
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 (fA) 5 8i 1 16k.

Las reglas para la diferenciación parcial de vectores son similares a las del cálculo elemental para funciones 
escalares. En particular se aplica la siguiente proposición:

proposición 3.2 Suponga que A y B son funciones vectoriales de x, y y z. Entonces, se cumplen las leyes que 
siguen:

i ) 
−

−x
(A ? B) 5 A ?

−B
−x

1
−A
−x

? B

−

−x
(A B) 5 A

−B
−x

1
−A
−x

B

−2

−y−x
(A ? ? ? ?B) 5

−

−y
−

−x
(A B) 5

−

−y
A

−B
−x

1
−A
−x

B

5 A ? ? ?
−2B
−y−x

1
−A
−y

−B
−x

1
−A
−x

−B
−y

1
−2A
−y−x

ii ) 

 iii ) 

? B, y así sucesivamente.

Las reglas para las diferenciales de vectores son, en esencia, las mismas que las del cálculo elemental, como se 
plantea en la proposición siguiente.

proposición 3.3 Suponga que A y B son funciones de x, y y z. Entonces se cumplen las siguientes leyes.

 i) Si A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, entonces dA 5 dA1i 1 dA2j 1 dA3k
 ii) d(A ? B) 5 A ? dB 1 dA ? B
 iii) d(A × B) 5 A × dB 1 dA × B

 iv) Si A 5 A(x, y, z), entonces dA 5 dA 5 
−A
−x

dx 1
−A
−y

dy 1
−A
−z

dz, 
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 y así sucesivamente.

3.5 GEOMETRÍA DIFERENCIAL

La geometría diferencial involucra el estudio de curvas y superfi cies. Suponga que C es una curva en el espacio 
defi nida por la función r(u). Entonces, ya se vio que dr/du es un vector en la dirección de la tangente a C. Suponga 
que se toma el escalar u como la longitud de arco s medida a partir de algún punto fi jo sobre C. Entonces, dr/ds es 
un vector unitario tangente a C y que se denota con T (vea la fi gura 3-3). La tasa de cambio de T con respecto de s 
es una medida de la curvatura de C y está dada por dT/ds. La dirección de dT/ds en cualquier punto dado de C es 
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 PROBLEMAS RESUELTOS 49

normal a la curva en dicho punto (vea el problema 3.9). Si N es un vector unitario en esa dirección normal, se deno-
mina normal principal a la curva. Entonces, dT/ds 5 kN, donde k recibe el nombre de curvatura de C en el punto 
especifi cado. La cantidad r 5 1/k se llama radio de curvatura.

 

C
N

O

T
B

y

z

x

Figura 3-3

Un vector unitario B perpendicular al plano de T y N, y tal que B 5 T × N, se llama binormal a la curva. Se con-
cluye que las direcciones T, N y B forman un sistema de coordenadas rectangulares de mano derecha en cualquier 
punto especifi cado de C. Este sistema de coordenadas recibe el nombre de triedro o tríada en el punto. A medida que 
s cambia, el sistema de coordenadas se mueve y se conoce como triedro móvil.

Fórmulas de Frenet-Serret

Existe un conjunto de relaciones que involucran a las derivadas de los vectores fundamentales T, N y B, y que se 
conocen como fórmulas de Frenet-Serret, y están dadas por 

 

dT
ds

5 kN,
dN
ds

5 tB kT,
dB
ds

tN
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donde t es un escalar llamado torsión. La cantidad s 5 1/t recibe el nombre de radio de torsión.
El plano basculante en el punto P de una curva, es aquel que contiene a la tangente y la normal principal en P. 

El plano normal es el que pasa por P y es perpendicular a la tangente. El plano rectifi cador (o de rectifi cación) es el 
que pasa por P y es perpendicular a la normal principal.

Mecánica

Es frecuente que la mecánica incluya el estudio del movimiento de partículas a lo largo de curvas (esta disciplina se 
conoce como cinemática). En esta área son valiosos algunos resultados de la geometría diferencial.

La dinámica considera el estudio de las fuerzas que actúan sobre objetos en movimiento. En este campo es fun-
damental la famosa ley de Newton que afi rma que si F es la fuerza neta que actúa sobre un objeto de masa m que se 
mueve con velocidad v, entonces

 
F 5

d
dt

(mv)
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donde mv es el momento del objeto. Si m es constante, ésta se convierte en F 5 m(dv/dt) 5 ma, donde a es la ace-
leración del objeto.

PROBLEMAS RESUELTOS

3.1. Suponga que R(u) 5 x(u)i 1 y(u)j 1 z(u)k, donde x, y y z son funciones diferenciables de un escalar u. De-
muestre que

 

dR
du

5
dx
du

i 1
dy
du

j 1
dz
du

k.
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 50 CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL

Solución

 

dR
du

5 lím
Du→0

R(u 1 Du) R(u)
Du

5 lím
Du→0

[x(u 1 Du)i 1 y(u 1 Du)j 1 z(u 1 Du)k] [x(u)i 1 y(u)j 1 z(u)k]
Du

5 lím
Du→0

x(u 1 Du) x(u)
Du

i 1
y(u 1 Du) y(u)

Du
j 1

z(u 1 Du) z(u)
Du

k

5
dx
du

i 1
dy
du

j 1
dz
du

k
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3.2. Dado R 5 (3 cos t)i 1 (3 sen t)j 1 (4t)k. Encuentre: a)
dR
dt

, b)
d2R
dt

, c)
dR
dt

 y d)
d2R
dt

.

Solución

a)
dR
dt

5
d
dt

(3 cos t)i 1
d
dt

(3 sen t)j 1
d
dt

(4t)k 5 ( 3 sen t)i 1 (3 cos t)j 1 4k.

b)
d2R
dt

5
d
dt

dR
dt

5
d
dt

( 3 sen t)i 1
d
dt

(3 cos t)j 1
d
dt

(4)k 5 ( 3 cos t)i 1 ( 3 sen t)j.

c)
dR
dt

5 [( 3 sen t)2 1 (3 cos t)2 1 (4)2]1y2 5 5.

d)
d2R
dt

5 [( 3 cos t)2 1 ( 3 sen t)2 1 (0)2]1y2 5 3.
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3.3. Una partícula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas son x 5 e2t, y 5 2 cos 3t, 
y z 5 2 sen 3t, donde t es el tiempo.

 a) Determine su velocidad y aceleración en cualquier instante.

 b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y aceleración en t 5 0.

Solución
 a) El vector de posición r de la partícula es r 5 xi 1 yj 1 zk 5 e2ti 1 2 cos 3tj 1 2 sen3tk. Entonces la velocidad 

es v 5 dr/dt 5 e2ti 2 6 sen 3tj 1 6 cos 3tk y la aceleración es a 5 d2r/dt2 5 e2ti 2 18 cos 3tj 2 18 sen 3tk.

 b) En t 5 0, dr/dt 5 2i 1 6k y d2r/dt2 5 i 2 18j. Entonces

La magnitud de la velocidad en t 5 0 es 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(�1)2 þ (6)2

q
¼

ffiffiffiffiffi
37

p

La magnitud de la aceleración en t 5 0 es 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(1)2 þ (�18)2

q
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffi
325

p
:
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3.4. Una partícula se mueve a lo largo de la curva x 5 2t2, y 5 t2 2 4t y z 5 2t 2 5, donde t es el tiempo. 
Encuentre las componentes de su velocidad y aceleración en el momento t 5 1 en la dirección i 2 2j 12k.

Solución

Velocidad 5
dr
dt

5
d
dt

[(2t2)i 1 (t2 4t)j 1 ( t 5)k]

5 (4t)i 1 (2t 4)j k 5 4i 2j k en t 5 1.
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El vector unitario en la dirección i 2 2j 1 2k es 
i� 2jþ 2kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(1)2 þ (�2)2 þ (2)2
p ¼ 1

3
i� 2

3
jþ 2

3
k:
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Entonces, la componente en la dirección dada es (4i 2j k ?) 1
3 i 2

3 j 1 2
3 k 5 2
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Aceleración 5

d2r
dt2

5
d
dt

dr
dt

5
d
dt

[(4t)i 1 (2t 4)j k] 5 4i 1 2j.
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Entonces, la componente de la aceleración en la dirección dada es ?(4 i 1 2j) 1
3 i 2

3 j 1 2
3 k 5 0.
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3.5. Una curva C está defi nida por sus ecuaciones paramétricas x 5 x(s), y 5 y(s) y z 5 z(s), donde s es la longitud 
de arco de C medido a partir de un punto fi jo sobre C. Si r es el vector de posición de cualquier punto sobre 
C, demuestre que dr/ds es un vector unitario tangente a C.

Solución
El vector

 

dr
ds

5
d
ds

(xi 1 yj 1 zk) 5
dx
ds

i 1
dy
ds

j 1
dz
ds

k
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es tangente a la curva x 5 x(s), y 5 y(s) y z 5 z(s). Para demostrar que tiene magnitud unitaria, observe que

 

dr

ds

����
���� ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
dx

ds

� �2

þ dy

ds

� �2

þ dz

ds

� �2
s

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(dx)2 þ (dy)2 þ (dz)2

(ds)2

s
¼ 1
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ya que (ds)2 5 (dx)2 1 (dy)2 1 (dz)2, que es un resultado del cálculo.

3.6. a) Encuentre el vector unitario tangente a cualquier punto sobre la curva x 5 t2 2 t, y 5 4t 2 3 y z 5 2t2 2 8t.

 b) Determine la tangente unitaria en el punto en que t 5 2.

Solución
 a) Una tangente a la curva en cualquier punto es

dr
dt

5
d
dt

[(t2 t)i 1 (4t 3)j 1 (2t2 8t)k] 5 (2t 1)i 1 4j 1 (4t 8)k.
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La magnitud del vector es )dr/dt) 5 [(2t 2 1)2 1 (4)2 1 (4t 2 8)2]1/2. Entonces, el vector unitario tangente 
requerido es

T 5 [(2t 2 1)i 1 4j 1 (4t 2 8)k]/[(2t 2 1)2 1 (4)2 1 (4t 2 8)2]1/2.

Note que como )dr/dt) 5 ds/dt, se tiene que

T 5
dr /dt
ds /dt

5
dr
ds

.
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 b) En t 5 2, el vector unitario tangente es T ¼ 3iþ 4jffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(3)2 þ (4)2 þ 02

p ¼ 3
5
iþ 4

5
j.
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3.7. Suponga que A y B son funciones diferenciables de un escalar u. Demuestre que:

?? ?a)
d
du

(A B) 5 A
dB
du

1
dA
du

B, b)
d
du

(A B) 5 A
dB
du

1
dA
du

B
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Solución

 a) 
d
du

(A ?

? ????

?

? ? ?

?
B) 5 lím

Du→0

(A 1 DA) (B 1 DB) A B
Du

5 lím
Du→0

A DB 1 DA B 1 DA DB
Du

5 lím
Du→0

A
DB
Du

1
DA
Du

B 1
DA
Du

DB 5 A
dB
du

1
dA
du

B
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Otro método

Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2j 1 B3k. Entonces

d
du

(A ? B) 5
d
du

(A1B1 1 A2B2 1 A3B3)

5 A1
dB1

du
1 A2

dB2

du
1 A3

dB3

du
1

dA1

du
B1 1

dA2

du
B2 1

dA3

du
B3

5 A ?
dB
du

1
dA
du

? B
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 b) 
d
du

(A B) 5 lím
Du→0

(A 1 DA) (B 1 DB) A B
Du

5 lím
Du→0

A DB 1 DA B 1 DA DB
Du

5 lím
Du→0

A
DB
Du

1
DA
Du

B 1
DA
Du

DB

5 A
dB
du

1
dA
du

B
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Otro método

 

d
du

(A B) 5
d
du

i j k
A1 A2 A3

B1 B2 B3
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  Con el uso de cierto teorema sobre la diferenciación de un determinante, el resultado anterior se convierte en

 

i j k
A1 A2 A3

dB1

du
dB2

du
dB3

du

1

i j k
dA1

du
dA2

du
dA3

du
B1 B2 B3

5 A
dB
du

1
dA
du

B
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3.8. Suponga que A 5 5t2i 1 tj 2 t3k y que B 5 sen ti 2 cos tj. Encuentre: a)
d
dt

(A B) y b)
d
dt

(A ? A).

Solución

 a) 
d
dt

(A � B) 5 A �
dB
dt

1
dA
dt

�B

5 (5t2i 1 tj t3k) (cos ti 1 sen tj) 1 (10ti 1 j 3t2k) (sen ti cos tj)

5 5t2 cos t 1 t sen t 1 10t sen t cos t 5 (5t2 1) cos t 1 11t sen t

� �
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Otro método

A ?  B 5 5t2 sen t 2 t cos t. Entonces

 

d
dt

(A ? B) 5
d
dt

(5t2 sen t t cos t) 5 5t2 cos t 1 10t sen t 1 t sen t cos t

5 (5t2 1) cos t 1 11t sen t

03_SPIEGEL 03.indd   53 18/10/10   11:47:14

 

b)

 

d
dt

(A B) 5 A
dB
dt

1
dA
dt

B 5

i j k

5t2 t t3

cos t sen t 0

1

i j k

10t 1 3t2

sen t cos t 0

5 [t3 sen ti t3 cos tj 1 (5t2 sen t t cos t)k]

1 [ 3t2 cos ti 3t2 sen tj 1 ( 10t cos t sen t)k]

5 (t3 sen t 3t2 cos t)i (t3 cos t 1 3t2 sen t)j 1 (5t2 sen t sen t 11t cos t)k
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Otro método

 

A B 5

i j k
5t2 t t3

sen t cos t 0
t3 cos ti t3 sen tj 1 ( 5t2 cos t t sen t)k
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Entonces

  

d
dt

(A B) 5 (t3 sen t 3t2 cos t)i (t3 cos t 1 3t2 sen t)j 1 (5t2 sen t 11t cos t sen t)k
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c)

 

d
dt

(A � A) 5 A �
dA
dt

1
dA
dt

�A 5 2A �
dA
dt

5 2(5t2i 1 tj t3k) � (10ti 1 j 3t2k) 5 100t3 1 2t 1 6t5
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Otro método

A � A 5 (5t2)2 1 (t)2 1 ( t3)2 5 25t4 1 t2 1 t6

d
dt

(25Entonces t4 1 t2 1 t6) 5 100t3 1 2t 1 6t5.
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3.9. Suponga que A tiene magnitud constante. Demuestre que A ? dA/dt 5 0 y que A y dA/dt son perpendiculares, 
siempre y cuando )dA/dt) Þ 0.

Solución
Como A tiene magnitud constante, A ? A 5 constante.

d
dt

(A � A) 5 A �
dA
dt

1
dA
dt

�A 5 2Entonces, A �
dA
dt

5 0.

A �
dA
dt

5 0Por lo que y A es perpendicular a
dA
dt

siempre que
dA
dt

Þ 0.
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3.10. Suponga que A, B y C son funciones diferenciales de un escalar u. Demuestre que

d
du

(A � B C) 5 A � B
dC
du

1 A �
dB
du

C 1
dA
du

�B C.
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Solución

De acuerdo con los problemas 3.7a) y 3.7b),

 

d
du

A � (B C) 5 A �
d
du

(B C) 1
dA
du

�B C

5 A � B
dC
du

1
dB
du

C 1
dA
du

� B C

5 A � B
dC
du

1 A �
dB
du

C 1
dA
du

�B C
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3.11. Una partícula se mueve de modo que su vector de posición está dado por r 5 cos vti 1 sen vtj, donde v es 
una constante. Demuestre que a) la velocidad v de la partícula es perpendicular a r, b) la aceleración a está 
dirigida hacia el origen y tiene una magnitud proporcional a la distancia a éste y c) r × v 5 un vector cons-
tante.

Solución

 

a)

 

v 5
dr
dt

v sen vti 1 v cos vtj. Entonces

r ? ?v 5 [cos vti 1 sen vtj] [ v sen vti 1 v cos vtj]

5 (cos vt)( v sen vt) 1 (sen vt)(v cos vt) 5 0
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  y r y v son perpendiculares.

 b) 
d2r
dt2

5
dv
dt

v2 cos vti v2 sen vtj

v2[cos vti 1 sen vtj] v2r
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  Entonces, la aceleración es opuesta a la dirección de r, es decir, se dirige hacia el origen. Su magnitud es pro-
porcional a )r), que es la distancia al origen.

 c)  r v 5 [cos vti 1 sen vtj] [ v sen vti 1 v cos vtj]

5

i j k

cos vt sen vt 0

v sen vt v cos vt 0

5 v(cos2vt 1 sen2vt)k

5 v k, que es un vector constante.
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  Físicamente se trata del movimiento de una partícula sobre una circunferencia, con velocidad angular constan-
te v. La aceleración, dirigida hacia el centro del círculo, es la aceleración centrípeta.

3.12. Demuestre que A ?
dA
dt

5 A
dA
dt

.

03_SPIEGEL 03.indd   54 18/10/10   11:47:15

Solución
Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k. Entonces, A ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
A2
1 þ A2

2 þ A2
3

p
.
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dA
dt

5
1
2

(A2
1 1 A2

2 1 A2
3) 1/ 2 2A1

dA1

dt
1 2A2

dA2

dt
1 2A3

dA3

dt

5
A1

dA1

dt
1 A2

dA2

dt
1 A3

dA3

dt
(A2

1 1 A2
2 1 A2

3)1/ 2

5
A ?

dA
dt

A
, por lo que A

dA
dt

5 A ?
dA
dt
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Otro método

Como A ? A 5 A2,
d
dt

(A ? A) 5
d
dt

(A2).

d
dt

(A ? A) 5 A ?
dA
dt

1
dA
dt

? A 5 2A ?
dA
dt

y
d
dt

(A2) 5 2A
dA
dt

Entonces 2A ?
dA
dt

5 2A
dA
dt

o A ?
dA
dt

5 A
dA
dt

.
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Observe que si A es un vector constante, entonces A ?
dA
dt

5 0, 

03_SPIEGEL 03.indd   54 18/10/10   11:47:15

 como en el problema 3.9.
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3.13. Sea A 5 (2x2y 2 x4)i 1 (exy 2 y sen x)j 1 (x2 cos y)k. Encuentre:
−A
−x

 y b)
−A
−y

.a)

Solución

a) 
−A
−x

5
−

−x
(2x2y x4)i 1

−

−x
(exy y sen x)j 1

−

−x
(x2 cos y)k

5 (4xy 4x3)i 1 (yexy y cos x)j 1 2x cos yk

b) 
−A
−y

5
−

−y
(2x2y x4)i 1

−

−y
(exy y sen x)j 1

−

−y
(x2 cos y)k

5 2x2i 1 (xexy sen x)j x2 sen yk
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3.14. Sea A el vector del problema 3.13. Encuentre: a)
−2A
−x2

 y b)
−2A
−y2

.

Solución

a) 
−2A
−x2

5
−

−x
(4xy 4x3)i 1

−

−x
(yexy y cos x)j 1

−

−x
(2x cos y)k

5 (4y 12x2)i 1 (y2exy 1 y sen x)j 1 2 cos yk

b) 
−2A
−y2

5
−

−y
(2x2)i 1

−

−y
(xexy sen x)j

−

−y
(x2 sen y)k

5 0 1 x2exyj x2 cos yk 5 x2exyj x2 cos yk
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3.15. Sea A el vector del problema 3.13. Encuentre: a)
−2A
−x−y

 y b)
−2A
−y−x

.

Solución

a) 
−2A
−x−y

5
−

−x
−A
−y

5
−

−x
(2x2)i 1

−

−x
(xexy sen x)j

−

−x
(x2 sen y)k

5 4xi 1 (xyexy 1 exy cos x)j 2x sen yk

b) 
−2A
−y−x

5
−

−y
−A
−x

5
−

−y
(4xy 4x3)i 1

−

−y
(yexy y cos x)j 1

−

−y
(2x cos y)k

5 4xi 1 (xyexy 1 exy cos x)j 2x sen yk
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Observe que −2A/−y−x 5 −2A/−x−y, es decir que el orden de diferenciación es intrascendente. Esto es en general 
verdadero si A tiene derivadas parciales continuas de, al menos, segundo orden.

3.16. Suponga que f(x, y, z) 5 xy2z y que A 5 xzi 2 xy2j 1 yz2k. Encuentre −3

−x2−z
 (fA) 

03_SPIEGEL 03.indd   55 18/10/10   11:47:18

 en el punto (2, 21, 1).

Solución

fA 5 (xy2z)(xzi xy2j 1 yz2k) 5 x2y2z2i x2y4zj 1 xy3z3k

−

−z
(fA) 5

−

−z
(x2y2z2i x2y4zj 1 xy3z3k) 5 2x2y2zi x2y4j 1 3xy3z2k

−2

−x−z
(fA) 5

−

−x
(2x2y2zi x2y4j 1 3xy3z2k) 5 4xy2zi 2xy4j 1 3y3z2k

−3

−x2−z
(fA) 5

−

−x
(4xy2zi 2xy4j 1 3y3z2k) 5 4y2zi 2y4j
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Si x 5 2, y 1 y z 5 1, el resultado se convierte en 4( 1)2(1)i 2( 1)4j 5 4i 2j.
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3.17. Sea F que depende de x, y, z y t, donde x, y y z dependen de t. Demuestre que

 

dF
dt

5
−F
−t

1
−F
−x

dx
dt

1
−F
−y

dy
dt

1
−F
−z

dz
dt
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 con suposiciones razonables sobre diferenciabilidad.

Solución
Suponga que F 5 F1(x, y, z, t)i 1 F2(x, y, z, t)j 1 F3(x, y, z, t)k. Entonces,

 

dF 5 dF1i 1 dF2j 1 dF3k

5
−F1

−t
dt 1

−F1

−x
dx 1

−F1

−y
dy 1

−F1

−z
dz i 1

−F2

−t
dt 1

−F2

−x
dx 1

−F2

−y
dy 1

−F2

−z
dz j

1
−F3

−t
dt 1

−F3

−x
dx 1

−F3

−y
dy 1

−F3

−z
dz k

5
−F1

−t
i 1

−F2

−t
j 1

−F3

−t
k dt 1

−F1

−x
i 1

−F2

−x
j 1

−F3

−x
k dx

1
−F1

−y
i 1

−F2

−y
j 1

−F3

−y
k dy 1

−F1

−z
i 1

−F2

−z
j 1

−F3

−z
k dz

5
−F
−t

dt 1
−F
−x

dx 1
−F
−y

dy 1
−F
−z

dz
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por lo que 
dF
dt

5
−F
−t

1
−F
−x

dx
dt

1
−F
−y

dy
dt

1
−F
−z

dz
dt

.
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Geometría diferencial

3.18. Demuestre las fórmulas de Frenet-Serret: a)
dT
ds

5 kN, b)
dB
ds

tN   y c)
dN
ds

5 tB kT.

Solución

 a) Como T ? T 5 1, se concluye, del problema 3.9, que T ?
dT
ds

5 0, es decir: 
dT
ds

 es perpendicular a T.
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Si N es un vector unitario en la dirección 
dT
ds

, entonces 
dT
ds

5 kN.
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 Decimos que N es la normal principal, 

k es la curvatura y r 5 1/k es el radio de curvatura.

 b) Sea B 5 T × N, por lo que
dB
ds

5 T
dN
ds

1
dT
ds

N 5 T
dN
ds

1 kN N 5 T
dN
ds

.
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  Entonces T ?
dB
ds

5 T ? T
dN
ds

5 0, por lo que T es perpendicular a 
dB
ds

.
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Pero como B ? B 5 1, se concluye que B ?
dB
ds

5 0
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 (vea el problema 3.9), de modo que 
dB
ds

03_SPIEGEL 03.indd   56 18/10/10   11:47:20

 es perpendicu-

lar a B y está en el plano de T y N.

Como 
dB
ds

03_SPIEGEL 03.indd   56 18/10/10   11:47:20

 está en el plano de T y N y es perpendicular a T, debe ser paralelo a N; entonces, 
dB
ds

tN.
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Denominamos a B la binormal, t es la torsión y s 5 1/t es el radio de torsión.

 c) Como T, N y B forman un sistema de mano derecha, también lo hacen N, B y T, es decir: N 5 B × T.

Entonces, 
dN
ds

5 B
dT
ds

1
dB
ds

T 5 B kN tN T kT 1 tB 5 tB kT.
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3.19. Demuestre que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x 5 x(s), y 5 y(s) y 
z 5 z(s), está dado por

 
r 5

d2x
ds2

2

1
d2y
ds2

2

1
d2z
ds2

2

43
1/ 2
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Solución
El vector de posición de cualquier punto sobre la curva es r 5 x(s)i 1 y(s)j 1 z(s)k. Entonces,

 
T 5

dr
ds

5
dx
ds

i 1
dy
ds

j 1
dz
ds

k y
dT
ds

5
d2x
ds2

i 1
d2y
ds2

j 1
d2z
ds2

k.
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Pero dT/ds 5 kN, por lo que

 
k ¼ dT

ds

����
���� ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
d2x

ds2

� �2

þ d2y

ds2

� �2

þ d2z

ds2

� �2
s
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y se llega al resultado, ya que r 51/k.

3.20. Demuestre que 
dr
ds

d2r
ds2

d3r
ds3

5
t

r2
.?
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Solución

 

dr
ds

5 T,
d2r
ds2

5
dT
ds

5 kN,
d3r
ds3

5 k
dN
ds

1
dk

ds
N 5 k(tB kT) 1

dk

ds
N 5 ktB k2T 1

dk

ds
N

dr
ds

d2r
ds2

d3r
ds3

5 T kN? ?

?

?

ktB k2T 1
dk

ds
N

5 T k2tN B k3N T 1 k
dk

ds
N N

5 T (k2tT 1 k3B)

5 k2t 5
t

r2
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El resultado puede escribirse así:

 

t 5 (x99)2 1 (y99)2 1 (z99)2 1
x9 y9 z9
x99 y99 z99
x999 y999 z999

donde los apóstrofos denotan derivadas con respecto de s, con el empleo del resultado del problema 3.19.

3.21. Dada la curva en el espacio x 5 t, y 5 t2 y z 5 2
3 t3.  Encuentre: a) la curvatura k y b) la torsión t.

Solución
 a) El vector de posición es r 5 ti 1 t2j 1 2

3 t3k. 
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 Entonces,

 

dr
dt

5 i 1 2tj 1 2t2k y 
ds

dt
¼ dr

dt

����
���� ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
dr

dt
� dr
dt

r
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(1)2 þ (2t)2 þ (2t2)2

q
¼ 1þ 2t2
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  y

 

T 5
dr
ds

5
drYdt
dsYdt

5
i 1 2tj 1 2t2k

1 1 2t2

dT
dt

5
(1 1 2t2)(2j 1 4tk) (i 1 2tj 1 2t2k)(4t)

(1 1 2t2)2 5
4ti 1 (2 4t2)j 1 4tk

(1 1 2t2)2
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  Por lo que

 

dT
ds

5
dTYdt
dsYdt

5
4ti 1 (2 4t2)j 1 4tk

(1 1 2t2)3 .
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  Como dT/ds 5 kN,

 
k ¼ dT

ds

����
���� ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(�4t)2 þ (2� 4t2)2 þ (4t)2

p

(1þ 2t2)3
¼ 2

(1þ 2t2)2
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 b) Del inciso a), N 5
1
k

dT
ds

5
2ti 1 (1 2t2)j 1 2tk

1 1 2t2
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  De modo que

B 5 T N 5

i j k
1

1 1 2t2

2t
1 1 2t2

2t2

1 1 2t2

2t
1 1 2t2

1 2t2

1 1 2t2

2t
1 1 2t2

5
2t2i 2tj 1 k

1 1 2t2

Ahora
dB
dt

5
4ti 1 (4t2 2)j 4tk

(1 1 2t2)2 y
dB
ds

5
dBYdt
dsYdt

5
4ti 1 (4t2 2)j 4tk

(1 1 2t2)3

También, tN t
2ti 1 (1 2t2)j 1 2tk

1 1 2t2
. Como

dB
ds

tN, se encuentra que t 5
2

(1 1 2t2)2.
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  Observe que para esta curva k 5 t.

3.22. Para la curva del problema 3.21, en el punto t 5 1, encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular 
para: a) la tangente, b) la normal principal y c) la binormal.

Solución
Sea que TO, NO y BO denoten los vectores tangente, normal principal y binormal, en el punto requerido. Entonces, 
del problema 3.21,

 
TO 5

i 1 2j 1 2k
3

, NO 5
2i j 1 2k

3
   y BO 5

2i 2j 1 k
3

Si A denota un vector dado mientras que rO y r denotan, respectivamente, los vectores de posición del punto 
inicial y un punto arbitrario de A, entonces r 2 rO es paralelo a A, por lo que la ecuación de A es (r 2 rO) × A 5 0.
Entonces,

la ecuación de la tangente es (r 2 rO) × TO 5 0

la ecuación de la normal principal es (r 2 rO) × NO 5 0

la ecuación de la binormal es (r 2 rO) × BO 5 0
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En forma rectangular, con r 5 xi 1 yj 1 zk
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 y rO 5 i 1 j 1 2
3 k, 
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 éstas se convierten, respectivamente, en:

 

x 1
1

5
y 1

2
5

z 2y3
2

,
x 1

2
5

y 1
1

5
z 2y3

2
    y

x 1
2

5
y 1

2
5

z 2y3
1

.

Estas ecuaciones también pueden escribirse en forma paramétrica (vea el problema 1.28 del capítulo 1).

3.23. Elabore un bosquejo de la curva en el espacio x 5 3 cos t, y 5 3 sen t y z 5 4t, y encuentre: a) la tangente 
unitaria T, b) la normal principal N, la curvatura k y el radio de curvatura r y c) la binormal B, la torsión t y 
el radio de torsión s.

Solución
La curva en el espacio es una hélice circular (vea la fi gura 3-4). Como t 5 z/4, las ecuaciones de la curva son 
x 5 3 cos(z/4) y y 5 3 sen(z/4) por lo que se encuentra sobre el cilindro x2 1 y2 5 9.

 a) El vector de posición para cualquier punto sobre la curva es

 r 5 3 cos ti 1 3 sen tj 1 4tk

 b) 

Entonces,
dr
dt

3 sen ti 1 3 cos tj 1 4k

ds
dt

5
dr
dt

5
dr
dt

dr
dt

5 ( 3 sen t)2 1 (3 cos t)2 1 42 5 5?

Así, T 5
dr
ds

5
drydt
dsydt

3
5

sen ti 1
3
5

cos tj 1
4
5

k.

dT
dt

5
d
dt

3
5

sen ti 1
3
5

cos tj 1
4
5

k
3
5

cos ti
3
5

sen tj

dT
ds

5
dTydt
dsydt

3
25

cos ti
3

25
sen tj

Como
dT
ds

5 kN,
dT
ds

5 k) ) ) )N 5 k por tanto k ^ 0.

Entonces k 5
dT
ds

5
3

25
cos t

2 3
25

sen t
2

5
3

25
y r 5

1
k

5
25
3

.

Para
dT
ds

5 kN, obtenemos N 5
1
k

dT
ds

cos ti sen tj.
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 c) B 5 T N 5

i j k
3
5 sen t 3

5 cos t 4
5

cos t sen t 0
5 4

5 sen ti 4
5 cos tj 1 3

5 k

dB
dt

5
4
5

cos ti 1
4
5

sen tj,
dB
ds

5
dBydt
dsydt

5
4

25
cos ti 1

4
25

sen tj

tN t ( cos ti sen tj) 5
4

25
cos ti 1

4
25

sen tj o t 5
4

25
y s 5

1
t

5
25
4

.
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O

x

y

z

Figura 3-4      

Plano normal

C

P
To

Plano basculante

Plano rectificador

Figura 3-5
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3.24. Encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular para los planos: a) basculante, b) normal y c) rectifi -
cador, para la curva de los problemas 3.21 y 3.22, en el punto en que t 5 1.

Solución
 a) El plano basculante es aquel que contiene a la tangente y a la normal principal. Si r es el vector de posición de 

cualquier punto en dicho plano, y rO es el vector de posición del punto t 5 1, entonces r 2 rO es perpendicular 
a BO, la binormal en el punto t 5 1, es decir: (r 2 rO) ? BO 5 0.

 b) El plano normal es el que es perpendicular al vector tangente en el punto dado. Entonces, la ecuación requerida 
es (r 2 rO) ? TO 5 0.

 c) El plano rectifi cador es perpendicular a la normal principal en el punto dado. La ecuación requerida es 
(r 2 rO) ? NO 5 0.

    En forma rectangular, las ecuaciones de los incisos a), b) y c) son, respectivamente,

 

2(x 1) 2(y 1) 1 1(z 2y3) 5 0,

1(x 1) 1 2(y 1) 1 2(z 2y3) 5 0,

2(x 1) 1(y 1) 1 2(z 2y3) 5 0.

 La fi gura 3-5 muestra los planos basculante, normal y rectifi cador para la curva C en el punto P.

3.25. a) Demuestre que la ecuación r 5 r(u, v) representa una superfi cie.

 b) Demuestre que 
−r
−u

−r
−v

 representa un vector normal a la superfi cie.

Solución
 a) Si se considera que u tiene un valor fi jo, digamos uO, entonces r 5 r(uO, v) representa una curva que se puede 

denotar con u 5 uO. De manera similar, u 5 u1 defi ne otra curva r 5 r(u1, v). Entonces, a medida que varía u, 
r 5 r(u, v) representa una curva que se mueve en el espacio y genera una superfi cie S. Así, r 5 r(u, v) repre-
senta a la superfi cie S generada, como se ilustra en la fi gura 3-6a).

Las curvas u 5 uO, u 5 u1, … representan curvas defi nidas sobre la superfi cie. De manera similar v 5 vO 
y v 5 v1 representan curvas sobre la superfi cie.

Al asignar valores defi nidos a u y v, obtenemos un punto sobre la superfi cie. Por ejemplo, las curvas 
u 5 uO y v 5 vO intersecan y defi nen el punto (uO, vO) sobre la superfi cie. Nos referimos a la pareja de números 
(u, v) como los que defi nen las coordenadas curvilíneas sobre la superfi cie. Si todas las curvas u 5 constante y 
v 5 constante, son perpendiculares a cada punto de intersección, llamamos ortogonal al sistema de coordena-
das curvilíneas. Para un análisis más profundo de las coordenadas curvilíneas consulte el capítulo 7.

 

S

v  = v
o

v  = v
1

v  = v
2

(uo, v o)
u = uo

u = u1

u = u2

Figura 3-6a     

r
u

r
v

r
u

r
v

u = uo

P(uo, v o)

v
=

v
o

S

Figura 3-6b

 b) Considere al punto P con coordenadas (uO, vO) sobre una superfi cie S, como se ilustra en la fi gura 3-6b). El 
vector −r/−u en P se obtiene con la diferenciación de r con respecto de u, manteniendo a v 5 constante 5 vO. 
Según la teoría de curvas en el espacio, se concluye que −r/−u en P representa un vector tangente a la curva 
v 5 vO en P, como se ilustra en la fi gura. De manera similar, −r/−u en P representa un vector tangente a la 
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curva u 5 constante 5 uO. Como −r/−u y −r/−v representan vectores en P tangentes a las curvas que están en 
la superfi cie S en P, se concluye que estos vectores son tangentes a la superfi cie en P. Por tanto, se llega a que 
−r
−u

−r
−v
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 es un vector normal a S en P.

3.26. Determine una normal unitaria a la superfi cie siguiente, donde a > 9:

 r 5 a cos u sen vi 1 a sen u sen vj 1 a cos vk

Solución
−r
−u

a sen u sen vi 1 a cos u sen vj

−r
−v

5 a cos u cos vi 1 a sen u cos vj a sen vk
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Entonces    
−r
−u

−r
−v

5

i j k

a sen u sen v a cos u sen v 0

a cos u cos v a sen u cos v a sen v

a2 cos u sen2 vi a2 sen u sen2 vj a 2 sen v cos vk

representa un vector normal a la superfi cie en cualquier punto (u, v).

Una normal unitaria se obtiene al dividir 
−r
−u

−r
−v

 entre su magnitud, 
−r
−u

−r
−v

, dada por

03_SPIEGEL 03.indd   61 18/10/10   11:47:33

 

a4 cos2 u sen4 v 1 a4 sen2 u sen4 v 1 a4 sen2 v cos2 v 5 a4( cos2 u 1 sen2 u) sen4 v 1 a4 sen2 v cos2 v

5 a4 sen2 v( sen2 v 1 cos2 v)

5
a2 sen v si sen v . 0

a2 sen v si sen v , 0
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Entonces, hay dos normales unitarias dadas por

 6(cos u sen vi 1 sen u sen vj 1 cos vk) 5 6n

Debe notarse que la superfi cie dada está defi nida por x 5 a cos u sen v, y 5 a sen u sen v, z 5 a cos v, por lo 
que se observa que x2 1 y2 1 z2 5 a2, que es una esfera de radio a. Como r 5 an, se concluye que

 n 5 cos u sen vi 1 sen u sen vj 1 cos vk

es la normal unitaria dirigida hacia afuera de la esfera en el punto (u, v).

3.27. Encuentre una ecuación del plano tangente a la superfi cie x2 1 2xy2 2 3z3 5 6 en el punto P(1, 2, 1).

Solución
La dirección N normal a una superfi cie F(x, y, z) 5 k, donde k es una constante, es:

 N 5 [Fx, Fy, Fz]

Se tiene que Fx 5 2x 1 2y2, Fy 5 2x, Fz 5 3z2. Entonces, en el punto P, la normal a la superfi cie (y al plano tan-
gente) es N(P) 5 [10, 2, 3].

El plano tangente E en P tiene la forma 10x 1 2y 13z 5 b. Al sustituir P en la ecuación se obtiene b 5 10 1 
4 1 3 5 17. Entonces, 10x 1 2y 1 3z 5 17 es la ecuación del plano tangente en P.
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Mecánica

3.28. Demuestre que la aceleración a de una partícula que se mueve por una curva en el espacio con velocidad v 
está dada por

 
a 5

dv
dt

T 1
v2

r
N
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 donde T es el vector unitario tangente a la curva en el espacio, N es su normal principal unitaria y r es el radio 
de curvatura.

Solución
Velocidad v 5 magnitud de v multiplicada por el vector unitario tangente T

o:     v 5 vT

Se deriva y queda,

 
a 5

dv
dt

5
d
dt

(vT) 5
dv
dt

T 1 v
dT
dt
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Pero según el problema 3.18a),

 
dT
dt

5
dT
ds

ds
dt

5 kN
ds
dt

5 kvN 5
vN
r
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Entonces,

 
a 5

dv
dt

T 1 v
vN
r

5
dv
dt

T 1
v2

r
N
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Esto demuestra que la componente de la aceleración es dv/dt en la dirección tangente a la trayectoria y v2yr en la 
dirección de la normal principal a la trayectoria. Esta última aceleración con frecuencia es denominada aceleración 
centrípeta. Para un caso especial de esta situación vea el problema 3.11.

3.29. Si r es el vector de posición de una partícula de masa m relativo al punto O y F es la fuerza externa sobre la 
partícula, entonces r × F 5 M es el par de torsión o momento de F con respecto de O. Demuestre que M 5 
dH/dt, donde H 5 r × mv y v es la velocidad de la partícula.

Solución

es decir: 

M 5 r F 5 r
d
dt

(mv), según la ley de Newton.

Pero
d
dt

(r mv) 5 r
d
dt

(mv) 1
dr
dt

mv

5 r
d
dt

(mv) 1 v mv 5 r
d
dt

(mv) 1 0

M 5
d
dt

(r mv) 5
dH
dt
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Note que el resultado se cumple ya sea que m es constante o no. H se llama momento angular. El resultado afi rma 
que el par de torsión es igual a la tasa de cambio del momento angular con respecto del tiempo.

Este resultado se extiende con facilidad a un sistema de n partículas con masas m1, m2, …, mn, y vectores de 

posición r1, r2, …, rn, con fuerzas externas F1, F2, …, Fn. Para este caso, H 5
n

k51
mkrk vk^  
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 es el momento angular 

total, M 5 ^
n

k51
rk Fk es el par total, y el resultado es M 5

dH
dt

, como antes.
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3.30. Un observador parado en un punto fi jo respecto de un sistema de coordenadas xyz con origen O, como se 
ilustra en la fi gura 3-7, mira un vector A 5 A1i 1 A2j 1 A3k y obtiene que su derivada con respecto del tiempo 

es 
dA1

dt
i 1

dA2

dt
j 1

dA3

dt
k. 
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 Más tarde se da cuenta de que en realidad él y su sistema de coordenadas giran con 

respecto de un sistema de coordenadas XYZ que se considera fi jo en el espacio y cuyo origen también está en 
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O. Se pregunta, “¿Cuál sería la derivada de A con respecto del tiempo, para un observador que estuviera fi jo 
en relación con el sistema de coordenadas XYZ?”

 

Z

A

O
i

j

k

z

X

Y

y

x

Figura 3-7

 a) Sea que 
dA
dt f

y
dA
dt m
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 denoten respectivamente las derivadas de A con respecto del tiempo para los 

sistemas fi jo y móvil. Demuestre que existe una cantidad vectorial v tal que

 

dA
dt f

5
dA
dt m

1v A
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 b) Sean Df y Dm los símbolos de los operadores de la derivada con respecto del tiempo en los sistemas fi jo 
y móvil, respectivamente. Demuestre la equivalencia de los operadores

 Df ; Dm 1v ×

Solución
 a) Para el observador fi jo, los vectores unitarios i, j y k en realidad cambian con el tiempo. Entonces, un observa-

dor calcularía la derivada del tiempo como:
  

(1)

 

dA
dt

5
dA1

dt
i 1

dA2

dt
j 1

dA3

dt
k 1 A1

di
dt

1 A2
dj
dt

1 A3
dk
dt

es decir,
dA
dt f

5
dA
dt m

1A1
di
dt

1 A2
dj
dt

1 A3
dk
dt  
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(2)

  Como i es un vector unitario, di/dt es perpendicular a i (vea el problema 3.9) y, por tanto, debe estar en el plano 
de j y k. Entonces,

 

di
dt

5 a1j 1 a2k
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(3)

  De manera similar,

 

dj
dt

5 a3k 1 a4i

dk
dt

5 a5i 1 a6j
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(4)

  De i ? j 5 0, la diferenciación produce 
dj
dt

1 ?
di
dt

j 5 0.?i  Pero, ?i
dj
dt

5 a4 

03_SPIEGEL 03.indd   63 18/10/10   11:47:36

de la ecuación (4) y ?
di
dt

j 5 a1

03_SPIEGEL 03.indd   63 18/10/10   11:47:36

 de 

la ecuación (3); entonces a4 5 2a1.

En forma similar, de i ? k 5 0, ? ?i
dk
dt

1
di
dt

k 5 0 y a5 a2;

03_SPIEGEL 03.indd   63 18/10/10   11:47:36

de ? ? ?j k 5 0, j
dk
dt

1
dj
dt

k 5 0 y a6 a3.
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(5)
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Entonces,
di
dt

5 a1j 1 a2k,
dj
dt

5 a3k a1i,
dk
dt

a2i a3j y

A1
di
dt

1A2
dj
dt

1A3
dk
dt

5 ( a1A2 a2A3)i 1 (a1A1 a3A3)j 1 (a2A1 1 a3A2)k que se puede escribir como

i j k
a3 a2 a1

A1 A2 A3

Entonces, si se hace a3 5 v1, 2a2 5 v2 y a1 5 v3, el determinante se convierte en:

 

i j k
v1 v2 v3

A1 A2 A3

5 v A

donde v 5 v1i 1 v2j 1 v3k. La cantidad v es el vector de velocidad angular del sistema móvil con respecto 
del sistema fi jo.

 b) Por defi nición, DfA 5
dA
dt f

5 derivada en el sistema fijo

DmA 5
dA
dt m

5 derivada en el sistema móvil.

  Del inciso a),

 Df A 5 DmA 1 v 1 A 5 (Dm 1 v × )A
  y se demuestra la equivalencia de los operadores Df ; Dm 1 v ×.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

3.31. Suponga que R 5 e2ti 1 ln(t2 1 1)j 2 tan tk. Encuentre: a) dR/dt, b) d2R/dt 2, c) )dR/dt) y d) )d2R/dt2) en t 5 0.

3.32. Suponga que una partícula se mueve a lo largo de la curva x 5 2 sen 3t, y 5 2 cos 3t y z 5 8t, en cualquier momento 
t > 0.

 a) Encuentre la velocidad y aceleración de la partícula.
 b) Calcule las magnitudes de la velocidad y la aceleración.

3.33. Encuentre un vector unitario tangente a cualquier punto de la curva x 5 a cos vt, y 5 a sen vt y z 5 bt, donde a, 
b y v son constantes.

3.34. Suponga que A 5 t2i 2 tj 1 (2t 1 1)k y que B 5 (2t 2 3)i 1 j 2 tk. Encuentre

a)
d
dt

(A B), b)
d
dt

(A B), c)
d
dt

)A 1B)  y d)
d
dt

A
dB
du

en t 5 1.

3.35. Suponga que A 5 sen ui 1 cos uj 1 uk, B 5 cos ui 2 sen uj 2 3k, y C 5 2i 1 3j 2 k.

 Encuentre 
d
du

(A (B C)) en u 5 0.

3.36. Demuestre que a) ? ? ?
d
ds

A
dB
ds

dA
ds

B 5 A
d2B
ds2

d2A
ds2

B, donde A y B son funciones diferenciales de s.

 

b)

? ?

d
ds

A
dB
ds

dA
ds

B 5 A
d2B
ds2

d2A
ds2

B

c)
d
dt

V
dV
dt

d2V
dt2

5 V
dV
dt

d3V
dt3

3.37. Suponga que A(t) 5 3t2i 2 (t 1 4)j 1 (t2 2 2t)k y que B(t) 5 sen ti 1 3e2tj 2 3 cos tk. Encuentre 
d2

dt2
(A B)  en 

t 5 0.

3.38. Sea 
d2A
dt2

5 6ti 24t2j 1 4 sen tk. Encuentre A dado que A 5 2i 1 j y
dA
dt

i 3k en t 5 0.

3.39. Demuestre que r 5 e2t(C1 cos 2t 1 C2 sen 2t), donde C1 y C2 son vectores constantes, es una solución de la ecua-

ción diferencial 
d2r
dt2

1 2
dr
dt

1 5r 5 0.
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 PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 65

3.40. Demuestre que la solución general de la ecuación diferencial 
d2r
dt2

1 2a
dr
dt

1 v2r 5 0, donde a y v son constantes, 
es

 a) r 5 e2at C1e
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2�v2

p
t þ C2e

�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2�v2

p
t

� �
 si a2 2 v2 > 0

 b) r 5 e2at (C1 sen 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
v2 � a2

p
t þ C2 cos

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
v2 � a2

p
t) si a2 2 v2 < 0.

 c) r 5 e2at (C1 1 C2t) si a2 2 v2 5 0

 donde C1 y C2 son vectores constantes arbitrarios.

3.41. Resuelva:  a)
d2r
dt2

4
dr
dt

5r 5 0, b)
d2r
dt2

1 2
dr
dt

1 r 5 0    y    c)
d2r
dt2

1 4r 5 0.

3.42. Resuelva: 
dY
dt

5 X,
dX
dt

Y.

3.43. Suponga que A 5 cos xyi 1 (3xy 2x2)j (3x 1 2y)k. Encuentre
−A
−x

,
−A
−y

,
−2A
−x2

,
−2A
−y2

,
−2A
−x−y

,
−2A
−y−x

.

3.44. Si A 5 x2yzi 2xz3j 1 xz2k y B 5 2zi 1 yj x2k. Encuentre
−2

−x−y
(A B) en (1, 0, 2).

3.45. Con C1 y C2 como vectores constantes y l como escalar constante, demuestre que H 5 e lx(C1 sen ly 1C2 cos ly) 

satisface la ecuación diferencial parcial 
−2H
−x2

1
−2H
−y2

5 0.

3.46. Suponga que p0 es un vector constante, v y c son escalares constantes y i ¼ ffiffiffiffiffiffiffi�1
p

. Demuestre que A 5 

[p0eiv(t2r/c)]/r satisface la ecuación 
−2A
−r2

1
2
r

−A
−r

5
1
c2

−2A
−t2

. [Este resultado tiene importancia en la teoría electromag-

nética.] 

Geometría diferencial

3.47. Considere la curva en el espacio x 5 t 2 t3/3, y 5 t2 y z 5 t 1 t3/3. Encuentre a) la tangente unitaria T, b) la cur-
vatura k, c) la normal principal N, d ) la binormal B y e) la torsión t.

3.48. Suponga que se defi ne una curva en el espacio en términos del parámetro de la longitud de arco s, con las ecua-
ciones

 x ¼ arc tan s, y ¼ 1
2

ffiffiffi
2

p
(s2 þ 1) y z ¼ s� arc tan s

 Encuentre a) T, b) N, c) B, d) k, e) t, f ) r y g) s.

3.49. Considere la curva en el espacio x 5 t, y 5 t2 y z 5 t3 (llamada hélice cúbica). Encuentre k y t.

3.50. Demuestre que para una curva plana, la torsión t 5 0.

3.51. Considere el radio de curvatura r 5 1/k de una curva plana con ecuaciones y 5 f(x) y z 5 0, es decir, una curva en 
el plano xy. Demuestre que r 5 {[1 1 (y9)2]3/2}/)y0).

3.52. Considere la curva con vector de posición r 5 a cos ui 1 b sen uj, donde a y b son constantes positivas. Encuentre 
su curvatura k y su radio de curvatura r 5 1/k. Interprete el caso en que a 5 b.

3.53. Demuestre que las fórmulas de Frenet-Serret se pueden escribir en la forma 
dT
ds

5 v T,
dN
ds

5v N y
dB
ds

5 v B. 
También determine v.

3.54. Pruebe que la curvatura de la curva en el espacio r 5 r(t) está dada numéricamente por k ¼ j_r� €rj
j_rj3 , donde los 

puntos denotan diferenciación con respecto de t.

3.55. a)  Considere la curva en el espacio r 5 r(t). Pruebe que t ¼ _r � €r� r
...

j_r� €rj2  para la curva en el espacio r 5 r(t).

 b) Suponga que el parámetro t es la longitud de arco s. Demuestre que

 
t 5

dr
ds

d2r
ds2

d3r
ds3

(d2ryds2)2 .
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 66 CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL

3.56. Sea Q 5 ~r × ~~r. Demuestre que k ¼ Q

j_rj3 , t ¼
Q� r...
Q2

.

3.57. Encuentre k y t para la curva en el espacio x 5 u 2 sen u, y 5 1 2 cos u y z 5 4 sen(u/2).

3.58. Encuentre la torsión de la curva x 5
2t 1 1
t 1

, y 5
t2

t 1
 y z 5 t 1 2. Explique su respuesta.

3.59. Considere las ecuaciones de la recta tangente, normal principal y binormal a la curva en el espacio r 5 r(t) en el 
punto t 5 t0. Demuestre que pueden escribirse, respectivamente, como r 5 r0 1 tT0, r 5 r0 1 tN0 y r 5 r0 1 tB0, 
donde t es un parámetro.

3.60. Considere la curva x 5 3 cos t, y 5 3 sen t y z 5 4t. Encuentre ecuaciones para la a) tangente, b) normal principal, 
y c) binormal, en el punto en que t 5 p.

3.61. Encuentre ecuaciones para: a) el plano basculante, b) el plano normal, y c) el plano rectifi cador a la curva 
x 5 3t 2 t3, y 5 3t2 y z 5 3t 1 t3 en el punto en que t 5 1.

3.62. a) Demuestre que la diferencial de la longitud de arco sobre la superfi cie r 5 r(u, v) está dada por

  donde 

ds2 5 E du2 1 2F du dv1Gdv2

E 5
−r
−u

−r
−u

5
−r
−u

2

, F 5
−r
−u

−r
−v

     y G 5
−r
−v

−r
−v

5
−r
−v

2

.

 b) Pruebe que una condición necesaria y sufi ciente para que el sistema de coordenadas curvilíneas u, v, sea orto-
gonal es que F ; 0.

3.63. Encuentre la ecuación del plano tangente a la superfi cie z 5 xy en el punto (2, 3, 6).

3.64. Halle ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superfi cie 4z 5 x2 2 y2 en el punto (3, 1, 2).

3.65. Si se acepta que E, F y G están defi nidos como en el problema 3.62, pruebe que una normal unitaria a la superfi cie 
r 5 r(u, v) es

 
n ¼ +

@r

@u
� @r

@vffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
EG� F2

p

Mecánica

3.66. Suponga que una partícula se mueve a lo largo de la curva r 5 (t3 2 4t)i 1 (t2 1 4t)j 1 (8t2 2 3t3)k. Calcule las 
magnitudes de las componentes tangencial y normal de su aceleración cuando t 5 2.

3.67. Suponga que una partícula tiene velocidad v y aceleración a, a lo largo de una curva espacial C. Demuestre que el 

radio de curvatura r de su trayectoria está dada numéricamente por r 5
v3

)v a)
.

3.68. Un objeto es atraído hacia un punto fi jo O con una fuerza F 5 f (r)r, llamada fuerza central, donde r es el vector 
de posición del objeto en relación con O. Demuestre que r × v 5 h donde h es un vector constante. Pruebe que el 
momento angular es constante.

3.69. Demuestre que el vector de aceleración de una partícula que se mueve a lo largo de una curva en el espacio siempre 
se ubica en el plano basculante.

3.70. a) Calcule la aceleración de una partícula que se mueve en el plano xy en términos de las coordenadas polares (r, f).

 b) ¿Cuáles son las componentes de las aceleraciones paralela y perpendicular a r?

3.71. Determine a) la velocidad y b) la aceleración, de una partícula que se mueve según la miran los dos observadores 
descritos en el problema 3.30.
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

3.33. 
av sen vti 1 av cos vtj 1 bk

a2v2 1 b2
 3.35. 7i 1 6j 6k

3.34. a) 26, b) 7j 1 3k, c) 1, d) i 1 6j 1 2k 3.37.  30i 1 14j 1 20k

3.38. A 5 (t3 t 1 2)i 1 (1 2t4)j 1 (t 4 sen t)k

3.41. a) r 5 C1e
5t 1 C2e

2t, b) r 5 e2t(C1 1 C2t) y c) r 5 C1 cos 2t 1 C2 sen 2t

3.42. X 5 C1 cos t 1 C2 sen t, Y 5 C1 sen t C2 cos t

3.43. 
−A
−x

y sen xyi 1 (3y 4x)j 3k,
−A
−y

x sen xyi 1 3xj 2k,

−2A
−x2

y2 cos xyi 4j,
−2A
−y2

x2 cos xyi,
−2A
−x−y

5
−2A
−y−x

(xy cos xy 1 sen xy)i 1 3j

3.44. 4i  8j

3.47. a) T 5
(1 t2)i 1 2tj 1 (1 1 t2)k

2(1 1 t2)
c) N

2t
1 1 t2

i 1
1 t2

1 1 t2
j

b) k 5
1

(1 1 t2)2 d) B 5
(t2 1)i 2tj 1 (t2 1 1)k

2(1 1 t2)
e) t 5

1

(1 1 t2)2

3.48. a) T 5
i 1 2sj 1 s2k

s2 1 1
d) k 5

2
s2 1 1

b) N 5
2si 1 (1 s2)j 1 2sk

s2 1 1
e) t 5

2
s2 1 1

g) s 5
s2 1 1

2

c) B 5
s2i 2sj 1 k

s2 1 1
f ) r 5

s2 1 1

2

3.49. k 5
2 9t4 1 9t2 1 1

(9t4 1 4t2 1 1)3y2 , t 5
3

9t4 1 9t2 1 1

3.52. k 5
ab

(a2 sen2 u 1 b2 cos2 u)3y2 5
1
r

; si a 5 b, la curva dada, que es una elipse, se convierte en un círculo de radio a 

con radio de curvatura r 5 a.

3.53. v 5 t T 1 B

3.57. k 5 1
8 6 2 cos u, t 5

(3 1 cos u) cos uy2 1 2 senu senuy2
12 cos u 4

3.58. t 5 0. La curva está en el plano x 3y 1 3z 5 5.

3.60. a) Tangente: r 3i 1 4pk 1 t 3
5 j 1 4

5 k o bien: x 3, y 3
5 t y z 5 4p 1 4

5 t.

 b) Normal: r 5 3i 1 4pj 1 ti o bien:  x 5 3 1 t, y 5 4p  y z 5 0.

 c) Binormal: r 3i 1 4pj 1 t 4
5 j 1 3

5 k o bien: x 3, y 5 4p 1 4
5 t y z 5 3

5 t.

k

3.31. a) 2i 2k, b) i 1 2j, c) 
ffiffiffi
2

p
, d) 

ffiffiffi
5

p

3.32. v 5 6 cos 3ti 2 6 sen 3tj 1 8k, a 5 218 sen 3ti 2 18 cos 3tj, )v) 5 10, )a) 5 18
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 68 CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL

3.70. a) €r ¼[(€r� r _f
2
) cosf� (r €fþ 2_r _f)

€r� r _f
2
, r €fþ 2_r _f

 sen f]iþ [(€r� r _f
2
) sen fþ (r €fþ 2_r _f) cosf]j

 b) 

03_SPIEGEL 03.indd   68 18/10/10   11:48:13

3.71. a) vp) f 5 vp)m 1  r, b) ap) f 5 ap)m 1 am) f. En muchos casos  es una constante, entonces la rotación ocurre con 
velocidad angular constante. Por tanto, 

v v
v

v v v v v

vv v

v

Dm 5 0, y

 am) f 5 2  Dmr 1   (   r) 5 2   vm 1   (   r)

 La cantidad 2  vm se llama aceleración de Coriolis, y  (   r) se denomina aceleración centrípeta.

3.61. a) y z 1 1 5 0, b) y 1 z 7 5 0 y c) x 5 2. 3.64. 3x y 2z 5 4; x 5 3t 1 3 y y 5 1 t,
z 5 2 2t.

3.63. 3x 1 2y 2 z 5 6. 

03_SPIEGEL 03.indd   68 18/10/10   11:48:13

3.66. Tangencial, 16; normal 2 73.

03_SPIEGEL 03.indd   68 18/10/10   11:48:13
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 Capítulo 4

Gradiente, divergencia
y rotacional
4.1 INTRODUCCIÓN

A continuación se defi ne el operador vectorial diferencial del, cuyo símbolo es =:

 
r ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k ¼ i

@

@x
þ j

@

@y
þ k

@

@z

Este operador vectorial posee propiedades análogas a las de los vectores comunes. Es útil para defi nir tres cantidades 
que aparecen en ciertas aplicaciones y que se conocen como gradiente, divergencia y rotacional. El operador = 
también se conoce como nabla.

4.2 GRADIENTE

Sea f(x, y, z) una función escalar defi nida y diferenciable en cada punto (x, y, z) en cierta región del espacio [es decir, 
f defi ne un campo escalar diferenciable]. Entonces, el gradiente de f, que se denota con =f o grad f, se defi ne 
como sigue:

 
rf ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
f ¼ @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

Observe que =f defi ne un campo vectorial.

EJEMPLO 4.1 Suponga que f (x, y, z) 5 3xy3 2 y2z2. Encuentre =f (o grad f) en el punto P(1, 1, 2).

 

rf ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
(3xy3 � y2z2)

¼ 3y3iþ (9xy2 � 2yz2)j� 2y2zk

Entonces, =f(1, 1, 2) 5 3(1)3i 1 [9(1)(1)2 2 2(1)(2)2]j 2 2(1)2(2)k 5 3i 1 j 2 4k.

Derivadas direccionales

Considere una función escalar f 5 f(x, y, z). Entonces, la derivada direccional de f en dirección de un vector A se 
denota con DA(f). Si a 5 A/)A), el vector unitario en dirección de A,

 DA(f) 5 =f ? a

Se hace énfasis en que a debe ser un vector unitario.
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 70 CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

EJEMPLO 4.2 Considere la función escalar f (x, y, z) 5 x2 1 y2 1 xz.
 a) Encuentre grad f. b) Encuentre grad f en el punto P 5 P(2, 21, 3). c) Determine la derivada direccional de f en el 

punto P en dirección de A 5 i 1 2j 1 k.

 a) grad f 5 
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
(x2 1 y2 1 xz) 5 (2x 1 z)i 1 2yj 1 xk.

 b) En P(2, 21, 3), grad f 5 7i 2 2j 1 3k.
 c) Primero encontramos el vector unitario a ¼ A=jAj ¼ (iþ 2jþ k)=

ffiffiffi
6

p
 en dirección de A. Después obtenemos la deri-

vada direccional de f en el punto P(2, 21, 3) en dirección de A, como sigue:

 
rf � a ¼ (7i� 2jþ 3k) � (iþ 2jþ k)=

ffiffiffi
6

ph i
¼ 6=

ffiffiffi
6

p
¼

ffiffiffi
6

p
=6:

Multiplicador de Lagrange

Aquí deseamos encontrar los puntos (x, y) que son los extremos (valores máximo o mínimo) de una función f (x, y) 
sujeta a la restricción g(x, y) 5 d, donde d es una constante [más en general, se trata de encontrar los puntos (x1, x2, 
…, xn) que dan los extremos (valores máximo o mínimo) de una función f (x1, x2, …, xn) sujeta a la restricción g(x1, 
x2, …, xn) 5 d, donde d es una constante].

Esto ocurrirá sólo cuando los gradientes =f y =g (derivadas direccionales) sean ortogonales a la curva [superfi -
cie] dada g(x, y) 5 d. Entonces, =f y =g son paralelos y, por tanto, debe haber una constante l tal que =f 5 l=g.

La letra griega l (lambda) se usa para denotar al multiplicador de Lagrange. La condición =f 5 l=g y la restric-
ción original generan (n 1 1) ecuaciones, en este caso tres, con las incógnitas x, y y l:

 fx(x, y) 5 lgx(x, y), fy(x, y) 5 lgy(x, y) y g(x, y) 5 d

Las soluciones del sistema para x y y producen los candidatos para los extremos f (x, y) sujetos a la restricción 
g(x, y) 5 d.

EJEMPLO 4.3 Minimice la función f (x, y) 5 x2 1 2y2 sujeta a la restricción g(x, y) 5 2x 1 y 5 9.

Con el uso de la condición =f 5 l=g y la restricción dada, obtenemos las tres ecuaciones siguientes:

 2x 5 2l,  4y 5 l  y  2x 1 y 5 9

Al eliminar l de las dos primeras ecuaciones obtenemos x 5 4y, que con 2x 1 y 5 9 produce 9y 5 9. De este modo 
obtenemos la solución y 5 1 y x 5 4. Entonces, f (4, 1) 5 16 1 2 5 18 es el valor mínimo de f sujeto a la restricción 
2x 1 y 5 9.

4.3 DIVERGENCIA

Suponga que V(x, y, z) 5 V1i 1 V2j 1 V3k está defi nida y es diferenciable en cada punto (x, y, z) en una región del 
espacio (es decir, V defi ne un campo vectorial diferenciable). Entonces, la divergencia de V, que se denota con = ? V
o div V, se defi ne como sigue:

 

r�V ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (V1iþ V2 jþ V3k)

¼ @V1

@x
þ @V2

@y
þ @V3

@z

Aun cuando V es un vector, = ? V es un escalar.
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 4.5 FÓRMULAS QUE INVOLUCRAN A = 71

EJEMPLO 4.4 Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk. Encuentre = ? A (o div A) en el punto P(1, 21, 1).

 

r�A ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (x2z2i� 2y2z2jþ xy2zk)

¼ @

@x
(x2z2)þ @

@y
(�2y2z2)þ @

@z
(xy2z) ¼ 2xz2 � 4yz2 þ xy2

En el punto P(1, 21, 1),

 = ? A 5 2(1)(1)2 2 4(21)(1)2 1 (1)(21)2 5 7

4.4 ROTACIONAL

Suponga que V(x, y, z) 5 V1i 1 V2j 1 V3k es un campo vectorial diferenciable. Entonces, el rotacional o rotación 
de V, que se denota = × V, rotacional V o rot V, se defi ne como sigue:

 

r � V ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
� (V1iþ V2 jþ V3k)

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
V1 V2 V3

��������

��������

¼
@

@y

@

@z
V2 V3

������

������
i�

@

@x

@

@z
V1 V3

������

������
jþ

@

@x

@

@y
V1 V2

������

������
k

¼ @V3

@y
� @V2

@z

� �
iþ @V1

@z
� @V3

@x

� �
jþ @V2

@x
� @V1

@y

� �
k

Observe que en la expansión del determinante, los operadores 
@

@x
,
@

@y
,
@

@z
 deben preceder a V1, V2 y V3.

EJEMPLO 4.5 Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk. Encuentre = × A (o rot A) en el punto P (1, 21, 1).

 

r � A ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
� (x2z2i� 2y2z2jþ xy2zk)

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z

x2z2 �2y2z2 xy2z

��������

��������

¼ @

@y
(xy2z)� @

@z
(�2y2z2)

� �
i� @

@x
(xy2z)� @

@z
(x2z2)

� �
jþ @

@x
(�2y2z2)� @

@y
(x2z2)

� �
k

¼ (2xyzþ 4y2z)i� (y2z� 2x2z)jþ 0k

En el punto P(1, 21, 1), = × A 5 2i 1 j.

4.5 FÓRMULAS QUE INVOLUCRAN A =
Las proposiciones siguientes dan muchas de las propiedades del operador =.

proposición 4.1: Suponga que A y B son funciones vectoriales diferenciables, y que f y c son funciones 
escalares diferenciables de posición (x, y, z). Entonces, se cumplen las leyes siguientes:

 i ) =(f 1 c) 5 =f 1 =c o bien grad(f 1 c) 5 grad f 1 grad c
 ii ) = ? (A 1 B) 5 = ? A 1 = ? B o bien div(A 1 B) 5 divA 1 divB
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 iii ) = × (A 1 B) 5 = × A 1 = × B o bien rot(A 1 B) 5 rot A 1 rot B
 iv) = ? (fA) 5 (=f) ? A 1f(= ? A)
 v) = × (fA) 5 (=f) × A 1 f(= × A)
 vi ) = ? (A × B) 5 B ? (= × A) 2 A ? (= × B)
 vii ) = × (A × B) 5 (B ? =)A 2 B(= ? A) 2 (A ? =)B 1 A(= ? B)
 viii ) =(A ? B) 5 (B ? =)A 1 (A ? =)B 1 B × (= × A) 1 A × (= × B)

proposición 4.2: Suponga que f y A son respectivamente funciones escalar y vectorial, diferenciables, y que 
ambas tienen segundas derivadas parciales continuas. Entonces, se cumplen las siguientes 
leyes:

 i ) = ? (=f) 5 =2f 5 
@2f

@x2
þ @2f

@y2
þ @2f

@z2

  donde =2 5 
@2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2
 se llama operador laplaciano.

 ii ) = × (=f) 5 0. El rotacional del gradiente de f es igual a cero.
 iii ) = ? (= × A) 5 0. La divergencia del rotacional de A es igual a cero.
 iv) = × (= × A) 5 =(= ? A)2=2A.

4.6 INVARIANCIA

Considere dos sistemas de coordenadas rectangulares o marcos de referencia xyz y x9y9z9, que tengan el mismo ori-
gen O pero con ejes rotados con respecto al otro (vea la fi gura 4-1).

z

O

kk

xx

i

x

i

j
y

j y

z (x, y, z)

(xx , y , z )

Figura 4-1

Un punto P en el espacio tiene coordenadas (x, y, z) o (x9, y9, z9) relativas a estos sistemas coordenados. Las 
ecuaciones de transformación entre coordenadas de los dos sistemas, o transformación de coordenadas, son las 
siguientes:

 x9 5 l11x 1 l12y 1 l13z
 y9 5 l21x 1 l22y 1 l23z (1)
 z9 5 l31x 1 l32y 1 l33z

Aquí, ljk, j, k 5 1, 2, 3 representan los cosenos directores de los ejes x9, y9 y z9 con respecto de los ejes x, y y z (vea 
el problema 4.38). En el caso en que los orígenes de los dos sistemas coordenados no coincidan, las ecuaciones de 
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transformación se convierten en las siguientes:

 x9 5 l11x 1 l12y 1 l13z 1 a91

 y9 5 l21x 1 l22y 1 l23z 1 a92 (2)
 z9 5 l31x 1 l32y 1 l33z 1 a93

donde el origen O del sistema de coordenadas xyz se localiza en (a91, a92, a93) en relación con el sistema coordenado 
x9y9z9.

Las ecuaciones de transformación (1) defi nen una rotación pura, mientras que las ecuaciones (2) defi nen una 
rotación con traslación. Cualquier movimiento de cuerpo rígido tiene el efecto de una traslación seguida de una 
rotación. La transformación (1) también se denomina transformación ortogonal. Una transformación lineal general 
se llama transformación afín.

Físicamente, una función escalar puntual o campo escalar f(x, y, z) evaluada en un punto particular, debe ser in-
dependiente de las coordenadas del punto. Así, la temperatura en cierto punto no depende de si se utilizan coordena-
das (x, y, z) o (x9, y9, z9). Entonces, si f(x, y, z) es la temperatura en el punto P con coordenadas (x, y, z) y f9(x9, y9, z9)
es la temperatura en el mismo punto P con coordenadas (x9, y9, z9), debe ocurrir que f(x, y, z) 5 f9(x9, y9, z9). Si 
f(x, y, z) 5 f9(x9, y9, z9), donde x, y, z y x9, y9, z9 están relacionadas por las ecuaciones de transformación (1) o (2), 
se llama a f(x, y, z) un invariante con respecto de la transformación. Por ejemplo, x2 1 y2 1 z2 es invariante con la 
transformación de rotación (1), ya que x2 1 y2 1 z2 5 x92 1 y92 1 z92.

En forma similar, una función vectorial puntual o campo vectorial A(x, y, z) se llama invariante si A(x, y, z) 5 
A9(x9, y9, z9). Esto se cumple si

 A1(x, y, z)i 1 A2(x, y, z)j 1 A3(x, y, z)k 5 A91(x9, y9, z9)i9 1 A92(x9, y9, z9)j9 1 A93(x9, y9, z9)k9

En los capítulos 7 y 8 se consideran transformaciones más generales y se amplían los conceptos anteriores.
Es posible demostrar (vea el problema 4.41) que el gradiente de un campo escalar invariante es un campo vecto-

rial invariante con respecto de las transformaciones (1) o (2). De manera similar, la divergencia y el rotacional de un 
campo vectorial invariante son invariantes con dichas transformaciones.

PROBLEMAS RESUELTOS

4.1. Suponga que f(x, y, z) 5 3x2y 2 y2z2. Encuentre =f (o grad f) en el punto (1, 22, 21).

Solución

rf ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
(3x2y� y3z2)

¼ i
@

@x
3x2y� y3z2
� �þ j

@

@y
3x2y� y3z2
� �þ k

@

@z
3x2y� y3z2
� �

¼ 6xyiþ 3x2 � 3y2z2
� �

j� 2y3zk

¼ 6(1)(�2)iþ 3(1)2 � 3(�2)2(�1)2
	 


j� 2(�2)3(�1)k

¼ �12i� 9j� 16k
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4.2. Suponga que F y G son funciones escalares diferenciables de x, y y z. Demuestre que a) =(F 1 G) 5 =F 1 

=G y b) =(FG) 5 F=G 1 G=F.

Solución

 a) r(F þ G) ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
(F þ G)

¼ i
@

@x
(F þ G)þ j

@

@y
(F þ G)þ k

@

@z
(F þ G)

¼ i
@F

@x
þ i

@G

@x
þ j

@F

@y
þ j

@G

@y
þ k

@F

@z
þ k

@G

@z

¼ i
@F

@x
þ j

@F

@y
þ k

@F

@z
þ i

@G

@x
þ j

@G

@y
þ k

@G

@z

¼ i
@

@x
þ j

@

@y
þ k

@

@z

� �
F þ i

@

@x
þ j

@

@y
þ k

@

@z

� �
G ¼ rF þrG

 b) r(FG) ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
(FG) ¼ @

@x
(FG)iþ @

@y
(FG)jþ @

@z
(FG)k

¼ F
@G

@x
þ G

@F

@x

� �
iþ F

@G

@y
þ G

@F

@y

� �
jþ F

@G

@z
þ G

@F

@z

� �
k

¼ F
@G

@x
iþ @G

@y
jþ @G

@z
k

� �
þ G

@F

@x
iþ @F

@y
jþ @F

@z
k

� �
¼ FrGþ GrF

4.3. Encuentre =f si a) f 5 ln )r), b) f 5 
1

r
.

Solución

 a) r 5 xi 1 yj 1 zk. Entonces )r) 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
 y f 5 ln )r) 5 12 ln (x2 1 y2 1 z2).

 

rf ¼ 1

2
r ln (x2 þ y2 þ z2)

¼ 1

2
i
@

@x
ln(x2 þ y2 þ z2)þ j

@

@y
ln(x2 þ y2 þ z2)þ k

@

@z
ln(x2 þ y2 þ z2)

� �

¼ 1

2
i

2x

x2 þ y2 þ z2
þ j

2y

x2 þ y2 þ z2
þ k

2z

x2 þ y2 þ z2

� �
¼ xiþ yjþ zk

x2 þ y2 þ z2
¼ r

r2

 b) rf ¼ r 1

r

� �
¼ r 1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !
¼ r (x2 þ y2 þ z2)�1=2

	 


¼ i
@

@x
(x2 þ y2 þ z2)�1=2 þ j

@

@y
(x2 þ y2 þ z2)�1=2 þ k

@

@z
(x2 þ y2 þ z2)�1=2

¼ i � 1

2
(x2 þ y2 þ z2)�3=22x

� �
þ j � 1

2
(x2 þ y2 þ z2)�3=22y

� �
þ k � 1

2
(x2 þ y2 þ z2)�3=22z

� �

¼ �xi� yj� zk

(x2 þ y2 þ z2)3=2
¼ � r

r3
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4.4. Demuestre que =rn 5 nrn22r.

Solución

rrn ¼ r
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p �n
¼ r(x2 þ y2 þ z2)n=2

¼ i
@

@x
f(x2 þ y2 þ z2)n=2g þ j

@

@y
f(x2 þ y2 þ z2)n=2g þ k

@

@z
f(x2 þ y2 þ z2)n=2g

¼ i
n

2
(x2 þ y2 þ z2)n=2�1 2x

n o
þ j

n

2
(x2 þ y2 þ z2)n=2�1 2y

n o
þ k

n

2
(x2 þ y2 þ z2)n=2�1 2z

n o

¼ n(x2 þ y2 þ z2)n=2�1(xiþ yjþ zk) ¼ n(r2)n=2�1r ¼ nrn�2r

Observe que si r 5 r  r1, donde r1 es un vector unitario en la dirección de r, entonces =r n 5 nrn21 r1.

4.5. Demuestre que =f es un vector perpendicular a la superfi cie f (x, y, z) 5 c, donde c es una constante.

Solución
Sea r 5 xi 1 yj 1 zk el vector de posición para cualquier punto P(x, y, z) sobre la superfi cie. Entonces, dr 5 dxi 1
dyj 1 dzk está en el plano tangente a la superfi cie en P.

Pero df ¼ @f

@x
dxþ @f

@y
dyþ @f

@z
dz ¼ 0  o bien 

@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �
 ? (dxi 1 dyj 1 dzk) 5 0, es decir: 

=f ? dr 5 0, por lo que =f es perpendicular a dr y por tanto también a la superfi cie.

4.6. Encuentre una normal unitaria a la superfi cie 2x2yz2 1 2xy2z 5 1 en el punto P(1, 1, 1).

Solución
Sea f 5 2x2yz2 1 2xy2z. Según el problema 4.5, =f(1, 1, 1) es normal a la superfi cie 2x2yz2 1 2xy2z 5 1 en el 

punto P(1, 1, 1); entonces, 
rf(1, 1, 1)
jrf(1, 1, 1)j  bastará.

 =f 5 (22xyz2)i 1 (2x2z2 1 4xyz)j 1 (22x2yz 1 2xy2)k.

Entonces, =f(1, 1, 1) 5 3j. )=f(1, 1, 1)) 5 )3j) 5 3)j) 5 3. Así, en el punto P(1, 1, 1)
3j

3
 5 j es una normal 

unitaria a 2x2yz2 1 2xy2z 5 1.

4.7. Encuentre una ecuación para el plano tangente a la superfi cie x2yz 2 4xyz2 5 26 en el punto P(1, 2, 1).

Solución
 =(x2yz 2 4xyz2) 5 (2xyz 2 4yz2)i 1 (x2z 2 4xz2)j 1 (x2y 2 8xyz)k.

Al evaluar el gradiente en el punto P(1, 2, 1) obtenemos 24i 2 3j 2 14k. Entonces, 4i 1 3j 1 14k es normal a la 
superfi cie en P. Una ecuación del plano con normal N 5 ai 1 bj 1 ck tiene la forma

 ax 1 by 1 cz 5 k

Por lo que la ecuación tiene la forma 4x 1 3y 1 14z 5 k. Al sustituir P en la ecuación obtenemos k 5 24. 
Entonces, la ecuación requerida es 4x 1 3y 1 14z 5 24.

4.8. Sean f (x, y, z) y f (x 1 Dx, y 1 Dy, z 1 Dz) las temperaturas en dos puntos vecinos P(x, y, z) y Q(x 1 Dx, y 
1 Dy, z 1 Dz) de cierta región.

 a) Interprete físicamente la cantidad 
Df

Ds
¼ f(xþ Dx, yþ Dy, zþ Dz)� f(x, y, z)

Ds
Q

, donde ∆s es la distancia 

entre los puntos P y Q.
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 b) Evalúe lím
Ds→0

Df

Ds
5

df

ds
 y haga la interpretación física.

 c) Demuestre que 
df

ds
5 =f

dr
ds

.

Solución
 a) Como Df es el cambio de la temperatura entre los puntos P y Q, y Ds es la distancia entre dichos puntos, Dfy 

Ds representa la tasa promedio de cambio de la temperatura por unidad de distancia en la dirección de P a Q.

 b) Del cálculo obtenemos:

 Df ¼ @f

@x
Dxþ @f

@y
Dyþ @f

@z
Dz1 infi nitésimos de orden mayor que Dx, Dy y Dz.

  Entonces,

 
lím

Ds→0

Df

Ds
5 lím

Ds→0

−f

−x
Dx
Ds

1
−f

−y
Dy
Ds

1
−f

−z
Dz
Ds

  o bien

 

df

ds
¼ @f

@x

dx

ds
þ @f

@y

dy

ds
þ @f

@z

dz

ds

  Donde 
df

ds
 representa la tasa de cambio de la temperatura respecto de la distancia al punto P en la dirección 

hacia Q. Ésta también se denomina la derivada direccional de f.

 c) 
df

ds
¼ @f

@x

dx

ds
þ @f

@y

dy

ds
þ @f

@z

dz

ds
¼ @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �� dx

ds
iþ dy

ds
jþ dz

ds
k

� �
¼ rrrrrf� dr

ds
:

  Observe que como 
dr

ds
 es un vector unitario, rrrrrf� dr

ds
 es la componente de =f en la dirección de este vector 

unitario.

4.9. Demuestre que la mayor tasa de cambio de f, es decir: la máxima derivada direccional, tiene lugar en la 
dirección del vector =f y también tiene su magnitud.

Solución

Según el problema 4.8c), 
df

ds
¼ rrrrrf � dr

ds
 es la proyección de =f en la dirección de 

dr

ds
. Esta proyección será un 

máximo cuando =f y 
dr

ds
 tengan la misma dirección. Entonces, el valor máximo de df

ds
 tiene lugar en la dirección 

de =f y su magnitud es )=f).

4.10. Sea f 5 x2yz 2 4xyz2. Encuentre la derivada direccional de f en P(1, 3, 1) en la dirección de 2i 2 j 2 2k.

Solución

En primer lugar se encuentra =f 5 (2xyz 2 4yz2)i 1 (x2z 2 4xz2)j 1 (x2y 2 8xyz)k. Entonces, =f(1, 3, 1) 5 26i 
2 3j 2 21k. El vector unitario en la dirección de 2i 2 j 2 2k es

 
a ¼ 2i� j� 2kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(2)2 þ (�1)2 þ (�2)2
p ¼ 2

3
i� 1

3
j� 2

3
k:

Así, la derivada direccional requerida es

 =f(1, 3, 1) ?  a 5 (26i 2 3j 2 21k) ? (2
3 i 2 13 j 2 23 k) 5 24 1 1 1 14 5 11.
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4.11. Sea f 5 x2y3z6. a) ¿En qué dirección a partir del punto P(1, 1, 1) la derivada direccional de f es un máximo? 
b) ¿Cuál es la magnitud de este máximo?

Solución
=f 5 =(x2y3z6) 5 2xy3z6i 1 3x2y2z6j 1 6x2y3z5k. Entonces, =f(1, 1, 1) 5 2i 1 3j 1 6k. Así, según el problema 4.9:

 a) La derivada direccional es un máximo en la dirección de =f(1, 1, 1) 5 2i 1 3j 1 6k.
 b) La magnitud de este máximo es )=f(1, 1, 1)) 5 

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(2)2 þ (3)2 þ (6)2

p
¼ 7.

4.12. Encuentre el ángulo entre las superfi cies z 5 x2 1 y2 y z 5 x�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

þ y�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

 en el punto 

P ¼
ffiffiffi
6

p

12
,

ffiffiffi
6

p

12
,
1

12

� �
.

Solución
El ángulo entre las superfi cies en el punto es el ángulo entre las normales a las superfi cies en éste. Sean f1 5 x2 1 

y2 2 z y f2 5 x�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

þ y�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

2 z.

Una normal a z 5 x2 1 y2 es

 =f1 5 2xi 1 2yj 2 k y =f1(P) 5 

ffiffiffi
6

p

6
iþ

ffiffiffi
6

p

6
j 2 k.

Una normal a z 5 x�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

þ y�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

 es

 =f2 5 2 x�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

iþ 2 y�
ffiffiffi
6

p

6

� �2

j 2 k y =f2(P) 5 2

ffiffiffi
6

p

6
i�

ffiffiffi
6

p

6
j� k.

Ahora, (=f1(P)) ? (=f2(P)) 5 )=f1(P)))=f2(P)) cos u, donde u es el ángulo requerido.

 

ffiffiffi
6

p

6
iþ

ffiffiffi
6

p

6
j� k

� �� �
ffiffiffi
6

p

6
i�

ffiffiffi
6

p

6
j� k

� �
¼
����
ffiffiffi
6

p

6
iþ

ffiffiffi
6

p

6
j� k

�����
ffiffiffi
6

p

6
i�

ffiffiffi
6

p

6
j� k

���� cos u

 � 1

6
� 1

6
þ 1 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

6
þ 1

6
þ 1

r ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

6
þ 1

6
þ 1

r
cos u  y cos u ¼ 2=3

4=3
¼ 1

2
:

Entonces, el ángulo agudo es u 5 arc cos 
1

2

� �
5 60º.

4.13. Sea R la distancia desde un punto fi jo A(a, b, c) a cualquier punto P(x, y, z). Demuestre que =R es un vector 
unitario en la dirección AP 5 R.

Solución
Si rA y rP son los vectores de posición ai 1 bj 1 ck y xi 1 yj 1 zk de A y P, respectivamente, entonces R 5 rP 2 

rA 5 (x 2 a)i 1 (y 2 b)j 1 (z 2 c)k, de modo que R 5 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(x� a)2 þ ( y� b)2 þ (z� c)2

p
.  Entonces,

 
rrrrrR ¼ rrrrr

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(x� a)2 þ ( y� b)2 þ (z� c)2

q� �
¼ (x� a)iþ ( y� b)jþ (z� c)kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(x� a)2 þ ( y� b)2 þ (z� c)2
p ¼ R

R
 

es un vector unitario en la dirección R.

4.14. Sea P cualquier punto sobre una elipse cuyos focos son los puntos A y B, como se ilustra en la fi gura 4-2. 
Demuestre que las rectas AP y BP forman ángulos iguales con la tangente a la elipse en P.

Solución
Sean R1 5 AP y R2 5 BP vectores trazados a partir de los focos A y B, respectivamente, hacia el punto P de la 
elipse, y sea T una tangente unitaria a la elipse en P.
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Como una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P, la suma de cuyas distancias desde dos puntos 
fi jos A y B es una constante p, se observa que la ecuación de la elipse es R1 1 R2 5 p.

De acuerdo con el problema 4.5, =(R1 1 R2) es una normal a la elipse, por lo que [=(R1 1 R2)] ? T 5 0 o bien 
(=R2) ? T 52(=R1) ? T.

T

R2

R1

P

BA

Figura 4-2

Como =R1 y =R2 son vectores unitarios en dirección de R1 y R2, respectivamente (vea el problema 4.13), el 
coseno del ángulo entre =R2 y T es igual al coseno del ángulo entre =R1 y 2T; por lo que, los ángulos también 
son iguales.

El problema tiene una interpretación física. Los rayos de luz (o las ondas sonoras) que se originen en el foco 
A, por ejemplo, se refl ejarán de la elipse al foco B.

Divergencia

4.15. Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk. Encuentre = ? A (o div A) en el punto P(1, 21, 1).

Solución

 

rrrrr�A ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (x2z2i� 2y2z2jþ xy2zk)

¼ @

@x
(x2z2)þ @

@y
(�2y2z2)þ @

@z
(xy2z) ¼ 2xz2 � 4yz2 þ xy2

rrrrr�A(1, �1, 1) ¼ 2(1)(1)2 � 4(�1)(1)2 þ (1)(�1)2 ¼ 7

4.16. Dada f 5 6x3y2z. a) Encuentre = ? =f(o div grad f).

 b) Demuestre que = ? =f 5 =2f, donde =2 5 
@2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2
 denota el operador laplaciano.

Solución

 a) =f 5 
@

@x
(6x3y2z)iþ @

@y
(6x3y2z)jþ @

@z
(6x3y2z)k 5 18x2y2zi 1 12x3yzj 1 6x3y2k.

Entonces = ? =f 5 
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
 ? (18x2y2zi 1 12x3yzj 1 6x3y2k)

¼ @

@x
(18x2y2z)þ @

@y
(12x3yz)þ @

@z
(6x3y2)5 36xy2z 1 12x3z.

 b) = ? =f 5 
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �

5 
@

@x

@f

@x

� �
þ @

@y

@f

@y

� �
þ @

@z

@f

@z

� �
¼ @2f

@x2
þ @2f

@y2
þ @2f

@z2

5 
@2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2

� �
f 5 =2f
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4.17. Demuestre que =22
1

r

� �
 5 0.

Solución

 

rrrrr2 1

r

� �
¼ @2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2

� �
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !

@

@x

1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
 !

¼ @

@x
(x2 þ y2 þ z2)�1=2 ¼ �x(x2 þ y2 þ z2)�3=2

@2

@x2
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !
¼ @

@x
�x(x2 þ y2 þ z2)�3=2
� �

¼ 3x2(x2 þ y2 þ z2)�5=2 � (x2 þ y2 þ z2)�3=2 ¼ 2x2 � y2 � z2

(x2 þ y2 þ z2)5=2

De manera similar,

 
@2

@y2
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !
¼ 2y2 � z2 � x2

(x2 þ y2 þ z2)5=2
 y 

@2

@z2
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !
¼ 2z2 � x2 � y2

(x2 þ y2 þ z2)5=2

Entonces, por adición,

 

@2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2

� �
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ z2
p

 !
¼ 0:

La ecuación =2f 5 0 se llama ecuación de Laplace. Se concluye que f 5 1yr es una solución de dicha ecuación.

4.18. Demuestre que a) = ? (A 1 B) 5 = ? A 1 = ? B, b) = ? (fA) 5 (=f) ? A 1 f(= ? A).

Solución
 a) Sean A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k y B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k.

Entonces

= ? (A 1 B) ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� [(A1 þ B1)iþ (A2 þ B2)jþ (A3 þ B3)k]

¼ @

@x
(A1 þ B1)þ @

@y
(A2 þ B2)þ @

@z
(A3 þ B3)

¼ @A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z
þ @B1

@x
þ @B2

@y
þ @B3

@z

¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (A1iþ A2jþ A3k)þ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (B1iþ B2jþ B3k)

5 = ? A 1 = ? B

 b) = ? (fA) 5 = ? (fA1i 1 fA2j 1 fA3k) 5 
@

@x
(fA1)þ @

@y
(fA2)þ @

@z
(fA3)

¼ @f

@x
A1 þ f

@A1

@x
þ @f

@y
A2 þ f

@A2

@y
þ @f

@z
A3 þ f

@A3

@z

¼ @f

@x
A1 þ @f

@y
A2 þ @f

@z
A3 þ f

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �

¼ @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �� (A1iþ A2jþ A3k)þ f
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (A1iþ A2jþ A3k)

5 (=f) ? A 1 f (= ? A)
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4.19. Demuestre que = ? 
r

r3

 �
5 0.

Solución

Sea f 5 r23 y A 5 r en el resultado del problema 4.18b).
Entonces, = ? (r23r) 5 (=r23) ? r 1 (r23)= ? r 

5 23r25r ? r 1 3r23 5 0, con el uso del problema 4.4.

4.20. Demuestre que = ? (U=V 2 V=U) 5 U=2V 2 V=2U.

Solución

Del problema 4.18b), con f 5 U y A 5 =V,

 = ? (U=V) 5 (=U) ? (=V) 1 U(= ? =V) 5 (=U) ? (=V) 1 U=2V

Al intercambiar U y V obtenemos

 = ? (V=U) 5 (=V) ? (=U) 1 V=2U.

Y al restar,

 = ? (U=V) 2 = ? (V=U) 5 = ? (U=V 2 V=U)

5 (=U) ? (=V) 1 U=2V 2 [(=V) ? (=U) 1 V=2U]

5 U=2V 2 V=2U

4.21. Un fl uido se mueve de modo que su velocidad en cualquier punto es v(x, y, z). Demuestre que la pérdida de 
fl uido por unidad de volumen por unidad de tiempo en un pequeño paralelepípedo con centro en P(x, y, z) y 
aristas paralelas a los ejes coordenados y con magnitudes ∆x, ∆y y ∆z, respectivamente, está dada aproxima-
damente por div v 5 = ? v.

B G

E

P(x, y, z)

D

A HC

x

∆y

∆x ∆z v

y
F

v

vvv

v
v

z

v

Figura 4-3

Solución

En relación con la fi gura 4-3, tenemos lo siguiente:

 componente x de la velocidad v en P 5 v1

 componente x de v en el centro de la cara AFED 5 v1 2
1

2

@v1
@x

 Dx, aproximadamente,

 componente x de v en el centro de la cara GHCB 5 v1 1 
1

2

@v1
@x

 Dx, aproximadamente.
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 Entonces: (1) volumen de fl uido que cruza la cara AFED por unidad de tiempo 5 v1
1
2

−v1

−x
Dx DyDz,

 (2) volumen de fl uido que atraviesa la cara GHCB por unidad de tiempo 5 v1 1
1
2

−v1

−x
Dx DyDz.

 Pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección x 5 (2) 2 (1) 5 
−v1

−x
DxDyDz.

 De manera similar, la pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección y 5 
−v2

−y
DxDyDz

 pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección z 5 
−v3

−z
DxDyDz.

Entonces, la pérdida total de volumen por unidad de volumen por unidad de tiempo es:

 5

−v1

−x
1

−v2

−y
1

−v3

−z
DxDyDz

DxDyDz
 5 div v 5 = ? v

Esto se cumple con exactitud sólo en el límite, conforme el paralelepípedo se contrae a P, es decir cuando Dx, 
Dy y Dz tienden a cero. Si en ninguna parte hay pérdida de fl uido, entonces = ? v 5 0. Ésta se denomina ecuación 
de continuidad para un fl uido incompresible. Como el fl uido no se crea ni se destruye en ningún punto, se dice que 
no tiene fuentes ni sumideros. En ocasiones se llama solenoidal a un vector, como v, cuya divergencia sea igual a 
cero.

4.22. Determine la constante a de modo que el vector siguiente sea solenoidal.

 V 5 (24x 2 6y 1 3z)i 1 (22x 1 y 2 5z)j 1 (5x 1 6y 1 az)k

Solución

Un vector V es solenoidal si su divergencia es igual a cero.

 = ? V 5 
@

@x
 (24x 2 6y 1 3z) 1 

@

@y
 (22x 1 y 2 5z) 1 

@

@z
 (5x 1 6y 1 az) 5 24 1 1 1 a 5 23 1 a.

Entonces, = ? V 5 23 1 a 5 0, cuando a 5 3.

Rotacional

4.23. Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk. Encuentre = × A (o rot A) en el punto P 5 (1, 21, 1).

Solución

 

rrrrr � A ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z

x2z2 �2y2z2 xy2z

��������

��������

¼ @

@y
(xy2z)� @

@z
(�2y2z2)

� �
i� @

@x
(xy2z)� @

@z
(x2z2)

� �
j

@

@x
(�2y2z2)þ @

@y
(x2z2)

� �
k

¼ (2xyzþ 4yz2)i� (y2z� 2x2z)j

Entonces, = × A(P) 5 2i 1 j.
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4.24. Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk. Encuentre rot rot A 5 = × (= × A).

Solución

Según el problema anterior, = × A 5 (2xyz 1 4yz2)i 2 (y2z 2 2x2z)j. Entonces,

 = × (= × A) 5 = × [(2xyz 1 4y2z)i 2 (y2z 2 2x2z)j]

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z

2xyzþ 4y2z �y2zþ 2x2z 0

��������

��������

¼ @

@y
(0)� @

@z
(�y2zþ 2x2z)

� �
i� @

@x
(0)� @

@z
(2xyzþ 4y2z)

� �
j

þ @

@x
(�y2zþ 2x2z)þ @

@y
(2xyzþ 4y2z)

� �
k

5 (y2 2 2x2)i 1 (2xy 1 4y2)j 1 (2xz 2 8yz)k.

4.25. Sea A 5 A1i 1 A2 j 1 A3k, B 5 B1i 1 B2 j 1 B3k. Demuestre que a) = × (A 1 B) 5 = × A 1 = × B y 
b) = × (fA) 5 (=f) × A 1 f (= × A).

Solución

 a) = × (A 1 B) 5 
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
 × [(A1 1 B1)i 1 (A2 1 B2)j 1 (A3 1 B3)k]

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
A1 þ B1 A2 þ B2 A3 þ B3

��������

��������

¼ @

@y
(A3 þ B3)� @

@z
(A2 þ B2)

� �
iþ @

@z
(A1 þ B1)� @

@x
(A3 þ B3)

� �
j

þ @

@x
(A2 þ B2)� @

@y
(A1 þ B1)

� �
k

¼ @A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

þ @B3

@y
� @B2

@z

� �
iþ @B1

@z
� @B3

@x

� �
jþ @B2

@x
� @B1

@y

� �
k

5 = × A 1 = × B

 b) = × (fA) 5 = × (fA1i 1 fA2 j 1 fA3k)

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
fA1 fA2 fA3

��������

��������

¼ @

@y
(fA3)� @

@z
(fA2)

� �
iþ @

@z
(fA1)� @

@x
(fA3)

� �
jþ @

@x
(fA2)� @

@y
(fA1)

� �
k
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¼ f
@A3

@y
þ @f

@y
A3 � f

@A2

@z
� @f

@z
A2

� �
i

þ f
@A1

@z
þ @f

@z
A1 � f

@A3

@x
� @f

@x
A3

� �
jþ f

@A2

@x
þ @f

@x
A2 � f

@A1

@y
� @f

@y
A1

� �
k

¼ f
@A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

� �

þ @f

@y
A3 � @f

@z
A2

� �
iþ @f

@z
A1 � @f

@x
A3

� �
jþ @f

@x
A2 � @f

@y
A1

� �
k

� �

¼ f(rrrrr � A)þ
i j k
@f

@x

@f

@y

@f

@z
A1 A2 A3

��������

��������

5 f(= × A) 1 (=f) × A.

4.26. Suponga que = × A 5 0. Evalúe = ? (A × r).

Solución
Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, r 5 xi 1 yj 1 zk. Entonces,

 A × r 5 

i j k

A1 A2 A3

x y z

�������

�������
 5 (zA2 2 yA3)i 1 (xA3 2 zA1)j 1 (yA1 2 xA2)k

y

 = ? (A × r) ¼ @

@x
(zA2 � yA3)þ @

@y
(xA3 � zA1)þ @

@z
( yA1 � xA2)

¼ z
@A2

@x
� y

@A3

@x
þ x

@A3

@y
� z

@A1

@y
þ y

@A1

@z
� x

@A2

@z

¼ x
@A3

@y
� @A2

@z

� �
þ y

@A1

@z
� @A3

@x

� �
þ z

@A2

@x
� @A1

@y

� �

¼ xiþ yjþ zk½ �� @A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

� �

5 r ? (= × A) 5 r ? rot A.

Si = × A 5 0, lo anterior se reduce a cero.

4.27. Demuestre que a) = × (=f) 5 0 (rot grad f 5 0), b) = ? (= × A) 5 0 (div rot A 5 0).

Solución

 a) = × (=f) ¼ rrrrr � @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �
¼

i j k
@

@x

@

@y

@

@z
@f

@x

@f

@y

@f

@z

����������

����������

¼ @

@y

@f

@z

� �
� @

@z

@f

@y

� �� �
iþ @

@z

@f

@x

� �
� @

@x

@f

@z

� �� �
jþ @

@x

@f

@y

� �
� @

@y

@f

@x

� �� �
k

¼ @2f

@y@z
� @2f

@z@y

� �
iþ @2f

@z@x
� @2f

@x@z

� �
jþ @2f

@x@y
� @2f

@y@x

� �
k ¼ 0

  siempre que aceptemos que f tiene segundas derivadas parciales continuas de modo que el orden de diferen-
ciación carezca de importancia.

04 Spiegel Cap 004.indd   8304 Spiegel Cap 004.indd   83 6/1/11   14:20:526/1/11   14:20:52



 84 CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

 b) = ? (= × A) ¼ rrrrr�
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
A1 A2 A3

��������

��������

¼ rrrrr� @A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

� �

¼ @

@x

@A3

@y
� @A2

@z

� �
þ @

@y

@A1

@z
� @A3

@x

� �
þ @

@z

@A2

@x
� @A1

@y

� �

¼ @2A3

@x@y
� @2A2

@x@z
þ @2A1

@y@z
� @2A3

@y@x
þ @2A2

@z@x
� @2A1

@z@y
¼ 0

con la suposición de que A tiene segundas derivadas parciales continuas.
Observe la similitud entre los resultados anteriores y el resultado (C × Cm) 5 (C × C)m 5 0, donde m es 

un escalar y C ? (C × A) 5 (C × C) ? A 5 0.

4.28. Encuentre rot (rf (r)), donde f (r) es diferenciable.

Solución

 rot(rf(r)) 5 = × (rf(r))
5 = × (xf(r)i 1 yf(r)j 1 zf(r)k)

 

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
x f (r) y f (r) z f (r)

��������

��������

¼ z
@f

@y
� y

@f

@z

� �
iþ x

@f

@z
� z

@f

@x

� �
jþ y

@f

@x
� x

@f

@y

� �
k

Pero 
@f

@x
¼ @f

@r

� �
@r

@x

� �
¼ @f

@r

@

@x

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p �
¼ f 0(r)xffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

x2 þ y2 þ x2
p ¼ f 0x

r
.

En forma similar, 
@f

@y
¼ f 0y

r
 y 

@f

@z
¼ f 0z

r
.

Entonces, el resultado es = z
f 0y
r
� y

f 0z
r

� �
iþ x

f 0z
r
� z

f 0x
r

� �
jþ y

f 0x
r
� x

f 0y
r

� �
k ¼ 0.

4.29. Demuestre que = × (= × A) 5 2=2A 1 =(= ? A).

Solución

 

rrrrr � (rrrrr � A) ¼ rrrrr �
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
A1 A2 A3

��������

��������

¼ rrrrr � @A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

� �

¼

i j k
@

@x

@

@y

@

@z
@A3

@y
� @A2

@z

@A1

@z
� @A3

@x

@A2

@x
� @A1

@y

����������

����������

¼ @

@y

@A2

@x
� @A1

@y

� �
� @

@z

@A1

@z
� @A3

@x

� �� �
i
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þ @

@z

@A3

@y
� @A2

@z

� �
� @

@x

@A2

@x
� @A1

@y

� �� �
j

þ @

@x

@A1

@z
� @A3

@x

� �
� @

@y

@A3

@y
� @A2

@z

� �� �
k

¼ � @2A1

@y2
� @2A1

@z2

� �
iþ � @2A2

@z2
� @2A2

@x2

� �
jþ � @2A3

@x2
� @2A3

@y2

� �
k

þ @2A2

@y@x
þ @2A3

@z@x

� �
iþ @2A3

@z@y
þ @2A1

@x@y

� �
jþ @2A1

@x@z
þ @2A2

@y@z

� �
k

¼ � @2A1

@x2
� @2A1

@y2
� @2A1

@z2

� �
iþ � @2A2

@x2
� @2A2

@y2
� @2A2

@z2

� �
jþ � @2A3

@x2
� @2A3

@y2
� @2A3

@z2

� �
k

þ @2A1

@x2
þ @2A2

@y@x
þ @2A3

@z@x

� �
iþ @2A1

@x@y
þ @2A2

@y2
þ @2A3

@z@y

� �
jþ @2A1

@x@z
þ @2A2

@y@z
þ @2A3

@z2

� �
k

¼ � @2

@x2
þ @2

@y2
þ @2

@z2

� �
A1iþ A2 jþ A3kð Þ

þ i
@

@x

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �
þ j

@

@y

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �
þ k

@

@z

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �

¼ �rrrrr2Aþ rrrrr @A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �
¼ �rrrrr2Aþ rrrrr(rrrrr�A)

Si se desea, en éstos y otros resultados puede abreviarse el trabajo de la escritura si sólo se anotan las compo-
nentes i, ya que las otras pueden obtenerse por simetría.

El resultado también se puede establecer formalmente como sigue. Del problema 47a), del capítulo 2,

 A × (B × C) 5 B(A ? C) 2 (A ? B)C (1)

Se hace A 5 B 5 = y C 5 F,

 = × (= × F) 5 =(= ? F) 2 (= ? =)F 5 =(= ? F)2=2F

Observe que la fórmula (1) debe escribirse en forma tal que los operadores A y B precedan al operando C, de otro 
modo el formalismo no se puede aplicar.

4.30. Suponga que v 5 v × r. Demuestre que v 5 12 rot v, donde v es un vector constante.

Solución

 rot v 5 = × v 5 = × (v × r) 5 = × 

i j k

v1 v2 v3

x y z

�������

�������

 5 = × [(v2z 2 v3y)i 1 (v3x 2 v1z)j 1 (v1y 2 v2x)k]

¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
v2z� v3y v3x� v1z v1y� v2x

�������

�������
 5 2(v1i 1 v2j 1 v3k) 5 2v.

Entonces, v 5 12 = × v 5 12 rot v.
Este problema indica que el rotacional de un campo vectorial tiene que ver con las propiedades rotacionales 

del campo. Esto se confi rmará en el capítulo 6. Por ejemplo, si el campo F corresponde a un fl uido en movimiento, 
entonces una rueda con paletas colocada en distintos puntos del campo tenderá a rotar en aquellas regiones en las 
que F Þ 0, mientras que si rot F 5 0 en cierta región, no habría rotación y el campo F se denominaría irrotacional. 
Un campo que no sea irrotacional, en ocasiones recibe el nombre de campo vórtice.

04 Spiegel Cap 004.indd   8504 Spiegel Cap 004.indd   85 6/1/11   14:21:016/1/11   14:21:01



 86 CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

4.31. Suponga que = ? E 5 0, = ? H 5 0, = × E 5 � @H

@t
, rrrrr �H ¼ @E

@t
. Demuestre que E y H satisfacen =2u 5 

@2u

@t2
.

Solución

 = × (= × E) 5 = × � @H

@t

� �
¼ � @

@t
(rrrrr �H) ¼ � @

@t

@E

@t

� �
¼ � @2E

@t2

De acuerdo con el problema 4.29, = × (= × E) 5 2=2E 1 =(= ? E) 5 2=2E. Entonces, =2E 5 
@2E

@t2
.

En forma similar, = × (= × H) 5 = × 
@E

@t

� �
¼ @

@t
(rrrrr � E) ¼ @

@t
� @H

@t

� �
¼ � @2H

@t2
.

Pero = × (= × H) 5 2=2H 1 =(= ? H) 5 2=2H. Entonces, =2H 5 
@2H

@t2
.

Las ecuaciones dadas se relacionan con las ecuaciones de Maxwell de la teoría electromagnética. La ecuación

 

@2u

@x2
þ @2u

@y2
þ @2u

@z2
¼ @2u

@t2

se denomina ecuación de onda.

Problemas varios

4.32. Un vector V se llama irrotacional si rot V 5 0. a) Encuentre constantes a, b y c, de modo que

 V 5 (24x 2 3y 1 az)i 1 (bx 1 3y 1 5z)j 1 (4x 1 cy 1 3z)k

 sea irrotacional. b) Demuestre que V puede expresarse como el gradiente de una función escalar.

Solución

 a) rot V 5 = × V

 = × V ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
�4x� 3yþ az bxþ 3yþ 5z 4xþ cyþ 3z

��������

��������

¼
@

@y

@

@z
bþ 3yþ 5z 4xþ cyþ 3z

������

������
i�

@

@x

@

@z
�4x� 3yþ az 4xþ cyþ 3z

������

������
j

þ
@

@x

@

@y
�4x� 3yþ az bxþ 3yþ 5z

������

������
k

 5 (c 2 5)i 2 (4 2 a)j 1 (b 1 3)k.

Esto es igual al vector cero cuando a 5 4, b 5 23 y c 5 5. Por tanto,

 V 5 (24x 2 3y 1 4z)i 1 (23x 1 3y 1 5z)j 1 (4x 1 5y 1 3z)k.

 b) Suponga que V 5 =f 5 
@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k. Entonces,

 
@f

@x
5 24x 2 3y 1 4z (1)

 
@f

@y
5 23x 1 3y 1 5z (2)

 
@f

@z
5 4x 1 5y 1 3z (3)
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Al hacer la integral parcial de (1) con respecto de x mientras se mantiene a y y a z constantes, obtenemos lo 
siguiente:

 f 5 22x2 2 3xy 1 4xz 1 f (y, z) (4)

donde f (y, z) es una función arbitraria de y y de z. En forma similar obtenemos de (2) y (3):

 f ¼ �3xyþ 3

2
y2 þ 5yzþ g(x, z) (5)

y

 f ¼ 4xzþ 5yzþ 3

2
z2 þ h(x, y): (6)

La comparación de (4), (5) y (6) muestra que habrá un valor común de f si se elige

 
f (y, z) ¼ 3

2
y2 þ 5yzþ 3

2
z2, g(x, z) ¼ �2x2 þ 4xzþ 3

2
z2

 
y h(x, y) ¼ �2x2 � 3xyþ 3

2
y2

por lo que

 
f ¼ �2x2 þ 3

2
y2 þ 3

2
z2 � 3xyþ 4xzþ 5yz

Note que es posible sumar cualquier constante a f. En general, si = × V 5 0, entonces podemos encontrar f tal 
que V 5 =f.

Un campo vectorial V, que se obtenga de un campo escalar f de manera que V 5 =f, se llama campo vec-
torial conservativo, y f se denomina potencial escalar. A la inversa, observe que si V 5 =f entonces = × V 5 0 
(vea el problema 4.27a).

4.33. Demuestre que si f (x, y, z) es cualquier solución de la ecuación de Laplace, entonces =f es un vector que es 
tanto solenoidal como irrotacional.

Solución
Por hipótesis, f satisface la ecuación de Laplace =2f 5 0, es decir, = ? (=f) 5 0. Entonces, =f es solenoidal (vea 
los problemas 4.21 y 4.22).

Del problema 4.27a), = × (=f) 5 0, por lo que =f también es irrotacional.

4.34. Diga una posible defi nición de grad B.

Solución
Suponga que B 5 B1i 1 B2j 1 B3k. Formalmente, defi nimos grad B como

 

rrrrrB ¼ @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �
B1iþ B2jþ B3kð Þ

¼ @B1

@x
iiþ @B2

@x
ijþ @B3

@x
ik

þ @B1

@y
jiþ @B2

@y
jjþ @B3

@y
jk

þ @B1

@z
kiþ @B2

@z
kjþ @B3

@z
kk

Las cantidades ii, ij, etc., se llaman díadas unitarias (observe que, por ejemplo, ij, no es lo mismo que ji). Una 
cantidad de la forma

 a11ii 1 a12ij 1 a13ik 1 a21ji 1 a22 jj 1 a23jk 1 a31ki 1 a32kj 1 a33kk

se llama diádica y los coefi cientes a11, a12, … son sus componentes. Un arreglo de estas nueve componentes en la 
forma

 

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

2
4

3
5
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se llama matriz de 3 por 3. Una diádica es una generalización de un vector. Una mayor generalización conduce a 
las triádicas, que son cantidades que consisten en 27 términos de la forma a111iii 1 a211jii 1 … . Un estudio de la 
forma en que las componentes de una diádica o triádica se transforman de un sistema de coordenadas a otro lleva 
al análisis tensorial, que se aborda en el capítulo 8.

4.35. Sea A un vector defi nido por A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, y una diádica F por

 F 5 a11ii 1 a12ij 1 a13ik 1 a21ji 1 a22jj 1 a23jk 1 a31ki 1 a32kj 1 a33kk

Dé una posible defi nición de A ? F.

Solución

Formalmente, si se supone que se cumple la ley distributiva,

 A ? F 5 (A1i 1 A2 j 1 A3k) ? F 5 A1i ? F 1 A2 j ? F 1 A3k ? F

Por ejemplo, considere i ? F. Este producto se forma haciendo el producto punto de i con cada término de F y 
sumando los resultados. Ejemplos comunes son i ? a11ii, i ? a12ij, i ? a21ji, i ? a32kj, etc. Si se da signifi cado a éstos 
del modo siguiente:

 i ? a11ii 5 a11(i ? i)i 5 a11i, ya que i ? i 5 1

 i ? a12ij 5 a12(i ? i)j 5 a12j, ya que i ? i 5 1

 i ? a21ji 5 a21(i ? j)i 5 0,  ya que i ? j 5 0

 i ? a32kj 5 a32(i ? k)j 5 0,  ya que i ? k 5 0

y se da una interpretación análoga a los términos de j ? F y k ? F, entonces

 A ? F 5 A1(a11i 1 a12 j 1 a13k) 1 A2(a21i 1 a22j 1 a23k) 1 A3(a31i 1 a32j 1 a33k)

5 (A1a11 1 A2a21 1 A3a31)i 1 (A1a12 1 A2a22 1 A3a32)j 1 (A1a13 1 A2a23 1 A3a33)k

el cual es un vector.

4.36. a) Interprete el símbolo A ? =. b) Diga un posible signifi cado de (A ? =)B. c) ¿Es posible escribir éste como 
A ? =B, sin ambigüedad?

Solución

 a) Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k. Entonces, formalmente,

 A ? = 5 (A1i 1 A2 j 1 A3k) ? 
@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �

 
¼ A1

@

@x
þ A2

@

@y
þ A3

@

@z

es un operador. Por ejemplo,

 
(A�rrrrr)f ¼ A1

@

@x
þ A2

@

@y
þ A3

@

@z

� �
f ¼ A1

@f

@x
þ A2

@f

@y
þ A3

@f

@z

Note que esto es lo mismo que A ? =f.

 b) Formalmente, con el uso del resultado del inciso a), con f reemplazada por B 5 B1i 1 B2j 1 B3k,

 

(A�rrrrr)B ¼ A1

@

@x
þ A2

@

@y
þ A3

@

@z

� �
B ¼ A1

@B

@x
þ A2

@B

@y
þ A3

@B

@z

¼ A1

@B1

@x
þ A2

@B1

@y
þ A3

@B1

@z

� �
iþ A1

@B2

@x
þ A2

@B2

@y
þ A3

@B2

@z

� �
j

þ A1

@B3

@x
þ A2

@B3

@y
þ A3

@B3

@z

� �
k

04 Spiegel Cap 004.indd   8804 Spiegel Cap 004.indd   88 6/1/11   14:21:176/1/11   14:21:17
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 c) Utilice la interpretación de =B como en el problema 4.34. Entonces, de acuerdo con la simbología establecida 
en el problema 4.35,

 A ? =B5 (A1i 1 A2 j 1 A3k) ? =B 5 A1i ? =B 1 A2j ? =B 1 A3k ? =B

 5 A1

@B1

@x
iþ @B2

@x
jþ @B3

@x
k

� �
þ A2

@B1

@y
iþ @B2

@y
jþ @B3

@y
k

� �
þ A3

@B1

@z
iþ @B2

@z
jþ @B3

@z
k

� �

lo que da el mismo resultado que el del inciso b). Se concluye que (A ? =)B 5 A ? =B, sin ambigüedad, siem-
pre que se introduzca el concepto de diádica con las propiedades mencionadas.

4.37. Suponga que A 5 2yzi 2 x2yj 1 xz2k, B 5 x2i 1 yzj 2 xyk y f 5 2x2yz3. Encuentre a) (A ? =)f, b) A ? =f,
c) (B ? =)A, d ) (A × =)f y e) A × =f.

Solución

 a) (A ? =)f 5 2yzi� x2yjþ xz2k
� �� @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� �
f

2yz
@

@x
� x2y

@

@y
þ xz2

@

@z

� �
(2x2yz3)

2yz
@

@x
(2x2yz3)� x2y

@

@y
(2x2yz3)þ xz2

@

@z
(2x2yz3)

 5

 5

 5 (2yz)(4xyz3) 2 (x2y)(2x2z3) 1 (xz2)(6x2yz2)

 5 8xy2z4 2 2x4yz3 1 6x3yz4

 b) A ? =f 5 (2yzi 2 x2yj 1 xz2k) ? 
@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �

 5 (2yzi 2 x2yj 1 xz2k) ? (4xyz3i 1 2x2z3j 1 6x2yz2k)

 5 8xy2z4 2 2x4yz3 1 6x3yz4

La comparación con el inciso a) ilustra el resultado (A ? =)f 5 A ? =f.

 c) (B ? =)A 5 (x2iþ yz j� xyk)� @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� �
A

x2
@

@x
þ yz

@

@y
� xy

@

@z

� �
A ¼ x2

@A

@x
þ yz

@A

@y
� xy

@A

@z
 5

 5 x2(22xyj 1 z2k) 1 yz(2zi 2 x2j) 2 xy(2yi 1 2xzk)

 5 (2yz2 2 2xy2)i 1 (2x3y 1 x2yz)j 1 (x2z2 2 2x2yz)k

Para ver una comparación de este resultado con B ? =A, consulte el problema 4.36c).

 d ) (A × =)f 5 (2yzi� x2yjþ xz2k)� @

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� �
f

i j k

2yz �x2y xz2

@

@x

@

@y

@

@z

��������

��������
f

i �x2y
@

@z
� xz2

@

@y

� �
þ j xz2

@

@x
� 2yz

@

@z

� �
þ k 2yz

@

@y
þ x2y

@

@x

� �� �
f

� x2y
@f

@z
þ xz2

@f

@y

� �
iþ xz2

@f

@x
� 2yz

@f

@z

� �
jþ 2yz

@f

@y
þ x2y

@f

@x

� �
k

 5

 5

 5

 5 2(6x4y2z2 1 2x3z5)i 1 (4x2yz5 2 12x2y2z3)j 1 (4x2yz4 1 4x3y2z3)k
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 e) A� rrrrrf ¼ (2yzi� x2yjþ xz2k)� @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �

¼
i j k

2yz �x2y xz2

@f

@x

@f

@y

@f

@z

��������

��������

¼ �x2y
@f

@z
� xz2

@f

@y

� �
iþ xz2

@f

@x
� 2yz

@f

@z

� �
jþ 2yz

@f

@y
þ x2y

@f

@x

� �
k

¼ �(6x4y2z2 þ 2x3z5)iþ (4x2yz5 � 12x2y2z3)jþ (4x2yz4 þ 4x3y2z3)k
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  La comparación con el resultado del inciso d ) ilustra el resultado (A × =)f 5 A × =f.

Invariancia

4.38. Dos sistemas de coordenadas rectangulares xyz y x9y9z9 que tienen el mismo origen, se giran uno con respecto 
del otro. Obtenga las ecuaciones de transformación entre las coordenadas de un punto en los dos sistemas.

Solución

Sean r y r9 los vectores de posición de cualquier punto P en los dos sistemas (consulte la fi gura 4-1, en la página 
72). Entonces, como r 5 r9,

 x9i9 1 y9j9 1 z9k9 5 xi 1 yj 1 zk 
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 (1)

Ahora, para cualquier vector A, tenemos lo siguiente (vea el problema 4.20 del capítulo 2),

 A 5 (Ai9)i9 1 (Aj9)j9 1 (A k9)k9
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Así, si se hace A 5 i, j y k en sucesión,

 

i ¼ (i� i0)i0 þ (i� j0)j0 þ (i� k0)k0 ¼ l11i
0 þ l21j

0 þ l31k
0

j ¼ ( j� i0)i0 þ ( j� j0)j0 þ ( j� k0)k0 ¼ l12i
0 þ l22j

0 þ l32k
0

k ¼ (k� i0)i0 þ (k� j0)j0 þ (k� k0)k0 ¼ l13i
0 þ l23j

0 þ l33k
0

8><
>:
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(2)

Al sustituir las ecuaciones (2) en (1) e igualar los coefi cientes de i9, j9 y k9, se encuentra que:

 x9 5 l11x 1 l12y 1 l13z, y9 5 l21x 1 l22y 1 l23z
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 y z9 5 l31x 1 l32y 1 l33z 
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 (3)

que son las ecuaciones de transformación pedidas.

4.39. Demuestre que:

 

i0 ¼ l11iþ l12 jþ l13k

j0 ¼ l21iþ l22 jþ l23k

k0 ¼ l31iþ l32 jþ l33k
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Solución

Para cualquier vector A tenemos que A 5 (A ? i)i 1 (A ? j)j 1 (A ? k)k.
Entonces, si A 5 i9, j9 y k9, en sucesión,

 

i0 ¼ (i0� i)iþ (i0� j)jþ (i0� k)k ¼ l11iþ l12 jþ l13k

j0 ¼ ( j0� i)iþ ( j0� j)jþ ( j0� k)k ¼ l21iþ l22 jþ l23k

k0 ¼ (k0� i)iþ (k0� j)jþ (k0� k)k ¼ l31iþ l32 jþ l33k
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4.40. Demuestre que 
P3

p¼1 lpmlpn ¼ 1, si m 5 n, y 0 si m Þ n, 
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 donde m y n pueden adoptar cualquiera de los va-
lores 1, 2 o 3.

Solución
De la ecuación (2) del problema 4.38,

 

i� i ¼ 1 ¼ (l11i
0 þ l21j

0 þ l31k
0)� (l11i0 þ l21j

0 þ l31k
0) ¼ l211 þ l221 þ l231

i� j ¼ 0 ¼ (l11i
0 þ l21j

0 þ l31k
0)� (l12i0 þ l22j

0 þ l32k
0) ¼ l11l12 þ l21l22 þ l31l32

i� k ¼ 0 ¼ (l11i
0 þ l21j

0 þ l31k
0)� (l13i0 þ l23j

0 þ l33k
0) ¼ l11l13 þ l21l23 þ l31l33
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Esto establece el resultado requerido, donde m 5 1. Si se considera j ? i, j ? j, j ? k, k ? i, k ? j y k ? k, el resultado 
puede demostrarse para m 5 2 y m 5 3.

Al escribir

 
dmn ¼ 1

0

�
si m 5 n el resultado puede escribirse como 

X3
p¼1

l pml pn ¼ dmn:

si m Þ n
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El símbolo dmn se llama delta de Kronecker.

4.41. Suponga que f(x, y, z) es un invariante escalar con respecto a una rotación de ejes. Demuestre que grad f es 
un invariante vectorial con dicha transformación.

Solución
Por hipótesis, f(x, y, z) 5 f9(x9, y9, z9). Para establecer el resultado deseado, debe demostrarse que

 

@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k ¼ @f0

@x0
i0 þ @f0

@y0
j0 þ @f0

@z0
k0
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Con el empleo de la regla de la cadena y las ecuaciones de transformación (3) del problema 4.38, tenemos que:

 

@f

@x
¼ @f0

@x0
@x0

@x
þ @f0

@y0
@y0

@x
þ @f0

@z0
@z0

@x
¼ @f0

@x0
l11 þ @f0

@y0
l21 þ @f0

@z0
l31

@f

@y
¼ @f0

@x0
@x0

@y
þ @f0

@y0
@y0

@y
þ @f0

@z0
@z0

@y
¼ @f0

@x0
l12 þ @f0

@y0
l22 þ @f0

@z0
l32

@f

@z
¼ @f0

@x0
@x0

@z
þ @f0

@y0
@y0

@z
þ @f0

@z0
@z0

@z
¼ @f0

@x0
l13 þ @f0

@y0
l23 þ @f0

@z0
l33
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Al multiplicar estas ecuaciones por i, j y k, respectivamente, y sumarlas, y con el uso del problema 4.39, se llega 
al resultado requerido.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4.42. Suponga que f 5 2xz4 2 x2y. Encuentre =f y )=f) en el punto (2, 22, 21).

4.43. Suponga que A 5 2x2i 2 3yzj 1 xz2k y f 5 2z 2 x3y. Encuentre A ? =f y A  =f en el punto (1, 21, 1).

4.44. Suponga que F 5 x2z 1 e yyx y G 5 2z2y 2 xy2. Determine a) =(F 1 G) y b) =(FG) en el punto (1, 0, 22).

4.45. Encuentre =)r)3.

4.46. Demuestre que rrrrrf (r) ¼ f 0(r)r
r

.

4.47. Evalúe 

r

rrrrr 3r2 � 4
ffiffi
r

p þ 6ffiffi
r3

p
� �

.

4.48. Sea =U 5 2r4r. Encuentre U.

4.49. Determine f(r) tal que =f 5 ryr5 y f(1) 5 0.
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 92 CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

4.50. Encuentre =c, donde c ¼ (x2 þ y2 þ z2)e�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2þy2þz2

p
.
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4.51. Sea =f 5 2xyz3i 1 x2z3j 1 3x2yz2k. Encuentre f (x, y, z) si f (1, 22, 2) 5 4.

4.52. Suponga que =c 5 ( y2 2 2xyz3)i 1 (3 1 2xy 2 x2z3)j 1 (6z3 2 3x2yz2)k. Determine c.

4.53. Sea U una función diferenciable de x, y y z. Demuestre que =U ? dr 5 dU.

4.54. Suponga que F es una función diferenciable de x, y, z y t, donde x, y y z, son funciones diferenciables de t. Demues-
tre que

 

dF

dt
¼ @F

@t
þ rrrrrF� dr

dt
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4.55. Sea A un vector constante. Demuestre que =(r ? A) 5 A.

4.56. Suponga que A(x, y, z) 5 A1i 1 A2j 1 A3k. Demuestre que dA 5 (=A1 ? dr)i 1 (=A2 ? dr)j 1 (=A3 ? dr)k.

4.57. Pruebe que rrrrr F

G

� �
¼ GrrrrrF � FrrrrrG

G2
, si G Þ 0.
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4.58. Encuentre un vector unitario que sea perpendicular a la superfi cie del paraboloide de revolución z 5 x2 1 y2 en el 
punto (1, 2, 5).

4.59. Determine la normal unitaria trazada hacia fuera de la superfi cie (x 2 1)2 1 y2 1 (z 1 2)2 5 9 en el punto 
(3, 1, -4).

4.60. Encuentre una ecuación para el plano tangente a la superfi cie xz2 1 x2y 5 z 2 1 en el punto (1, 23, 2).

4.61. Encuentre ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la superfi cie z 5 x2 1 y2 en el punto (2, 21, 5).

4.62. Encuentre la derivada direccional de f 5 4xz3 2 3x2y2z en (2, 21, 2) en la dirección 2i 2 3j 1 6k.

4.63. Encuentre la derivada direccional de P 5 4e2x 2 y 1 z en el punto (1, 1, 21) en dirección hacia el punto (23, 5, 6).

4.64. ¿En qué dirección desde el punto (1, 3, 2) es un máximo la derivada direccional de f 5 2xz 2 y2? ¿Cuál es la 
magnitud de este máximo?

4.65. Encuentre los valores de las constantes a, b y c, de modo que la derivada direccional de f 5 axy2 1 byz 1 cz2x3 en 
(1, 2, 21) tenga un máximo de magnitud 64 en una dirección paralela al eje z.

4.66. Encuentre el ángulo agudo entre las superfi cies xy2z 5 3x 1 z2 y 3x2 2 y2 1 2z 5 1 en el punto (1, 22, 1).

4.67. Encuentre las constantes a, b y c de modo que la superfi cie ax2 2 byz 5 (a 1 2)x sea ortogonal a la superfi cie 
4x2y 1 z3 5 4 en el punto (1, 21, 2).

4.68. a) Sean u y v funciones diferenciables de x, y y z. Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que 
u y v se relacionen funcionalmente por medio de la ecuación F(u, v) 5 0 es que =u × =v 5 0

 b) Determine si u 5 arc tan x 1 arc tan y y v 5
x 1 y
1 xy
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 están relacionadas funcionalmente.

4.69. a) Demuestre que =u ? =v × =w 5 0 es una condición necesaria y sufi ciente para que u(x, y, z), v(x, y, z) y w(x, 
y, z) estén relacionadas funcionalmente por medio de la ecuación F(u, v, w) 5 0.

 b) Exprese =u ? =v × =w en forma de determinante. Este determinante se llama jacobiano de u, v y w con respec-

to de x, y y z, que se escribe como 
−(u, v, w)
−(x, y, z)

o J
u, v, w
x, y, z

.
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 c) Determine si u 5 x 1 y 1 z, v 5 x2 1 y2 1 z2 y w 5 xy 1 yz 1 zx están relacionadas funcionalmente.

4.70. Sean A 5 3xyz2i 1 2xy3j 2 x2yzk y f 5 3x2 2 yz. En el punto (1, 21, 1), calcule a) = ? A, b) A ? =f, 
c) = ? (fA) y d) = ? (=f),.

4.71. Evalúe div(2x2zi 2 xy2z j 1 3yz2k).
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4.72. Sea f 5 3x2z 2 y2z3 1 4x3y 1 2x 2 3y 2 5. Encuentre =2f.

4.73. Evalúe =2(ln r).

4.74. Demuestre =2r n 5 n(n 1 1)r n22, donde n es una constante.

4.75. Sea F 5 (3x2y 2 z)i 1 (xz3 1 y4)j 2 2x3z2k. Determine =(= ? F) en el punto (2, 21, 0).

4.76. Suponga que v es un vector constante y que v 5 v × r. Pruebe que div v 5 0.

4.77. Demuestre que =2(fc) 5 f=2c 1 2=f ? =c 1c=2f.

4.78. Sean U 5 3x2y y V 5 xz2 2 2y. Evalúe grad[(grad U) ? (grad V)].

4.79. Evalúe = ? (r 3r).

4.80. Evalúe = ? [r=(1/r 3)].

4.81. Evalúe =2[= ? (r/r 2)].

4.82. Si A 5 r/r, encuentre grad div A.

4.83. a) Pruebe que =2f (r) ¼ d2f

dr2
þ 2

r

df

dr
.
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 b) Encuentre f (r) tal que =2f (r) 5 0.

4.84. Demuestre que el vector A 5 3y4z2i 1 4x3z2j 2 3x2y2k es solenoidal.

4.85. Pruebe que A 5 (2x2 1 8xy2z)i 1 (3x3y 2 3xy)j 2 (4y2z2 1 2x3z)k no es solenoidal, pero B 5 xyz2A sí lo es.

4.86. Encuentre la función diferenciable más general f (r) de modo que f (r)r sea solenoidal.

4.87. Demuestre que el campo vectorial V ¼ �xi� yjffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
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 es un “campo sumidero”. Grafíquelo y haga una interpretación 

física.

4.88. Suponga que U y V son campos escalares diferenciables. Demuestre que =U × =V es solenoidal.

4.89. Sean A 5 2xz2i 2 yz j 1 3xz3k y f 5 x2yz. En el punto (1, 1, 1), encuentre lo siguiente:
a) = 3 A, b) rot (fA), c) = 3 (= 3 A), d) =[A ? rotA] y e) rot grad (fA).

4.90. Sea F 5 x2yz, G 5 xy 2 3z2. Encuentre a) =[(=F) ? (=G)], b) = ? [(=F) 3 (=G)] y c) = 3 [(=F) 3 (=G)].

4.91. Evalúe = 3 (r/r 2).

4.92. ¿Para qué valor de la constante a el vector A 5 (axy 2 z3)i 1 (a 2 2)x2j 1 (1 2 a)xz2k tendrá su rotacional igual 
a cero?

4.93. Demuestre que rot(f grad f) 5 0.

4.94. Grafi que los campos vectoriales A 5 xi 1 yj y B 5 yi 2 xj. Calcule la divergencia y el rotacional de cada campo 
vectorial y explique el signifi cado físico de los resultados obtenidos.

4.95. Dadas A 5 x2zi 1 yz3j 2 3xyk, B 5 y2i 2 yz j 1 2xk y f 5 2x2 1 yz. Calcule
a) A ? (=f), b) (A ? =)f, c) (A ? =)B, d) B(A ? =) y e) (= ? A)B.

4.96. Suponga que A 5 yz2i 2 3xz2j 1 2xyzk, B 5 3xi 1 4zj 2 xyk, y f 5 xyz. Encuentre a) A 3 (=f), b) (A 3 =)f, 
c) (= 3 A) 3 B y d ) B ? = 2A.

4.97. Dadas A 5 xz2i 1 2yj 2 3xzk y B 5 3xzi 1 2yzj 2 z2k. Encuentre A 3 (= 3 B) y (A 3 =) 3 B en el punto 
(1, 21, 2).

4.98. Pruebe que (v ? =)v 5 1
2 =v2 v (= v).
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4.99. Demuestre que = ? (A 3 B) 5 B ? (= 3 A) × A ? (= 3 B).
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4.100. Pruebe que = × (A × B) 5 (B ? =)A 2 B(= ? A) 2 (A ? =)B 1 A(= ? B).

4.101. Demuestre que =(A ? B) 5 (B ? =)A 1 (A ? =)B 1 B × (= × A) 1 A × (= × B).

4.102. Demuestre que A 5 (6xy 1 z3)i 1 (3x2 2 z)j 1 (3xz2 2 y)k es irrotacional. Determine f de modo que A 5 =f.

4.103. Pruebe que E 5 r/r2 es irrotacional. Determine f tal que E 5 2=f y tal que f (a) 5 0, donde a . 0.

4.104. Suponga que A y B son irrotacionales. Demuestre que A × B es solenoidal.

4.105. Suponga que f (r) es diferenciable. Demuestre que f (r)r es irrotacional.

4.106. ¿Hay alguna función vectorial diferenciable tal que a) rot V 5 r, b) rot V 5 2i 1 j 1 3k? Si así fuera, encuen-
tre V.

4.107. Demuestre que las soluciones de las ecuaciones de Maxwell

 
rrrrr �H ¼ 1

c

@E

@t
, rrrrr � E ¼ � 1

c

@H

@t
, rrrrr�H ¼ 0

04 Spiegel Chapter 04.indd   94 18/10/10   15:32:50

 
y
 

rrrrr�E ¼ 4pr
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 donde r es una función de x, y y z, y c es la velocidad de la luz, que se supone constante, están dadas por

E ¼ �rrrrrf� 1

c

@A

@t
, H ¼ rrrrr � A
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 donde A y f, que reciben los nombres de potencial vectorial y potencial escalar, respectivamente, satisfacen las 
ecuaciones 

rrrrr�Aþ 1

c

@f

@t
¼ 0,

rrrrr2f� 1

c2
@2f

@t2
¼ �4pr,

rrrrr2A ¼ 1

c2
@2A

@t2

 (1)

 (2)

 (3)
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4.108. a) Dada la díada F 5 ii 1 jj 1 kk, evalúe r ? (F ? r) y (r ? F) ? r. b) ¿Hay alguna ambigüedad al escribir 
r ? F ? r? c) ¿Qué representa geométricamente r ? F ? r 5 1?

4.109. a) Suponga que A 5 xzi 2 y2j 1 yz2k y B 5 2z2i 2 xyj 1 y3k. Diga un posible signifi cado de (A × =)B en el 
punto (1, 21, 1).

 b) ¿Es posible escribir el resultado como (A × =B) con el uso de díadas?

4.110. Demuestre que f (x, y, z) 5 x2 1 y2 1 z2 es un invariante escalar con una rotación de ejes.

4.111. Sea A(x, y, z) un campo vectorial diferenciable invariante con respecto de una rotación de ejes. Demuestre que 
a) div A y b) rot A, son campos escalar y vectorial invariantes, respectivamente.

4.112. Resuelva las ecuaciones (3) del problema resuelto 4.38, para x, y y z, en términos de x9, y9 y z9.

4.113. Suponga que A y B son invariantes en una rotación. Demuestre que A ? B y A 3 B también son invariantes.

4.114. Demuestre que con una rotación

 
rrrrr ¼ i

@

@x
þ j

@

@y
þ k

@

@z
¼ i0

@

@x0
þ j0

@

@y0
þ k0

@

@z0
¼ rrrrr0
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4.115. Demuestre que el operador laplaciano es invariante con una rotación.

4.116. Suponga que A 5 x2z2i 2 2y2z2j 1 xy2zk, B 5 x2i 1 yzj 2 xyk y f 5 2x2yz3. Encuentre:
a) (A ? =)f, b) A ? =f, c) (B ? =)f, d ) (A × =)f y e) A × =f.

4.117. Pruebe que a) = × (A 1 B) 5 = × A1= × B y b) = × (fA) 5 (=f) × A 1f (= × A).
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4.42. 10i 4j 16k, 2 93  4.64. En la dirección de 4i 6j 1 2k, 2 14

4.43. 5, 7i 2 j 2 11k 4.65. a 5 6, b 5 24 y c 5 28

4.44. a) 24i 1 9j 1 k, b) 28 .66.4 j  arc cos
3

14 21
5 arc cos

6
14

5 79°559

4.45. 3rr 4.67. a 5 5/2 y b 5 1

4.47. (6 2 2r23/2 2 2r27/3)r 4.68. b) Sí (v 5 tan u )

4.48. r6/3 1 constante

4.49. f (r) 5
1
3

1
1
r3

4.50. (2 2 r)e2r  .96.4 r b) 

−u
−x

−u
−y

−u
−z

−v
−x

−v
−y

−v
−z

−w
−x

−w
−y

−w
−z

 c) Sí (u2 2 v 2 2w 5 0)

4.51. f 5 x2yz3 1 20 4.70. a) 4, b) 215, c) 1 y d ) 6

4. 52. v 5 xy2 2 x2yz3 1 3y 1 (3/2)z4 1 constante 4.71. 4xz 2 2xyz 1 6y2z

4.58. (2i 1 4j k)y6 21  4.72. 6z 1 24xy 2 2z3 2 6y2z

4.59. (2i 1 j 2 2k)/3 4.73. 1/r2

4.60. 2x 2 y 2 3z 1 1 4.75. 26 i 1 24j 2 32k

4.61. 4x 2y z 5 5,
x 2

4
5

y 1 1
2

5
z 5

1

o x 5 4t 1 2, y 2t 1, z t 1 5

 4.78. (6yz2 2 12x)i 1 6xz2j 1 12xyzk

 .97.4  6r3

  4.80. 3r24

4.62. 376/7

4.63. 220/9

4.81. 2r24 4.82. 22r23r

4.83. f (r) 5 A 1 Byr, donde A y B son constantes arbitrarias.

4.86. f (r) 5 Cyr3, donde C es una constante arbitraria.

4.89. a) i 1 j, b) 5i 2 3j 2 4k, c) 5i 1 3k, d ) 2i 1 j 1 8k y e) 0

4.90. a) (2y2z 1 3x2z 2 12xyz)i 1 (4xyz 2 6x2z)j 1 (2xy2 1 x3 2 6x2y)k

 b) 0

 c) (x2z 2 24xyz)i 2 (12x2z 1 2xyz)j 1 (2xy2 1 12yz2 1 x3)k

 .29.4 0 .19.4 a 5 4

4.95. a) 4x3z 1 yz4 2 3xy2

 b) 4x3z 1 yz4 2 3xy2 (igual que el inciso a))

 c) 2y2z3i 1 (3xy2 2 yz4)j 1 2x2zk

 d) el operador (x2y2zi x2yz2j 1 2x3zk)
−

−x
1 ( y3z3i y2z4j 1 2xyz3k)

−

−y
1 ( 3xy3i 1 3xy2z j 6x2yk)

−

−z

 e) (2xy2z 1 y2z3)i 2 (2xyz2 1 yz4)j 1 (4x2z 1 2xz3)k
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 4.96. a) 25x2yz2i 1 xy2z2j 1 4xyz3k

 b) 25x2yz2i 1 xy2z2j 1 4xyz3k (igual que el inciso a))

 c) 16z3i 1 (8x2yz 2 12xz2)j 1 32xz2k d ) 24x2z 1 4xyz2

 4.97. A  (=  B) 5 18i 2 12j 1 16k, (A  =)  B 5 4j 1 76k

4.102. f 5 3x2 1 xz3 2 yz 1 constante 4.103. f 5 ln(a/r)

4.106. a) No, b) V 5 3xj 1 (2y 2 x)k 1 =f, donde f es una función arbitraria diferenciable dos veces.

4.108. a) r ? (F ? r) 5 (r ? F) ? r 5 x2 1 y2 1 z2, b) No, c) Esfera de radio uno con centro en el origen.

4.109. a) 24ii 2 ij 1 3ik 2 jj 2 4ji 1 3kk

 b) Sí, si las operaciones se ejecutan en forma apropiada.

4.112. x 5 l11x9 1 l21y9 1 l31z9, y 5 l12x9 1 l22y9 1 l32z9, z 5 l13x9 1 l23y9 1 l33z9

4.116. a) 5 b)  4x3yz5 2 4x2y2z5 1 6x3y3z3

 c) (2x3z2 2 2x3yz)i 1 (24y2z3 1 4xy3z)j 1 (x2y2z 1 2xy2z2 2 x3y3)k

 d) 5 e) (212x2y3z4 2 2x3y2z4)i 1 (26x4yz4 1 4x2y3z4)j 1 (2x4z5 1 8xy3z5)k
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 Capítulo 5

Integración vectorial
5.1 INTRODUCCIÓN

El lector ya está familiarizado con la integración de funciones de una variable evaluadas con números reales, f(x). En 
específi co, tenemos la integral indefi nida o antiderivada, que se denota así:

 

ð
f (x) dx

y la integral defi nida en un intervalo cerrado como [a, b], cuya notación es la siguiente:

 

ðb

a

f (x) dx

En este capítulo se amplían estas defi niciones a funciones de una variable evaluadas con vectores.

5.2 INTEGRALES ORDINARIAS DE FUNCIONES EVALUADAS CON VECTORES

Sea R(u) 5 R1(u)i 1 R2(u)j 1 R3(u)k un vector que depende de una sola variable escalar, u, donde se supone que R1(u), 
R2(u) y R3(u) son continuas en un intervalo específi co. Entonces,

 

ð
R(u) du ¼ i

ð
R1(u) duþ j

ð
R2(u) duþ k

ð
R3(u) du

se denomina integral indefi nida de R(u). Si existe un vector S(u) tal que

 
R(u) ¼ d

du
(S(u)),

entonces

 

ð
R(u) du ¼

ð
d

du
(S(u)) du ¼ S(u)þ c

donde c es un vector constante arbitrario que es independiente de u. En ese caso, la integral defi nida entre los límites 
u 5 a y u 5 b se escriben como sigue:

 

ðb

a

R(u) du ¼
ðb

a

d

du
(S(u)) du ¼ S(u)þ c

����
b

a

¼ S(b)� S(a)
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 98 CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL

Esta integral también puede defi nirse como el límite de una suma en forma análoga a como se hace en el cálculo 
integral elemental.

EJEMPLO 5.1 Suponga que R(u) 5 u2i 1 2u3j 2 5k. Encuentre: a) ∫ R(u) du, b) ∫2
1 R(u) du.

 a) 
ð
R(u) du ¼

ð
[u2iþ 2u3j� 5k] du ¼ i

ð
u2 duþ j

ð
2u3 duþ k

ð
�5 du

¼ u3

3
þ c1

� �
iþ u4

2
þ c2

� �
jþ (�5uþ c3)k

¼ u3

3
iþ u4

2
j� 5ukþ c

  donde c es el vector constante c1i 1 c2j 1 c3k.

 b) Del inciso a):

 

ð2

1

R(u) du ¼ u3

3
iþ u4

2
j� 5ukþ c

����
2

1

¼ [(8=3)iþ 4j� 10k]� [�(1=3)iþ (1=2)j� 5k]

¼ (7=3)iþ (7=2)j� 5k

5.3 INTEGRALES DE LÍNEA

Suponga que r(u) 5 x(u)i 1 y(u)j 1 z(u)k es el vector de posición de puntos P(x, y, z) y que r(u) defi ne una curva C 
que une los puntos P1 y P2, donde u 5 u1 y u 5 u2, respectivamente.

Suponemos que C está compuesta de un número fi nito de curvas para cada una de las cuales r(u) tiene una deri-
vada continua. Sea A(x, y, z) 5 A1i 1 A2j 1 A3k una función vectorial de posición defi nida y continua a lo largo de 
C. Entonces, la integral de la componente tangencial de A a lo largo de C de P1 a P2 se denota como sigue:

 

ðP2

P1

A� dr ¼ ð

C

A� dr ¼ ð

C

A1 dxþ A2 dyþ A3 dz

es un ejemplo de integral de línea. Si A es la fuerza F sobre una partícula que se mueve a lo largo de C, esta integral 
de línea representa el trabajo realizado por la fuerza. Si C es una curva cerrada (que supondremos es una curva ce-
rrada simple, es decir, una curva que no se interseca consigo misma en ningún punto), es frecuente denotar la integral 
alrededor de C del modo siguiente:

 

þ
A� dr ¼ þ

A1 dxþ A2 dyþ A3 dz

En aerodinámica y dinámica de fl uidos esta integral recibe el nombre de circulación de A sobre C, donde A repre-
senta la velocidad de un fl uido.

En general, cualquier integral que se evalúe a lo largo de una curva se llama integral de línea. Dichas integrales 
se defi nen en términos de límites de sumas del mismo modo que se hace en el cálculo elemental.

EJEMPLO 5.2 Suponga que F 5 23x2i 1 5xyj y sea C la curva y 5 2x2 en el plano xy. Evalúe la integral de línea 
∫C F ? dr de P1(0, 0) a P2(1, 2).

Como la integración se lleva a cabo en el plano xy (z 5 0), se toma r 5 xi 1 yj. Entonces:

 

ð

C

F � dr ¼ ð

C

(�3x2iþ 5xyj)� (dxiþ dyj) ¼
ð

C

(�3x2 dxþ 5xy dy):
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Primer método. Sea x 5 t en y 5 2x2. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x 5 t y y 5 2t2. Los puntos 
(0, 0) y (1, 2) corresponden a t 5 0 y t 5 1, respectivamente. Por tanto:

 

ð

C

F � dr ¼
ð1

t¼0

[�3t2 dt þ 5t(2t2) d(2t2)] ¼
ð1

t¼0

(�3t2 þ 40t4) dt ¼ �t3 þ 8t5
� �1

0
¼ 7:

Segundo método. Se sustituye y 5 2x2 directamente, donde x va de 0 a 1. Queda:

 

ð

C

F� dr ¼
ð1

x¼0

[�3x2 dxþ 5x(2x2) d(2x2)] ¼
ð1

x¼0

(�3x2 þ 40x4) dx ¼ �x3 þ 8x5
� �1

0
¼ 7:

Campos conservativos

Se aplica el teorema siguiente:

teorema 5.1. Suponga que A 5 =f en cualquier parte de una región R del espacio, donde R está defi nida 
por a1 # x # a2, b1 # y # b2, c1 # z # c2, y en la que f(x, y, z) es de una sola variable y tiene 
derivadas continuas en R. Entonces:

 i) 
Ð P2

P1
A� dr es independiente de la trayectoria C que une a P1 y P2 en R.

 ii) 
Þ
C
A� dr 5 0 alrededor de cualquier curva cerrada C en R.

En tal caso, A se denomina campo vectorial conservativo y f es su potencial escalar.

5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE

Sea S una superfi cie de dos lados, como la que se ilustra en la fi gura 5-1. Un lado de S se considera de manera ar-
bitraria como el positivo (si S es una superfi cie cerrada, como una esfera, entonces el lado exterior se toma como 
el positivo). Una normal unitaria, n, a cualquier punto del lado positivo de S se llama normal unitaria positiva o 
dirigida hacia fuera.

S

O

x

z

y

dS

n

Figura 5-1

Asociemos con la diferencial de la superfi cie, dS, un vector dS de magnitud dS y cuya dirección es la de n. En-
tonces, dS 5 n dS. La integral

 

ðð

S

A � dS ¼
ðð

S

A � n dS

 5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE 99

05 Spiegel Cap 005.indd   9905 Spiegel Cap 005.indd   99 6/1/11   14:24:516/1/11   14:24:51



 100 CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL

es un ejemplo de una integral de superfi cie llamada fl ujo de A sobre S. Otras integrales de superfi cie son las siguientes:

 

ðð

S

f dS,

ðð

S

fn dS,

ðð

S

A� dS

donde f es una función escalar. Dichas integrales se defi nen en términos de límites de sumas del modo en que se 
acostumbra hacerlo en el cálculo elemental (vea el problema 5.17).

En ocasiones se emplea la notación tS para indicar una integración sobre la superfi cie cerrada S. Cuando no 
haya confusión posible también puede usarse la notación 

Þ
S.

Para evaluar integrales de superfi cie es conveniente expresarlas como integrales dobles tomadas sobre el área 
proyectada de la superfi cie S sobre uno de los planos coordenados. Esto es posible si cualquiera de las rectas perpen-
diculares al plano coordenado escogido interseca a la superfi cie en no más de un punto. Sin embargo, esto no plantea 
ningún problema real porque por lo general es posible dividir S en superfi cies que satisfagan esta restricción.

5.5 INTEGRALES DE VOLUMEN

Considere una superfi cie cerrada en el espacio que encierra un volumen V. Entonces, las integrales de volumen o 
integrales espaciales, como en ocasiones son llamadas, se denotan como sigue:

 

ððð

V

A dV  y 

ððð

V

f dV

En los problemas resueltos se evalúan algunas de dichas integrales.

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1. Suponga que R(u) 5 3i 1 (u3 1 4u7)j 1 uk. Encuentre: a) 
Ð
R(u) du y b) 

Ð 2
1
R(u) du.

Solución

 

a)

 

ð
R(u) du ¼

ð
3iþ (u3 þ 4u7)jþ uk
� �

du

¼ i

ð
3 duþ j

ð
(u3 þ 4u7) duþ k

ð
u du

¼ (3uþ c1)iþ 1

4
u4 þ 1

2
u8c2

� �
jþ 1

2
u2 þ c3

� �
k

¼ (3u)iþ 1

4
u4 þ 1

2
u8

� �
jþ 1

2
u2

� �
kþ c

  donde c es el vector constante c1i 1 c2j 1 c3k.

 b) Del inciso a),

 

ð2

1

R(u) du ¼ (3u)iþ 1

4
u4 þ 1

2
u8

� �
jþ 1

2
u2

� �
kþ c

� �2
1

¼ 3iþ 525

4
jþ 3

2
k:
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 PROBLEMAS RESUELTOS 101

Otro método

 

ð2

1

R(u) du ¼ i

ð2

1

3 duþ j

ð2

1

(u3 þ 4u7) duþ k

ð2

1

u du

¼ 3u½ �21iþ
1

4
u4 þ 1

2
u8

� �2
1

þ 1

2
u2

� �2
1

k ¼ 3iþ 525

4
jþ 3

2
k:

5.2. La aceleración de una partícula en cualquier momento t ≥ 0 está dada por

 
a ¼ dr

dt
¼ 25 cos 2tð Þiþ 16ð  sen 2tÞjþ 9tð Þk:

Solución
Suponga que la velocidad v y el desplazamiento r son dos vectores cero en t 5 0. Calcule v y r en cualquier mo-
mento. Al integrar se obtiene lo siguiente:

 
v ¼ i

ð
25 cos 2tð Þ dt þ j

ð
(16

 
sen 2t) dt þ k

ð
(9t) dt

 
¼ 25

2

�

 
sen 2t

�
iþ (�8 cos 2t)jþ 9

2
t2

� �
kþ c1:

Al hacer v 5 0 cuando t 5 0, llegamos a 0 5 0i 2 8j 1 0k 1 c1, y c1 5 8j. Entonces:

 
v ¼ dr

dt
¼ 25

2

�

 
sen

 
2t

�
iþ (8� 8 cos 2t)jþ 9

2
t2

� �
k:

Se integra:

 
r ¼ i

ð
25

2

�

 
sen

 
2t

�
dt þ j

ð
(8� 8 cos 2t) dt þ k

ð
9

2
t2

� �
dt

 
¼ � 25

4
cos 2t

� �
iþ (8t þ 4

 
sen

 
2t)jþ 3

2
t3

� �
jþ c2:

 Al hacer r 5 0 cuando t 5 0, se llega a:

 
0 ¼ � 25

4
iþ c2

 
y
 

c2 ¼ 25

4
i:

Entonces:

 
r ¼ 25

4
� 25

4
cos 2t

� �
iþ (8þ 4

 
sen

 
2t)jþ 3

2
t3

� �
k:

5.3. Evalúe 
ð
A� d2A

dt2
dt.

Solución

 

d

dt
A� dA

dt

� �
¼ A� d2A

dt2
þ dA

dt
� dA

dt
¼ A� d2A

dt2

Se integra:

 

ð
A� d2A

dt2
dt ¼

ð
d

dt
A� dA

dt

� �
dt ¼ A� dA

dt
þ c:
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 102 CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL

5.4. La ecuación del movimiento de una partícula P de masa m está dada por

 
m
d2r

dt2
¼ f (r)r1

 donde r es el vector de posición de P medido a partir de un origen O, r1 es un vector unitario en la dirección 
de r, y f (r) es una función de la distancia de P desde O.

 a) Demuestre que r × (dr/dt) 5 c, donde c es un vector constante.
 b) Interprete físicamente los casos en que f (r) < 0 y f (r) > 0.
 c) Haga la interpretación del resultado del inciso a), geométricamente.
 d) Describa cómo se relacionan los resultados obtenidos con el movimiento de los planetas en nuestro sis-

tema solar.

Solución
 a) Se multiplican los dos lados de m(d2r/dt2) 5 f (r)r1 por r×. Entonces:

 
mr� d2r

dt2
¼ f (r)r� r1 ¼ 0

  como r y r1 son colineales, entonces r × r1 5 0. Por esto:

 
r� d2r

dt2
¼ 0

 
y
 

d

dt
r� dr

dt

� �
¼ 0

  Al integrar, r� dr

dt
¼ c, donde c es un vector constante (compare esto con el resultado del problema 5.3).

 b) Si f (r) < 0, la aceleración d2r/dt2 tiene dirección opuesta a r1; entonces, la fuerza está dirigida hacia O y la 
partícula siempre es atraída hacia O.

Si f (r) > 0, la fuerza está dirigida hacia fuera de O y la partícula está sujeta a la infl uencia de una fuerza 
de repulsión en O.

Una fuerza dirigida hacia o alejándose de un punto fi jo O, y que tenga una magnitud que sólo dependa de 
la distancia r hasta O, se llama fuerza central.

 c) En el tiempo ∆t, la partícula se mueve de M a N (vea la fi gura 5-2). El área barrida por el vector de posición 
en este tiempo es aproximadamente la de un paralelogramo con lados r y ∆r, o 1

2 r × ∆r. Entonces, el área 
aproximada barrida por el radio vector por unidad de tiempo es 12 r × ∆r/∆t; así, la tasa instantánea de cambio 
del área con respecto del tiempo es

 
lím

Dt→0

1
2r

Dr
Dt

5 1
2r

dr
dt

5 1
2r v

donde v es la velocidad instantánea de la partícula. La cantidad H 5  12 r × (dr/dt) 5  12 r × v se llama velocidad 
superfi cial. Del inciso a) tenemos que:

  
velocidad superficial 5 H 5 1

2r
dr
dt

5 constante

Como r ? H 5 0, el movimiento tiene lugar en un plano, que en la fi gura 5-2 se toma como el plano xy.

 d) Un planeta (como la Tierra) es atraído por el Sol de acuerdo con la ley universal de la gravitación de Newton, 
que establece que dos objetos cualesquiera de masas m y M, respectivamente, se atraen mutuamente con una 
fuerza de magnitud F 5 GMm/r2, donde r es la distancia entre los objetos y G es una constante universal.
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 PROBLEMAS RESUELTOS 103

  Sean m y M las masas del planeta y el Sol, respectivamente, y se escoge un conjunto de ejes coordenados 
con origen en O en el Sol. Entonces, la ecuación de movimiento del planeta es

 
m
d2r

dt2
¼ �GMm

r2
r1

 
o
 

d2r

dt2
¼ �GM

r2
r1

  con la suposición de que la infl uencia de los demás planetas es despreciable.
De acuerdo con el inciso c), un planeta se mueve alrededor del Sol de modo tal que su vector de posición 

recorre áreas iguales en tiempos iguales. Este resultado y el del problema 5.5 son dos de las tres famosas leyes 
de Kepler que éste dedujo en forma empírica a partir de las enormes cantidades de datos recabados por el as-
trónomo Tycho Brahe. Estas leyes permitieron a Newton la formulación de su ley universal de la gravitación. 
Para la tercera ley de Kepler, vea el problema 5.36.

 

H = velocidad superficial

M

N

O

r

y

x

z

= = constanter1–
2

dr
dt

r

Figura 5-2
     

Sol

Planeta

y

x

a
r

O

θ

Elipse r = a
1 +    cos θe

Figura 5-3

5.5. Demuestre que la trayectoria de un planeta alrededor del Sol es una elipse con el Sol en uno de sus focos.

Solución
De los problemas 5.4c) y 5.4d ),

 
dv

dt
¼ �GM

r2
r1

r� v ¼ 2H ¼ h

 (1)

  (2)

Ahora, r 5 rr1, dr/dt 5 r(dr1/dt) 1 (dr/dt)r1, de modo que

 h ¼ r� v ¼ rr1 � r
dr1

dt
þ dr

dt
r1

� �
¼ r2r1 � dr1

dt
 (3)

De la ecuación (1):

 

dv

dt
� h ¼ �GM

r2
r1 � h ¼ �GMr1 � r1 � dr1

dt

� �

¼ �GM r1� dr1
dt

� �
r1 � (r1� r1) dr1

dt

� �
¼ GM

dr1

dt

con el empleo de la ecuación (3) y el hecho de que r1 ? (dr1/dt) 5 0 (vea el problema 3.9). Pero como h es un vector 
constante,

 

dv

dt
� h ¼ d

dt
(v� h)

por lo que:

 

d

dt
(v� h) ¼ GM

dr1

dt

Al integrar queda:

 
v� h ¼ GMr1 þ p
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 104 CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL

de lo que se obtiene:

 

r � (v� h) ¼ GMr � r1 þ r � p
¼ GMr þ rr1� p ¼ GMr þ rp cos u

donde p es un vector constante arbitrario con magnitud p y u es el ángulo entre p y r1.
Como r ? (v × h) 5 (r × v) ? h 5 h ? h 5 h2, tenemos que h2 5 GMr 1 rp cos u, y

 
r ¼ h2

GM þ p cos u
¼ h2=GM

1þ (p=GM) cos u

De la geometría analítica se sabe que la ecuación polar de una sección cónica con foco en el origen y excentricidad 
e, es r 5 a/(1 1 e cos u), donde a es una constante (vea la fi gura 5-3). Al comparar ésta con la ecuación obtenida, 
se observa que la órbita requerida es una sección cónica con excentricidad e 5 p/GM. La órbita es una elipse, pará-
bola o hipérbola, según sea e menor, igual o mayor que uno. Como las órbitas de los planetas son curvas cerradas, 
se concluye que deben ser elipses.

Integrales de línea

5.6. Suponga que A 5 (3x2 1 6y)i 2 14yzj 1 20xz2k. Evalúe 
Ð
C
A ? dr de (0, 0, 0) a (1, 1, 1), a lo largo de las tra-

yectorias C siguientes:

 a) x 5 t, y 5 t2 y z 5 t3.
 b) la línea recta que va de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), que luego va a (1, 1, 0) y después a (1, 1, 1).
 c) la línea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1).

Solución

 

ð

C

A � dr ¼ ð

C

(3x2 þ 6y)i� 14yzjþ 20xz2k
� � � (dxiþ dyjþ dzk)

¼
ð

C

(3x2 þ 6y) dx� 14yz dyþ 20xz2 dz

 a) Si x 5 t, y 5 t2 y z 5 t3, los puntos (0, 0, 0) y (1, 1, 1) corresponden a t 5 0 y t 5 1, respectivamente. En-
tonces:

 

ð

C

A � dr ¼ ð1

t¼0

(3t2 þ 6t2) dt � 14(t2)(t3) d(t2)þ 20(t)(t3)2 d(t3)

¼
ð1

t¼0

9t2 dt � 28t6 dt þ 60t9 dt

¼
ð1

t¼0

(9t2 � 28t6 þ 60t9) dt ¼ 3t3 � 4t7 þ 6t10
���
1

0
¼ 5

Otro método

A lo largo de C, A 5 9t2i 2 14t5j 1 20t7k y de r 5 xi 1 yj 1 zk 5 ti 1 t2j 1 t3k y de dr 5 (i 1 2tj 1 3t2k) dt.
Entonces

 

ð

C

A � dr ¼ ð1

t¼0

(9t2i� 14t5jþ 20t7k)� (iþ 2tjþ 3t2k) dt

¼
ð1

0

(9t2 � 28t6 þ 60t9) dt ¼ 5
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 b) A lo largo de la línea recta que va de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), y 5 0, z 5 0, dy 5 0 y dz 5 0, mientras que x varía 
de 0 a 1. Entonces, la integral sobre esta parte de la trayectoria es:

 

ð1

x¼0

(3x2 þ 6(0)) dx� 14(0)(0)(0)þ 20x(0)2(0) ¼
ð1

x¼0

3x2 dx ¼ x3
���
1

0
¼ 1

A lo largo de la línea recta que va de (1, 0, 0) a (1, 1, 0), x 5 1, z 5 0, dx 5 0 y dz 5 0, en tanto que y varía de 
0 a 1. Con esto, la integral por esta parte de la trayectoria resulta:

 

ð1

y¼0

(3(1)2 þ 6y)0� 14y(0) dyþ 20(1)(0)20 ¼ 0

Sobre la línea recta que une (1, 1, 0) con (1, 1, 1), x 5 1, y 5 1, dx 5 0, dy 5 0, y z varía de 0 a 1. Así que la 
integral sobre esta parte de la trayectoria es:

 

ð1

z¼0

(3(1)2 þ 6(1))0� 14(1)z(0)þ 20(1)z2 dz ¼
ð1

z¼0

20z2 dz ¼ 20z3

3

���
1

0
¼ 20

3

Al sumar se llega a lo siguiente:

 

ð

C

A � dr ¼ 1þ 0þ 20

3
¼ 23

3

 c) La línea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1) está dada en forma paramétrica por x 5 t, y 5 t y z 5 t. 
Entonces:

 

ð
C

A � dr ¼ ð1

t¼0

(3t2 þ 6t) dt � 14(t)(t) dt þ 20(t)(t)2 dt

¼
ð1

t¼0

(3t2 þ 6t � 14t2 þ 20t3) dt ¼
ð1

t¼0

(6t � 11t2 þ 20t3) dt ¼ 13

3

5.7. Calcule el trabajo total realizado cuando se mueve una partícula en el campo de fuerzas dado por F 5 zi 1 zj 
1 xk, a lo largo de la hélice C, dada por x 5 cos t, y 5 sen t y z 5 t, de t 5 0 a t 5 π/2.

Solución

 Trabajo total ¼
ð

C

F� dr ¼ ð

C

(ziþ zjþ xk)� (dxiþ dyjþ dzk) ¼
ð

C

(z dxþ z dyþ x dz)

 

¼
ðp=2

0

(t d(cos t)þ t d

 

d(sen

 

t)þ cos t dt) ¼
ðp=2

0

(�t

 

sen t) dt þ
ðp=2

0

(t þ 1) cos t dt

Al evaluar 
Ð p=2
0  (2t sen t) dt por partes se obtiene lo siguiente:

 

[t cos t]
p=2
0 �

ðp=2

0

cos t dt ¼ 0� [sen

 

t]
p=2
0 ¼ �1:

La evaluación de 
Ð p=2
0  (t 1 1) cos t dt por partes arroja:

 

[(t þ 1)

 

sen

 

t]
p=2
0 �

ðp=2

0  

sen

 

t dt ¼ p

2
þ 1þ cos t½ �p=20 ¼ p

2
:

Con lo que el trabajo total es (π/2) 2 1.
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5.8. Suponga que F 5 23x2i 1 5xyj. Evalúe 
Ð
C
F � dr, donde C es la curva en el plano xy, y 5 2x2, de (0, 0) a 

(1, 2).

Solución
Como la integración se lleva a cabo en el plano xy (z 5 0), se puede tomar r 5 xi 1 yj. Entonces:

 

ð

C

F � dr ¼ ð

C

(�3x2iþ 5xyj) � (dxiþ dyj) ¼
ð

C

(�3x2 dxþ 5xy dy):

Primer método. Sea x 5 t en y 5 2x2. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x 5 t y y 5 2t2. Los puntos 
(0, 0) y (1, 2) corresponden a t 5 0 y t 5 1, respectivamente. Entonces:

 

ð

C

F � dr ¼ ð1

t¼0

[�3t2 dt þ 5t(2t2) d(2t2)] ¼
ð1

t¼0

(�3t2 þ 40t4) dt ¼ �t3 þ 8t5
� �1

0
¼ 7:

Segundo método. Se sustituye y 5 2x2 directamente, donde x va de 0 a 1. Entonces:

 

ð

C

F � dr ¼ ð1

x¼0

[�3x2 dxþ 5x(2x2) d(2x2)] ¼
ð1

x¼0

(�3x2 þ 40x4) dx ¼ �x3 þ 8x5
� �1

0
¼ 7:

5.9. Suponga que un campo de fuerzas está dado por

 F ¼ (2x� yþ z)iþ (xþ y� z2)jþ (3x� 2yþ 4z)k

 Calcule el trabajo realizado cuando se mueve una partícula alrededor de un círculo C en el plano xy con centro 
en el origen y radio igual a 3.

Solución
En el plano z 5 0, F 5 (2x 2 y)i 1 (x 1 y)j 1 (3x 2 2y)k y dr 5 dxi 1 dyj, por lo que el trabajo realizado es

 

ð

C

F� dr ¼ ð

C

[(2x� y)iþ (xþ y)jþ (3x� 2y)k]� (dxiþ dyj)

¼
ð

C

(2x� y) dxþ (xþ y) dy

 

O
x

y

r

r = xi + yj
= 3 cos ti + 3 sen tj

t

Figura 5-4
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Se eligen las ecuaciones paramétricas de la circunferencia como x 5 3 cos t y y 5 3 sen t, donde t varía de 0 a 2π 
(como se observa en la fi gura 5-4). Entonces, la integral de línea es:

 
ð2p

t¼0

 [2(3 cos t) 2 3 sen t](23 sen t) dt 1 (3 cos t 1 3 sen t)(3 cos t) dt

 

¼
ð2p

0  

(9 2 9 sen t cos t) dt 5 9t� 9

2
 sen2 t

���
2p

0
¼ 18p

Al recorrer C, escogimos el sentido contra el movimiento de las manecillas del reloj que se indica en la fi gura. Es 
la dirección positiva, lo que signifi ca que C fue recorrida en el sentido positivo. Si C se recorriera en el sentido 
(negativo) a favor del movimiento de las manecillas del reloj, el valor de la integral sería 218π.

5.10. a) Suponga que F 5 =f, donde f es univaluada y tiene derivadas continuas. Demuestre que el trabajo 
realizado cuando una partícula se mueve de un punto P1 ; (x1, y1, z1) en dicho campo a otro punto P2 ;
(x2, y2, z2), es independiente de la trayectoria que los une.

 b) A la inversa, suponga que 
Ð
C
F� dr  es independiente de la trayectoria C que une dos puntos cualesquiera. 

Demuestre que existe una función f tal que F 5 =f.

Solución

 a)
  Trabajo realizado ¼

ðP2

P1

F � dr ¼ ðP2

P1

rrrrrf � dr

¼
ðP2

P1

@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k

� �� dxiþ dyjþ dzkð Þ

¼
ðP2

P1

@f

@x
dxþ @f

@y
dyþ @f

@z
dz

¼
ðP2

P1

df ¼ f(P2)� f(P1) ¼ f(x2, y2, z2)� f(x1, y1, z1)

  Entonces, la integral depende sólo de los puntos P1 y P2, y no de la trayectoria que los une. Esto se cumple, por 
supuesto, sólo si f(x, y, z) es univaluada en todos los puntos P1 y P2.

 b) Sea F 5 F1i 1 F2j 1 F3k. Por hipótesis, 
Ð
C
F � dr es independiente de la trayectoria C que une dos puntos 

cualesquiera, los que designamos como (x1, y1, z1) y (x, y, z), respectivamente. Entonces:

 

f(x, y, z) ¼
ð(x, y, z)

(x1, y1, z1)

F � dr ¼ ð(x, y, z)

(x1, y1, z1)

F1 dxþ F2 dyþ F3 dz
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  es independiente de la trayectoria que une a (x1, y1, z1) con (x, y, z). Entonces:

 

f(xþ Dx, y, z)� f(x, y, z) ¼
ð(xþDx, y, z)

(x1, y1, z1)

F� dr� ð(x, y, z)

(x1, y1, z1)

F� dr

¼
ð(x1, y1, z1)

(x, y, z)

F� drþ ð(xþDx, y, z)

(x1, y1, z1)

F� dr

¼
ð(xþDx, y, z)

(x, y, z)

F� dr ¼ ð(xþDx, y, z)

(x, y, z)

F1 dxþ F2 dyþ F3 dz

  Como la última integral debe ser independiente de la trayectoria que une a (x, y, z) con (x 1 ∆x, y, z), se debe 
escoger la trayectoria de modo que sea una línea recta que los una a fi n de que dy y dz sean igual a cero. Así:

 

f(xþ Dx, y, z)� f(x, y, z)

Dx
¼ 1

Dx

ð(xþDx, y, z)

(x, y, z)

F1 dx

  Al obtener límites en ambos lados cuando ∆x → 0, tenemos que −fy−x 5 F1. De manera similar, se puede 
demostrar que −f/−y 5 F2 y −f/−z 5 F3. Entonces,

 
F ¼ F1iþ F2 jþ F3k ¼ @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k ¼ rrrrrf:

  Si 
Ð P2

P1
F � dr  es independiente de la trayectoria C que une a P1 y P2, entonces F recibe el nombre de campo 

conservativo. Se concluye que si F 5 =f entonces F es conservativo, y a la inversa.

  Demostración con el uso de vectores. Si la integral de línea es independiente de la trayectoria, entonces

 

f(x, y, z) ¼
ð(x, y, z)

(x1, y1, z1)

F� dr ¼ ð(x, y, z)

(x1, y1, z1)

F� dr
ds

ds

  Por diferenciación, dfyds 5 F ? (dryds). Pero df/ds 5 =f ? (dryds) por lo que (=f 2 F) ? (dryds) 5 0. Como 
esto debe cumplirse sin importar dryds, tenemos que F 5 =f.

5.11. a) Suponga que F es un campo conservativo. Demuestre que rot F 5 = × F 5 0 (es decir, F es irrotacio-
nal).

 b) A la inversa, si = × F 5 0 (por lo que F es irrotacional), demuestre que F es conservativo.

Solución
 a) Si F es un campo conservativo, entonces, según el problema 5.10, F 5 =f.
  Entonces, rot F 5 = × =f 5 0 (vea el problema 4.27a), en el capítulo 4).
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 b) Si = × F 5 0, entonces 

i j k
@

@x

@

@y

@

@z
F1 F2 F3

��������

��������
¼ 0, por lo que

@F3

@y
¼ @F2

@z
,

@F1

@z
¼ @F3

@x
,

@F2

@x
¼ @F1

@y

Debe demostrarse que como consecuencia de esto se cumple que F 5 =f.
El trabajo realizado al moverse la partícula de (x1, y1, z1) a (x, y, z) en el campo de fuerzas F es:

 

ð

C

F1(x, y, z) dxþ F2(x, y, z) dyþ F3(x, y, z) dz

donde C es una trayectoria que une a (x1, y1, z1) con (x, y, z). Elijamos como trayectoria particular segmentos de 
línea recta que vayan de (x1, y1, z1) a (x, y1, z1), a (x, y, z1) y a (x, y, z), y llamemos a f(x, y, z) el trabajo realizado 
a lo largo de esta trayectoria particular. Entonces:

 

f(x, y, z) ¼
ðx

x1

F1(x, y1, z1) dxþ
ðy

y1

F2(x, y, z1) dyþ
ðz

z1

F3(x, y, z) dz

Se concluye que

 

@f

@z
¼ F3(x, y, z)

@f

@y
¼ F2(x, y, z1)þ

ðz

z1

@F3

@y
(x, y, z) dz

¼ F2(x, y, z1)þ
ðz

z1

@F2

@z
(x, y, z) dz

¼ F2(x, y, z1)þ F2(x, y, z)

����
z

z1

¼ F2(x, y, z1)þ F2(x, y, z)� F2(x, y, z1) ¼ F2(x, y, z)

@f

@x
¼ F1(x, y1, z1)þ

ðy

y1

@F2

@x
(x, y, z1) dyþ

ðz

z1

@F3

@x
(x, y, z) dz

¼ F1(x, y1, z1)þ
ðy

y1

@F1

@y
(x, y, z1) dyþ

ðz

z1

@F1

@z
(x, y, z) dz

¼ F1(x, y1, z1)þ F1(x, y, z1)

����
y

y1

þ F1(x, y, z)

����
z

z1

¼ F1(x, y1, z1)þ F1(x, y, z1)� F1(x, y1, z1)þ F1(x, y, z)� F1(x, y, z1) ¼ F1(x, y, z)

Por lo que:

 
F ¼ F1iþ F2jþ F3k ¼ @f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k ¼ rrrrrf:

Así, una condición necesaria y sufi ciente para que un campo F sea conservativo es que rot F 5 = × F 5 0.
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5.12. a) Demuestre que F 5 (2xy 1 z3)i 1 x2j 1 3xz2k es un campo de fuerzas conservativo. b) Encuentre el po-
tencial escalar. c) Calcule el trabajo realizado cuando un objeto se mueve de (1, 22, 1) a (3, 1, 4).

Solución
 a) Del problema 5.11 se observa que una condición necesaria y sufi ciente para que una fuerza sea conservativa es 

que rot F 5 = × F 5 0. Ahora:

 

= × F ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z

2xyþ z3 x2 3xz2

��������

��������
¼ 0:

  Por lo que F es un campo de fuerzas conservativo.

 b) Primer método. Según el problema 5.10:

 F 5 =f o 
@f

@x
iþ @f

@y
jþ @f

@z
k ¼ (2xyþ z3)iþ x2jþ 3xz2k:

  Entonces:

 
@f

@x
¼ 2xyþ z3

@f

@y
¼ x2

@f

@z
¼ 3xz2

 (1)

  (2)

  (3)

  Al integrar se obtiene respectivamente de (1), (2) y (3) que:

 

f ¼ x2y þ xz3 þ f (y, z)

f ¼ x2y þ g(x, z)

f ¼ xz3 þ h(x, y)

  Esto concuerda si se escoge f (y, z) 5 0, g(x, z) 5 xz3 y h(x, y) 5 x2y de modo que f 5 x2y 1 xz3, a la que puede 
agregarse cualquier constante.

  Segundo método. Como F es conservativo, 
Ð
C
F � dr es independiente de la trayectoria C que une a (x1, y1, z1) 

con (x, y, z). Con el empleo del método descrito en el problema 5.11b) se llega a:

 

f(x, y, z) ¼
ðx

x1

2xy1 þ z31
� 	

dxþ
ðy

y1

x2 dyþ
ðz

z1

3xz2 dz

¼ x2y1 þ xz31
� 	����

x

x1

þ x2y

����
y

y1

þ xz3
����
z

z1

¼ x2y1 þ xz31 � x21y1 � x1z
3
1 þ x2y� x2y1 þ xz3 � xz31

 ¼ x2yþ xz3 � x21y1 � x1z
3
1 ¼ x2yþ xz3 þ constante

  Tercer método.

 
F � dr ¼ rrrrrf � dr ¼ @f

@x
dxþ @f

@y
dyþ @f

@z
dz ¼ df:
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   Entonces:

 

df ¼ F � dr ¼ (2xyþ z3) dxþ x2 dyþ 3xz2 dz

¼ (2xy dxþ x2 dy)þ (z3 dxþ 3xz2 dz)

¼ d(x2y)þ d(xz3) ¼ d(x2yþ xz3)

   y f 5 x2y 1 xz3 1 constante.

 c) Trabajo realizado ¼
ðP2

P1

F� dr
¼
ðP2

P1

(2xyþ z3) dxþ x2 dyþ 3xz2 dz

¼
ðP2

P1

d(x2yþ xz3) ¼ x2yþ xz3
����
P2

P1

¼ x2yþ xz3
����
(3, 1, 4)

(1,�2, 1)

¼ 202

Otro método

  Del inciso b), f(x, y, z) 5 x2y 1 xz3 1 constante.
  Entonces, el trabajo realizado 5 f(3, 1, 4) 2 f(1, 22, 1) 5 202.

5.13. Demuestre que si 
Ð P2

P1
F� dr es independiente de la trayectoria que une dos puntos P1 y P2 en una región dada, 

entonces 
Þ
F� dr ¼ 0 para todas las trayectorias cerradas en la región, y a la inversa.

Solución

 

A

B

P2

P1

Figura 5-5

Sea P1AP2BP1 una curva cerrada (vea la fi gura 5-5). Entonces:

 

þ
F� dr ¼ ð

P1AP2BP1

F� dr ¼ ð

P1AP2

F� drþ ð

P2BP1

F� dr
¼

ð

P1AP2

F� dr� ð

P1BP2

F� dr ¼ 0

ya que, por hipótesis, la integral de P1 a P2 a lo largo de una trayectoria a través de A es la misma que a lo largo de 
otra a través de B.

A la inversa, si 
Þ
F� dr ¼ 0, entonces

 

ð

P1AP2BP1

F� dr ¼ ð

P1AP2

F� drþ ð

P2BP1

F� dr ¼ ð

P1AP2

F� dr� ð

P1BP2

F� dr ¼ 0

de modo que

 

ð

P1AP2

F� dr ¼ ð

P1BP2

F� dr:
5.14. a) Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que F1 dx 1 F2 dy 1 F3 dz sea una diferencial 

exacta, es que = × F 5 0, donde F 5 F1i 1 F2j 1 F3k.
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 b) Demuestre que (y2z3 cos x 2 4x3z) dx 1 2z3y sen x dy 1 (3y2z2 sen x 2 x4) dz es una diferencial exacta de 
una función f, y encuentre ésta.

Solución
 a) Suponga que

 
F1 dxþ F2 dyþ F3 dz ¼ df ¼ @f

@x
dxþ @f

@y
dyþ @f

@z
dz,

  una diferencial exacta. Entonces, como x, y y z son variables independientes.

 
F1 ¼ @f

@x
, F2 ¼ @f

@y  
y
 

F3 ¼ @f

@z

  y así F 5 F1i 1 F2j 1 F3k 5 (−f/−x)i 1 (−f/−y)j 1 (−f/−z)k 5 =f. Por tanto = × F 5 = × =f 5 0.

A la inversa, si = × F 5 0, entonces, según el problema 5.11, F 5 =f, por lo que F ? dr 5 =f ? dr 5 df, 
es decir, F1 dx 1 F2 dy 1 F3 dz 5 df, una diferencial exacta.

 b) F 5 (y2z3 cos x 2 4x3z)i 1 2z3y sen xj 1 (3y2z2 sen x 2 x4)k y = × F se calcula para que sea igual a cero, por 
lo que de acuerdo con el inciso a):

 (y2z3 cos x 2 4x3z) dx 1 2z3y sen x dy 1 (3y2z2 sen x 2 x4) dz 5 df

  Por cualquiera de los métodos descritos en el problema 5.12 se llega a que f 5 y2z3 sen x 2 x4z 1 constante.

5.15. Sea F un campo de fuerzas conservativo tal que F 5 2=f. Suponga que una partícula de masa constante m 
se mueve en él. Si A y B son dos puntos cualesquiera en el espacio, demuestre que

 
f(A) 1 1

2mv
2
A 5 f(B) 1 1

2mv
2
B

 donde vA y vB son las magnitudes de las velocidades de la partícula en A y en B, respectivamente.

Solución

 
F ¼ ma ¼ m

d2r

dt2
:

Entonces:

 
F � dr

dt
¼ m

dr

dt
� d2r
dt2

¼ m

2

d

dt

dr

dt

� �2

:

Al integrar se llega a:

 

ðB

A

F � dr ¼ m

2
v2
���B
A
¼ 1

2
mv2B �

1

2
mv2A:

Si F 5 2=f,

 

ðB

A

F � dr ¼ �
ðB

A

rrrrrf � dr ¼ �
ðB

A

df ¼ f(A)� f(B):

Entonces f(A) f(B) 5 1
2mv

2
B

1
2mv

2
A, de modo que se llega al resultado.

f(A) se llama energía potencial en A, y 1
2mv

2
A es la energía cinética en A. El resultado establece que la ener-

gía total en A es igual a la energía total en B (conservación de la energía). Observe el signo menos en la ecuación 
F 5 2=f.
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5.16. Suponga que f 5 2xyz2, F 5 xyi 2 zj 1 x2k y C es la curva x 5 t2, y 5 2t y z 5 t3, de t 5 0 a t 5 1. Evalúe las 
integrales de línea a) 

Ð
C
f dr y b) 

Ð
C
F� dr.

Solución
 a) A lo largo de C, f ¼ 2xyz2 ¼ 2(t2)(2t)(t3)2 ¼ 4t9,

r ¼ xiþ yjþ zk ¼ t2iþ 2tjþ t3k,

dr ¼ (2tiþ 2jþ 3t2k) dt:

y

  Entonces

 

ð

C

f dr ¼
ð1

t¼0

4t9(2tiþ 2jþ 3t2k) dt

¼ i

ð1

0

8t10 dt þ j

ð1

0

8t9 dt þ k

ð1

0

12t11 dt ¼ 8

11
iþ 4

5
jþ k

 b) A lo largo de C, tenemos que F 5 xyi 2 zj 1 x2k 5 2t3i 2 t3j 1 t4k. Entonces:

 

F� dr ¼ (2t3i� t3jþ t4k)� (2tiþ 2jþ 3t2k) dt

¼
i j k

2t3 �t3 t4

2t 2 3t2

�������

�������
dt ¼ (�3t5 � 2t4)iþ (2t5 � 6t5)jþ (4t3 þ 2t4)k

� �
dt

  y

 

ð

C

F� dr ¼ i

ð1

0

(�3t5 � 2t4) dt þ j

ð1

0

(�4t5) dt þ k

ð1

0

(4t3 þ 2t4) dt

¼ � 9

10
i� 2

3
jþ 7

5
k

Integrales de superfi cie

5.17. Proporcione una defi nición de 
ÐÐ

S
A� n dS sobre una superfi cie S, en términos del límite de una suma (vea la 

fi gura 5-6).

Solución
Subdivida el área S en M elementos de área ∆Sp, donde p 5 1, 2, 3, …, M. Elija cualquier punto Pp dentro de ∆Sp 
cuyas coordenadas sean (xp, yp, zp). Defi na A(xp, yp, zp) 5 Ap. Sea np la normal unitaria positiva a ∆Sp en P. De la 
suma

 

XM
p¼1

Ap� np DSp
donde Ap ? np es la componente normal de Ap en Pp.
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Ahora se calcula el límite de esta suma cuando M → `, de modo que la dimensión más grande de cada ∆Sp 
tienda a cero. Este límite, si existe, se denomina integral de superfi cie de la componente normal de A sobre S, y se 
denota así:

 

ðð

S

A� n dS

5.18. Suponga que la superfi cie S tiene la proyección R sobre el plano xy (vea la fi gura 5-6). Demuestre que

 

ðð

S

A� n dS ¼
ðð

R

A�n dx dy

jn� kj
Solución
De acuerdo con el problema 5.17, la integral de superfi cie es el límite de la suma

 

XM
p¼1

Ap� np DSp
 (1)

La proyección de ∆Sp sobre el plano xy es )(np DSp) ? k) o bien )np ? k)DSp, que es igual a Dxp Dyp, por lo que 
DSp 5 DxpDypy)np ? k). Así, la suma (1) se convierte en:

 

XM
p¼1

Ap� np Dxp Dypjnp� kj  (2)

Según el teorema fundamental del cálculo integral, el límite de esta suma cuando M → ` de modo que las más 
grandes ∆xp y ∆yp tiendan a cero, es:

 

ðð

R

A� n dx dy

jn� kj
y se llega al resultado requerido.

En estricto sentido, el resultado DSp 5 Dxp Dypy)np ? k)sólo es parcialmente verdadero, pero con un análisis más 
detallado se puede demostrar que difi eren sólo en infi nitésimos de orden más alto ∆xp∆yp, y con el uso de esto se 
demuestra que los límites de (1) y (2), en efecto, son iguales.

Ap

∆xp ∆yp

S

O

R

x

y

z

np∆Sp
Pp

Figura 5-6
  

x

z

y

Q
dx dy

dS
n

k

R

P
S

z = 0, 2x + 3y = 12

Figura 5-7
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5.19. Evalúe 
ÐÐ

S
A� n dS, donde A 5 18zi 2 12j 1 3yk y S es la región del plano 2x 1 3y 1 6z 5 12, que se localiza 

en el primer octante.

Solución
La superfi cie S y su proyección R sobre el plano xy se presentan en la fi gura 5-7.

Del problema 5.18,

 

ðð

S

A� n dS ¼
ðð

R

A� n dx dy

jn� kj
Para obtener n, observe que un vector perpendicular a la superfi cie 2x 1 3y 1 6z 5 12 está dado por =(2x 1 3y 
1 6z) 5 2i 1 3j 1 6k (vea el problema 4.5 del capítulo 4). Entonces, una normal unitaria a cualquier punto de S 
(vea la fi gura 5-7) es

 
n ¼ 2iþ 3jþ 6kffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

22 þ 32 þ 62
p ¼ 2

7
iþ 3

7
jþ 6

7
k

Así, n � k ¼ 2
7
iþ 3

7
jþ 6

7
k

� 	� k ¼ 6
7
, por lo que

 

dx dy

jn � kj ¼ 7

6
dx dy:

Asimismo,

 
A � n ¼ (18zi� 12jþ 3yk)� 2

7
iþ 3

7
jþ 6

7
k

� 	 ¼ 36z� 36þ 18y

7
¼ 36� 12x

7
,

con el uso del hecho de que, z 5 (12 2 2x 2 3y)/6, de la ecuación de S. Entonces:

 

ðð

S

A � n dS ¼
ðð

R

A � n dx dy

jn � kj ¼
ðð

R

36� 12x

7

� �
7

6
dx dy ¼

ðð

R

(6� 2x) dx dy

Para evaluar esta integral doble sobre R, se mantiene fi ja a x y se integra con respecto de y desde y 5 0 (P en la 
fi gura mencionada) hasta y 5 (12 2 2x) /3 (Q, en la fi gura); después se integra con respecto de x, de x 5 0 a x 5 6.
De esta manera, R queda cubierta por completo. La integral se convierte en:

 

ð6

x¼0

ð(12�2x)=3

y¼0

(6� 2x) dy dx ¼
ð6

x¼0

24� 12xþ 4x2

3

� �
dx ¼ 24

Si se hubiera elegido la normal unitaria positiva n, opuesta a la que se ilustra en la fi gura 5-7, se habría obtenido 
224 como resultado.

5.20. Evalúe 
ÐÐ

S
A� n dS, donde A 5 zi 1 xj 2 3y2zk y S es la superfi cie del cilindro x2 1 y2 5 16 ubicado en el 

primer octante entre z 5 0 y z 5 5.

Solución
En la fi gura 5-8 se proyecta S sobre el plano xz y se llama R a dicha proyección. Observe que en este caso no puede 
usarse la proyección de S sobre el plano xy. Por tanto,

 

ðð

S

A� n dS ¼
ðð

R

A� n dx dzjn� jj
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Una normal a x2 1 y2 5 16 es =(x2 1 y2) 5 2xi 1 2yj. Entonces, como se aprecia en la fi gura 5-8, la normal 
unitaria a S es

 
n ¼ 2xiþ 2yjffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(2x)2 þ (2y)2
p ¼ xiþ yj

4

ya que x2 1 y2 5 16, sobre S.

 

A� n ¼ (ziþ xj� 3y2zk) � xiþ yj

4

� �
¼ 1

4
(xzþ xy)

n� j ¼ xiþ yj

4
� j ¼ y

4
:

Entonces, la integral de superfi cie es igual a:

 

ðð

R

xzþ xy

y
dx dz ¼

ð5

z¼0

ð4

x¼0

xzffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
16� x2

p þ x

� �
dx dz ¼

ð5

z¼0

(4zþ 8) dz ¼ 90

 

z = 0

y

x

5

4

dS

n

S

z

z = 5

dx dz

R

O

Figura 5-8

5.21. Evalúe 
ÐÐ

S
fn dS  donde f ¼ 3

8
xyz y S es la superfi cie descrita en el problema 5.20.

Solución
Tenemos

 

ðð

S

fn dS ¼
ðð

R

fn
dx dz

jn� jj

05 Spiegel Cap 005.indd   11605 Spiegel Cap 005.indd   116 6/1/11   14:26:256/1/11   14:26:25



 PROBLEMAS RESUELTOS 117

Con el uso de n 5 (xi 1 yj)/4, n ? j 5 y/4, como en el problema 5.20, esta última integral se convierte en:

 

ðð

R

3

8
xz(xiþ yj) dx dz ¼ 3

8

ð5

z¼0

ð4

x¼0

(x2ziþ xz
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
16� x2

p
j) dx dz

¼ 3

8

ð5

z¼0

64

3
ziþ 64

3
zj

� �
dz ¼ 100iþ 100j

5.22. Suponga que F 5 yi 1 (x 2 2xz)j 2 xyk. Evalúe 
ÐÐ

S
(rrrrr � F)� n dS, donde S es la superfi cie de la esfera 

x2 1 y2 1 z2 5 a2 sobre el plano xy (vea la fi gura 5-9).

Solución

 

rrrrr � F ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
y x� 2xz �xy

��������

��������
¼ xiþ yj� 2zk

Una normal a x2 1 y2 1 z2 5 a2 es

 rrrrr(x2 þ y2 þ z2) ¼ 2xiþ 2yjþ 2zk

Entonces, la normal unitaria, n, de la fi gura 5-9 está dada por

 
n ¼ 2xiþ 2yjþ 2zkffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

4x2 þ 4y2 þ 4z2
p ¼ xiþ yjþ zk

a

ya que x2 1 y2 1 z2 5 a2.
La proyección de S sobre el plano xy es la región R acotada por la circunferencia x2 1 y2 5 a2 y z 5 0 (vea la 

fi gura 5-9). Entonces,

 

ðð

S

(rrrrr � F) � n dS ¼
ðð

R

(rrrrr � F) � n dx dy

jn� kj
¼
ðð

R

(xiþ yj� 2zk)� xiþ yjþ zk

a

� �
dx dy

z=a

¼
ða

x¼�a

ðffiffiffiffiffiffiffiffiffia2�x2
p

y¼�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2�x2

p

3(x2 þ y2)� 2a2ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � x2 � y2

p dy dx
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con el uso del hecho de que z ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � x2 � y2

p
. Para evaluar la doble integral se transforma a coordenadas polares 

(r, f) donde x 5 r cosf, y 5 r sen f y dy dx, es sustituida por r dr df. La doble integral se convierte en:

 

ð2p

f¼0

ða

r¼0

3r2 � 2a2ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � r2

p r dr df¼
ð2p

f¼0

ða

r¼0

3(r2 � a2)þ a2ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � r2

p r dr df

¼
ð2p

f¼0

ða

r¼0

�3r
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � r2

p
þ a2rffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a2 � r2
p

 !
dr df

¼
ð2p

f¼0

(a2 � r2)3=2 � a2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � r2

p ����
a

r¼0

" #
df

¼
ð2p

f¼0

(a3 � r3) df ¼ 0

 

x2 + y2 = a2, z = 0

dx dy

dS

O

n

R

z

x

y

S

Figura 5-9      

G

x

F

y

z

D E

B

A
O

C

Figura 5-10

5.23. Sea F 5 4xzi 2 y2j 1 yzk. Evalúe 
ÐÐ

S
F� n dS, donde S es la superfi cie del cubo acotado por x 5 0, x 5 1, 

y 5 0, y 5 1 y z 5 0, z 5 1 (vea la fi gura 5-10).

Solución
Cara DEFG: n 5 i, x 5 1. Entonces,

 

ðð

DEFG

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(4zi� y2jþ yzk)� i dy dz

¼
ð1

0

ð1

0

4z dy dz ¼ 2

Cara ABCO: n 5 2i, x 5 0. Por lo que

 

ðð

ABCO

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(�y2jþ yzk)� (�i) dy dz ¼ 0
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Cara ABEF: n 5 j, y 5 1. Así,

 

ðð

ABEF

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(4xzi� jþ zk)� j dx dz ¼
ð1

0

ð1

0

�dx dz ¼ �1

Cara OGDC: n 5 2j, y 5 0. De modo que

 

ðð

OGDC

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(4xzi)� (�j) dx dz ¼ 0

Cara BCDE: n 5 k, z 5 1. Por tanto

 

ðð

BCDE

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(4xi� y2jþ yk)� k dx dy ¼
ð1

0

ð1

0

y dx dy ¼ 1
2

Cara AFGO: n 5 2k, z 5 0. Entonces

 

ðð

AFGO

F � n dS ¼
ð1

0

ð1

0

(�y2j)� (�k) dx dy ¼ 0

Al sumar, 
ÐÐ

S
F � n dS ¼ 2þ 0þ (�1)þ 0þ 1

2
þ 0 ¼ 3

2
.

5.24. Al estudiar las integrales de superfi cie nos hemos limitado a aquéllas de dos lados. Dé un ejemplo de super-
fi cie que no tenga dos lados.

Solución
Tome una tira de papel como la que se denota con ABCD en la fi gura 5-11. Tuérzala de modo que los puntos A y 
B queden sobre D y C, respectivamente, como se aprecia en la fi gura 5-11. Si n es la normal positiva al punto P de 
la superfi cie, invierte su dirección original cuando alcanza a P otra vez. Si intentáramos colorear un solo lado de la 
superfi cie veríamos que toda ella quedaría en color. Esta superfi cie, llamada banda de Moebius, es ejemplo de una 
superfi cie de un solo lado. En ocasiones recibe el nombre de superfi cie no orientable. Una superfi cie de dos lados 
se llama orientable.

 

A

A

B

P

D
D

C

C

Q

B
n

n

Figura 5-11

Integrales de volumen

5.25. Sea f 5 45x2y, y que V denote la región cerrada limitada por los planos 4x 1 2y 1 z 5 8, x 5 0, y 5 0 y 
z 5 0. a) Exprese 

ÐÐÐ
V
f dV  como el límite de una suma. b) Evalúe la integral del inciso anterior.

Solución
 a) Subdivida la región V en M cubos con volumen DVk 5 DxkDykDzk, k 5 1, 2, …, M, como se ilustra en la fi gura 

5-12, y sea (xk, yk, zk) un punto dentro del cubo. Defi na f (xk, yk, zk) 5 fk. Considere la suma

 
XM
k¼1

fkDVk  (1)
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  tomada sobre todos los cubos posibles en la región. El límite de esta suma, cuando M → ` de modo que las 
cantidades más grandes ∆Vk tiendan a cero, si existe, se denota con 

ÐÐÐ
V
f dV . Es posible demostrar que este 

límite es independiente del método de subdivisión si f es continua en V.
Al formar la suma (1) sobre todos los cubos posibles en la región, es aconsejable proceder de manera 

ordenada. Una posibilidad es primero agregar todos los términos de (1) que correspondan a los elementos de 
volumen contenidos en una columna como PQ en la fi gura. Esto implica mantener fi jas a xk y a yk y sumar so-
bre todas las zk. A continuación se mantiene fi ja a xk pero se suma sobre todas las yk. Esto requiere sumar todas 
las columnas PQ contenidas en una banda RS y, en consecuencia, implica sumar todos los cubos contenidos en 
dicha rebanada. Por último, se varía xk. Esto quiere decir que se suman todas las rebanadas como RS.

En el proceso descrito, primero se toma la suma sobre las zk, después sobre las yk y por último sobre las xk.
Sin embargo, es evidente que la suma puede efectuarse en cualquier orden.

 

x

y

∆Vk = ∆xk ∆yk ∆zk

R
S

P

O

Q

z

Figura 5-12

 b) Las ideas involucradas en el método de la suma ilustrado en el inciso a) se pueden usar para evaluar la integral. 
Si se mantiene a x y y constantes, se integra de z 5 0 (base de la columna PQ) a z 5 8 2 4x 2 2y (parte supe-
rior de la columna PQ). A continuación se mantiene constante a x y se integra con respecto de y. Esto implica 
sumar las columnas que tienen su base en el plano xy (z 5 0) localizadas en cualquier parte de R (donde y 5 0) 
a S (donde 4x 1 2y 5 8, o y 5 4 2 2x), y la integración es de y 5 0 a y 5 4 2 2x. Por último, se suman todas 
las rebanadas paralelas al plano yz, que implica integrar de x 5 0 a x 5 2. La integración se escribe así:

 

ð2

x¼0

ð4�2x

y¼0

ð8�4x�2y

z¼0

45x2y dz dy dx ¼ 45

ð2

x¼0

ð4�2x

y¼0

x2y(8� 4x� 2y) dy dx

¼ 45

ð2

x¼0

1

3
x2(4� 2x)3 dx ¼ 128

  Nota: El resultado puede interpretarse físicamente como la masa de la región V en la cual la densidad f varía 
de acuerdo con la fórmula f 5 45x2y.
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5.26. Sea F 5 2xzi 2 xj 1 y2k. Evalúe 
ÐÐÐ

V
F dV  donde V es la región limitada por las superfi cies x 5 0, y 5 0, 

y 5 6, z 5 x2 y z 5 4, como se ilustra en la fi gura 5-13.

Solución
La región V queda cubierta a) manteniendo fi jas a x y y e integrando de z 5 x2 a z 5 4 (de la base a la parte superior 
de la columna PQ, b) después se mantiene fi ja a x y se integra de y 5 0 a y 5 6 (R a S se encuentra en la banda), c) 
fi nalmente se integra de x 5 0 a x 5 2 (donde z 5 x2 interseca a z 5 4). Así, la integral requerida es

 

ð2

x¼0

ð6

y¼0

ð4

z¼x2

(2xzi� xjþ y2k) dz dy dx

¼ i

ð2

0

ð6

0

ð4

x2

2xz dz dy dx� j

ð2

0

ð6

0

ð4

x2

x dz dy dxþ k

ð2

0

ð6

0

ð4

x2

y2 dz dy dx ¼ 128i� 24jþ 384k

 

y

x

z

y = 0

y = 6

z = 4

QR

z = x2

P

O

S

Figura 5-13    

z

y

x

x2 + z2 = a2

x2 + y2 = a2

Figura 5-14

5.27. Calcule el volumen de la región común a los cilindros que se intersecan, x2 1 y2 5 a2 y x2 1 z2 5 a2.

Solución
El volumen requerido 5 8 veces el volumen de la región ilustrada en la fi gura 5-14.

¼ 8

ða

x¼0

ðffiffiffiffiffiffiffiffiffia2�x2
p

y¼0

ðffiffiffiffiffiffiffiffiffia2�x2
p

z¼0

dz dy dx

¼ 8

ða

x¼0

ðffiffiffiffiffiffiffiffiffia2�x2
p

y¼0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2 � x2

p
dy dx ¼ 8

ða

x¼0

(a2 � x2) dx ¼ 16a3

3

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.28. Suponga que R(t) 5 (3t2 2 t)i 1 (2 2 6t)j 2 4tk. Encuentre a) 
Ð
R(t) dt y b) 

Ð 4
2
R(t) dt.

5.29. Evalúe 
Ð p=2
0

(3 sen uiþ 2 cos uj) du.

5.30. Sea A(t) 5 t i 2 t2j 1 (t 2 1)k y B(t) 5 2t2i 1 6tk. Evalúe a) 
Ð 2
0
A�B dt, y b) 

Ð 2
0
A� B dt.

5.31. Sea A 5 ti 2 3j 1 2tk, B 5 i 2 2j 1 2k y C 5 3i 1 tj 2 k. Evalúe a) 
Ð 2
1
A�B� C dt, y b) 

Ð 2
1
A� (B� C) dt.
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5.32. La aceleración, a, de una partícula en cualquier momento t ≥ 0, está dada por a 5 e2t i 2 6(t 1 1)j 1 3 sen tk. Si 
la velocidad, v, y el desplazamiento, r, son iguales a cero en t 5 0, obtenga v y r en cualquier momento.

5.33. La aceleración a de un objeto en cualquier momento t está dada por a 5 2gj, donde g es una constante. En 
t 5 0, la velocidad está dada por v 5 vo cos uoi 1 vo sen uoj, y el desplazamiento es r 5 0. Encuentre v y r en 
cualquier momento t > 0. Esto describe el movimiento de un proyectil disparado por un cañón inclinado un ángulo 
uo respecto del eje positivo de las x, con velocidad inicial de magnitud vo.

5.34. Suponga que A(2) 5 2i 2 j 1 2k y A(3) 5 4i 2 2j 1 3k. Evalúe 
Ð 3
2
A� (dA=dt) dt.

5.35. Encuentre la velocidad superfi cial de una partícula que se mueve a lo largo de la trayectoria r 5 a cos vti 1 b sen 
vtj, donde a, b y v son constantes y t es el tiempo.

5.36. Demuestre que los cuadrados de los periodos de los planetas en su movimiento alrededor del Sol son proporciona-
les a los cubos de los ejes mayores de sus trayectorias elípticas (tercera ley de Kepler).

5.37. Sea A 5 (2y 1 3)i 1 xz j 1 (yz 2 x)k. Evalúe 
Ð
C
A� dr a lo largo de las trayectorias siguientes C:

 a) x 5 2t2, y 5 t y z 5 t3, de t 5 0 a t 5 1,

 b) las líneas rectas de (0, 0, 0) a (0, 0, 1), después a (0, 1, 1) y luego a (2, 1, 1),

 c) la línea recta que une a (0, 0, 0) y (2, 1, 1).

5.38. Suponga que F 5 (5xy 2 6x2)i 1 (2y 2 4x)j. Evalúe 
Ð
C
F� dr a lo largo de la curva C en el plano xy, y 5 x3, del 

punto (1, 1) al punto (2, 8).

5.39. Sea F 5 (2x 1 y)i 1 (3y 2 x)j. Evalúe 
Ð
C
F� dr donde C es la curva en el plano xy que consiste en las líneas rectas 

de (0, 0) a (2, 0), y después a (3, 2).

5.40. Encuentre el trabajo realizado cuando una partícula se mueve en el campo de fuerzas F 5 3x2i 1 (2xz 2 y)j 1 zk 
a lo largo de:

 a) la línea recta de (0, 0, 0) a (2, 1, 3).

 b) la curva en el espacio x 5 2t2, y 5 t y z 5 4t2 2 t de t 5 0 a t 5 1.

 c) la curva defi nida por x2 5 4y y 3x3 5 8z, de x 5 0 a x 5 2.

5.41. Evalúe 
Þ
C
F� dr  donde F 5 (x 2 3y)i 1 (y 2 2x)j y C es la curva cerrada en el plano xy, x 5 2 cos t y y 5 3 sen t, 

de t 5 0 a t 5 2π.

5.42. Suponga que T es un vector unitario tangente a la curva C, r 5 r(u). Demuestre que el trabajo realizado cuando se 
mueve una partícula en un campo de fuerzas F a lo largo de C, está dado por 

Ð
C
F�T ds, donde s es la longitud de 

arco.

5.43. Sea F 5 (2x 1 y2)i 1 (3y 2 4x)j. Evalúe 
Þ
C
F� dr alrededor del triángulo C de la fi gura 5-15 a) en la dirección 

indicada y b) opuesto a la dirección que se indica.

 

(2, 1)

(2, 0)O

y

x

Figura 5-15      

(1, 1)

O

y

x

y2 = x

y = x2

Figura 5-16
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5.44. Sea A 5 (x 2 y)i 1 (x 1 y)j. Evalúe 
Þ
C
A� dr alrededor de la curva cerrada C de la fi gura 5-16.

5.45. Sea A 5 (y 2 2x)i 1 (3x 1 2y)j. Calcule la circulación de A sobre una circunferencia C en el plano xy con centro 
en el origen y radio igual a 2, si C se recorre en la dirección positiva.

5.46. a) Suponga que A 5 (4xy 2 3x2z2)i 1 2x2j 2 2x3zk. Demuestre que 
Ð
C
A� dr es independiente de la curva 

C que une a dos puntos dados. b) Demuestre que hay una función diferenciable f tal que A 5 =f, y 
encuéntrela.

5.47. a) Demuestre que F 5 (y2 cos x 1 z3)i 1 (2y sen x 2 4)j 1 (3xz2 1 2)k es un campo de fuerzas conser-
vativo.

 b) Calcule el potencial escalar para F.

 c) Determine el trabajo realizado cuando un objeto se mueve en este campo, de (0, 1, 21) a (π/2, 21, 2).

5.48. Demuestre que F 5 r2r es conservativo y calcule su potencial escalar.

5.49. Determine si el campo de fuerzas F 5 2xzi 1 (x2 2 y)j 1 (2z 2 x2)k es conservativo o no conservativo.

5.50. Demuestre que el trabajo realizado sobre una partícula al moverla de A a B es igual a su cambio en energía cinética 
en dichos puntos, sea o no conservativo el campo de fuerzas.

5.51. Dado A 5 (yz 1 2x)i 1 xz j 1 (xy 1 2z)k. Evalúe 
Ð
C
A� dr a lo largo de la curva x2 1 y2 5 1 y z 5 1, en la direc-

ción positiva de (0, 1, 1) a (1, 0, 1).

5.52. a) Sea E 5 r r4. ¿Existe una función f tal que E 5 2=f? Si es así, encuéntrela. b) Evalúe 
Þ
C
E� dr, si C es cual-

quier curva cerrada simple.

5.53. Demuestre que (2x cos y 1 z sen y) dx 1 (xz cos y 2 x2 sen y) dy 1 x sen y dz es una diferencial exacta. Con base 
en lo anterior resuelva la ecuación diferencial (2x cos y 1 z sen y) dx 1 (xz cos y 2 x2 sen y) dy 1 x sen y dz 5 0.

5.54. Resuelva a) (e2y 1 3x2y2) dx 1 (2x3y 2 xe2y) dy 5 0,

 b) (z 2 e2x sen y) dx 1 (1 1 e2x cos y) dy 1 (x 2 8z) dz 5 0.

5.55. Dada f 5 2xy2z 1 x2y, evalúe 
Ð
C
f dr, donde C

 a) es la curva x 5 t, y 5 t2 y z 5 t3, de t 5 0 a t 5 1,

 b) consiste en líneas rectas que van de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), después a (1, 1, 0) y luego a (1, 1, 1).

5.56. Sea F 5 2yi 2 zj 1 xk. Evalúe 
Ð
C
F� dr a lo largo de la curva x 5 cos t, y 5 sen t y z 5 2 cos t, de t 5 0 a 

t 5 π/2.

5.57. Suponga que A 5 (3x 1 y)i 2 xj 1 (y 2 2)k y que B 5 2i 2 3j 1 k. Evalúe 
Þ
C
(A� B)� dr alrededor de la 

circunferencia situada en el plano xy, con centro en el origen, y con radio igual a 2 que se recorre en la dirección 
positiva.

5.58. Evalúe 
ÐÐ

S
A� n dS para cada uno de los casos siguientes.

 a) A 5 yi 1 2xj 2 zk y S es la superfi cie del plano 2x 1 y 5 6, en el primer octante, cortado por el plano z 5 4.

 b) A 5 (x 1 y2)i 2 2xj 1 2yzk y S es la superfi cie del plano 2x 1 y 1 2z 5 6 en el primer octante.

5.59. Suponga que F 5 2yi 2 zj 1 x2k y S es la superfi cie del cilindro parabólico y2 5 8x, en el primer octante limitado 
por los planos y 5 4 y z 5 6. Evalúe 

ÐÐ
S
F� n dS.

5.60. Suponga que A 5 6zi 1 (2x 1 y)j 2 xk. Evalúe 
ÐÐ

S
A� n dS sobre toda la superfi cie S de la región limitada por el 

cilindro x2 1 z2 5 9, x 5 0, y 5 0, z 5 0 y y 5 8.
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5.61.  Evalúe 
ÐÐ

S
r� n dS sobre: a) la superfi cie S del cubo unitario acotado por los planos coordenados y los planos 

x 5 1, y 5 1 y z 5 1; b) la superfi cie de una esfera de radio a y con su centro en (0, 0, 0).

5.62. Suponga que A 5 4xzi 1 xyz2j 1 3zk. Evalúe 
ÐÐ

S
A� n dS sobre toda la superfi cie de la región por arriba del plano 

xy acotada por el cono z2 5 x2 1 y2 y el plano z 5 4.

5.63. a) Sea R la proyección de una superfi cie S sobre el plano xy. Demuestre que su área de S está dada por ðð

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ @z

@x

� �2

þ @z

@y

� �2
s

dx dy si la ecuación para S es z 5 f (x, y).

 b) ¿Cuál es el área de la superfi cie si S tiene la ecuación F(x, y, z) 5 0?

5.64. Encuentre el área de la superfi cie del plano x 1 2y 1 2z 5 12 cortado por a) x 5 0, y 5 0, x 5 1, y 51; b) x 5 0, 
y 5 0 y x2 1 y2 5 16.

5.65. Calcule la superfi cie de la región común a los cilindros que se intersecan x2 1 y2 5 a2 y x2 1 z2 5 a2.

5.66. Evalúe a) 
ÐÐ

S
(rrrrr � F)� n dS y b) 

ÐÐ
S
fn dS, si F 5 (x 1 2y)i 2 3zj 1 xk,f 5 4x 1 3y 2 2z, y S es la superfi cie de 

2x 1 y 1 2z 5 6 limitada por x 5 0, x 5 1, y 5 0 y y 5 2.

5.67. Resuelva el problema anterior si S es la superfi cie de 2x 1 y 1 2z 5 6 limitada por x 5 0, y 5 0 y z 5 0.

5.68. Evalúe 
ÐÐ

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
dx dy sobre la región R en el plano xy limitado por x2 1 y2 5 36.

5.69. Evalúe 
ÐÐÐ

V
(2xþ y) dV , donde V es la región cerrada acotada por el cilindro z 5 4 2 x2, y los planos x 5 0, 

y 5 0, y 5 2 y z 5 0.

5.70. Suponga que F 5 (2x2 2 3z)i 2 2xyj 2 4xk. Evalúe a) 
ÐÐÐ

V
rrrrr�F dV  y b) 

ÐÐÐ
V
rrrrr � F dV , donde V es la región 

cerrada limitada por los planos x 5 0, y 5 0, z 5 0 y 2x 1 2y 1 z 5 4.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.28. a) (t3 2 t2Y2)i 1 (2t 2 3t2)j 2 2t2k 1 c y 5.40. a) 16, b) 14.2 y c) 16
 b) 50i 2 32j 2 24k

5.29. 3i 1 2j 5.41. 6p, si C se recorre en la dirección positiva (en sentido
   contrario al movimiento de las manecillas del reloj).

5.30. a) 12, b) 24i
40
3

j �
65
5

k  5.43. a) 214y3 y b) 14y3

5.31. a) 0, b)
87
2

i
44
3

j �
15
2

k  5.44. 2y3

5.32. v 5 (1 2 e2t)i 2 (3t2 1 6t)j 1 (3 2 3 cos t)k, 5.45. 8p

r 5 (t 2 1 1 e2t)i 2 (t3 1 3t2)j 1 (3t 2 3 sen t)k

5.33. v 5 vo cos uoi 1 (vo sen uo gt)j,
r 5 (vo cos uo)ti 1 [(vo sen uo)t 1

2gt
2]j

 5.46. b) f 5 2x2y 2 x3z2 1 constante

5.34. 10 5.47. b) f 5 y2 sen x 1 xz3 2 4y 1 2z 1 constante,
   c) 15 1 4p

5.35. 1
2 abvk  5.48. f 5

r4

4
1 constante

5.37. a) 288y35, b) 10, c) 8 5.49. no conservativo

5.38. 35 5.51. 1

5.39. 11 5.52. a) f
r3

3
1 constante, b) 0
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5.53. x2 cos y 1 xz sen y 5 constante 5.62. 320p

5.54. a) xe2y 1 x3y2 5 constante y 5.63. 
ðð

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
@F

@x

� �2

þ @F

@y

� �2

þ @F

@z

� �2
s

����
@F

@z

����
dx dy

 b) xz 1 e2x sen y 1 y 2 4z2 5 constante

5.55. a) 
19

45
iþ 11

15
jþ 75

77
k, b) 

1

2
jþ 2k 5.64. a) 3y2 y b) 6p

5.56. 2� p

4

� 
iþ p� 1

2

� �
j 5.65. 16a2

5.57. 4p (7i 1 3j) 5.66. a) 1, b) 2i 1 j 1 2k

5.58. a) 108 y b) 81 5.67. a) 9/2, b) 72i 1 36j 1 72k

5.59. 132 5.68. 144p

5.60. 18p 5.69. 80y3

5.61. a) 3 y b) 4pa3 5.70. a)
8
3

 y b)
8
3

( j k)
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 Capítulo 6

El teorema de la divergencia, 
el teorema de Stokes y otros 
teoremas de integración
6.1 INTRODUCCIÓN

El cálculo elemental afi rma que el valor de la integral defi nida de una función continua, f(x), en un intervalo cerrado, 
[a, b], se obtiene de la antiderivada de la función evaluada en los extremos a y b (frontera) del intervalo.

Se da una situación análoga en el plano y el espacio. Es decir, existe una relación entre una integral doble sobre 
ciertas regiones R en el plano, y una integral de línea sobre la frontera de la región R. De manera similar, hay una 
relación entre la integral de volumen sobre ciertos volúmenes V en el espacio y la integral doble sobre la superfi cie 
de la frontera de V.

En este capítulo se estudian éstos y otros teoremas.

6.2 TEOREMAS PRINCIPALES

Se aplican los teoremas siguientes:

teorema 6.1 (Teorema de la divergencia de Gauss) Suponga que V es el volumen limitado por una 
superfi cie cerrada S y que A es una función vectorial de posición con derivadas continuas. 
Entonces:

ððð

V

rrrrr �A dV ¼
ðð

S

A � n dS ¼W
ðð

S

A � dS

 donde n es la normal positiva (dirigida hacia fuera) a S.

teorema 6.2 (Teorema de Stokes) Suponga que S es una superfi cie abierta, de dos lados, limitada por 
una curva C cerrada que no se interseca a sí misma (curva simple cerrada), y suponga que A 
es una función vectorial de posición con derivadas continuas. Entonces,

þ

C

A� dr ¼ ðð

S

(rrrrr � A)� n dS ¼
ðð

S

(rrrrr � A)� dS
 donde C se recorre en la dirección positiva.
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 6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS 127

La dirección de C se llama positiva si un observador que caminara sobre la frontera de S en esa dirección, con 
su cabeza vuelta hacia la dirección de la normal positiva a S, tuviera la superfi cie a su izquierda.

teorema 6.3 (Teorema de Green en el plano) Suponga que R es una región cerrada en el plano xy, 
limitada por una curva simple cerrada, C, y que M y N son funciones continuas de x y y que 
tienen derivadas continuas en R. Entonces

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy

 donde C se recorre en la dirección positiva (en sentido contrario al movimiento de las ma-
necillas del reloj).

A menos que se diga otra cosa, siempre supondremos que 
Þ

 signifi ca que la integral está descrita en el sentido 
positivo.

El teorema de Green en el plano es un caso especial del teorema de Stokes (vea el problema 6.4). Asimismo, 
es de interés observar que el teorema de la divergencia de Gauss es una generalización del teorema de Green en el 
plano, en el cual la región (plano) R y su frontera cerrada (curva) C son sustituidas por una región (en el espacio) V 
y su frontera (superfi cie) cerrada S. Por esta razón, el teorema de la divergencia con frecuencia recibe el nombre de 
teorema de Green en el espacio (vea el problema 6.4).

El teorema de Green en el plano también se cumple para regiones limitadas por un número fi nito de curvas 
simples cerradas que no se intersecan (vea los problemas 6.10 y 6.11).

6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS

Se aplican las proposiciones siguientes.

proposición 6.4: Se cumplen las leyes que siguen:

 i) 

ððð

V

[frrrrr2cþ (rrrrrf) � (rrrrrc)] dV ¼
ðð

S

(frrrrrc) � dS
  Ésta se llama primera identidad o teorema de Green.

 ii) 

ððð

V

(frrrrr2c� crrrrr2f) dV ¼
ðð

S

(frrrrrc� crrrrrf) � dS
  Ésta se denomina segunda identidad, o teorema asimétrico de Green. Consulte el pro-

blema 6.21.

 iii) 

ððð

V

rrrrr � A dV ¼
ðð

S

(n� A) dS ¼
ðð

S

dS� A

  Note que aquí el producto punto del teorema de la divergencia de Gauss es reemplaza-
do por el producto cruz (vea el problema 6.23).

 iv) 
þ

C

f dr ¼
ðð

S

(n�rrrrrf) dS ¼
ðð

S

dS�rrrrrf

proposición 6.5: Sea que c representa ya sea una función vectorial o escalar, según si el símbolo ○ denota un 
producto punto o un producto cruz, o una multiplicación ordinaria. Entonces,

 i) 

ððð

V

rrrrr W c dV ¼
ðð

S

n W c dS ¼
ðð

S

dS W c
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 128 CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES

 ii) 

þ

C

dr W c ¼
ðð

S

(n� rrrrr) W c dS ¼
ðð

S

(dS�rrrrr) W c

El teorema de la divergencia de Gauss, el de Stokes y las proposiciones 6.4, iii) y iv), son casos especiales de 
estos resultados (vea los problemas 6.22, 6.23 y 6.34).

Forma integral del operador =

Es de interés que, con la terminología del problema 6.19, el operador = se exprese en forma simbólica como sigue:

 

rrrrr W ; lim
DV!0

1

DV
W
ðð

DS

dS W

donde ○ denota un producto punto, un producto cruz o una multiplicación (vea el problema 6.25). El resultado es 
de utilidad para ampliar los conceptos de gradiente, divergencia y rotacional a sistemas coordenados distintos del 
rectangular (vea los problemas 6.19 y 6.24, y el capítulo 7).

PROBLEMAS RESUELTOS

Teorema de Green en el plano

6.1. Demuestre el teorema de Green en el plano, donde C es una curva cerrada que tiene la propiedad de que 
cualquier línea recta paralela a los ejes coordenados corta a C en dos puntos como máximo.

Solución

Sean las ecuaciones de las curvas AEB y AFB (vea la fi gura 6-1) y 5 Y1(x) y y 5 Y2(x), respectivamente. Si R es la 
región acotada por C, tenemos lo siguiente:

 

ðð

R

@M

@y
dx dy ¼

ðb

x¼a

ðY2(x)

y¼Y1(x)

@M

@y
dy

2
64

3
75 dx ¼

ðb

x¼a

M(x, y)

�����
Y2(x)

y¼Y1(x)

dx ¼
ðb

a

M(x, Y2)�M(x,Y1)½ � dx

¼ �
ðb

a

M(x,Y1) dx�
ða

b

M(x,Y2) dx ¼ �
þ

C

M dx

Entonces,

 
þ

C

M dx ¼ �
ðð

R

@M

@y
dx dy (1)

De manera similar, sean las ecuaciones de las curvas EAF y EBF: x 5 X1(y) y x 5 X2(y), respectivamente. 
Entonces,

 

ðð

R

@N

@x
dx dy ¼

ðf

y¼e

ðX2(y)

x¼X1(y)

@N

@x
dx

2
64

3
75dy ¼

ðf

e

N(X2, y)� N(X1, y)½ � dy

¼
ðe

f

N(X1, y) dyþ
ðf

e

N(X2, y) dy ¼
þ

C

N dy

Así,

 
þ

C

N dy ¼
ðð

R

@N

@x
dx dy  (2)

´
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Se suman (1) y (2) y resulta:

 

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy:

F

BR
A

b
x

a

E

O

e

f

y

Figura 6-1    

y = x

y = x2

O

y

x

(1, 1)

Figura 6-2

6.2. Verifi que el teorema de Green en el plano para 
Þ

C (xy 1 y2) dx 1 x2 dy, donde C es la curva cerrada de la 
región limitada por y 5 x y y 5 x2 (vea la fi gura 6-2).

Solución

En la fi gura 6-2 se aprecia que y 5 x y y 5 x2 se intersecan en (0, 0) y (1, 1), y también la dirección positiva en 
que se recorre C. 

A lo largo de y 5 x2, la integral de línea es igual a:

 

ð1

0

(x)(x2)þ x4
� �

dxþ (x2)(2x) dx ¼
ð1

0

(3x3 þ x4) dx ¼ 19

20

A lo largo de y 5 x, de (1, 1) a (0, 0), la integral de línea es igual a:

 

ð0

1

[(x)(x)þ x2] dxþ x2 dx ¼
ð0

1

3x2 dx ¼ �1

Entonces, la integral de línea requerida ¼ 19

20
� 1 ¼ � 1

20
.

 

ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy ¼

ðð

R

@

@x
(x2)� @

@y
(xyþ y2)

� �
dx dy

¼
ðð

R

(x� 2y) dx dy ¼
ð1

x¼0

ðx

y¼x2

(x� 2y) dy dx

¼
ð1

0

ðx
x2
(x� 2y) dy

� �
dx ¼

ð1

0

(xy� y2)
���
x

x2
dx

¼
ð1

0

(x4 � x3) dx ¼ � 1

20

con lo que se verifi ca el teorema.
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6.3. Amplíe la prueba del teorema de Green en el plano dado en el problema 6.1, a las curvas C para las cuales 
hay líneas rectas paralelas a los ejes coordenados que pueden cortar a C en más de dos puntos.

Solución

Considere una curva cerrada C como la que se aprecia en la fi gura 6-3, en la que rectas paralelas a los ejes cortan 
a C en más de dos puntos. Al construir la recta ST la región queda dividida en dos regiones (R1 y R2), que son del 
tipo considerado en el problema 6.1 y para el cual se aplica el teorema de Green, es decir,

x

U

y

R1

R2

T

V

S

O

Figura 6-3

 

ð

STUS

M dxþ N dy ¼
ðð

R1

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy  (1)

 

ð

SVTS

M dxþ N dy ¼
ðð

R2

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy  (2)

Al sumar los lados izquierdo y derecho de (1) y (2), con la omisión del integrando M dx 1 N dy en cada caso, 
se obtiene lo siguiente,

 

ð

STUS

þ
ð

SVTS

¼
ð

ST

þ
ð

TUS

þ
ð

SVT

þ
ð

TS

¼
ð

TUS

þ
ð

SVT

¼
ð

TUSVT

y con el hecho de que

 

ð

ST

¼ �
ð

TS

Al sumar los lados derechos de (1) y (2), con la omisión del integrando,

 

ðð

R1

þ
ðð

R2

¼
ðð

R

donde R consiste en las regiones R1 y R2. Entonces,

 

ð

TUSVT

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy

con lo que se demuestra el teorema.
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Una región R como la considerada aquí y en el problema 6.1, para la que cualquier curva cerrada que se loca-
lice en R puede ser reducida continuamente a un punto sin salir de R, se llama región de conexión simple (o sim-
plemente conexa). Una región que no sea de conexión simple se denomina de conexión múltiple. Se ha demostrado 
aquí que el teorema de Green en el plano se aplica a regiones de conexión simple limitadas por curvas cerradas. En 
el problema 6.10, el teorema se extiende a regiones de conexión múltiple.

Para regiones más complicadas que las de conexión simple puede ser necesario construir más rectas, tales 
como ST, a fi n de establecer el teorema.

6.4. Exprese el teorema de Green en el plano con notación vectorial.

Solución
Tenemos que M dx 1 N dy 5 (Mi 1 Nj) ? (dxi 1 dyj) 5 A ? dr, donde A 5 Mi 1 Nj y r 5 xi 1 yj, por lo que 
dr 5 dxi 1 dyj.

Asimismo, si A 5 Mi 1 Nj, entonces

 

rrrrr � A ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
M N 0

��������

��������
¼ � @N

@z
iþ @M

@z
jþ @N

@x
� @M

@y

� �
k

por lo que (= × A) ? k 5 (−Ny−x) 2 (−My−y).

Entonces, el teorema de Green en el plano puede escribirse:

 

þ

C

A � dr ¼ ðð

R

(rrrrr � A) � k dR

donde dR 5 dx dy.
Una generalización de éste a superfi cies S en el espacio que tienen una curva C como frontera, conduce de 

manera natural al teorema de Stokes, lo que se prueba en el problema 6.31.

Otro método

Como antes, M dx 1 N dy 5 A ? dr 5 A ? (dryds) ds 5 A ? T ds, donde dryds 5 T 5 vector tangente unitario a C 
(vea la fi gura 6-4). Si n va hacia fuera de la normal unitaria a C, entonces T 5 k × n, por lo que

 M dx 1 N dy 5 A ? T ds 5 A ? (k × n) ds 5 (A × k) ? n ds

Como A 5 Mi 1 Nj, B 5 A × k 5 (Mi 1 Nj) × k 5 Ni 2 Mj y (−Ny−x) 2 (−My−y) 5 = ? B. Entonces, el teorema 
de Green en el plano se convierte en:

 

þ

C

B � n ds ¼
ðð

R

rrrrr �B dR

donde dR 5 dx dy.

x

C

y

R

T
n

O

Figura 6-4
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La generalización de éste al caso en que la diferencial de arco de longitud, ds, de una curva cerrada C es 
reemplazada por la diferencial de área, dS, de una superfi cie cerrada, S, y la región del plano correspondiente, R, 
encerrada por C, es sustituida por el volumen V encerrado por S, lleva al teorema de la divergencia de Gauss, o 
teorema de Green en el espacio.

 

ðð

S

B � n dS ¼
ððð

V

rrrrr �B dV

6.5. Interprete físicamente el primer resultado del problema 6.4.

Solución

Si A denota el campo de fuerzas que actúa sobre una partícula, entonces 
Þ

C A ? dr es el trabajo realizado cuando 
la partícula se mueve alrededor de una trayectoria cerrada C, y se determina por medio del valor de = × A. Se 
concluye, en particular, que si = × A 5 0, o, de manera equivalente, si A 5 =f, entonces la integral alrededor de 
una trayectoria cerrada es igual a cero. Esto quiere decir que el trabajo efectuado al mover la partícula de un punto 
del plano a otro es independiente de la trayectoria que los une o que el campo de fuerzas es conservativo. Estos 
resultados ya se demostraron para campos de fuerzas y curvas en el espacio (vea el capítulo 5).

A la inversa, si la integral es independiente de la trayectoria que une dos puntos cualesquiera de una región, es 
decir: si la integral alrededor de cualquier trayectoria cerrada es igual a cero, entonces = × A 5 0. En el plano, la 
condición = × A 5 0 es equivalente a la condición −My−y 5 −Ny−x, donde A 5 Mi 1 Nj.

6.6. Evalúe 
Ð (2, 1)
(0, 0)  (10x4 2 2xy3) dx 2 3x2y2 dy a lo largo de la trayectoria x4 2 6xy3 5 4y2.

Solución

La evaluación directa es difícil. Sin embargo, note que M 5 10x4 2 2xy3, N 5 23x2y2 y que −My−y 5 26xy2 
5 −Ny−x, de lo que se concluye que la integral es independiente de la trayectoria. Entonces, puede usarse cualquier 
trayectoria, por ejemplo la que consiste en segmentos de rectas que van de (0, 0) a (2, 0) y luego de (2, 0) a (2, 1).

A lo largo de la trayectoria recta que va de (0, 0) a (2, 0), y 5 0, dy 5 0, y la integral es igual a 
Ð 2
x¼0  10x4 dx 5 64.

Para la trayectoria recta que une a (2, 0) con (2, 1), x 5 2, dx 5 0, y la integral es igual a 
Ð 1
y¼0  212y2 dy 5 24.

Así, el valor requerido de la integral de línea es 5 64 2 4 5 60.

Otro método

Como −My−y 5 −Ny−x, (10x4 2 2xy3) dx 2 3x2y2 dy es una diferencial exacta (de 2x5 2 x2y3). Entonces,

 

ð(2, 1)

(0, 0)

(10x4 � 2xy3) dx� 3x2y2 dy ¼
ð(2, 1)

(0, 0)

d(2x5 � x2y3) ¼ 2x5 � x2y3
���
(2, 1)

(0, 0)
¼ 60

6.7. Demuestre que el área limitada por una curva cerrada simple C está dada por 12
Þ

C x dy 2 y dx.

Solución

En el teorema de Green, sea M 5 2y y N 5 x. Entonces,

 

þ

C

x dy� y dx ¼
ðð

R

@

@x
(x)� @

@y
(�y)

� �
dx dy ¼ 2

ðð

R

dx dy ¼ 2A

donde A es el área requerida. Así, A 5 12 
Þ

C x dy 2 y dx.
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6.8. Calcule el área de la elipse x 5 a cos u, y 5 b sen u.

Solución

 Área ¼ 1

2

þ

C

x dy� y dx ¼ 1

2

ð2p

0

(a cos u)(b cos u) du 2 (b sen u)(2a sen u) du

¼ 1

2

ð2p

0

ab(cos2 u 1 sen2 u) du ¼ 1

2

ð2p

0

 ab du 5 pab

6.9. Evalúe 
Þ

C (y 2 sen x) dx 1 cos x dy, donde C es el triángulo que se ilustra en la fi gura 6-5, a) directamente, 
y b) con el empleo del teorema de Green en el plano.

Solución

 a) A lo largo de OA, y 5 0, dy 5 0, y la integral es igual a:

 

ðp=2

0

(0 2 sen x) dx 1 (cos x)(0) 5 

ðp=2

0

 2sen x dx 5 cos xx
���
p=2

0
 5 21

  A lo largo de AB, x 5 πy2, dx 5 0, y la integral es:

 

ð1

0

(y� 1)0þ 0 dy ¼ 0

  A lo largo de BO, y 5 2xyπ, dy 5 (2yπ) dx, y la integral es:

 
ð0

p=2

2x

p
�

�
 sen x

�
dxþ 2

p
cos x dx ¼ x2

p
þ cos xþ 2

p

�
 sen x

�����
0

p=2

¼ 1� p

4
� 2

p

  Entonces, la integral a lo largo de C 5 21 1 0 1 1 � p

4
� 2

p
¼ �p

4
� 2

p
.

 b) M 5 y 2 sen x, N 5 cos x, −Ny−x 5 2sen x, −My−y 5 1, y

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy ¼

ðð

R

(2sen x 2 1) dy dx

¼
ðp=2

x¼0

ð2x=p

y¼0

2
64 (2sen x 2 1) dy

3
75 dx ¼

ðp=2

x¼0

(�y sen x 2 y) 

�����
2x=p

0

dx

¼
ðp=2

0

� 2x

p

�
sen x � 2x

p

�
dx ¼ � 2

p
(2x cos x 1 sen x) � x2

p

����
p=2

0

¼ � 2

p
� p

4

  de acuerdo con el inciso a).
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Observe que si bien existen rectas paralelas a los ejes coordenados (en este caso coinciden con éstos), que 
cruzan a C en un número infi nito de puntos, se cumple el teorema de Green en el plano. En general, el teorema es 
válido cuando C está compuesto por un número fi nito de segmentos de recta.

O

y

x
A

B ( /2, 1)

( /2, 0)

Figura 6-5    

y

O
x

KL

A

H J

E
FG

R
D

Figura 6-6

6.10. Demuestre que el teorema de Green en el plano también es válido para una región con conexión múltiple R, 
como la que se muestra en la fi gura 6-6.

Solución

La región sombreada, R, que aparece en la fi gura 6-6, tiene conexión múltiple porque no toda curva cerrada en R 
puede ser colapsada a un punto sin salir de R, como se observa si se considera una curva que rodee DEFGD, por 
ejemplo. La frontera de R que consiste en la frontera exterior AHJKLA y la frontera interior DEFGD, va a recorrer-
se en la dirección positiva, de modo que una persona que vaya en esta dirección siempre tenga a su izquierda a la 
región. Las direcciones positivas son las que se indican en la fi gura 6-6.

A fi n de establecer el teorema, construya una línea, como AD, llamada corte transversal, que conecte las 
fronteras exterior e interior. La región acotada por ADEFGDALKJHA tiene conexión simple, por lo que es válido 
el teorema de Green. Entonces,

 

þ

ADEFGDALKJHA

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy

Pero la integral del lado izquierdo, omitiendo el integrando, es igual a:

 

ð

AD

þ
ð

DEFGD

þ
ð

DA

þ
ð

ALKJHA

¼
ð

DEFGD

þ
ð

ALKJHA

ya que 
Ð
AD

¼ �Ð
DA
. Entonces, si C1 es la curva ALKJHA, C2 es la curva DEFGD, y C es la frontera de R que con-

siste en C1 y C2 (recorridas en las direcciones positivas), entonces 
Ð
C1
þ Ð

C2
¼ Ð

C, por lo que

 

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy
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6.11. Demuestre que el teorema de Green en el plano se cumple para la región R, de la fi gura 6-7, acotada por las 
curvas cerradas simples C1(ABDEFGA), C2(HKLPH), C3(QSTUQ) y C4(VWXYV).

A

C3

C2

C1G F

E
R

DB

K

L

H

C4S

W

X

Y
V

T

U
Q

P

Figura 6-7

Solución

Construya los cortes transversales AH, LQ y TV. Entonces, la región limitada por AHKLQSTVWXYVTUQLPHA-
BDEFGA, tiene conexión simple, por lo que se aplica el teorema de Green. La integral sobre esta frontera es 
igual a

 

ð

AH

þ
ð

HKL

þ
ð

LQ

þ
ð

QST

þ
ð

TV

þ
ð

VWXYV

þ
ð

VT

þ
ð

TUQ

þ
ð

QL

þ
ð

LPH

þ
ð

HA

þ
ð

ABDEFGA

Debido a que las integrales a lo largo de AH y HA, LQ y QL, y TV y VT, se cancelan por parejas, el resultado 
anterior se convierte en:

 

ð

HKL

þ
ð

QST

þ
ð

VWXYV

þ
ð

TUQ

þ
ð

LPH

þ
ð

ABDEFGA

¼
ð

HKL

þ
ð

LPH

0
@

1
Aþ

ð

QST

þ
ð

TUQ

0
B@

1
CAþ

ð

VWXYV

þ
ð

ABDEFGA

¼
ð

HKLPH

þ
ð

QSTUQ

þ
ð

VWXYV

þ
ð

ABDEFGA

¼
ð

C2

þ
ð

C3

þ
ð

C4

þ
ð

C1

¼
ð

C

donde C es la frontera que consiste en C1, C2, C3 y C4. De modo que

 

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy

como se requería.
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6.12. Considere una curva cerrada C en una región de conexión simple. Demuestre que 
Þ
CM dx 1 N dy 5 0 si y 

sólo si −My−y 5 −Ny−x, en cualquier lugar de la región.

Solución
Suponga que M y N son continuas y tienen derivadas parciales continuas en cualquier sitio de la región R limitada 
por C, de modo que sea aplicable el teorema de Green. Entonces,

 

þ

C

M dxþ N dy ¼
ðð

R

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy

Si −My−y 5 −Ny−x en R, entonces es evidente que 
Þ
CM dx 1 N dy 5 0.

A la inversa, suponga que 
Þ
CM dx 1 N dy 5 0 para todas las curvas C. Si (−Ny−x) 2 (−My−y) . 0 en un punto 

P, entonces, por la continuidad de las derivadas, se concluye que (−Ny−x) 2 (−My−y) . 0 en cierta región A que 
rodea a P. Si G es la frontera de A, entonces

 

þ

G

M dxþ N dy ¼
ðð

A

@N

@x
� @M

@y

� �
dx dy . 0

lo que contradice la suposición de que la integral de línea es igual a cero alrededor de toda curva cerrada. De manera 
similar, la suposición de que (−Ny−x) 2 (−My−y) , 0  lleva a una contradicción. Entonces, (−Ny−x) 2 (−My−y) 5 0
en todos los puntos.

Note que la condición (−My−y) 5 (−Ny−x) es equivalente a la condición = × A 5 0, donde A 5 Mi 1 Nj (vea 
los problemas 5.10 y 5.11). Para la generalización a curvas en el espacio, consulte el problema 6.31.

6.13. Sea F 5 2yi 1 xjy(x2 1 y2). a) Calcule = × F. b) Evalúe 
Þ

F ? dr alrededor de cualquier trayectoria cerrada 
y explique los resultados.

Solución

 a) = × F ¼

i j k
@

@x

@

@y

@

@z
�y

x2 þ y2
x

x2 þ y2
0

����������

����������
 5 0, en cualquier región que excluya (0, 0).

 b) 
þ
F � dr ¼ þ �y dxþ x dy

x2 þ y2
. Sea x 5 r cos f y y 5 r sen f, donde (r, f) son coordenadas polares. Entonces,

 dx 5 2r sen f df 1 dr cos f y dy 5 r cos f df 1 dr sen f

por lo que

 
�y dxþ x dy

x2 þ y2
 5 df 5 d arc tan

y

x

� 	

Para una curva cerrada ABCDA (consulte la fi gura 6-8a) que rodea al origen, f 5 0 en A, y f 5 2p después 
de una vuelta completa por A. En este caso, la integral de línea es igual a 

Ð 2p
0

df 5 2p.

A x
O

)b)a

f

D

B

C

y

P

S
R

x
O

f
f

Q

y

Figura 6-8
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Para una curva cerrada PQRSP (vea la fi gura 6-8b) que no rodea al origen, f 5 fo en P, y f 5 fo después de 
dar una vuelta completa hasta P. En este caso, la integral de línea es igual a 

Ð fo

fo
 df 5 0.

Como F 5 Mi 1 Nj, = × F 5 0 es equivalente a −My−y 5 −N/−x y el resultado parecería contradecir a los obte-
nidos en el problema 6.12. Sin embargo, no existe contradicción debido a que M 5 2yy(x2 1 y2) y N 5 xy(x2 1 y2)
no tienen derivadas continuas en ninguna región que incluya (0, 0), y esto fue lo que se supuso en el problema 
6.12.

El teorema de divergencia

6.14. a) Exprese el teorema de divergencia en palabras y b) escríbalo en forma rectangular.

Solución

 a) La integral de superfi cie de la componente normal de un vector A tomado sobre una superfi cie cerrada, es 
igual a la integral de la divergencia de A tomada sobre el volumen encerrado por la superfi cie.

 b) Sea A 5 A1i 1 A2j 1 A3k. Entonces, div A 5 = ? A 5 
@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z
.

La normal unitaria a S es n 5 n1i 1 n2j 1 n3k. Por tanto, n1 5 n ? i 5 cos a, n2 5 n ? j 5 cos b, y 
n3 5 n ? k 5 cos g, donde a, b y g son los ángulos que forman n con la parte positiva de los ejes x, y y z, que son 
las direcciones i, j y k, respectivamente. Las cantidades cos a, cos b y cos g son los cosenos directores de n.
Entonces,

 A ? n 5 (A1i 1 A2j 1 A3k) ? (cos ai 1 cos bj 1 cos gk)

5 A1 cos a 1 A2 cos b 1 A3 cos g

y el teorema de la divergencia se escribe así:

 
ððð

V

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �
dx dy dz ¼

ðð

S

(A1 cos a 1 A2 cos b 1 A3 cos g) dS

6.15. Demuestre físicamente el teorema de divergencia.

Solución

Sea A 5 velocidad v en cualquier punto de un fl uido en movimiento. De la fi gura 6.9a) tenemos que:

 Volumen del fl uido que cruza dS en Dt segundos

5 volumen contenido en un cilindro de base dS y altura vDt

5 (v∆t) ? n dS 5 v ? n dS Dt

Entonces, el volumen de fl uido que atraviesa a dS en cada segundo 5 v ? n dS

v t

dS

n

a)

dS

S

dV = dx dy dz

n

b)

Figura 6-9
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De la fi gura 6-9b) tenemos que:

 Volumen total de fl uido que emerge por segundo de la superfi cie cerrada S 5 

ðð

S

 v ? n dS

Del problema 4.21 del capítulo 4, = ? v dV es el volumen por segundo de fl uido que emerge de un elemento 
de volumen dV. Entonces,

 Volumen total de fl uido que emerge por segundo de todos los elementos de volumen en S 5 

ððð

V

= ? v dV

Con lo que:

 

ðð

S

v � n dS ¼
ððð

V

rrrrr � v dV

6.16. Demuestre el teorema de divergencia.

z
S2 : z = f2 (x, y)

S1 : z = f1 (x, y)dS1

dS2

2
n2

n1

R

x

O

1

y

Figura 6-10

Solución

Sea S una superfi cie cerrada tal que cualquier recta paralela a los ejes coordenados corta a S en, máximo, dos pun-
tos. Suponga que las ecuaciones de las partes inferior y superior, S1 y S2, sean z 5 f1(x, y) y z 5 f2(x, y), respectiva-
mente. Se denota con R la proyección de la superfi cie en el plano xy (vea la fi gura 6-10). Considere que:

 

ððð

V

@A3

@z
dV ¼

ððð

V

@A3

@z
dz dy dx ¼

ðð

R

ðf2(x, y)

z¼f1(x, y)

@A3

@z
dz

2
64

3
75dy dx

¼
ðð

R

A3(x, y, z)
���
f2

z¼f1
dy dx ¼

ðð

R

[A3(x, y, f2)� A3(x, y, f1)] dy dx

Para la parte superior S2, dy dx 5 cos g2dS2 5 k ? n2 dS2, porque la normal n2 a S2 forma un ángulo agudo g2 
con k.

Para la parte inferior S1, dy dx 5 2cos g1dS1 5 2k ? n1 dS1, porque la normal n1 a S1 forma un ángulo obtuso 
g1 con k.

06 Spiegel Cap 006.indd   13806 Spiegel Cap 006.indd   138 6/1/11   14:28:566/1/11   14:28:56



 PROBLEMAS RESUELTOS 139

Entonces,

 

ðð

R

A3(x, y, f2) dy dx ¼
ðð

S2

A3k� n2 dS2
ðð

R

A3(x, y, f1) dy dx ¼ �
ðð

S1

A3k� n1 dS1

y 

 

ðð

R

A3(x, y, f2) dy dx�
ðð

R

A3(x, y, f1) dy dx ¼
ðð

S2

A3k� n2 dS2 þ ðð

S1

A3k� n1 dS1
¼

ðð

S

A3k� n dS

por lo que

 
ððð

V

@A3

@z
dV ¼

ðð

S

A3k� n dS  (1)

De manera similar, al proyectar S sobre los otros planos coordenados,

 
ððð

V

@A1

@x
dV ¼

ðð

S

A1i� n dS
ððð

V

@A2

@y
dV ¼

ðð

S

A2j� n dS
 (2)

  (3)

Al sumar las ecuaciones (1), (2) y (3),

 

ððð

V

@A1

@x
þ @A2

@y
þ @A3

@z

� �
dV ¼

ðð

S

(A1iþ A2jþ A3k) � n dS

o bien:

 

ððð

V

rrrrr�A dV ¼
ðð

S

A� n dS

El teorema puede extenderse a superfi cies en que las rectas paralelas a los ejes coordenados las cruzan en 
más de dos puntos. Para establecer dicha extensión, se subdivide la región acotada por S en subregiones cuyas 
superfi cies satisfagan esta condición. El procedimiento es análogo al que se empleó en el teorema de Green para 
el plano.
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6.17. Evalúe 
ÐÐ

S F ? n dS, donde F 5 4xzi 2 y2j 1 yzk, y S es la superfi cie del cubo limitado por x 5 0, x 5 1, y 5 0,
 y 5 1, z 5 0 y z 5 1.

Solución

Por el teorema de divergencia, la integral pedida es igual a:

 

ððð

V

rrrrr �F dV ¼
ððð

V

@

@x
(4xz)þ @

@y
(�y2)þ @

@z
(yz)

� �
dV

¼
ððð

V

(4z� y) dV ¼
ð1

x¼0

ð1

y¼0

ð1

z¼0

(4z� y) dz dy dx

¼
ð1

x¼0

ð1

y¼0

2z2 � yz
���
1

z¼0
dy dx ¼

ð1

x¼0

ð1

y¼0

(2� y) dy dx ¼ 3

2

La integral de superfi cie también puede evaluarse en forma directa, como en el problema 5.23.

6.18. Verifi que el teorema de divergencia para A 5 4xi 2 2y2j 1 z2k tomada sobre la región limitada por 
x2 1 y2 5 4, z 5 0 y z 5 3.

Solución

 Integral de volumen 5 
ððð

V

rrrrr �A dV ¼
ððð

V

@

@x
(4x)þ @

@y
(�2y2)þ @

@z
(z2)

� �
dV

 5 

ððð

V

(4� 4yþ 2z) dV ¼
ð2

x¼�2

ðffiffiffiffiffiffiffiffi4�x2
p

y¼�
ffiffiffiffiffiffiffiffi
4�x2

p

ð3

z¼0

 (4 2 4y 1 2z) dz dy dx 5 84p

La superfi cie S del cilindro consiste en una base, S1 (z 5 0), la parte superior, S2 (z 5 3), y la parte convexa 
S3 (x2 1 y2 5 4). Entonces,

Integral de superfi cie 5 

ðð

S

A � n dS ¼
ðð

S1

A � n dS1 þ ðð

S2

A � n dS2 þ ðð

S3

A � n dS3

 Sobre S1 (z 5 0), n 5 2k, A 5 4xi 2 2y2j y A ? n 5 0, de modo que 

ðð

S1

 A ? n dS1 5 0

Sobre S2 (z 5 3), n 5 k, A 5 4xi 2 2y2j 1 9k y A ? n 5 9, por lo que

 
ðð

S2

A � n dS2 ¼ 9

ðð

S2

dS2 5 36p,  ya que el área de S2 5 4p

Sobre S3 (x2 1 y2 5 4). Una perpendicular a x2 1 y2 5 4 tiene la dirección =(x2 1 y2) 5 2xi 1 2yj.

 Entonces, una normal unitaria es n 5 
2xiþ 2yjffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4x2 þ 4y2

p ¼ xiþ yj

2
, ya que x2 1 y2 5 4.

 A ? n 5 (4xi 2 2y2j 1 z2k) ? 
xiþ yj

2

� �
 5 2x2 2 y3
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S3

S2 : z = 3

dS3 : 2 d dz

y

dV = dx dy dz

S1 : z = 0

z

x

d

O

Figura 6-11

De la fi gura 6-11, x 5 2 cosu, y 5 2 sen u, dS3 5 2 du dz, y así:

 

ðð

S3

 A ? ndS3 5 

ð2p

u¼0

ð3

z¼0

[2(2 cos u)2 2 (2 sen u)3]2 dz du

 5 

ð2p

u¼0

 (48 cos2 u 2 48 sen3 u)du 5 

ð2p

u¼0

 48 cos2 u du 5 48p

Entonces, la integral de superfi cie 5 0 1 36p 1 48p 5 84p, lo que concuerda con la integral de volumen y 
verifi ca el teorema de divergencia.

Observe que la evaluación de la integral de superfi cie sobre S3 también hubiera podido hacerse con la proyec-
ción de S3 sobre los planos coordenados xz o yz.

6.19. Suponiendo que div A denota la divergencia de un campo vectorial A en el punto P. Demuestre que

 divA 5 lím
DV→0

 

ÐÐ
DS A � n dS

DV

 donde DV es el volumen encerrado por la superfi cie DS y el límite se obtiene al colapsar DV al punto P.

Solución

Por el teorema de divergencia,

 

ððð

DV

divA dV ¼
ðð

DS

A � n dS

Por el teorema del valor medio para las integrales, el lado izquierdo puede escribirse como sigue:

 

divA

ððð

DV

dV ¼ divADV

donde div A es algún valor intermedio entre el máximo y el mínimo de div A a través de DV. Entonces,

 
divA ¼

ÐÐ
DS A � n dS

DV
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Si se obtiene el límite cuando ∆V → 0 en forma tal que P siempre sea interior a DV, div A tiende al valor div A
en el punto P; por tanto

 div A 5 lím
DV→0

ÐÐ
DS A � n dS

DV

Este resultado puede tomarse como un punto de inicio para defi nir la divergencia de A, y de él es posible 
obtener todas las propiedades, incluso la prueba del teorema de divergencia. En el capítulo 7 se usará esta defi ni-
ción para ampliar el concepto de divergencia de un vector para sistemas coordenados diferentes del rectangular. 
Físicamente:

 

ÐÐ
DS A � n dS

DV

representa el fl ujo o fl ujo neto de salida por unidad de volumen del vector A desde la superfi cie ∆S. Si div A es 
positiva en la vecindad de un punto P, signifi ca que el fl ujo de salida desde P es positivo y llamamos a éste una 
fuente. De manera similar, si div A es negativo en la vecindad de P, el fl ujo es de entrada y P recibe el nombre de 
sumidero. Si en una región no existen fuentes ni sumideros, entonces div A 5 0 y A se denomina campo vectorial 
solenoidal.

6.20. Evalúe 
ÐÐ

S r ? ndS, donde S es una superfi cie cerrada.

Solución

Por el teorema de divergencia,

 

ðð

S

r � n dS ¼
ððð

V

rrrrr � r dV ¼
ððð

V

@

@x
iþ @

@y
jþ @

@z
k

� �� (xiþ yjþ zk) dV

¼
ððð

V

@x

@x
þ @y

@y
þ @z

@z

� �
dV ¼ 3

ððð

V

dV ¼ 3V

donde V es el volumen encerrado por S.

6.21. Demuestre que
ððð

V

(frrrrr2c� crrrrr2f) dV ¼
ðð

S

(frrrrrc� crrrrrf) � dS.
Solución

Sea A 5 f=c en el teorema de divergencia. Entonces,

 

ððð

V

rrrrr � (frrrrrc) dV ¼
ðð

S

(frrrrrc) � n dS ¼
ðð

S

(frrrrrc) � dS
Pero

 = ? (f=c) 5 f(= ? =c) 1 (=f) ? (=c) 5 f=2c 1 (=f) ? (=c)

Entonces,

 

ððð

V

rrrrr � (frrrrrc) dV ¼
ððð

V

[frrrrr2cþ (rrrrrf) � (rrrrrc)] dV
o bien:

 
ððð

V

[frrrrr2cþ (rrrrrf) � (rrrrrc)] dV ¼
ðð

S

(frrrrrc) � dS  (1)

lo que demuestra la primera identidad de Green. Al intercambiar en la ecuación (1) f y c,

 
ððð

V

[crrrrr2fþ (rrrrrc) � (rrrrrf)] dV ¼
ðð

S

(crrrrrf) � dS  (2)
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Al restar la ecuación (2) de la (1) queda:

 

ððð

V

(frrrrr2c� crrrrr2f) dV ¼
ðð

S

(frrrrrc� crrrrrf) � dS
 

(3)

que es la segunda identidad de Green o teorema simétrico. En la demostración supusimos que f y c eran funciones 
escalares de posición con derivadas continuas de al menos segundo orden.

6.22. Demuestre que 

ððð

V

rrrrrf dV ¼
ðð

S

fn dS:

Solución

En el teorema de divergencia, sea A 5 fC, donde C es un vector constante. Entonces,

 

ððð

V

rrrrr � (fC) dV ¼
ðð

S

fC � n dS
Como = ? (fC) 5 (=f) ? C 5 C ? =f y fC ? n 5 C(fn),

 

ððð

V

C �rrrrrf dV ¼
ðð

S

C � (fn) dS
Se saca C de las integrales,

 

C � ððð
V

rrrrrf dV ¼ C � ðð
S

fn dS

y como C es un vector constante arbitrario,

 

ððð

V

rrrrrf dV ¼
ðð

S

fn dS

6.23. Demuestre que 

ððð

V

rrrrr � B dV ¼
ðð

S

n� B dS.

Solución

En el teorema de divergencia, sea A 5 B × C, donde C es un vector constante. Entonces,

 

ððð

V

rrrrr � (B� C) dV ¼
ðð

S

(B� C) � n dS

Como = ? (B × C) 5 C ? (= × B) y (B × C) ? n 5 B ? (C × n) 5 (C × n) ? B 5 C ? (n × B),

 

ððð

V

C � (rrrrr � B)dV ¼
ðð

S

C � (n� B) dS

Se saca a C de las integrales,

 

C � ððð
V

rrrrr � B dV ¼ C � ðð
S

n� B dS

y como C es un vector constante arbitrario, queda:

 

ððð

V

rrrrr � B dV ¼
ðð

S

n� B dS
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6.24. Demuestre que en cualquier punto P

 a) =f 5 lím
DV→0

ÐÐ
DS fn dS

DV
 y que b) = × A 5 lím

DV→0

ÐÐ
DS n� A dS

DV

 donde DV es el volumen encerrado por la superfi cie DS, y el límite se obtiene al colapsar DV al punto P.

Solución

 a) Del problema 6.22, 
ÐÐÐ

DV  =f dV 5 
ÐÐ

DS fn dS. Entonces, 
ÐÐÐ

DV  =f ? i dV 5 
ÐÐ

DS fn ? i dS. Por el mismo 
principio empleado en el problema 6.19, tenemos que

 
rrrrrf � i ¼

ÐÐ
DS fn � i dS

DV

donde =f ? i es algún valor intermedio entre el máximo y el mínimo de =f ? i a través de DV. Al obtener el 
límite cuando ∆V → 0 de modo que P sea siempre interior a DV, entonces =f ? i tiende al valor

 =f ? i 5 lím
DV→0

ÐÐ
S
fn � i dS
DV

 (1)

De manera similar, encontramos que:

 =f ? j 5 lím
DV→0

ÐÐ
S
fn � j dS
DV

 (2)

 =f ? k 5 lím
DV→0

ÐÐ
S
fn � k dS
DV

 (3)

Al multiplicar (1), (2) y (3) por i, j y k, respectivamente, y sumar, con el empleo de:

 =f 5 (=f ? i)i 1 (=f ? j)j 1 (=f ? k)k, n 5 (n ? i)i 1 (n ? j)j 1 (n ? k)k

(vea el problema 2.17) se llega al resultado.

 b) Del problema 6.23, al sustituir B por A, 
ÐÐÐ

DV  = × A dV 5 
ÐÐ

DS n × A dS. Entonces, igual que en el inciso a), 
es posible demostrar que:

 (= × A) ? i 5 lím
DV→0

ÐÐ
DS (n� A)� i dS

DV

y llegar a resultados similares con j y k reemplazando a i. Al multiplicar por i, j y k, y sumar, se llega al re-
sultado.

Los resultados obtenidos se toman como puntos de inicio para la defi nición del gradiente y rotacional. Con el 
empleo de dichas defi niciones se amplían los conceptos a sistemas de coordenadas que no sean rectangulares.

6.25. Establezca la equivalencia del operador

 = ○ ; lím
DV→0

 
1

DV
W
ðð

DS

dS W

donde ○ indica un producto punto, un producto cruz o un producto ordinario.

Solución

Para establecer la equivalencia, los resultados de la operación sobre un campo vectorial o escalar deben ser consis-
tentes con los resultados ya obtenidos.

Si ○ es el producto punto, entonces para un vector A,

 = ○ A 5 lím
DV→0

 
1

DV

ðð

DS

dS WA
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o bien:

 div A 5 lím
DV→0

 
1

DV

ðð

DS

dS �A
5 lím

DV→0
 
1

DV

ðð

DS

A � n dS
establecidas en el problema 6.19.

De manera similar, si ○ es el producto cruz,

 rot A 5 = × A 5 lím
DV→0

 
1

DV

ðð

DS

dS� A

1

DV

ðð

DS

n� A dS5 lím
DV→0

establecida en el problema 6.24b).
Asimismo, si ○ es una multiplicación común, entonces, para un escalar f,

 = ○ f 5 lím
DV→0

 
1

DV

ðð

DS

dS W f  o bien =f 5 lím
DV→0

 
1

DV

ðð

DS

f dS

establecida en el problema 6.24a).

6.26. Sea S una superfi cie cerrada, y sea que r denote al vector de posición de cualquier punto (x, y, z) medido desde 
un origen O. Demuestre que

 

ðð

S

n � r
r3

dS

 es igual a a) cero, si O está fuera de S o b) 4p, si O queda dentro de S. Este resultado se conoce como teorema 
de Gauss.

Solución

 a) Por el teorema de divergencia,

 

ðð

S

n � r
r3

dS ¼
ðð

V

ð
rrrrr � r

r3
dV

Pero = ? (ryr3) 5 0 (problema 4.19) en todo lugar dentro de V siempre que r Þ 0 en V, es decir siempre que 
O quede fuera de V y por tanto fuera de S. Entonces,

 

ðð

S

n � r
r3

dS ¼ 0

 b) Si O está dentro de S, se rodea a O con una pequeña esfera s de radio a. Sea que t denote la región acotada por 
S y s. Entonces, según el teorema de divergencia:

 

ðð

Sþs

n � r
r3

dS ¼
ðð

S

n � r
r3

dSþ
ðð

s

n � r
r3

dS ¼
ððð

t

rrrrr � r

r3
dV ¼ 0

ya que r Þ 0 en t. Así,

 

ðð

S

n � r
r3

dS ¼ �
ðð

s

n � r
r3

dS
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 Ahora sobre s, r 5 a, n 5 � r

a
, de modo que 

n � r
r3

¼ (� r=a) � r
a3

¼ � r � r
a4

¼ � a2

a4
¼ � 1

a2
 y

ðð

S

n � r
r3

dS ¼ �
ðð

s

n � r
r3

dS ¼
ðð

s

1

a2
dS ¼ 1

a2

ðð

s

dS ¼ 4pa2

a2
¼ 4p

6.27. Interprete el teorema de Gauss (vea el problema 6.26) desde el punto de vista geométrico.

Solución
Sea que dS denote un elemento de superfi cie y conecte todos los puntos sobre la frontera de dS a O (consulte la 
fi gura 6-12), con lo que se formaría un cono. Sea que dV denote el área de una porción de esfera con centro en 
O y radio igual a r que es cortada por el cono; entonces, el ángulo sólido subtendido por dS en O se defi ne como 
dv 5 dVyr2 y es numéricamente igual al área de esa porción de esfera con centro en O y radio unitario cortado 
por el cono. Sea n la normal a dS unitaria positiva, y llamemos u al ángulo entre n y r; entonces, cos u 5 n ? ryr. 
Asimismo,

 dV 5 6dS cos u 5 6(n ? ryr) dS, por lo que dv 5 6(n ? ryr3) dS,

el signo 1 o el 2 se escoge según sea que n y r formen un ángulo u agudo u obtuso.

dv  = 
dV

r2

r

n

1
O

dV

dS

Figura 6-12

Sea S una superfi cie, como la de la fi gura 6-13a), de modo que cualquier recta la corte en no más de dos pun-
tos. Si O queda fuera de S, entonces en una posición como la señalada con 1, (n ? ryr3) dS 5 dv; mientras que en 
la posición marcada con 2, (n ? ryr3) dS 5 2dv. Una integración sobre estas dos regiones da cero, ya que las con-
tribuciones al ángulo sólido se cancelan. Cuando la integración se realiza sobre S se concluye que 

ÐÐ
S(n ? ryr3) dS

5 0, ya que por cada contribución positiva existe una negativa.
Sin embargo, en el caso en que O está dentro de S, entonces en la posición indicada con 3, (n ? ryr3) dS 5 dv, 

y en la posición 4, (n ? ryr3) dS 5 dv, de modo que las contribuciones se suman en vez de cancelarse. El ángulo 
sólido total en este caso es igual al área de una esfera unitaria, que es 4π, por lo que  

ÐÐ
S(n ? ryr3) dS 5 4p.

b)

Figura 6-13

O

O

S
1

2
3

4

On

n

3

4
a)

d
O

1

2

n

d

OS
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Para superfi cies S tales que una recta corte a S en más de dos puntos, tenemos una situación exactamente igual 
a la ilustrada en la fi gura 6-13. Si O queda fuera de S, por ejemplo, entonces un cono con vértice en O interseca a 
S en un número par de sitios y la contribución a la integral de superfi cie es igual a cero, ya que los ángulos sólidos 
subtendidos en O se cancelan por parejas. Sin embargo, si O está dentro de S, un cono con vértice en O interseca 
a S en un número impar de lugares y como hay cancelación sólo para un número par de ellos, siempre habrá una 
contribución 4p para toda la superfi cie S.

6.28. Un fl uido cuya densidad es r (x, y, z, t) se mueve con velocidad v(x, y, z, t). Si no existen fuentes ni sumideros, 
demuestre que

 
rrrrr � Jþ @r

@t
¼ 0

 donde J 5 rv.

Solución

Considere una superfi cie arbitraria que encierra un volumen V del fl uido. En cualquier momento, la masa de fl uido 
dentro de V es

 

M ¼
ððð

V

r dV

La tasa de incremento de esta masa con respecto del tiempo es

 

@M

@t
¼ @

@t

ððð

V

r dV ¼
ððð

V

@r

@t
dV

La masa de fl uido por unidad de tiempo que sale de V es

 

ðð

S

rv � n dS
(vea el problema 6.15) y por tanto, la tasa de incremento de la masa con respecto del tiempo es

 

�
ðð

S

rv � n dS ¼ �
ððð

V

rrrrr� (rv) dV
por el teorema de divergencia. Entonces,

 

ððð

V

@r

@t
dV ¼ �

ððð

V

rrrrr � (rv) dV
o bien

 

ððð

V

rrrrr � (rv)þ @r

@t

� �
dV ¼ 0

Como V es arbitraria, el integrando, que se supone continuo, debe ser idéntico a cero, con un razonamiento 
similar al utilizado en el problema 6.12. Entonces,

 
rrrrr � Jþ @r

@t
¼ 0

donde J 5 rv. La ecuación se llama de continuidad. Si r es una constante, el fl uido es incompresible y = ? v 5 0, 
es decir, v es solenoidal.

La ecuación de continuidad también aparece en la teoría electromagnética, donde r es la densidad de carga y 
J 5 rv es la densidad de corriente.
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6.29. Si la temperatura en cualquier punto (x, y, z) de un sólido en el momento t es U(x, y, z, t), y si k, r y c son, 
respectivamente, la conductividad térmica, densidad y calor específi co del sólido, que se suponen constantes, 
demuestre que

 

@U

@t
¼ krrrrr2U

 donde k 5 kyrc.

Solución
Sea V un volumen arbitrario en el interior del sólido, y sea S su superfi cie. El fl ujo total de calor a través de S, o 
cantidad de calor que sale de S por unidad de tiempo, es

 

ðð

S

(�krrrrrU) � n dS
Así, la cantidad de calor que entra a S por unidad de tiempo es

 
ðð

S

(krrrrrU) � n dS ¼
ððð

V

rrrrr � (krrrrrU) dV  (1)

por el teorema de divergencia. El calor contenido en un volumen V está dado por

 

ððð

V

crU dV

Entonces, la tasa de incremento del calor con respecto del tiempo es

 
@

@t

ððð

V

crU dV ¼
ððð

V

cr
@U

@t
dV (2)

Se igualan los lados derechos de las ecuaciones (1) y (2), y queda:

 

ððð

V

cr
@U

@t
� rrrrr � (krrrrrU)

� �
dV ¼ 0

y como V es arbitrario, el integrando, que se supuso continuo, debe ser igual a cero, por lo que

 
cr

@U

@t
¼ rrrrr � (krrrrrU)

o, si k, c y r son constantes,

 

@U

@t
¼ k

cr
rrrrr �rrrrrU ¼ krrrrr2U

 

La cantidad k se llama difusividad. Para un fl ujo de calor de estado estable (es decir, cuando −Uy−t 5 0, o cuando 
U es independiente del tiempo), la ecuación se reduce a la de Laplace, =2U 5 0.

Teorema de Stokes

6.30. a) Exprese el teorema de Stokes con palabras, y b) escríbalo en forma rectangular.

Solución
 a) La integral de línea de la componente tangencial de un vector A tomada alrededor de una curva simple cerrada, 

C, es igual a la integral de superfi cie de la componente normal del rotacional de A tomado sobre cualquier 
superfi cie, S, que tenga a C como su frontera.

 b) Como en el problema 6.14b),

 A 5 A1i 1 A2j 1 A3k, n 5 cos ai 1 cos bj 1 cos gk
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Entonces, 

 

rrrrr � A ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
A1 A2 A3

��������

��������
¼ @A3

@y
� @A2

@z

� �
iþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
jþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
k

(rrrrr � A)� n ¼ @A3

@y
� @A2

@z

� �
cosaþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
cosbþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
cos g

A� dr ¼ (A1iþ A2jþ A3k)� (dxiþ dyjþ dzk) ¼ A1 dxþ A2 dyþ A3 dz

y el teorema de Stokes se convierte en:

 

ðð

S

@A3

@y
� @A2

@z

� �
cosaþ @A1

@z
� @A3

@x

� �
cosbþ @A2

@x
� @A1

@y

� �
cos g

� �
dS ¼

þ

C

A1 dxþ A2 dyþ A3 dz

6.31. Demuestre el teorema de Stokes.

Solución

Sea S una superfi cie tal que sus proyecciones sobre los planos xy, yz y xz, sean regiones limitadas por curvas sim-
ples y cerradas, como se ilustra en la fi gura 6-14. Suponga que S tiene la representación z 5 f (x, y) o x 5 g(y, z) 
o y 5 h(x, z), donde f, g y h son funciones valuadas en un solo valor, continuas y diferenciables, respectivamente. 
Debemos demostrar que

 

ðð

S

(rrrrr � A) � n dS ¼
ðð

S

[rrrrr � (A1iþ A2jþ A3k)] � n dS

¼
þ

C

A � dr
donde C es la frontera de S.

n

y

x

z

dx dy

O

C

S

R

dS

Figura 6-14

Primero considere 
ÐÐ

S
 [= × (A1i)] ? n dS. Ya que

 

rrrrr � (A1i) ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z
A1 0 0

��������

��������
¼ @A1

@z
j� @A1

@y
k
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entonces,

 [rrrrr � (A1i)]� n dS ¼ @A1

@z
n� j� @A1

@y
n� k� �

dS  (1)

Si z 5 f (x, y) se toma como la ecuación de S, entonces el vector de posición de cualquier punto de S es r 5 xi 1
yj 1 zk 5 xi 1 yj 1 f (x, y)k, de modo que −ry−y 5 j 1 (−zy−y)k 5 j 1 (−fy−y)k. Pero −r/−y es un vector tangente 
a S (vea el problema 3.25) y por tanto perpendicular a n, de modo que

 
n � @r

@y
¼ n � jþ @z

@y
n � k ¼ 0

 
o
 

n � j ¼ � @z

@y
n � k

Se sustituye en (1) para obtener

 

@A1

@z
n � j� @A1

@y
n � k� �

dS ¼ � @A1

@z

@z

@y
n � k� @A1

@y
n � k� �

dS

o bien

 [rrrrr � (A1i)] � n dS ¼ � @A1

@y
þ @A1

@z

@z

@y

� �
n � k dS  (2)

Ahora sobre S, A1(x, y, z) 5 A1(x, y, f (x, y)) 5 F(x, y); por lo cual 
@A1

@y
þ @A1

@z

@z

@y
¼ @F

@y
, y la ecuación (2) se 

convierte en:

 
[rrrrr � (A1i)] � n dS ¼ � @F

@y
n � k dS ¼ � @F

@y
dx dy

Entonces,

 

ðð

S

[rrrrr � (A1i)] � n dS ¼
ðð

R

� @F

@y
dx dy

donde R es la proyección de S sobre el plano xy. Según el teorema de Green para el plano, la última integral es igual 
a 
Þ
G F dx, donde G es la frontera de R. Como en cada punto (x, y) de G el valor de F es el mismo que el valor de A1 

en cada punto (x, y, z) de C, y como dx es la misma para ambas curvas, se debe tener que:

 

þ

G

F dx ¼
þ

C

A1 dx

o bien

 

ðð

S

[rrrrr � (A1i)] � n dS ¼
þ

C

A1 dx

En forma similar, por proyecciones sobre los otros planos coordenados,

 
ðð

S

[rrrrr � (A2 j)] � n dS ¼
þ

C

A2 dy  y 
ðð

S

[rrrrr � (A3k)] � n dS ¼
þ

C

A3 dz

Así, por adición,

 

ðð

S

(rrrrr � A) � n dS ¼
þ

C

A � dr
El teorema también es válido para superfi cies S que quizá no satisfagan las restricciones impuestas mencio-

nadas. En particular, supongamos que S se subdivide en superfi cies S1, S2, …, Sk con fronteras C1, C2, …, Ck, que 
satisfacen las restricciones. Entonces, el teorema de Stokes se cumple para cada superfi cie. Al sumar estas integra-
les de superfi cie, se obtiene la integral de superfi cie total sobre S. Al sumar las correspondientes integrales de línea 
sobre C1, C2, …, Ck, se obtiene la integral de línea sobre C.
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6.32. Verifi que el teorema de Stokes para A 5 (2x 2 y)i 2 yz2j 2 y2zk, donde S es la mitad superior de la superfi cie 
de la esfera x2 1 y2 1 z2 5 1, y C es su frontera. Sea R la proyección de S sobre el plano xy.

Solución

La frontera C de S es una circunferencia en el plano xy de radio igual a 1 y centro en el origen. Las ecuaciones 
paramétricas de C son x 5 cos t, y 5 sen t y z 5 0, 0 # t , 2p. Entonces,

 

þ

C

A � dr ¼ þ

C

(2x� y) dx� yz2 dy� y2z dz

¼
ð2p

0

 (2 cos t 2 sen t)(2sen t) dt 5 p

Asimismo,

 

rrrrr � A ¼
i j k
@

@x

@

@y

@

@z

2x� y �yz2 �y2z

��������

��������
¼ k

Entonces,

 

ðð

S

(rrrrr � A) � n dS ¼
ðð

S

k � n dS ¼
ðð

R

dx dy

ya que n ? k dS 5 dx dy y R es la proyección de S sobre el plano xy. Esta última integral es igual a:

 

ð1

x¼�1

ðffiffiffiffiffiffiffiffi1�x2
p

y¼�
ffiffiffiffiffiffiffiffi
1�x2

p
dy dx ¼ 4

ð1

0

ðffiffiffiffiffiffiffiffi1�x2
p

0

dy dx ¼ 4

ð1

0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� x2

p
dx ¼ p

y se verifi ca el teorema de Stokes.

6.33. Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que 
Þ
C A ? dr 5 0 en toda curva cerrada C, es que 

= × A 5 0 en forma idéntica.

Solución

Sufi ciencia. Supongamos que = × A 5 0. Entonces, según el teorema de Stokes,

 

þ

C

A� dr ¼ ðð

S

(rrrrr � A) � n dS ¼ 0

Necesidad. Supongamos que 
Þ
C
A ? dr 5 0 alrededor de toda trayectoria cerrada, C, y supongamos que = × A Þ 0

en cierto punto P. Entonces, si se supone que = × A es continuo, habrá una región que tenga a P como un punto 
interior, donde = × A Þ 0. Sea S una superfi cie contenida en esta región y cuya normal n en cada punto tiene la 
misma dirección que = × A, es decir, donde = × A 5 an, donde a es una constante positiva. Sea C la frontera de 
S. Entonces, por el teorema de Stokes:

 

þ

C

A � dr ¼ ðð

S

(rrrrr � A) � n dS ¼ a

ðð

S

n � n dS . 0

lo que contradice la hipótesis de que 
Þ
C
A ? dr 5 0 y demuestra que = × A 5 0.

Se concluye que = × A 5 0 también es una condición necesaria y sufi ciente para que una integral de línea Ð P2

P1
A � dr sea independiente de la trayectoria que une los puntos P1 y P2 (vea los problemas 5.10 y 5.11).
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6.34. Demuestre que 
Þ
dr� B ¼ ÐÐ

S
(n�rrrrr)� B dS.
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Solución
En el teorema de Stokes, sea A 5 B × C, donde C es un vector constante. Entonces,

 

þ
dr � (B� C) ¼

ðð

S

[rrrrr � (B� C)] � n dS

þ
C � (dr� B) ¼

ðð

S

[(C �rrrrr)B� C(rrrrr �B)] � n dS

C � þ dr� B ¼
ðð

S

[(C �rrrrr)B] � n dS�
ðð

S

[C(rrrrr �B)] � n dS

¼
ðð

S

C � [rrrrr(B � n)] dS� ðð

S

C � [n(rrrrr �B)] dS
¼ C � ðð

S

[rrrrr(B � n)� n(rrrrr �B)] dS ¼ C � ðð
S

(n�rrrrr)� B dS
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Ya que C es un vector constante arbitrario 
Þ
dr� B ¼ ÐÐ

S
(n�rrrrr)� B dS:
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6.35. Suponga que ∆S es una superfi cie acotada por una curva cerrada simple, C, y que P es cualquier punto de ∆S 
que no está sobre C, y que n es una normal unitaria a ∆S en P. Demuestre que en P:

 
(rot A) n? 5 lím

DS→0

Þ
C
A � dr
DS
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 donde el límite se toma en forma tal que ∆S se colapse a P.

Solución
De acuerdo con el teorema de Stokes, 

ÐÐ
DS (rot A) � n dS ¼ Þ

C
A � dr.
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Con el empleo del teorema del valor medio para integrales, como en los problemas 6.19 y 6.24, esto puede escri-
birse como sigue:

 
(rot A) ? n 5 

Þ
C
A � dr
DS
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y el resultado requerido se deduce al calcular el límite cuando ∆S → 0.
Esto puede utilizarse como el punto inicial para defi nir rot A (vea el problema 6.36) y es útil en la obtención de 

rot A en sistemas de coordenadas que no sean rectangulares. Como 
Þ
C
A � dr
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 recibe el nombre de circulación de A 
sobre C, la componente normal del rotacional puede interpretarse físicamente como el límite de la circulación por 
unidad de área, lo que hace que rotación de A sea un sinónimo (rot A) en lugar de rotacional de A.

6.36. Suponga que rot A se defi ne de acuerdo con el proceso al límite descrito en el problema 6.35. Encuentre la 
componente de z del rotacional de A.

 

G(x + , y + , z)x
2

y
2

H(x – , y + , z)x
2

y
2

F (x + , y – , z)x
2

y
2

E (x – , y – , z)x
2

y
2

y

z

O

x

k

P(x, y, z)

Figura 6-15

?
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Sea EFGH un rectángulo paralelo al plano xy con un punto interior P(x, y, z) tomado como su punto medio, 
según se ilustra en la fi gura 6-15. Sean A1 y A2 las componentes de A en P en las direcciones positivas de x y y,
respectivamente.

Si C es la frontera del rectángulo, entonces

 

þ

C

A � dr ¼ ð

EF

A � drþ ð

FG

A � drþ ð

GH

A � drþ ð

HE

A � dr
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 Pero,

 

ð

EF

A � dr ¼ A1 � 1

2

@A1

@y
Dy

� �
Dx

ð

GH

A � dr ¼ � A1 þ 1

2

@A1

@y
Dy

� �
Dx

ð

FG

A � dr ¼ A2 þ 1

2

@A2

@x
Dx

� �
Dy

ð

HE

A � dr ¼ � A2 � 1

2

@A2

@x
Dx

� �
Dy
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 excepto para infi nitésimos de orden mayor que ∆x ∆y.

Al sumar se obtiene aproximadamente:

 

þ

C

A � dr ¼ @A2

@x
� @A1

@y

� �
Dx Dy
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Entonces, como ∆S 5 ∆x ∆y,

 componente z de rot A 5 (rot A) ? k

Þ
A � dr
DS

5 lím
DS→0

5 lím
Dx→0
Dy→0

−A2

−x
−A1

−y
Dx Dy

Dx Dy

5
−A2

−x
−A1

−y
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.37. Verifi que el teorema de Green en el plano para 
Þ
C
(3x2 � 8y2) dxþ (4y� 6xy) dy,
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 donde C es la frontera de la región 
defi nida por 

Þ
C

a) y ¼ ffiffiffi
x

p
, y ¼ x2; b) x ¼ 0, y ¼ 0, xþ y ¼ 1.
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6.38. Evalúe 
Þ
C
(3xþ 4y) dxþ (2x� 3y) dy, 
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 donde C es una circunferencia de radio igual a dos, con centro en el origen 
del plano xy y que se recorre en sentido positivo.

6.39. Resuelva el problema anterior para la integral de línea 
Þ
C
(x2 þ y2) dxþ 3xy2 dy.
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6.40. Evalúe 
Þ
(x2 � 2xy) dxþ (x2yþ 3) dy 

06 Spiegel Chapter 06.indd   153 7/10/10   19:24:03

 alrededor de la frontera de la región defi nida por y2 5 8x y x 5 2, a) directa-
mente y b) con el empleo del teorema de Green.

6.41. Evalúe 
Ð (p, 2)
(0, 0)

(6xy� y2) dxþ (3x2 � 2xy) dy  a lo largo de la cicloide x 5 u 2 sen u, y 5 1 2 cos u.

6.42. Evalúe 
Þ
(3x2 þ 2y) dx� (xþ 3 cos y) dy

06 Spiegel Chapter 06.indd   153 7/10/10   19:24:03

 alrededor del paralelogramo cuyos vértices están en (0, 0), (2, 0), (3, 1) y 
(1, 1).
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6.43. Calcule el área limitada por un arco de la cicloide x 5 a(u 2 sen u), y 5 a(1 2 cos u), a . 0, y el eje x.

6.44. Determine el área acotada por la hipocicloide x2y3 1 y2y3 5 a2y3, a . 0.
Sugerencia: Las ecuaciones paramétricas son x 5 a cos3 u, y 5 a sen3 u.

6.45. Demuestre que en coordenadas polares (r, f), se cumple la expresión x dy – y dx 5 r2 df. Interprete 12
Ð
x dy� y dx.
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6.46. Encuentre el área de un lazo de la rosa de cuatro hojas r 5 3 sen 2f.

6.47. Calcule el área de los dos lazos de la lemniscata r2 5 a2 cos 2f.

6.48. Obtenga el área del lazo de la hoja de Descartes x3 1 y3 5 3axy, a . 0 (vea la fi gura 6-16).

 

( a,   a)3
2

3
2

y

O
x + y + a = 0

x

Figura 6-16

 Sugerencia: Sea y 5 tx, y obtenga las ecuaciones paramétricas de la curva. Después utilice el hecho de que

 
Área 5 

1

2

þ
x dy� y dx ¼ 1

2

þ
x2d

� y
x

	
¼ 1

2

þ
x2 dt
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6.49. Verifi que el teorema de Green en el plano 
Þ
C
(2x� y3) dx� xy dy, 
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 donde C es la frontera de la región encerrada por 
las circunferencias x2 1 y2 5 1 y x2 1 y2 5 9.

6.50. Evalúe 
ð(�1, 0)

(1, 0)

�y dxþ x dy

x2 þ y2
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 a lo largo de las trayectorias siguientes:

 a) Segmentos de línea recta que van de (1, 0) a (1, 1), luego a (21, 1) y después a (21, 0).
 b) Segmentos de línea recta que van de (1, 0) a (1, 21), después a (21, 21) y luego a (21, 0).
  Demuestre que, aun cuando −My−y 5 −Ny−x la integral de línea es dependiente a la trayectoria que une (1, 0) 

a (21, 0) y explique.
6.51. Por cambio de variables de (x, y) a (u, v) y de acuerdo con la transformación x 5 x(u, v) e y 5 y(u, v), demuestre 

que el área A de la región R limitada por una curva simple cerrada, C, está dada por

 

A ¼
ðð

R
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J
x, y
u, v

du dv donde J
x, y
u, v

:

−x
−u

−y
−u

−x
−v

−y
−v

 es el jacobiano de x y de y con respecto de u y v. ¿Qué restricciones establecería el lector? Ilustre el resultado donde 
u y v son coordenadas polares.

 Sugerencia: Use el resultado A ¼ 1
2

Ð
x dy� y dx, 
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 transforme a coordenadas u y v, y luego utilice el teorema de 
Green.

6.52. Evalúe 
ÐÐ

S
F � n dS, donde F ¼ 2xyiþ yz2jþ xzk  y S es:
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 a) La superfi cie del paralelepípedo limitado por x 5 0, y 5 0, z 5 0, x 5 2, y 5 1 y z 5 3.
 b) La superfi cie de la región acotada por x 5 0, y 5 0, y 5 3, z 5 0 y x 1 2z 5 6.
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6.53. Verifi que el teorema de divergencia para A 5 2x2yi 2 y2j 1 4xz2k tomado sobre la región en el primer octante 
limitado por y2 1 z2 5 9 y x 5 2.

6.54. Evalúe 
ÐÐ

S
r � n dS
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, donde a) S es la esfera de radio igual a 2 con centro en (0, 0, 0), b) S es la superfi cie del cubo 
limitado por x 5 21, y 5 21, z 5 21, x 5 1, y 5 1 y z 5 1 y c) S es la superfi cie limitada por el paraboloide
z 5 4 2 (x2 1 y2) y el plano xy.

6.55. Suponga que S es cualquier superfi cie cerrada que encierre un volumen V, y A 5 axi 1 byj 1 czk. Demuestre que ÐÐ
S
A � n dS ¼ (aþ bþ c)V .
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6.56. Suponga que H 5 rot A. Demuestre que 
ÐÐ

S
H � n dS ¼ 0 
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 para cualquier superfi cie cerrada S.

6.57. Suponga que n es la normal unitaria que sale desde cualquier superfi cie cerrada de área S. Demuestre que ÐÐÐ
V
div n dV ¼ S.
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6.58. Demuestre que 
ððð

V

dV

r2
¼

ðð

S

r � n
r2

dS.
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6.59. Demuestre que 
ÐÐ

S
r5n dS ¼ ÐÐÐ

V
5r3r dV .
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6.60. Demuestre que 
ÐÐ

S
n dS ¼ 0 
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 para cualquier superfi cie cerrada S.

6.61. Demuestre que la segunda identidad de Green puede escribirse como 

 

ððð

V

(frrrrr2c� crrrrr2f) dV ¼
ðð

S

f
dc

dn
� c

df

dn

� �
dS:
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6.62. Demuestre que 
ÐÐ

S
r� dS ¼ 0
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 para cualquier superfi cie cerrada S.

6.63. Verifi que el teorema de Stokes para A 5 (y 2 z 1 2)i 1 (yz 1 4)j 2 xzk, donde S es la superfi cie del cubo x 5 0, 
y 5 0, z 5 0, x 5 2, y 5 2 y z 5 2, sobre el plano xy.

6.64. Verifi que el teorema de Stokes para F 5 xzi 2 yj 1 x2yk, donde S es la superfi cie de la región acotada por x 5 0, 
y 5 0, z 5 0 y 2x 1 y 1 2z 5 8, que no está incluida en el plano xz.

6.65. Evalúe 
ÐÐ

S
(rrrrr � A) � n dS
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, donde A 5 (x2 1 y 2 4)i 1 3xyj 1 (2xz 1 z2)k y S es la superfi cie de a) el hemisferio 
x2 1 y2 1 z2 5 16 sobre el plano xy y b) el paraboloide z 5 4 2 (x2 1 y2) sobre el plano xy.

6.66. Sea A 5 2yzi 2 (x 1 3y 2 2)j 1 (x2 1 z)k. Evalúe 
ÐÐ

S
(rrrrr � A) � n dS
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 sobre la superfi cie de intersección de los 
cilindros x2 1 y2 5 a2, x2 1 z2 5 a2, incluidos en el primer octante.

6.67. Un vector B siempre es normal a una superfi cie cerrada S. Demuestre que 
ÐÐÐ

V  rot B dV 5 0,
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 donde V es la región 
limitada por S.

6.68. Sea 
þ

C

E� dr ¼ � 1

c

@

@t

ðð

S

H � dS, 
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 donde S es cualquier superfi cie limitada por la curva C. Demuestre que

rrrrr � E ¼ � 1

c

@H

@t
.
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6.69. Demuestre que 
Þ
C
f dr ¼ ÐÐ

S
dS� rrrrrf.
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6.70. Use la equivalencia de operadores del problema resuelto 6.25 para llegar a que: a) =f, b) = ? A y c) = × A, en 
coordenadas rectangulares.

6.71. Haga la demostración de que 
ÐÐÐ

V
rrrrrf �A dV ¼ ÐÐ

S
fA� n dS� ÐÐÐ

V
frrrrr�A dV .
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6.72. Sea r el vector de posición de cualquier punto en relación con un origen O. Suponga que f tiene derivadas conti-
nuas de al menos segundo orden, y sea S una superfi cie cerrada que encierra un volumen V. Denote a f en O por 
medio de fo. Demuestre que

 

ðð

S

1

r
rrrrrf� frrrrr 1

r

� �� �� dS ¼
ððð

V

rrrrr2f

r
dV þ a
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 donde a 5 0 o 4pfo, según si O está fuera o dentro de S.

6.73. El potencial f(P) en un punto P(x, y, z) debido a un sistema de cargas (o masas) q1, q2, …, qn, que tienen vectores 
de posición r1, r2, …, rn, con respecto de P, está dado por:

 
f ¼

Xn
m¼1

qm

rm
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 Demuestre la ley de Gauss:

 

ðð

S

E� dS ¼ 4pQ

06 Spiegel Chapter 06.indd   156 7/10/10   19:24:52

 donde E 5 2=f es la intensidad de campo eléctrico, S es una superfi cie que encierra todas las cargas y 
Q ¼ Pn

m¼1 qm 

06 Spiegel Chapter 06.indd   156 7/10/10   19:24:52

 es la carga total dentro de S.

6.74. Si una región V acotada por una superfi cie S tiene una distribución de carga (o masa) continua de densidad r, en-
tonces el potencial f(P) en un punto P está defi nido por

 

f ¼
ððð

V

r dV

r
:
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 Haga suposiciones razonables y deduzca lo siguiente:

 a) 
ÐÐ

S
E� dS ¼ 4p

ÐÐÐ
V
r dV , donde E 5 2=f.
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 b) =2f 5 24pr (ecuación de Poisson) en todos los puntos P en los que existen cargas, y =2f 5 0 (ecuación de 
Laplace) donde no hay cargas.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6.37. a) valor común 5 3y2, 6.48. 3a2y2
 b) valor común 5 5y3

6.38. 28p 6.49. valor común 5 60p

6.39. 12p 6.50. a) p, b) 2p

6.40. 128y5 6.52. a) 30, b) 351y2

6.41. 6p2 2 4p 6.53. 180

6.42. 26  6.54. a) 32p, b) 24, c) 24p

6.43. 3pa2 6.63. valor común 5 24

6.44. 3pa2y8 6.64. valor común 5 32y3

6.46. 9p/8 6.65. a) 216p, b) 24p

6.47. a2   6.66. 2a2(3p 1 8a)y12
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 Capítulo 7

Coordenadas curvilíneas
7.1 INTRODUCCIÓN

El lector ya está familiarizado con el sistema de coordenadas rectangulares (x, y) y el de coordenadas polares (r, u), 
en el plano. Los dos sistemas se relacionan por medio de las ecuaciones siguientes:

 x 5 r cos u, y 5 r sen u y r ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
, u 5 arc tan (yyx)

Este capítulo trata con sistemas de coordenadas generales en el espacio.

7.2 TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS

Supongamos que las coordenadas rectangulares de cualquier punto (x, y, z) en el espacio se expresan como funciones 
de (u1, u2, u3). Por ejemplo:

 x 5 x(u1, u2, u3), y 5 y(u1, u2, u3) y z 5 z(u1, u2, u3) (1)

Suponga que las expresiones en (1) pueden resolverse para u1, u2 y u3, en términos de x, y y z, es decir,

 u1 5 u1(x, y, z), u2 5 u2(x, y, z) y u3 5 u3(x, y, z) (2)

Se supone que las funciones expresadas en (1) y (2) tienen un solo valor y derivadas continuas de modo que la corres-
pondencia entre (x, y, z) y (u1, u2, u3) es única. En la práctica, esta suposición tal vez no se aplique en ciertos puntos 
y se requiera alguna consideración especial.

Dado un punto P con coordenadas rectangulares (x, y, z), es posible asociar a partir de (2) un conjunto único de 
coordenadas (u1, u2, u3) llamadas coordenadas curvilíneas de P. Los conjuntos de ecuaciones (1) o (2) defi nen una 
transformación de coordenadas.

7.3 COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONALES

Las superfi cies u1 5 c1, u2 5 c2 y u3 5 c3, donde c1, c2 y c3 son constantes, se llaman superfi cies de coordenadas y 
cada pareja de ellas se interseca en curvas llamadas curvas coordenadas o rectas coordenadas (vea la fi gura 7-1). Si 
las superfi cies de coordenadas se intersecan en ángulos rectos, el sistema de coordenadas curvilíneas se denomina 
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 158 CAPÍTULO 7 COORDENADAS CURVILÍNEAS

ortogonal. Las curvas coordenadas u1, u2 y u3 de un sistema curvilíneo son análogas a los ejes coordenados x, y y z 
de un sistema rectangular.

 

u2 = c2

u1 = c1

u3 = c3

u3 curva

u2 curvau1 curva

z

x

y

Figura 7-1      

u3

u2

u1

E2

E1

E3

P

e3

e2
e1

Figura 7-2

7.4 VECTORES UNITARIOS EN SISTEMAS CURVILÍNEOS

Sea r 5 xi 1 yj 1 zk el vector de posición de un punto P, en el espacio. Entonces, la expresión (1) puede escribirse 
como r 5 r(u1, u2, u3). Un vector tangente a la curva u1 en P (para la cual u2 y u3 son constantes) es −ry−u1. Enton-
ces, un vector unitario tangente en dicha dirección es e1 5 (−ry−u1))−ry−u1) de modo que −ry−u1 5 h1e1, donde h1 5 
)−ry−u1). En forma similar, si e2 y e3 son vectores unitarios tangentes a las curvas u2 y u3 en P, respectivamente, en-
tonces −ry−u2 5 h2e2 y −ry−u3 5 h3e3, donde h2 5 )−ry−u2) y h3 5 )−ry−u3). Las cantidades h1, h2 y h3 se llaman factores 
de escala. Los vectores unitarios e1, e2 y e3 tienen las direcciones en las que crecen u1, u2 y u3, respectivamente.

Como =u1 es un vector en P normal a la superfi cie u1 5 c1, un vector unitario en dicha dirección está dado por 
E1 5 =u1y)=u1). De manera similar, los vectores unitarios E2 5 =u2y)=u2) y E3 5 =u3y)=u3) en P, son normales a las 
superfi cies u2 5 c2 y u3 5 c3, respectivamente.

Entonces, en cada punto P de un sistema curvilíneo, en general existen dos conjuntos de vectores unitarios, e1, 
e2 y e3, que son tangentes a las curvas coordenadas E1, E2 y E3 normales a las superfi cies coordenadas (vea la fi gura 
7-2). Los conjuntos son idénticos si y sólo si el sistema de coordenadas curvilíneas es ortogonal (consulte el proble-
ma 7.19). Ambos conjuntos son análogos a los vectores unitarios i, j y k, en coordenadas rectangulares, pero difi eren 
de éstos en que pueden cambiar de dirección de un punto a otro. Es posible demostrar (vea el problema 7.15) que los 
conjuntos −ry−u1, −ry−u2, −ry−u3 y =u1, =u2, =u3  constituyen sistemas recíprocos de vectores.

Un vector A puede representarse en términos de los vectores unitarios básicos e1, e2 y e3 o E1, E2 y E3 en la 
forma

 A 5 A1e1 1 A2e2 1 A3e3 5 a1E1 1 a2E2 1 a3E3

donde A1, A2, A3 y a1, a2, a3 son las componentes respectivas de A en cada sistema.
También se puede representar A en términos de los vectores básicos −ry−u1, −ry−u2 y −ry−u3 o =u1, =u2 y =u3, 

que se llaman vectores unitarios básicos pero que en general no son vectores unitarios. En este caso

 
A ¼ C1

@r

@u1
þ C2

@r

@u2
þ C3

@r

@u3
¼ C1a1 þ C2a2 þ C3a3

y

 A ¼ c1rrrrru1 þ c2rrrrru2 þ c3rrrrru3 ¼ c1b1 þ c2b2 þ c3b3

donde C1, C2 y C3 reciben el nombre de componentes contravariantes de A, y c1, c2 y c3 se llaman componentes 
covariantes de A (consulte los problemas 7.33 y 7.34). Observe que ap 5 −ry−up, bp 5 =up, p 5 1, 2, 3.
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7.5 LONGITUD DE ARCO Y ELEMENTOS DE VOLUMEN

En primer lugar se debe recordar que el vector de posición de un punto P puede escribirse en la forma r 5 r(u1, u2, 
u3). Entonces,

 
dr ¼ @r

@u1
du1 þ @r

@u2
du2 þ @r

@u3
du3 ¼ h1 du1e1 þ h2 du2e2 þ h3 du3e3

Por tanto, la diferencial de longitud de arco, ds, se determina a partir de ds2 5 dr ? dr. Para sistemas ortogonales, 
e1 ? e2 5 e2 ? e3 5 e3 ? e1 5 0, y

 ds2 5 h2
1 du2

1 1 h2
2 du2

2 1 h2
3 du2

3

Para sistemas curvilíneos no ortogonales, o generales, consulte el problema 7.17.
A lo largo de una curva u1, son constantes u2 y u3, por lo que dr 5 h1 du1e1. Entonces, la diferencial de longitud 

de arco ds1 a lo largo de u1 en P es h1du1. De manera similar, las diferenciales de longitud de arco a lo largo de u2 y 
u3 en P son ds2 5 h2 du2, ds3 5 h3 du3.

En relación con la fi gura 7-3, el elemento de volumen para un sistema de coordenadas curvilíneas está dado por

 dV 5 )(h1 du1e1) ? (h2 du2e2) × (h3 du3e3)) 5 h1h2h3 du1 du2 du3

ya que )e1 ? e2 × e3) 5 1.

 

u1

u2

u3

Figura 7-3

h3 du3 e3

P
h 1

du 1
e 1

h2 du2 e2

7.6 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL

Las operaciones de gradiente, divergencia y rotacional pueden expresarse en términos de coordenadas curvilíneas. 
En específi co, se aplica la siguiente proposición.

proposición 7.1: Suponga que F es una función escalar y A 5 A1e1 1 A2e2 1 A3e3 es una función vectorial de 
coordenadas curvilíneas ortogonales u1, u2 y u3. Entonces se cumplen las leyes siguientes:

 i) DF 5 grad F 5
1
h1

−F

−u1
e1 1

1
h2

−F

−u2
e2 1

1
h3

−F

−u3
e3

D A 5 div A 5
1

h1h2h3

−

−u1
(h2h3A1) 1

−

−u2
(h3h1A2) 1

−

−u3
(h1h2A3)

D 3 A 5 rot A 5
1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
−

−u1

−

−u2

−

−u3

h1A1 h2A2 h3A3

 ii) 

 iii) 
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 iv) =2F 5 Laplaciano de F

¼ 1

h1h2h3

@

@u1

h2h3

h1

@F

@u1

� �
þ @

@u2

h3h1

h2

@F

@u2

� �
þ @

@u3

h1h2

h3

@F

@u3

� �� �

Observe que si h1 5 h2 5 h3 5 1, y e1, e2 y e3 se sustituyen por i, j y k, entonces las leyes anteriores se reducen 
a las expresiones habituales en coordenadas rectangulares, donde (u1, u2, u3) es reemplazado por (x, y, z).

Los resultados anteriores se amplían por medio de una teoría más general de sistemas curvilíneos con el empleo 
de métodos de análisis tensorial, que se estudia en el capítulo 8.

7.7 SISTEMAS ESPECIALES DE COORDENADAS ORTOGONALES

La siguiente es una lista de nueve sistemas especiales de coordenadas ortogonales además de las rectangulares ha-
bituales (x, y, z).

1. Coordenadas cilíndricas (r, f, z).
Vea la fi gura 7-4. Aquí,

 x 5 r cos f, y 5 r sen f y z 5 z 

donde r ≥ 0, 0 ≤ f , 2p, 2` , z , `, hr 5 1, hf 5 r  y hz 5 1.

2. Coordenadas esféricas (r, u, f).
Vea la fi gura 7-5. En este caso,

 x 5 r sen u cos f, y 5 r sen u sen f y z 5 r cos u

donde r ≥ 0, 0 ≤ f , 2p, 0 ≤ u ≤ p, hr 5 1, hu 5 r y hf 5 r sen u.

 

ez

e

e

( , , z)

x

y

z

z

x

y

Figura 7-4     

P(r, , )

y

z

x

x

z

y

e

e

er

Figura 7-5

3. Coordenadas cilíndricas parabólicas (u, v, z).
Vea la fi gura 7-6. Ahora,

donde 

x 5 1
2(u

2 v2), y 5 uv    y z 5 z

` < u < ` , v 0, ` < z < ` , hu 5 hv 5 u2 1 v2 y hz 5 1.
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En coordenadas cilíndricas, u ¼ ffiffiffiffiffi
2r

p
cos (f=2),  v ¼

ffiffiffiffiffi
2r

p
 sen (fy2) y z 5 z.

En la fi gura 7-6 se muestran los trazos de las superfi cies coordenadas sobre el plano xy. Son parábolas con el 
mismo foco y eje común.

 

v = 2

v = 3/2

v = 1

v = 1/2

v = 0P

eu

ev

u = 0

u = 1/2

u = 1

u = 3/2

u = 2

u = 5/2

v = 1/2

v = 1

v = 3/2

v = 2

v = 5/2u = –5/2

u = –2

u = –3/2

u = –1

u = –1/2

x

v = 5/2
y

Figura 7-6

4. Coordenadas paraboloides (u, v, f).
 Aquí,

 
x 5 uv cos f, y 5 uv sen f, z 5 1

2(u
2 v2)

donde u 0, v 0, 0 f , 2p, hu 5 hv 5 u2 1 v2 y hf 5 uv.
Al girar las parábolas de la fi gura 7-6 por arriba del eje x, se obtienen dos conjuntos de superfi cies coor-

denadas, y el eje cambia su nombre a z. El tercer conjunto de superfi cies coordenadas son planos que pasan a 
través de dicho eje.

5. Coordenadas cilíndricas elípticas (u, v, z).
Consulte la fi gura 7-7. Aquí,

 x 5 a cosh u cos v, y 5 a senh u sen v y z 5 z

donde u 0, 0 v , 2p, ` , z ,` , hu 5 hv 5 a senh2 u 1 sen2 v y hz 5 1.
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 162 CAPÍTULO 7 COORDENADAS CURVILÍNEAS

Los trazos de las superfi cies coordenadas sobre el plano xy se ilustran en la fi gura 7-7. Son elipses e hipér-
bolas con los mismos focos.

 

v = 0 x

v
=

/2

v = 2

v =

u = 2

y

u = 3/2

u = 3/2

v = 3 /2

v
= 

4
/3

v = 5
/4

v = 7 /6

v = 5 /6

v
= 3

/4
v

= 2
/3

u = 1

u = 1

u = 2

v = /6

v = 11 /6

v = 7
/4v

= 5
/3

v =
/4

v =
/3

P

eu
ev

(–a, 0) u = 0 (a, 0)

Figura 7-7

6. Coordenadas esferoidales alargadas (j, h, f).
Aquí:

 x 5 a senh j sen h cos f, y 5 a senh j sen h sen f, z 5 a cosh j cos h

donde j 0, 0 h p, 0 f , 2p, hj 5 hh 5 a senh2j 1 sen2 h y .hf 5 a senhj senh

Cuando se hacen girar las curvas de la fi gura 7-7 alrededor del eje x se obtienen dos conjuntos de superfi cies 
coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superfi cies coordenadas son planos que 
pasan a través de este eje.

7. Coordenadas esferoidales achatadas (j, h, f).
Aquí,

 x 5 a cosh j cos h cos f, y 5 a cosh j cos h sen f y z 5 a senh j sen h

donde j 0, py y2 h p 2, 0 f , 2p, hj 5 hh 5 a senh2 j 1 sen2 h y hf 5 a cosh j cos h.
Cuando se hacen girar las curvas de la fi gura 7-7 alrededor del eje y, se obtienen dos conjuntos de superfi -

cies coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superfi cies coordenadas son planos 
que pasan a través de este eje.
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8. Coordenadas elipsoidales (l, m, n).
Aquí,

 

x2

a2 � l
þ y2

b2 � l
þ z2

c2 � l
¼ 1, l , c2 , b2 , a2

x2

a2 � m
þ y2

b2 � m
þ z2

c2 � m
¼ 1, c2 , m , b2 , a2

x2

a2 � n
þ y2

b2 � n
þ z2

c2 � n
¼ 1, c2 , b2 , n , a2

hl ¼ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(m� l)(n� l)

(a2 � l)(b2 � l)(c2 � l)

r
,

hm ¼ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(n� m)(l� m)

(a2 � m)(b2 � m)(c2 � m)

s

hn ¼ 1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(l� n)(m� n)

(a2 � n)(b2 � n)(c2 � n)

r

9. Coordenadas bipolares (u, v, z).
Consulte la fi gura 7-8. Aquí,

 x2 1 (y 2 a cot u)2 5 a2csc2 u, (x 2 a coth v)2 1 y2 5 a2csch2 v, z 5 z

o bien,

 
x 5

a senh v
cosh v cos u

, y 5
a sen u

cosh v cos u
, z 5 z

donde 0 ≤ u < 2p, 2` < v < `, 2` < z < `, hu 5 hv 5 ay(cosh v 2 cos u) y hz 5 1.
En la fi gura 7-8 se muestran las superfi cies coordenadas sobre el plano xy. Cuando las curvas de dicha fi gura 

giran alrededor del eje y, el eje cambia su nombre a eje z y se obtiene un sistema de coordenadas toroidales.

 

u
=

/2

u =
/4

u =
/6

v
= 0.5P

v = 1

v
=

 0

v = 2

u
= 

3
/2

u = 7
/4

u = 11
/6

v
= –0

.5

v = –1

v = –2

eu

ev

y

x
(–a, 0) o v = – (a, 0) o v =

Figura 7-8
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 164 CAPÍTULO 7 COORDENADAS CURVILÍNEAS

PROBLEMAS RESUELTOS

7.1. Describa las superfi cies coordenadas y las curvas coordenadas para coordenadas a) cilíndricas y b) esféricas.

Solución
 a) Las superfi cies coordenadas (o superfi cies de nivel) son:

r 5 c1 cilindros coaxiales con el eje z (o eje z si c1 5 0).
f 5 c2 planos a través del eje z.
z 5 c3 planos perpendiculares al eje z.

  Las curvas coordenadas son:

Intersección de r 5 c1 y f 5 c2 (curva z) es una línea recta.
Intersección de r 5 c1 y z 5 c3 (curva f) es una circunferencia (o punto).
Intersección de f 5 c2 y z 5 c3 (curva r) es una línea recta.

 b) Las superfi cies coordenadas son:

r 5 c1 esferas con centro en el origen (u origen si c1 5 0).
u 5 c2 conos con vértice en el origen (rectas si c2 5 0 o π, y el plano xy si c2 5 πy2).
f 5 c3 planos a través del eje z.

  Las curvas coordenadas son:

Intersección de r 5 c1 y u 5 c2 (curva f) es una circunferencia (o punto).
Intersección de r 5 c1 y f 5 c3 (curva u) es una semicircunferencia (c1 ≠ 0).
Intersección de u 5 c2 y f 5 c3 (curva r) es una recta.

7.2. Determine la transformación de coordenadas cilíndricas a rectangulares.

Solución
Las ecuaciones que defi nen la transformación de coordenadas cilíndricas a rectangulares son:

 x 5 r cos f (1)

 y 5 r sen f (2)

 z 5 z (3)

Al elevar al cuadrado las ecuaciones (1) y (2) y sumarlas se obtiene: r2(cos2 f 1 sen2 f) 5 x2 1 y2 o 
r 5 x2 1 y2, ya que cos2 f 1 sen2 f 5 1 y r es positivo.

Se divide la ecuación (2) entre (1),

 

y
x

5
r senf

r cos f
5 tan f o bien f 5 arc tan

y
x

Entonces, la transformación requerida es:

 r 5 x2 1 y2

f 5 arc tan
y
x

z 5 z

 (4)

  (5)

  (6)

Observe que f es indeterminado para puntos sobre el eje z (x 5 0, y 5 0). Éstos se llaman puntos singulares 
de la transformación.
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7.3. Demuestre que un sistema de coordenadas cilíndricas es ortogonal.

Solución
El vector de posición de cualquier punto en coordenadas cilíndricas es

 r 5 xi 1 yj 1 zk 5 r cos fi 1 r sen fj 1 zk

Los vectores tangente a las curvas r, f y z están dados respectivamente por −ry−r, −ry−f y −ry−z, donde

 

−r
−r

5 1cos fi sen fj,
−r
−f

r sen fi 1 r cos fj,
−r
−z

5 k

Los vectores unitarios en estas direcciones son

 

e1 5 er 5
−ry−r

⏐−ry−r⏐
5

cos fi 1 sen fj

cos2 f 1 sen2 f
5 cos fi 1 senfj

e2 5 ef 5
−ry−f

⏐−ry−f⏐
5

r sen fi 1 r cos fj

r2 sen2 f 1 r2 cos2 f
sen fi 1 cos fj

e3 5 ez 5
−ry−z
⏐−ry−z⏐

5 k

Entonces

 

e1 e2 5 (cos fi 1 sen ?fj) ( sen fi 1 cos fj) 5 0

e1 e3 5 (cos fi 1 sen fj) (k) 5 0?

e2 e3 5 ( sen fi 1 cos fj) (k) 5 0?

?

?

?

y por tanto e1, e2 y e3 son mutuamente perpendiculares y el sistema de coordenadas es ortogonal.

7.4. Represente el vector A 5 zi 2 2xj 1 yk en coordenadas cilíndricas. Con el resultado anterior determine Ar, 
Af y Az.

Solución
Del problema 7.3,

 er 5 cos fi 1 sen fj

ef sen fi 1 cos fj

ez 5 k

 (1)

  (2)

  (3)

Al resolver las ecuaciones (1) y (2) en forma simultánea,

 i 5 cos fer sen fef, j 5 sen fer 1 cos fef.

Entonces

 

A 5 zi 2xj 1 yk

5 z(cos fer sen fef) 2r cos f(sen fer 1 cos fef) 1 r sen fez

5 (z cos f 2r cos f sen f)er (z sen f 1 2r cos2 f)ef 1 r sen fez

y

 Ar 5 z cos f 2r cos f sen f, Af z sen f 2r cos2 f y Az 5 r sen f.

7.5. Demuestre que 
d
dt
er 5 ḟef,

d
dt
ef ḟer  donde los puntos denotan diferenciación con respecto del tiem-

po, t.

Solución

Del problema 7.3 se tiene

 er 5 cos fi 1 sen fj y ef sen fi 1 cos fj
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Entonces 
d
dt
er (sen f)ḟi 1 (cos f)ḟj 5 ( sen fi 1 cos fj)ḟ 5 ḟef

d
dt
ef (cos f)ḟi (sen f)ḟj (cos fi 1 sen fj)ḟ ḟer

7.6. Exprese la velocidad v y la aceleración a de una partícula en coordenadas cilíndricas.

Solución
En coordenadas rectangulares, el vector de posición es r 5 xi 1 yj 1 zk y los vectores de velocidad y aceleración 
son:

 
v 5

dr
dt

5 ẋi 1 ẏj 1 żk y a 5
d2r
dt2

5 ẍi 1 ÿj 1 z̈k

En coordenadas cilíndricas, según el problema 7.4:

 

r 5 xi 1 yj 1 zk 5 (r cos f)(cos fer sen fef) 1 (r sen f)(sen fer 1 cos fef) 1 zez
5 rer 1 zez

Entonces

 
v 5

dr
dt

5
dr

dt
er 1 r

der

dt
1
dz
dt

ez 5 ṙer 1 rḟef 1 żez

con el resultado del problema 7.5.  Al diferenciar otra vez,

 r

a 5
d2r
dt2

5
d
dt

(ṙer 1 rḟef 1 żez)

5 ṙ
der

dt
1 r̈er 1 rḟ

def

dt
1 rf̈ef 1 ṙḟef 1 z̈ez

5 ṙḟef 1 r̈er 1 rḟ( ḟer) 1 rf̈ef 1 ṙḟef 1 z̈ez

5 (¨ rḟ2)er 1 (rf̈ 1 2ṙḟ)ef 1 z̈ez

con el resultado del problema 7.5.

7.7. Encuentre el cuadrado del elemento de longitud de arco en coordenadas cilíndricas y determine los factores 
de escala correspondientes.

Solución
Primer método.

 

x 5 r cos f, y 5 r sen f y z 5 z

dx r sen f df 1 cos f dr, dy 5 r cos f df 1 sen f dr y dz 5 dz

Entonces

 

ds2 5 dx2 1 dy2 1 dz2 5 ( r sen f df 1 cos f dr)2 1 (r cos f df 1 sen f dr)2 1 (dz)2

5 (dr)2 1 r2(df)2 1 (dz)2 5 h2
1(dr)2 1 h2

2(df)2 1 h2
3(dz)2

y los factores de escala son: h1 5 hr 5 1, h2 5 hf 5 r y h3 5 hz 5 1 .

Segundo método. El vector de posición es r 5 r cos fi 1 r sen fj 1 zk. Entonces,

 

dr 5
−r
−r
dr 1

−r
−f

df 1
−r
−z
dz

5 (cos fi 1 sen fj) dr 1 ( r sen fi 1 r cos fj) df 1k dz

5 (cos f dr r sen f df)i 1 (sen f dr 1 r cos f df)j 1k dz

Entonces

 

ds2 5 dr dr 5? (cos f dr r sen f df)2 1 (sen f dr 1 r cos f df)2 1 (dz)2

5 (dr)2 1 r2(df)2 1 (dz)2
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7.8. Resuelva el problema 7.7 para coordenadas a) esféricas y b) cilíndricas parabólicas.

Solución
 a)  x 5 r sen u cos f, y 5 r sen u sen f y z 5 r cos u

  Entonces,

dx 5 2r sen u sen f df 1 r cos u cos f du 1 sen u cos f dr
dy 5 r sen u cos f df 1 r cos u sen f du 1 sen u sen f dr
dz 5 2r sen u du 1 cos u dr

  y

 (ds)2 5 (dx)2 1 (dy)2 1 (dz)2 5 (dr)2 1 r2(du)2 1 r2 sen2 u(df)2

  Los factores de escala son h1 5 hr 5 1, h2 5 hu 5 r y h3 5 hf 5 r sen u.

 b)  x 5 1
2 (u2 v2), y 5 uv    y z 5 z

  Entonces

 dx 5 u du 2 v dv, dy 5 u dv 1 v du y dz 5 dz

  y 

 (ds)2 5 (dx)2 1 (dy)2 1 (dz)2 5 (u2 1 v2)(du)2 1 (u2 1 v2)(dv)2 1 (dz)2

  Los factores de escala son h1 5 hu 5 u2 1 v2, h2 5 hv 5 u2 1 v2 y h3 5 hz 5 1.

7.9. Dibuje un elemento de volumen en coordenadas a) cilíndricas y b) esféricas, y diga las magnitudes de sus 
aristas.

Solución
 a) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas cilíndricas (vea la fi gura 7-9a)), tienen magnitudes r df, 

dr y dz. Esto también podría verse por el hecho de que las aristas están dadas por:

 ds1 5 h1du1 5 (1)(dr) 5 dr, ds2 5 h2du2 5 r df y ds3 5 (1)(dz) 5 dz

  con el empleo de los factores de escala obtenidos en el problema 7.7.

 

a) Elemento de volumen en coordenadas cilíndricas. b) Elemento de volumen en coordenadas esféricas.

dV = ( d )(d )(dz)
= d d dz

d d

d

dz

d

d

x

y

z

dV = (r sen d )(r d )(dr)
= r2 sen dr d d

r sen d

P

d
r

O

d

d

r sen

y

z

x

r d

dr

Figura 7-9
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 b) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas esféricas (vea la fi gura 7-9b)) tienen magnitudes dr, r du 
y r sen u df. Esto también se evidencia con el hecho de que las aristas están dadas por

 ds1 5 h1 du1 5 (1)(dr) 5 dr, ds2 5 h2 du2 5 r du y ds3 5 h3 du3 5 r sen u df

  con el uso de los factores de escala obtenidos del problema 7.8a).

7.10. Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas a) cilíndricas, b) esféricas y c) parabólicas.

Solución
El elemento de volumen en coordenadas curvilíneas ortogonales u1, u2, u3, es:

 dV 5 h1h2h3 du1 du2 du3

 a) En coordenadas cilíndricas, u1 5 r, u2 5 f, u3 5 z, h1 5 1, h2 5 r y h3 5 1 (vea el problema 7.7). Entonces,

 dV 5 (1)(r)(1) dr df dz 5 r dr df dz

  Esto también puede observarse de manera directa en la fi gura 7-9a) del problema 7.9.
 b) En coordenadas esféricas, u1 5 r, u2 5 u, u3 5 f, h1 5 1, h2 5 r y h3 5 r sen u (vea el problema 7.8a)). En-

tonces,

 dV 5 (1)(r)(r sen u) dr du df 5 r2 sen u dr du df

  Esto también puede observarse directamente en la fi gura 7-9b).

 c) En coordenadas cilíndricas parabólicas, u1 5 u, u2 5 v, u3 5 z, h1 5 u2 1 v2, h2 5 u2 1 v2 y h3 5 1  (vea 
el problema 7.8b)). Así,

 dV 5 ( u2 1 v2)( u2 1 v2)(1) du dv dz 5 (u2 1 v2) du dv dz

7.11. Obtenga a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV, en coordenadas esféricas achatadas.

Solución
 a) x 5 a cosh j cos h cos f, y 5 a cosh j cos h sen f, z 5 a senh j sen h

 dx 5 2a cosh j cos h sen f df 2 a cosh j sen h cos f dh 1 a senh j cos h cos f dj

 dy 5 a cosh j cos h cos f df 2 a cosh j sen h sen f dh 1 a senh j cos h sen f dj

 dz 5 a senh j cos h dh 1 a cosh j sen h dj

  Entonces,

 

(ds)2 5 (dx)2 1 (dy)2 1 (dz)2 5 a2(senh2 j 1 sen2 h)(dj)2

1 a2(senh2 j 1 sen2 h)(dh)2

1 a2 cosh2 j cos2 h(df)2

  y h1 5 hj 5 a senh2 j 1 sen2 h, h2 5 hh 5 a senh2 j 1 sen2 h y h3 5 hf 5 a cosh j cos h.

 b)  dV 5 (a senh2 j 1 sen2 h)(a senh2 j 1 sen2 h)(a cosh j cos h) dj dh df

5 a3(senh2 j 1 sen2 h) cosh j cos h dj dh df

07_SPIEGEL 007.indd   16807_SPIEGEL 007.indd   168 6/1/11   19:45:596/1/11   19:45:59



 PROBLEMAS RESUELTOS 169

7.12. Encuentre expresiones para los elementos de área en coordenadas curvilíneas ortogonales.

Solución
En relación con la fi gura 7-3, los elementos de área están dados por

 dA1 ¼ j(h2 du2e2)� (h3 du3e3)j ¼ h2h3je2 � e3jdu2 du3 ¼ h2h3 du2 du3

ya que je2 � e3j ¼ je1j ¼ 1. En forma similar:

 

dA2 ¼ j(h1 du1e1)� (h3 du3e3)j ¼ h1h3 du1 du3

dA3 ¼ j(h1 du1e1)� (h2 du2e2)j ¼ h1h2 du1 du2

7.13. Suponga que u1, u2 y u3 son coordenadas curvilíneas ortogonales. Demuestre que el jacobiano de x, y y z con 
respecto de u1, u2 y u3 es 

 

2, u3 is

J
x, y, z

u1, u2, u3

� �
¼ @(x, y, z)

@(u1, u2, u3)
¼

@x

@u1

@y

@u1

@z

@u1
@x

@u2

@y

@u2

@z

@u2
@x

@u3

@y

@u3

@z

@u3

������������

������������

¼ h1h2h3

Solución
Según el problema 2.38, el determinante dado es igual a:

 

@x

@u1
iþ @y

@u1
jþ @z

@u1
k

� �
� @x

@u2
iþ @y

@u2
jþ @z

@u2
k

� �
� @x

@u3
iþ @y

@u3
jþ @z

@u3
k

� �

¼ @r

@u1
� @r

@u2
� @r

@u3
¼ h1e1� h2e2 � h3e3

¼ h1h2h3e1� e2 � e3 ¼ h1h2h3

Si el jacobiano es idénticamente igual a cero, entonces −ry−u1, −ry−u2, −ry−u3 son vectores coplanares y la 
transformación coordenada curvilínea falla, es decir, existe una relación entre x, y y z que tiene la forma F(x, y, z) 5 0.
Entonces se debe pedir que el jacobiano sea diferente de cero.

7.14. Evalúe 
ÐÐÐ

V
(x2 þ y2 þ z2) dx dy dz  donde V es una esfera con centro en el origen y radio igual a a.

Solución
La integral requerida es igual a ocho veces la integral evaluada sobre la parte de la esfera contenida en el primer 
octante (vea la fi gura 7-10a)).

 

x2 + y2 + z2 = a2

x2 + y2 = a2, z = 0 

dV = dx dy dz

x

y

z

a)

r = a

x

y

z

b)

dV = r2 sen dr d d

r

Figura 7-10
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Entonces, en coordenadas rectangulares, la integral es igual a:

 

8

ða

x¼0

ðffiffiffiffiffiffiffiffiffia2�x2
p

y¼0

ð
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2�x2�y2

p

z¼0

(x2 þ y2 þ z2) dz dy dx

pero la evaluación, aunque es posible, es tediosa. Es más fácil utilizar coordenadas esféricas para hacerla. Al cam-
biar a coordenadas esféricas el integrando, x2 1 y2 1 z2, es sustituido por su equivalente r 2, en tanto que el elemento 
de volumen dx dy dz es reemplazado por el elemento de volumen r 2 sen u dr du df (vea el problema 7.10b)). Para 
cubrir la región requerida en el primer octante, se hacen constantes u y f (consulte la fi gura 7-10b)) y se integra de 
r 5 0 a r 5 a; entonces se hace constante a f y se integra de u 5 0 a πy2; por último se integra con respecto de f 
de f 5 0 a f 5 πy2. Aquí realizamos la integración en el orden r, u, f, aunque puede usarse cualquier otro orden. 
El resultado es:

 

8

ðp=2

f¼0

ðp=2

u¼0

ða

r¼0

(r2)(r2 sen

 

u dr du df) ¼ 8

ðp=2

f¼0

ðp=2

u¼0

ða

r¼0

r4sen

 

u dr du df

 
¼ 8

ðp=2

f¼0

ðp=2

u¼0

r5

5
sen

 

u

����
a

r¼0

du df ¼ 8a5

5

ðp=2

f¼0

ðp=2

u¼0

sen u du df

 

¼ 8a5

5

ðp=2

f¼0

� cos u

����
p=2

u¼0

df ¼ 8a5

5

ðp=2

f¼0

df ¼ 4pa5

5

Físicamente, la integral representa el momento de inercia de la esfera con respecto del origen, es decir, el 
momento polar de inercia, si la esfera tiene densidad unitaria.

En general, cuando se transforman integrales múltiples de coordenadas rectangulares a curvilíneas ortogona-
les, el elemento de volumen dx dy dz es sustituido por h1h2h3 du1 du2 du3, o su equivalente.

 
J

x, y, z

u1, u2, u3

� �
du1 du2 du3

donde J es el jacobiano de la transformación de x, y, z a u1, u2, u3 (vea el problema 7.13).

7.15. Sean u1, u2 y u3 las coordenadas generales. Demuestre que −ry−u1, −ry−u2, −ry−u3 y =u1, =u2 y =u3 son 
sistemas de vectores recíprocos.

Solución
Se debe demostrar que

@r

@up
�rrrrruq ¼ 1

0

�

  

p ¼ q

p=q

donde p y q adoptan cualquiera de los valores 1, 2 y 3. Tenemos:

dr ¼ @r

@u1
du1 þ @r

@u2
du2 þ @r

@u3
du3

Se multiplica por =u1 ?. Entonces,

rrrrru1� dr ¼ du1 ¼ rrrrru1� @r

@u1

� �
du1 þ rrrrru1� @r

@u2

� �
du2 þ rrrrru1� @r

@u3

� �
du3

o bien:

rrrrru1� @r

@u1
¼ 1, rrrrru1� @r

@u2
¼ 0, rrrrru1� @r

@u3
¼ 0

De modo similar, las relaciones restantes se demuestran con la multiplicación por =u2 ? y =u3 ?.

si
si
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7.16. Demuestre que 
@r

@u1
� @r

@u2
� @r

@u3

� 	
rrrrru1�rrrrru2 � rrrrru3f g ¼ 1.

Solución
Del problema 7.15, −ry−u1, −ry−u2, −ry−u3 y =u1, =u2, =u3, son sistemas de vectores recíprocos. Entonces, se llega 
al resultado requerido con el problema 2.53c).

El resultado es equivalente a un teorema sobre los jacobianos para

rrrrru1�rrrrru2 � rrrrru3 ¼

@u1
@x

@u1
@y

@u1
@z

@u2
@x

@u2
@y

@u2
@z

@u3
@x

@u3
@y

@u3
@z

������������

������������

¼ J
u1, u2, u3

x, y, z

� �

y por tanto J
x, y, z

u1, u2, u3

� �
J

u1, u2, u3

x, y, z

� �
¼ 1, con el empleo del resultado del problema 7.13.

7.17. Demuestre que el cuadrado del elemento de la longitud de arco en coordenadas curvilíneas generales se pue-
de expresar con

ds2 ¼
X3
p¼1

X3
q¼1

gpq dup duq

Solución
Se tiene que

dr ¼ @r

@u1
du1 þ @r

@u2
du2 þ @r

@u3
du3 ¼ a1 du1 þ a2 du2 þ a3 du3

Entonces

ds2 ¼ dr � dr ¼ a1�a1 du21 þ a1�a2 du1 du2 þ a1�a3 du1 du3

þ a2�a1 du2 du1 þ a2�a2 du22 þ a2�a3 du2 du3

þ a3�a1 du3 du1 þ a3�a2 du3 du2 þ a3�a3 du23

¼
X3
p¼1

X3
q¼1

gpq dup duq

donde gpq ¼ ap�aq:
Ésta se llama la forma cuadrática fundamental o forma métrica. Las cantidades gpq se denominan coefi cientes 

métricos y son simétricos, es decir gpq 5 gqp. Si gpq 5 0, p Þ q, entonces el sistema de coordenadas es ortogonal. 
En este caso, g11 5 h2

1, g22 5 h2
2, g33 5 h2

3. La forma métrica extendida a un espacio dimensional mayor tiene im-
portancia fundamental en la teoría de la relatividad (consulte el capítulo 8).

Gradiente, divergencia y rotacional en coordenadas ortogonales

7.18. Obtenga una expresión para =F en coordenadas curvilíneas ortogonales.

Solución
Sea =F 5 f1e1 1 f2e2 1 f3e3, donde deben encontrarse f1, f2 y f3. Como

dr ¼ @r

@u1
du1 þ @r

@u2
du2 þ @r

@u3
du3

¼ h1e1 du1 þ h2e2 du2 þ h3e3 du3
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se tiene

 dF ¼ rrrrrF � dr ¼ h1f1 du1 þ h2f2 du2 þ h3f3 du3  (1)

Pero

 
dF ¼ @F

@u1
du1 þ @F

@u2
du2 þ @F

@u3
du3

 (2)

Al igualar las ecuaciones (1) y (2),

f1 ¼ 1

h1

@F

@u1
, f2 ¼ 1

h2

@F

@u2  
y
 

f3 ¼ 1

h3

@F

@u3

Entonces,

rrrrrF ¼ e1

h1

@F

@u1
þ e2

h2

@F

@u2
þ e3

h3

@F

@u3

Esto indica la equivalencia del operador

rrrrr ;
e1

h1

@

@u1
þ e2

h2

@

@u2
þ e3

h3

@

@u3

que se reduce a la expresión usual para el operador = en coordenadas rectangulares.

7.19. Sean u1, u2 y u3 coordenadas ortogonales. a) Demuestre que )=up) 5 hp
21, p 5 1, 2, 3. b) Demuestre que

ep 5 Ep.

Solución

 a) Sea F 5 u1 del problema 7.18. Entonces =u1 5 e1yh1 y así )=u1) 5 )e1)yh1 5 h1
21, puesto que )e1) 5 1. De ma-

nera similar, al tener F 5 u2 y u3, )=u2) 5 h2
21 y )=u3) 5 h3

21.

 b) Por defi nición, Ep ¼ rrrrrup
jrrrrrupj. Del inciso a), podemos escribirlo Ep 5 hp=up 5 ep y el resultado se demuestra.

7.20. Demuestre e1 5 h2h3=u2 × =u3 con ecuaciones similares para e2 y e3 donde u1, u2 y u3 son coordenadas orto-
gonales.

Solución
Del problema 7.19,

rrrrru1 ¼ e1

h1
, rrrrru2 ¼ e2

h2   
y
  

rrrrru3 ¼ e3

h3
:

Entonces

rrrrru2 � rrrrru3 ¼ e2 � e3

h2h3
¼ e1

h2h3
  y  e1 ¼ h2h3rrrrru2 �rrrrru3:

De manera similar,

e2 ¼ h3h1rrrrru3 � rrrrru1  y  e3 ¼ h1h2rrrrru1 �rrrrru2:

7.21. Demuestre que en coordenadas ortogonales,

 a) rrrrr � (A1e1) ¼ 1

h1h2h3

@

@u1
(A1h2h3)

 b) rrrrr � (A1e1) ¼ e2

h3h1

@

@u3
(A1h1)� e3

h1h2

@

@u2
(A1h1)

con resultados similares para los vectores A2e2 y A3e3.
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Solución
 a) Del problema 7.20,

rrrrr � (A1e1) ¼ rrrrr � (A1h2h3rrrrru2 � rrrrru3)
¼ rrrrr(A1h2h3) �rrrrru2 �rrrrru3 þ A1h2h3rrrrr � (rrrrru2 �rrrrru3)

¼ rrrrr(A1h2h3) � e2
h2

� e3

h3
þ 0 ¼ rrrrr(A1h2h3) � e1

h2h3

¼ e1

h1

@

@u1
(A1h2h3)þ e2

h2

@

@u2
(A1h2h3)þ e3

h3

@

@u3
(A1h2h3)

� �
� e1

h2h3

¼ 1

h1h2h3

@

@u1
(A1h2h3)

 b) rrrrr � (A1e1) ¼ rrrrr � (A1h1rrrrru1)
¼ rrrrr(A1h1)� rrrrru1 þ A1h1rrrrr � rrrrru1
¼ rrrrr(A1h1)� e1

h1
þ 0

¼ e1

h1

@

@u1
(A1h1)þ e2

h2

@

@u2
(A1h1)þ e3

h3

@

@u3
(A1h1)

� �
� e1

h1

¼ e2

h3h1

@

@u3
(A1h1)� e3

h1h2

@

@u2
(A1h1)

7.22. Exprese div A 5 = ? A en coordenadas ortogonales.

Solución

rrrrr �A ¼ rrrrr � (A1e1 þ A2e2 þ A3e3) ¼ rrrrr � (A1e1)þ rrrrr � (A2e2)þ rrrrr � (A3e3)

¼ 1

h1h2h3

@

@u1
(A1h2h3)þ @

@u2
(A2h3h1)þ @

@u3
(A3h1h2)

� �

con el resultado del problema 7.21a).

7.23. Exprese rot A 5 = × A en coordenadas ortogonales.

Solución

rrrrr � A ¼ rrrrr � (A1e1 þ A2e2 þ A3e3) ¼ rrrrr � (A1e1)þrrrrr � (A2e2)þ rrrrr � (A3e3)

¼ e2

h3h1

@

@u3
(A1h1)� e3

h1h2

@

@u2
(A1h1)þ e3

h1h2

@

@u1
(A2h2)� e1

h2h3

@

@u3
(A2h2)

þ e1

h2h3

@

@u2
(A3h3)� e2

h3h1

@

@u1
(A3h3)

¼ e1

h2h3

@

@u2
(A3h3)� @

@u3
(A2h2)

� �
þ e2

h3h1

@

@u3
(A1h1)� @

@u1
(A3h3)

� �

þ e3

h1h2

@

@u1
(A2h2)� @

@u2
(A1h1)

� �

con el problema 7.21b). Esto puede escribirse

rrrrr � A ¼ 1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3

@

@u1

@

@u2

@

@u3

A1h1 A2h2 A3h3

���������

���������
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7.24. Exprese =2c en coordenadas curvilíneas ortogonales.

Solución
Del problema 7.18,

rrrrrc ¼ e1

h1

@c

@u1
þ e2

h2

@c

@u2
þ e3

h3

@c

@u3
:

Si A ¼ rrrrrc, entonces A1 ¼ 1

h1

@c

@u1
, A2 ¼ 1

h2

@c

@u2
, A3 ¼ 1

h3

@c

@u3
 y por el problema 7.22,

rrrrr�A ¼ rrrrr�rrrrrc ¼ rrrrr2c

¼ 1

h1h2h3

@

@u1

h2h3

h1

@c

@u1

� �
þ @

@u2

h3h1

h2

@c

@u2

� �
þ @

@u3

h1h2

h3

@c

@u3

� �� �

7.25. Use la defi nición de integral

div A ¼ rrrrr �A ¼ lim
DV!0

ÐÐ
DS A � n dS

DV

(vea el problema 6.19) para expresar = ? A en coordenadas curvilíneas ortogonales.

Solución
Considere el elemento de volumen ∆V (vea la fi gura 7-11) cuyas aristas son h1 ∆u1, h2 ∆u2 y h3 ∆u3.

Sea A 5 A1e1 1 A2e2 1 A3e3 y sea n la normal unitaria hacia fuera de la superfi cie ∆S de ∆V. En la cara JKLP, 
n 5 2e1. Entonces, aproximadamente, tenemos que:

ð ð

JKLP

A � n dS ¼ (A ? n en el punto P) (área de JKLP)

¼ [(A1e1 þ A2e2 þ A3e3) � (�e1)](h2h3 Du2 Du3)

¼ �A1h2h3 Du2 Du3  

En la cara EFGH, la integral de superfi cie es

A1h2h3 Du2 Du3 þ @

@u1
(A1h2h3 Du2 Du3)Du1

diferente en infi nitésimos de orden mayor que ∆u1 ∆u2 ∆u3. Entonces, la contribución neta de estas dos caras a la 
integral de superfi cie es:

@

@u1
(A1h2h3 Du2 Du3)Du1 ¼ @

@u1
(A1h2h3)Du1 Du2 Du3

La contribución de las seis caras de ∆V es

@

@u1
(A1h2h3)þ @

@u2
(A2h1h3)þ @

@u3
(A3h1h2)

� �
Du1 Du2 Du3

Se divide esto entre el volumen h1h2h3 ∆u1 ∆u2 ∆u3, y se obtiene el límite cuando ∆u1, ∆u2 y ∆u3 tienden a cero, y 
se llega a:

div A ¼ rrrrr�A ¼ 1

h1h2h3

@

@u1
(A1h2h3)þ @

@u2
(A2h1h3)þ @

@u3
(A3h1h2)

� �

Observe que se habría obtenido el mismo resultado si se hubiera elegido el elemento de volumen ∆V de modo 
que P estuviera en su centro. En este caso, el cálculo se haría en forma análoga al que se siguió en el problema 4.21.

lím
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7.26. Utilice la defi nición de integral

(rot A) � n ¼ (rrrrr � A) � n ¼ lim
DS!0

Þ
C
A � dr
DS

(consulte el problema 6.35) para expresar = × A en coordenadas curvilíneas ortogonales.

Solución
Primero calcularemos (rot A) ? e1. Para ello, consideremos la superfi cie S1 normal a e1 en P, como se ilustra en la 
fi gura 7-12. La frontera de S1 se denotará con C1. Sea A 5 A1e1 1 A2e2 1 A3e3. Tenemos:

þ

C1

A � dr ¼ ð

PQ

A � drþ ð

QL

A � drþ ð

LM

A � drþ ð

MP

A � dr
Se cumplen las aproximaciones siguientes:

 

ð

PQ

A � dr ¼ (A at P)� (h2 Du2e2)
¼ (A1e1 þ A2e2 þ A3e3) � (h2 Du2e2) ¼ A2h2 Du2 

(1)

Entonces
ð

ML

A � dr ¼ A2h2 Du2 þ @

@u3
(A2h2 Du2)Du3

o bien

 

ð

LM

A� dr ¼ �A2h2 Du2 � @

@u3
(A2h2 Du2)Du3  (2)

De manera similar,
ð

PM

A� dr ¼ (Aen P)� (h3Du3e3) ¼ A3h3 Du3

o:

 

ð

MP

A� dr ¼ �A3h3 Du3  (3)

E

F

H

G

L

K

P

J e2

e3

e1

h
3 ∆

u
3

h2 ∆u2

h 1 ∆u 1

C1

e3

e1

e2P

M L

Q

S1

h2 ∆u2

h 3
 ∆

u 3

lím

Figura 7-11 Figura 7-12

en
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y

 

ð

QL

A� dr ¼ A3h3 Du3 þ @

@u2
(A3h3 Du3)Du2

 

(4)

Al sumar (1), (2), (3) y (4), se tiene

þ

C1

A� dr ¼ @

@u2
(A3h3 Du3)Du2 � @

@u3
(A2h2 Du2)Du3

¼ @

@u2
(A3h3)� @

@u3
(A2h2)

� �
Du2 Du3

que  difi ere en infi nitésimos de orden mayor que ∆u2∆u3.
Se divide entre el área de S1 igual a h2h3 ∆u2∆u3 y se obtiene el límite cuando ∆u2 y ∆u3 tienden a cero,

(rot A) ? e1 5 
1

h2h3

@

@u2
(A3h3)� @

@u3
(A2h2)

� �

De manera similar, al elegir áreas S2 y S3 perpendiculares a e2 y e3 en P, respectivamente, se encuentra (rot A) ? e2 
y (rot A) ? e3. Esto lleva al resultado requerido:

rot A ¼ e1

h2h3

@

@u2
(A3h3)� @

@u3
(A2h2)

� �

þ e2

h3h1

@

@u3
(A1h1)� @

@u1
(A3h3)

� �

þ e3

h1h2

@

@u1
(A2h2)� @

@u2
(A1h1)

� �

¼ 1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
@

@u1

@

@u2

@

@u3
h1A1 h2A2 h3A3

��������

��������

El resultado también hubiera podido obtenerse con la elección de P como el centro del área S1; entonces, el 
cálculo se habría hecho como en el problema 6.36.

7.27. Exprese en coordenadas cilíndricas las cantidades: a) =F, b) = ? A, c) = × A y d ) =2F.

Solución
Para coordenadas cilíndricas (r, f, z),

u1 5 r, u2 5 f y u3 5 z;  e1 5 er, e2 5 ef y e3 5 ez;

y 

h1 5 hr 5 1, h2 5 hf 5 r y h3 5 hz 5 1

 a) rrrrrF ¼ 1

h1

@F

@u1
e1 þ 1

h2

@F

@u2
e2 þ 1

h3

@F

@u3
e3

¼ 1

1

@F

@r
er þ 1

r

@F

@f
ef þ 1

1

@F

@z
ez

¼ @F

@r
er þ 1

r

@F

@f
ef þ @F

@z
ez
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 b) = A 5
1

h1h2h3

−

−u1
(h2h3A1) 1

−

−u2
(h3h1A2) 1

−

−u3
(h1h2A3)

5
1

(1)(r)(1)
−

−r
(r)(1)Ar 1

−

−f
(1)(1)Af 1

−

−z
(1)(r)Az

5
1
r

−

−r
(rAr) 1

−Af

−f
1

−

−z
(rAz)

  donde A 5 Are1 1 Afe2 1 Aze3, es decir, A1 5 Ar, A2 5 Af y A3 5 Az.

 c) = A 5
1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
−

−u1

−

−u2

−

−u3

h1A1 h2A2 h3A3

5
1
r

er ref ez
−

−r

−

−f

−

−z
Ar rAf Az

5
1
r

−Az
−f

−

−z
(rAf) er 1 r

−Ar

−z
r

−Az
−r

ef 1
−

−r
(rAf)

−Ar

−f
ez

 d) =2F 5
1

h1h2h3

−

−u1

h2h3

h1

−F

−u1
1

−

−u2

h3h1

h2

−F

−u2
1

−

−u3

h1h2

h3

−F

−u3

5
1

(1)(r)(1)
−

−r

(r)(1)
(1)

−F

−r
1

−

−f

(1)(1)
r

−F

−f
1

−

−z
(1)(r)

(1)
−F

−z

5
1
r

−

−r
r

−F

−r
1

1
r2

−2F

−f2 1
−2F

−z2

7.28. Exprese: a) = × A y b) =2c en coordenadas esféricas.

Solución
Aquí, u1 5 r, u2 5 u y u3 5 f; e1 5 er , e2 5 eu y e3 5 ef; h1 5 hr 5 1, h2 5 hu 5 r y h3 5 hf 5 r sen u.

 a) A 5
1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
−

−u1

−

−u2

−

−u3

h1A1 h2A2 h3A3

5
1

(1)(r)(r senu)

er reu r sen u ef

−

−r
−

−u

−

−f

Ar rAu r sen u Af

5
1

r2 senu

−

−u
(r sen uAf)

−

−f
(rAu) er

1
−Ar
−f

−

−r
(r senu Af) reu 1

−

−r
(rAu)

−Ar
−u

r senu ef

 b) =2c 5
1

h1h2h3

−

−u1

h2h3

h1

−c

−u1
1

−

−u2

h3h1

h2

−c

−u2
1

−

−u3

h1h2

h3

−c

−u3

5
1

(1)(r)(r senu)
−

−r
(r)(r senu)

(1)
−c

−r
1

−

−u

(r senu)(1)
r

−c

−u
1

−

−f

(1)(r)
r senu

−c

−f

5
1

r2 senu
senu

−

−r
r2 −c

−r
1

−

−u
senu

−c

−u
1

1
senu

−2c

−f2

5
1
r2

−

−r
r2 −c

−r
1

1
r2 senu

−

−u
sen u

−c

−u
1

1

r2 sen2u

−2c

−f2
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7.29. Escriba la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas parabólicas.

Solución
Del problema 7.8b),

u1 5 u, u2 5 v, y u3 5 z; h1 5 u2 1 v2, h2 5 u2 1 v2 y h3 5 1

Entonces,

=2c 5
1

u2 1 v2

−

−u
−c

−u
1

−

−v
−c

−v
1

−

−z
(u2 1 v2)

−c

−z

5
1

u2 1 v2

−2c

−u2
1

−2c

−v2
1

−2c

−z2

y la ecuación de Laplace es =2c 5 0 o bien

−2c

−u2
1

−2c

−v2
1 (u2 1 v2)

−2c

−z2
5 0

7.30. Exprese la ecuación de conducción del calor, −Uy−t 5 k=2U, en coordenadas cilíndricas elípticas.

Solución
En este caso, u1 5 u, u2 5 v y u3 5 z; h1 5 h2 5 a senh2u 1 sen2v y h3 5 1. Entonces,

=2U 5
1

a2(senh2u 1 sen2v)

−

−u
−U
−u

1
−

−v
−U
−v

1
−

−z
a2(senh2u 1 sen2v)

−U
−z

5
1

a2(senh2u 1 sen2v)

−2U
−u2

1
−2U
−v2

1
−2U
−z2

y la ecuación de conducción del calor es

−U
−t

5 k
1

a2(senh2u 1 sen2v)

−2U
−u2

1
−2U
−v2

1
−2U
−z2

Coordenadas curvilíneas de superfi cie

7.31. Demuestre que el cuadrado del elemento de longitud de arco sobre la superfi cie r 5 r(u, v) puede escribirse 
así

ds2 5 E du2 1 2F du dv 1Gdv2

Solución
Se tiene

dr 5
−r
−u
du 1

−r
−v
dv

Por tanto

ds2 5 dr dr

5
−r
−u

−r
−u
du2 1 2

−r
−u

−r
−v
du dv1

−r
−v

−r
−v
dv2

5 E du2 1 2F du dv1Gdv2

07_SPIEGEL 007.indd   17807_SPIEGEL 007.indd   178 6/1/11   19:47:126/1/11   19:47:12



 PROBLEMAS RESUELTOS 179

7.32. Demuestre que el elemento de área de la superfi cie r 5 r(u, v) está dado por

dS 5 EG F2 du dv

Solución
El elemento de superfi cie está dado por

dS 5
−r
−u
du

−r
−v
dv 5

−r
−u

−r
−v

du dv 5
−r
−u

−r
−v

−r
−u

−r
−v

du dv

La cantidad bajo el radical es igual a lo siguiente (vea el problema 2.48):

−r
−u

−r
−u

−r
−v

−r
−v

−r
−u

−r
−v

−r
−v

−r
−u

5 EG F2

de donde se obtiene el resultado.

Problemas varios sobre coordenadas generales

7.33. Sea A un vector defi nido dado con respecto de dos sistemas de coordenadas curvilíneas generales (u1, u2, u3) 
y (u1, u2, u3). Encuentre la relación entre las componentes contravariantes del vector en los dos sistemas de 
coordenadas.

Solución
Suponga que las ecuaciones de transformación de un sistema rectangular (x, y, z) a los sistemas (u1, u2, u3) y 
(u1, u2, u3) están dadas por:

 

x ¼ x1(u1, u2, u3), y ¼ y1(u1, u2, u3), z ¼ z1(u1, u2, u3)

x ¼ x2(u1, u2, u3), y ¼ y2(u1, u2, u3), z ¼ z2(u1, u2, u3)

�

 
(1)

Entonces existe una transformación directamente del sistema (u1, u2, u3) al sistema (u1, u2, u3) defi nida por:

 u1 ¼ u1(u1, u2, u3), u2 ¼ u2(u1, u2, u3) y u3 ¼ u3(u1, u2, u3)  (2)

y a la inversa. De la ecuación (1),

dr 5
−r
−u1

du1 1
−r
−u2

du2 1
−r
−u3

du3 5 a1 du1 1 a2 du2 1 a3 du3

dr 5
−r

−u1
d u1 1

−r
−u2

d u2 1
−r
−u3

d u3 5 a1 du1 1 a2 du2 1 a3 du3

Entonces

 
u u ua1 du1 1 a2 du2 1 a3 du3 5 a1 d 1 1 a2 d 2 1 a3 d 3   (3)

De la ecuación (2),

u
u u u

u u u

u u u

du1 5
−u1

− 1
d 1 1

−u1

−u2
d 2 1

−u1

−u3
d 3

du2 5
−u2

−u1
d 1 1

−u2

−u2
d 2 1

−u2

−u3
d 3

du3 5
−u3

−u1
d 1 1

−u3

−u2
d 2 1

−u3

−u3
d 3
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Al sustituir en la ecuación (3) e igualar los coefi cientes de du1, du2 y du3 en ambos lados encontramos que:

 

a1 ¼ a1

@u1
@u1

þ a2

@u2
@u1

þ a3

@u3
@u1

a2 ¼ a1

@u1
@u2

þ a2

@u2
@u2

þ a3

@u3
@u2

a3 ¼ a1

@u1
@u3

þ a2

@u2
@u3

þ a3

@u3
@u3

8>>>>>>><
>>>>>>>:

 

(4)

Ahora es posible expresar A en los dos sistemas de coordenadas:

 A ¼ C1a1 þ C2a2 þ C3a3  y  A ¼ C1a1 þ C2a2 þ C3a3  (5)

donde C1, C2 y C3 y C1, C2 y C3 son las componentes contravariantes de A en los dos sistemas. Al sustituir la 
ecuación (4) en la (5),

C1a1 þ C2a2 þ C3a3 ¼ C1a1 þ C2a2 þ C3a3

¼ C1

@u1
@u1

þ C2

@u1
@u2

þ C3

@u1
@u3

� �
a1 þ C1

@u2
@u1

þ C2

@u2
@u2

þ C3

@u2
@u3

� �
a2

þ C1

@u3
@u1

þ C2

@u3
@u2

þ C3

@u3
@u3

� �
a3

Entonces

 

C1 ¼ C1

@u1
@u1

þ C2

@u1
@u2

þ C3

@u1
@u3

C2 ¼ C1

@u2
@u1

þ C2

@u2
@u2

þ C3

@u2
@u3

C3 ¼ C1

@u3
@u1

þ C2

@u3
@u2

þ C3

@u3
@u3

8>>>>>>><
>>>>>>>:

 

(6)

o, en notación abreviada,

 
Cp ¼ C1

@up
@u1

þ C2

@up
@u2

þ C3

@up
@u3

p ¼ 1, 2, 3
 

(7)

y, en forma aún más abreviada,

 
Cp ¼

X3
q¼1

Cq

@up
@uq

p ¼ 1, 2, 3

 
(8)

De modo similar, al intercambiar las coordenadas vemos que

 
Cp ¼

X3
q¼1

Cq

@up
@uq

p ¼ 1, 2, 3

 
(9)

Los resultados anteriores llevan a adoptar la defi nición siguiente. Si tres cantidades, C1, C2 y C3 de un sistema 
de coordenadas (u1, u2, u3) se relacionan con otras tres cantidades, C1, C2 y C3 de otro sistema de coordenadas, 
(u1, u2, u3) por las ecuaciones de transformación (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes 
de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango.

7.34. Resuelva el problema 7.33 para las componentes covariantes de A.

Solución
Escriba las componentes covariantes de A en los sistemas (u1, u2, u3) y (u1, u2, u3), como c1, c2, c3 y c1, c2, c3, 
respectivamente. Entonces:

 A ¼ c1rrrrru1 þ c2rrrrru2 þ c3rrrrru3 ¼ c1rrrrru1 þ c2rrrrru2 þ c3rrrrru3 (1)
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Ahora, como up ¼ up(u1, u2, u3) con p 5 1, 2, 3,

 

8>>>>>>><
>>>>>>>:

−up
−x

5
−up
−u1

−u1

−x
1

−up
−u2

−u2

−x
1

−up
−u3

−u3

−x

−up
−y

5
−up
−u1

−u1

−y
1

−up
−u2

−u2

−y
1

−up
−u3

−u3

−y

−up
−z

5
−up
−u1

−u1

−z
1

−up
−u2

−u2

−z
1

−up
−u3

−u3

−z

p 5 1, 2, 3   (2)

Asimismo,

 

c1rrrrru1 þ c2rrrrru2 þ c3rrrrru3 ¼ c1
@u1
@x

þ c2
@u2
@x

þ c3
@u3
@x

� �
i

þ c1
@u1
@y

þ c2
@u2
@y

þ c3
@u3
@y

� �
jþ c1

@u1
@z

þ c2
@u2
@z

þ c3
@u3
@z

� �
k (3)

y 

 

c1rrrrr u1 1 c2rrrrr u2 1 c3rrrrr u3 5 c1
−u1

−x
1 c2

−u2

−x
1 c3

−u3

−x
i

1 c1
−u1

−y
1 c2

−u2

−y
1 c3

−u3

−y
j 1 c1

−u1

−z
1 c2

−u2

−z
1 c3

−u3

−z
k

 (4)

Al igualar coefi cientes de i, j y k en las ecuaciones (3) y (4),

 

8>>>>>>><
>>>>>>>:

c1
−u1

−x
1 c2

−u2

−x
1 c3

−u3

−x
5 c1

−u1

−x
1 c2

−u2

−x
1 c3

−u3

−x

c1
−u1

−y
1 c2

−u2

−y
1 c3

−u3

−y
5 c1

−u1

−y
1 c2

−u2

−y
1 c3

−u3

−y

c1
−u1

−z
1 c2

−u2

−z
1 c3

−u3

−z
5 c1

−u1

−z
1 c2

−u2

−z
1 c3

−u3

−z

  (5)

Al sustituir las ecuaciones (2) con p 5 1, 2, 3, en cualquiera de las ecuaciones (5), e igualar los coefi cientes de

@u1
@x

,
@u2
@x

,
@u3
@x

,
@u1
@y

,
@u2
@y

,
@u3
@y

,
@u1
@z

,
@u2
@z  

y
 

@u3
@z

en cada lado, se encuentra que

 

8>>>>>>><
>>>>>>>:

c1 5 c1
−u1

−u1
1 c2

−u2

−u1
1 c3

−u3

−u1

c2 5 c1
−u1

−u2
1 c2

−u2

−u2
1 c3

−u3

−u2

c3 5 c1
−u1

−u3
1 c2

−u2

−u3
1 c3

−u3

−u3

  (6)

que puede escribirse como

 
cp 5 c1

−u1

−up
1 c2

−u2

−up
1 c3

−u3

−up
p 5 1, 2, 3  

 (7)

o bien,

 cp ¼
X3
q¼1

cq
@uq
@up

p ¼ 1, 2, 3  (8)
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Del mismo modo, puede demostrarse que:

 cp ¼
X3
q¼1

cq
@uq
@up

p ¼ 1, 2, 3  (9)

Los resultados anteriores nos llevan a adoptar la defi nición siguiente. Si tres cantidades c1, c2, c3 de un sistema 
de coordenadas (u1, u2, u3) están relacionadas con otras tres cantidades, c1, c2, c3 de otro sistema de coordenadas 
(u1, u2, u3) por las ecuaciones de transformación (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes 
de un vector covariante, o bien tensor covariante del primer rango.

Al generalizar los conceptos de este problema y del 7.33 a espacios de dimensión mayor, y con la generaliza-
ción del concepto de vector, llegamos al análisis tensorial, que se estudia en el capítulo 8. En el proceso de gene-
ralización es conveniente usar una notación concisa a fi n de expresar las ideas fundamentales en forma breve. Sin 
embargo, debe recordarse que a pesar de la notación que se emplee, las ideas básicas que se tratan en el capítulo 8 
están estrechamente relacionadas con las que se analizan en éste.

7.35. a) Demuestre que en coordenadas generales (u1, u2, u3),

g ¼
g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

������

������
¼ @r

@u1
� @r

@u2
� @r

@u3

� �2

donde gpq son los coefi cientes de dup duq en ds2 (vea el problema 7.17).

 b) Demuestre que el elemento de volumen en coordenadas generales es 
ffiffiffi
g

p
du1 du2 du3.

Solución
 a) Del problema 7.17,

 gpq ¼ ap �aq ¼ @r

@up
� @r

@uq
¼ @x

@up

@x

@uq
þ @y

@up

@y

@uq
þ @z

@up

@z

@uq
p, q ¼ 1, 2, 3  (1)

  Entonces, con el uso del teorema siguiente sobre multiplicación de determinantes,

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

������

������
A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

������

������
¼

a1A1 þ a2A2 þ a3A3 a1B1 þ a2B2 þ a3B3 a1C1 þ a2C2 þ a3C3

b1A1 þ b2A2 þ b3A3 b1B1 þ b2B2 þ b3B3 b1C1 þ b2C2 þ b3C3

c1A1 þ c2A2 þ c3A3 c1B1 þ c2B2 þ c3B3 c1C1 þ c2C2 þ c3C3

������

������

  se tiene que

@r

@u1
� @r

@u2
� @r

@u3

� �2

¼

@x

@u1

@y

@u1

@z

@u1
@x

@u2

@y

@u2

@z

@u2
@x

@u3

@y

@u3

@z

@u3

������������

������������

2

¼

@x

@u1

@y

@u1

@z

@u1
@x

@u2

@y

@u2

@z

@u2
@x

@u3

@y

@u3

@z

@u3

������������

������������

@x

@u1

@x

@u2

@x

@u3
@y

@u1

@y

@u2

@y

@u3
@z

@u1

@z

@u2

@z

@u3

������������

������������

¼
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

�������

�������

 b) El elemento de volumen está dado por

dV ¼ @r

@u1
du1

� �
� @r

@u2
du2

� �
� @r

@u3
du3

� �����
���� ¼

@r

@u1
� @r

@u2
� @r

@u3

����
����du1 du2 du3

¼ ffiffiffi
g

p
du1 du2 du3  para la parte a).

  Observe que 
ffiffiffi
g

p
 es el valor absoluto del jacobiano de x, y y z, con respecto de u1, u2 y u3 (vea el problema 7.13).
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7.36. Describa y dibuje las superfi cies y curvas coordenadas para a) cilíndricas elípticas, b) bipolares y c) cilíndri-
cas parabólicas.

7.37. Determine la transformación de coordenadas a) esféricas a rectangulares y b) esféricas a cilíndricas.

7.38. Exprese cada uno de los siguientes lugares geométricos en coordenadas esféricas: a) la esfera x2 1 y2 1 z2 5 
9, b) el cono z2 5 3(x2 1 y2), c) el paraboloide z 5 x2 1 y2, d) el plano z 5 0 y e) el plano y 5 x.

7.39. Suponga que r, f, z son coordenadas cilíndricas. Describa cada uno de los lugares geométricos siguientes y 
escriba la ecuación respectiva en coordenadas rectangulares: a) r 5 4 y z 5 0, b) r 5 4, c) f 5 py2 y d) f 5 py3 
y z 5 1.

7.40. Suponga que u, v y z son coordenadas cilíndricas elípticas, donde a 5 4. Describa cada uno de los lugares 
geo-métricos siguientes, y escriba la ecuación para cada uno en coordenadas rectangulares:
a) v 5 py4, b) u 5 0 y z 5 0, c) u 5 ln 2 y z 5 2 y d) v 5 0 y z 5 0.

7.41. Suponga que u, v y z son coordenadas cilíndricas parabólicas. Grafi que las curvas o regiones descritas por 
cada una de las siguientes: a) u 5 2 y z 5 0, b) v 5 1 y z 5 2, c) 1 # u # 2, 2 # v # 3 y z 5 0 y d) 1 , u , 2, 
2 , v , 3 y z 5 0.

7.42. a) Encuentre los vectores unitarios er, eu y ef de un sistema de coordenadas esféricas en términos de i, j y k.
 b) Resuelva para i, j y k en términos de er, eu y ef.

7.43. Represente el vector A 5 2yi 2 zj 1 3xk en coordenadas esféricas y determine Ar, Au y Af.

7.44. Pruebe que un sistema de coordenadas esféricas es ortogonal.

7.45. Demuestre que son ortogonales los sistemas de coordenadas a) cilíndricas parabólicas, b) cilíndricas elípticas 
y c) esferoidales achatadas.

7.46. Haga la demostración de que _er ¼ _u eu þsen u _f ef, _eu ¼ �_u er þ cos u _f ef, _ef ¼ � sen u _f er � cos u _f eu.

7.47. Exprese la velocidad v y la aceleración a de una partícula en coordenadas esféricas.

7.48. Determine el cuadrado del elemento de longitud de arco y los factores de escala correspondientes en coorde-
nadas: a) paraboloides, b) cilíndricas elípticas y c) esferoidales achatadas.

7.49. Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas: a) paraboloides, b) cilíndricas elípticas y c) bipolares.

7.50. Encuentre a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV para coordenadas esferoidales alargadas.

7.51. Obtenga expresiones para los factores de escala en coordenadas: a) elipsoidales y b) bipolares.

7.52. Determine los elementos de área de un elemento de volumen en coordenadas: a) cilíndricas, b) esféricas y c) 
paraboloides.

7.53. Pruebe que una condición necesaria y sufi ciente para que un sistema de coordenadas curvilíneas sea ortogo-
nal es que gpq 5 0 para p Þ q.

7.54. Encuentre el jacobiano J
x, y, z

u1, u2, u3

� �
 para coordenadas: a) cilíndricas, b) esféricas, c) cilíndricas parabólicas,

d) cilíndricas elípticas y e) esféricas alargadas.

7.55. Evalúe 
ÐÐÐ

V

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
dx dy dz, donde V es la región acotada por z 5 x2 1 y2 y z 5 8 2 (x2 1 y2). Sugerencia: 

Use coordenadas cilíndricas.

7.56. Encuentre el volumen de la más pequeña de las dos regiones limitadas por la esfera x2 1 y2 1 z2 5 16 y el 
cono z2 5 x2 1 y2.

7.57. Use coordenadas esféricas para calcular el volumen de la más chica de las dos regiones acotadas por una 
esfera de radio a y un plano que la interseca a una distancia h a partir de su centro.

07_SPIEGEL 007.indd   18307_SPIEGEL 007.indd   183 6/1/11   19:48:036/1/11   19:48:03



 184 CAPÍTULO 7 COORDENADAS CURVILÍNEAS

7.58. a) Describa las superfi cies coordenadas y curvas coordenadas para el sistema:

x2 2 y2 5 2u1 cos u2,  xy 5 u1 sen u2  y  z 5 u3

 b) Demuestre que el sistema es ortogonal. c) Determine J
x, y, z

u1, u2, u3

� �
 para el sistema. d) Demuestre que 

u1 y u2 están relacionados con las coordenadas cilíndricas r y f, y determine la relación.

7.59. Encuentre el momento de inercia de la región limitada por x2 2 y2 5 2, x2 2 y2 2 4, xy 5 1, xy 5 2, z 5 1 y 
z 5 3, con respecto del eje z, si la densidad es constante e igual a k. Sugerencia: Haga x2 – y2 5 2u, 
xy 5 v.

7.60. Determine −ry−u1, −ry−u2, −ry−u3, =u1, =u2, =u3 en coordenadas: a) cilíndricas, b) esféricas y c) cilíndricas 
parabólicas. Demuestre que para estos sistemas, e1 5 E1, e2 5 E2 y e3 5 E3.

7.61. Dada la transformación de coordenadas u1 5 xy, 2u2 5 x2 1 y2 y u3 5 z. a) Demuestre que el sistema de coorde-

nadas no es ortogonal. b) Obtenga J
x, y, z

u1, u2, u3

� �
. c) Calcule ds2.

7.62. Obtenga =F, div A y rot A, en coordenadas cilíndricas parabólicas.

7.63. Exprese a) =c y b) = ? A, en coordenadas esféricas.

7.64. Encuentre =2c en coordenadas esferoidales achatadas.

7.65. Escriba la ecuación (−2Fy−x2) 1 (−2Fy−y2) 5 F en coordenadas cilíndricas elípticas.

7.66. Exprese la ecuación de Maxwell, = × E 5 2 (1yc)(−Hy−t), en coordenadas esferoidales alargadas.

7.67. Escriba la ecuación de Schroedinger de la mecánica cuántica, =2c 1 (8p2myh2)[E 2 V(x, y, z)]c 5 0, en 
coordenadas cilíndricas parabólicas, donde m, h y E son constantes.

7.68. Escriba la ecuación de Laplace en coordenadas paraboloides.

7.69. Exprese la ecuación del calor, −Uy−t 5 k=2U, en coordenadas esféricas si U es independiente de: a) f, b) f y u 
c) r y t y d) f, u, y t.

7.70. Encuentre el elemento de longitud de arco sobre una esfera de radio igual a a.

7.71. Demuestre que en cualquier sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales, div rot A 5 0 y rot grad F 5 0.

7.72. Demuestre que el área de una región dada, R, de la superfi cie r 5 r(u, v) es 
ÐÐ

R

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
EG� F2

p
du dv. Use esto para 

determinar el área de la superfi cie de una esfera.

7.73. Demuestre que un vector de longitud p, que es normal en todas partes a la superfi cie r 5 r(u, v), está 
dado por

A 5 6 p
−r
−u

−r
−v


 ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
EG� F2

p

7.74. a) Describa la transformación plana x 5 x(u, v) y y 5 y(u, v).
 b) ¿En qué condiciones serán ortogonales las rectas coordenadas u y v?

7.75. Sean (x, y) las coordenadas de un punto P en un plano rectangular xy, y (u, v) las de un punto Q en un plano 
rectangular uv. Si x 5 x(u, v) y y 5 y(u, v), decimos que hay una correspondencia o mapeo entre los puntos 
P y Q.
 a) Si x 5 2u 1 v y y 5 u – 2v, demuestre que las rectas en el plano xy corresponden a rectas en el plano uv.
 b) ¿A qué corresponde el cuadrado limitado por x 5 0, x 5 5, y 5 0 y y 5 5, en el plano uv?

 c) Calcule el jacobiano J
x, y
u, v

 y demuestre que esto se relaciona con las razones de las áreas del cuadrado 

y su imagen en el plano uv.

7.76. Sea x ¼ 1
2
(u2 � v2) e y 5 uv. Determine la imagen (o imágenes) en el plano uv de un cuadrado acotado por 

x 5 0, x 5 1, y 5 0 e y 5 1, en el plano xy.
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7.77. Demuestre que bajo condiciones apropiadas para F y G,

ð1

0

ð1

0

e�s(xþy)F(x)G(y) dx dy ¼
ð1

0

e�st

ðt

0

F(u)G(t � u) du

8<
:

9=
;dt

Sugerencia: Use la transformación x 1 y 5 t y x 5 v, del plano xy al plano vt. El resultado es importante en 
la teoría de la transformada de Laplace.

7.78. a) Sea x 5 3u1 1 u2 2 u3, y 5 u1 1 2u2 1 2u3 y z 5 2u1 2 u2 2 u3. Encuentre el volumen del cubo limitado 
por x 5 0, x 5 15, y 5 0, y 5 10, z 5 0 y z 5 5, y la imagen de este cubo en el sistema de coordenadas 
rectangulares u1u2u3.

 b) Relacione la razón de estos volúmenes con el jacobiano de la transformación.

7.79. Sean (x, y, z) y (u1, u2, u3) las coordenadas rectangulares y curvilíneas de un punto, respectivamente.
 a) Si x 5 3u1 1 u2 2 u3, y 5 u1 1 2u2 1 2u3 y z 5 2u1 2 u2 2 u3, ¿es ortogonal el sistema u1u2u3?
 b) Encuentre ds2 y g para dicho sistema.
 c) ¿Cuál es la relación entre este problema y el anterior?

7.80. Sean x ¼ u21 þ 2, y ¼ u1 þ u2 y z ¼ u23 � u1. Encuentre: a) g y b) el jacobiano J ¼ @(x, y, z)

@(u1, u2, u3)
. Compruebe 

que J2 5 g.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7.36. a) u 5 c1 y v 5 c2 son cilindros elíptico e hiperbólico, respectivamente, con sus ejes z en común. z 5 c3, 
que son planos. Consulte la fi gura 7-7.

 b) u 5 c1 y v 5 c2 son cilindros circulares cuyas intersecciones con el plano xy son círculos con centros en 
los ejes y y x, respectivamente, y que se intersecan en ángulos rectos. Los cilindros u 5 c1 pasan todos 
por los puntos (2a, 0, 0) y (a, 0, 0). z 5 c3 son planos. Vea la fi gura 7-8.

 c) u 5 c1 y v 5 c2 son cilindros parabólicos cuyos trazos sobre el plano xy son parábolas coaxiales mutua-
mente perpendiculares que se intersecan, con vértices sobre el eje x pero en lados opuestos del origen. z 
5 c3 son planos. Vea la fi gura 7-6.

  Las curvas coordenadas son las intersecciones de las superfi cies coordenadas.

7.37. a) r ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2 þ z2

p
, u ¼ arc tan

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
x2 þ y2

p
z

 y f ¼ arc tan
y

x
:

 b) r ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2 þ z2

p
, u ¼ arc tan

r

z
 y f ¼ f:

7.38. a) r 5 3.
 b) u 5 py6.
 c) r sen2 u 5 cos u.
 d ) u 5 py2.
 e) El plano y 5 x está integrado por dos semiplanos f 5 py4 y f 5 5py4.

7.39. a) Circunferencia en el plano xy x2 1 y2 5 16, z 5 0.
 b) Cilindro x2 1 y2 5 16 cuyo eje coincide con el eje z.
 c) El plano yz, donde y $ 0.
 d ) La línea recta y ¼

ffiffiffi
3

p
x y z 5 1, donde x $ 0 e y $ 0.

7.40. a) Cilindro hiperbólico x2 2 y2 5 8.
 b) Recta que une los puntos (24, 0, 0) y (4, 0, 0), es decir, x 5 t, y 5 0 y z 5 0, donde 24 # t # 4.

 c) Elipse 
x2

25
þ y2

9
¼ 1, z 5 2. d ) La porción del eje x defi nida por x $ 4, y 5 0 y z 5 0.

7.41. a) Parábola y2 5 8(x 2 2) y z 5 0. b) Parábola y2 5 2x 1 1 y z 5 2. c) Región del plano xy acotada por las 
parábolas y2 5 22(x 2 1y2), y2 5 28(x 2 2), y2 5 8(x 1 2) e y2 5 18(x 1 9y2) incluyendo la frontera.

 d) Igual que el inciso c), pero sin la frontera.
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7.42. a) er 5 sen u cos fi 1 sen u sen fj 1 cos uk, eu 5 cos u cos fi 1 cos u sen fj 2 sen uk
  ef 5 2 sen fi 1 cos fj.
 b) i 5 sen u cos fer 1 cos u cos feu 2 sen fef, j 5 sen u sen fer 1 cos u sen feu 1 cos fef

k 5 cos uer 2 sen ueu.

7.43. A 5 Ar er 1 Au eu 1 Afef donde

Ar 5 2r sen2 u sen f cos f 2 r sen u cos u sen f 1 3r sen u cos u cos f

Au 5 2r sen u cos u sen f cos f 2 r cos2 u sen f 2 3r sen2 u cos f

Af 5 22r sen u sen2 f 2 r cos u cos f.

7.47. v vrer v e v e  donde vr r, v r  y v r sen

 a arer a e a e  donde ar r r 2 r sen2 2

  

a
1
r

d
dt

(r2 ) r sen cos 2

a
1

r sen
d
dt

(r2 sen2 ).

 

y

7.48. a) ds2 (u2 v2)(du2 dv2) u2v2 d 2, hu hv u2 v2 y h uv.

ds2 a2(senh2 u sen2 v)(du2 dv2) dz2, hu hv a senh2u sen2 v y hz 1.

ds2 a2(senh2 sen2 )(d 2 d 2) a2 cosh2 cos2 d 2,

h h a senh2 sen2  y h a cosh cos .

7.49. a) uv(u2 v2) du dv d , b) a2(senh2 u sen2 v) du dv dz y c) 
a2 du dv dz

(cosh v cos u)2 .

7.50. a) h h a senh2 sen2  y h a senh sen .

a3(senh2 sen2 ) senh sen d d d .

7.52. a) d d , d dx y d dz, b) r sen dr d , r2 sen d d    y r dr d  y

 c) (u2 v2)du dv, uv u2 v2 du d     y uv u2 v2 dv d .

7.54. a) r, b) r2 sen u, c) u2 1 v2, d) a2( senh2 u 1 sen2 v) y e) a3( senh2 j 1 sen2 h) senh j sen h

7.55. a) 
256

15
7.56.

64 (2 2)
3

7.57.
3

(2a3 3a2h h3) 7.58. c) 1
2,  d ) u1

1
2

2 y u2 2

7.59. a) 2 k

7.60. a) 
r

cos i sen j,
xi yj

x2 y2
cos i sen j,

r
sen i cos j,

sen i cos j
,

r
z

k     y z k

b)

c)

b)
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 b) −r
−r

5 senu cos f i 1 senu senf j 1 cos u k

−r
−u

5 r cos u cos f i 1 r cos u senf j r senu k

−r
−f

r senu senu i 1 r senu cos f j

= r 5
xi 1 yj 1 zk

x2 1 y2 1 z2
5 senu cos f i 1 senu senu j 1 cos u k

=u 5
xzi 1 yz j (x2 1 y2)k

(x2 1 y2 1 z2) x2 1 y2
5

cos u cos f i 1 cos u senf j senu k
r

=f 5
y i 1 x j

x2 1 y2
5

senf i 1 cos f j
r senu

 c) 
−r
−u

5 ui 1 vj,
−r
−v

vi 1 uj,
−r
−x

5 k

=u 5
ui 1 vj
u2 1 v2

, =v 5
vi 1 uj

u2 1 v2
, = z 5 k

7.61. b) 1
y2 x2

, c) ds2 5
(x2 1 y2)(du2

1 1 du2
2) 4xy du1du2

(x2 y2)2 1 du2
3 5

u2(du2
1 1 du2

2) 2u1 du1du2

2(u2
2 u2

1)
1 du2

3

7.62. =F 5
1

u2 1 v2

−F

−u
eu 1

1

u2 1 v2

−F

−v
ev 1

−F

−z
ez

div A 5
1

u2 1 v2

−

−u
u2 1 v2Au 1

−

−v
u2 1 v2Av 1

−Az

−z

rot A 5
1

u2 1 v2

−Az

−v
−

−z
u2 1 v2Av u2 1 v2eu

1
−

−z
u2 1 v2Au

−Az

−u
u2 1 v2ev

1
−

−u
u2 1 v2Av

−

−v
u2 1 v2Au ez

7.63. a) =c 5
−c

−r
er 1

1
r

−c

−u
eu 1

1
r senu

−c

−f
ef

= A 5
1
r2

−

−r
(r2Ar) 1

1
r senu

−

−u
( senuAu) 1

1
r senu

−Af

−f
 b)

7.64. =2c 5
1

a2 cosh j( senh2 j 1 sen2 h)

−

−j
cosh j

−c

−j

1
1

a2 cos h( senh2 j 1 sen2 h)

−

−h
cos h

−c

−h
1

1

a2 cosh2 j cos2 h

−2c

−f2

7.65. 
−2F

−u2
1

−2F

−v2
5 a2( senh2 u 1 sen2 v)F
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7.66.
1

aRS2

−

−h
(REf)

−

−f
(SEh) Sej

1
−

−f
(SEj)

−

−j
(REf) Seh 1

−

−j
(SEh)

−

−h
(SEj) Ref

1
c

−Hj

−t
ej

1
c

−Hh

−t
eh

1
c

−Hf

−t
ef

donde R senh j sen h y S senh2 j 1 sen2 h.

7.67.
1

u2 1 v2

−2c

−u2
1

−2c

−u2
1

−2c

−z2
1

8p2m
h2

[E W(u, v, z)]c 5 0, donde W(u, v, z) 5 V(x, y, z).

7.68. uv2 −

−u
u

−c

−u
1 u2v

−

−v
v

−c

−v
1 (u2 1 v2)

−2c

−f2 5 0

7.69. a)
−U
−t

5 k
1
r2

−

−r
r2 −U

−r
1

1
r2 senu

−

−u
senu

−U
−u

b)
−U
−t

5 k
1
r2

−

−r
r2 −U

−r

c)  sen u
−

−u
senu

−U
−u

1
−2U

−f2 5 0 d)
d
dr

r2 dU
dr

5 0

7.70. ds2 5 a2 du2 1 sen2 u df2 , 7.74.  b)
−x
−u

−x
−v

1
−y
−u

−y
−v

5 0

7.78. a) 750, 75 y  b) Jacobiano 5 10

7.79. a) No y  b) ds2 5 14du2
1 1 6du2

2 1 6du2
3 1 6du1du2 6du1du3 1 8du2du3  y g 5 100

7.80. a) g 5 16u2
1u2

3 y  b) J 5 4u1u3
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 Capítulo 8

Análisis tensorial
8.1 INTRODUCCIÓN

Las leyes físicas, si han de ser válidas, deben ser independientes de cualquier sistema de coordenadas que se utilice 
para describirlas matemáticamente. Un estudio de las consecuencias de este requerimiento lleva al análisis tensorial, 
que es de gran utilidad en la teoría general de la relatividad, la geometría diferencial, la mecánica, la elasticidad, la 
hidrodinámica, la teoría electromagnética y muchos otros campos de la ciencia y la ingeniería.

8.2 ESPACIOS DE N DIMENSIONES

Un punto en un espacio tridimensional es un conjunto de tres números, llamados coordenadas, determinados por 
medio de un sistema particular de coordenadas o marco de referencia. Por ejemplo, (x, y, z), (r, f, z), (r, u, f), son 
coordenadas de un punto en sistemas de coordenadas rectangulares, cilíndricas y esféricas, respectivamente. Por 
analogía, un punto en un espacio N dimensional es un conjunto de N números que se denotan con (x1, x2, …, xN), 
donde 1, 2, …, N son superíndices y no exponentes, práctica que demostrará su utilidad más adelante.

El hecho de que no podamos visualizar puntos en espacios con más de tres dimensiones no tiene, por supuesto, 
nada que ver con su existencia.

8.3 TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS

Sean (x1, x2, …, xN) y (x1, x2, . . . , xN) las coordenadas de un punto en dos diferentes marcos de referencia. Suponga-
mos que existen N relaciones independientes entre las coordenadas de los dos sistemas, con la forma

 

x1 ¼ x1(x1, x2, . . . , xN)
x2 ¼ x2(x1, x2, . . . , xN)

..

. ..
.

xN ¼ xN(x1, x2, . . . , xN)

 (1)

que se indicarán en forma abreviada con

 x2k 5 x2k(x1, x2, . . . , xN)  k 5 1, 2, . . . , N (2)

donde se supone que las funciones involucradas se evalúan en un solo valor, son continuas y tienen derivadas con-
tinuas. Entonces, a cada conjunto de coordenadas (x1, x2, . . . , xN), corresponderá un conjunto único (x1, x2, …, xN) 
dado por

 xk 5 xk(x21, x22, . . . , x2N)  k 5 1, 2, . . . , N (3)

Las relaciones (2) o (3) defi nen una transformación de coordenadas de un marco de referencia a otro.
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 190 CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL

Convención de suma

Considere la expresión a1x
1 1 a2x

2 1 … 1 aNxN. La cual puede escribirse con el uso de la notación 
PN

j¼1 ajx
j. Una 

notación aún más breve consiste en escribir simplemente ajx j, donde adoptamos la convención de que siempre que 
un índice (superíndice o subíndice) se repita en un término dado, hemos de sumar sobre ese índice desde 1 hasta N, a 
menos que se especifi que algo diferente. Ésta se llama convención de suma. Es evidente que en vez de usar el índice 
j podríamos emplear otra literal, por ejemplo p, y la suma se escribiría como apxp. Cualquier índice que se repita en 
un término dado de modo que se aplique la convención de la suma se llama índice mudo o índice umbral.

Un índice que ocurra sólo una vez en un término dado recibe el nombre de índice libre y denota cualquiera de los 
números 1, 2, …, N, como k en la ecuación (2) o en la (3), cada uno de los cuales representa N ecuaciones.

8.4 VECTORES CONTRAVARIANTE Y COVARIANTE

Suponga que en un sistema de coordenadas (x1, x2, …, xN) hay N cantidades A1, A2, …, AN relacionadas con otras N 
cantidades A1, A2, . . . , AN en otro sistema de coordenadas (x1, x2, . . . , xN ) por las ecuaciones de transformación

 
A
p ¼

XN
q¼1

@xp

@xq
Aq p ¼ 1, 2, . . . , N

que según las convenciones adoptadas podría escribirse como

 
A
p ¼ @xp

@xq
Aq

Entonces éstas se llaman componentes de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango o primer 
orden. Para obtener una motivación para estas transformaciones, consulte los problemas 7.33 y 7.34.

Por otro lado, suponga que en un sistema de coordenadas (x1, x2, …, xN) hay N cantidades A1, A2, ..., AN relacio-
nadas con otras N cantidades A1, A2, . . . , AN en otro sistema de coordenadas (x1, x2, . . . , xN ) mediante las ecuaciones 
de transformación

 
Ap ¼

XN
q¼1

@xq

@xp
Aq p ¼ 1, 2, . . . , N

o bien

 
Ap ¼ @x q

@x p Aq

Entonces, éstas reciben el nombre de vector covariante o tensor covariante de primer rango o primer orden. 
Note que se usa un superíndice para indicar las componentes contravariantes, mientras que un subíndice se em-

plea para denotar las componentes covariantes; una excepción a esto ocurre en la notación para las coordenadas.
En vez de hablar de un tensor cuyas componentes son Ap o Ap, será frecuente que hagamos referencia a él como 

el tensor Ap o Ap. No debiera haber ninguna confusión en esto.

8.5 TENSORES CONTRAVARIANTES, COVARIANTES Y MIXTOS

Suponga que en un sistema de coordenadas (x1, x2, …, xN) hay N2 cantidades Aqs relacionadas con otras N2 cantidades 
A

pr
 en otro sistema de coordenadas (x1, x2, . . . , xN ) mediante las ecuaciones de transformación

 

A
pr ¼

XN
s¼1

XN
q¼1

@xp

@xq
@x r

@xs
Aqs p, r ¼ 1, 2, . . . , N

o bien

 
A

pr ¼ @xp

@xq
@xr

@xs
Aqs

08 Spiegel 008.indd   19008 Spiegel 008.indd   190 6/1/11   14:35:206/1/11   14:35:20
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según las convenciones adoptadas se denominan componentes contravariantes de un tensor de segundo rango o de 
rango dos.

Las N2 cantidades Aqs se llaman componentes covariantes de un tensor de segundo rango si

 
Apr ¼ @xq

@xp
@x s

@xr
Aqs

En forma similar, las N2 cantidades Aq
s se denominan componentes de un tensor mixto de segundo rango si

 
A
p
r ¼

@xp

@xq
@x s

@xr
Aq
s

Delta de Kronecker

La delta de Kronecker, que se denota con d j
k, se defi ne como sigue:

 
d j
k ¼ 0

1

�
 si j Þ k

si j 5 k

Como lo indica su notación, se trata de un tensor mixto de segundo rango.

8.6 TENSORES DE RANGO MAYOR QUE DOS, CAMPOS TENSORIALES

Los tensores de rango tres o más se defi nen con facilidad. En específi co, por ejemplo, Aqst
kl son las componentes de 

un tensor mixto de rango 5, contravariante de orden 3 y covariante de orden 2, donde se transforman de acuerdo con 
las relaciones

 
A
prm
ij ¼ @ x p

@x q

@ x r

@x s

@ xm

@x t

@x k

@x i

@x l

@x j
A
qst
kl

Escalares o invariantes

Suponga que f es una función de las coordenadas xk, y sea que f denota el valor funcional bajo una transformación a
un nuevo conjunto de coordenadas xk. Entonces, f se llama escalar o invariante con respecto de la transformación 
de coordenadas si f 5 f. Un escalar o invariante también se llama tensor de rango cero.

Campos tensoriales

Si a cada punto de una región en un espacio N dimensional le corresponde un tensor defi nido, decimos que se ha 
defi nido un campo tensorial. Éste es un campo vectorial o un campo escalar, en función de si el tensor es de rango 
uno o cero. Debe notarse que un tensor o campo tensorial no sólo es el conjunto de sus componentes en un sistema 
especial de coordenadas, sino todos los posibles conjuntos con cualquier transformación de coordenadas.

Tensores simétricos y simétricos oblicuos

Un tensor se llama simétrico con respecto de dos índices contravariantes o covariantes si sus componentes no se 
alteran con el intercambio de los índices. Así, si Aqs

mpr 5 Aqs
pmr, el tensor es simétrico en m y p. Si un tensor es si-

métrico con respecto de cualesquiera dos índices contravariantes y cualesquiera dos índices covariantes, se llama 
simétrico.

Un tensor recibe el nombre de simétrico oblicuo con respecto de dos índices contravariantes o covariantes si sus 
componentes cambian de signo con el intercambio de los índices. Así, si Aqs

mpr 5 2Aqs
pmr, el tensor es simétrico oblicuo 

en m y p. Si un tensor es simétrico oblicuo con respecto de cualesquiera dos índices contravariantes y cualesquiera 
dos índices covariantes, se denomina simétrico oblicuo.
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 192 CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL

8.7 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON TENSORES

Se aplican las siguientes operaciones.

1. Adición. La suma de dos o más tensores del mismo rango y tipo (es decir, el mismo número de índices 
contravariantes y el mismo número de índices covariantes) también es un tensor del mismo rango y tipo. Por 
lo que, si Aq

mp y Bq
mp son tensores, entonces Cq

mp 5 Aq
mp 1 Bq

mp también es un tensor. La adición de tensores 
es conmutativa y asociativa.

2. Sustracción. La diferencia de dos tensores del mismo rango y tipo también es un tensor del mismo rango 
y tipo. Así, si Aq

mp y Bq
mp son tensores, entonces Dq

mp 5 Aq
mp 2 Bq

mp también es un tensor.

3. Producto externo. El producto de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los 
tensores dados. Este producto, que involucra la multiplicación ordinaria de los componentes del tensor, se 
llama producto externo. Por ejemplo, Aq

prBs
m 5 Cqs

prm es el producto externo de Aq
pr y Bs

m. Sin embargo, obser-
ve que no todo tensor puede escribirse como el producto de dos tensores de rango menor. Por esta razón, la 
división de tensores no siempre es posible.

4. Contracción. Si se igualan un índice contravariante y uno covariante de un tensor, el resultado indica que 
ha de tomarse una sumatoria sobre los índices iguales de acuerdo con la convención de sumatoria. Esta 
suma resultante es un tensor de rango dos menos el del tensor original. El proceso se llama contracción. Por 
ejemplo, en el tensor de rango 5, Aqs

mpr, se hace r 5 s para obtener Aqr
mpr 5 Bq

mp, que es un tensor de rango 3. 
Además, al hacer p 5 q, obtenemos Bq

mp 5 C m, que es un tensor de rango 1.

5. Producto interno. Por el proceso del producto externo de dos tensores seguido de una contracción, obte-
nemos un nuevo tensor llamado producto interno de los tensores dados. El proceso se llama multiplicación 
interna. Por ejemplo, dados los tensores Aq

mp y Br
st, el producto externo es Aq

mpBr
st. Al hacer q 5 r obtenemos 

el producto interno Ar
mpBr

st. Al hacer q 5 r y p 5 s, obtenemos otro producto Ar
mpBr

pt. La multiplicación in-
terna y externa de tensores es conmutativa y asociativa.

6. Ley del cociente. Suponga que no sabe si una cantidad X es un tensor o no. Si un producto interno de X con 
un tensor arbitrario es un tensor, entonces X también es un tensor. Ésta se llama ley del cociente.

8.8 MATRICES

Una matriz A de orden m por n es un arreglo de cantidades apq, llamados elementos, arreglados en m renglones y n 
columnas, y que por lo general se denota como sigue:

 

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n

..

. ..
. ..

.

am1 am2 � � � amn

2
6664

3
7775 o bien 

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n

..

. ..
. ..

.

am1 am2 � � � amn

0
BBB@

1
CCCA

o, en forma abreviada, por [apq] o (apq), p 5 1, …, m; q 5 1, …, n. Se usa la primera notación, [apq], a menos que se 
establezca otra convención. Si m 5 n la matriz es cuadrada de orden u o simplemente matriz de orden m. Si m 5 1, 
es una matriz renglón o vector renglón; si n 5 1, es una matriz columna o vector columna.

La diagonal de una matriz cuadrada que contenga los elementos a11, a22, …, amm, se llama diagonal principal. 
Una matriz cuadrada cuyos elementos sean iguales a uno en la diagonal principal y cero en cualquier otro caso, se 
llama matriz identidad y se denota por I. Una matriz nula, que se denota con O, es aquella cuyos elementos son todos 
iguales a cero.

Álgebra de matrices

Suponga que A 5 [apq] y B 5 [bpq] son matrices del mismo orden (m por n). Entonces, se aplican las siguientes 
defi niciones:
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 8.8 MATRICES 193

1) A 5 B si apq 5 bpq para toda p y q.

2) La suma S y la diferencia D de A y B son las matrices defi nidas por

 S 5 A 1 B 5 [apq 1 bpq], D 5 A 2 B 5 [apq 2 bpq].

Es decir, la suma S 5 A 1 B [diferencia D 5 A 2 B] se obtiene sumando (restando) los elementos corres-
pondientes de A y B.

3) El producto de un escalar l por una matriz A 5 [apq] se denota por lA, y es la matriz [lapq], donde cada 
elemento de A se multiplica por l.

4) La transpuesta de una matriz A es la matriz AT, que se forma al intercambiar sus renglones y columnas. Así, 
si A 5 [apq], entonces AT 5 [aqp].

Multiplicación de matrices

Supongamos que A y B son dos matrices tales que el número de columnas de A es igual al número de renglones de 
B, es decir: A es una matriz de m × p, y B es una matriz de p × n. Entonces, el producto de A por B sí está defi nido, 
se denota con AB y es la matriz cuya entrada ij obtenemos multiplicando los elementos del renglón i de A por los 
elementos correspondientes de la columna j de B para luego sumar los resultados de los productos. Así, si A 5 [aik] 
y B 5 [bkj], entonces AB 5 [cij], donde

 
cij ¼ ai1b1j þ ai2b2j þ � � � þ aipb pj ¼

Xp

k¼1

aikbkj

Las matrices cuyo producto sí está defi nido se llaman compatibles.

Determinantes

Considere una matriz cuadrada de n, A 5 [aij]. El determinante de A se denota con )A), det A, )aij) o det [aij]. El lector 
quizás esté familiarizado con la defi nición de det A cuando n # 3. La defi nición general de det A es la siguiente:

 
jAj ¼

X
s[Sn

(sgn s)a1s(1)a2s(2) � � � ans(n)

Aquí, Sn consiste en todas las permutaciones s de {1, 2, …, n}, y el signo s 5 61, según sea s una permutación 
par o impar.

Una de las principales propiedades de los determinantes es la siguiente:

proposición 8.1: Sea P 5 AB, donde A y B son matrices cuadradas de orden n. Entonces,

 det P 5 (det A)(det B)

Inversas

La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz que se denota con A21, tal que:

 AA 21 5 A 21A 5 I

donde I es la matriz identidad. Una condición necesaria y sufi ciente para que A21 exista es que det A Þ 0. Si det
A 5 0, entonces A se llama singular, de otro modo A recibe el nombre de no singular.
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 194 CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL

8.9 ELEMENTO DE LÍNEA Y TENSOR MÉTRICO

La diferencial de longitud de arco ds en coordenadas rectangulares (x, y, z) se obtiene a partir de ds2 5 dx2 1 dy2 1 dz2.
Al transformar a coordenadas curvilíneas generales (vea el problema 7.17), ésta se transforma en:

 
ds2 ¼

X3
p¼1

X3
q¼1

gpq dup duq

Tales espacios se denominan espacios euclidianos tridimensionales.
La generalización a un espacio N dimensional con coordenadas (x1, x2, …, xN) es inmediata. En este espacio se 

defi ne el elemento de línea ds como el que está dado por la forma cuadrática siguiente, llamada forma métrica,

 
ds2 ¼

XN
p¼1

XN
q¼1

gpq dx pdxq

o bien, con el uso de la convención de suma,

 ds2 5 gpq dx pdxq

En el caso especial en que existe una transformación de coordenadas de x j a xk de modo que la forma métrica se 
transforma a (d x1)2 1 (d x2)2 1 … 1(d xN)2 o d x k d xk, entonces el espacio se llama espacio euclidiano N dimen-
sional. En el caso general, sin embargo, el espacio se llama riemanniano.

Las cantidades gpq son las componentes de un tensor covariante de rango dos llamado tensor métrico o tensor 
fundamental. Es posible elegir, y siempre será así, que este tensor sea simétrico (consulte el problema 8.29).

Tensores conjugados o recíprocos

Sea que se denote con g 5 )gpq) el determinante con elementos gpq, y supongamos que g Þ 0. Se defi ne gpq como:

 
g pq 5

cofactor de gpq

g

Entonces, gpq es un tensor contravariante simétrico de rango dos llamado tensor conjugado o recíproco de gpq (vea el 
problema 8.34). Se puede demostrar (vea el problema 8.33) que:

 gpqgrq 5 dr
p

8.10 TENSORES ASOCIADOS

Dado un tensor, es posible obtener otros tensores por medio de aumentar o disminuir índices. Por ejemplo, dado el 
tensor Apq, si se aumenta el índice p obtenemos el tensor Ap

.q, donde el punto indica la posición original del índice 
movido. Asimismo, al subir el índice q obtenemos A..

pq. Donde no hay lugar para la confusión es frecuente que se 
omitan los puntos; así, A..

pq se puede escribir como Apq. Estos tensores derivados se obtienen formando productos 
internos entre el tensor dado y el tensor métrico gpq o su conjugado gpq. Por ejemplo:

 Ap
·q 5 grpArq,  Apq 5 grpgsqArs,  Ap

·rs 5 grqA··s
pq,  A··n

qm·tk 5 gpkgsngrmA·
q
r
·st
··p

Esto queda claro si se interpreta la multiplicación por grp con el signifi cado siguiente: sea r 5 p (o p 5 r) en cual-
quier cosa que siga y sube este índice. De manera similar, se da a la multiplicación por grq el signifi cado: sea r 5 q 
(o q 5 r) en cualquier cosa que siga y baje este índice.
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Todos los tensores obtenidos a partir de un tensor dado, por medio de formar productos internos con el tensor 
métrico y su conjugado se llaman tensores asociados del tensor dado. Por ejemplo, Am y Am son tensores asociados, 
las primeras son componentes contravariantes y las segundas son componentes covariantes. La relación entre ellas 
está dada por:
 Ap 5 gpqAq o Ap 5 gpqAq

Para coordenadas rectangulares, gpq 5 1 si p 5 q, y 0 si p Þ q, de modo que Ap 5 Ap, lo que explica por qué en los 
capítulos anteriores no se hizo distinción entre las componentes contravariante y covariante de un vector.

8.11 SÍMBOLOS DE CHRISTOFFEL

Los símbolos siguientes:

 

[ pq, r] ¼ 1

2

@gpr
@xq

þ @gqr
@xp

� @gpq
@xr

� �

s

pq

� �
¼ gsr[pq, r]

se llaman símbolos de Christoffel de primer tipo y de segundo tipo, respectivamente. En lugar de s

pq

� �
 se utilizan 

{pq, s} y Gs
pq. No obstante, el último símbolo sugiere un carácter de tensor, lo que en general no es verdad.

Leyes de transformación de los símbolos de Christoffel

Suponga que se denota con una barra un símbolo en un sistema de coordenadas x k. Entonces,

 

[jk, m] ¼ [pq, r]
@xp

@x j

@xq

@x k

@xr

@xm
þ gpq

@x p

@xm

@2xq

@x j@x k

n

jk

� �
¼ s

pq

� �
@xn

@xs
@xp

@xj
@xq

@xk
þ @xn

@xq
@2xq

@xj@xk

son las leyes de transformación de los símbolos de Christoffel, que muestran que no son tensores a menos que los 
segundos términos del lado derecho sean igual a cero.

8.12 LONGITUD DE UN VECTOR, ÁNGULO ENTRE VECTORES, GEODÉSICAS

La cantidad ApBp, que es el producto interno de Ap y de Bp, es un escalar análogo al producto escalar en coordenadas 
rectangulares. Se defi ne la longitud L del vector Ap o Aq como:

 L2 5 ApAp 5 gpqApAq 5 gpqApAq

El ángulo u entre Ap y Bp se defi ne por:

 
cos u ¼ ApBpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

(ApAp)(BpBp)
p

Geodésicas

La distancia s entre dos puntos t1 y t2 sobre una curva xr 5 xr(t) en un espacio riemanniano está dada por:

 

s ¼
ðt2

t1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gpq

dxp

dt

dxq

dt

r
dt

08 Spiegel 008.indd   19508 Spiegel 008.indd   195 6/1/11   14:35:326/1/11   14:35:32
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Esa curva en el espacio, que es la distancia mínima, se llama geodésica del espacio. Con el empleo del cálculo de 
variaciones (vea los problemas 8.50 y 8.51), las geodésicas las encontramos a partir de la ecuación diferencial

 

d2xr

ds2
þ r

pq

� �
dxp

ds

dxq

ds
¼ 0

donde s es el parámetro de la longitud de arco. Como ejemplos, las geodésicas sobre un plano son líneas rectas, 
mientras que las que están sobre una esfera son arcos de círculos máximos.

Componentes físicas

Las componentes físicas de un vector Ap o Ap, que se denota Au, Av, Aw, son las proyecciones del vector sobre las 
tangentes a las curvas coordenadas y en el caso de coordenadas ortogonales están dadas por

 
Au ¼ ffiffiffiffiffiffi

g11
p

A1 ¼ A1ffiffiffiffiffiffi
g11

p , Av ¼ ffiffiffiffiffiffi
g22

p
A2 ¼ A2ffiffiffiffiffiffi

g22
p , Aw ¼ ffiffiffiffiffiffi

g33
p

A3 ¼ A3ffiffiffiffiffiffi
g33

p

De manera similar, las componentes físicas de un tensor Apq o Apq están dadas por 

 
Auu ¼ g11A

11 ¼ A11

g11
, Auv ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

g11g22
p

A12 ¼ A12ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g11g22

p , Auw ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g11g33

p
A13 ¼ A13ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

g11g33
p , etc:

8.13 DERIVADA COVARIANTE

La derivada covariante de un tensor Ap con respecto de xq se denota Ap,q y está defi nida por

 
Ap,q ;

@Ap

@xq
� s

pq

� �
As

que es un tensor covariante de rango dos.
La derivada covariante de un tensor Ap con respecto de xq se denota con Ap

,q y está defi nida por

 
Ap
,q ;

@Ap

@xq
þ p

qs

� �
As

la cual es un tensor mixto de rango dos.
Para sistemas rectangulares, los símbolos de Christoffel son igual a cero y las derivadas covariantes son las de-

rivadas parciales usuales. Las derivadas covariantes de tensores también son tensores (vea el problema 8.52).
Los resultados anteriores se extienden a derivadas covariantes de tensores de mayor rango. Así,

 

Ap1���pm
r1���rn, q ;

@Ap1���pm
r1���rn
@x q

� s

r1q

� �
Ap1���pm
sr2���rn � s

r2q

� �
Ap1���pm
r1sr3���rn � � � � � s

rnq

� �
Ap1���pm
r1���rn�1s

þ p1

qs

� �
Asp2���pm
r1���rn þ p2

qs

� �
Ap1sp3���pm
r1���rn þ � � � þ pm

qs

� �
Ap1���pm�1s
r1���rn

es la derivada covariante de Ap1���pm
r1���rn  con respecto de xq.

Las reglas de diferenciación covariante para sumas y productos de tensores son las mismas que las de la diferen-
ciación ordinaria. Al llevar a cabo diferenciaciones, los tensores gpq, gpq y dq

p pueden ser tratados como constantes, 
puesto que sus derivadas covariantes son iguales a cero (consulte el problema 8.54). Debido a que las derivadas 
covariantes expresan tasas de cambio de cantidades físicas independientes de cualesquiera marcos de referencia, son 
de gran importancia para la expresión de leyes físicas.
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8.14 SÍMBOLOS Y TENSORES DE PERMUTACIÓN

El símbolo epqr se defi ne por medio de las relaciones siguientes:

 e123 5 e231 5 e312 5 11, e213 5 e132 5 e321 5 2 1 y epqr 5 0

si dos o más índices son iguales.
El símbolo epqr se defi ne de la misma manera. Los símbolos epqr y epqr se llaman símbolos de permutación en el 

espacio tridimensional.
Además, se defi ne

 
epqr ¼ 1ffiffiffi

g
p epqr, e pqr ¼ ffiffiffi

g
p

e pqr

Puede demostrarse que epqr y e pqr son los tensores covariante y contravariante, respectivamente, llamados tensores de 
permutación en el espacio tridimensional. Es posible hacer generalizaciones a dimensiones mayores.

8.15 FORMA TENSORIAL DEL GRADIENTE, LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL

 1. Gradiente. Si F es un escalar o invariante, el gradiente de F está defi nido por

 
rrrrrF ¼ grad F ¼ F, p ¼ @F

@xp

donde F,p es la derivada covariante de F con respecto de xp.

 2. Divergencia. La divergencia de Ap es la contracción de su derivada covariante con respecto de xq, es decir, es la 
contracción de Ap

,q. Entonces,

 
div Ap ¼ Ap

, p ¼
1ffiffiffi
g

p @

@xk
ffiffiffi
g

p
Ak

� �

 3. Rotacional. El rotacional de Ap es Ap, q � Aq, p ¼ @Ap

@xq
� @Aq

@xp
, que es un tensor de rango dos. El rotacional tam-

bién se defi ne como 2e pqrAp,q.
 4. Laplaciano. El laplaciano de F es la divergencia de grad F, es decir:

 
r2F ¼ div F, p ¼ 1ffiffiffi

g
p @

@x j

ffiffiffi
g

p
g jk @F

@xk

� �

En el caso en que g , 0, 
ffiffiffi
g

p
 debe reemplazarse por 

ffiffiffiffiffiffiffi�g
p

.. Pueden incluirse ambos casos g . 0 y g , 0 si se 
escribe 

ffiffiffiffiffiffijgjp
 en lugar de 

ffiffiffi
g

p
.

8.16 DERIVADA INTRÍNSECA O ABSOLUTA

La derivada intrínseca o absoluta de Ap a lo largo de una curva xq 5 xq(t), denotada con 
dAp

dt
, se defi ne como el pro-

ducto interno de la derivada covariante de Ap y 
dxq

dt
, es decir, Ap,q 

dxq

dt
, y está dada por

 

dAp

dt
;

dAp

dt
� r

pq

� �
Ar

dxq

dt

En forma similar, se defi ne

 

dAp

dt
;

dAp

dt
þ p

qr

� �
Ar dx

q

dt
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Se dice que los vectores Ap o Ap se mueven paralelamente a lo largo de una curva si sus derivadas intrínsecas a 
lo largo de la curva son iguales a cero, respectivamente.

Las derivadas intrínsecas de tensores de mayor rango se defi nen de manera similar.

8.17 TENSORES RELATIVOS Y ABSOLUTOS

Un tensor Ap1���pm
r1���rn  se llama tensor relativo de peso w si sus componentes se transforman de acuerdo con la ecuación

 
A

q1���qm
s1���sn ¼ @x

@x

����
����
w

Ap1���pm
r1���rn

@xq1

@xp1
� � � @x

qm

@x pm

@xr1

@xs1
� � � @x

rn

@xsn

donde J ¼ @x

@x

����
���� es el jacobiano de la transformación. Si w 5 0, el tensor se llama absoluto y es el tipo de tensor que 

se ha analizado antes. Si w 5 1, el tensor relativo se llama tensor de densidad. Las operaciones de adición, multi-
plicación, etc., de los tensores relativos son similares a las de los tensores absolutos. Por ejemplo, vea el problema 
8.64.

PROBLEMAS RESUELTOS

Convención de suma

8.1. Escriba cada uno de los siguientes con el uso de la convención de suma.

 a) df ¼ @f

@x1
dx1 þ @f

@x2
dx2 þ � � � þ @f

@xN
dxN ,  d)  ds2 5 g11(dx1)2 1 g22(dx2)2 1 g33(dx3)2 y

 b) 
dxk

dt
¼ @xk

@x1
dx1

dt
þ @xk

@x2
dx2

dt
þ � � � þ @xk

@xN
dxN

dt
, e) 

P3
p¼1

P3
q¼1

gpq dx
pdxq

 c) (x1)2 1 (x2)2 1 (x3)2 1 . . . 1 (xN)2

Solución

 a) df ¼ @f

@x j
dx j,  b) 

dxk

dt
¼ @xk

@xm
dxm

dt
,  c) xkxk,

 d) ds2 5 gkk dxk dxk, N 5 3  y  e) gpq dxp dxq, N 5 3

8.2. Escriba los términos en cada una de las siguientes sumas.

 a) ajkxk,  b) ApqAqr  y  c) grs 5 gjk 
@x j

@xr
@xk

@xs
, N 5 3

Solución

 a) 
PN
k¼1

ajkx
k ¼ aj1x

1 þ aj2x
2 þ � � � þ ajNx

N ,  b) 
PN
q¼1

ApqA
qr ¼ Ap1A

1r þ Ap2A
2r þ � � � þ ApNA

Nr  y

 c) grs ¼
X3
j¼1

X3
k¼1

gjk
@xj

@xr
@xk

@xs

¼
X3
j¼1

gj1
@xj

@xr
@x1

@xs
þ gj2

@xj

@xr
@x2

@xs
þ gj3

@xj

@xr
@x3

@xs

� �

¼ g11
@x1

@xr
@x1

@xs
þ g21

@x2

@xr
@x1

@xs
þ g31

@x3

@xr
@x1

@xs

þ g12
@x1

@xr
@x2

@xs
þ g22

@x2

@xr
@x2

@xs
þ g32

@x3

@xr
@x2

@xs

þ g13
@x1

@xr
@x3

@xs
þ g23

@x2

@xr
@x3

@xs
þ g33

@x3

@xr
@x3

@xs
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8.3. Suponga que xk, k 5 1, 2, …, N, son coordenadas rectangulares. ¿Qué lugar geométrico, si hubiera alguno, 
está representado por cada una de las ecuaciones siguientes para N 5 2, 3 y N $ 4? Cuando sea necesario 
suponga que las funciones se evalúan en un solo valor, tienen derivadas continuas y son independientes.

 a) akxk 5 1, donde ak son constantes c) xk 5 xk(u)

 b) xkxk 5 1 d) xk 5 xk(u, v)

Solución

 a) Para N 5 2, a1x1 1 a2x2 5 1, una recta en dos dimensiones, es decir, una recta en un plano.
Para N 5 3, a1x1 1 a2x2 1 a3x3 5 1, un plano en tres dimensiones.
Para N $ 4, a1x1 1 a2x2 1 . . . 1 aNxN 5 1, es un hiperplano.

 b) Para N 5 2, (x1)2 1 (x2)2 5 1, una circunferencia de radio unitario en el plano.
Para N 5 3, (x1)2 1 (x2)2 1 (x3)2 5 1, una esfera de radio unitario.
Para N $ 4, (x1)2 1 (x2)2 1 . . . 1 (xN)2 5 1, una hiperesfera de radio unitario.

 c) Para N 5 2, x1 5 x1(u), x2 5 x2(u), una curva plana con parámetro u.
Para N 5 3, x1 5 x1(u), x2 5 x2(u), x3 5 x3(u), una curva en el espacio tridimensional.
Para N $ 4, una curva en el espacio N dimensional.

 d) Para N 5 2, x1 5 x1(u, v), x2 5 x2(u, v), es una transformación de coordenadas, de (u, v) a (x1, x2).
Para N 5 3, x1 5 x1(u, v), x2 5 x2(u, v), x3 5 x3(u, v), es una superfi cie tridimensional con parámetros u y v.
Para N $ 4, una hipersuperfi cie.

Vectores y tensores contravariantes y covariantes

8.4. Escriba la ley de transformación para los tensores a) Ai
jk, b) Bijk

mn y c) Cm.

Solución

 a) A
p

qr ¼
@xp

@xi
@xj

@xq
@xk

@xr
Ai

jk

Como ayuda para recordar la transformación, observe que las posiciones relativas de los índices p, q y r en el lado 
izquierdo de la transformación son los mismos que los que están en el lado derecho. Como estos índices están 
asociados con las coordenadas x y como los índices i, j y k están asociados, respectivamente, con los índices p, q y 
r, la transformación requerida se obtiene con facilidad.

 b) B
pq

rst ¼
@xp

@xm
@xq

@xn
@xi

@xr
@xj

@xs
@xk

@xt
Bmn
ijk ,  c) C

p ¼ @xp

@xm
Cm

8.5. Una cantidad A(j, k, l, m), que es función de las coordenadas xi, se transforma en otro sistema de coordenadas 
xi de acuerdo con la regla

 
A(p, q, r, s) ¼ @xj

@xp
@xq

@xk
@xr

@xl
@xs

@xm
A(j, k, l, m)

 a) ¿Esta cantidad es un tensor? b) Si lo es, escriba el tensor con una notación apropiada y c) dé el orden y 
rango contravariante y covariante.

Solución

 a) Sí, b) Aj
klm y c) Contravariante de orden 3, covariante de orden 1 y rango 3 1 1 5 4.
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8.6. Determine si cada una de las cantidades siguientes es un tensor. Si lo son, diga si son contravariantes o cova-

riantes y dé su rango a) dxk y b) −f(x1, . . . , xN)
−xk

.

Solución

 a) Suponga la transformación de coordenadas x j 5 x j(x1, . . . , xN). Entonces, dx j 5
−x j

−xk
dxk, por lo que dxk es 

un tensor contravariante de rango uno, o un vector contravariante. Observe que la ubicación del índice k es 
apropiado.

 b) En la transformación xk 5 xk(x1, . . . , xN), f es una función de xk y por tanto x j, de modo que f(x1, . . . , xN) 
5 f(x1, . . . , xN), es decir, f es un escalar o invariante (tensor de rango cero). Por la regla de la cadena de la 

diferenciación parcial, 
−f

−x j 5
−f

−x j 5
−f

−xk

−xk

−x j 5
−xk

−x j

−f

−xk
, y 

−f

−xk
 se transforma como Aj 5

−xk

−x j Ak Entonces, n
−f

−xk es 

un tensor covariante de rango uno o un vector covariante.

Observe que en 
−f

−xk , el índice aparece en el denominador y por ello actúa como un subíndice que indica 

su carácter covariante. Hacemos referencia al tensor 
−f

−xk  o, en forma equivalente, al tensor con componentes 

−f

−xk
,  como el gradiente de f, que se escribe grad f o =f.

8.7. Un tensor covariante tiene componentes xy, 2y 2 z2, xz en coordenadas rectangulares. Encuentre sus compo-
nentes covariantes en coordenadas esféricas.

Solución

Sea que Aj denote las componentes covariantes en coordenadas rectangulares x1 5 x, x2 5 y y x3 5 z. Entonces,

 A1 5 xy 5 x1x2, A2 5 2y 2 z2 5 2x2 2 (x3)2, A3 5 x1x3

donde se debe tener cuidado para diferenciar entre superíndices y exponentes.
Sea que Ak denoten las componentes covariantes en coordenadas esféricas x1 5 r, x2 5 u y x3 5 f. Entonces,

 Ak 5
−x j

−xk Aj  (1)

Las ecuaciones de transformación entre los sistemas coordenados son:

x1 5 x1 senx2 cos x3, x2 5 x1 senx2 senx3 y x3 5 x1 cos x2

Así, las ecuaciones (1) generan las componentes covariantes requeridas:

A1 5
−x1

−x1 A1 1
−x2

−x1 A2 1
−x3

−x1 A3

5 (sen x2 cos x3)(x1x2) 1 (sen x2 sen x3)(2x2 (x3)2) 1 (cos x2)(x1x3)

5 (senu cos f)(r2 sen2 u senf cos f)

1 (senu senf)(2r senu senf r2 cos2 u)

1 (cos u)(r2 sen u cos u cos f)

A2 5
−x1

−x2 A1 1
−x2

−x2 A2 1
−x3

−x2 A3

5 (r cos u cos f)(r2 sen2 u senf cos f)

1 (r cos u senf)(2r senu senf r2 cos2 u)

1 ( r senu)(r2 senu cos u cos f)
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A3 5
−x1

−x3 A1 1
−x2

−x3 A2 1
−x3

−x3 A3

5 ( r senu senf)(r2 sen2 u senf cos f)

1 (r senu cos f)(2r senu senf r2 cos2 u)

1 (0)(r2 senu cos u cos f)

8.8. Demuestre que 
−Ap

−xq
 no es un tensor aun cuando Ap es un tensor covariante de rango uno.

Solución

Por hipótesis, Aj 5
−xp

−x j Ap. Al diferenciar con respecto a x k.

−Aj

−xk 5
−xp

−x j

−Ap

−xk 1
−2xp

−xk−x j Ap 5
−xp

−x j

−Ap

−xq

−xq

−xk 1
−2xp

−xk−x j Ap 5
−xp

−x j

−xq

−xk

−Ap

−xq
1

−2xp

−xk−x j Ap

Como el segundo término de la derecha está presente, 
−Ap

−x q no se transforma como debiera hacerlo un tensor. Des-

pués debe demostrarse la manera en que la suma de una cantidad apropiada a 

−
−Ap

−x q hace que el resultado sea un 
tensor (vea el problema 8.52).

8.9. Demuestre que la velocidad de un fl uido en cualquier punto es un tensor contravariante de rango uno.

Solución

La velocidad de un fl uido en cualquier punto tiene componentes 
dxk

dt  en el sistema de coordenadas xk. En el sistema 

de coordenadas x j la velocidad es 
dx j

dt
. Pero, según la regla de la cadena,

dx j

dt
5

−x j

−xk

dxk

dt

y se concluye que la velocidad es un tensor contravariante de rango uno o un vector contravariante.

La delta de Kronecker

8.10. Evalúe a) d p
q Aqr

s  y b) d p
q d q

r .

Solución

Como d p
q 5 1 si p 5 q y 0 si p Þ q, se tiene:

 a) d p
qAqr

s 5 A pr,
s  y b) d p

qd q
r 5 d p

r

8.11. Demuestre que 
−xp

−xq
5 d p

q.

Solución

Si p 5 q,
−xp

−xq
5 1, ya que xp 5 xq. Si p Þ q, 

−xp

−xq
5 0 puesto que xp y xq son independientes.

Entonces, 
−xp

−xq
5 dp

q.

08 Spiegel 008.indd   20108 Spiegel 008.indd   201 6/1/11   14:36:126/1/11   14:36:12



 202 CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL

8.12. Demuestre que 
@xp

@xq
@xq

@xr
¼ d p

r .

Solución

Las coordenadas xp son funciones de las coordenadas x q, que a su vez son funciones de las coordenadas xr. Enton-
ces, según la regla de la cadena y el problema 8.11,

@xp

@xr
¼ @xp

@xq
@xq

@xr
¼ dp

r

8.13. Sea A
p ¼ @xp

@xq
Aq. Demuestre que Aq ¼ @xq

@xp
A
p
.

Solución

Se multiplica la ecuación A
p ¼ @xp

@xq
Aq por 

@xr

@xp
.

Entonces, 
@xr

@xp
A
p ¼ @xr

@xp
@xp

@xq
Aq ¼ drqA

q ¼ Ar, según el problema 8.12. Al hacer r 5 q obtenemos el resultado. 

Esto indica que en las ecuaciones de transformación para las componentes del tensor, pueden intercambiarse las 
cantidades que tienen barra y las que no la tienen, resultado que puede demostrarse de manera general.

8.14. Demuestre que d p
q es un tensor mixto de segundo rango.

Solución

Si d p
q es un tensor mixto de segundo rango, debe transformarse de acuerdo con la regla

d
j

k ¼ @x j

@xp
@xq

@xk
d p
q

El lado derecho es igual a 
@x j

@xp
@xp

@xk
¼ d j

k , según el problema 8.12. Como d
j

k ¼ d j
k  5 1 si j 5 k y 0 si j Þ k, se con-

cluye que dp
q  es un tensor mixto de rango dos, lo que justifi ca la notación empleada.

Observe que en ocasiones se usa dpq 5 1 si p 5 q y 0 si p Þ q como la delta de Kronecker. Sin embargo, éste 
no es un tensor covariante de segundo rango, como la notación pareciera indicar.

Operaciones fundamentales con tensores

8.15. Suponga que Apq
r  y Bpq

r  son tensores. Demuestre que su suma y diferencia son tensores.

Solución

Por hipótesis Apq
r  y Bpq

r  son tensores, de modo que:

A
jk

l ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
Apq
r  y B

jk

l ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
Bpq
r

Se suman,

(A
jk

l þ B
jk

l ) ¼
@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
(Apq

r þ Bpq
r ).

Se resta,

(A
jk

l � B
jk

l ) ¼
@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
(Apq

r � Bpq
r ).

Entonces, Apq
r þ Bpq

r  y Apq
r � Bpq

r  son tensores del mismo rango y tipo que Apq
r  y Bpq

r .
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8.16. Suponga que Apq
r  y Bs

t  son tensores. Demuestre que Cpqs
rt ¼ Apq

r Bs
t  también es un tensor.

Solución

Debe demostrarse que Cpqs
rt  es un tensor cuyas componentes se forman al tomar los productos de componentes de 

los tensores Apq
r  y Bs

t .. Puesto que Apq
r  y Bs

t  son tensores,

A
jk

l ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
Apq
r  y B

m

n ¼ @xm

@xs
@xt

@xn
Bs
t

Se multiplica y queda:

A
jk

l B
m

n ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xm

@xs
@xt

@xn
Apq
r Bs

t

lo que demuestra que Apq
r Bs

t  es un tensor de rango 5, con índices contravariantes p, q y s, e índices covariantes r, 
t, lo que garantiza la notación Cpqs

rt . Se denomina a Cpqs
rt ¼ Apq

r Bs
t producto externo de Apq

r  y Bs
t .

8.17. Sea Apq
rst un tensor. a) Elija p 5 t y demuestre que Apq

rsp, donde se emplea la convención de suma, es un tensor. 
¿Cuál es su rango? b) Escoja p 5 t y q 5 s, y de manera similar demuestre que Apq

rqp es un tensor. ¿Qué rango 
tiene?

Solución

 a) Como Apq
rst es un tensor,

 A
jk

lmn ¼
@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xm
@xt

@xn
Apq
rst  (1)

Debe demostrarse que Apq
rsp es un tensor. Coloque los índices correspondientes j y n iguales entre sí y sume 

sobre este índice. Entonces,

A
jk

lmj ¼
@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xm
@xt

@x j
Apq
rst ¼

@xt

@x j

@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xm
Apq
rst

¼ dtp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xm
Apq
rst ¼

@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xm
Apq
rsp

por lo que Apq
rsp es un tensor de rango 3 y puede denotarse con Bq

rs. El proceso de colocar un índice contrava-
riante igual a un índice covariante en un tensor y sumarlos se llama contracción. Con ese proceso se forma un 
tensor cuyo rango es inferior en dos al rango del tensor original.

 b) Debe probarse que Apq
rqp es un tensor. En la ecuación (1) del inciso a) se hace j 5 n y k 5 m, y se suma sobre j 

y k, se tiene

A
jk

lkj ¼
@x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xl
@xs

@xk
@xt

@x j
Apq
rst ¼

@xt

@x j

@x j

@xp
@xs

@xk
@xk

@xq
@xr

@xl
Apq
rst

¼ dtpd
s
q

@xr

@xl
Apq
rst ¼

@xr

@xl
Apq
rqp

lo que demuestra que Apq
rqp

 es un tensor de rango uno y puede escribirse como Cr. Observe que al contraer dos 
veces el rango se redujo en 4.

8.18. Pruebe que la contracción del tensor Ap
q es un escalar o invariante.

Solución

Se tiene que

A
j

k ¼
@x j

@xp
@xq

@xk
Ap
q
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Al hacer j 5 k y sumar,

A
j

j ¼
@x j

@xp
@xq

@x j
Ap
q ¼ dqpA

p
q ¼ Ap

p

Entonces, A
j

j ¼ Ap
p, y se concluye que Ap

p

h

 debe ser un invariante. Como Ap
q es un tensor de rango 2 y la contracción 

con respecto a un solo índice disminuye el rango dos, llegamos a defi nir un invariante como un tensor de rango cero.

8.19. Demuestre que la contracción del producto externo de los tensores Ap y Bq es un invariante.

Solución

Como Ap y Bq son tensores, A
j ¼ @x j

@xp
Ap, Bk ¼ @xq

@xk
Bq. Entonces,

A
j
Bk ¼ @x j

@xp
@xq

@xk
ApBq

Por contracción (se hace j 5 k y se suma):

A
j
Bj ¼ @x j

@xp
@xq

@x j
ApBq ¼ dqpA

pBq ¼ ApBp

por lo que ApBq es un invariante. El proceso de multiplicar tensores (multiplicación externa) para luego contraer se 
llama multiplicación interna, y el resultado recibe el nombre de producto interno. Como ApBq es un escalar, con 
frecuencia se denomina producto escalar de los vectores Ap y Bq.

8.20. Demuestre que cualquier producto interno de los tensores Ap
r  y Bqs

t  es un tensor de rango tres.

Solución

El producto externo de Ap
r  y Bqs

t ¼ Ap
rB

qs
t .

Se contrae con respecto de los índices p y t, es decir, sea p 5 t y se suma. Debe demostrarse que el producto 
interno resultante, representado por Ap

rB
qs
p

 es un tensor de rango tres.
Por hipótesis, Ap

r  y Bqs
t  son tensores; entonces,

A
j

k ¼
@x j

@xp
@xr

@xk
Ap
r , B

lm

n ¼ @xl

@xq
@xm

@xs
@xt

@xn
Bqs
t

Al multiplicar, con j 5 n, y sumar, se tiene:

A
j

kB
lm

j ¼ @x j

@xp
@xr

@xk
@xl

@xq
@xm

@xs
@xt

@x j
Ap
rB

qs
t

¼ dtp
@xr

@xk
@xl

@xq
@xm

@xs
Ap
rB

qs
t

¼ @xr

@xk
@xl

@xq
@xm

@xs
Ap
rB

qs
p

lo que demuestra que Ap
rB

qs
p  es un tensor de rango tres. Al contraer con respecto de q y r o s y r en el producto Ap

rB
qs
t , 

puede demostrarse en forma similar que cualquier producto interno es un tensor de rango tres.

Otro método. El producto externo de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los tensores da-
dos. Entonces, Ap

rB
qs
t  es un tensor de rango 3 + 2 5 5. Como una contracción da como resultado un tensor cuyo rango 

es inferior en dos que el del tensor dado, se concluye que cualquier contracción Ap
rB

qs
t  es un tensor de rango 5 – 2 5 3.

8.21. Sea X(p, q, r) una cantidad tal que X(p, q, r)Bqn
r ¼ 0 para un tensor arbitrario Bqn

r . Demuestre que X(p, q, r) 
5 0 de manera idéntica.

Solución
Como Bqn

r  es un tensor arbitrario, se escoge un componente particular (digamos uno con q 5 2, r 5 3) diferente 
de cero, mientras que todas las demás componentes son iguales a cero. Entonces, X(p, 2, 3)B2n

3 ¼ 0, de modo que 
X(p, 2, 3) 5 0 puesto que B2n

3 =0. Con un razonamiento similar para todas las combinaciones posibles de q y r, se 
tiene que X(p, q, r) 5 0, de lo que se concluye el resultado.
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8.22. Suponga en el sistema de coordenadas xi, una cantidad A(p, q, r) es A(p, q, r)Bqs
r ¼ Cs

p, donde Bqs
r  es un 

tensor arbitrario y Cs
p es un tensor. Demuestre que A(p, q, r) es un tensor.

Solución

En las coordenadas transformadas xi, A(j, k, l)B
km

l ¼ C
m

j .

Entonces, A(j, k, l)
@xk

@xq
@xm

@xs
@xr

@xl
Bqs
r ¼ @xm

@xs
@xp

@x j
Cs
p ¼

@xm

@xs
@xp

@x j
A(p, q, r)Bqs

r

o bien:
@xm

@xs
@xk

@xq
@xr

@xl
A(j, k, l)� @xp

@x j
A(p, q, r)

	 

Bqs
r ¼ 0

La multiplicación interna por 
@xn

@xm
 (es decir, al multiplicar por 

@xn

@xt
 para luego contraer con t 5 m) produce

dns
@xk

@xq
@xr

@xl
A(j, k, l)� @xp

@x j
A(p, q, r)

	 

Bqs
r ¼ 0

o bien:

@xk

@xq
@xr

@xl
A(j, k, l)� @xp

@x j
A(p, q, r)

	 

Bqn
r ¼ 0:

Como Bqn
r  es un tensor arbitrario, según el problema 8.21 se tiene que:

@xk

@xq
@xr

@xl
A(j, k, l)� @xp

@x j
A(p, q, r) ¼ 0

La multiplicación interna por 
@xq

@xm
@xn

@xr
 produce

dkmd
n
l A(j, k, l)�

@xp

@x j
@xq

@xm
@xn

@xr
A(p, q, r) ¼ 0

o bien:

A(j, m, n) ¼ @xp

@x j
@xq

@xm
@xn

@xr
A(p, q, r)

lo que demuestra que A(p, q, r) es un tensor y justifi ca el uso de la notación Ar
pq.

En este problema se ha establecido el caso especial de la ley del cociente, que dice que si un producto interno 
de una cantidad X con un tensor arbitrario B es un tensor C, entonces X es un tensor.

Tensores simétricos y simétricos oblicuos

8.23. Suponga que un tensor Apqr
st  es simétrico (simétrico-oblicuo) con respecto de los índices p y q en un sistema 

de coordenadas. Demuestre que permanece simétrico (simétrico oblicuo) con respecto de p y q en cualquier 
sistema de coordenadas.

Solución

Como sólo están involucrados los índices p y q, debemos probar los resultados para Bpq. Si Bpq es simétrico, 
Bpq ¼ Bqp. Entonces,

B
jk ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
Bpq ¼ @xk

@xq
@x j

@xp
Bqp ¼ B

kj

y Bpq permanece simétrico en el sistema de coordenadas xi.
Si Bpq es simétrico oblicuo, Bpq ¼ �Bqp. Entonces,

B
jk ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
Bpq ¼ � @xk

@xq
@x j

@xp
Bqp ¼ �B

kj

y Bpq permanece simétrico oblicuo en el sistema de coordenadas xi.
Los resultados anteriores son válidos, por supuesto, para otros tensores simétricos (simétricos oblicuos).
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8.24. Demuestre que todo tensor puede expresarse como la suma de dos tensores, uno de los cuales es simétrico y 
el otro simétrico oblicuo en un par de índices covariantes o contravariantes.

Solución

Considere, por ejemplo, el tensor Bpq. Se tiene:

Bpq ¼ 1
2
(Bpq þ Bqp)þ 1

2
Bpq � Bqpð Þ

Pero Rpq ¼ 1
2
(Bpq þ Bqp) ¼ Rqp  es simétrico, y Spq ¼ 1

2
Bpq � Bqpð Þ ¼ �Sqp es simétrico oblicuo. Con un razona-

miento similar, se observa que el resultado es verdadero para cualquier tensor.
8.25. Sea F ¼ ajkA

jAk. Demuestre que siempre es posible escribir F ¼ bjkA
jAk, donde bjk es simétrico.

Solución

F ¼ a jkA
jAk ¼ akjA

kAj ¼ akjA
jAk

Entonces,

2F ¼ a jkA
jAk þ akjA

jAk ¼ (a jk þ akj)A
jAk y F ¼ 1

2
(a jk þ akj)A

jAk ¼ b jkA
jAk

donde bjk ¼ 1
2
(ajk þ akj) ¼ bkj es simétrico.

Matrices

8.26. Escriba la suma S 5 A 1 B, la diferencia D 5 A 2 B y los productos P 5 AB y Q 5 BA, de las matrices 
siguientes:

A ¼
3 1 �2

4 �2 3

�2 1 �1

2
4

3
5, B ¼

2 0 �1

�4 1 2

1 �1 0

2
4

3
5

Solución

S ¼ Aþ B ¼
3þ 2 1þ 0 �2� 1

4� 4 �2þ 1 3þ 2

�2þ 1 1� 1 �1þ 0

2
64

3
75 ¼

5 1 �3

0 �1 5

�1 0 �1

2
64

3
75

D ¼ A� B ¼
3� 2 1� 0 �2þ 1

4þ 4 �2� 1 3� 2

�2� 1 1þ 1 �1� 0

2
64

3
75 ¼

1 1 �1

8 �3 1

�3 2 �1

2
64

3
75

P ¼ AB ¼
(3)(2)þ (1)(�4)þ (�2)(1) (3)(0)þ (1)(1)þ (�2)(�1) (3)(�1)þ (1)(2)þ (�2)(0)

(4)(2)þ (�2)(�4)þ (3)(1) (4)(0)þ (�2)(1)þ (3)(�1) (4)(�1)þ (�2)(2)þ (3)(0)

(�2)(2)þ (1)(�4)þ (�1)(1) (�2)(0)þ (1)(1)þ (�1)(�1) (�2)(�1)þ (1)(2)þ (�1)(0)

2
64

3
75

¼
0 3 �1

19 �5 �8

�9 2 4

2
64

3
75

Q ¼ BA ¼
8 1 �3

�12 �4 9

�1 3 �5

2
64

3
75

Esto demuestra que AB Þ BA, es decir, que la multiplicación de matrices generalmente no es conmutativa.
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8.27. Sea A ¼ 2 1

�1 3

	 

 y B ¼ �1 2

3 �2

	 

. Demuestre que (Aþ B)(A� B)= A2 � B2.

Solución

Aþ B ¼ 1 3

2 1

	 

, A� B ¼ 3 �1

�4 5

	 

. Entonces, (Aþ B)(A� B) ¼ 1 3

2 1

	 

3 �1

�4 5

	 

¼ �9 14

2 3

	 

.

A2 ¼ 2 1

�1 3

	 

2 1

�1 3

	 

¼ 3 5

�5 8

	 

, B2 ¼ �1 2

3 �2

	 
 �1 2

3 �2

	 

¼ 7 �6

�9 10

	 

.

Así, A2 � B2 ¼ �4 11

4 �2

	 

.

Por tanto, (Aþ B)(A� B)=A2 � B2. Sin embargo, (Aþ B)(A� B) ¼ A2 � ABþ BA� B2.

8.28. Exprese en notación matricial las ecuaciones de transformación para: a) un vector covariante y b) un tensor 
contravariante de rango dos, si se supone N 5 3.

Solución

 a) Las ecuaciones de transformación Ap ¼ @xq

@xp
Aq pueden escribirse así

A1

A2

A3

2
64

3
75 ¼

@x1

@x1
@x2

@x1
@x3

@x1

@x1

@x2
@x2

@x2
@x3

@x2

@x1

@x3
@x2

@x3
@x3

@x3

2
6666664

3
7777775

A1

A2

A3

2
4

3
5

en términos de vectores columna, o en forma equivalente en términos de vectores renglón

A1 A2 A3

� � ¼ A1 A2 A3½ �

@x1

@x1
@x1

@x2
@x1

@x3

@x2

@x1
@x2

@x2
@x2

@x3

@x3

@x1
@x3

@x2
@x3

@x3

2
6666664

3
7777775

 b) Es posible escribir las ecuaciones de transformación A
pr ¼ @xp

@xq
@xr

@xs
Aqs como

A
11

A
12

A
13

A
21

A
22

A
23

A
31

A
32

A
33

2
664

3
775 ¼

@x1

@x1
@x1

@x2
@x1

@x3

@x2

@x1
@x2

@x2
@x2

@x3

@x3

@x1
@x3

@x2
@x3

@x3

2
6666664

3
7777775

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

2
4

3
5

@x1

@x1
@x2

@x1
@x3

@x1

@x1

@x2
@x2

@x2
@x3

@x2

@x1

@x3
@x2

@x3
@x3

@x3

2
6666664

3
7777775

Pueden hacerse ampliaciones de estos resultados para N . 3. Sin embargo, para tensores de rango mayor la 
notación matricial no sirve.
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El elemento de línea y el tensor métrico

8.29. Suponga que ds2 5 gjk dxj dxk es un invariante. Demuestre que gjk es un tensor covariante simétrico de rango 
dos.

Solución

Según el problema 8.25, F 5 ds2, Aj 5 dxj y Ak 5 dxk ; se concluye que gjk puede escogerse como simétrico. Asi-
mismo, como ds2 es un invariante,

gpq dxpdxq 5 gjk dxjdxk 5 gjk
−xj

−xp dxp −xk

−xq dxq 5 gjk
−xj

−xp

−xk

−xq dxpdxq

Por lo que gpq 5 gjk
−xj

−xp

−xk

−xq y gjk es un tensor simétrico covariante de rango dos, llamado tensor métrico.

8.30. Determine el tensor métrico en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas.

Solución

 a) Igual que en el problema 7.7, ds2 5 dr2 1 r2 df2 1 dz2.
Si f x1 5 r, x2 5 f, x3 5 z, entonces g11 5 1, g22 5 r2, g33 5 1, g12 5 g21 5 0, g23 5 g32 5 0, g31 5 g13 5 0.

En forma matricial, el tensor métrico puede escribirse como: 
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

5

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 b) Como en el problema 7.8a), ds2 5 dr2 1 r2 du2 1 r2 sen2 u df2.

Si x1 5 r, x2 5 u, x3 5 f, el tensor métrico puede escribirse como 
1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sen2 u

En general, para coordenadas ortogonales, gjk 5 0 para j Þ k.

8.31. a) Exprese el determinante g 5

g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 en términos de los elementos del segundo renglón y sus co-

factores correspondientes. b) Demuestre que gjkG( j, k) 5 g, donde G( j, k) es el cofactor de gjk en g, y donde 
la suma se hace sólo sobre k.

Solución

 a) El cofactor de gjk es el determinante obtenido a partir de g por medio de (1), al eliminar el renglón y la columna 
en la que aparece gjk, y (2) con la asociación del signo (21)j1k a dicho determinante. Entonces,

Cofactor de g21 5 ( 1)211 g12 g13

g32 g33
, Cofactor de g22 5 ( 1)212 g11 g13

g31 g33
 y

Cofactor de g23 5 ( 1)213 g11 g12

g31 g32

Estos cofactores se denotan como G(2, 1), G(2, 2) y G(2, 3), respectivamente. Entonces, según un principio 
elemental de los determinantes,

g21G(2, 1) 1 g22G(2, 2) 1 g23G(2, 3) 5 g

 b) Al aplicar el resultado del inciso a) a cualquier renglón o columna se tiene que gjkG(j, k) 5 g, donde la suma se 
realiza solamente sobre k. Estos resultados se cumplen cuando g 5 gjk  es un determinante de N-ésimo orden.
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8.32. a) Demuestre que g21G(3, 1) 1 g22G(3, 2) 1 g23G(3, 3) 5 0.
 b) Pruebe que gjkG(p, k) 5 0 si j Þ p.

Solución

 a) Considere el determinante 
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g21 g22 g23

, que es igual a cero porque los últimos dos renglones son idénticos. 

Al desarrollar de acuerdo con los elementos del último renglón se tiene que

g21G(3, 1) 1 g22G(3, 2) 1 g23G(3, 3) 5 0

 b) Al igualar los elementos correspondientes de dos renglones (o columnas) cualesquiera, es posible demostrar, 
como en el inciso a), que gjkG(p, k) 5 0 si j Þ p. Este resultado también se cumple para determinantes de N-
ésimo orden.

8.33. Se defi ne gjk 5
G(j, k)

g
 donde G(j, k) es el cofactor de gjk en el determinante g 5 gjk Þ 0. Demuestre que 

gjkgpk 5 d
p
j .

Solución

De acuerdo con el problema 8.31, gjk
G(j, k)

g
5 1, o bien gjkgjk 5 1, donde la suma se realiza sólo sobre k.

Por el problema 8.32, gjk
G(p, k)

g
5 0 , o  gjkgpk 5 0, si f p Þ j.

Entonces, gjkgpk  (5 1 si p 5 j y 0 si p Þ j) 5 d
p
j .

Se ha empleado la notación gjk aunque aún no se haya demostrado que esté garantizada (es decir, que g jk es un 
tensor contravariante de rango dos). Esto se establece en el problema 8.34. Observe que el cofactor ha sido escrito 
como G( j, k) y no como Gjk, puesto que es posible demostrar que no es un tensor en el sentido habitual. No obstan-
te, puede probarse que es un tensor relativo de peso dos que es contravariante y con dicha ampliación del concepto 
de tensor, la notación Gjk queda justifi cada (vea el problema complementario 8.152).

8.34. Demuestre que gjk es un tensor simétrico contravariante de rango dos.

Solución

Como gjk es simétrico, G(j, k) es simétrico, por lo que gjk 5 G(j, k)@g es simétrico.
Si Bp es un vector arbitrario contravariante, Bq 5 gpqBp es un vector arbitrario covariante. Al multiplicar por g jq,

g jqBq 5 g jqgpqBp 5 d j
pBp 5 Bj , o bien g jqBq 5 Bj

Como Bq es un vector arbitrario, giq es un tensor contravariante de rango dos, por la aplicación de la ley del cocien-
te. El tensor gjk se llama tensor métrico conjugado.

8.35. Determine el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas.

Solución

 a) Del problema 8.30a), g 5

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

5 r2

g11 5
cofactor de g11

g
5

1
r2

r2 0

0 1
5 1, g33 5

cofactor de g33

g
5

1
r2

1 0

0 r2 5 1

g22 5
cofactor de g22

g
5

1
r2

1 0

0 1
5

1
r2

, g12 5
cofactor de g12

g
1
r2

0 0

0 1
5 0
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De manera similar, gjk 5 0 si jÞ k. El tensor métrico conjugado puede representarse en forma matricial como 
sigue

1 0 0
0 1@r2 0
0 0 1

 b) Del problema 8.30b), g 5

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sen2 u

5 r4 sen2 u

Igual que en el inciso a), encontramos que g11 5 1, g22 5
1
r2

, g33 5
1

r2 sen2 u
 y gjk 5 0 para j Þ k, y en forma 

matricial esto se escribe así

1 0 0
0 1@r2 0
0 0 1@r2 sen2 u

8.36. Encuentre: a) g y b) gjk correspondiente a ds2 5 5(dx1)2 1 3(dx2)2 1 4(dx3)2 6 dx1dx2 1 4 dx2dx3.

Solución

 a) g11 5 5, g22 5 3, g33 5 4, g12 5 g21 3, g23 5 g32 5 2, g13 5 g31 5 0.

Entonces, g 5

5 3 0
3 3 2
0 2 4

5 4.

 b) Los cofactores G( j, k) de gjk son

G(1, 1) 5 8, G(2, 2) 5 20, G(3, 3) 5 6, G(1, 2) 5 G(2, 1) 5 12, G(2, 3) 5 G(3, 2) 10,

G(1, 3) 5 G(3, 1) 6

Entonces, g11 5 2, g22 5 5, g33 5 3@2, g12 5 g21 5 3, g23 5 g32 5@2, g13 5 g31 3@2
Observe que el producto de las matrices (gjk) y (gjk) es igual a la matriz identidad, I, es decir:

5 3 0
3 3 2
0 2 4

2 3 3@2
3 5 5@2
3@2 5@2 3@2

5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Tensores asociados

8.37. Sea Aj 5 gjkAk. Demuestre que Ak 5 gjkAj.

Solución

Multiplique Aj 5 gjkAk por g jq. Entonces, gjqAj 5 gjqgjkAk 5 d
q
kAk 5 Aq

k
, es decir Aq 5 gjqAj  o bien Ak 5 gjkAj.

Los tensores de rango uno, Aj y Ak se llaman asociados. Representan las componentes covariante y contrava-
riante de un vector.

8.38. a) Demuestre que L2 5 gpqApAq  es un invariante. b) Demuestre que L2 5 gpqApAq.

Solución

 a) Sean Aj y Ak las componentes covariante y contravariante de un vector. Entonces,

Ap 5
−xj

−xp Aj, A
q

5
−xq

−xk
Ak
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y

ApA
p ¼ @xj

@xp
@xp

@xk
AjA

k ¼ djkAjA
k ¼ AjA

j

de modo que AjA
j es un invariante que llamaremos L2. Entonces, puede escribirse

L2 ¼ AjA
j ¼ g jkA

kAj ¼ gpqA
pAq

 b) Del inciso a): L2 ¼ AjA
j ¼ Ajg

kjAk ¼ gjkAjAk ¼ gpqApAq .
La cantidad escalar o invariante L ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ApAp
p

 se llama magnitud o longitud del vector con componentes 
covariante Ap y contravariante Ap.

8.39. a) Suponga que Ap y Bq son vectores. Demuestre que gpqApBq es un invariante.

 b) Demuestre que 
gpqA

pBq

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(ApAp)(BqBq)

p  es un invariante.

Solución

 a) Según el problema 8.38, ApBp ¼ ApgpqB
q ¼ gpqA

pBq  es un invariante.

 b) Como ApAp y BqBq son invariantes, 
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(ApAp)(BqBq)

p
 es un invariante, por lo que 

gpqA
pBq

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(ApAp)(BqBq)

p  es un invariante.
Se defi ne

cos u ¼ gpqA
pBq

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
(ApAp)(BqBq)

p

como el coseno del ángulo entre los vectores Ap y Bq. Si gpqApBq ¼ ApBp ¼ 0, los vectores se llaman ortogo-
nales.

8.40. Exprese la relación entre los tensores asociados:

 a) Ajkl  y Apqr, b) A�k
j�l y Aqkr, c) Ap�rs�

�q��t  y A���sl
jqk .

Solución

 a) Ajkl ¼ gjpgkqglrApqr  o Apqr ¼ gjpgkqglrA
jkl

 b) A�k
j�l ¼ gjqglrA

qkr

k

 o Aqkr ¼ gjqglrA�k
j�l

 c) A
p�rs�
�q��t ¼ gpjgrkgtlA

���sl
jqk  o A���sl

jqk ¼ gpjgrkg
tlA

p�rs�
�q��t

8.41. Demuestre que los ángulos u12, u23 y u31 entre las curvas coordenadas en un sistema de coordenadas tridimen-
sional están dados por

cos u12 ¼ g12ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g11g22

p , cos u23 ¼ g23ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g22g33

p , cos u31 ¼ g31ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g33g11

p

Solución

A lo largo de la curva coordenada x1, x2 5 constante y x3 5 constante.

Entonces, de la forma métrica, ds2 ¼ g11(dx
1)2 o bien 

dx1

ds
¼ 1ffiffiffiffiffiffiffi

g11
p .

Así, un vector tangente unitario a lo largo de la curva x1 es Ar
1 ¼

1ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p dr1. De manera similar, los vectores unitarios 

tangentes a lo largo de las curvas coordenadas x2 y x3 son: Ar
2 ¼

1ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p dr2  y Ar
3 ¼

1ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p dr3.
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El coseno del ángulo u12 entre Ar
1 y Ar

2 está dado por

cos u12 ¼ gpqA
p
1A

q
2 ¼ gpq

1ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p 1ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p dp1d
q
2 ¼

g12ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
g11g22

p :

Los otros resultados se obtienen de manera similar.

8.42. Demuestre que para un sistema de coordenadas ortogonal, g12 ¼ g23 ¼ g31 ¼ 0.

Solución

Esto se concluye de inmediato del problema 8.41 si se hace u12 ¼ u23 ¼ u31 ¼ 908. Del hecho de que gpq ¼ gqp, 
también se concluye que g21 ¼ g32 ¼ g13 ¼ 0.

8.43. Demuestre que para un sistema ortogonal de coordenadas, g11 ¼ 1

g11
, g22 ¼ 1

g22
, g33 ¼ 1

g33
.

Solución

Del problema 8.33, gprgrq ¼ dq
p

Si p ¼ q ¼ 1, g1rgr1 ¼ 1 o g11g11 þ g12g21 þ g13g31 ¼ 1.

Entonces, con el uso del resultado del problema 8.42, g11 ¼ 1

g11
.

En forma similar, si p ¼ q ¼ 2, g22 ¼ 1

g22
; y si f p ¼ q ¼ 3, g33 ¼ 1

g33
.

Símbolos de Christoffel

8.44. Demuestre que: a) [pq, r] ¼ [qp, r], b) 
s

pq

� �
¼ s

qp

� �
, c) [pq, r] ¼ grs

s

pq

� �
.

Solución

 a) [pq, r] ¼ 1

2

@gpr
@xq

þ @gqr
@xp

� @gpq
@xr

� �
¼ 1

2

@gqr
@xp

þ @gpr
@xq

� @gqp
@xr

� �
¼ [qp, r].

s

pq

� �
¼ gsr[pq, r] ¼ gsr[qp, r] ¼ s

qp

� �

gks
s

pq

� �
¼ gksg

sr[pq, r] ¼ drk[pq, r] ¼ [pq, k]

  o bien:

[pq, k] ¼ gks
s

pq

� �
; es decir: [pq, r] ¼ grs

s

pq

� �
.

Observe que la multiplicación de [pq, r] por gsr, tiene el efecto de reemplazar r por s, lo que sube el índice y susti-

tuye los corchetes por llaves para generar 
s

pq

� �
. De modo similar, la multiplicación de 

s

pq

� �
 por grs o gsr tiene el 

efecto de sustituir s por r, lo que baja el índice y cambia las llaves por corchetes, lo que produce [pq, r].

8.45. Demuestre lo siguiente

 a) 
@gpq
@xm

¼ [pm, q]þ [qm, p], b) 
@gpq

@xm
¼ �gpn

q

mn

� �
� gqn

p

mn

� �

 c) 
p

pq

� �
¼ @

@xq
ln

ffiffiffi
g

p

Solución

 a) [pm, q]þ [qm, p] ¼ 1

2

@gpq
@xm

þ @gmq
@xp

� @gpm
@xq

� �
þ 1

2

@gqp
@xm

þ @gmp
@xq

� @gqm
@xp

� �
¼ @gpq

@xm

 b)

 c)
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 b) 
@

@xm
gjkgij
� � ¼ @

@xm
(dki ) ¼ 0. Entonces

g jk @gij
@xm

þ @g jk

@xm
gij ¼ 0  o gij

@g jk

@xm
¼ �g jk @gij

@xm

Al multiplicar por gir,

girgij
@g jk

@xm
¼ �girg jk @gij

@xm

es decir:

drj
@g jk

@xm
¼ �girg jk([im, j]þ [jm, i])

o bien:

@grk

@xm
¼ �gir

k

im

� �
� g jk r

jm

� �

y el resultado surge al sustituir r, k, i y j por p, q, n y n, respectivamente.

 c) Del problema 8.31, g ¼ gjkG( j, k) (sólo se suma sobre k).

Como G(j, k) no contiene gjk de manera explícita, 
@g

@gjr
¼ G( j, r). Entonces, al sumar sobre j y r,

@g

@xm
¼ @g

@g jr

@g jr

@xm
¼ G( j, r)

@g jr

@xm

¼ gg jr @g jr

@xm
¼ gg jr([jm, r]þ [rm, j])

¼ g
j

jm

� �
þ r

rm

� �� �
¼ 2g

j

jm

� �

Por tanto,

1

2g

@g

@xm
¼ j

jm

� �
 o bien: 

j

jm

� �
¼ @

@xm
ln

ffiffiffi
g

p

El resultado surge al sustituir j por p y m por q.

8.46. Obtenga las leyes de transformación para los símbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo 
tipo.

Solución

 a) Como gjk ¼
@xp

@x j

@xq

@xk
gpq,

 
@g jk

@xm
¼ @xp

@x j

@xq

@xk
@gpq
@xr

@xr

@xm
þ @xp

@x j

@2xq

@xm@xk
gpq þ @2xp

@xm@x j

@xq

@xk
gpq (1)

La permutación circular de los índices j, k, m y p, q, r genera:

 @gkm
@x j

¼ @xq

@xk
@xr

@xm
@gqr
@xp

@xp

@x j
þ @xq

@xk
@2xr

@x j@xm
gqr þ @2xq

@x j@xk
@xr

@xm
gqr (2)

 
@gmj

@xk
¼ @xr

@xm
@xp

@x j
@grp
@xq

@xq

@xk
þ @xr

@xm
@2xp

@xk@x j
grp þ @2xr

@xk@xm
@xp

@x j
grp (3)
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Al restar la ecuación (1) de la suma de la (2) más la (3), y multiplicar por 12, con el uso de la defi nición de los 
símbolos de Christoffel del primer tipo obtenemos que:

 [jk, m] ¼ @xp

@x j
@xq

@xk
@xr

@xm
[pq, r]þ @2xp

@x j@xk
@xq

@xm
gpq  (4)

 b) Al multiplicar la ecuación (4) por gnm ¼ @xn

@xs
@xm

@xt
gst , obtenemos:

gnm[jk, m] ¼ @xp

@x j

@xq

@xk
@xr

@xm
@xn

@xs
@xm

@xt
gst[pq, r]þ @2xp

@x j@xk
@xq

@xm
@xn

@xs
@xm

@xt
gstgpq

Entonces,

n

jk

� �
¼ @xp

@x j

@xq

@xk
@xn

@xs
drt g

st[pq, r]þ @2xp

@x j@xk
@xn

@xs
dqt g

stgpq

¼ @xp

@x j

@xq

@xk
@xn

@xs
s

pq

� �
þ @2xp

@x j@xk
@xn

@xp

como drt g
st[pq, r] ¼ gsr[pq, r] ¼ s

pq

� �
 y  dqt g

stgpq ¼ gsqgpq ¼ dsp.

8.47. Demuestre que 
@2xm

@x j@xk
¼ n

jk

� �
@xm

@xn
� @xp

@x j

@xq

@xk
m

pq

� �
.

Solución

Del problema 8.46b), 
n

jk

� �
¼ @xp

@x j

@xq

@xk
@xn

@xs
s

pq

� �
þ @2xp

@x j@xk
@xn

@xp
.

Al multiplicar por 
@xm

@xn
, 

n

jk

� �
@xm

@xn
¼ @xp

@x j

@xq

@xk
dms

s

pq

� �
þ @2xp

@x j@xk
dmp

¼ @xp

@x j

@xq

@xk
m

pq

� �
þ @2xm

@x j@xk

Al resolver para 
@2xm

@x j@xk
, se llega al resultado.

8.48. Evalúe los símbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo tipo, para espacios en los que gpq 5 0 
si p Þ q.

Solución

 a) Si p ¼ q ¼ r, [pq, r] ¼ [pp, p] ¼ 1

2

@gpp
@xp

þ @gpp
@xp

� @gpp
@xp

� �
¼ 1

2

@gpp
@xp

:

Si p ¼ q=r, [pq, r] ¼ [pp, r] ¼ 1

2

@gpr
@xp

þ @gpr
@xp

� @gpp
@xr

� �
¼ � 1

2

@gpp
@xr

:

Si p ¼ r=q, [pq, r] ¼ [pq, p] ¼ 1

2

@gpp
@xq

þ @gqp
@xp

� @gpq
@xp

� �
¼ 1

2

@gpp
@xq

:

Si p, q y r son distintas, [pq, r] 5 0.
Aquí no se utilizó la convención de la suma.
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 b) Según el problema 8.43, g jj 5
1
gjj

 (no sumada). Entonces,

s
pq

5 gsr[pq, r] 5 0  si r Þ s, y gss[pq, s] 5
[pq, s]

gss
 (no sumada) si r 5 s.

De acuerdo con el inciso a):

Si f p 5 q 5 s,    
s

pq
5

p

pp
5

[pp, p]
gpp

5
1

2gpp
5

−gpp

−xp
5

1
2

−

−xp
ln gpp.

Si p 5 qÞ s,
s

pq
5

s

pp
5

[pp, s]
gss

1
2gss

−gpp

−xs
.

Si p 5 sÞ q, s

pq
5

p

pq
5

[pq, p]
gpp

5
1

2gpp

−gpp

−xq
5

1
2

−

−xq
ln gpp.

Si p, q y s son distintas, s
pq

5 0.

8.49. Determine los símbolos de Christoffel del segundo tipo en coordenadas: a) rectangulares, b) cilíndricas y c) 
esféricas.

Solución

Pueden usarse los resultados del problema 8.48, ya que para coordenadas ortogonales gpq 5 0 si p Þ q.

 a) En coordenadas rectangulares, gpp 5 1 de modo que s
pq

5 0.

 b) En coordenadas cilíndricas, x1 5 r, x2 5 f, x3 5 z, según el problema 8.30a) se tiene g11 5 1, g22 5 r2, 
g33 5 1. Los únicos símbolos de Christoffel del segundo tipo distintos de cero pueden ocurrir donde p 5 2. 
Éstos son los siguientes:

1

22

1
2g11

−g22

−x1

1
2

−

−r
(r2) r ,

2

21
5

2

12
5

1
2g22

−g22

−x1
5

1
2r2

−

−r
(r2) 5

1
r

 c) En coordenadas esféricas, x1 5 r, x2 5 u, x3 5 f, según el problema 8.30b) se tiene que g11 5 1, g22 5 r2, 
g33 5 r2 sen2 u. Los únicos símbolos de Christoffel del segundo tipo que son diferentes de cero ocurren donde 
p 5 2 o 3. Éstos son:

1

22

1
2g11

−g22

−x1

1
2

−

−r
(r2) r

2

21
5

2

12
5

1
2g22

−g22

−x1
5

1
2r2

−

−r
(r2) 5

1
r

1

33

1
2g11

−g33

−x1

1
2

−

−r
(r2 sen2 u) r sen2 u

2

33

1
2g22

−g33

−x2

1
2r2

−

−u
(r2 sen2 u) senu cos u

3

31
5

3

13
5

1
2g33

−g33

−x1
5

1

2r2 sen2 u

−

−r
(r2 sen2 u) 5

1
r

3

32
5

3

23
5

1
2g33

−g33

−x2
5

1

2r2 sen2 u

−

−u
(r2 sen2 u) 5 cot u
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Geodésicas

8.50. Demuestre que una condición necesaria para que I ¼ Ð t2
t1
F(t, x, _x) dt  sea un extremo (máximo o mínimo) es 

 que 
@F

@x
� d

dt

@F

@_x

� �
¼ 0.

Solución

Hagamos que x ¼ X(t), t1 � t � t2 sea la curva que hace que I sea un extremo. Entonces, x ¼ X(t)þ eh(t), donde 
e es independiente de t, es una curva vecina que pasa por t1 y t2 de modo que h(t1) ¼ h(t2) ¼ 0. El valor de I para 
la curva vecina es:

I(e) ¼
ðt2

t1

F(t, X þ eh, _X þ e _h) dt

Éste es un extremo para e 5 0. Una condición necesaria para que sea así es que  
dI

de

����
e¼0

¼ 0. Pero por diferenciación 
bajo el signo de la integral, si suponemos que esto es válido,

dI

de

����
e¼0

¼
ðt2

t1

@F

@x
hþ @F

@_x
_h

� �
dt ¼ 0

que puede escribirse como

ðt2

t1

@F

@x
h dt þ @F

@_x
h

����
t2

t1

�
ðt2

t1

h
d

dt

@F

@_x

� �
dt ¼

ðt2

t1

h
@F

@x
� d

dt

@F

@_x

� �� �
dt ¼ 0

Como h es arbitrario, el integrando 
@F

@x
� d

dt

@F

@_x

� �
¼ 0.

i t l
Ð t2 F(t 1

El resultado se extiende con facilidad a la integral 
@x

� �
Ð t2
t1
F(t, x1, _x1, x2, _x2, . . . , xN , _xN ) dt, lo que produce:

@F

@xk
� d

dt

@F

@_xk

� �
¼ 0

que se llaman ecuaciones de Euler o de Lagrange (vea también el problema 8.73).

8.51. Demuestre que las geodésicas en un espacio de Riemann están dadas por 
d2xr

ds2
þ r

pq

� �
dxp

ds

dxq

ds
¼ 0.

Solución

Debe determinarse el extremo de 
ðt2

t1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gpq _x

p _xq
p

 con el empleo de las ecuaciones de Euler (problema 8.50) con

F ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gpq _x

p _xq
p

. Se tiene que:

@F

@xk
¼ 1

2
(gpq _x

p _xq)�1=2 @gpq
@xk

_xp _xq,
@F

@_xk
¼ 1

2
(gpq _x

p _xq)�1=22gpk _x
p

Al usar 
ds

dt
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gpq _x

p _xq
p

, las ecuaciones de Euler pueden escribirse de este modo:

d

dt

gpk _x
p

_s

� �
� 1

2_s

@gpq
@xk

_xp _xq ¼ 0

o bien,

gpk €x
p þ @gpk

@xq
_xp _xq � 1

2

@gpq
@xk

_xp _xq ¼ gpk _x
p€s

_s
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Al escribir 
@gpk
@xq

_xp _xq ¼ 1

2

@gpk
@xq

þ @gqk
@xp

� �
_xp _xq esta ecuación se convierte en:

gpk €x
p þ [pq, k]_xp _xq ¼ gpk _x

p€s

_s

Si se utiliza la longitud de arco como parámetro, _s ¼ 1, €s ¼ 0, y la ecuación se transforma en:

gpk
d2xp

ds2
þ [pq, k]

dxp

ds

dxq

ds
¼ 0

Si se multiplica por grk obtenemos:

d2xr

ds2
þ r

pq

� �
dxp

ds

dxq

ds
¼ 0

La derivada covariante

8.52. Suponga que Ap y Ap son tensores. Demuestre que a) Ap,q ;
@Ap

@xq
� s

pq

� �
As

 y que b) Ap
,q ;

@Ap

@xq
þ p

qs

� �
As son tensores.

Solución

 a) Como Aj ¼ @xr

@x j
Ar ,

 
@Aj

@xk
¼ @xr

@x j
@Ar

@xt
@xt

@xk
þ @2xr

@x j@xk
Ar (1)

Del problema 8.47,

@2xr

@x j@xk
¼ n

jk

� �
@xr

@xn
� @xi

@x j
@xl

@xk
r

il

� �

Al sustituirla en la ecuación (1),

@Aj

@xk
¼ @xr

@x j
@xt

@xk
@Ar

@xt
þ n

jk

� �
@xr

@xn
Ar � @xi

@x j
@xl

@xk
r

il

� �
Ar

¼ @xp

@x j
@xq

@xk
@Ap

@xq
þ n

jk

� �
An � @xp

@x j

@xq

@xk
s

pq

� �
As

o bien,

@Aj

@xk
� n

jk

� �
An ¼ @xp

@x j
@xq

@xk
@Ap

@xq
� s

pq

� �
As

� �

y 
@Ap

@xq
� s

pq

� �
As es un tensor covariante de segundo rango, llamado derivada covariante de Ap con respecto 

de xq, y se escribe Ap,q.

 b) Como A
j ¼ @x j

@xr
Ar,

 

@A
j

@xk
¼ @x j

@xr
@Ar

@xt
@xt

@xk
þ @2x j

@xr@xt
@xt

@xk
Ar

 (2)

Del problema 8.47, al intercambiar las coordenadas x y x,

@2x j

@xr@xt
¼ n

rt

� �
@x j

@xn
� @xi

@xr
@xl

@xt
i

il

� �
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Al sustituir en la ecuación (2),

@A
j

@xk
¼ @x j

@xr
@xt

@xk
@Ar

@xt
þ n

rt

� �
@x j

@xn
@xt

@xk
Ar � @xi

@xr
@xl

@xt
@xt

@xk
j

il

� �
Ar

¼ @x j

@xr
@xt

@xk
@Ar

@xt
þ n

rt

� �
@x j

@xn
@xt

@xk
Ar � @xi

@xr
dlk

j

il

� �
Ar

¼ @x j

@xp
@xq

@xk
@Ap

@xq
þ p

sq

� �
@x j

@xp
@xq

@xk
As � j

ik

� �
A
i

o bien,

@A
j

@xk
þ j

ki

� �
A
i ¼ @x j

@xp
@xq

@xk
@Ap

@xq
þ p

qs

� �
As

� �

y 
@Ap

@xq
þ p

qs

� �
As  es un tensor mixto de segundo rango, llamado derivada covariante de Ap con respecto de xq, 

y que se escribe como Ap
,q.

8.53. Escriba la derivada covariante con respecto de xq de cada uno de los tensores siguientes:

 a) Ajk,  b) Ajk,  c)  Aj
k,  d) Aj

kl,  e)  Ajkl
mn.

Solución

 a) Ajk,q ¼ @Ajk

@xq
� s

jq

� �
Ask � s

kq

� �
Ajs  b) Ajk

,q ¼
@Ajk

@xq
þ j

qs

� �
Ask þ k

qs

� �
Ajs

 c) A
j
k,q ¼

@Aj
k

@xq
� s

kq

� �
Aj
s þ

j

qs

� �
As
k  d) Aj

kl,q ¼
@Aj

kl

@xq
� s

kq

� �
A
j
sl �

s

lq

� �
A
j
ks þ

j

qs

� �
As
kl

 e) Ajkl
mn,q ¼

@Ajkl
mn

@xq
� s

mq

� �
Ajkl
sn �

s

nq

� �
Ajkl
ms þ

j

qs

� �
Askl
mn þ

k

qs

� �
Ajsl
mn þ

l

qs

� �
Ajks
mn

8.54. Demuestre que las derivadas covariantes de las expresiones siguientes son igual a cero: a) gjk, b) gjk y c) dk
j.

Solución

 a) gjk,q 5
−gjk

−xq

s

jq
gsk

s

kq
gjs 5

−gjk

−xq
[jq, k] [kq, j] 5 0 según el problema 8.45a).

gjk
,q 5

−gjk

−xq
1

j
qs

gsk 1
k
qs

gjs 5 0 según el problema 8.45b).

d
j
k,q 5

−d
j
k

−xq

s
kq

d j
s 1

j
qs

ds
k 5 0

j
kq

1
j

qk
5 0.

 b)
 

 c) 

8.55. Encuentre la derivada covariante de Aj
kB

lm
n  con respecto de xq.

Solución

A
j
kB

lm
n

� �
,q
¼ @ A

j
kB

lm
n

� �
@xq

� s

kq

� �
Aj
sB

lm
n � s

nq

� �
A
j
kB

lm
s þ j

qs

� �
As
kB

lm
n þ l

qs

� �
A
j
kB

sm
n þ m

qs

� �
A
j
kB

ls
n

¼ @Aj
k

@xq
� s

kq

� �
Aj
s þ

j

qs

� �
As
k

 !
Blm
n þ A

j
k

@Blm
n

@xq
� s

nq

� �
Blm
s þ l

qs

� �
Bsm
n þ m

qs

� �
Bls
n

� �

¼ A
j
k,qB

lm
n þ A

j
kB

lm
n,q
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Esto ilustra el hecho de que las derivadas covariantes de un producto de tensores obedecen las reglas de las deriva-
das ordinarias del cálculo elemental para un producto.

8.56. Demuestre que gjkAkm
n

� �
,q
¼ gjkA

km
n,q.

Solución

g jkA
km
n

� �
,q
¼ g jk,qA

km
n þ g jkA

km
n,q ¼ g jkA

km
n,q

como gjk,q ¼ 0, de acuerdo con el problema 8.54a). En la diferenciación covariante, gjk, gjk y d j
k pueden ser tratados 

como constantes.

El gradiente, la divergencia y el rotacional en forma tensorial

8.57. Demuestre que divAp ¼ 1ffiffiffi
g

p @

@xk
(
ffiffiffi
g

p
Ak).

Solución

La divergencia de Ap es la contracción de la derivada covariante de Ap, es decir, la contracción de Ap
,q o Ap

,p. Enton-
ces, con el empleo del resultado del problema 8.45c),

divAp ¼ Ap
,p ¼

@Ak

@xk
þ p

pk

� �
Ak

¼ @Ak

@xk
þ @

@xk
ln

ffiffiffi
g

p� �
Ak ¼ @Ak

@xk
þ 1ffiffiffi

g
p @

ffiffiffi
g

p
@xk

� �
Ak ¼ 1ffiffiffi

g
p @

@xk
ffiffiffi
g

p
Ak

� �

8.58. Demuestre que rrrrr2F ¼ 1ffiffiffi
g

p @

@xk
ffiffiffi
g

p
gkr

@F

@xr

� �
.

Solución

El gradiente de F es grad F ¼ rrrrrF ¼ @F=@xr , tensor covariante de rango uno (consulte el problema 8.6b) defi nido 
como la derivada covariante de F, y que se escribe así: F,r. El tensor covariante de rango uno asociado con F,r es 
Ak ¼ gkr@F=@xr. Entonces, por el resultado del problema 8.57,

rrrrr2F ¼ div gkr
@F

@xr

� �
¼ 1ffiffiffi

g
p @

@xk
ffiffiffi
g

p
gkr

@F

@xr

� �

8.59. Demuestre que Ap,q � Aq,p ¼ @Ap

@xq
� @Aq

@xp
.

Solución

Ap,q � Aq,p ¼ @Ap

@xq
� s

pq

� �
As

� �
� @Aq

@xp
� s

qp

� �
As

� �
¼ @Ap

@xq
� @Aq

@xp

Este tensor de rango dos se defi ne como el rotacional de Ap.

8.60. Exprese la divergencia de un vector Ap en términos de sus componentes físicas para coordenadas: a) cilíndri-
cas y b) esféricas.

Solución

 a) Para coordenadas cilíndricas x1 ¼ r, x2 ¼ f, x3 ¼ z,

g ¼
1 0 0

0 r2 0

0 0 1

������

������
¼ r2  y 

ffiffiffi
g

p ¼ r (vea el problema 8.30a)
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Las componentes físicas, denotadas por Ar, Af, Az , están dadas por

Ar ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p
A1 ¼ A1, Af ¼ ffiffiffiffiffiffiffi

g22
p

A2 ¼ rA2 y Az ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p
A3 ¼ A3

Entonces,

div Ap ¼ 1ffiffiffi
g

p @

@xk
ffiffiffi
g

p
Ak

� � ¼ 1

r

@

@r
(rAr)þ @

@f
(Af)þ @

@z
(rAz)

	 


 b) Para coordenadas esféricas, x1 ¼ r, x2 ¼ u, y x3 ¼ f,

g 5

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sen2 u

5 r4 sen2 u  y 
ffiffiffi
g

p ¼ r2 sen u (consulte el problema 8.30b)

Las componentes físicas, denotadas por Ar, Au, Af, están dadas por

Ar ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p
A1 ¼ A1, Au ¼ ffiffiffiffiffiffiffi

g22
p

A2 ¼ rA2 y Af ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p
A3 ¼ r sen u A3

Entonces,

div Ap 5
1
g

−

−xk
( gAk)

5
1

r2 senu

−

−r
(r2 senu Ar) 1

−

−u
(r senu Au) 1

−

−f
(r Af)

5
1
r2

−

−r
(r2Ar) 1

1
r senu

−

−u
(senu Au) 1

1
r senu

−Af

−f

8.61. Exprese el laplaciano de F, rrrrr2F, en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas.

Solución

 a) En coordenadas cilíndricas, g11 ¼ 1, g22 ¼ 1=r2, g33 ¼ 1 (vea el problema 8.35a). Entonces, de acuerdo con el 
resultado del problema 8.58,

rrrrr2F ¼ 1ffiffiffi
g

p @

@xk
ffiffiffi
g

p
gkr

@F

@xr

� �

¼ 1

r

@

@r
r
@F

@r

� �
þ @

@f

1

r

@F

@f

� �
þ @

@z
r
@F

@z

� �	 


¼ 1

r

@

@r
r
@F

@r

� �
þ 1

r2
@2F

@f2
þ @2F

@z2

 b) En coordenadas esféricas g11 ¼ 1, g22 ¼ 1=r2, g33 ¼ 1=r2 sen2 u (consulte el problema 8.35b). Por tanto,

=2F 5
1
g

−

−xk
g gkr −F

−xr

5
1

r2 senu

−

−r
r2 senu

−F

−r
1

−

−u
sen u

−F

−u
1

−

−f

1
senu

−F

−f

5
1
r2

−

−r
r2 −F

−r
1

1
r2 senu

−

−u
sen u

−F

−u
1

1

r2 sen2u

−2F

−f2
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Derivadas intrínsecas

8.62. Calcule las derivadas intrínsecas de cada uno de los tensores siguientes, si se suponen funciones diferencia-
bles de t: a) un invariante F, b) Aj, c) Aj

k y d) 
g
A
jk
lmn.

Solución

 a) 
dF

dt
¼ F,q

dxq

dt
¼ @F

@xq
dxq

dt
¼ dF

dt
, la derivada ordinaria.

 b) 
dAj

dt
¼ Aj

,q

dxq

dt
¼ @Aj

@xq
þ j

qs

� �
As

� �
dxq

dt
¼ @Aj

@xq
dxq

dt
þ j

qs

� �
As dx

q

dt

¼ dAj

dt
þ j

qs

� �
As dx

q

dt

dAj
k

dt
¼ A

j
k,q

dxq

dt
¼ @Aj

k

@xq
� s

kq

� �
Aj
s þ

j

qs

� �
As
k

 !
dxq

dt

¼ dA
j
k

dt
� s

kq

� �
Aj
s

dxq

dt
þ j

qs

� �
As
k

dxq

dt

dAjk
lmn

dt
¼ A

jk
lmn,q

dxq

dt
¼ @Ajk

lmn

@xq
� s

lq

� �
Ajk
smn �

s

mq

� �
A

jk
lsn

 

� s

nq

� �
A

jk
lms þ

j

qs

� �
Ask
lmn þ

k

qs

� �
A

js
lmn

�
dxq

dt

¼ dA
jk
lmn

dt
� s

lq

� �
Ajk
smn

dxq

dt
� s

mq

� �
A

jk
lsn

dxq

dt
� s

nq

� �
A

jk
lms

dxq

dt

þ j

qs

� �
Ask
lmn

dxq

dt
þ k

qs

� �
A

js
lmn

dxq

dt

8.63. Pruebe que las derivadas intrínsecas de gjk, g jk y dk
j son iguales a cero.

Solución

dgjk

dt
5 (gjk,q)

dxq

dt
5 0,

dg jk

dt
5 g jk

,q
dxq

dt
5 0,

dd
j
k

dt
5 d

j
k,q

dxq

dt
5 0, según el resultado del problema 8.54.

Tensores relativos

8.64. Sean Ap
q y Brs

t  tensores relativos de pesos w1 y w2, respectivamente. Demuestre que sus productos interno y 
externo son tensores relativos de peso w1 1 w2.

Solución

Por hipótesis,

A
j

k ¼ Jw1
@x j

@xp
@xq

@xk
Ap
q, B

lm

n ¼ Jw2
@xl

@xr
@xm

@xs
@xt

@xn
Brs
t

El producto externo es

A
j

kB
lm

n ¼ Jw1þw2
@x j

@xp
@xq

@xk
@xl

@xr
@xm

@xs
@xt

@xn
Ap
qB

rs
t

un tensor relativo de peso w1 1 w2. Cualquier producto interno, que es una contracción del producto externo, tam-
bién es un tensor relativo de peso w1 1 w2.

 c) 

 d) 
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8.65. Demuestre que 
ffiffiffi
g

p
 es un tensor relativo de peso uno, es decir: un tensor densidad.

Solución

Los elementos del determinante g dados por gpq se transforman de acuerdo con gjk ¼
@xp

@x j

@xq

@xk
gpq.

Al obtener determinantes en ambos lados, g ¼ @xp

@x j

����
����
@xq

@xk

����
����g ¼ J2g  o 

ffiffiffi
g

p ¼ J
ffiffiffi
g

p
, lo que prueba que 

ffiffiffi
g

p
 es un tensor 

relativo de peso uno.

8.66. Demuestre que dV ¼ ffiffiffi
g

p
dx1dx2 � � � dxN es un invariante.

Solución 

Según el problema 8.65,

dV ¼
ffiffiffi
g

p
dx1dx2 � � � dxN ¼ ffiffiffi

g
p

J dx1dx2 � � � dxN

¼ ffiffiffi
g

p @x

@x

����
���� dx1dx2 � � � dxN ¼ ffiffiffi

g
p

dx1dx2 � � � dxN ¼ dV

De esto se concluye que si F es un invariante, entonces,
ð
� � �
ð

V

F dV ¼
ð
� � �
ð

V

F dV

para cualesquiera sistemas de coordenadas en los que la integración se efectúe sobre un volumen en un espacio N 
dimensional. Es posible plantear un enunciado similar para las integrales de superfi cie.

Aplicaciones diversas

8.67. Exprese en forma tensorial lo siguiente: a) la velocidad y b) la aceleración de una partícula.

Solución

 a) Si la partícula se mueve a lo largo de una curva xk ¼ xk(t) donde t es el parámetro tiempo, entonces vk ¼ dxk

dt
 es 

su velocidad y es un tensor contravariante de rango uno (consulte el problema 8.9).

 b) La cantidad 
dvk

dt
¼ d2xk

dt2
 en general no es un tensor, por lo que no puede representar la cantidad de aceleración 

física en todos los sistemas de coordenadas. Se defi ne la aceleración ak como la derivada intrínseca de la velo-

cidad, que es ak ¼ dvk

dt
 que es un tensor contravariante de rango uno.

8.68. Escriba la ley de Newton en forma tensorial.

Solución

Suponga que la masa M de la partícula es un invariante que no depende del tiempo t. Entonces, Mak ¼ Fk, tensor 
contravariante de rango uno, se llama fuerza de la partícula. Así, la ley de Newton puede escribirse como:

Fk ¼ Mak ¼ M
dvk

dt

8.69. Pruebe que ak ¼ dvk

dt
¼ d2xk

dt2
þ k

pq

� �
dxp

dt

dxq

dt
.

Solución

Como vk es un tensor contravariante, según el problema 8.62b) se tiene que:

dvk

dt
¼ dvk

dt
þ k

qs

� �
vs
dxq

dt
¼ d2xk

dt2
þ k

qp

� �
vp

dxq

dt
¼ d2xk

dt2
þ k

pq

� �
dxp

dt

dxq

dt
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8.70. Encuentre las componentes físicas de: a) la velocidad y b) la aceleración de una partícula en coordenadas 
cilíndricas.

Solución

 a) Del problema 8.67a), las componentes contravariantes de la velocidad son:

dx1

dt
¼ dr

dt
,

dx2

dt
¼ df

dt
 y  

dx3

dt
¼ dz

dt

Entonces, las componentes físicas de la velocidad son:

 
ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p dx1

dt
¼ dr

dt
,

ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p dx2

dt
¼ r

df

dt
 y  

ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p dx3

dt
¼ dz

dt

con el uso de g11 5 1, g22 5 r2, g33 5 1.

 b) De los problemas 8.69 y 8.49b), las componentes contravariantes de la aceleración son

a1 ¼ d2x1

dt2
þ 1

22

� �
dx2

dt

dx2

dt
¼ d2r

dt2
� r

df

dt

� �2

a2 ¼ d2x2

dt2
þ 2

12

� �
dx1

dt

dx2

dt
þ 2

21

� �
dx2

dt

dx1

dt
¼ d2f

dt2
þ 2

r

dr

dt

df

dt

y

a3 ¼ d2x3

dt2
¼ d2z

dt2

Entonces, las componentes físicas de la aceleración son:

 
ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p
a1 ¼ €r� r _f

2
,

ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p
a2 ¼ r €fþ 2_r _f  y  

ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p
a3 ¼ €z

donde los puntos denotan diferenciaciones con respecto del tiempo.

8.71. Suponga que la energía cinética T de una partícula de masa, M, constante que se mueve con velocidad de 
magnitud v, está dada porT ¼ 1

2 Mv2 ¼ 1
2
Mgpq _x

p _xq. Pruebe que

d

dt

@T

@_xk

� �
� @T

@xk
¼ Mak

 donde ak denota las componentes covariantes de la aceleración.

Solución

Como T ¼ 1
2
Mgpq _x

p _xq, se tiene:

@T

@xk
¼ 1

2
M

@gpq
@xk

_xp _xq,
@T

@_xk
¼ Mgkq _x

q  y 
d

dt

@T

@_xk

� �
¼ M gkq €x

q þ @gkq
@xj

_x j _xq
� �

Por tanto,

d

dt

@T

@_xk

� �
� @T

@xk
¼ M gkq €x

q þ @gkq
@xj

_x j _xq � 1

2

@gpq
@xk

_xp _xq
� �

¼ M gkq €x
q þ 1

2

@gkq
@xp

þ @gkp
@xq

� @gpq
@xk

� �
_xp _xq

� �

¼ M(gkq €x
q þ [pq, k]_xp _xq)

¼ Mgkr €xr þ r

pq

� �
_xp _xq

� �
¼ Mgkra

r ¼ Mak

con el empleo del problema 8.69. Este resultado puede usarse para expresar la aceleración en diferentes sistemas 
de coordenadas.
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8.72. Utilice el problema 8.71 para encontrar las componentes físicas de la aceleración de una partícula en coorde-
nadas cilíndricas.

Solución

Como ds2 ¼ dr2 þ r2 df2 þ dz2, v2 ¼ ds=dtð Þ2¼ _r2 þ r2 _f2 þ _z2 y T ¼ 1
2
Mv2 ¼ 1

2
M(_r2 þ r2 _f2 þ _z2) del proble-

ma 8.71, con x1 ¼ r, x2 ¼ f y x3 ¼ z, encontramos que:

a1 ¼ €r� r _f2, a2 ¼ d

dt
(r2 _f), a3 ¼ €z

Entonces, las componentes físicas están dadas por

 
a1ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p ,
a2ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p ,
a3ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p  o  €r� r _f2,
1

r

d

dt
(r2 _f), €z

ya que g11 ¼ 1, g22 ¼ r2 y g33 ¼ 1. Compare este resultado con el del problema 8.70.

8.73. Suponga que la fuerza covariante que actúa sobre una partícula está dada por Fk ¼ � @V

@xk
, donde  V(x1, . . . , xN) 

 es la energía potencial. Demuestre que 
d

dt

@L

@_xk

� �
� @L

@xk
¼ 0, donde L 5 T – V.

Solución

De L ¼ T � V ,
@L

@_xk
¼ @T

@_xk
, ya que V es independiente de _xk. Entonces, del problema 8.71,

d

dt

@T

@_xk

� �
� @T

@xk
¼ Mak ¼ Fk ¼ � @V

@xk
 y 

d

dt

@L

@_xk

� �
� @L

@xk
¼ 0

La función L se llama lagrangiano. Las ecuaciones que involucran a L, llamadas ecuaciones lagrangianas, son im-
portantes en la mecánica. Según el problema 8.50, se concluye que los resultados de este problema son equivalentes al 
enunciado de que una partícula se mueve en forma tal que 

Ð t2
t1

 L dt es un extremo. Esto se llama principio de Hamilton.

8.74. Exprese el teorema de divergencia en forma tensorial.

Solución

Sea que Ak defi na un campo tensorial de rango uno, y vk denote el unitario normal a cualquier punto, dirigido hacia 
fuera de una superfi cie cerrada S que limita un volumen V. Entonces, el teorema de divergencia establece queððð

V

Ak
,k dV ¼

ðð

S

Akvk dS

Para un espacio N dimensional, la integral triple es reemplazada por una integral de orden N, y la integral doble por 
una de orden N – 1. El invariante Ak

,k
 es la divergencia de Ak (consulte el problema 8.57). El invariante Akvk es el 

producto escalar de Ak y vk, análogo a A ? n en la notación vectorial del capítulo 2.
Hemos expresado el teorema en forma tensorial; entonces, se cumple para todos los sistemas de coordenadas, 

ya que lo hace para sistemas rectangulares (vea el capítulo 6). También revise el problema 8.66.
8.75. Exprese en forma tensorial las ecuaciones de Maxwell: a) div B 5 0, b) div D 5 4πr, 

 c) rrrrr � E ¼ � 1

c

@B

@t
 y d) rrrrr �H ¼ 4p I

c

Solución

Defi na los tensores Bk, Dk, Ek, Hk, I
k y suponga que r y c son invariantes. Entonces, las ecuaciones pueden escri-

birse como sigue:

 a) Bk
,k ¼ 0  y b) Dk

,k ¼ 4pr

 c) � e jkqEk,q ¼ � 1

c

@Bj

@t
 o bien e jkqEk,q ¼ 1

c

@Bj

@t
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 d) � e jkqHk,q ¼ 4pIj

c
 o bien e

jkqHk,q ¼ � 4pIj

c

Estas ecuaciones forman la base de la teoría electromagnética.

8.76. a) Demuestre que Ap,qr � Ap,rq ¼ Rn
pqrAn , donde Ap es un tensor covariante arbitrario de rango uno.

 b) Demuestre que Rn
pqr  es un tensor. c) Pruebe que Rpqrs ¼ gnsR

n
pqr es un tensor.

Solución

 a) Ap,qr ¼ (Ap, q),r ¼
@Ap,q

@xr
� j

pr

� �
Aj, q �

j

qr

� �
Ap, j

¼ @

@xr
@Ap

@xq
� j

pq

� �
Aj

� �
� j

pr

� �
@Aj

@xq
� k

jq

� �
Ak

� �
� j

qr

� �
@Ap

@xj
� l

pj

� �
Al

� �

¼ @2Ap

@xr@xq
� @

@xr
j

pq

� �
Aj �

j

pq

� �
@Aj

@xr
� j

pr

� �
@Aj

@xq
þ j

pr

� �
k

jq

� �
Ak

� j

qr

� �
@Ap

@xj
þ j

qr

� �
l

pj

� �
Al

Al intercambiar q y r y restar, encontramos que:

Ap,qr � Ap,rq ¼
j

pr

� �
k

jq

� �
Ak � @

@xr
j

pq

� �
Aj �

j

pq

� �
k

jr

� �
Ak þ @

@xq
j

pr

� �
Aj

¼ k

pr

� �
j

kq

� �
Aj � @

@xr
j

pq

� �
Aj �

k

pq

� �
j

kr

� �
Aj þ @

@xq
j

pr

� �
Aj

¼ Rj
pqrAj

donde

Rj
pqr ¼

k

pr

� �
j

kq

� �
� @

@xr
j

pq

� �
� k

pq

� �
j

kr

� �
þ @

@xq
j

pr

� �

Se llega al resultado al sustituir j por n.
 b) Como Ap,qr � Ap,rq  es un tensor, Rn

pqrAn es un tensor; y como An es un tensor arbitrario, según la ley del cocien-
te Rn

pqr  es un tensor. Este tensor se denomina tensor de Riemann-Christoffel, y en ocasiones se escribe como 

Rn
:pqr, R

...n
pqr:, o simplemente Rn

pqr.

 c) Rpqrs ¼ gnsR
n
pqr

 es un tensor asociado de Rn
pqr

 por lo que es un tensor. Se llama tensor covariante de curvatura 
y tiene importancia capital en la teoría general de la relatividad de Einstein.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8.77. Escriba cada una de las expresiones siguientes con el uso de la convención de la suma.

 a)  d)

 b)  e)

 c) 

8.78. Escriba los términos de cada una de las sumas indicadas a continuación.

 a) 
@

@xk
(
ffiffiffi
g

p
Ak), N ¼ 3 b)  AjkB

p
kCj, N ¼ 2  c) 

@x j

@xk
@xk

@xm

8.79. ¿Qué lugar geométrico representa akxkxk ¼ 1, donde xk, k 5 1, 2, …, N son coordenadas rectangulares, ak son 
constantes positivas, y N 5 2, 3 o 4?

a1x
1x3 þ a2x

2x3 þ � � � þ aNx
Nx3

A21B1 þ A22B2 þ A23B3 þ � � � þ A2NBN

A
j
1B

1 þ A
j
2B

2 þ A
j
3B

3 þ � � � þ A
j
NB

N

g21g11 þ g22g21 þ g23g31 þ g24g41

B121
11 þ B122

12 þ B221
21 þ B222

22
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8.80. Sea N 5 2. Escriba el sistema de ecuaciones representado por apqxq ¼ bp.

8.81. Escriba la ley de transformación para los tensores  a) Aij
k ,  b) Bijk

m ,  c) Cmn, d) Am.

8.82. Suponga que las cantidades B( j, k, m) y C( j, k, m, n) se transforman de un sistema de coordenadas xi a otro 
xi  de acuerdo con las reglas siguientes

 a) B(p, q, r) ¼ @x j

@xp
@xk

@xq
@xr

@xm
B( j, k, m) b) C(p, q, r, s) ¼ @xp

@xj
@xq

@xk
@xm

@xr
@xs

@xn
C( j, k, m, n). Determine si son tensores. 

Si lo son, escríbalos con una notación apropiada y diga el rango y los órdenes covariante y contravariante.

8.83. ¿Cuántas componentes tiene un tensor de rango 5 en un espacio de 4 dimensiones?

8.84. Demuestre que si las componentes de un tensor son cero en un sistema de coordenadas, entonces son iguales 
a cero en todos los sistemas coordenados.

8.85. Demuestre que si las componentes de dos tensores son iguales en un sistema de coordenadas, son iguales en 
todos los sistemas.

8.86. Haga la demostración de que la velocidad, dxkYdt = vk, de un fl uido es un tensor, pero que dvkYdt no lo es.

8.87. Encuentre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor en coordenadas: a) cilíndricas r, f, z, 
b) esféricas, r, u, f , si sus componentes covariantes en coordenadas rectangulares son 2x – z, x2y, yz.

8.88. Las componentes contravariantes de un tensor en coordenadas rectangulares son yz, 3, 2x + y. Encuentre sus 
componentes covariantes en coordenadas parabólicas cilíndricas.

8.89. Evalúe  a) ,     b) ,     c)d p
qBrs

p d p
qdr

sA
qs d p

qdq
r dr

s y d ) d p
qdq

r dr
sd

s
p.

8.90. Suponga que Apq
r  es un tensor. Demuestre que Apr

r  es un tensor contravariante de rango uno.

8.91. Demuestre que djk ¼ 1 j ¼ k

0 j=k

�
 no es un tensor covariante, como pareciera indicarlo la notación.

8.92. Sea Ap ¼ @xq

@xp
Aq . Demuestre que Aq ¼ @xp

@xq
Ap.

8.93. Sea Ap

r ¼
@xp

@xq
@xs

@xr
Aq
s . Demuestre que Aq

s ¼
@xq

@xp
@xr

@xs
A
p

r .

8.94. Suponga que F es un invariante. Determine si @2F=@xp@xq  es un tensor.

8.95. Sean Ap
q  y Br tensores, pruebe que Ap

qB
r  y Ap

qB
q son tensores y determine el rango de cada uno.

8.96. Suponga que Apq
rs  es un tensor. Demuestre que Apq

rs þ Aqp
sr  es un tensor simétrico, y que Apq

rs � Aqp
sr  es un tensor 

simétrico oblicuo.

8.97. Suponga que Apq y Brs son tensores simétricos oblicuos. Demuestre que Cpq
rs ¼ ApqBrs es simétrico.

8.98. Suponga un tensor simétrico (simétrico oblicuo). ¿Las contracciones repetidas del tensor también son simé-
tricas (simétricas oblicuas)?

8.99. Pruebe que Apqx
pxq ¼ 0  si Apq es un tensor simétrico oblicuo.

8.100. ¿Cuál es el número más grande de componentes diferentes que un tensor simétrico contravariante de rango 
dos puede tener cuando: a) N 5 4 y b) N 5 6? ¿Cuál es el número para cualquier valor de N?

8.101. ¿Cuántas componentes distintas de cero, además de una diferencia en el signo, tiene un tensor simétrico 
oblicuo, covariante y de tercer rango?

8.102. Suponga que Apq
rs  es un tensor. Demuestre que una contracción doble genera un invariante.

8.103. Demuestre que una condición necesaria y sufi ciente para que un tensor de rango R sea un invariante por con-
tracción repetida es que R sea par y que el número de índices covariantes y contravariantes sea igual a R/2.

8.104. Dados los tensores Apq y Brs, demuestre que el producto externo es un tensor de rango cuatro, y que pueden 
formarse dos productos internos de rango dos y cero, respectivamente.
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8.105. Sea A(p, q)Bq ¼ Cp, donde Bq es un tensor covariante arbitrario de rango uno, y Cp es un tensor contravariante 
de rango uno. Demuestre que A(p, q) debe ser un tensor contravariante de rango dos.

8.106. Sean Ap y Bq tensores arbitrarios. Demuestre que si ApBqC(p, q) es un invariante, entonces C(p, q) es un 
tensor que puede escribirse como Cq

p .

8.107. Encuentre la suma S 5 A 1 B, la diferencia D 5 A – B, y los productos P 5 AB y Q 5 BA, donde A y B son 
las matrices siguientes:

 a) A ¼ 3 �1

2 4

	 

, B ¼ 4 3

�2 �1

	 

, b) A ¼

2 0 1

�1 �2 2

�1 3 �1

2
4

3
5, B ¼

1 �1 2

3 2 �4

�1 �2 2

2
4

3
5

8.108. Encuentre (3A – 2B)(2A – B), donde A y B son las matrices del problema anterior.

8.109. a) Verifi que que det(AB) 5 fdet Agfdet Bg para las matrices del problema 8.107.

 b) ¿Se cumple que det(AB) 5 det(BA)?

8.110. Sean A ¼ 3 �1 2

4 2 3

	 

, B ¼

�3 2 �1

1 3 �2

2 1 2

2
4

3
5.

 Demuestre que: a) AB está defi nido y calcúlelo, b) BA y A + B no están defi nidos.

8.111. Encuentre x, y y z de modo que 
2 �1 3

1 2 �4

�1 3 �2

2
4

3
5

x

y

z

2
4

3
5 ¼

1

�3

6

2
4

3
5

8.112. La inversa de una matriz cuadrada A, que se escribe A21, está defi nida por la ecuación AA21 5 I, donde I es 
la matriz identidad que tiene unos en su diagonal principal y ceros en todos los demás elementos.

 Obtenga A21, si a) A ¼ 3 �2

�5 4

	 

,  b) A ¼

1 �1 1

2 1 �1

1 �1 2

2
4

3
5. ¿Es A�1A ¼ I  en estos casos?

8.113. Pruebe que A ¼
2 1 �2

1 �2 3

4 �3 4

2
4

3
5 no tiene inversa.

8.114. Pruebe que (AB)�1 ¼ B�1A�1, donde A y B son matrices cuadradas no singulares.

8.115. Exprese con notación matricial las ecuaciones de transformación para: a) un vector contravariante, b) un 
tensor covariante de rango dos y c) un tensor mixto de rango dos.

8.116. Dada A ¼ 2 �2

�3 1

	 

, determine los valores de la constante l de modo que AX 5 lX, para cierta matriz X 

 diferente de cero (y que depende de l). Estos valores de l se llaman valores característicos o eigenvalores 
(o valores propios) de la matriz A.

8.117. La ecuación F(l) 5 0 del problema anterior, para determinar los valores característicos de la matriz A se 
llama ecuación característica de A. Demuestre que F(A) 5 O, donde F(A) es la matriz que obtenemos al 
sustituir l por A en la ecuación característica, y donde el término constante c es reemplazado por la matriz 
cl, y O es una matriz cuyos elementos son cero (y se llama matriz nula). El resultado es un caso especial del 
teorema de Hamilton y Cayley, que dice que una matriz satisface su propia ecuación característica.

8.118. Demuestre que (AB)T ¼ BTAT .

8.119. Determine el tensor métrico y el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilíndricas parabólicas y b) 
cilíndricas elípticas.

8.120. Considere la transformación xr ¼ arpx
p þ br , donde ar

p y br son constantes tales que apr a
r
q ¼ dpq. Pruebe que no 

hay diferencia entre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor. En el caso especial en el que 
las transformaciones son de un sistema de coordenadas rectangulares a otro, los tensores se llaman tensores 
cartesianos.

8.121. Determine g y gjk que corresponden a ds2 ¼ 3(dx1)2 þ 2(dx2)2 þ 4(dx3)2 � 6(dx1dx3).
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8.122. Sea Ak ¼ gjkAj. Demuestre que Aj ¼ gjkA
k y a la inversa.

8.123. Exprese la relación entre los tensores asociados

 a) Apq y A�q
j , b) Ap�r

�q  y Ajql y c) A��r
pq y Ajk

��l.
8.124. Demuestre que a) A�q

p B
p
�rs ¼ ApqBprs y b) Apq

��rB
�r
p ¼ A�q

p�rB
pr ¼ A�qr

p Bp
�r. Esto demuestra el resultado general de que 

un símbolo mudo en un término puede bajarse de su posición superior, o bien subirse de su posición inferior, 
sin cambiar el valor del término.

8.125. Demuestre que si f Ap
�qr ¼ Bp

�qCr, entonces Apqr ¼ BpqCr y A�qr
p ¼ B�q

p C
r. Esto demuestra el resultado de que un 

índice libre en una ecuación tensorial puede subirse o bajarse sin que se afecte la validez de la ecuación.

8.126. Demuestre que los tensores gpq, gpq y dpq  son tensores asociados.

8.127. Pruebe que a) gjk
@x j

@xp
¼ gpq

@xq

@xk
 y b) gjk

@xp

@x j
¼ gpq

@xk

@xq
.

8.128. Sea Ap un campo vectorial. Encuentre el vector unitario correspondiente.

8.129. Demuestre que los cosenos de los ángulos que forma el vector unitario tridimensional Ui con las curvas co-

 ordenadas están dados por 
U1ffiffiffiffiffiffiffi
g11

p ,
U2ffiffiffiffiffiffiffi
g22

p  y 
U3ffiffiffiffiffiffiffi
g33

p .

8.130. Determine los símbolos de Christoffel del primer y segundo tipo, en coordenadas: a) rectangulares, b) cilín-
dricas y c) esféricas.

8.131. Determine los símbolos de Christoffel de los tipos primero y segundo, en coordenadas: a) cilíndricas parabó-
licas y b) cilíndricas elípticas.

8.132. Encuentre ecuaciones diferenciales para las geodésicas, en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas.

8.133. Demuestre que las geodésicas en un plano son líneas rectas.

8.134. Pruebe que las geodésicas en una esfera son arcos de círculos máximos.

8.135. Escriba los símbolos de Christoffel del segundo tipo para la métrica

ds2 ¼ (dx1)2 þ (x2)2 � (x1)2
� �

(dx2)2

 y las ecuaciones geodésicas correspondientes.

8.136. Escriba la derivada covariante con respecto de xq de cada uno de los tensores siguientes:

 a) A
jk
l , b) Ajk

lm, c) A
j
klm, d) Ajkl

m  y e) A
jk
lmn.

8.137. Encuentre la derivada covariante de: a) gjkAk, b) AjBk y c) dk
j
Aj, con respecto de xq.

8.138. Use la relación Aj ¼ gjkAk para obtener la derivada covariante de Aj desde la derivada covariante de Ak.

8.139. Suponga que F es un invariante. Pruebe que F,pq ¼ F,qp; es decir, el orden de diferenciación covariante de un 
invariante es irrelevante. 

8.140. Demuestre que epqr  y e pqr  son tensores covariante y contravariante, respectivamente.

8.141. Exprese la divergencia de un vector Ap en términos de sus componentes físicas, para coordenadas: a) cilíndri-
cas parabólicas y b) paraboloides.

8.142. Encuentre las componentes físicas de grad F en coordenadas: a) cilíndricas parabólicas y b) cilíndricas elíp-
ticas.

8.143. Determine =2F en coordenadas cilíndricas parabólicas.

8.144. Con el empleo de notación tensorial, demuestre que: a) div rot Ar 5 0 y b) rot grad F 5 0.
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8.145. Calcule las derivadas intrínsecas de los campos tensoriales siguientes, con la suposición de que son funciones 
diferenciables de t:

a) Ak, b) Ajk, c) AjBk y d ) fAk
j, donde f es un invariante.

8.146. Encuentre la derivada intrínseca de a) gjkAk, b) dk
jAj y c) gjkdr

jAr
p.

8.147. Demuestre que 
d

dt
(gpqApAq) ¼ 2gpqAp

dAq

dt
.

8.148. Muestre que si no actúan fuerzas externas, una partícula con masa constante se mueve a lo largo de una geo-
désica dada por

d

ds

dxp

ds

� �
¼ 0:

8.149. Pruebe que la suma y resta de dos tensores relativos de los mismos peso y tipo también son un tensor relativo 
del mismo peso y tipo.

8.150. Suponga que Apq
r  es un tensor relativo de peso w. Pruebe que g�w=2Apq

r  es un tensor absoluto.

8.151. Sea A(p, q)Bqs
r ¼ Cs

pr , donde Bqs
r  es un tensor relativo arbitrario de peso w1 y Cs

pr es un tensor relativo conoci-

do de peso w2. Demuestre que A(p, q) es un tensor relativo de peso w2 – w1. Éste es un ejemplo de la ley del 
cociente para tensores relativos.

8.152. Demuestre que la cantidad G(j, k) del problema resuelto 8.31 es un tensor relativo de peso dos.

8.153. Encuentre las componentes físicas en coordenadas esféricas de: a) la velocidad y b) la aceleración de una 
partícula.

8.154. Sean Ar y Br dos vectores en el espacio tridimensional. Demuestre que si l y μ son constantes, entonces 
Cr ¼ lAr þ mBr  es un vector que está en el plano de Ar y Br. ¿Cuál es la interpretación en un espacio de ma-
yor dimensión?

8.155. Demuestre que un vector normal a la superfi cie f(x1, x2, x3) 5 constante está dado por Ap ¼ gpq
@f

@xq
. Encuen-

tre la normal unitaria correspondiente.

8.156. La ecuación de continuidad está dada por rrrrr � (sv)þ @s

@t
¼ 0  donde s es la densidad y v es la velocidad de un 

 fl uido. Exprese la ecuación en forma tensorial.

8.157. Exprese la ecuación de continuidad en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas.

8.158. Exprese el teorema de Stokes en forma tensorial.

8.159. Pruebe que el tensor de curvatura covariante Rpqrs es simétrico oblicuo en: a) p y q, b) r y s y c) q y s.

8.160. Pruebe que Rpqrs ¼ Rrspq.

8.161. Demuestre que a) Rpqrs þ Rpsqr þ Rprsq ¼ 0 y b) Rpqrs þ Rrqps þ Rrspq þ Rpsrq ¼ 0.

8.162. Pruebe que la diferenciación covariante en un espacio euclidiano es conmutativa. Esto demuestra que el ten-
sor de Riemann-Christoffel y el tensor de curvatura son iguales a cero en un espacio euclidiano.

8.163. Sea Tp ¼ dxp

ds
 el vector tangente a la curva C cuya ecuación es xp ¼ xp(s), donde s es la longitud de arco.

 a) Demuestre que gpqTpTq ¼ 1. b) Pruebe que gpqTp dT
q

ds
¼ 0 lo que demuestra que Nq ¼ 1

k

dTq

ds
 es una nor-

 mal unitaria a C para una k apropiada. c) Demuestre que 
dNq

ds
 es ortogonal a Nq.

8.164. Con la notación del problema anterior, demuestre que:

 a) gpqT
pNq ¼ 0, b) gpqTp dN

q

ds
¼ �k  o gpqTp dNq

ds
þ kTq

� �
¼ 0.

 Lo que prueba que Br ¼ 1

t

dNr

ds
þ kTr

� �
 es un vector unitario para una t apropiada y ortogonal tanto a T p 

como a Nq.
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8.165. Demuestre las fórmulas de Frenet-Serret:

dTp

ds
¼ kNp,

dNp

ds
¼ tBp � kTp,

dBp

ds
¼ �tNp

 donde Tp, Np y Bp son los vectores unitarios tangente, normal y binormal a C, y k y t son la curvatura y torsión 
de C.

8.166. Demuestre que ds2 ¼ c2(dx4)2 � dxkdxk (N ¼ 3) es invariante bajo la transformación lineal (afín):

x1 ¼ g(x1 � vx4), x2 ¼ x2, x3 ¼ x3, x4 ¼ g x4 � b

c
x1

� �

 donde g, b, c y v son constantes, b 5 v/c y g ¼ (1� b2)�1=2. Ésta es la transformada de Lorentz, de la relati-
vidad especial. Físicamente, un observador en el origen del sistema xi ve que un evento ocurre en la posición 
x1, x2, x3 en el instante x4, mientras que un observador en el origen del sistema xi  mira que el mismo evento 
sucede en la posición  x1, x2, x3 en el instante x4. Se supone que: 1) en los dos sistemas coinciden los ejes x1 
y d x1, 2) los ejes positivos x2 y x3 son paralelos respectivamente a los ejes positivos x2 y x3, 3) el sistema xi  se 
mueve con una velocidad v relativa al sistema xi y 4) la velocidad de la luz, c, es constante.

8.167. Demuestre que para un observador fi jo en el sistema xi(xi) , una barra fi ja en el sistema xi(xi) que esté paralela 
al eje x1(x1)  y que tenga una longitud L, en este sistema parece tener la longitud reducida L

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� b2

p
. Este 

fenómeno se llama contracción de Lorentz-Fitzgerald.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

8.77. a) akx
kx3 b) A2jBj c) A

j
kB

k d ) g2qgq1, N ¼ 4 y e) Bp2r
pr , N ¼ 2

8.78. a) b)

 c) 

8.79. Elipse para N 5 2, elipsoide para N 5 3, hiperelipsoide para N 5 4.

8.80. 
a11x

1 þ a12x
2 ¼ b1

a21x
1 þ a22x

2 ¼ b2

(

8.81. a) Apq

r ¼ @xp

@xi
@xq

@xj
@xk

@xr
A
ij
k b) Bpqr

s ¼ @xp

@xi
@xq

@xj
@xr

@xk
@xm

@xs
Bijk
m c) Cpq ¼ @xm

@xp
@xn

@xq
Cmn  y d) Ap ¼ @xm

@xp
Am

8.82. a) B( j, k, m) es un tensor de rango tres y es covariante de orden dos y contravariante de orden uno. Si puede 
escribirse como Bm

jk. b) C( j, k, m, n) no es un tensor.

8.83. 45 5 1024

8.87. a) 2r cos2 f 2 z cos f 1 r3 sen2 f cos2 f, 22r2 sen f cos f 1 rz sen f 1 r4 sen f cos 3 f, rz sen f

 b) 2r sen2 u cos2 f 2 r sen u cos u cos f 1 r3 sen4 u sen2 f cos2 f 1 r2 sen u cos2 u sen f,

  2r2 sen u cos u cos2 f 2 r2 cos2 u cos f 1 r4 sen3 u cos u sen2 f cos2 f 2 r3 sen2 u cos u sen f,

  22r2 sen2 u sen f cos f 1r2 sen u cos u sen f 1 r4 sen4 u sen f cos3 f

8.88. u2vzþ 3v, 3u� uv2z, u2 þ uv� v2

8.89.  a) Bq
rs, b) Apr, c) ds

p, d) N 8.98. Sí.

8.94. No es un tensor. 8.100. a) 10, b) 21 y c) N(N 1 1)@2

8.95. Rango tres y rango uno, respectivamente. 8.101. N(N � 1)(N � 2)=6

@

@x1
(
ffiffiffi
g

p
A1)þ @

@x2
(
ffiffiffi
g

p
A2)þ @

@x3
(
ffiffiffi
g

p
A3)

@x j

@x1
@x1

@xm
þ @x j

@x2
@x2

@xm
þ � � � þ @x j

@xN
@xN

@xm

A11B
p
1C1 þ A21B

p
1C2 þ A12B

p
2C1 þ A22B

p
2C2
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g 5 6, (gjk) 5

4@3 0 1
0 1@2 0
1 0 1

8.107. a) 

 b) 

8.108. a)   b) 8.110.

8.111.  8.112. a) b) Sí

8.115. a)

 b)

 c)

8.116.

8.119. a)

 b)

8.121.

52 86
104 76

S 5
7 2
0 3

, D 5
1 4
4 5

, P 5
14 10
0 2

, Q 5
18 8
8 2

) S 5

3 1 3

2 0 2

2 1 1

, D 5

1 1 1

4 4 6

0 5 3

, P 5

1 4 6

9 7 10

9 9 16

,

Q 5

1 8 3

8 16 11

2 10 7

3 16 20
9 163 136

61 135 132

6 5 3
4 17 2

A
1

A
2

A
3

5

−x1

−x1

−x1

−x2

−x1

−x3

−x2

−x1

−x2

−x2

−x2

−x3

−x3

−x1

−x3

−x2

−x3

−x3

A1

A2

A3

)
A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

5

−x1

−x1

−x2

−x1

−x3

−x1

−x1

−x2

−x2

−x2

−x3

−x2

−x1

−x3

−x2

−x3

−x3

−x3

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

−x1

−x1

−x1

−x2

−x1

−x3

−x2

−x1

−x2

−x2

−x2

−x3

−x3

−x1

−x3

−x2

−x3

−x3

A
1
1 A

1
2 A

1
3

A
2
1 A

2
2 A

2
3

A
3
1 A

3
2 A

3
3

5

−x1

−x1

−x1

−x2

−x1

−x3

−x2

−x1

−x2

−x2

−x2

−x3

−x3

−x1

−x3

−x2

−x3

−x3

A1
1 A1

2 A1
3

A2
1 A2

2 A2
3

A3
1 A3

2 A3
3

−x1

−x1

−x1

−x2

−x1

−x3

−x2

−x1

−x2

−x2

−x2

−x3

−x3

−x1

−x3

−x2

−x3

−x3

5 4, 1

x 1, y 5 3, z 5 2
2 1

5@2 3@2

1@3 1@3 0
5@3 1@3 1
1 0 1

.

l 5 4, 1

u2 1 v2 0 0
0 u2 1 v2 0
0 0 1

,

1
u2 1 v2

0 0

0
1

u2 1 v2
0

0 0 1

a2(senh2 u 1 sen2 v) 0 0
0 a2(senh2 u 1 sen2 v) 0
0 0 1

,

1

a2(senh2 u 1 sen2 v)
0 0

0
1

a2(senh2 u 1 sen2 v)
0

0 0 1
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c) [22, 1] r, [33, 1] r sen2 u, [33, 2] r2 sen u cos u

[21, 2] 5 [12, 2] 5 r, [31, 3] 5 [13, 3] 5 r sen2 u

8.123. a) Apq 5 g pjA q
j ,  b) Ap r

q 5 g pjgrlAjql ,  c) A r
pq 5 gpjgqkgrlAjk

l

1

21
5

1

12
5

v
u2 1 v2

,
2

21
5

2

12
5

u
u2 1 v2

.

[32, 3] 5 [23, 3] 5 r2 sen u cos u.

b) [11, 1] 5 2a2 senh u cosh u, [22, 2] 5 2a2 sen v cos v, [11, 2] 2a2 sen v cos v

[22, 1] 2a2 senh u cosh u, [12, 1] 5 [21, 1] 5 2a2 sen v cos v, [21, 2] 5 [12, 2] 5 2a2 senh u cosh u

1

11
5

senh u cosh u

senh2 u 1 sen2 v
,

2

22
5

senv cos v

senh2 u 1 sen2 v
,

1

22
5

senh u cosh u

senh2 u 1 sen2 v
,

2

11
5

sen v cos v

senh2 u 1 sen2 v
,

1

21
5

1

12
5

sen v cos v

senh2 u 1sen2 v
,

8.131. a) [11, 1] 5 u, [22, 2] 5 v, [11, 2] v, [22, 1] u,

[12, 1] 5 [21, 1] 5 v, [21, 2] 5 [12, 2] 5 u:

1

11
5

u
u2 1 v2

,
2

22
5

v
u2 1 v2

,
1

22
5

u
u2 1 v2

,
2

11
5

v
u2 1 v2

,

d2x1

ds2
1 x1 dx2

ds

2

5 0,
d2x2

ds2
1

2x1

(x1)2 (x2)2

dx1

ds
dx2

ds
1

x2

(x2)2 (x1)2

dx2

ds

2

5 0

a) Ajk
l,q 5

−Ajk
l

−xq

s
lq

Ajk
s 1

j
qs

Ask
l 1

k
qs

Ajs
l

b) Ajk
lm,q 5

−Ajk
lm

−xq

s
lq

Ajk
sm

s
mq

Ajk
ls 1

j
qs

Ask
lm 1

k
qs

Ajs
lm

c) Aj
klm,q 5

−Aj
klm

−xq

s
kq

Aj
slm

s
lq

Aj
ksm

s
mq

Aj
kls 1

j
qs

As
klm

d ) Ajkl
m,q 5

−Ajkl
m

−xq

s
mq

Ajkl
s 1

j
qs

Askl
m 1

k
qs

Ajsl
m 1

l
qs

Ajks
m

2

21
5

2

12
5

senh u cosh u

senh2 u 1 sen2 v
.

8.132. a)
d2r

ds2
r

df

ds

2

5 0,
d2f

ds2
1

2
r

dr

ds
df

ds
5 0,

d2z
ds2

5 0

b)
d2r
ds2

r
du

ds

2

r sen2 u
df

ds

2

5 0,
d2u

ds2
1

2
r

dr
ds

du

ds
sen u cos u

df

ds

2

5 0

d2f

ds2
1

2
r

dr
ds

df

ds
1 2 cot u

du

ds
df

ds
5 0

8.136.

1
22

5 x1,
2

12
5

2
21

5
x1

(x1)2 (x2)2 ,
2

22
5

x2

(x2)2 (x1)2
.

8.130. a) Todos son cero. b) [22, 1]  , [12, 2]  [21, 2]  . Todos los demás son cero.

Todos los demás son cero.

Todos los demás son cero.

Todos los demás son cero.

Todos los demás son cero.

Ap

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gpqApAq

p8.128.
Ap

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ApAp

p or
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r

8.157. a)
−

−r
(s v1) 1

−

−f
(s v2) 1

−

−z
(s v3) 1

s v1

r
1 5

−s

−t
0

e) Ajk
lmn,q

−Ajk
lmn

−xq

s
lq

Ajk
smn

s
mq

Ajk
lsn

s
nq

Ajk
lms 1

j
qs

Ask
lmn 15

5

5

5 5

5 5

5 5

k
qs

Ajs
lmn

8.137. a) gjkAk
, q, b) Aj

, qBk 1 AjBk, q, c) d
j
kAj, q

8.141. a)
1

u2 1 v2

−

−u
( u2 1 v2Au) 1

−

−v
( u2 1 v2Av) 1

−Az

−z

b)
1

uv(u2 1 v2)
−

−u
(uv u2 1 v2Au) 1

−

−v
(uv u2 1 v2Av) 1

1
uv

−2Az

−z2

8.142. a)
1

u2 1 v2

−F

−u
eu 1

1

u2 1 v2

−F

−v
ev 1

−F

−z
ez

a)
1

a senh2 u 1 sen2 v

−F

−u
eu 1

−F

−v
ev 1

−F

−z
ez

8.156.
−(s vq)

−xq
1 5

s vq

2g
−g
−xq

1
−s

−t
0,

8.143.
1

u2 1 v2

−2F

−u2
1

−2F

−v2
1 (u2 1 v2)F

8.145. a)
dAk

dt
Ak, q

dxq

dt
−Ak

−xq

s
kq

As
dxq

dt
dAk

dt
s

kq
As

dxq

dt

b)
dAjk

dt
dAjk

dt
1

j
qs

Ask dxq

dt
1

k
qs

Ajs dxq

dt

c)
d

dt
(AjB

k)
dAj

dt
Bk 1 Aj

dBk

dt
dAj

dt

s

jq
As

dxq

dt
Bk 1 Aj

dBk

dt
1

k

qs
Bs dxq

dt

d)
d

dt
(FAj

k) F
dAj

k

dt
1

dF

dt
Aj

k F
dAj

k

dt
1

j

qs
As

k
dxq

dt

s

kq
Aj

s
dxq

dt

 

1
dF

dt
Aj

k

8.146. a) gjk
dAk

dt
5 gjk

dAk

dt
1

k
qs

As dxq

dt

b) d
j

k

dAj

dt
5 d

j
k

dAj

dt
s
jq

As
dxq

dt
5

dAk

dt
s

kq
As

dxq

dt

c) gjkdj
r

dAr
p

dt
5 grk

dAr
p

dt
s

pq
Ar

s
dxq

dt
1

r
qs

As
p

dxq

dt

8.153. a) , ru, r senuf b) r ru2 r sen2 uf2,
1
r

d
dt

(r2u) r senu cos uf2,
1

r senu

d
dt

(r2 sen2uf)

b)
−

−r
(s v1) 1

−

−u
(s v2) 1

−

−f
(s v3) 1 s

2v1

r
1 v2 cot u 1

−s

−t
5 0,

 donde eu, ev y ez son vectores unitarios en las direcciones en que se incrementan u, v y z, respectivamente.

 donde vq son las componentes contravariantes de la velocidad.

 donde v1, v2 y v3 son las componentes 

contravariantes de la velocidad.

8.158. 
ð

C

Ap

dxp

ds
ds ¼ �

ðð

S

e pqr

Untitled-1   233 17/11/10   10:36:36

Aq,rvp dS, donde dxp

ds

Untitled-1   233 17/11/10   10:36:36

 es el vector unitario tangente a la curva cerrada C y v p es el unitario 

normal a la superfi cie S, que tiene como frontera a C.
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Índice

A
aceleración, 45
 centrípeta, 54, 62, 68
 de Coriolis, 68
álgebra vectorial, 3
análisis tensorial, 88, 189
ángulo, 77
antiderivada, 97
área vectorial, 32

B
banda de Moebius, 119
binormal, 56

C
cálculo de variaciones, 196
campo escalar, 5
campo
 fuente, 17, 142
 irrotacional, 85
 sumidero, 17, 142
 tensorial, 191
 vórtice, 85
campo vectorial, 5-6
 conservativo, 87, 99
 solenoidal, 142
cinemática, 49
circulación, 98
circuncentro, 41
coeficientes métricos, 171
combinación lineal, 4
componentes, 4
 de un tensor mixto de segundo rango de un vector 

contravariante, 180
componentes contravariantes, 158
 de un tensor de segundo rango, 191
componentes covariantes, 158
 de un tensor de segundo rango, 191
conjuntos recíprocos, 23
contracción de Lorentz-Fitzgerald, 

230

coordenadas
 bipolares, 162
 curvilíneas, 60, 157
 elipsoidales, 163
 esféricas, 160
 paraboloides, 161
coordenadas cilíndricas, 160
 elípticas, 161
 parabólicas, 160-161
coordenadas esferoidales
 achatadas, 162
 alargadas, 162
cosenos directores, 25
convención de suma, 190
curva
 cerrada simple, 98
 binormal, 49
 en el espacio, 45
 normal principal, 49

D
delta de Kronecker, 91, 191
densidad de carga, 147
densidad de corriente, 147
derivada
 covariante, 196
 intrínseca o absoluta, 197
 ordinaria, 44
determinantes, 193
díadas unitarias, 87
diádica, 87
diferencia de vectores, 2
diferenciable de orden, 46
difusividad, 148
dinámica, 49
divergencia, 70, 197

E
ecuación
 de continuidad, 81, 147
 de onda, 86
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ecuaciones
 de Euler, 216
 de Maxwell, 86
 lagrangianas, 224
eigenvalores, 227
elemento de línea ds, 194
energía cinética, 112
energía potencial, 112
escalar, 1, 6, 191
espacio(s)
 euclidianos, 194
 N dimensional, 189
 riemanniano, 194
 vectorial, 3

F
factores de escala, 158
fin del vector, 1
forma
 cuadrática fundamental, 171
 métrica, 171, 194
fórmulas de Frenet-Serret, 49
fuerza
 central, 66, 102
 de la partícula, 222
función
 diferenciable de orden, 46
 escalar continua, 46
 escalar de posición, 5
 vectorial continua, 46
 vectorial de posición, 5

G
geodésica, 196
gradiente, 69, 197

H
hélice circular, 59
hiperesfera, 199
hiperplano, 199
hipersuperficie, 199

I
índice libre, 190
índice mudo, 190
índice umbral, 190
integral de línea, 98
integral definida, 97
integral indefinida, 97
integrales de volumen o espaciales, 100
invariante, 73, 191
inversa, 193

J
jacobiano, 92

L
lagrangiano, 224
laplaciano, 197

ley
 de los cosenos, 42
 de los senos, 37
 del cociente, 205
 del paralelogramo, 7

M
matriz(ces), 88, 192
 columna, 192
 compatibles, 193
 identidad, 192
 nula, 192
 renglón, 192
momento angular, 62
multiplicación
 interna, 204
 por un escalar, 2
multiplicador de Lagrange, 70

N
nabla, 69
negativo, 1
normal unitaria positiva, 61, 99

O
operaciones fundamentales con tensores, 

192
operador laplaciano, 72
origen, 1
ortocentro, 41
ortogonal, 60

P
plano basculante, 49
plano normal, 49
plano rectificador, 49
potencial
 escalar, 87, 94, 99, 204
 vectorial, 94
principio de Hamilton, 224
producto(s)
 cruz, 22
 interno, 204
 punto, 21
 triples, 22
punto inicial, 1
puntos singulares, 164

R
radio
 de curvatura, 49
 de torsión, 49
 vector, 4
región de conexión, 131
resultante; véase suma de vectores
rotación con traslación, 73
rotación pura, 73
rotacional, 71, 197
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S
símbolos
 de Christoffel, 195
 de permutación, 197
singular, 193
sistema(s)
 diestro,4
 recíprocos, 23
sistema de coordenadas
 de mano derecha, 3, 4
 ortogonal, 157
 toroidales, 162
solenoidal, 81
suma de vectores, 2
superficie(s)
 de coordenadas, 157
 orientable y no orientable, 119

T
tensores asociados, 195
tensor conjugado o recíproco, 194
tensor contravariante de primer rango, 180, 190
tensor covariante de primer rango, 190
tensor de densidad, 198
tensor de rango cero, 191
tensor fundamental, 194
tensor métrico, 194
 conjugado, 209
tensor(es)
 asociados, 210
 cartesianos, 227
 de permutación, 197
 de Riemann-Christoffel, 225
 relativo de peso w, 198
 simétrico, 191
 simétrico oblicuo, 191
teorema
 de Gauss, 126, 132, 145
 de Green, 127, 132
 de Hamilton y Cayley, 227
 de Stokes, 126, 131
 simétrico, 143

transformación
 afín, 73
 de coordenadas, 72, 157, 191
 ortogonal, 73
transformada de Lorentz, 230
triádicas, 88
triedro, 49
torsión, 49
triedro móvil, 49

V
vector(es), 1, 6
 base, 9, 10
 cero, 2
 combinación lineal, 4
 componentes, 4, 9, 10
 constante arbitrario, 97
 contravariante, 190
 covariante, 190
 de posición, 4
 derivada ordinaria, 44
 diferencia de, 2
 espacio, 3, 6
 fin del, 1
 iguales, 1
 linealmente dependientes, 4
 linealmente independientes, 4
 nulo, 2
 origen de, 1
 propio, 2
 punto inicial, 1
 punto terminal, 1
 radio, 4
 resultante, 2
 suma de, 2
 término del, 1
 unitarios, 3
 unitarios básicos, 158
velocidad, 45
 angular, 33
 superficial, 102
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