ANALISIS KOMPLEKS

Pendahuluan

Bil Kompleks

Bil Imaginer
(khayal)

Bil Rasional Bil Irasional

=

Bil Pecahan Bil Bulat

Bil Bulat - Bil Bulat O Bil Bulat +

Sistem Bilangan Kompleks

i~
i

i

Untuk a,b € R maka bentuk umum bilangan kompleks adalah
z=a+ bi

dengan b # 0, i dinamakan satuan khayal (imaginary unit) bersifat i?2 = —1. a
dinamakan bagian riil dari z dan b dinamakan bagian khayal dari z yang berturut-
turut dinyatakan dengan Re(z) dan Im(z).

Kompleks sekawan (Complex Conjugate) dari suatu bilangan kompleks adalah
Z=a—bi

Operasi Dasar Bilangan Kompleks

1. Penjumlahan (a + bi) + (c+di) =a+ bi+c+ di
2. Pengurangan (a + bi) — (c+di) =a+ bi—c —di
3. Perkalian (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
4 Pemba ian a+bi _ ac+bd bc—ad .

' glan i T ez ' a2
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ANALISIS KOMPLEKS

Sifat-sifat Aljabar Bilangan Kompleks
Misalkan z;, z,, dan z; adalah bilangan kompleks, maka berlaku:

1. Hukum komutatif
71t 2y =29 + 24
2. Hukum asosiatif
z1 + (23 + z3) = (21 + 2,) + z3; 21(2,23) = (212,) 23
3. Hukum distributif (penyebaran)
21(2; +23) = 2,2, + 7,23

4. Hukum kesekawanan

It 2 =2+ 2y, I — 23 =2 — 2y, 7123 = 2175 Z1)Z2 = 217,
5. z2=12
6. zZ = [Re(2)]? + [Im(2)]?

Contohl
Diberikan z; = 2 — 3i dan z, = —5 + i, maka:

a. z;+z,=Q2-30)+(-5+i)=-3-2i
zy _ (2-3) _ 1, 1.
d. zy  (=5+i0) 2+2l
Latihan 1

1. Selesaikan operasi yang diberikan
a. 3+4)+@Bi—-2)

3(=1+4i)—2(7-1)
B+20)2-1)

2-3i

4—i

2 i3 14 :5 10

i%0°0% 10>, ..,1
{123 — 4% — 4

@i-*{+ 2

1-i 1+i
i*4i%4i16
2-i5+i10—i15

. 1+0)? 1-i\3
L3(3) —2(5)

2. Tunjukkan bahwa bilaz = —1—imakaz?+2z4+2=0

Buktikan bahwa z;z, = 7,7,

4. Tentukan bilangan riil x dan y sehingga 2x — 3iy + 4ix — 2y — 5 —
10i=@x+y+2)—(y—x+3)i

> @ 2 o oo

w
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ANALISIS KOMPLEKS

5. Buktikan bahwa untuk setiap z, berlaku

Re(z) = %(z +2z) dan Im(z) = zli(z —-2)

Grafik Bilangan Kompleks

Suatu bilangan kompleks dapaat digambarkan dalam suatu bidang kompleks
seperti menggambarkan suatu titik pada bidang cartesius XY.

AY

a z=a+bi

b X (Riil)
Nilai Mutlak

Nilai mutlak atau absolut atau modulus didefinisikan sebagai jarak antara z dan
sumbu koordinat dan diberikan sebagai |z| = vVa? + b?

AY

a z=a+ bi

V4

b X (Riil)

Contoh 2

Diketahui z = —1 — i, maka modulus dari z adalah |z| = \/(-1)2 + (-1)2 =2

Contoh 3

2+3i 1
==-V26
1—i| 2

Jika z; dan z, bilangan kompleks, maka berlaku

1. |zyz;| = |zl z,]
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ANALISIS KOMPLEKS

2 A — |zl

' Z2 |22
3. |z + 25| < |zy| + |z,]
4. |zy + zy| = |z1] = | 25|

Bentuk Polar (Kutub) Bilangan Kompleks
Perhatikan gambar berikut
A

P(x,y)

v

X

Andaikan z = x + iy merupakan suatu titik (x,y) pada bidang kompleks,
berdasarkan gambar

x=rcos@, y=rsinf

Dimana r = \/x2 + y? = |x + iy|dinamakan modulus dari z = x + iy , ditulis
mod z dan 6 dinamakan argumen dari z ditulis argz = arc tan% yaitu

menyatakan suatu sudut antara garis OP dengan sumbu x positif. Hal ini
mengakibatkan

z=x+1iy=rcosf +irsinf =r(cosf + isinb)

yang dinamakan dengan bentuk kutub bilangan kompleks, dan r dan 6 dinamakan
koordinat kutub. Dapat juga ditulis dalam bentuk

x+iy =7r(cos@ +isinh) =rcis§ =re'®

Operasi Aljabar Bentuk Kutub
Misalkan z; = r;(cos6; + isin ;) dan z, = r,(cos 6, + isin 6,), maka:

1. z, +2z, =1r(cosB, +isinb,) + r,(cos b, + isinbh,)
= (1, cos6; + 1, cosB,) + i(r; sinO; + r,sin ;)
2. z; — 2, =1,(cosB; +isinh;) —r,(cosh, + isinb,)
= (r, cos6; — 1, cosB,) + i(r;sinf; —r,sinb,)
3. z,z, =1r,(cosB, +isinb,).r,(cosb, + isinb,)
= ryri{cos(8; — 0,) + isin(6; — 6,)}

zy _ ri(cosB;+isinf;) L&Y . .. _
4. 7 = a(cosbutisingy) = 1, {cos(6, — 6,) + isin(6, — 6,)}
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ANALISIS KOMPLEKS

Contoh 4

a. Gambar kedua bilangan kompleks tersebut dalam bidang kompleks

A

A
[
v

b. Modulus dan argumen dari Tasing-masing bilangan kompleks
Modulus:
|z| =1, =2 atau mod z,=V?2
|z,| = r, =+/2 atau mod z,=V2
Argumen:

tan 0; = _Tl = —1, maka di peroleh 8, = 315” atau arg z; = 315"

tan 8, = _il = —1, maka di peroleh 8, = 135" atau argz, = 135"
c. Bentuk kutub masing-masing bilangan kompleks
z; = V2(cos315° +isin315")

Z, = V2(cos135° +isin 135°)

Latihan 2

1. Tentukan |§| !
2. Hitunglah setiap bentuk berikut jika diketahui z; =1 —i,z, = =2 + 4i
a. |2z,_3z|?
b. 12,2, + z,74|
3. Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks
a. 2+ 2V3i
b. =54 5i
Kemudian gambarkan grafiknya pada bidang kompleks
4. Diketahui z; = 1 +i,z, = V3 +i. Tentukan
a. mod (z,z,) dan Arg (z,2,)
b. mod (2—:) dan Arg (i—:)
dan tulis masing-masingnya dalam bentuk kutub
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ANALISIS KOMPLEKS

Teorema De’Moivre

Misalkan z; = x, +1iy; = r(cosO; +isin6;) dan Zy =Xy + iy, =
r,(cos B, + isin ).

Maka diperoleh
Z,2, = 1i1ry{cos(6; + 0,) + isin(6; + 0,)}
217y e Zy = 11Ty . Tp{cos(0; + 0, + -+ 6,) +isin(6; + 0, + ---+ 6,)}
Jika z; = z, = -+ z, = z, maka diperoleh
z" = {r(cos@ + isin 8}" = r"(cosnb + isinnf)
Dinamakan teorema De’Moivre.
Rumus Euler
Ingat kembali deret Maclaurin

m
fx) = Y5_gan(x —x,)™ dengan a,, = f—(lx")

Menyebabkan f(x) =e*=1+x +’;—IZ+’;—I3+

Misalkan x = ix,

e = cosx + isinx
e® = cosf +isinf
dinamakan rumus Euler. Secara umum Kita dapat mendefinisikan
e? = e** = e*(cosy + isiny)
Sehingga bilangan kompleks z dapat kita tulis dalam bentuk
z=71(cos@ +isinf) = re®
Contoh 5
1. Tunjukkan bahwa

elb o0
2

a. cosf =
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ANALISIS KOMPLEKS

Diketahui
e = cos@ +isinf dan e~ =cos@ —isinf
Sehingga diperoleh
e +e7% =2cosH

ei@ + e—i@

9 =
CoSs 2

b. cos260 =1 —2sin?6 dan sin26 = 2sin 6 cos O
Dengan menggunakan teorema De’Moivre

cos20 +i = (cos @ +isin 8)?
= cos? 6 + 2icosfsinf — sin? 0
= (cos? 0 —sin? 0) +i( )

Sehingga diperoleh
cos 28 = cos? 0 —sin? 6
= (1 —sin? ) — sin? @
=1 - 2sin?6
dan
sin 20 = 2sin 6 cos O
C. sin?0 =1 — cos?6
Perhatikan bahwa sin? 8 = (sin 8)? sehingga

el0 _ o-if 2
sin?f = ——
20

1 eZiG _ e—2i9 1
- _E<#> 2

1 1
= —E(COSZH) +E

=1 —cos? 6
Latihan 3

1. Tunjukkan bahwa
eie_e—if)
2

b. sin30 =3sinf —4sin38 dan cos38 = 4cos30 — 3 cosh

) 3 . 1.
C. sm30=251n0—zsm39

a. sinf =

2. Jika diketahui z; = re'®1 dan z, = re'®2, Tentukan
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ANALISIS KOMPLEKS

zZ
a. 2,7, h. =
Z2

Akar Bilangan Kompleks

Andaikan w adalah akar dari z yaitu:

1
w=2zn atauw" =z

Sehingga
1 1
zn = {r(cos@ + isinf)}n
1 1
= rn(cos@ + isinf)n
dengan menggunakan teorema De’Moivre diperoleh

1 1 7] 0
Zn =1rn (cos—+ Lsm—)
n n

atau bentuk umum

1 1 0 + 2km . (0 +2kn
Zn =rn {cos (T) + i sin (T)} k=012, ..,n—1

Contoh 6

Tentukan setiap akar yang diberikan berikut dan letaknya pada bidang kompleks

1
a. (—1+1i)3
r=J(-D2+12=+2
- 1 p 3
sinf = —, = —
V2 4
p 1 p 3n
cosf = ——, =—
\2 4
3n 3n
1 1 ——+ 2kn — + 2kn
(-1+ )3 =(V2)? cosw+ isin( 4 3
Untuk

1
k=0 2z, =26 (cos%+ isin%)

11w . . 11m
(COS— + iSln —)
12 12

o

k:1, 22:2
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ANALISIS KOMPLEKS

1
= 191 , .. 19w
k=2 z3=2s (cos—+ lsm—)
12 12

b. (2v3- Zi)%

r= \[(2x/§)2 +(-2)2=+2

2 .
sinf = ——, 6 =330
V4
2v/3 .
cosf = T’ 6 = 330
1 1 330" + 2knm 330° + 2kn
(2V3 -2i)2 = (4)2 {cos% + isin%}

Untuk
k=0, z =2(cos165 +isin165")
k=1, z,=2(cos345 +isin345")

Persamaan Suku Banyak
Penyelesaian persamaan suku banyak berbentuk
apz™ + a;z" '+ a,z"?++a,_1z+a, =0

dimana a, # 0, a4, ..., a, bilangan kompleks yang diketahui dan n bilangan bulat
positif. Persamaan suku banyak memiliki n akar kompleks. Jika z;,z,, ...,z,
adalah n buah akarnya, maka

ay(z—2)(z—-2,)..(z=2z,)=0
dinamakan bentuk pemfaktoran persamaan suku banyak.
Contoh 7
Selesaikan z°> — 2z* — z3+ 62— 4 =0
penyelesaian

z>—2z*—2z34+6z2—4=0

Setelah difaktorkan diperoleh

(z—=2)(z—1)?(z%+2z+2)=0
Maka

z1=2,2,=1,2z3=1,z, =—1+i,danzs; = -1 —1i
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ANALISIS KOMPLEKS

Latihan 4

1. Selesaikan persamaan z* + 81 = 0
2. Tentukan semua akar dari z* +z2+1 =10

Fungsi Kompleks

Suatu fungsi kompleks dengan variabel kompleks z dinyatakan oleh w = f(z)
dengan z = x + iy sebagai domain dari w dan fungsi kompleks terdiri dari
bilangan riil dan imaginer sehingga fungsi kompleks dapat dinyatakan dalam
bentuk

w(z) = u(z) + v(z)i
atau
w(z) = u(x,y) + v(x,y)i
dimana u(x, y) adalah bagian riil dan v(x, y)adalah bagian imaginer.

Dalam bentuk koordinat polar (r,8) dapat juga dinyatakan dengan mengganti x
dan y yaitu:

wiz)=u+iv=f(z)=f(x+iy) =rcosf +irsin6

Jadi

y Y
A “

""""""""""""""" N
< ;X ) =X
A .
v "
Bidang xy Bidang w

1. Jika f(z) = 2x? + iy. Tentukan fungsi kompleks dalam z

10 | Auny Souia
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Penyelesaian

Jika
z=x+iy dan Z=x—1iy
menyebabkan
z+z zZ—Z
x=— dan y = 57
Sehingga

z+ 2\?

f0=2(25 (5

1
=§(22+Z_2+Z—Z_)+ZZ_

x—1iy

2. Diketahui f(z) = x + iy +

x2+y?2
a. Nyatakan dalam bentuk z

b. Tentukan u dan v

c. Tentukan f(1 + 2i)

Penyelesaian

a. f(Z)=%Z+i(Z;?)+(Z;Z)+( z_iz)zz_l_é

21 Z

zZZ
_ . x iy
b. f(z2)=x+iy+ 1y

_x2+y2
diperoleh
X X
u=x+53 danv—x+xZ+y2
1 . 1 6 ,8.
C. f(Z)_Z+;_1+2l+E_E+EL

Latihan

1. Tentukan nilai fungsi f(z) jikaz =1, 1+1i, i,—1+i, dan—1 jika
a. f(z)= i
b. f(z) =iz
c. f(z)=z?+1

2. Jika f(z) = z? tentukan pemetaan dari bidang xy ke w jika

a. —2+1i
b. 1-3i
3. Jika z = 1 + 2i, tentukan
ol
a. f(Z) T 14z
b. f(2) =
4. Misalkan w = f(z) = z(2—z). Tentukan nilai w yang dinyatakan
dengan
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a. z=1+1i
b. z=2-2i
Jikaw = f(z) = 7= Tentukan f(i)dan f(1 — i)

Jika f(2) = Zzti Z+ 2 Tentukan

3z
a. f(2)
b. f{f(2)}
Jikaw = f(z) = %_21 Tentukan
a. f(0),f(i),dan f(1+1i)
b. Nilai z sehingga f(z) = idan f(z) = 2 — 3i
Pisahkan setiap fungsi berikut ini dalam bagian riil dan khayalnya yaitu
menentukan u(x, y)dan v(x, y)sehingga f (z) = u + iv.
a. f(z)=2z%-3zi

b. f(z) =22
¢ f)=1=

Fungsi Eksponensial

Didefinisikan w = e# dengan z = x + iy sehingga

w=e*tY =¢e* e =e*(cosy +isiny)

Sifat-sifat fungsi eksponensial

1. e%1.e%2 = e%1t2
Bukti
Misalkan e?1 = e*1(cosy, + isiny,) dan e?2 = e*2(cosy, + isiny,)
e?1,e?2 = e*1(cosy; + isiny;).e*2(cosy, + isiny,)
= e*1**2{cos(y; +y,) + isin(y; + y,)}
= ex1+x2_ ei(Y1+YZ)
= eX1tiy1_pXz2tiy2
— ezl‘l'Zz
z
2. ZT: = e#17%2  (puktikan sebagai latihan)
le?| = e*
Bukti
Misalkan z = x + iy
leZ| = |e*(cosy + isiny)|

= e*|(cosy + isiny)|

= e*,/cos?y + sin2y

12 | Auny Souia
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le?| = e*
4, eZtzkmi — oz

Bukti

ez+2krci = e? eani

= e?.(cos 2km +isin 2km), k=0,%£1,%2,...
ez+2krci = e?

Fungsi Trigonometri

Ingat kembali rumus Euler
e = cosx + isinx

e ™ = cosx —isinx
menyebabkan

- _ e—ix eix + e—ix eix _ e—iz
sihx =——— ,cosx =———,tanx = ———
2i ’ 2 ’ (ex + e~iz)j

Contoh
Buktikan bahwa

1. sin(z, + z,) = sin z, cos z; + cos z; sin z,

Bukti
elz1tzz) _ p—i(21+22)
sin(z; + z,) = -
1+ 2, T
ei21 eiZz _ e—izl e—iZZ
21
(cosz; + isinz;)(cos z, + isinz,) — (cosz; —isinz;)(cosz, + isin z,)
21
2i(cos z; sin z,) + 2i(cos z; + i sin z,)

B 2i

= sin z; cos z; + coSz; Sin z,
2. cos(z; + z,) = cos z; cos z; — sin z; sin z, (prove it!)

Latihan

(buku Schaum halaman 67 no 62, 64, 68)
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Fungsi Hiperbolik

Definisi
eX —e™*
sinhx =
! 2
e*+e™*
coshx =
2
dengan x € R

Jika z = x + iy adalah bilangan kompleks, maka

) h ] elZ _ e—lZ
sinniz =
2
] eiZ + e—iZ
coshiz = T

Sifat-sifat fungsi hiperbolik

1. sinz = sinx coshy + icosxsinhy
Bukti:
_ ez — iz
sinz = -
21
ei(x+iy) _ e—i(x+iy)
2i
e V(cosx +isinx) —eY(cosx — isinx)
2i

_ e’ —e™V _ e’ +e™”
=1icosx (T) + sinx (T)

= i cosx sinh y + sinx coshy
2. cosz = cosxcoshy — isinxsinhy (prove it!)

3. sinh(iz) =isinz
Bukti:
ei(x+iy) _ e—i(x+iy)
2
B e Y(cosx +isinx)—eY(cosx —isinx)
B 2
(ey—e‘y>+, . (ey+e‘y)
=—cosx|———— | +isinx{————
2 2
= —cosx coshy + isinxcoshy

sinh(iz) =

14 | Auny Souia
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4.
5.

6.
7.

8.

= i(sinx coshy + i cosx sinh y)
=isinz
coshiz = cosz (prove it !)
sinhz = sinhx cosy + i coshxsiny
Bukti:
e’ —e’?
2
ex+iy _ e—(x+iy)
2
B e*(cosy +isiny) + e *(cosy — isiny)
B 2

eX —e™* o e*+e™*
= Cosy(T> + Lsmy(T)

= cosy sinh x + i siny cosh x
cosh z = cos y cosh x + i sin y sinh x (prove it!)

sinhz =

sinh(z; + z,) = sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z,
Bukti:
sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z,

e’r —e™%1\ ez +e7%2 e’ +e7%1\ re%2 —e*2
_< 2 )( 2 )+( 2 )( 2 )

<2321+Zz - Ze—(z1+22)>

4
eZ1tzz _ o=(21+22)
B 2
cosh(z; £ z,) = cosh z; cosh z, + sinh z; sinh z,
(prove it )

> = sinh(z, + z,)

Fungsi Logaritma

z=re
Inz = In(re'?)

Inz=Inr+Ine®

Inz=Inr+i6

Secara umum ditulis

Inz=Inr+i(0 + 2kn), k=0,+1,+2,..

Nilai utamalnz = Inr + i@
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Latihan
(buku Schaum halaman 67 no 74, 75, 76)
Fungsi Invers Trigonometri

1. sin"lz = %ln(iz +1 —z2)

Bukti
Jika z = sin w, maka w = sin~! zmerupakan invers sinus dari z, yaitu

iw_g—iw

w = arcsinz = sin~! z dimana z = —
Untuk menentukan sin~?! z, perhatikan bahwa
2iz = eV — eV
2izew = e?W — 1
(e™)’ = 2ize™ —1 =0
Andaikan p = e, sehingga
p? — 2iz — 1 = 0, merupakan persamaan kuadrat dalam p, sehingga

2iz +V—4z%2+ 4
P12 = >

=iz+1—-22
Menyebabkan
eV =iz 41— 22
Ine =1In (iz +1- 22)

iw =In (iz + \/U)

w = %ln (iz + \/U)
Maka sin™! z = %ln(iz +V1 - z2)

2. cosTlz = %ln(z +V1 - z2)

3. tanlz= il,ln (Hl)

2 1-iz
) i z
) i z
1

6. cot'lz==In (Z—H)

21 z—1

Fungsi Invers Hiperbolik

1. sinh™ 1z = ln(z +Vz2 + 1)

16 | Auny Souia



ANALISIS KOMPLEKS

Bukti
Jika z = sinh w, maka w = sinh~! zmerupakan invers sinus dari z, yaitu

iw_p—iw

w = arcsinh z = sinh™! z dimana z = 2 —
Untuk menentukan sin~? z, perhatikan bahwa
2iz =eW — eV
2ize = e?W — 1
(e™)’ = 2ize™ —1 =0
Andaikan p = e, sehingga
p? — 2iz — 1 = 0, merupakan persamaan kuadrat dalam p, sehingga

2iz +V—4z%2 + 4
P12 = >

=iz++1—22
Menyebabkan
eW =iz +1—2z2
In eV =ln(iz+ 1—22)
iw=ln(iz+ 1—22)
1
— 7 52
w = ; In (lZ ++1—2 )
Maka sin~! z = %ln(iz +1—22)

2. cos7lz = %ln(z +V1 - 22)
-1 _ i 1+iz
3. tan "tz = 2l,ln (1_l,z)
4. csclz=2In (ﬂ>
i z

1. 1 (i+\/1—zz>
z= 7ln .

5. sec”

6. cot™lz=—1In (Z—H)

2i z—i
Limit Fungsi

Andaikan suatu fungsi f(z) adalah fungsi kompleks dengan variabel z dan limit
f(z) adalah L dengan z mendekati z, yaitu

lim f(z) =L

z-2Zg

Jika untuk setiap e > 0 ada § > 0 sehingga |f(z) — L| < € jika0 < |z —zy,| < &

17 I Auny Sovia
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v

Teorema Limit

Jika lim,_,, f(z) = Adan lim,_, g(z) = B, maka

1. lim,,, {f(z) +g(z2)}=A+B

2. limzazo{f(z) -9(@)}=A-B

3. limzazo{f(z) g(2)}=A'B

4. lim,_, {f(2)/ 9@} =5, B # 0
Contoh

1. Diketahui

}Ci_r)r%(Zx -1)=3
dan € = 0,01. Tentukan &
Penyelesaian

lf(x)—Ll<e

[2x —1—-3] < 0,01

|2x — 4| < 0,01

[2]|x — 2| < 0,01

|x — 2] < 0,005
Karena

[2x—1-3|<001->|x—-2|<$§
[x—2]<0005->|x—2|<§

Maka diperoleh

18 | Auny Seuia



ANALISIS KOMPLEKS

2. Hitunglah lim,_,;,; z? — 5z + 10 dengan menggunakan teorema limit
Penyelesaian
lim z2—-5z+ 10 = lim z?— lim 5z + lim 10

z—>1+i z-1+i z->1+1i z-1+i
=1+*-5(1+i)+10
=5-3i
Latihan
1. Diketahui
y iz _ [
272

dan £ = 0,1. Tentukan 6

2. (Buku Schaum Latihan halaman 69 nomor 94)
3. Jika f(z) = 322 + 2z, tentukan

li f(2) = f(2)
im ——————

VARIA) Z — Zy
Turunan

Andaikan f(z) adalah fungsi kompleks, maka turunan f(z) yaitu f'(z)
didefinisikan oleh

@)= f(20)
im——

Z—Z Z — ZO
Dimana z - zy,z — z, # 0 atau z — z, = Az.
z — z, berarti (z — z,) - 0 atau Az — 0, sehingga

f(zo + Az) — f(20)
Az

re= i
Contoh

1. Tentukan turunan f(z) = z? + 1 dengan menggunakan definisi turunan

Penyelesaian
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(z+Az)2+1—-(z?+1)
Az

r=

- Az(2zy + Az)
im ——
Az—0 Az

- 2Z0
Jadi, f'(z) = 2z,

Perhatikan grafik berikut

A

Yo+ AYyT

Yo

v

X X + Ax

Untuk y konstan

f(z0) = ulxo,y0) + iv(x0,y0)
f(zo + Az) = ulxy + Ax, yo) + iv(x, + Ax, yo)
Maka

u(xg+Ax,y0) +iv (xo+A4x,y0) —[U(x0,Y0) +iV(X0,Y0)]
Ax

f'(ZO) = limp,,

v(xo+A%,Y0)—V(X0,Y0)
Ax

u(xo+A4x,Y0)—u(x0,Y0)
Ax

= limAx_,O - ilimAx_,o

:g—”+ia—” .......... @

x o0x

Untuk x konstan

f(20) = ulxg,y0) + iv(xp,¥o)
f(zo + Az) = u(xo,yo + Ay) +iv(xo, yo + Ay)

Maka
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u(x0,y0 +Ay) +iv(x9,y0+Ay) —[u(x0,y0) +iv(x9,¥0)]

f’(Zo) = 1irnAx—>0

iAy

. U(x0,¥0+Ay)—u(x0,¥0) L s v(x9,Y0+AY)—v(X0,Y0)

= lim —ilim
Ax—0 iAy l Ax—0 iAy

= ou  ov
- idy 0dy

v .du
=——0— e 2

ay ay

Dari (1) dan (2)

' ou .0v av .du
f(Zo)—£+la—5—lg

Sehingga diperoleh

ou _ _du
ax ay

W gan 2o v
6x_6y

yang dinamakan persamaan Cauchy-Riemann. f(z,) dikatakan fungsi analitik,
yakni mempunyai turunan di z,.
Bentuk Polar Persamaan Cauchy-Riemann
Misalkan terdapat suatu fungsi kompleks
f(z) =u(r,0) +iv(r,0)

dengan z = re'® =1 (cosf +isinf) = rcosf + irsin @, dimana u = (r,0) =
r cos 8 dan v = r sin 8. Sehingga

ou B p q ov B p
pm = COoS an ae—rcos
v p q Ju g
p sin an Fr i r sin
maka
ou _ 10v q v _ 10u
or radé an or  rab
Contoh

Apakah f(z) = z? memenuhi persamaan Cauchy-Riemann?

Penyelesaian
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Misalkan z = x + iy
menyebabkan
f(2) =2z% = (x +iy)? = x% + 2ixy — y?

diperoleh u = x? — y2 dan v = 2xy

sehingga
A(x*-y* _ a(2xy) _ 9(2xy) _ _o(x*-y?)
pra 2x, 3y 2x, pa 2y, dan F 2y

Jadi, f(z) memenuhi Persamaan Cauchy-Riemann
Latihan

1. (Buku Shaum, halaman 97 nomor 43a, 43b, 46a, dan 47a)
2. Apakah fungsi berikut memenuhi persamaan Cauchy-Rieman
a. f(z) =7r%cos?0 +ir?sin®0

b. f(2) = i dengan z = re'?

Fungsi Harmonik

Andaikan terdapat suatu fungsi kompleks f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Dari
persamaan Cauchy-Riemann

ou _ av
M= (1)
ov_ _ou
)

Jika pers (1) didiferensialkan terhadap x diperoleh

0%u 0%v
=S 3)

Jika pers (1) didiferensialkan terhadap y diperoleh

9%2u _ ov
dydx 92y

Jika pers (2) didiferensialkan terhadap x diperoleh

9%v 0%u

ﬁ - 0x0y (5)

Jika pers (2) didiferensialkan terhadap y diperoleh
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0%v ou
. (6)

Jadi, jika turunan parsial kedua dari u dan v terhadap x dan y ada dan kontinu
dalam suatu daerah R maka

dari pers (3) dan (6) diperoleh

0%u N ou 0

ox?  dy?
dari pers (4) dan (5) diperoleh

0%v N ov 0

ox? 9%y

yang disebut dengan persamaan Laplace. Fungsi di mana u(x,y) dan v(x,y)
memenuhi persamaan Laplace dalam suatu daerah R dinamakan fungsi harmonik
dan dikatakan harmonik dalam R.

Contoh

a. Buktikan bahwa fungsi U = 2x(1 — y)harmonik

b. Tentukan suatu fungsi v sehingga f(z) = u + iv adalah analitik (yaitu
menentukan fungsi sekawan dari u

c. Nyatakan f(z) dalam suku-suku dari z

Penyelesaian

i(a(Zx—ny)) _0@-2y) _ 0

0x dx dx
9 (6(2x—2xy)) _0(=2x) _ 0
ay ay ooy

u 0 . .
Karena — 4+ — = 0, maka U fungsi harmonik.
dx2  0y?

b. Suatu fungsi dikatakan analitik jika memenuhi persamaan Cauchy-
Riemann. Maka

du v
1 d ™ —-5; =2-2y
[7]
v=[2dy=[(@2-2y)dy =2y —y*+c(x) oo *)
v Jdu
[ ] _—= - —
dx ady
0@y—y?+c(x) _ _ .
Py = —(—2x)
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c'(x) =2x
c(x) =x? i (**)

Substitusi (**) ke (*) sehingga diperoleh
v=2y—y%+x?

c. f(2)=ulx,y) +iv(x,y)

=2x — 2xy +i(2y — y? + x?)
=2x + 2y + i(x%? + 2xy — y?)
=2(x +iy) +i(x + iy)?
=2z + iz?

Latihan

(Buku Shaum, halaman 97 nomor 50, 51, dan 53a)

Aturan Pendiferensialan

Jika f(z),9(z),dan h(z) fungsi analitik dariz, maka berlaku aturan
pendiferensialan berikut ini:

L ZF@+9@)=Zf@D+ 9@ =f @D +9@
Bukti
;_z{f (2) + g(2)} = lim,,_,, LEH A9 EHAD]- ()t ()]

Az
[f(z+Az)—f(2)] [g(z+42)-g(2)]
Az

Az
- %f(z) +%g(2)

2 LD - gD} =L f D - L9 = f D) - g )

3. £lef @) = c @)= cf @)

4 GU@D9@) = 9@ Lf@+ () 29 = 9@f )+ f(2)g @)

= limAZ_)o + limAZ_,O

Bukti
d . (z+Az) g(z+Az)]-[f (2) g(z)
E{f(Z)g(Z)} — hmAz—>0 [f(z+Az)-g(z AZZ] [f(2)9(z)]
= lim, f(z+42)[g(z+Az)-g(2)]+9(2)[f (z+Az)—f(2)]
- z—0

Az

— o lg(z+42)—g(2)] o f(z+82)—f(2)]
BRA Y e L2 Vi e

= f@) < 9(2) +9(2) - f(2)

i{@} _ I@GfDH D59 _ gf )+ (2g@

az\gz)) — [9(2)]? [9(2)]?

Bukti
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[f(z+Az)/g(z+Az)]-[f(2)/9(2)]
Az
f(z+A2)g(2)~g(z+02)f(z) 1
g(z+Az)g(2) Az
— 1 9(@)[f (z+b2)—f(D)]-f(2)[g(z+A2)-g(2)] | 1
- 1mAz—>0
g(z+Az)g(2) Az
_ 9@ . [f(z+Az)-f(2)] f@) . lg(z+Az)-g(2)]
BTOE L NPTl o
_ g(2)f1(z)+f(2)g!(z)
[9(2)]?
6. Jikaw(z) = f({) di mana { = g(z) maka
dw dw d{ RN 14 , ,
ot E_f (()d—z—f {g(2)}g'(2)
Dengan cara yang sama, jika w(z) = f({) di mana { = g(n) dan
n = h(z), maka

i{@

dz g(z)} - hmAZ_)O

= hmAz—)O

dw dw d{ dn

dz  d{ dn dz
Aturan pendiferensialan seperti ini dinamakan aturan rantai

7. Jikaw = f(z), maka z = f~1(w); dan Z—';’ dan j—; dihubungkan oleh
aw 1
dz  dz/dw

8. Jika z = f(t) dan w = g(t) di mana t adalah parameter, maka
dw dw/dt g'(t)
dz dz/dt f'(t)

Aturan L’Hospital

Misalkan f(z) dan g(z) analitik dalam suatu daerah yang memuat titik z, dan
andaikan f(zy) = g(z,) = 0, tetapi g'(z,) # 0. Maka aturan L’Hospital
menyatakan bahwa

f(@) _ f'(z0)

im =—
z-209(z)  g'(2o)

Contoh

1. Tunjukkan bahwa%sinz = cosz
Bukti

d , . d [elZ—e~iz
—(sinz) = —( : )
dz dz 2

3 A3
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1 . 1 . ]
= e’ — Z—i(—le iz)
eiz+e—iz
- 2
= CosZz
2. Tentukan turunan setiap fungsi berikut ini

o 35w ()
% {3 sin? (g)} = 3sin (g) cos (g)
b. tan3(z? — 3z + 4i)
%{tan3 (z2 — 3z + 4i)} = 3(2z — 3) tan?(z% — 3z + 4i) sec?(z% —

3z + 4i)
C. In(secz + tanz)

%{ln(secz +tanz)} = secz
3. Tentukan turunan kedua dari 3 sin?(2z — 1 + i)
Penyelesaian
f'(z) =12sin(2z—1+i)-cos(2z—1+1i)
= 6sin(4z — 2 + 2i)
f"(z) = 24cos(4z — 2 + 2i)
4. Tentukan Z—"Zv jikaw3 —3z2w+4lnz=0
Penyelesaian

dw dw 4
3w? —— (6zw+ 322—) +—-=0
dz dz Z

dw

4
— (3w? —32%) = 6zw — —
dz z

dw  6zw — 4/z
dz 3w?2—3z2
. . z104+1
5. Hitunglah llmz—u'm
Penyelesaian
z1%4+1  10z°

z-i 26+ 1  z5i 625

Latihan

1. Gunakan aturan pendiferensialan untuk menentukan turunan dari fungsi
berikut

a. %{sin2 (5z + 2i)}
b. %{22 cos 1(Inz)}

d . . _ o
c. —{sinh 13 +iz)}?
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2. (Buku Shaum, halaman 99 nomor 74, 77b, 78, dan 79)
Pengintegralan Fungsi Kompleks

Jika te[a, b] dan g: [a, b] = R kontinu pada [a, b], maka:

f; f(t)dt ada

Jika g kontinu bagian demi bagian pada [a,b], diketahui terdapat a =
C1,Cz, ., Cp = b dengan ¢; < ¢, < -+ < cp€[a, b], maka g terintegralkan pada
[a, b] dan

b C2 c3 Cn
fg(t)dt= jg(t)dt+ Jg(t)dt+---+ Jg(t)dt
a a=cq a=cy Cn-1

Integral Tentu Fungsi Kompleks

Misalkan f(t) = u(t) + iv(t), untuk u(t) dan v(t) fungsi kontinu pada [a, b],
berarti:

fabu(t) dt dan ff v(t) dt

sehingga
b b b
ff(t)dt = fu(t) dt + ifv(t) dt

Sifat-sifat Integral Tentu:

Re {fabf(t)dt} = fab Re{f (t)}dt = f;u(t)dt

Im {f:f(t)dt} = f: Im{f (t)}dt = f: v(t)dt

. f: kf(t)dt =k f: f(t)dt, k adalah konstanta kompleks
|12 r®a] < FiFwla

P fde =~ [ f(0)dt

Contoh

g A 0w N P

Tentukan Re {fol(l + i2t)2dt} dan Im {fol(l + i2t)2dt}

Penyelesaian
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Karena f(t) = (1 +i2t)? = (1 — 4t?) + i(4t)

Maka

Re {Of(l + i2t)2dt} = 0f(l —4t?)dt = _%

dan

1

Im{f(l + i2t)2dt} = J4t dt =2
0

0

Teorema Dasar Kalkulus

Jika f(x)mempunyai anti turunan, misalkan F(x) dengan kata lain ;—x{F(x)} =
f(x) dan f(x) kontinu pada [a, b], maka:
b

[ reoax = Feolz = F) - F@)

a

Teorema Dasar Kalkulus untuk Fungsi Bernilai Kompleks

Misalkan f(t) = u(t) + iv(t) kontinu pada a < x < b. Jika :—x{F(x)} = f(x)
untuk te[a, b] sehingga

%{U(t)} =u(t) dan %{V(t)} = v(t)

maka
b
[ rwae =iz =vol + ol
=U(b) —U() +i[V(b) —V(a)]
Contoh
Hitunglah
a fO% et dt

b. [#e™" dt (kerjakan sebagai latihan)
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Penyelesaian

a. Misalkan
u=it
du = idt
dt = dT”

Batas integral :

t=0 - u=0
T T .

t=— - u=-—i
4 4

T T
4 4 T,
et|a
fe“dt=Je“———
Lo
0 0
L]
= —i[ed — €]

Kontur/ Lintasan

Definisi (busur)

Jika x = x(t),y = y(¢t) untuk a < t < b, dimana x(t) dan y(t) fungsi kontinu
pada [a, b]. Maka himpunan titik-titik z = (x,y) atau z = (x(t),y(t)) dalam
bidang kompleks dinamakan busur.

Perhatikan tabel berikut

t | x@®) | y@® x(t),y(t)
ty | x(t) | y(t1) x(t1), y(t1)
t-z x(-tz) Y('tz) x(tz)»_)’(tz)

t;l x(in) J’(in) x(tn):.Y(tn)

Misalkan
t = a, maka x = x(a),y = y(a) sehingga (x,y) = (x(a),y(a))
t = b, maka x = x(b),y = y(b) sehingga (x,y) = (x(b),y(b))

Maka
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x(b),y(b)

://C

x(a),y(a)

v

Busur di atas dinamai dengan C dengan persamaan z = z(t), a < t < b dimana
z(t) = x(t) + iy(t). Jika x(t) dan y(t) keduanya kontinu pada [a, b] maka
terbentuk busur kontinu. Jika V t; # t, maka x(t;) # x(t,) dan y(t;) # y(t,)
maka busur sederhana terbentuk busur sedehana (busur Yordan).

Contoh

x(t;),y(t1) x(t,),y(t,)

x(tz);Y(tz) x(t1 )J’(ﬁ)
Busur Yordan Bukan busur Yordan

Jika busur Yordan mempunyai sifat x(a) = x(b) dan y(a) = y(b), dengan kata
lain (x(a),y(a)) = (x(b),y(b)), tapi tidak memotong dirinya sendiri Maka
busur tersebut disebut kurva tertutup sedehana (kurva Yordan).
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Contoh

x(a) = x(b), y(a) = y(b) x(a) = x(b), y(a) = y(b)
Kurva Yordan Bukan kurva Yordan

Jika x'(t),y'(t) kontinu dan x'(t) # 0,y'(t) # 0 maka busur mempunyai
perubahan arah garis singgung yang kontinu dan disebut smoot/ busur mulus/
busur licin. Sedangkan kontur merupakan serangkaian busur (sejumlah berhingga)
busur mulus.

Contoh (kontur)

I

Panjang Busur

\ 4

Misalkan busur C dengan persamaan z(t) = x(t) + iy(t) dimana x'(t) dan y’(t)
ada pada te[a,b], maka C dikatakan busur terdiferensialkan, panjang busur
tersebut dinamakan L, yaitu:

b

L= flz’(t)ldt, 1z’ (t)] = V{x' ()} + {y' (£)}?

a

Contoh

Tentukan panjang busur C z = et | 0 <t < %
Penyelesaian

z = et = cos 2t + isin 2t

x(t) = cos2t, x'(t) = —2sin2t
y(t) =sin2t, y'(t) = 2cos2t
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Karena x'(t) dan y'(t) ada pada te [0%] maka busur C disebut busur
terdiferensialkan, maka

21 21 21

L=j|z’(t)|dt=f V4 sin? 2t + 4 cos? 2t dt=f 2dt=2t|i" =m
0 0 0

panjang busur C adalah
Latihan

1. Diketahui
Z={x+i.x, 0<x<1
x+1, 1<x<?2
Apakah z merupakan busur Yordan?
2. Jika diketahui
a. z(t) =edengan0 <t <2m
b. z(t) =3cost +isin2t
Selidiki apakah z(t) merupakan kurva Yordan?

Integral Garis

Jika P(x,y) dan Q(x, y)adalah fungsi riil dari x dan y yang kontinu di semua titik
pada kurva C, maka integral garis sepanjang kurva C dapat didefinisikan sebagai:

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy

c

Contoh

Hitunglah [ )

0.3) (2y + x?)dx + (3x — y)dy sepanjang

a. Parabolax = 2t,y =t*+3
b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4)
c. Garis lurus dari (0,3) ke (2,4)

Penyelesaian

a. Titik (0,3) dan (3,4) pada parabola berkaitan dengan t = 0 dan t = 1.
Maka integral yang diberikan sama dengan
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1

j{z@z +3) 4+ (20)212 dt + {3(20) — (¢2 + 3)}2t dt

t=0
1
33
= | (24t?2+12-2t3 —6t)dt = >
0

b. Sepanjang garis lurus dari (0,3) ke (2,3), y = 3,dy = 0 integral garisnya
sama dengan

2 2
f(s T x%)dx + (3x— 3)0 = j(6 adr =
x=0 x=0
Sepanjang garis lurus dari (2,3) ke (2,4),x = 2,dx =0 dan integral
garisnya sama dengan

4 4
j(2y+4)0+(6—y)dy= j(6—y)dy=;
y=3 y=3
Maka nilai yang diinginkan = % + 2 = %
c. Suatu persamaan garis yang menghubungkan (0,3) dan (2,4) adalah
2y — x = 6. Selesaikan untuk x, maka x = 2y — 6. Jadi integral garisnya

sama dengan

f 2y + @2y — 6)2)2dy + (3Q2y — 6) — y}dy
y=3

4
97
= f(8y2 — 39y +54)dy = -
y=3
Hasil tersebut juga dapat diperoleh dengan menggunakan y = %(x + 6).

Integral Garis Fungsi Kompleks

Misalkan f (z)adalah suatu fungsi kompleks yang kontinu disemua titik sepanjang
C. Integral fungsi f(z) sepanjang C dimulai dariz = z; sampai z = z, dalam
bidang kompleks dirumuskan sebagai

Cf f(z)dz atau Z_[ f(z)dz

Contoh

z+2
2

1. Hitunglah [, f(z)dzbilaC:z = 2¢®, 0 <6 <n dimana f(z) =
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Penyelesaian

f(z) kontinu sepanjang C, maka integral sepanjang lintasan C ada, yaitu
fc f(z)dz. Maka

T

29 +2
ff(z)dz - fe— 2ie®do
C

Zeie
0
eie

T eim
=2i<—.—1+7r>
0 l

cosO +isinf
(—i —1+7r)

= 2i
= —4 4 2mi
Jadi fc f(z)dz = —4 + 2mi.

fc f(z)dz juga dapat dicari dengan terlebih dahulu mengubah z ke dalam
bentuk kutub, yakni z = 2 cos 6 + 2i sin 8. (Kerjakan sebagai latihan!)

2. Carilah 5ﬁc f(2)dz jika diketahui f(z) =y — x —i3x? dan lintasan C
adalah sebagai berikut

A
(01) —e——(1,1)
C A 4
3 C,
(olo) >

e ¢, (0,00 ke (1,1), y=x,dy=dx,z=x+ix,dz= 1+ i)dx.
Maka

ff(z)dz= f(x—x—inz)(1+i)dZ=1—i
C1 x=0

e (C,:(1,1)ke(0,1), y=1,dy=0,z=x+1i,dz =dx
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0
1
f f(z)dz = f(l —x —i3x%)dx = —§+ i
Cy x=1
e (3:(01)ke(0,0), x=0,dx =0,z =iy,dz =idy

0

ff(z)dz= Jiydy=—%

C3

y=1
Jadi ¢, f(2)dz=(1-1i)+ (—%+i)+ (_%) =%_

Hubungan antara Integral Garis Riil dan Kompleks

Jika f(z) = ulx,y) +iv(x,y) = u + iv, maka integral kompleks fc f(z)dz
dapat dinyatakan dalam suku-suku integral garis riil sebagai

f f(z)dz = J (u+ iv) (dx + idy)
c c

=fudx—vdy+ifvdx+udy
c c

Contoh

Hitunglah fC zdz dari z =0 ke z = 4 + 2i sepanjang kurva C yang diberikan
oleh

a. z=t*+it
b. Garisz =0kez = 2i kemudiandariz =2ikez =4 + 2i

Penyelesaian

a. Titik z=0 dan z =4+ 2i berkaitan dengant =0 dan t = 2. Maka
integral garisnya sama dengan

2 2
_ 8
f(t2 +1t)(2t + i)dt = f(2t3 —it2+t)dt =10 -3t
t=0 0

b. Integral garis yang diberikan sama dengan
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j(x—ly)(dx+ldy)—fxdx+ydy+1fxdy y dx

Cc
Garis darl z = 0 ke z = 2i sama seperti garis dari (0 0) ke (0,2), sehingga

x = 0,dx = 0 dan integral garisnya sama dengan

[OO+yiy+i [@ay-y@ = [yay=0
y=0 y=0 y=0

Garis dari z = 2i ke z = 4 4+ 2i sama dengan garis dari (0,2) ke (4,2),
sehingga y = 2,dy = 0 dan integral garisnya sama dengan
4 4 4 2
fxdx+(2)(0)+i fx(O)—de:fxdx+if—2dx=8—8i
x=0 x=0 0 0

Maka nilai yang diinginkan = 2 + (8 — 8i) = 10 — 8i

Latihan

Buku Shaum, halaman 125 nomor 32, 33, 34, dan 38

Integral Fungsi Trigonometri dan Hiperbolik

Gunakan pengetahuan yang sudah anda dapat pada mata kuliah kalkulus untuk
menjawab soal-soal berikut.

Tentukan

© o Nk wNRE

[ cos2z-sin2zdz
[cos4zdz
[tan(2z + 5) dz
[ zsin2zdz
[z3cos4zdz
[cosdzdz
[sin®zdz
[sin*zdz

. [ z%sinhzdz

10 [ 3tanh? z sech? z dz
11. [ sinh® z dz

12. fom cosh 5z dz
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