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PREFACIO

PREFACIO

En el proceso de recopilacion de material didactico para la elaboracion de los presentes apuntes
fueron considerados tres aspectos fundamentales. Primero, un total apego al programa de estudios
de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales de la ESCOM-IPN, segundo, la experiencia misma de
la imparticion del curso en repetidas veces, asi mismo como la observancia de las necesidades del
alumno en cuanto a la signatura y tercero la importancia de la aplicacion de las Ecuaciones
Diferenciales en diversos campos de las ciencias e ingenieria y muy particularmente en la
resolucion de ciertos problemas relacionados con los circuitos eléctricos, considerando con lo
anterior, que este material podra ser de gran utilidad para el estudio de algunos topicos en esta
asignatura. Estos tres factores en conjunto, dan como resultado un balance tedrico-practico optimo
en su contenido, manejando los conceptos, definiciones y teoremas, a nuestro parecer, en sus formas
mas bésicas, sin dejar de lado el formalismo que implica la materia, procurando ademas, no dar
punto final a ningun tema sin antes respaldarlo dentro de un marco practico debidamente
estructurado de problemas resueltos, dando lugar todo lo anterior, a un seguimiento programatico
por demas completo.

El presente material contempla en su primera unidad de manera introductoria algunas
definiciones y conceptos fundamentales relacionados con las Ecuaciones Diferenciales los cuales
son de suma importancia para el desarrollo posterior del curso. La unidad Il, esta enfocada a la
descripcion y desarrollo de algunos métodos analiticos para dar solucién a Ecuaciones de
Diferenciales Lineales Ordinarias de Primer Orden Con Coeficientes Constantes, considerando
ademas en esta seccion algunas aplicaciones practicas muy interesantes. Continuando con el
programa, en la unidad Il se desarrollan las bases para dar solucién a Ecuaciones Diferenciales
Lineales Ordinarias De Orden Superior Al Primero Con Coeficientes Constantes, introduciendo
aqui, el método de Variacién de Pardmetros siendo este un método mas general que el método de
Coeficientes Indeterminados que indica el programa y el cual esta incluido con detalle en el este
material. En la unidad IV se introduce lo que se conoce como la Transformada de Laplace, la cual
resulta ser una herramienta alternativa, muy versatil y sencilla de manipular, para dar solucion a
algunas Ecuaciones Diferenciales Lineales, que en muchas ocasiones por los métodos ordinarios
resultaria muy complicado. Para concluir, en la unidad V, se presenta de manera muy breve, una
técnica para resolver algunas Ecuaciones Diferenciales Lineales Ordinarias de Orden Superior con
Coeficientes Variables usando como solucion una serie de potencias infinita.

El disefio, formato y presentacion fueron pensados de forma tal, que los conceptos
relevantes se encuentren debidamente marcados, por una parte, para resaltar su importancia, y por
otra, para que el lector no tenga ninguna dificultad para la localizacién de algin tema en particular.
Por tal motivo, consideramos que los apuntes, pueden ser utilizados como material didactico tanto
por el profesor en la imparticion del curso, como por el alumno a manera de guia, esperando asi,
que el presente trabajo sea un apoyo en el proceso de ensefianza-aprendizaje en la asignatura de
Ecuaciones Diferenciales.

M en C Jorge J. Silva Martinez.
M en C Miguel Olvera Aldana.
M en CO© Miguel Angel Gonzélez T.



INTRODUCCION

INTRODUCCION

En el estudio de las ciencias e ingenieria, asi como en otros campos tales como, la economia,
medicina, psicologia, investigacion de operaciones entre otros, se desarrollan modelos
matematicos para ayudar a comprender la fenomenologia o el origen de ciertos problemas fisicos,
bioldgicos, sociales, etc. Estos modelos a menudo dan lugar a una ecuacién que contiene ciertas
derivadas de una funcion incognita o funcién desconocida. A una ecuacidn de este tipo
se le denomina ecuacion diferencial.

Cabe destacar, que la manipulacién de una ecuacidn diferencial no dista mucho del
trato dado a una ecuacién del tipo algebraico en lo que a la determinacion de sus
raices se refiere, de hecho, el objetivo que sigue cada uno de estos dos problemas
citados es exactamente el mismo, la determinacion de un ente matematico
desconocido, lldmese funcion 6 Ildmese variable segun sea el caso, que reduzca a la
ecuacion original a una identidad, dicho en otras palabras, la determinacién de una
solucion que satisfaga a la ecuacidon dada. Para ilustrar lo anterior analicemos los
siguientes ejemplos:

1. Se desea graficar la funcion y(x) = —x* +6x—5 .

Puesto que y(x) es una funcién cuadrética, de los cursos de geometria sabemos que esta,
representa una parabola que se puede dibujar del siguiente modo.

Expresemos primero a y(x) en una forma mas apropiada
y(X) = -x* +6x—-5= —(x2 —6x+5)= —(x2 —6x+5+4—4): —(x2 —6x+9)+4 =
= —(x-3) +4,

por tanto Yy(X) se puede expresar de manera equivalente como

y(x) = —(x—3) +4
o bien ()
y—4=—(x-3f

la expresion anterior nos indica que el vértice de la pardbola tiene coordenadas (3,4) y que

abre hacia abajo, sin embargo esta informacion no es suficiente para hacer el trazo de la
grafica, falta todavia determinar los puntos de interseccion de la grafica de la funcion y el eje
de las Xx's, es decir, los valores de X para los cuales y(x) =0.

vii
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Si y(x) =0, entonces la funcion se reduce a la siguiente ecuacion algebraica de segundo
grado:

—x*+6x-5=0...(2)

siendo X en este caso, una incognita o variable desconocida, la cual pude tomar los valores
aun no determinados X, y X,, tales que
—x; +6x-5=0
2
—X; +6X,-5=0

los valores de X, y X, se pueden obtener resolviendo (2) con la formula general o bien
descomponiendo esta en los términos lineales

(x-5)x—1)=0...(3).

Asi concluimos que X, =5 Yy X, =1, son los valores de X en donde la grafica de la funcion
intersecta al eje de las X's, y la informacion necesaria para eshozar la grafica de y(x) esta
completa por lo que podemos proceder

(34)

yixi=x*+6x-5

Por otro lado, si reemplazamos los valores X, =5 Yy X, =1 en la ecuacion (2) tenemos

— (5 +6(5)-5=-25+30-5=0
~(@) +6(1)-5=-1+6-5=0

viii
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entonces decimos que por otro lado X, =5 Yy X, =1 reducen a la ecuacion (2) a una

identidad y por tanto concluimos que X =5 Yy X, =1 representan una solucion a la
ecuacion algebraica (2).

2. Caida Libre de un Cuerpo:

En este ejemplo se puede aplicar la segunda Ley de Newton, la cual establece que
la masa del objeto multiplicada por su aceleracion es igual a la fuerza total que
actua sobre él. Esto nos conduce a la ecuacién diferencial siguiente

d2
m dtzy =-mg...(4)

Donde “m” es la masa del objeto, la funcién incégnita o funcion desconocida “y”
es su altura sobre el suelo, “g” la constante de gravedad, y “—mg” la fuerza debida
a la gravedad. Cancelando “m” en ambos miembros de (4) esta ecuacion
diferencial toma la forma:

d’y
dt?

jast

t s
|

|

|

=g

0 equivalentemente

Sy_d(o)_
dt>  dt\ dt '

En este caso, por integracion inmediata es facil despejar a “y”, en la ecuacion

anterior, esto es:
dy
dl| = |=-qg]|dt
()=-f

por tanto:
dy d

a_a(y):v(t) =-gt+C,...(5),
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que representa la velocidad del objeto a cualquier instante de tiempo t.

Repitiendo el mismo proceso en la ecuacion anterior se tiene:
[d(y)=](=gt+C,pt

asi:
2

t
y(t):—gz+Clt+C2...(6)

Las constantes de integracion C; y C;, se pueden determinar si se conoce su
altura y la velocidad inicial del objeto. Asi pues, se tiene por un lado, que la
funcion dada en (6) representa una formula para determinar la altura del objeto a
cualquier instante de tiempo t, y por otro, una solucién a al ecuacién diferencial
(5), ya que al sustituir (6) y sus derivadas hasta segundo orden en (5), esta
altima se reduce a una identidad, esto es

gt’
Como y(t)= —7+C1t +C,,

entonces, y'(t) = 3}: =—gt+C,,
n d2
oo y0="3 =0

por tanto sustituyendo y"'(t) en (5) tenemos la identidad:
m(-g)=-mg

CONCLUSIONES

EJEMPLO 1:

° La ecuacion (2), representa una ecuacion algebraica de 2° grado con variable
desconocida X.

° La ecuacién algebraica (2), proporciona informacién importante acerca de la grafica de la
funcion, ya que a partir de esta, podemos determinar los puntos de interseccion de la
grafica con el eje de las X's.



INTRODUCCION

° Los valores X, Y X,, satisfacen a la ecuacion algebraica (2) y por tanto son solucion
Unica” de la misma.

EJEMPLO 2:

° La ecuacion (3), representa una ecuacion diferencial lineal de 2° orden con funcién
desconocida y(t) .

* No existen otros valores de X distintosde X; Y X, que satisfagan a la ecuacion algebraica (2).

° La ecuacion diferencial (3), describe el movimiento de un cuerpo en caida libre, pues a
partir de esta, podemos determinar su velocidad y altura a cualquier instante de tiempo t.

° La funcién obtenida en (6), satisface a la ecuacion diferencial (5) y por tanto es solucién
Unica™ de la misma.

*No existe otra funcion distinta de (6) que satisfaga a la ecuacion diferencial (5). A la funcidn y(t) dada en

(6) la Ilamaremos solucion general de la ecuacion diferencial dada.

Xi






INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

UNIDAD |

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICION DE UNA EcUACION DIFERENCIAL

Definicion: Una ecuacion diferencial es una ecuacién que involucra las derivadas
de una funcién “desconocida” (o variable dependiente) con respecto
de una o més variables (variables independientes).

1.2 CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar de acuerdo con lo siguiente

e Si la funcion desconocida depende de una sola variable entonces la ecuacion
se llama ecuacién diferencial ordinaria.

Sin embargo

e Si la funcion desconocida depende de mas de una variable entonces la
ecuacion se llama ecuacion diferencial parcial.

1.2.1 EJEMPLOS

. . Variable Variable
Ecuacidn Tipo . .
Dependiente Independiente
dy
—= =2X+ inari
dx y Ordinaria y X
RPN |
ox2 oy’ Parcial v X,y
y “+2(y”’)* + y'= Cosx Ordinaria y X
u__ov _
oy ax Parcial u, v X,y
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Nota:
depend

Existen casos particulares en los cuales se tiene mas de una variable

iente, por ejemplo la ecuacion siguiente
8—u:—@ (Regla de Cauchy)
oy OX

en la cual tenemos las variables dependientes u y v.

En consecuencia nos veremos forzados a generalizar la definicion 1.1, de la siguiente
manera
Definicion: Una ecuacion que contiene las derivadas de una o mas variables

dependientes, con respecto a una o mas variables independientes se
Ilama ecuacion diferencial.

1.3

Si la ecuacién contiene solo derivadas de una o mas variables dependientes
con respecto a una sola variable independiente, entonces esta se llama
ecuacion diferencial ordinaria.

dy dz dw

B e

dx dx dx

Si la ecuacion diferencial contiene una 6 mas variables dependientes con
respecto a mas de una variable independiente esta ecuacion se llama ecuacién
diferencial parcial.

ou 0%z

oy T o =FY)
OXoy  oxoy

ORDEN DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Definicion: El orden de una ecuacién diferencial es el indicado por el indice que

aparece en la derivada mas alta.

1.3.1

d2

Ejemplos

dx

3
Z+5(gyj —4y=e* Ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, con
X

variable dependiente y, y variable independiente Xx.
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o°v % o . . .
2. ——+4—_=v Ecuacion diferencial parcial de tercer orden, con variable

aXZ ay?:

dependiente v, y variable independiente x, y.

1.4 GRADO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Definicion: El grado de una ecuacién diferencial (que puede escribirse como un
polinomio con respecto a las derivadas), es la potencia que aparece
en la derivada mas alta en la ecuacion.

1.4.1 EJEMPLOS

.. Es una ecuacion diferencial de

1) (Y)+(y) +3y=x*
segundo grado.

2
d’w dw ! .. Es una ecuacion diferencial de
2) +W=V

dv? dv segundo grado.

1.5 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL ORDINARIA DE ORDEN N

Definicion: Una ecuacioén diferencial ordinaria lineal de orden n, es una ecuacidn
que se puede escribir en la forma

d ny d n—ly
a, (x) o a,,;(X) o=

+...+a1(x)3i+ao(x)y= g(x)...M);a,(x) =0

donde g(x) y los coeficientes a,(x),a,,(X),...,a,(x),a,(x), son
funciones dadas de x.

En la ecuacion (1), observamos las propiedades caracteristicas de las ecuaciones
diferenciales lineales que se enlistan a continuacién:

i) La variable dependiente “y” y todas sus derivadas son de primer grado,
i.e., la potencia de todo término en donde aparece “y” es uno.

ii) Los coeficientes a,(x),a,,(X),...,a,(x),a,(x)son funciones dadas de la
variable independiente X, el coeficiente a,(x) = 0.
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iii ) La funcidén g(x) es una funcion dada de la variable independiente x.

iv) Las funciones de “y” o de las derivadas de “y” tales como Seny, Cosy”,

Iny”™, e’ , e’ , etc, no pueden aparecer en una ecuacion diferencial

lineal. Cuando la ecuacién diferencial no es lineal, se dice que es no

lineal.

1.5.1 EJEMPLOS

1. (y—x)dx+4xdy=0
dx dy

-X)—+4x—=—=0

(v )dx dx

(y—x)+4xd—y=0
dx

dy
47 =
xdx+y X
2. y'-2y+y=0
3
3. x3d Z—d—y+6y:eX
dx® dx

dy x
4. (1 2y =

2

S

dy) (d
(&) (3

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden uno, lineal,
variable dependiente “y”, variable independiente
“X”,

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden dos, lineal,
variable dependiente “y” ,variable independiente

9

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden tres, lineal,
variable dependiente “y”, variable independiente
“X”.

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden uno, no
lineal, variable dependiente “y”, variable
independiente “X”

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden dos, no
lineal, variable dependiente “x”, variable
independiente “y”.

Ecuacion diferencial ordinaria, de orden cuatro, no
lineal, variable dependiente “y” ,variable
independiente “X”
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Unificando todos los conceptos vistos al momento, podemos clasificar una ecuacion
diferencial del siguiente modo

Variable Variable
Ecuacion Diferencial Tipo Orden : Grado : Linealidad ) .
Dependiente | Independiente
d? d N .
XS—Z——y+6y:eX Ordinaria Tres Uno  Lineal y X
dx® dx
0z 07 x* +y? Parcial Dos U
~2t 22" arcia 0s no | --------- z X,
ox* oy’ y
Y+xy'+2y(Y)+xy=0 oOrdinaria Tres Uno No lineal y X
Xy +y =3 Ordinaria  Uno Uno  Lineal y X
1.6 SoLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
Definicion: Una solucién de una ecuacién diferencial es cualquier funcién 6

relacidn que satisface la ecuacidn, dicho en otras palabras, la reduce
a una identidad.

1.6.1 SOLUCIONES EXPLICITAS

Una funcion o relacidn que satisface a una ecuacion diferencial y en
su estructura la variable dependiente se expresa tan solo en
términos de la(s) variable(s) independiente(s) y constante(s) se
Ilama solucion explicita.

Definicion:

1.6.2 EJEMPLOS
1) Probar que las funciones definas por

x)=e*...) y x()=e*...(2)

son dos soluciones explicitas de la ecuacion diferencial
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d?x _dx
- —2—-15x=0...(3
dt? dt ®)

Solucioén:

Derivando (1)

sustituyendo (1) y sus derivadas en (3)

25e% — 2(5¢" )-15(e* )= 0
25e™ —10e”™ —15e™ =0
0=0

por tanto
x(t) =e™

es solucion explicita de la ecuacion diferencial (3).

Derivando (2)

—=-3"
dx

dizt = 99’3t
dx?

sustituyendo (2) y sus derivadas en (3)

9 —2(~3e*)-15*)=0
9 +6e ™ —15e* =0
0=0

por tanto
x(t) =e™

es solucion explicita de la ecuacion diferencial (3).
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2)

3)

Probar que la funcion definida por
v(x,y) =e¥*Sen2y...(1)

es una solucién explicita de

2 2
6—\2/+Za—\2/=v...(2)
OX oy
Solucion:
Derivando (1)
N _ 3e¥Sen2y N _ 2e¥Cos2y
OX oy
2 2
87\2/ = 9e¥Sen2y 87\2/ = —4e¥Sen2y
OX oy

sustituyendo (1) y sus derivadas en (2)

9e¥Sen2y + 2(— 4e3XSen2y) =e*Sen2y
9e¥Sen2y —8e*Sen2y = e**Sen2y
e**Sen2y = e*Sen2y

por tanto, v(X, y) es solucion explicita de la ecuacion diferencial.
Probar que la funcidn definida por
y=-9-x*...Q0)

es solucion explicita de la ecuacion diferencial
X
!
y'=—-...(2
y
Solucién:

Derivando (1)
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sustituyendo (1) y sus derivadas en (2)

por tanto, y = /9 — x? es solucién explicita de la ecuacion diferencial

4) Determine los valores de m tales que

sea una solucién de la ecuacién diferencial
y -5y +6y =0...(2)

Solucién:
Derivando (1)

y’: memX

y"= mzemx
sustituyendo (1) y sus derivadas en (2)

m?e™ —5me™ +6e™ =0

0 bien

e”‘x(m2 —5m+6)=0...(3)

como en (3) e™ =0, Vm y VX, entonces (3) se reducirad a una identidad solo
Si

(m? —5m+6)=0...(4)

resolviendo (4)

m?> -5m+6=0
(m-2)(m-3)=0



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

por tanto, y =e™ es solucién de (2) si y solo si
m=2 0 m=3.
Comprobacion
i) Si m=2, entonces y =e**.

Derivando vy
y': 2e2X
y": 4e2x

sustituyendo y y sus derivadas en (2)
4e”* —10e” +6e”* =0

10e* —10e** =0
0=0

por tanto si m = 2, entonces y = e”*es solucion de (2).
ii)  Si m=3,entonces y=e*.

Derivando Yy
y’: 3e3x
y’=9e*
sustituyendo y y sus derivadas en (2)

9e3* —15e* +6e** =0
15e%* —15e* =0
0=0

por tanto si m = 3, entonces y = e**es solucion de (2).

En todos los ejemplos anteriores hemos tratado soluciones en las cuales la variable
dependiente es expresada en funcion de la(s) variable(s) independiente(s), refiriéndonos a
éstas como soluciones explicitas de la ecuacion diferencial dada, sin embargo, podemos
tener soluciones definidas implicitamente.
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1.6.3 SOLUCIONES IMPLICITAS

Definicion: Una funcién 6 relacién que satisface a una ecuacion diferencial y
que involucra en su estructura tanto variables dependientes como
independientes decimos que es una solucion implicita de la
ecuacion diferencial dada.

1.6.4 EJEMPLOS
1) La expresion
y® —3x+3y=0...)

define a y implicitamente como una funcién de x. Demostrar que esta funcion
es solucién implicita de la ecuacion diferencial

y'==2y(y) ...
Solucioén:

Derivando implicitamente (1)

d
&(y3 -3x+3y=5)

3y2y'—3d—x+3y'= 0
dx

y’y'—1+y'=0
y'(y*+1)=1
1
= y2+1

derivando nuevamente

d(., 1
dx(y_iy2+1J
y'=-1(y* +1)*(2yy)
2y 2y

(y?+D?  (y*+1)°

10
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sustituyendo (1) y sus derivadas en (2)

3
2y 1
- 2 -2
(y*+1)° yLyz +1j

o y3—3x + 3y = 5 es solucién implicita de (2).

1.7 PROBLEMA DE VALOR INICIAL Y DE FRONTERA

Analicemos estos dos conceptos mediante el siguiente ejemplo.

Una particula P se mueve a lo largo del eje x (figura 1.1) de tal menara que su
aceleracidn en cualquier tiempo t > 0 esta dada por a=16 — 24t .

a) Encuentre la posicion x de la particula medida del origen O a cualquier
tiempo t > 0, asumiendo que inicialmente t = 0 esta localizadaen x =2y

esta viajando a una velocidad v = -5.

b) Trabaje con la parte a) si solamente se sabe que la particula esta
localizada inicialmente en x = 2 cuandot =0y en x =7 cuando t = 1.

Figura 1.1

v

@) P

a) Sabemos que la aceleracién en O de la particula es

11
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2
a=3X_15 o4

t2

d(dx) =16 - 24t
dt{ dt

| d(dX) = [ (16— 24r)dt =16t -12t* + C,
dt
v(t) =16t —12t* + C,
Como v = -5, cuando t = 0, esto es v(0) = -5

~5=16(0)-12(0)* +C,

asi
v(t) =16t —12t* —5...(1)
integrando

v=X 16122 =5
dt

jdx:j(lﬁt—lzt2 —5)dt
x(t) =8t* —4t> -5t +C,

Comox=2,t=0,estoes x(0) =2

2 =8(0)% - 4(0)* —5(0) + C,
.. C,=2

en consecuencia
X(t) =8t% —4t> -5t +2...(2)

de donde (2), define la posicion de la particula en cualquier instante de
tiempo t>0.

12
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b) Considerando nuevamente la aceleracion en O de la particula como

2
a=97% _16_oat

dt?
Procediendo como en a) tenemos que la velocidad de la particula viene

dada por
v(t) =16t —12t> +C,...(3)

en este caso no existe condicion para v(t), entonces integrando
nuevamente
X(t) =8t* —4t°> +Ct+C,...(4)

determinemos C, en (4), usando la condicion x(0) =2 , esto es

2 =8(0)% —4(0)* —C,(0) + C,
.. C,=2

asi
X(t) =8t* —4t° +Ct+2...(5)

por otro lado, cuando t=1; x=7, estoes x(1)=7, entonces de (5)

7=8(1)% - 4(1)* = C, (1) + 2
. C, =1

en consecuencia
X(t) =8t* —4t> +t+2...(6)

de donde (6), define la posicidn de la particula en cualquier instante de
tiempo del intervalo 0 <t <1.

El problema anterior se reduce a resolver las formulaciones matematicas siguientes

d?x
a) —— =16 -24t
) dt?
X(0)=2
X'(0)=-5

13
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d?x
b) —— =16 - 24t
) dt?

x(0) =2

X' =7

Una diferencia importante entre ellas es que en a) las condiciones sobre la funcién
desconocida x y su derivada x’ estdn especificadas en un solo valor de variable
independiente (en este caso t = 0). Mientras que en b) las condiciones sobre la
funcion desconocida x se especifican en dos valores (distintos) de la variable
independiente (en este casot=0yt =1).

Los dos tipos de problemas presentados en a) y b) se Illaman problemas de valor
inicial y de frontera respectivamente.

Definicion: Un problema de valor inicial, es un problema que busca determinar
una solucién a una ecuacion diferencial sujeta a condiciones sobre
la funcidn desconocida y sus derivadas especificadas en un valor de
la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones
iniciales.

Definicion: Un problema de valor de frontera, es un problema que busca
determinar una solucién a una ecuacion diferencial sujeta a
condiciones sobre la funcion desconocida especificadas en dos o
més valores de la variable independiente. Tales condiciones se
Ilaman condiciones de frontera.

Nota: En general el problema de valor inicial para determinar la solucion a una ecuacién
diferencial de orden n debera estar sujeto a las condiciones iniciales.

1.8 SOLUCIONES GENERALES Y PARTICULARES

Para comprender estos conceptos, resolvamos los siguientes problemas de valor
inicial.

Consideremos la ecuacién diferencial

14
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d?y
+y=0...(1
oz Y @
sujeta a las siguientes condiciones iniciales
y(0)=3
3 ...(2)
y(0)=—4

Supongamos que por algdn medio la resolvemos y obtenemos que

y = ACosx + BSenx...(3)

es solucion de la ecuacidon diferencial (1). Usando en (3) la condicion y(0) =3, se
tiene

3= ACos(0) + BSen(0)
1 0
~A=3
en consecuencia
y =3Cosx+ BSenx...(4)
derivando (4)usando en (4) la condicién y'(0) =—4, se tiene
—4 =-3Sen(0) + BCos(0)
0 1
~B=-4

y por tanto, la solucién (3) toma la forma

y =3Cosx—4Senx...(4)

en el ejemplo

y = ACosx + BSenx

representa la Solucion General de la ecuacién diferencial (1), mientras que

15
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y = 3Cosx —4Senx

representa una Solucion Particular de (1).

De acuerdo con lo anterior podriamos entonces establecer las siguientes definiciones.

Definicion:

Una funcién 6 relacion que satisface a una ecuacién diferencial y
que involucra en su estructura constantes arbitrarias recibe el
nombre de solucidn general. Asi, una ecuacién diferencial de orden
n tendra una solucién general que involucra n constantes
arbitrarias.

Definicion:

A la solucion obtenida de una solucion general al seleccionar los
valores particulares de las constantes arbitrarias (por ejemplo; para
satisfacer condiciones dadas), se le llama solucién particular.

1.8.1 EJEMPLOS

16

1) Sea

solucidn general de

y=x’*+C...(»
dy
= =2X...(2
ol (2)

a partir de (1) y de la condicion inicial y(2)=5 obtenga una solucién

particular para (2).

Solucion:

Usando la condicidn inicial dada en (1)

5=4+C
. C=1

por tanto la solucién particular de (2) es
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2)

y=x*+1...(3)
Comprobacion
Derivando (3)
y'=2X

sustituyendo (3) y su derivada en (1)

2X =2X
Sea
y?—xy=C...(0)
solucidn general de
dx
T__ Y @
dt  2y-x

a partir de (1) y de la condicion inicial y(l)=2 obtenga una solucion
particular para (2).

Solucion:
Usando la condicion inicial dada en (1)

4-DE)=C
. 2=C

por tanto la solucion particular implicita de (2) es
y2—xy=2...(3)

Comprobacion

Derivando (3)

2yy'~(xy'+y)=0
y'(2y-x)=y
0 bien

17
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sustituyendo (3) y su derivada en (1)

y _ Y
2y —X 2y—X

Por otra parte, partiendo de (3) determinemos ahora la forma explicita de la solucién
particular de (2).

Resolvamos (3) para la variable y

y?—xy—-2=0
y= X+/x*+8
2

entonces

_ X++/x*+8

Y. =
2 (4
X—/X*+8
Yo="

usando la condicion inicial y(1)=2 en (4), observamos que Y, se reduce a una
identidad, esto es

g 1*3
2
2=2
por tanto
_ X+/x*+8
=N TP
2

es solucion particular explicita de (2), pues satisface la condicion inicial dada.

El problema de hallar soluciones generales de ecuaciones diferenciales seréa tratado
més adelante. Un problema mas simple es el problema inverso, i-e; hallar la ecuacion
diferencial a partir del conocimiento de su solucidon general, esto es, dada la
respuesta, encontrar el problema.

18
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Para motivar el procedimiento, consideremos los siguientes ejemplos:

1.8.2 EJEMPLOS

1. Encuentre la ecuacién diferencial cuya solucion general es

y=Ce® +3x—4...()

Solucion:
Derivando (1)
y=-2Ce® +3
despejando C
y'-3=-2Ce™
_3;;3; —C..2)

sustituyendo (2) en (1)

Y=( };__?;Xjezx +3x-4
—2

—-2y=y'-3-6x+8
por tanto
y'+2y =6X—-5
es la ecuacion diferencial cuya solucion general es (1).
Comprobacién
—2Ce? +3+2(Ce? +3x—4)=6x-5

3+6x—-8=6x-5
6X—-5=6x-5

2. Encuentre la ecuacion diferencial cuya solucion general es

19
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y=C.x+C,x*...()
Solucion:
Derivando (1)

y'=C, +3C,x*...(2)

y'=6C,X
ylI
C,=—..3
)

sustituyendo (3) en (2)

despejando C,

Y- "=Ci..(4)
sustituyendo(3) y (4) en (1)
2 2
gy VX YX
y=yX 5 + 5

6y =6Yy'x—3y"x* + y"'x?
0=6Yy'x—6y—2y"x?
por tanto
1 2

y'x®=3y'x+3y=0

es la ecuacion diferencial cuya solucion general es (1).

20
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1.9 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Sea dada una ecuacion diferencial y'= f(x,y), donde la funcion f(x,y) esta definida
en un recinto D del plano XOY que contiene el punto (X,,Y,). Si la funcion f(x,y)

satisface a las condiciones:
a. f(x,y) es una funcién continua de dos variables x e y, en el recinto D;

b. f(x,y) admite derivada parcial Zf continua con respecto de x e y en el
y

recinto D, entonces, existe una, y sélo una, solucién y=¢(x) de la

ecuacion dada que satisface a la condicion vy

X=X Yo -

La condicion vy

x=x,= Yo S€ llama condicion inicial.

El problema de la bdsqueda de la solucién de la ecuacién f’(x,y) que satisface la

condicion inicial y

x=x,= Yo » lleva el nombre de Cauchy.

Geométricamente esto significa que se busca la curva integral que pasa por el punto
dado M,(X,,Y,) del plano XOY (fig. 1.2).

v ok

¥a

0 A )4

Fig. 1.2

El teorema expresa las condiciones suficientes para la existencia de solucién Unica
del problema de Cauchy para la ecuacion y'= f(x,y), pero estas condiciones no son

necesarias. Precisamente, puede existir una solucién Unica de la ecuacion y = f(x,y)

que satisface a la condicion vy =Y., a pesar de que en el punto (X,,Yy,) no se

X=Xq

cumpla la condicién a) o la condicion b), o estas condiciones simultaneamente.
1.9.1 EJEMPLOS

1. Considere la ecuacién diferencial

21
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22

Aqui

En los puntos (x,,0) del eje OX no se cumplen las condiciones a) y b) (la

funcién f(x,y) y su derivada parcial Zf son discontinuas en el eje OX), mas,
y

por cada punto del eje OX pasa por una sola curva integral y=3/3(x-x,), (fig.
1.3).

Ay

[ (] [/
J 1))

i

Fig. 1.3
Considere la ecuacién diferencial
y' =xy+e”’

El segundo miembro de la ecuacion f(x,y)=xy+e” y su derivada parcial

of y .
—=x—e"7 son continuas con respecto a x e y en todos los puntos del plano

oy

XOY. En virtud del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que la
ecuacion dada tiene solucion Unica es todo el plano XOY.
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Considere la ecuacién diferencial

El segundo miembro de la ecuacién f(x, y)=§§/y72 es una funcion definida y

continua en todos los puntos del plano XOY. La derivada parcial Z/f:l se

W

hace infinita para y=0 se infringe la condicién b) del teorema de existencia y
unicidad. Por consiguiente, es posible que no haya unicidad en los puntos del

(x+c)
8

ecuacion considerada. Ademas, la ecuacion tiene la solucion evidente y=0.

eje OX. Facilmente se comprueba que la funcién y= es solucién de la

Asi, pues, por cada punto del eje OX pasan por lo menos dos curvas integrales
y, por consiguiente, en los puntos de este eje, verdaderamente, queda
infringida la unicidad (fig. 1.4).

F
I SCT )
B B,/ B: / BEr
...
// ?// x
A A, 1. Ar
Fig. 1.4

Son también lineas integrales las formadas por trozos de las parabolas clbicas

(x+c)’ . . : ]
szy los segmentos del eje OX; por ejemplo, las lineas ABOC,,

ABB,C,, AB2x, etc. De este modo, por cada punto del eje OX pasan infinitas
lineas integrales.

23
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UNIDAD II

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
2.1 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial de primer orden de la forma:

d—yzF(x,y)...(l)
dx

Un tipo especialmente simple de ecuacién que ocurre a menudo en la practica, es
cuando (1) puede ser escrita en la forma

f(x)dx+g(y)dy=0...(2)

donde un termino involucra solo a x, mientras que el otro involucra solo a y. Esta
ecuacidn puede ser resuelta inmediatamente por integracién. Asi, la solucion general de
(2) es

[fe0dx + [gy)dy = C...(3)

donde Ces la constante de integracién. Nosotros podemos regresar a la ecuacion (2),
tomando la diferencial en ambos miembros de (3), y asi eliminar a C, esto es

dj f(x)dx+d'|'g(y)dy= dc
s F(X)dx+g(y)dy=0

Puesto que el método de solucién depende de la posibilidad de llevar (1) a una ecuacion
de la forma (2), donde las variables son separadas en dos términos, este método es
Ilamado Método de Separacion de Variables, y las variables se dice que son separables.

Esta situacion afortunadamente en la cual las variables son separables, para nuestro
pesar no ocurre todas las veces.

Por ejemplo, no hay manera de que la ecuacion

M (X, y)dx+ N(x,y)dx=0

25
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pueda ser escrita en la forma (2). En tales casos estaremos forzados a buscar otros
métodos de solucidn.

2.1.1 EJEMPLOS

1)
a)  Encuentre la solucién general de

2

dy _x"+1
dx 2-y

Q)

b) Determine una solucién particular para la cual y(-3) = 4
Solucion:

a) La ecuacidn (1) esta escrita en la forma
dy
——=F(x,
i (x,y)
y se desea llevarla a la forma
f(x)dx+g(y)dy=0
en este caso resulta sencilla la separacién de variables, esto es

(2 - y)dy = (x* +1)dx
= (x* +1)dx - (2— y)dy=0
(x* +dx+(y—2)dy=0...(2)
integrando (2) tenemos

j(x2 +1)dx+j(y-2)dy=o

asi pues
3 2

X—+x+y——2y=C
3 2

es solucion general implicita de (1).
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b) Si y(-3)=4

(:) +(-3)+ (4) -2(4)=C

. C=—12

por tanto

3 2

X—+x+y——2y:—12
3 2

es solucion particular implicita de (1).

Si desarrollamos esta Ultima expresion tenemos lo siguiente

3 2
X—+x+y——2y—12=0
3 2

3

ix +2X+Yy -4y +24=0

y2—4y+(§x3+2x+24j=0
C

,—LZ_L ¥
3y“—12y+6 ?+x+12 =0

1244/-24x3 —72x-720
6

de donde

124+/-24%° 72720
6

es la solucion particular explicita, pues, satisface a la condicion inicial dada.

2) Ocasionalmente el hecho de que una ecuacion diferencial pueda ser separable no
es tan obvio, como se muestra a continuacion

Resolver

xd—y—y:2x2y...(l)
dx
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Solucion:
Intentemos separar variables

xd—y=2x2y+ y
dx

xdy=(2x°y + y)dx
(2x%y + y)dx — xdy=0...(2)

multiplicando a (2) por i esta se reduce a
Xy

(2x+1jdx—dy=0...(3)
x)

integrando (3) tenemos

J.[Zx+ ijdx—J.d;:O

asi pues

x* +Inx—Iny|=C...(4)
es solucidn general implicita de la ecuacion diferencial dada.
Por otro lado, sabemos que

m@—mwzmﬁ
b

usando este resultado en (4) se tiene

es solucion general implicita de la ecuacion diferencial (1). Aplicando exponenciales en
ambos miembros de (5)
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3)

0 bien
— 2
y = Fe “xe*

haciendo Fe© = A= cte, tenemos por tanto que

es solucidn general explicita de la ecuacion diferencial dada.
Comprobacion

Derivando (6)

gy = Ae¥ + Axe* (2x) = AeX +2Ax%e"
X

sustituyendo (6) y su derivada en (1)
x(AeX2 +2Ax%e” ): 2x2(AxeX2 )+ (Axexz)
AxeX +2Ax%" =2x3AeX + AxeX
Resolver

dr _ Seng+e* Seng O r(ﬂ'} o
d¢ 3e"+e'Cos2gp 2

Solucion:
La ecuacion diferencial (1) esta escrita en la forma general

dr
@: F(r,¢)

y deseamos llevarla a la forma

f(r)dr +g(¢)dg=0.
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De (1)
dr _ Seng(l+e*)
dg e'(3+Cos2¢p)
separando variables
€ 4re Seng

= d
1+e” 3+ Cos2¢ ¢

0 bien
e dr Seng

—~ dg=0...(2
1+e* 3+ Cos2¢ ¢ @)

integrando (2)

e' Seng
dr—-|—"—-d¢=0...(3
I1+e2r j3+COsz¢ ¢ ®)

%,—/
I 1l

r

Para la parte | de la integral(3), hacemos u=e", con lo que, du=e'dr,
entonces

r

I1fe2r r:'[1+lljjz =Tan"u

0 bien

e’ _ afar
Fdr_Tan (e )...(4)

Para la parte Il de la integral (3), manipulemos primero el denominador para
escribirlo en una forma mas adecuada. Sabemos que

Cos2¢ = Cos’p— Sen’s =
= Cos’¢— (1—Cos?¢p)
=2Cos’p -1
entonces
3+ Cos2¢ =3+2Cos’p—1=

=2+ 2Cos’¢
= 2(1+ Cos’¢)

asi, la parte Il de la integral (3) toma la forma

.f3 Seng |¢:£.[ Sen¢52 i$
+ Cos2¢ 271+Cos“¢p
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haciendo ahora w=cos¢ , con lo que dw=—Sengd¢, entonces

J. Seng —J. —Tan w
3+C052¢ 1+ w?
0 bien
Seng 1 4
——d¢=—"-Tan " (Cosg)...(5
J‘3+C052¢5 ¢ 2 (Cosg)...)

sustituyendo (4) y (5) en (3)
“1(Ar 1 -1
Tan™(e )—[— STan (Cos¢)} =
simplificando tenemos por tanto que

Tan (e’ )+ ;Tan '(Cosg)=C

0 equivalentemente
2Tan*(e" )+Tan*(Cos¢)=C...(6)

es solucién general implicita de (1).

Usando la condicion inicial r(2j=o en (6), tenemos entonces que

Tan(e®)+ Lran Cos(”j =C
2 2
Ti0=C
4
c”
nC=7
asi

2Tan*(e" )+ Tan*(Cosg) = %

es solucion particular implicita de la ecuacién diferencial dada.
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4) Resolver

(x+y)"
—~ +1= ...
o ey ey Y
Solucion:

Sea t=x+Y, entonces

£:1+d7y

dx dx
0 bhien

dy _dt_,

dx dx

sustituyendo los cambios propuestos en (1), la ecuacién diferencial toma la forma

m
$= ! ...(2)
dx t"+tP
separando variables en (2)
n p
t t+mt dt = dx

n p
(:m + :m]dt =dx
(t”‘m +tp‘m)dt =dx

o bien
dx— (""" +t"™)dt=0...(3)

integrando (3)
jdx—j(t"-"‘ +tP™)dt =0

tn—m+1 t p—m+1

X =C...(4

n-m+1 p—-m+1

pero t=x+ Yy, entonces de (4) tenemos por tanto que

. (X+ y)n—m+l ~ (X+ y) p—m+1
n-m+1 p-m+1

=C

es solucion general implicita de la ecuacion diferencial dada.
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5)

Resolver

Solucion:
Sabemos que

Sen(a £ B) = SenaCosp £ SenfCosa

entonces en (1)

Sen{ X+ yj = Sen[ijos(yj + Sen(ijos(Xj. ..(2)
2 2 2 2 2

sustituyendo (2) en (1)

or+[so oo 3 s oo 3] - s 3 o 3 -so o 3

simplificando la ecuacion diferencial (1) se reduce a

dy - _25en(ijos(xj ...(3)
dx 2 2

separando variables

0 bien

ZCOS()Z(JdX + Csc@/jdy =0...(4)

integrando (4)

ZI Cos()z(jdx + ICSC(;jdy =0
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por tanto
4Sen(xj +2In
2

Y _
Tan(4] =C...(5)

es solucidn general implicita de la ecuacion diferencial.

ZSen(Xj + InTan(yJ

2 4

Tan(yJ =C- ZSen(X). ..(6)
4 2

aplicando exponenciales en ambos miembros de (6)

Simplificando (5)

=C

In

haciendo F¥e© = A =cte, en la ecuacién (5)

Tan(yj = Aeizsen[gj
4

Y TanlEAezsen@]

4

0 bien

por tanto
—28en X
y= 4Tan1[Ae [ZJJ

es solucién general explicita de la ecuacién diferencial dada.
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2.2 ECUACIONES DE GRADO HOMOGENEO

Para establecer si una ecuacion es homogénea o no, hay que tener pleno conocimiento
de lo que significa el grado de una ecuacion. Si se tiene la ecuacion general
ax® +bx+c=0, sabemos que es de segundo grado, puesto que asi lo indica el exponente
mayor de la variable involucrada.

El problema se presenta cuando tenemos ecuaciones cuyos términos presentan el
producto de més de dos variables con diferentes exponentes, de aqui la pregunta

¢ Qué grado tiene una ecuacion de esta forma?.

El grado un producto se obtiene sumando los exponentes las variables que intervienen
en tal producto, como se puede ver en los siguientes ejemplos.

2.2.1 EJEMPLOS
1) Sea el producto
X2y
i. Esunaexpresion de 2° grado respecto a x.
ii.  Es unaexpresion de 1° grado respecto ay.
iii.  Es una expresion de 3° grado con respecto a x e .
2) Sea el polinomio
X2 —4xy+8y?
es una expresion de 2° grado.
3) El polinomio
X'y +7y°
es una expresién de 5° grado.

Para nuestro pesar, no siempre es facil determinar el grado de una ecuacién a simple
vista, por ejemplo

F(x,y)=+/x"—y* + xSer{?]
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Afortunadamente existe un criterio matematico de gran utilidad para determinar el
grado de una ecuacion; que establece que una ecuacién tiene el mismo grado en cada
uno de sus términos, se dice que es una ecuacion homogénea.

2.2.2 CRITERIO DE FUNCIONES HOMOGENEAS

Criterio: Se dice que si F(x,y) es una funcién homogénea de grado nen x e y

se verifica la igualdad
F(txty) =t"F(x,y)
para todos los valores de t, x e y.

El método consiste en lo siguiente

1) Dada la expresion que involucre a las variables x e y, reemplazarlas por

2) Factorizar a t. EI exponente que aparezca en t, nos indicaré el grado.

2.2.3 EJEMPLOS

Demostrar que las expresiones siguientes son homogéneas y determinar su grado.

1) F(x,Yy)=x*—3xy+4y?
F(tx.ty) = (tx)” - 3(tx)(ty) + 4(ty)’
F(tx ty) = t?x? — 3t?xy + 4t?y?
F(tx,ty) = t*(x* = 3xy + 4y?)
F(tx,ty) =t*F (X, y)
. F(x,y) es homogénea y de grado 2.

2) F(xy)=x'y+7y°
F(tx,ty) = (09 (ty) + 7(ty)°
F(tx, ty) = (t*x*)(ty) + 7t°y°
F(tx,ty) =t°x*y + 7t°y°
F(tx,ty) =t>(x*y + 7y°)
F(tx ty) = t°F(x, )
. F(x,y) es homogénea y de grado 5.

36



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

3) Fxy)=-x*-y*+ xSe{?]

FO) =007 - ()" + (tx)sen(gg]

F(tx, ty) = /t2x2 —t2y? +tXSer{tX]
ty

Footy) = t2 ) —y? +ther{§j

Flxty) =t x* —y* +ther{’;j

F(tx, yt) = t[x/x2 —y? + xSer{Xj]

y
F(tx, ty) =tF(x, y)

- F(X,y) es homogénea y de primer grado.

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Teorema: La ecuacién diferencial

M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0...(1)

es homogénea en x e y, si M(X,y) y N(X,y) son funciones

homogéneas del mismo grado en sus variables x ey .

Demostracion:

Supongamos que en la ecuacion diferencial

M (X, y)dx+ N(x, y)dy=0...(2)

con el criterio

M (tx, ty) =t"M (X, y)...(2)
N(tx,ty) =t"N(X, y)...(3)

M(x,y) ¥ N(x,y) son funciones homogéneas en x e y de grado n. Entonces de acuerdo
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de (2) y (3)
M (X, y):w...(@
N(x, y) = N(ttf’ty)...(s)

por otro lado de (1)

M (X, y)dx=—N(x, y)dy

Sy M) g
dx N(X,Y)
sustituyendo (4) y (5) en (6)
M (tx, ty)
dy ¢ __M(xty)
dx  N(xty)  N(txty)
tn

i 1
para todo t. En el caso particular de t="—
X

dy:_M[l’ij:F y
)

X
por tanto, toda ecuacion diferencial que se pueda escribir en la forma

dy_ F(yj...(Y)

dx X
es una ecuacion diferencial homogénea.

Para resolver ecuaciones diferenciales del tipo (7) se requiere hacer la sustitucion

y =VX...(8)
donde v=Vv(X), o bien

v="..0)
X
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Esto nos conducird a una ecuacion de variables separables. En efecto, como se mostrd
en el teorema anterior toda ecuacién diferencial homogénea puede ser escrita en la
forma (7), haciendo el cambio propuesto en (8), esto es

dy d dx _dv
dx dx dx  dx

sustituyendo (9) y (10) en (7), entonces

xd—vz F(v)-v
dx

es una ecuacion diferencial de variables separables. Separando variables

dv. _dx
F(v)-v X
0 bien
dx_dv.
X F(V)-v

Ahora tenemos las variables separadas, en consecuencia podemos aplicar el método
descrito en la seccion 2.1 para ecuaciones diferenciales de variables separables.
Después de aplicarlo, hay que cambiar a v por su valor expresado en términos de x e y,

- X
esto es facil puesto que sabemos que v = (j

2.3.1 EJEMPLOS
1) Resuelva

dy x-y
— = ..
dx Xx+vy @

Solucion:

La ecuacion (1) esta escrita en la forma

dy _M(x.y)
dx N(x,y)
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40

donde
M(X,y)=x-y
N(X,y)=X+Yy

son funciones homogéneas de grado 1, esto es

M (tx, ty) = tx —ty
=t(x-y)
=tM(x,Y)

andlogamente, la funcion N(X,y). Por tanto, la ecuacion diferencial (1) es
homogénea y puede ser llevada a la forma

dy _ F(yj
dx X
al multiplicar por E el numerador y denominador de (1), esto es
X

_y
dy_" x :F(yj...(Z)
dx 1+X X
X
usando la transformacion
y =vX...(3)
0 bien
v="_ (4
X
donde de (3)
dy _ v+ x%.. (5)
dx dx
sustituyendo (4) y (5) en (2)
dv 1-v
VHEX—="—
dx 1+v
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separando variables

v 1w
dx 1+v
C1-v-v(d+v)
B l+v B
C1-2v-v?
 1l+4v

1+v dx
ﬁdv=—
1-2v-v X

0 bien

dx 1+v
——— = dv=0...(6
X 1-2v-v? ©®)

integrando (6)

%_'_J‘ 1+v

— - dv=0...(7
X vi+2v-1 (7

haciendo u=v®>+2v—-1, con lo que du=(2v+2)dv=2(v+1)dv, entonces la
ecuacién (7) toma la forma

X 2Ju

del proceso de integracidn resulta que
N+ Inu = InC
pero U =Vv? +2v—1, entonces
2In/x|+Inv? +2v-1 = InC
por otro lado, sabemos que

alnb|=Infb”
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42

2)

entonces
Injx* + Inv? +2v-1=1InC
ademas
Ina +Inb| = Injab|
luego

|n\x2(v2 + 2v—1)\ =InC]...(8)

aplicando exponenciales en ambos miembros de (8)

x*(v>+2v-1)=C

J , entonces

0 bien
y> +2yx—x*=C
es solucién general de (1).
Resuelva
x—— y— X +y? )
Solucion:

Llevando (1) a la forma

dy _M(x.y)
dx N(x,y)
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se tiene

donde

son funciones homogéneas de grado 1. Manipulando un poco la ecuacion (2)

o0 bien

&Y= )
X

dx

M(x y)=y—-/x*+Yy?

N(x,y)=Xx

dy y X2 +y?
X X X
dl_x_ X2+y2
dx  x x?
dy_y v
x x X

dy _y_ /1+[yj .3
dx x X

donde la ecuacién (3) tiene la forma

usando la transformacion

0 hien

donde de (4)

dy _ F(yj
dx X

y =VX...(4)
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44

sustituyendo (5) y (6) en (3) se tiene

V+ va=v—\/l+vz

X
separando variables

0 bien

dx dv

+
X J1+v?

=0...(7)

integrando (7)

1 1
~dx+ | ——dv=0
J‘X J.x/l-i-V2
In\x\ + In‘v+ A1+ V2

=InC|
simplificando
Inx(v+ AL14v2 ) =InC]|
0 equivalentemente, aplicando exponenciales en ambos miembros de la expresion anterior

x(v+x/m):c...(8)

sustituyendo (5) en (8)

por tanto
y+-/x*+y>=C

es solucién general de la ecuacion diferencial dada.
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3) Resuelva
y3dy + 3y*xdx+2x%dx =0...(1)

Solucioén:

Llevando la ecuacion diferencial a la forma

dl:M(X,Y)
dx  N(x,y)
se tiene
yidy + (By*x+2x*)dx =0
dy —(3y*x+2x®
dy= Byx+2X) (2)
X y
donde

M (x,y) = (3y*x +2x°)
N(x,y) =y’

. . - 1
son funciones homogéneas de grado 3. Multiplicando por — en el numerador y
X

denominador de (2) tenemos

y
B=+2)
dy _ = F{y}..(S)
dx y X
x°
Usando la transformacion
y =VX...(4)
0 bien
v="_.(5)
X
donde de (4)
dy
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sustituyendo (5) y (6) en (3)

separando variables

dv_ (3v2+2)
DR -V
dx v:
dv_ (3v2+2)-v*
X =—
dx ve
B vidv _dx
(Bv2 +2)+v*  «x
0 bien
dx vidu
P VO 0@
X vi+3vi+2 (")
integrando (7)
dx vidv
—+l—— =0...(8
X J-v“ +3v2+2 ®)

de (8)

-9)

,[ vidv __[ vidv
VER3vi 42 T (VD (vi+2)

donde la descomposicion en fracciones parciales del integrando de (9) es

v: Av+B Cv+D
2 2 =2 T
vVe+D)(v +2) v +1 v 42
_ (V2 +2)(Av+B) + (v’ +1)(Cv+ D)
(V> +D(v* +2)
_V}(A+C)+Vv*(B+D)+V(2A+C)+2B+D
(vZ +1)(v* +2)
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de lo anterior se tiene que

A+C=1
2A+C=0
B+D=0
2B+D=0
resolviendo el sistema obtenemos
A=-1 C=2
B=0 D=0

por tanto (8) se puede escribir en la forma equivalente

dx \Y; v
- - dv+2|—-.—dv=0...(10
X J.vz +1 J.vz +2 10
haciendo los cambios
u=v>+1 w=v?+2
du = 2vdv dw = 2wdw

entonces (10) se reduce a

dx_1pdurdw_
X 27U w

0
y por integracion inmediata se tiene que
Inx| - 1In‘v2 +]4 + In‘v2 + 2‘ =Inc|
2

simplificando
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In\x\2 - In‘v2 +1‘ + In‘v2 + 2‘2 =InC|

2
In—, +In‘v2+2‘zzln\c\
ve+1
2 2
In* (V2 +2) —In\C\
ve+1
o bien
xz(v2+2)2 _c
viel

luego de (5) se tiene por tanto que

2 2
xz{yz +2J
X
—2:C
(VJ "
X

es solucién general de la ecuacién diferencial dada.
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2.4 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS

2.4.1 UNA IDEA INTUITIVA DE EXACTITUD

Para establecer si una ecuacién diferencial es exacta es necesario tener pleno
conocimiento del concepto del diferencial de una funcion.

Definicién: Sea F = F(X;,X,,...,X,) una funcién de las variables X,,X,,...,X,.Si F
tiene derivadas parciales de primer orden en X;, X,,..., X, en alguna region
abierta R, entonces el diferencial de F (denotado por dF ) es

oF oF oF

dF (X, X,,.., X, ) = —dx, + —dx, +...+—dXx,
(1 2 ) 8X1 1 8X2 2 8X

n

En el siguiente ejemplo, y con la ayuda de la definicién anterior, daremos una idea intuitiva de la
implicacion que tiene la palabra exactitud en una ecuacion diferencial.

2,,2
X - .
SeaF(x,y) = 2y — X—Y. Es claro que la funcion es derivable en todo el plano x-y, entonces el

diferencial dF de F es

oF oF
dF(x,y) = a—xdx+5dy...(1)

de donde
ZF: xy? -1
X
..(2)
oF )
—=X"y-1
oy

sustituyendo (2) en (1) resulta que

dF(x,y) = (xy2 —1)dx+ (xzy—l)dy...(B)
representa el diferencial de la funcién

2,,2

X
F(x,y) = 2y

-X-Y...(4)

Hagamos la siguiente hipétesis; si en (3) dF(X,y) =0, entonces
(xy2 —1)dx+ (xzy —1)dy =0
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0 bien

2
dy_ W=l )
dx x“y-1

la cual representa una ecuacion diferencial de primer orden con variable dependiente yy variable
independiente X.

Por otro lado, como por hipétesis dF(X,y) =0, esto implica que, de(x, y)=0 ¢ bien,
F(x,y) =C; siendo C una constante por determinar. Luego, la expresion (4) es una funcion
constante dada por

2,,2

X"y
C= —X—V...(6
> y...(6)

derivando (6) implicitamente con respecto de X esta, obtenemos

2,,2
d(C:X y _x_y]
dx 2

2xy’° +2x2y(gyj ’
TR
dx

simplificando y despejando a 3y resulta que
X

dy  (xy*-1
dx x’y -1

gue es exactamente lo mismo que (5), con lo que concluimos que (6) es solucidn general de (5).

Del ejemplo anterior podemos observar lo siguiente

Si el diferencial de la funcién F(x,y) es cero, es decir (xy2 —1)dx+(x2y—1)dy =dF(x,y) =0,
entonces como implicacion inmediata se tiene el hecho de que, J.dF(x, y)=0 0 bien,
F(x,y)=C, siendo esta ultima la solucién general de la ecuacién diferencial

(Xy2 —1)dx+ (Xzy—l)dy =0. En otras palabras, tendra sentido hablar de existencia de la funcion
F(x,y) como solucion de la ecuacion diferencial (5) si y solo i

(xy2 —1)dx+(x2y—1)dy=dF(x, y)=0, siendo (xy2 —1)dx+(x2y—1)dy precisamente el
diferencial de la funcion F(X,y). En tales circunstancias diremos que la ecuacion diferencial

(xy2 —1)dx+ (xzy —1)dy =0 es exacta.
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El problema inverso que es el que nos interesa estudiar, no es tan obvio a simple vista como podria
parecer, es decir, dada la ecuacion diferencial, en este caso, (xy2 —1)dx+ (Xzy —1)dy =0,
determinar la forma de la funcion F(x,y)=C, tales que,
(xy2 —1)dx+ (xzy —1)dy =dF(x,y) =0. El proceso que se sigue para este fin es casi inmediato y
se apoya en un criterio matematico bastante simple que establece la exactitud de una ecuacién

diferencial. Dicho criterio matematico surge de manera natural con la prueba del siguiente teorema,
el cual, se construye considerando la siguiente definicion.

2.4.2 DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL EXACTA
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2.4.3 TEOREMA DE EXACTITUD

DEMOSTRACION PARTE I:
Si la ecuacion diferencial
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0...(0)
es exacta, entonces por definicidn existe una funcion U(x,y) tal que
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =dU(x,y) =0...(2)
por otro lado, el diferencial de U(X,y) es

dU(x,y):aaLXde+%Lyjdy...(3)

comparando (2) y (3)

ou . ou _
S MO = NGY)-(4)
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derivando la primera de las ecuaciones de (4) con respecto a y y la segunda con respecto
a X, tenemos

du_am U

oxoy oy oyox  ox
Bajo condiciones apropiadas el orden de diferenciacion es indiferente, ya que una
condicion suficiente para la cual el orden de diferenciacion es indistinto es que U(x,Y)

y sus derivadas parciales (al menos de segundo orden) sean continuas en una region del
plano xy.

Supongamos pues, que U(x,y) vy sus derivadas parciales (al menos a segundo orden)
son continuas en el plano xy. Entonces de (5) tenemos

2 2
U _aU 6
Oyox  oxoy
por tanto
oM  ON
—=—2..(7)
oy oX

representa una condicion necesaria para la exactitud. Luego, si la ecuacion es exacta,
entonces se debe cumplir (7), esto es, podemos encontrar una funcion U(x,y) tales que

ouU . U
oMoy Z =N Y. @)

DEMOSTRACION PARTE II:

Para probar esta parte del teorema basta mostrar que si

M _oN
oy OXx

entonces la ecuacion diferencial es exacta y existe U(x,y) tales que

ouU ouU
—=M(x,y); —=N(x,
> (X, y) o (x,y)

despejando U(x,y) de la primera de estas las ecuaciones

dUu(x,y)=M(x, y)dx...(1D
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integrando (11) tenemos

U(x, y):de(x, y):jM(x, y)dx+C...(12)

donde la constantes de integracién de (12) no puede ser funcién de x, sin embargo
podria ser una funcion de y, esto es, supongamos que

C=1(y)
entonces (12)

U(x,Yy) =j|v|(x, y)dx+ f(y)...(13)

sustituyendo (13) en la segunda de las ecuaciones de (8)

u(xy) _
oy

derivando el segundo miembro de (14) con respecto de y tenemos

aayUM (X, y)dx+ f(y)]z N(x y)...A4)

aaij (% y)dx+ £'(y) = N(x,Y)...(5)
0 bien

£/(y) = N(x, y)—gij (x, y)dx...(16)

de donde en (16) nos falta probar que

N —aayjlvldx...(l?)

es una funcion de la variable y, para ello derivemos a (17) con respecto de x, esto es

0 0 oN ©¢ 0
aX[N(x, y)—aij(x,y)dx}:aX—aanJ'M(x, y)dx:a—x——:o

. ... OM ©ON .
ya que por hipotesis ——=— , en consecuencia
oy ox

N—syjlvldx:f(y)

y por tanto de (16) podemos obtener el complemento de (13), y con ello la forma completa de la
funcion U (x,y), asi la condicion de suficiencia queda por tanto probada, ya que existe

una funcion U(X,y) que satisface a las ecuaciones (4).
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2.4.4 EJEMPLOS

1) Resuelva
2xydx+ (x* + Cosy)dy = 0...(1)

Solucion:

En (1)
M (X, y) = 2xy
) ...(2)
N (X, y) = x“ + Cosy
dadas las ecuaciones (2), si
oM ON
—=—...(3)
oy  oX
entonces (1) es exacta. Sustituyendo (2) en (3)

oM _

2X
oy
@:2)(
OX
oM ON ., . .
como ——=2Xx=-——, por tanto, la ecuacion diferencial es exacta, lo que

implica que existe una funcién U(x,y) tal que

U . oU _
S My E—N(x,y)...@)

despejando U(x,y) de la primera ecuacion de (4)
dU(x,y) =M(x,y)dx...(5)
sustituyendo M (X, y) en (5) e integrando

de(x, y)=Jnydx
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entonces

U(x,y)=x*y+ f(y)...(6)

para determinar la forma explicita de f(y), sustituyamos N(X,y) y la
ecuacion (6) en la segunda ecuacion de (4), esto es

6alyJ=§y[X2y+ f(y)]: x? +Cosy...(7)
de (7)

x* + f'(y) = x* + Cosy
0 bien

f'(y) :d];lilw=Cosy...(8)
integrando (8)
j df (y) = j Cosydy
asf, la forma explicita de f(y) es
f(y) =Seny...(9)
por tanto, sustituyendo (9) en (6), se tiene que
U(x,y) = x*y + Seny
o0 bien
x*y +Seny=C...(10)

es la solucion general de la ecuacion diferencial dada.

Si se hubiera despejando la funcion U(x,y) de la segunda ecuacién de (4), esto
es

dU(x,y) = N(x, y)dy...(1D
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2)

entonces, de integrar (11) se tiene que

jdu (X, y) = J'(x2 + Cosy)dy
de donde

U(x,y) = x*y +Seny+ f(x)...(12)

ahora, para determinar la forma explicita de f(x), sustituyamos M(X,y) vy la
ecuacion (12) en la segunda ecuacion de (4), esto es

aa[xzy +Seny+ f (x)]: 2Xy
X
2xy + f'(x) =2xy

f'(x)=0

f(x)=D
por tanto

U(x,y)=x*y+Seny+D
0 bien
x*y+Seny=C
gue es lo mismo que (10)
Resuelva
e S O

Solucion:

Llevemos la ecuacion (1) a la forma general

M(x, y)dx+N(x,y)dy =0
esto es

(L—x*y)dy = (xy?® —1)dx
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(xy? =Ddx—(1—x?y)dy=0

0 bien

(xy® =1)dx+ (x*y —1dy =0...(2)

donde, de (2)
M(x,y) = xy* -1
(x.y) e }..(3)
N(x,y)=x"y-1

dadas las ecuaciones (3), si

oM _

oN
y @

entonces (1) es exacta. Sustituyendo (3) en (4)

oM oN o .
como, —:2xy:a—por tanto, la ecuacidon diferencial es exacta, lo que
X

implica que existe una funcién U(x,y) tal que

ouU . oU _
S Mo E—N(x,y)---(S)

despejando U(x,y) de la primera ecuacion de (5)
dU(x,y) =M(x, y)dx...(6)
sustituyendo M (X, y) en (6) e integrando

de(x, y) = _[(xyz ~1)dx

entonces
24,2

U(x y) = Xzy —x+f(y)...(7)
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para determinar la forma explicita de f(y), sustituyamos N(X,y) y la
ecuacion (7) en la segunda ecuacion de (5), esto es

ou 0| x%y? )
o —x+ f =xy-1...(8
o 8y{ 5 (Y)} y (8)
de (8)
X’y + f'(y)=x’y -1
o bien

f'(y) :d':j(y-‘/):—l...(g)

integrando (9)
Jdf(y)=-]dy
asf, la forma explicita de f(y) es
f(y)=-y...10)

por tanto, sustituyendo (10) en (7), se tiene que

2,,2

X
U(x,y)= y —X=y
2
0 bien
2.,2
Xzy _x—y=C...(1)

es la solucion general de la ecuacién diferencial dada.

Sien (11), y(0)=1

2
entonces
c=-1
por tanto
2,,2
X"y
—x—-y=-1
5 y

es solucién particular de (1).
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2.5 METODO DE AGRUPACION DE TERMINOS

Es mas facil resolver ecuaciones diferenciales exactas por un método de inspeccion conocido como
el Método de Agrupacion de Términos, el cual esta basado en la habilidad de reconocer de manera
intuitiva el diferencial de ciertas ecuaciones diferenciales exactas. Para ilustrar el método
consideremos los siguientes ejemplos

2.5.1 EJEMPLOS
1) Resolver
2xydx+ (x* + Cosy)dy = 0...(1)
Solucion:

Reagrupando los términos de (1)
(2xydx+ x*dy) + Cosydy =0...(2)
de donde, el diferencial de (2) es

d(x?y)+d(Seny) =0

0 bien
d(xzy - Seny)z 0...(3)
integrando (3)
jd(x2y+ Seny) =0
por tanto

x*y+Seny=C

es solucién general de la ecuacién diferencial dada.

.o xy? -1
= (2
Y %m% ®

2) Resolver

Solucién:
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3)

Reagrupando los términos de (1)

(1-x?y)dy = (xy® —1)dx
(xy® =1)dx+ (x*y —1)dy =0
(xy’dx + x?ydy) —dx—dy =0...(2)

de donde, el diferencial de (2) es

0 bien
2,2
d[xy —x—yj:OH(Q
2
integrando (3)
X2 y2
d -x-y|=0
o5 )
por tanto
X2 yZ
-Xx-y=C
5 y

es solucién general de la ecuacién diferencial dada.

Determine el valor de k para que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta y
resuelvala.

(y® +kxy* —2x)dx+ (3xy” +20x*y*)dy =0...(1)

Solucion:
De (1)
M(x,y) = y* +kxy* —ZX}H 5
N(X,y) = 3xy* +20x°y*
entonces
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oM ) 3
———=3y° +4kxy
oy

N _ 3y? + 40xy°
OX

para que la ecuacion diferencial (1) sea exacta debe ocurrir que

M _oN
oy  OX

esto es

3y? + 4kxy® = 3y? + 40xy*
4Kxy® = 40xy®
kxy® =10xy®
k=10

por tanto, la ecuacion diferencial es exacta si k =10.
Comprobacion

Sustituyendo el valor de k en (2)

M (X,y) = y* +10xy* —2x e
N(x,y) = 3xy? +20x2y° |

entonces

oM
—— =3y? +40xy°
oy

N _ 3y’ +40xy®
194

oM oN o .
como —— =3y’ +40xy°® = . entonces la ecuacion diferencial es exacta cuando
X

k =10. Reagrupando los términos de (1), para k =10.

(y® +10xy* — 2x)dx + (3xy® + 20x*y®)dy =0
(10xy*dx + 20x?y*dy) + (y>dx + 3xy?dy) — 2xdx = 0...(4)

donde el diferencial de (4) es
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4)

0 bien

integrando (5)

por tanto

d(Gx*y*)+d(xy®)—d(x*) =0
dGx*y* +xy® —x?)=0...(5)
Id(5x2y4 +xy*—x*)=0

5x’y* +xy® —x*=C

es solucion general de (1), siempre y cuando k =10.

Deduzca una funcion M(x,y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta.

M (X, y)dx + (xeXy + 2Xy + 1jdy =0...(D
X

Solucion:

De (1)

entonces
N _o
OX OX

N(x,y) = xe” +2xy+£...(2)
X

(xeXy +2xy+1]: xye? +2y+e” —%...(3)
X X

para que (1) sea exacta debe ocurrir que

oM oN
o @

donde, en este caso M(X,y), es una funcién desconocida. Para encontrar la forma
explicitade M (X, y) sustituyamos (3) en (4)

oM
——=xye¥ +2y+e” —
oy

%...(5)
X

y despejemos de (5) M (X, Y), esto es
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dM(x,y) = [xyeXy +e% +2y-— i}dy...(G)
X
integrando ambos miembros de (6)

_[dM(x y) = J.(xyeXy +e" +2y—12de

—xj'yexydy+ e¥+y -2 ...(7)
donde en (7)
J'yexydy J'e"ydy
:W):y—xlzexy...(S)

sustituyendo (8) en (7)

Xy Xy Xy Xy Xy
M(X,y) = X(ye ¢ ]+e +y —l+C ye — S +y2—l2+C
X X2 X x? X X X

donde la constante de integracion C no es funcion de la variable y, sin embargo si
puede ser funcion de la variable X. Luego haciendo C = f (X), se tiene que si

M(x, y) = ye* +y? —Xy2+ £(x)

entonces la ecuacion diferencial (1) es exacta.
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2.6 FACTOR INTEGRANTE

A veces es posible transformar una ecuacion diferencial no exacta, M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0,
en una ecuacion diferencial exacta multiplicandola por una funcion u(x,y). llustremos este

argumento mediante el siguiente ejemplo.
La ecuacion diferencial
6xydx+ (4y +9x?)dy =0...(1)

no es exacta. Multipliquela por la funcion u(x,y) = y* y verifique nuevamente la condicion de
exactitud. En efecto, de (1)

M (X,y) = 6xy )
N(x,y) =4y +9x?| )

entonces
oy
% =18x
OX

como 8;; # 6al;| por tanto la ecuacion diferencial dada no es exacta. Multipliquemos ahora (1)
por la funcién z(x,y) = y?, esto es
y2[6xydx+(4y+9x2)dy]: 0
0 bien
6xy’dx + (4y® +9x*y*)dy =0...(3)"
donde de (3)

Ml(X1 Y):/JM :6Xy3 (4)
N, (X, y) =N =4y° +9x7y* |

oM oN
entonces, 8yl =18xy’ = 5 Ly por tanto la ecuacion diferencial dada ya es exacta.
X

* Notese que la ecuacion diferencial (3), es la misma que (1) y difieren en forma Ginicamente por un factor, el cual no altera la ecuacion
original por estar igualada a cero.
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Reagrupando los términos de (6)
(6xy°dx+9x*y?dy) + 4y°dy =0...(7)
donde el diferencial de (7) es

d(@x*y*)+d(y*)=0

0 bien
d(3x’y* +y*)=0...(8)
integrando (8)
J‘d(3x2y3 +y*)=0
por tanto

X’y +y*=C

es solucion general de la ecuacion diferencial dada.

La funcién multiplicadora z(X,y) que hace exacta a una ecuacion diferencial recibe el nombre de
factor integrante.
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2.6.1 ECUACIONES DIFERENCIALES HECHAS EXACTAS POR UN FACTOR DE
INTEGRANTE APROPIADO.

Para la obtencion de un factor integrante apropiado, consideremos primero que la
ecuacion diferencial

M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0...()

no es separable y tampoco es exacta.

Multipliguemos ahora la ecuacién (1) por el factor integrante u(x,y) (aln

desconocido), entonces de acuerdo con la definicién de la seccion 2.3.7, la ecuacion
diferencial

(eM)dx+ (eN)dy =0
ya es exacta, tal que

(M) _ o(uN)
oy ox

-(2)

Para simplificar nuestro trabajo analicemos los siguientes dos casos.
CAsO I: Si z = u(x), es decir u es solo funcién de X, entonces de (2) se tiene

oy X dx

M N du
oy Ox dx

de donde

de 1({0M ON
# N

o aXJd(x)...(B)

sien (3)
(M _oNY_ (o
N\loy ox)

entonces por integracion inmediata, (3) se reduce a
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du _
jﬂ jf(x)dx

con lo que
In g = | £ (x)dx
0 bien
1(x) = ejf(x)dx
por tanto
Teorema: .
Si 1 GM— a—N = f(X), entonces u = ejf( "™ es el factor integrante.
N{ oy ox

Caso 11: Si 2= u(y), es decir u es solo funcién de y , entonces de (2) se tiene

oM du ON
—t M=y —
" oy dy a OX

Mdu_,{aN WJ

dy lax oy
de donde
d: . &[22_ %I\y/ley...M)
sien (4)

L[N oMY
M{ox oy —9Y

entonces por integracion inmediata, (4) se reduce a

du _
Iﬂ [a(y)dy

con lo que
Inu=[g(y)dy
0 bien
L= efg(y)dy
por tanto
Teorema: 1 N M
Si — N _oM)_ g(y) entonces u = ejg(y)dy es el factor integrante.
M{ox oy
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2.6.2 EJEMPLOS

1) Resuelva
ydx+(3+3x—y)dy=0...()
Solucion:
De (1)
M(x,y) =y
...(2)
N(x,y)=3+3x—-y
entonces
N ...(3)
Y _3
OX
como %I\)//liil:: concluimos que la ecuacién diferencial (1) no es exacta.

Busquemos un factor integrante apropiado.

i) Si
1(oM oN
N(—aszf(x)...(@

entonces el factor integrante es
f (x)dx
=% (5
sustituyendo (3) en (4)

1
m@‘l) = f(x)

2

- = f(x
3+3x—Yy 9

y por tanto (5) no es un factor integrante apropiado.
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i) Si
1(oN oM

M(@X ayj =g(y)...(6)

entonces el factor integrante es

u=el0% (@)

sustituyendo (3) en (6)
1
§(3 - =9(y)
es decir
2
g(y)=—...(8)
y

sustituyendo (8) en (7)

2
oney LW 2
lLl=eI =g’V eZIny =elny =y2

por tanto el factor integrante buscado es

Multiplicando a (1) por (9)

y?(ydx+ (3+3x - y)dy =0)

0 bien
yidx + (3y? +3xy’ —y*)dy =0...(9)
donde de (9)
M, (X,y) = M = y*
(X Y)=uM =y ..(0)
N, (x,y) = uN =3y* +3xy* -y’
entonces
oM, )
oy
ON, 2
g
OX y
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oM, ON, o .
como 5 = x tenemos por tanto que la ecuacion diferencial dada ya es exacta y se
y X

puede resolver. Dado que (1) ya es exacta, entonces existe una funcion U (X, y) tal que

Y_m, Yo
OX oy

donde M, (x,y) y N,(X,y), vienen dadas por (10). Despejando U(x,y) de la primera
ecuacion de (11)

dU(x,y) =M, (X, y)dx...(12)
sustituyendo M, (x,y) en (12) e integrando

IdU (x,y) = I y3dx

entonces

U(xy)=xy> + f(y)...(13)

para determinar la forma explicita de f(y), sustituyamos N,(X,y) y la ecuacion
(13) en la segunda ecuacion de (11), esto es

ou 0 3 2 2 3
—— = _|xy*+ f(y)[=3y° +3xy° —-y°...(14)
> ay[ ]
de (14)
3xy? + f'(y)=3y? +3xy* —y°®
0 bien

f'(y)=d‘;(yy)=3y2—y3...(15)

integrando (15)
[df(y)=[(3y> -y My

asi, la forma explicita de f(y) es

4

f(y)=y° —y4...(16>
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2)

72

por tanto, sustituyendo (16) en (13), se tiene que

4
U(><.y)=><y3+y3—3:1

0 bien
4

xy3+y3—3;:C

es la solucion general de la ecuacién diferencial dada.

Una curva tiene una pendiente dada por

dy  2xy
dx  x*-y?

()

pasa por el punto (2,1). Encuentre su ecuacion.
Solucion:
Llevemos la ecuacion (1) a la forma general

M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0
esto es
(x? + y?)dy = 2xydx

0 bien
2xydx+ (y? —x?)dy =0...(2)

donde, de (2)
M (X, y) = 2x
(X, y) = 2xy } 3

N(xy)=y*-x°
entonces
%: 2X
oy
OX
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oN . o .
como W;ﬁa—, concluimos que la ecuacidn diferencial (1) no es exacta.
X

Busquemos un factor integrante apropiado.
i) Si

1(oM  oN
N(ay—émjzfuy“m)

entonces el factor integrante es

:ejf(x)dx

...(5
sustituyendo (3) en (4)

(2x+2x) = f(X)

v - x2
B Ltk
—X
i) Si
1 (0N oM
M(&X_ayj_g(y)m(&

entonces el factor integrante es

u=el" @)

sustituyendo (3) en (6)
1
e (F2X=20) =0()
Xy
es decir
2
g(y)=-—...(8)
y

sustituyendo (8) en (7)

2
1= ejg(y)dy :e’jgdy a-2Iny _glny? _ 1
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por tanto el factor integrante buscado es
1
/l = T (9)
y
multiplicando a (2) por (9)

2xydx+ (y? —x?)dy =0

0 bien
2X x°
—dx+|1-—Idy=0...10)
y y
donde de (10)
2X
Mi(X,y) =uM = —
2 ...(1)
Ny (X, y) = aN =1-=
y
entonces
oM, _2X
o oy’
oN, 2x
OX y?
oM, ON, o .
como = x tenemos por tanto que la ecuacion diferencial dada ya es exacta y se
X

puede resolver.

Resolviendo por agrupacion de términos

2
[—zydx—xzdy}dyzo...(lZ)
y oy

donde el diferencial de (11) es

d(x2+ yj=0...(13)
y
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donde por integracion inmediata de (12)

se tiene por tanto que

2
X yy=c..@a
es solucién general de (1).
En el punto (1,2), (14) se reduce a
2
(2) +1=C
1
4+1=C
asi
C=5
y por tanto
X2
—+y=5
y

es solucién particular de la ecuacion diferencial dada.
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2.7 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Como sabemos toda ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n tiene la forma

n

d’y
dx"

d n—ly

+a,,(X) A

d
a, (x) +...+al(x)di+ao(x)y=g(x)...(1)
Sien (1) n =1, entonces esta se reduce a

al(x)‘j§+ao(x>y:g(x>...(2)

la cual es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden. Multipliquemos

(2) por

, esto es
1

g_i_ a'0 (X) — g(X) (3)
dx a(x) a(x)

haciendo
_ay(x)
P00
_9(x)
Q(x) = 2, ()

entonces (3) se reduce a
dy
a P(x)y=Q(x)...(4)
X

la cual serd la forma general que adoptaremos para representar a una ecuacion
diferencial de primer orden.

Para resolver (4) utilizaremos el método de exactitud descrito en la seccion 2.3.
Llevando (4) a la forma general

M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0...(5)
esto es

J =Q09-P(OY
X

dy = [Q(x) - P(x)yJdx
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0 bien
[Q() - P(x)yldx—dy =0...(6)
de donde
Zl ()= [Q(X)-P(X)y]}“ o
()(1)/) =-1

entonces

M- P

v ®)

ON

=0

OX

oM  oN . S .
como Eia—, concluimos que la ecuacién diferencial (4) no es exacta.
X

Busquemos un factor integrante apropiado.

i) Si
1(oM ON
—| —=—1=1(X)...(9)
N{oy oXx
entonces el factor integrante es
—el " 5)

sustituyendo (7) en (8)

(_11)[— P(x)~ 0] = P(x) = f (x)

por tanto, el factor integrante de (4) es

P(x)dx
1=e"% (6
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multiplicando (4) por (6)

oS 9 Py ~Qu)|
X

eJ'P(x)dx gy_l_ eIP(x)de(X)y _ Q(X)ejp(x)dx
X

(;‘j[ejp(x)dx y:l :Q(X)eIP(x)dx
X

0 bien

ol[eI Peo y} — Qe " dx... (7)

integrando ambos miembros de (7), tenemos por tanto que

P(x)dx P(x)dx
of J

y:jQ(x)e dx+C...(8)

es solucion general de (4).
Como conclusion podemos establecer que toda ecuacién diferencial lineal de primer
orden como la descrita en (4), es un caso particular de las ecuaciones diferenciales

exactas.

Nota: No hay necesidad de memorizar la Gltima expresion. Es mucho mejor usar el
factor integrante

P eJ'P(x)dx

multiplicar la ecuacién (4) por este factor. Luego, escribir el lado izquierdo de la
ecuacién como la derivada con respecto a x del producto de u pory. En efecto

d[eJ.P(x)dx y} _ ejp(x)dx dl+ d|:eJ-P(x)dxj| _

dx dx dx
[Peoax dy . [Peoex d
=e L +e —|| P(x)dx|=
der dx[-[ ) ]

_ ej’P(x)dx dl N eJ'P(x)dx P(X)
dx
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2.7.1 EJEMPLOS
1) Resuelva
1dy
Z 2 4+y=10...(1
5 dx y @
Solucién:

Llevando (1) a la forma general adoptada para una ecuacion diferencial de primer orden

Y Py =Q)
dx

se tiene
d—y+5y =50...(2)
dx
de donde
P(x)=5
Q(x) =50
entonces
P ejp(x)dx _ ejsdx e
luego

u=e>..(3)

es el factor integrante de la ecuacion diferencial. Multiplicando (2) por (3)
e d—y+ 5e>*y = 50e°*
dx

(;jx[e“y]: 50e*

Jd[esxy]: I50e5xdx

50
e™y="e"+C
y 5
y 1067 +C
eSX
por tanto
y=10+e>C

es solucidn general de (1).
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80

2) Resuelva:
dl 10
—+——1=10...(); 1(0)=0
dt 2t+5 @ ©
Solucion:
Como (1) es de la forma
dl
—+P(t)I =Q(t
ot 01=0Q(t)
de donde
10
P() =
® 2t+5
Q(t) =10
entonces
10 10
_ ejp(t)dt _ ejmdt _ e?In(2t+5) _ (2t N 5)5
luego

u=(2t+5)...(2)
es el factor integrante de la ecuacion diferencial. Multiplicando (1) por (2)

dl 10
2t+5)° — 4+ (2t +5)°1 -~ =10(2t +5)°
( ) dt ( ) 2t+5 ( )

(j't[(zns)s|]=10(2t+5)5
[alat+5)°1]= 1002t +5)°at

(2t +5)°1 =12(2t+5)6 +C

por tanto
5
l=—(Ct+5+——...(3
6( ) (2t +5)° ®)
es solucién general de (1).
Sien (3) 1(0) =0, entonces
Co_ 78.125
6
asi
(_ 78.125)
I :§(2t+5)+76 c
6 (2t +5)

es solucion particular de la ecuacion diferencial dada.
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3) Determine una funcion continua que satisfaga

d—y+y:Q(x)...(1)

dx

1, 0<x<1
donde Q(x) :{ ...(2)

0, Xx>1
y la condicién inicial y(0)=0.
Solucioén:

Ofx) &
] —m=
-

En la figura anterior se observa que la funcién Q(X) es continua por intervalos, y tiene una

discontinuidad en X =1, por lo que sera necesario resolver el problema en dos partes, esto
es

PARTE I: Para el intervalo 0 < x <1, se tiene que (1) toma la forma

W13
dx
de donde
P(x) =1
Q(x) =1
entonces
L= ejp(x)dx _ eIdx _ e
luego

u=e*...(9
es el factor integrante de la ecuacion diferencial (3). Multiplicando (4) por (3)

Xdy X X
e L t+e’y=e
der y

gt[exy]:ex

fd[exy]=jexdx

81



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

82

e'y=e"+C,
y(0)=0=C,=-1

por tanto
y(x)=1+e*C,...(5
es solucion general de (1) en 0 < x <1. Sien (3) y(0) =0, entonces

C,=-1
asi
y(x)=1—-e...(6)
es solucion particular de (1) en 0 < x <1.

PARTE Il: Para el intervalo x >1, se tiene que (1) toma la forma

d—y+ y=0...(7)
dx

donde (4) es el factor integrante de la ecuacion diferencial (7). Multiplicando (4) por (7)

dy
e" = +e'y=0
dx y

(;jt[exy]:o

J'd[exy]zo

e'y=C,
por tanto

y(x)=e7C,...(8)

es solucion general de (1) en x>1. Dado lo anterior, a partir de (6) y (8) podemos
establecer que

1-e*;0<x<1
X) = ...(9
y(x) {Cze-*; (o1 9)

es solucién general (discontinua en X =1) de la ecuacion diferencial dada. Para que la
solucién (9) sea continua debe ocurrir lo siguiente

limy(x) = lim y(x)
x—1" x—1*



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

esto es
liml-e™ =IlimC,e™
x—1" x—1*
1-e*=Cue™
por tanto la solucion general (9) es continua en X =1 si y solo si

C,=e-1
y la solucién (9) toma la forma

1-e™™ ;0<x<1
y(x) =
(e-De™; x>1
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2.7.2 APLICACIONES DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

En la practica, muchos modelos matematicos, como por ejemplo el crecimiento demogréfico, la
desintegracion radioactiva, algunos problemas de enfriamiento de ciertos materiales, el analisis de
algunas mezclas quimicas etc, son ecuaciones diferenciales de primer orden como las estudiadas en
la seccion 2.4. En la presente seccion analizaremos y resolveremos algunos de los modelos
matematicos especificados en los parrafos anteriores apoyandonos de la herramienta desarrollada en
la seccion precedente.

2.7.3 PROBLEMAS DE CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO

El problema de valor inicial:

dx ) _
E:wan X(ty) = X,

En donde K es una constante de proporcionalidad, se emplea como modelo de distintos
fenbmenos donde intervienen crecimiento o decrecimiento (desintegracién). La

constante de proporcionalidad K, en (1) se puede hallar resolviendo problemas de valor
inicial, con una determinacion de x en un momento t>t,.

2.7.4 EJEMPLOS

1) Crecimiento bacteriano
Un cultivo tiene una cantidad inicial N, de bacterias. Cuando t=1hr., la

cantidad media de bacterias es 3/2 del numero inicial. Si la razén de produccion
es proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo necesario
para triplicar la cantidad inicial de los microorganismos.

Solucion:

El problema de valor inicial es

dN . _
ZE::KN.“G% N(0) =N,

donde de (1)

dN
———KN=0...(2
ot (2)

y N, es la cantidad inicial de bacterias. De (2)

P(t) = —K
QM) =0
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entonces
L= ejP(t)dt _ e—Kjdt _ e—Kt
luego el factor integrante de (1) es
u=e"_..(3)
multiplicando a (2) por (3)
e OI—N—e‘Kt KN =0
dt
dr1 o«
—1e""N|=0
e
[dleN]=0
e “N=C

por tanto
N(t) =Ce"...(4)
es solucion general de (1). Sien (4) N(0) = N,, entonces
C=N,
asi

N(t) = N,eX...(5)

es solucién particular de (1). Como dato del problema se tiene que, cuando t =1hr., la
cantidad media de bacterias es 3/2 del nimero inicial, esto es

N@:inxm

usando la condicion (6) en (5) determinemos la constante de proporcionalidad K,
procedamos

zNozNﬁ“D
3 _ex
2
In3 =K
2
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2)

por tanto

K =0.4054

y (5) se rescribe

N(t) = N,e®*®" (7).
Finalmente ¢ Cuando en cuanto tiempo se triplica la poblacion de bacterias? , esto es

3N = N 06(0.4054)t
I3 = (0.4054)t

por tanto, si
_ 3

= = 2.7hr.
0.4054

el nimero de bacterias se triplicara.

Periodo medio del Plutonio
Un reactor de cria convierte el uranio 238, relativamente estable, en plutonio

239, un isotopo radioactivo. Al cabo de 15 afios, se ha desintegrado el 0.043% de
la cantidad inicial A,, de una muestra de plutonio. Calcule el periodo medio de

este isdtopo si la razén de desintegracion es proporcional a la cantidad presente.
Solucion:

El problema de valor inicial es

dA . _
a— KA...(D); AQ)=A,
de (1)
dA
E_ KA=0...(2)
de donde
P(t)=-K
Q) =0
entonces

L= eIP(t)dt _ eJ’—Kdt _ek
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luego el factor integrante de (1) es
u=e"...(3
multiplicando (2) por (3)
g A
dt
(‘jt[e-Kt Al=0
[dlea]=0
e “"A=C

KAe ™ =0

por tanto
A(t) =Ce"...(4)

es solucion general de (1). Si en (4) A(0) = A,, entonces

C=A
asi

At) = A ...(5)

es solucion particular de (1). Como dato del problema, tenemos que al cabo de 15 afios,
se ha desintegrado el 0.043% de la cantidad inicial A,, dicho en otras palabras,

al cabo de 15 afios queda el 99.957% de is6topos, esto es

A(L5) = 0.99957A, ...(6)

usando la condicion (6) en (5) determinemos la constante de proporcionalidad K,
procedamos
0.99957A, = Ae™

In0.99957 = 15K

por tanto

K =-2.867x10"°
y (5) se escribe como

At) = Ae stk (7)
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finalmente. ; Cuél debera ser el periodo medio de este is6topo si la razon de
desintegracion es proporcional a la cantidad presente ?, esto es

;Ao _ Aoef(z.ss?xlo*s)t
1

In= =-2.867x10"°t

por tanto, el periodo medio de este is6topo es de

t =24176.74151 afios.

2.7.5 LEY DE NEWTON DE ENFRIAMIENTO

La formulacion matematica de la ley empirica de Newton, relativa al enfriamiento de un objeto, se
expresa con la ecuacion diferencial lineal de primer orden

dT
= —K(T-Ta
g = K(T-Ta)

en donde K es la constante de proporcionalidad, T(t) es la temperatura del objeto cuando T >0 y
Ta es la temperatura ambiente del medio que rodea al objeto. Consideremos el siguiente ejemplo.
1) Enfriamiento de un pastel

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300° F. Después de 3 minutos, 200° F
¢En que tiempo se enfriara hasta alcanzar la temperatura ambiente de 70° F?

Solucioén:

El problema de valor inicial es

‘3{: K(T =70)...(); T(0)=300°F

por separacion de variables se tiene que

88



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

dr
(t-70)
j dT
(t—70)
[T 70 =Kt +C
T —70=¢""C

Kdt

:jKdt

por tanto
T(t)=70+e"C...(2)

es solucion general de (1). Si en (2) T(0) =300° F, entonces

300=70eXOC
300=70+C
300-70=C
luego
C =230
asi

T(t) = 70+230e""...(3)

es solucion particular de (1). Ahora, calculemos la constante de proporcionalidad K, usando
el hecho que, al sacar un pastel del horno, su temperatura era de 300° F y después de 3
minutos es de 200° F , esto es

T(3) =200...(4)
aplicando la condicion (4) en (3), se tiene

200 =70+ 230e°"
130 =230e*"

E _ ¥

23

InE =3K
3
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por tanto

K =-0.19018
y (3) toma la forma

T(t) =70+ 230e 2" (5)

entonces, el tiempo que tardaré en enfriarse el pastel hasta alcanzar la temperatura ambiente
de 70° F, es tal que, el segundo termino de (5) tienda a cero y esto ocurre en términos
analiticos cuando t es lo suficientemente grande. Sin embargo en la practica sabemos que
esto no es asi. Consideremos, entonces como temperatura ambiente un valor muy cercano a
70° F, por ejemplo

Ta=70.01

entonces de (5)

70.01= 70+ 230e 010
0.01=230e 00

y por tanto

230
-0.19018

0 01
=52.809min.

gue corresponde en términos practicos, a un valor de tiempo considerable.
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2.8 ECUACION DE BERNOULLI

El caso méas comun de ecuaciones diferenciales no lineales que se pueden presentar en la practica es
la siguiente

Y +P(y = Q)Y
X

siendo n es cualquier nimero real. Esta ecuacion diferencial recibe el nombre de Ecuacion de
Bernoulli.

2.8.1 METODO DE BERNOULLLI.

Observemos gue si en la Ecuacién de Bernoulli
d "
o+ PX)Y=Q(Y" .. )
X
n=0 6 n=1 entonces

gy+ P(X)y =Q(x)...(2)
X

V[P -y =0...3

respectivamente, (1) se reduce a una ecuacion diferencial lineal que se puede resolver empleando el
método desarrollado en la seccion 2.4. Sin embargo, si en (1) n=0, n=1 la ecuacion diferencial
ya no es lineal.

A continuacion probaremos que toda ecuacion diferencial de Bernoulli puede reducirse a una
ecuacion diferencial lineal mediante el cambio de variable

uX)=y""...(4
0 bien

1
y=ubn...(5)

derivando (4) con respecto de X.
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dy 1 S du
dx 1- dx
simplificando
dy_ 1o d

sustituyendo (5) y (6) en (1)

L= M pagutn = Qui
1-n
1 n
multiplicando a (7) por el inverso d ﬁuPn
1-n| n du ! 1-
" ln P() Tl = Q)
utn ) ul— tn
1
L a—mpeol 12 = - o)
dx ul—
du noL
d—+(1 n)P(x)u gt =(1-n)Q(x)
1 n
v W = (- mQ()

d—+(1 n)P(x)u

1-n

—+(1 n)P(x)ul—”—(l n)Q(x)

0 bien

du(x)

la cual es una ecuacion lineal de primer orden facil de resolver.
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2.8.2 EJEMPLOS

1) Resuelva

X——+y=x*y*...(1)
dx

Solucion:
Llevando (1) a la forma de la ecuacion de Bernoulli, esto es

d—y+X=xy2...(2)

dx x

n

usando en (2) el cambio de variable u(x)=y"

ux)=y™...(3
0 bien
y=u"...(4)
derivando (4) respecto de X
d_ 20
dx dx
sustituyendo (4) y (5) en (2)
-1
—u’zd—u+u—: Xu=?...(6)
dx X

multiplicando a (6) por el inverso de —u™

ERETNERTERS

simplificando

con n=2se tiene
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la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, en donde

P(X) =
X
Q(x) =—x
entonces
1
——dx 1
,u=ej X =e—|nx =eIn>< =X—1 =l
X
luego
1
u=-...(8)
X

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)

ldu lu_ X

Xxdx XX X

d[lu}:—l

dx| x

jd[lu}= —dx
X

lu:—x+C

X

E:—x+C

X

esto es

u(x) = x(=x+C)...(9)
sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que

y ' =x(-x+C)

es solucién general de (1).
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2) Resuelva

x3y+ y=y72...()
X

Solucion:

Llevando (1) a la forma de la ecuacion de Bernoulli, esto es

47 =

d -2
dy Y_Y
X X X

n

usando en (2) el cambio de variable u(x) = y*" con n=-2se tiene

ux)=y*...(3)
0 bien
1
y=u®...(4)
derivando (4) respecto de X
2
dy 1,50 5
dx 3 dx

sustituyendo (4) y (5) en (2)

multiplicando a (6) por
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simplificando

du_s,_3
dx X X

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, en donde

3
P(x)=—
X
3
QM) =—
X
entonces
U= ej;dx _ e3In>< _ eIn><3 _ X3
luego

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)

du 3 3
X —+=x%u==x°
dx X X

;lx[xsu]: 3x?

.[d[x3u]:J'3x2dx

X*u=x*+C
esto es
u(x) =1+ %...(9)
X

sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que

y?=1+x7°C

es solucién general de (1).
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3) Resuelva:

jy=y<xy3 ).
X

Solucion:
Llevando (1) a la forma de la ecuacion de Bernoulli, esto es

3y+y:xy4...(2)
X

usando en (2) el cambio de variable u(x) =y"“" con n=4se tiene

ux)=y>...(3
0 bien
1
y=u 3...(4)
derivando (4) respecto de X
4
dy__1,5d0 5
d 3 dx
sustituyendo en (4) y (5) en (2)
4 1 4
LT JLC BT VTS .(6)
3 dx
- 3
multiplicando a (6) por | ——-
u7§
4
3| u®du. - =3
=5 tu’®[=xud - —
2 3 dx 2
u? u?
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simplificando

CI—u—3u =-3X...(7)
dx

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, en donde

P(x)=-3
Q(x) =-3x
entonces
= ej—?:dx — e—3x
luego
u=e>_.(8)

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)

e gi -~ 3u(e’3X ) = -3xe ¥

c(;lx[e“”xu] =-3xe ¥

[dle=u]= [-3xedx...(9)

donde la integral del lado derecho de (9) es por partes. Haciendo

X dv = J'e‘3X

—3X

=
I

e

dw = dx V=
-3

entonces

—-3X
e*u = —3{— xe3 + éje‘sxdx}

-3X

) ., e
¥u=xe*+ 3 +C

e
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4)

esto es

u(x)=x+;+e3XC...(10)

sustituyendo (3) en (10) tenemos por tanto que
y? = x+;+e3XC

es solucion general de (1).
Resuelva

xzd—y+y:xy2...(l)

dx
Solucion:

Llevando (1) a la forma de la ecuacidn de Bernoulli, esto es

dy 'y y?
AR S SR
dx x? x 2)

n

usando en (2) el cambio de variable u(x) =y"“" con n=2se tiene

ux)=y*...(3
0 bien
y=u"'...(4)
derivando (4) respecto de X
W__ 2 s
dx dx

sustituyendo (4) y (5) en (2)
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_u72d7u_u—1 :_(u—l)Z (6)

dx X x2

multiplicando a (6) por [— 12j
u

simplificando

W liot o

dx x X

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, en donde

P(x) = 1
X
1
Q(x)=—
X
entonces
jidx Inx
H=e* =e " =X
luego

u=Xx...(8)

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)

XU = In\x\+C

esto es

< |0

n|x
u(x) = — ..(9)
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5)

sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que

_1:M+g
X X

y

es solucién general de (1).

Resuelva

dy ,
-~ -1 = (1
X L+ x)y=xy*...Q)

Solucion:

Llevando (1) a la forma de la ecuacion de Bernoulli, esto es

dy (@+x
dy—( Y_y @
X X

n

usando en (2) el cambio de variable u(x) =y"*" con n=2 se tiene

uX)=y...(3
0 bien
y=u"...(4)
derivando (4) respecto de X
d—y:—u’zd—u...(S)
dx dx

sustituyendo (4) y (5) en (2)

—u? du 1+ X)(u™) —u?.
dx X

..(6)

multiplicando a (6) por (— 12j
u
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[_ 1 j(_u_z du —(1+X>(“1>J=u-{_1j
u? dx X u?

d7u+ @+ x)
dx

simplificando

u=-1...(7)

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, en donde

1+x
Px)="
X
Q(x)=-1
entonces
1+x dx
i = ejP(x)dx — eJde _ e17+jdx _ eln\x\+x _ eln\x\ex
luego

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)

X

xe* d—u+ e*(1+ x)u=—xe
dx

i[xexu]: —xe*

dx

_[d[xexu]: '[— xe*dx...(9)
donde la integral del lado derecho de (9) es por partes. Haciendo

u=x dv =e”dx

du = dx v=ge"

entonces

xe*u = —xe* + Iexdx

xe*u=—-xe* +e* +C
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esto es

u(x) =-1+ l+ %...(10)
X Xxe

sustituyendo (3) en (10) tenemos por tanto que

y" P
X xe

X

es solucion general de (1).
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UNIDAD |11

3.1 EcuACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

3.1.1 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN N

3.1.2 OPERADOR DIFERENCIAL LINEAL

Es conveniente introducir el siguiente simbolo para indicar las operaciones que involucren
derivadas.

DEd
dx
Entonces,
dy ,., d?y a,dy
Dy=—2 : Dy= ... D'y=
y dx dx? Y dx"
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Este simbolo recibe el nombre de operador diferencial lineal y es lineal porque cumple las
siguientes propiedades:

i) D"[u+v]=D"u+D"v
ii) D"[au] =aD"u, donde a =constante y u,v son funciones diferenciables.

Usando esta notacion, la ecuacion de la definicién 3.1.1 se puede escribir como

a,D"y+a, ,D"'y+...+aDy+a,y=F(x)...()
por i) la ecuacion (1) toma la forma

[a,D"+a,,D"" +...+a,D+a,]y = F(x)...(2)
haciendo
#(D)=[a,D" +a,,D"* +...+aD+a,|
entonces la ecuacion (2) queda como
#(D)y = F(x)...(3)

que es una forma compacta de escribir la ecuacién diferencial de la definicion 3.1.1.

El simbolo ¢(D) definido en (3) recibe el nombre de operador diferencial lineal de orden ny
es lineal porque

#(D){ef (x) + o (x)}
=¢(D)[ef ()] + (D) A (¥)]
= ag(D)[f )]+ D)9 (0],

3.1.3 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN SUPERIOR

Teorema: La solucion general de la ecuacion diferencial ¢(D)y = f (x) [Ecuacion de la
definicion 3.1.1] se puede obtener al encontrar una solucion particular y, de
esta ecuacion y afadirle (o sumarle) la solucion complementaria Yy, la cual,
es solucion general del complemento de (1), esto es, de ¢(D)y =0.
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Demostracion:

Sea y, solucion particular de

#(D)y =F(x)
entonces

#(D)y, =F(x)...()
Por otro lado, sea Yy, solucion general de complemento de ¢(D)y = F(X), es decir de
$(D)y=0
entonces
#(D)y. =0...(2)
sumando (1) y (2) miembro a miembro tenemos:

#(D)y, +#(D)y, =0+ F(x)
#(D)|Y, + Y, |= F(X)
#(D)y = F(x)

S Y=Y, +Y, essolucion general de la ecuacion diferencial ¢(D)y = F(x)

3.1.4 EJEMPLOS
1. Encontrar la solucién general de

d’y dy

———-5—=—+06y=3x...(1

ae dx Y @

sabiendo que Y, :CIeBX +C2e2X es solucion general de la parte homogénea de (1) y

1 5 . .
= — X+ — lasolucion particular de (1).
Yo =5%X 15 p )

Solucién:

Probemos primero que Y, = Cle3X + C2e2X es solucion general de

d’y _dy
-5—2+6y=0...(2
dx? dx y )
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derivando Yy,

y. =3C,e™ +2C,e*
y, =9C.e™ +4C,e%
sustituyendo Y, Yy sus derivadas en (2) tenemos
9C,e* +4C,e* —5(3C,e™ +2C,e*)+6(C,e* +C,e*) =0

9C.e* +4C,e* —-15C,e* —10C,e** +6C.e* +6C,e** =0
0=0

Y = C.e” +Ce* essoluciongeneral de (2)

Probemos ahora que y,, es solucion particular de (1). Derivando Y,

sustituyendo Yy, y sus derivadas en (1) tenemos

0-5 1 +6 lx+i = 3X
2 2 12

—§+3x+§=3x
2 2

3x=3x

Y, = Ex + 5 es solucién particular de (1).
De acuerdo al teorema y =Y, + Y, es solucion general de (1), esto es

y=Y.+y, =Ce™+C,e” flxs2
12
derivando y

y'=3C,e* +2C,e* + 1

y'=9C.e™ +4C,e*
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sustituyendo Yy vy sus derivadas en (1) tenemos
9C,e* +4C,e* — 5(3Cle3X +2C.e” + ;j + 6(Cle3X +Ce” + ;x + 152j = 3X
9C,e* +4C,e* —-15C,e** —10C,e* — 2 +6C,e> +6C,e** +3x+ 2 =3x
3X = 3X
S Y=Y, +Y, essolucion general de (1).
2. Encontrar la solucion general de
X2y —2xy+2y =logx...(1)
sabiendo que y, =C,x* +C,X es solucién general de la parte homogénea de (1) y
Y, = ;Iog X+ j la solucién particular de (1).
Solucion:
Probemos primero que Yy, = Clx2 + C,x es solucion general de
Xy '=2xy+2y =0...(2)
derivando Y,

y. =2C,x+C,
y”c = 2Cl

sustituyendo Y, Yy sus derivadas en (2) tenemos

x*(2C,) —2x(2C,x+C,) +2(C,x* +C,x) =0
2C,x* —4C,x* —=2C,x+2C,x* +2C,x=0
0=0

.y, =C,x* +C,x es solucion general de (2).

Probemos ahora que y, es solucion particular de (1). Derivando y,
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sustituyendo Yy, y sus derivadas en (1) tenemos

1 1 1 3
X2 == |=2x| = |+2 Zlog x+> |=log x
( 2x2] [ZXJ (2 g 4) g

—£—1+Iog x+§— log x
2 2

log x =log x

Y, = ;Iog X +j es solucion particular de (1).

De acuerdo al teorema y =Y, + Y, es solucion general de (1), esto es

1 3
=Cx*+C,x+ —logx+ >
y 1 2 5 g 4

derivando y
y=2C,x+C, + ™
. 1
=2C,——
y oax?

sustituyendo Y v sus derivadas en (1) tenemos

1 1 1 3
xz[ch - 2x2j -~ 2x(2C1x +C, + ij + Z(Clx2 +C, X+ EIogx + 4) = logx

2C, x* —;—4C1x2 ~2C,Xx—1+2C,x* +2C,x +logx + 2 = logx
logx = logx
S Y=Y, +Y, essolucion general de (1)

Para la construccion de la solucion general Yy, de la ecuacion complementaria o ecuacion
homogénea es necesario comprender antes los siguientes conceptos y definiciones.
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3.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS DE ORDEN n CON
COEFICIENTES CONSTANTES.

Definicion: Si todos los coeficientes a,,a, ,,...,&,,8, de laecuacion diferencial
d" dn? d
a, —2’+an_17n_¥+...+a1—y+aoy =0
dx dx dx

son constantes, esto es; no dependen de X, la ecuacion se llama ecuacion
diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes

Nota: Usando el operador diferencial D, la ecuacion anterior se puede expresar en la forma
compacta ¢(D)y=0.

3.2.1 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Teorema:
Sean  y;(x),Y,(X),..., ¥ (X), k soluciones de la ecuacion diferencial

homogénea de orden n ¢(D)y =0, (por simplicidad denotaremos estas k
soluciones por y,,Y,,..., Y, ), donde x esta definida en un intervalo I, entonces
la combinacion lineal

y=Cy,(X)+C,y,(X)+...+C, Yy, (X)
es también una solucién cuando x esta en |I.

Las constantes C, ; i=12,...,k son constantes arbitrarias.

Demostracion:

Puesto que v,,Y,,..., Y, son soluciones de
$(D)y=0
entonces
#(D)y;=0; #(D)y,=0;...; ¢(D)y, =0
si multiplicamos estas ecuaciones por C;,C,,...,C, respectivamente tenemos
Cih(D)y, =0 ; C¢(D)y, =0 ;...; C,#(D)y, =0
como ¢(D) es operador lineal entonces

#(D)Ciy1) =0 ; ¢(D)(CyY,) =0 ;...; #(D)(Cyyi) =0
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nuevamente por la linealidad del operador ¢(D)

#(D)[Coy +C,¥, +...CYi]=0

lo cual muestra que

y=C,y, +C,y, +...+C,y, estambién solucién de ¢(D)y =0,

NOTAS:

a) Es claro que la demostracién que si Y,; i=12,....k es solucién de ¢(D)y=0 un
multiplo escalar de ella C,y, también lo es.

b) Laecuacion ¢(D)y =0 siempre tiene la solucién trivial y=0.

3.2.2 EJEMPLOS

1. Probar quesi y, =x*y y, = x?Inx son soluciones de
X}y =2xy+4y =0...(1)

vx e (0,), entonces la combinacién lineal
y=Cx* +C,x*Inx...(2)

también lo es.

Solucién:

Derivando Y,

Y, = 2X
y, =2
y, =0

sustituyendo Y, y sus derivadas en (1)

x3(0) —2x(2x) +4(x?) =0
—4x% +4x* =0
0=0

.y, =X* es solucion de (1).
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Derivando ahora Y,

!
y, =2XIn x+x

”n

y, =2Ihx+2+1

rrr

2
Y, =X

sustituyendo Yy, y sus derivadas en (1)

XS(ZJ—ZX(ZXM X+X)+4(x*In x)=0
X

2x%2 —4x%In x-2x? +4x%>Ih x=0

0=0
¥, =x%In x es solucion de (1)

por tanto, de acuerdo con el principio de superposicién

2 2
y=C,x* +C,x"Inx

también es solucion. Derivando (2)

y'=2C,x+2C,xInx+C,x
y'=2C, +2C,Inx+2C, +C,
.. 2C,
Y= X

sustituyendo Yy v sus derivadas en (1)

xs(ziz j— 2x[2C,x + (2C, In X)X + C,x]+ 4(C,x* + C,x*Inx) = 0

2C ,x* —4x°C, —4C,x* Inx —2x°C, + 4C,x* +4C,x*Inx =0
0=0

Sy = Clx2 + sz2 Inx también es solucién de (1), y es ademas su solucién general.

2. Probar que si y =€ es una solucion de
y -9y —-+14y =0...(*)

entonces es un miltiplo escalar de esta y = Ce ™ es también una solucion.
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Solucion:

Derivando y =e"*
y=7e"™
y =49

sustituyendo estos resultados en (1)

49" —9(7e"*)+14e™ =0
49e™ —63e’* +14e"™* =0

0=0
-.y=e"" essolucion de (1).
Derivando ahora y = Ce™
y'=7Ce”
Y = 49Ce™*

sustituyendo estos resultados en (1)

49Ce™ —9(7Ce™) +14Ce™ =0
49Ce™ —63Ce"™ +14Ce™ =0
0=0

-y =Ce™ también es solucién para todo C.

3.2.3 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL
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3.24

EJEMPLOS

sean f,(x) y f,(x) funciones l.d. VX e I, entonces por la definicion 3.2.3, existen
constantes arbitrarias C, y C, no ambas cero tales que

C,f,(x)+C,f,(x)=0.
Supongamos que C, # 0, entonces
C f.(x)=-C,f,(x)

de lo que resulta

L00=-2 B0 6 L0=KLW

1

siendo k = —C—Z = cte.
C,

De lo anterior podemos concluir que si dos funciones dadas son l.d. entonces podemos
siempre escribir a una de ellas como un maltiplo escalar de la otra.

En general si el conjunto de funciones f,(x), f,(x),..., f,(x) es L.d. ¥xel, entonces
existen constantes arbitrarias C,,C,,...,C, no todas cero tales que

Cf(x)+C,f,(x)+...+C, f (x)=0.
Supongamos que C_ # 0, entonces

CH)+C, () +...+C 1 (X)

fo(¥) = c

n

es decir, si el conjunto de funciones f,(X), f,(x),..., f,(X) es l.d. ¥xe |, siempre serd

posible escribir a una de ellas como combinacién lineal de las restantes. En otras palabras,
si el conjunto de funciones es I.d, sera posible siempre despejar al menos una de ellas de la
ecuacion (1) de la definicion 3.2.3.

De lo anterior, podemos entonces concluir que dos funciones son L.i. cuando ninguna de

ellas puede ser escrita como un multiplo escalar de la otra, y en general n funciones son L.i
sin ninguna de ellas se puede expresar como combinacion lineal de las restantes.
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2. Probar que las funciones

116

f,(x)=Sen2x y f,(x)=SenxCosx
son l.d. VX € (—o0,0).

Solucién:

Usando la identidad para la suma de angulos de la funcion seno

f,(x) = Sen2x = Sen(x + x) = SenxCosx+ SenxCosx
= 2SenxCosx

de lo que resulta
fi(x) =2f,(x)

es decir, la funcién f,(x) es un multiplo escalar de la funcién f,(x) . Por tanto concluimos
que las funciones f (x)=sen2x y f,(x) = SenxCosx son l.d. VX € (—o0,0).

Para el caso de dos funciones la determinacion de la dependencia o independencia lineal es
relativamente sencilla, el problema surge cuando hacemos el analisis de un conjunto de mas
dos funciones en donde tenemos que recurrir al engorroso calculo de las constantes de la
ecuacion (1) de la definicion3.2.3

En las siguientes subsecciones desarrollaremos un criterio matematico muy sencillo para
este fin, el cual excenta nuestro trabajo del célculo de dichas constantes.
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3.25 EL WRONSKIANO

3.2.6 CRITERIOS PARA SOLUCIONES L.I.

3.2.7 CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES
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3.2.8 SOLUCION GENERAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS DE ORDEN n.

Teorema:
Sean y,,Y,,..., Y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

diferencial homogénea de orden n en un intervalo I. La solucion general de la
ecuacion diferencial en el intervalo es

y=C¥,(X)+C,y,(¥) +...+C,y,(X)
donde

C,; 1=12,...,n, son constantes arbitrarias.

Dado el teorema anterior cabe hacernos las siguientes preguntas:

¢Por qué el conjunto de soluciones y,,Y,,...,Y, debe ser Li. para poder construir la solucion
general de la ecuacion diferencial homogénea de orden n?

¢Qué ocurre si dicho conjunto es 1.d.?
Estos cuestionamientos los vamos a responder con la demostracion del teorema.

Demostracion:
Sea

y=Cy,(X)+C,y,(X)+...+C,y,(X)...(D
solucion general de la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n

a,y"+a, Yy " +...+ay +a,y=0...(2
la cual esta sujeta a las siguientes condiciones iniciales

yO) =ko;y () =k y () =k,i...;y "0 () =K,

derivando (1) n—1 vecesy usando (3)

Clyl (t)+C2yz (t)+"‘+cnyn (t):ko
C,y: )+C,y2 (®)+...+C,yn ()=k
C,y: )+C,y2 (®)+..+C.yn (t)=k, {...(4)

Cy. ") +Cy," () +...+Cy, ") =k, 4
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Resolvamos el sistema de ecuaciones (4) para las constantes C,,C,,...,C_ utilizando la regla de

Cramer, la cual establece que
donde
Y1
y
A= !
(n-1)
Y1

Y,
Y,

(n-1)

Y2

C. =ﬁ; i=12,...,n
A

es el Wronskiano del conjunto de soluciones y,,Y,,..., Y, Y

Y1
Ys

(n-1)

Y1

Y,
Y,

(n-1)
Y>

Ya
Ya
D =Wl Yo V)
-1
yn(n )
k0 yn
k, Yn
k . y(nfl)
k —ésima
columna

es el determinante obtenido de reemplazar la k-ésima columna del Wronskiano por la columna

kn—l

asf las constantes C,,C,,...,C,, del sistema de ecuaciones (4) quedaran determinadas por

Y. Y, Ko Y Y. Y, Ko Yo
Vi Ys K, Ya i Ys K, Ya
c Ay Ko vty Koy ooy
A A Y W(y1’y2v~-vyn)
yl yn
y, "y, y, "™

con i=12,...,n siysolosi W(Y,,Y,,...

,Y,)#0. En otras palabras, para que las constantes
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C.C,.....C
w(y,,Y,,...Y,) seadistinto de cero, es decir, que el conjunto de funciones v,,Y,,...,Y, seal.i. y
por tanto forme un conjunto fundamental de soluciones.#

tengan solucién dnica es requisito indispensable que el wronskiano

n

3.2.9 EJEMPLOS
1. Verifique si las funciones
VAN 2. _ 2
Yi=X5 Y, =X"0 Y, =4x-3x

forman un conjunto fundamental de soluciones.

Solucion:

Resolviendo el wronskiano de las funciones y,, Yy, y Y,
Y. Y, Vsl X x* 4x—3x?

WY, Yo, Ya)=1Ye Y, Val=|1 2x  4-6x |=
v, Y, Yi 0 2 -6

(1) 6)- (4- 6x)2]l- X*[0f-6)- (4- 6x)O+

+(4x—3x? J(1)(2) - (2x)0)] = ~8x + 6X* +8x —6x> =0

como W(Y,,Y,,Y;) =0, concluimos que y,;, Y, y Y, sonld.y portanto no forman un
conjunto fundamental de soluciones.

2. Las funciones
y1 — e3x y y2 — e—3x

son soluciones de la ecuacion diferencial homogénea
y "9y =0...(2)

en el intervalo (o0,—00). Verifique si con estas soluciones se puede construir la solucion
general de la ecuacion diferencial.

Solucion:
Resolviendo el wronskiano de las funciones y;, y Y,

3x —3X

€ €
3e3x _ 3e -3x

Yi Y.

_(a3xY_ =3x ) _ 3X -3X —_2_12__
.y = (e )-3e¥)-(3e% e >)=-3-3=-6

w(y,,y,)=
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como W(yl, y2)¢ 0, concluimos que y, y Y, son Li.y forman un conjunto fundamental
de soluciones.

Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.2.7 'y =C,e® +C,e > es solucion general de la
ecuacion diferencial dada.

Comprobacion

-3x

Derivando y = C,e* +C,e > tenemos

y'=3C,e*-3C,e”™
y'=9C,e* +9C,e

reemplazando Yy y sus derivadas en (1) tenemos por tanto que

9C,e* +9C,e ™ -9(Ce™ +C,e ™) =0
9C,e* +9C,e > -9C,e* -9C,e ™™ =0
0=0

Las funciones
yi=e", y, =€y y; =e¥
son soluciones de la ecuacion diferencial homogénea
y -6y +11y -6y =0...(1)

en el intervalo (—o0,0). Verifique si con estas soluciones se puede construir la solucién
general de la ecuacion diferencial.

Solucion:
Resolviendo el wronskiano de las funciones y,, y, ¥ Y,
2X

X 3x

Yi Y2 Vs e e e
W(yl’ y2’ y3) = yl y2 y3 = ex 2e2x 3€3X =
yl" y2" y3" e* 4e2x 9e3x

o oo - o - el ) -6 o )

+e%|(e* 4> )— (26 e )| = 6 — 6% + 2% = 26°
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como W(Y,,Y,,Y,)#0, concluimos que y,, Y, y Y, son Li.y forman un conjunto
fundamental de soluciones.

Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.2.7 y =C,e* +C,e”* +C,e** es solucion general
de la ecuacion diferencial dada.

Comprobacion
Derivando y = C,e* +C,e** +C,e> tenemos

y =C,e* +2C,e* +3C,e*
y =C,e*+4C,e* +9C,e*
y =C,e* +8C,e™ +27C.e*

sustituyendo Y YV sus derivadas en (1) tenemos por tanto que

C,e* +8C,e”* +27C,e* - 6(C,e* +4C,e™ +9C,e™) +
+11(C,e* +2C,e* +3C,e™)-6(C,e* +Ce” +C,e*) =0

C,e* +8C,e* +27Ce™ —6C.e* —24C,e** —-54C,e™ +
+11C,e* +22C,e +33C,e% —6C,e* —6C,e> —6C,e¥ =0
0=0

Hasta el momento hemos tan solo analizado las propiedades que debe cumplir el conjunto de
soluciones Y,,Y,,...,Y, para formar parte de la solucion general y_ de una ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n 0 ecuacion complementaria de la ecuacion no homogénea.

Pero, ;Cémo determinamos a dicho conjunto de soluciones?
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3.2.10 METODO DE LA SOLUCION PARA ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
HOMOGENEAS DE ORDEN n CON COEFICIENTES CONSTANTES.

A continuacién se presenta un método sencillo para la determinacion la solucién general de la
ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes.

Si los coeficientes de la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n son constantes, la
solucion general se halla del siguiente modo:

i) Porsimplicidad hacer a, =1
ii) Formemos una ecuacion caracteristica (o polinomio caracteristico) de la ecuacién diferencial
a,k"+a, k" +...+ak+a,=0
iii) Encontremos las raices de la ecuacion caracteristica: k;,K,,...,K,

iv) Segun el carécter de las raices, escribamos las soluciones y;; i=12,...,n partiendo de lo
siguiente:

1) Atoda raiz real simple k corresponde una solucion de la forma: e
2) A toda raiz real k de multiplicidad r, corresponden r soluciones de la forma:

r-1 . kx

e xe®™, x%™ ... x"te

3) A todo par de raices complejas conjugadas de la forma k =« £i£, corresponden
dos soluciones de la forma:

e”Cospx, e™Senpsx

4) A todo par de raices complejas conjugadas de multiplicidad p ; k=azif
corresponden 2u soluciones de la forma:

e”Cospx, xe”Cosx, x°e™CospX,..., x*e”Cospx
e”Senpx, xe”Senx, x’e”SengX,..., x“‘e™Senpx

v) Al encontrar el conjunto de n soluciones Y,,Y,,..., Y, l.i. formamos la solucion general
y=Cy, +Co¥, +...+Cy,

donde C,,C,,...,C, son las constantes arbitrarias.

NOTA 1: El nimero de soluciones Y;es igual al grado de la ecuacion caracteristica es decir, al orden de la
ecuacion diferencial.

NOTA 2: Las soluciones definidas en iv) son L.i.
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3.2.11 EJEMPLOS

1. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

y =3y +2y =0...()

Solucioén:

Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

i)
i)
i)

En(1), a, =1

La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: k> =3k +2=0
Determinacion de las raices

(k-2) (k+1)=0

por tanto
k=2 vy k,=1
Puesto que las raices obtenidas son reales simples, entonces
y,=e> , y,=¢"

aunque no es necesario, a manera de ejercicio, verifiguemos con ayuda del
wronskiano la independencia lineal de las funciones y, y Y,

- (e2X Xex )_ (2€2x Xex )= e

2X

e e*
W(yl!yz): 2e2X o*

como W(yl.yz);tO, concluimos que Yy, Y Yy, son Li.y forman un conjunto
fundamental de soluciones

Asi, la solucion general de la ecuacién diferencial dada es por tanto

2X X
y. =Ce” +C,e

Comprobacion

Derivando Y,

y.=2C,e” +C,e"
y .=4Ce* +C,e*

sustituyendo Y, y sus derivadas en (1) tenemos por tanto
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4C,e” +C,e* —3(2C,e” +C,e* )+ 2(C,e” +C,e*)=0
4C.e* +C,e* —6Ce” —3C,e* +2C,e* +2C,e* =0
0=0

2. Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial
2y"-5y"-y+6y =0...(1)
Solucion:

Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

i) En (1), a, =2, observamos que a, #1, lo cual, no dificulta el problema.
i) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: 2k® —5k?* —k +6=0
iii) Determinacion de las raices

Utilizando division sintética, tenemos que los divisores del término independiente
son: £1, +£2, £3, +6

X 3%
2 3 4 2 |

5 s -16‘1

.. 1 Noes raiz

27 6
> 7 6 0l

2.5 -1 5‘-1

.. k; =—1 es raiz. Resolviendo la ecuacién cuadratica reducida

2k* -7k +6=0

_7+./49-4(2)(6) _7+-/49-48 _7+1

23 4 4 4
por tanto
k,=-1 k,=2 k;=3/2
iv) Puesto que las raices obtenidas son reales simples, entonces

3
=et ey, =e?
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V) Asi, la solucion general de la ecuacién diferencial dada es por tanto

3
—X 2X X
y.=Ce " +C,e +C3e5

3. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
y -6y +9y =0...(1)
Solucion:
Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

)  En(1), a, =1

i) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: k? —6k +9=0
iii) Determinacion de las raices

(k-3) (k-3)=0

por tanto
k, =3y k,=3
iv) Puesto que las raices obtenidas son reales con multiplicidad dos, entonces
Y1 = e™ Y, = xe™
V) Asi, la solucion general de la ecuacién diferencial dada es por tanto

3x 3x
y. =C.e” +C,xe

4. Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial
yM —6y™ +12y™ —6y""9y"+12y' -4y =0...(1)
Solucién:
Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

i) En (1), a; =1
i) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es:
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k®—6k® +12k* —6k® —9k* +12k -4 =0
iii) Determinacion de las raices

Utilizando division sintética, tenemos que los divisores del término independiente
son: +1, +2, t4

1 -6 12 -6 -5 12 4|1
1 -5 7 1 -8 4

k =1
1 -5 7 1 -3 411
1 -4 2 4 4
1 4 3 4 4 0l
k,=1
1 -4 3 4 411
1 -3 o 4
_ |
1 -3 0 4 0 Ky=1
1 -3 0 41-1
-1 4 -4
_ |
1 -4 4 0 k=1
Resolviendo la ecuacion cuadréatica reducida
k? -4k +4=0
(k-2) (k-2)=0
entonces
iv) Puesto que las raices obtenidas son reales simples y con multiplicidad, entonces
y1 =ex y2 — Xex y3 — Xzex y4 :e—x y5 =e2x y6 — Xer
V) Asi, la solucion general de la ecuacion diferencial dada es por tanto
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X X 2.X =X 2x 2x
y. =Ce" +C,xe” +C,xe” +C,e " +C.e”" +C,xe

5. Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial

y'+y=0...(D
Solucién:

Siguiendo los pasos descritos la seccién 3.2.9

)  En(1), a, =1

i) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: k* +1=0
iii) Determinacion de las raices

De la ecuacion caracteristica se sigue inmediatamente que

k?=-1

por tanto

k., ==i

iv) Puesto que las raices obtenidas son de laforma k=a +if,donde =0y =1,

entonces
y, =e”Cos(1)x
y, =e”Sen(1)x
por tanto
y, = Cosx y, = Senx
V) Asi, la solucion general de la ecuacion diferencial dada es por tanto

y. =C,Cosx+C,Senx

6.  Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial
y =3y "+9y +13y =0...()

Solucién:
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Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

)  En(l), a, =1

ii) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: k® —3k? +9k +13=0
iii) Determinacion de las raices

Utilizando division sintética, tenemos que los divisores del término independiente
son: +1, =+13

1 -3 % 13 |1

-1 4 -13
I
1 4 12 0 k=1
Resolviendo la ecuacion cuadratica reducida
k? -4k +13=0
= 4+ 16-4(1)(@13)
2,3 2
por tanto
K,; =2%3i
iv) Puesto que las raices obtenidas son reales simples y complejas conjugadas,
entonces
y,=e" y,=eCos3x vy, =e*Sen3x
V) Asi, la solucién general de la ecuacion diferencial dada es por tanto

y, =C,e™* +e*(C,Cos3x + C,Sen3x)

7. Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial

y™ +8y"+16y =0...(1)
Solucién:

Siguiendo los pasos descritos la seccion 3.2.9

)  En(1), a, =1

ii) La ecuacion caracteristica asociada a (1) es: k* +8k? +16=0
iii) Determinacion de las raices
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k*+8k?+16=k* +4k? + 4k? +16 =
= kz(k2 +4)+4(k2 +4):(k2 +4Xk2 +4):0

entonces
(k? +4)k? +4)=0

y por tanto
k,, =+2i k,, =+2i

Puesto que las raices obtenidas son de la forma k=a+if, donde
a=0Yy f=2,ydemultiplicidad dos, entonces

y, =Cos2x y, =Sen2x Yy, =xCos2x Yy, = XxSen2x
Asi, la solucion general de la ecuacién diferencial dada es por tanto

y. = C,Cos2x + C,Senx+ C,xCos2x + C,xSen2x
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3.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS DE ORDEN N.

3.3.1 OTRO PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

3.3.2 EJEMPLOS

Demostrar que si Yy, =—4x" es solucion particular de Yy -3y’ +4y=—16x"+24x-8,

f1‘(,X)
Yo, =€ essolucion particular de y'-3y’+4y =2e* ysi y ,=xe* essolucién particular de
f2(x)

4

y -3y +4y = 2xe* —e*, entonces, de acuerdo con el teorema 3.3.1
f2(%)
3

yp = ypl + yp2 + yp3

es solucion particular de

y =3y +4y = 1,00+ £,(x) + f3(%).
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Solucion:
Esto es, hay que mostrar que
y, =—4x* +e” +xe
satisface a la ecuacion diferencial
y -3y +4y = —16x° +24x —8+2e* —e* ...(1)

derivando y
y ,=—8x+ 2% +e* + xe*

Yy’ p=-8+4e™ + 2e* + xe*
sustituyendo Yy, y sus derivadas en (1)

—8+4e% +2¢" + xe* —3-8x+ 2% +e* +xe* |+ 4= 4x* + e + xe* =
=—8+4e* +2e* + xe* +24x —6e** —3e* —3xe* —16x% +4e?* +4xe* =
=—16X% +24x —8+2e* +2xe* —¢*

de lo que resulta por tanto que
—16X° +24x —8+2e** +2xe* —e* =—16X> + 24x —8+ 2™ + 2xe* —¢”
3.3.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS DE ORDEN N

CON COEFICIENTES CONSTANTES.

Definicion: Si todos los coeficientes a,,a, ;,...,8;,8, en laecuacion diferencial
dny dnfly dy

a (x)——+a__,(x +...+a,(X)——+a,y=f(x)...(L

00 G #8000 e () L agy = (...

son constantes, esto es, no dependen de X. La ecuacion se llama ecuacion
diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes.

Como ya se vio en la seccidn 3.1.3 la solucion general de la ecuacion (1) es

Y=Y Yy
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donde Yy, es solucion particular de la ecuacion (1) de la definicion 3.3.3 mientras que Yy, es

solucion general de su parte complementaria.
Al momento ya sabemos determinar y_ para la determinacion de y, existen varios métodos, sin

embargo en el presente curso estudiaremos Unicamente dos:

1. EIl método de coeficientes indeterminados
2. El método de variacion de pardmetros.

El segundo método, que es méas general que el primero, sera estudiado mas adelante. El primero se
describiré a continuacion.

3.4 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método consiste en crear una solucion particular que sea semejante a la forma de f (X), donde
cada término de dicha solucion particular, debe estar acompafiado por un coeficiente indeterminado
(una constante) que representamos por letras mayusculas A, B,C,...,etc. El método es basicamente

directo, pero desafortunadamente, esta limitado a ecuaciones diferenciales lineales, en donde:

e Los coeficientes a,,a, ,,...,8,,8, SOn constantes.

e f(X) es una constante, una funcién polinomial P, (x), una funcién exponencial e™,

funciones Seno y Coseno tales como CosfXx 6 Sengx, y/o sumas y productos finitos de
esas funciones.

Algunos ejemplos de la clase de funciones f(Xx) adecuados para nuestra descripcion son:

Si en la ecuacion diferencial Entonces la solucion particular y  deberé tener la estructura
f(Xx) es de laforma

f(x) =10 y, = A

f(X) = x* —5x y, = Ax* +Bx+C

f(x)=15x—6+8e"" Y =Ax+B; y,=Ce”

Yo=Yt Y = AX+B+Ce

f (X) = sen3x —5xcos2x Y, = ACos3x + BSen3x;
Y, = (Cx+ D)Cos2x + (Ex + F )Sen2x;

g yp = yp1+ yp2 =
= ACos3x + BSen3x + (Cx + D)Cos2x + (Ex + F )Sen2x

f(x) =€ cosx+(3x* e~ | y,, = (ACosx + BSenxe ™; y,, = (Cx2 + DX+ E)"X
Yo=Yt Y = (ACosx+ BSenx+ Cx? + Dx + E)e*X

En la tabla observamos que, f(x) es una combinacion lineal de funciones del tipo: k(cte.),
P (x), P,(x)e™, P (x)Senxfx, P,(x)e™Cospx, en donde P,(x) es un polinomio de grado
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Nn>0 y a, B son ndmeros reales. Desafortunadamente, el método de coeficientes indeterminados
tiene sus limitaciones, pues no es aplicable si en la ecuacién diferencial la funcion f (X) no tiene
alguna de las formas descritas en la presente seccion, por ejemplo, para funciones de la forma

f(x)=Inx, f(x):)l(, f(x)=tanx, f(x)=sen"x

y en general para todo tipo de funciones inversas, logaritmicas y trigonomeétricas distintas al Seno y
Coseno este método no es aplicable. La forma de eleccion de y, puede resumirse en el siguiente

cuadro sinéptico.

34.1

FORMA GENERAL DE LA SOLUCION PARTICULAR Y

p

FORMADE f(X)

RAICES DE LA ECUACION
CARACTERISTICA

FORMA GENERAL DE Y P

Caso I; Un polinomio de gradon=>0 a) Si el nimero cero no es ﬁ)‘n(x)
P (X) raiz de [a e:cuauén
n caracteristica.
b) Siel nlimero cero es raiz N (X)
de la ecuacion n
caracteristica z veces.
Caso Il; Un polinomio de gradon=>0 a) Si el nimero a no es raiz p (X)eax
por una funcién exponencial de la ecuacion n
caracteristica.
Pn (X)e“’( (areal) b) Si el nimero o es raiz de XZ |3n (X)eax

la ecuacion
caracteristica z veces

Caso I1; Un polinomio de grado n >0
por una funcion trigonométrica
Seno o Coseno

P (x)Cospx 0 P,(x)Sensx

a) Si los nmeros i/ no

son raices de la
ecuacion caracteristica.

P (x)Cospx + Q, (x)Sensx

b) Si los nimeros + i/ son

raices de la ecuacion
caracteristica z veces.

x“[P.(x)Cospx + Q. (x)Sensx]

Caso 1V; Generalizacion del caso 11

P, (x)cos fx+Q,, (x)sensx

a) Si los nimeros %1/ no
son raices de la

P, (x)Cospx + Q, (x)Sensx

- - k-max (n,m)
ecuacion caracteristica.
b) Si los nimeros £ifson | yZ [|5k (x)Cospx + Q, (x)Sensx]
raices de la ecuacion k-max (n,m)

caracteristica z veces.

Caso V; Un polinomio de gradon=>0
por una funcién exponencial y
por una funcién trigonométrica
Seno o Coseno

e” P, (x)Cospx 6
e” P, (x)Senpx

a) Si los nimeros ¢ £ i3

no son raices de la
ecuacion caracteristica

e™[P, (x)cosfx + Q, (x)senpx]

b) Si los nimeros @ i3

son raices de la ecuacion
caracteristica z veces

x*e”[P (x)Cospx +Q, (x)SensX]

Caso VI; Generalizacion del caso V

e [P, (x)Cospx +Q,, (X)SensX]

a) Si los nimeros ¢ £ i3
no son raices de la

e™[P, (x)Cospx + Q, (x)Sensx]

. - k-max (n,m)
ecuacion caracteristica
b) Silosnimerosax £if | yZg® [F~>k (x)Cospx +Q, (x)Sens]
son raices de la ecuacion
caracteristica z veces. k-max (n,m)
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Nota 1: El polinomio ISn(x) asignado a y, es polinomio de grado n>0 de la forma general

AX"+ A X"+ Ax+AXO siendo A LA ..., A A los coeficientes indeterminados que
establece el método para la determinacion de Y, . €s facil notar que si n=0, entonces,

P, (X) = A, = cte. (andlogamente para el polinomio Qm (x) de grado m>0)

Nota 2: k-max(n.m), significa que dados los polinomios I5n(x) y Qm (x), los polinomios |5k (X) y

Q, (x) asignados a la soluci6n particular Y, deberan ser del grado correspondiente al mayor valor

entreny m.

Nota 3: Las asignaciones hechas en los incisos b) de la tabla anterior para la solucion particular y

evitan la repeticion de alguna solucion de ecuacion homogénea en los términos de y,. Si lo

anterior no es tomado en cuenta se incurrira en una inconsistencia matematica y no seré posible la
determinacion de la solucién buscada. Lo anterior se ilustrara en uno de los siguientes ejemplos.

3.4.2

1.

EJEMPLOS

Encontrar la solucion general de
y —9y=54.-.(1)
Solucion:

La ecuacion homogénea asociada de (1) es:

y -9y =0--(2)
resolviendo (2)
ia,=1
i) k?-9=0
i) k,=3; k,=-3
iv) y, =€y, =e
v) y, =C,.e¥ +C,e™™ essolucién general de (2)
por otro lado f (x) =54, como el nimero cero no es raiz de la ecuacion caracteristica de (2)

entonces de acuerdo con lo establecido en el caso 1 inciso a) de la tabla 3.4.1 proponemos
como solucién particular de (1) a;

Y, =A...(3

derivando (3), tenemos
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y, =0

Y, =0

sustituyendo a (3) y su derivadas en (1)

0—9(A) =54
A--%_ g
9

entonces la solucién particular de (1) es
yp =-6
y por tanto

Y=Y +Y, = C,e* +C,e*-6 essolucion general de (1).

Encontrar la solucién general de
y' +4y -2y =2x* —3x+6...(1)
Solucion:
La ecuacion homogénea asociada de (1) es
y'+4y'-2y=0...(2)

resolviendo (2)

i) a=1
i) k2 +4k—-2=0
—4+.16+8 —4+-/24 —-4+2./6
i) ky, = = =
’ 2 2 2
k,=—2+6 ; k,=-2--/6
V) y=e Gy, e @O

V) ¥, = C,e” @V 1 C,e @0 g5 solucion general de (2)

por otro lado f (X) = 2x* —3x+ 6, como el nimero cero no es raiz de la ecuacion

caracteristica de (2) entonces de acuerdo con lo establecido en el caso | inciso a) de la tabla
3.4.1 proponemos como solucion particular de (1) a;

y, = A’ +Bx+C...(3)
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derivando (3)

sustituyendo en (3) y sus derivadas en (1)

2A+8AX+4B—2AX? —2Bx —2C = 2x*> —3x+6

agrupando términos semejantes
—2Ax% + (8A—2B)Xx+(2A+4B—2C) = 2x* —3x+6
de lo anterior se tiene que
—-2A=2 = A=-1
5

8A-2B=-3 :>B=—E

2A+4B-2C =6 =C=-9

entonces la solucion particular de (1) es

y por tanto

2

(o _ 5 -
y=y.+y,=Ce @ox 4 C e Iox _x —EX—Q es solucion general de (1).

Un tropiezo del método

3. Encontrar la solucion general de

y' +y —6y=-5*...1)
Solucion:
La ecuacion homogénea asociada de (1) es
y'+y' -6y=0...(2)
resolviendo (2)

i) a,=1
i) k? +k—6=0
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i) k =1+ 1-41)(-6) -1+./25 -1+5
12 =

2 2 2
k=2, k,=-3
iv) y, =e”;  y,=e™

v) y, =C,e” +C,e™™ essolucion general de (2)

Al derivar e** no se obtienen funciones nuevas. Asi, si procedemos como en ejemplos
anteriores, es logico suponer una solucion particular de la forma y, = Ae® . Pero al
sustituir esta expresion en la ecuacién diferencial dada obtenemos la afirmacion
contradictoria 0 = —5e®*, y vemos que nuestra hipétesis de Y, esincorrecta.

En este caso, la dificultad se aclara al examinar la funcion complementaria

y, =C,e* +C,e™*. Observamos que la funcién Ae®* ya esta presente en y,. Esto

quiere decir e®* es una solucion de la ecuacion homogénea asociada (2), y al

sustituir un multiplo constante™ Ae?* en la ecuacion diferencial se obtendra cero.

Por otro lado, si f(x)=-5e*, entonces, ; Cual debe ser la forma de y ?. Como el

nimero a =2 es raiz de la ecuacion caracteristica de (2) z =1 veces, entonces de acuerdo
con lo establecido en el caso Il inciso b) de la tabla 3.4.1 proponemos como solucion
particular de (1) a;

y, = Axe™...(3)

derivando (3)

yp’ = 2Axe* + Ae*

l

y, =4Axe? +2Ae? +2Ae? = 4Axe? +4Ae?

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)

AAXEX +4Ae® + 2AXEX + Ae® —BAXE” = -5
5Ae? = 5
5A=-5 = A=-1

entonces la solucion particular de (1) es

yp — _Xe2x

“Como se vio en el ejemplo 2 de la seccién 3.2.2 si Y = g(X) es solucion de la ecuacién diferencial homogénea, un

miltiplo escalar Y = kg(X) de esta también lo es.
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y por tanto

y=Y.+Y, =C.e” +C,e”*-xe* es solucion general de (1).

Encontrar la solucion general de
y"—2y' -3y =4x-5+6xe”...(1)
Solucion:
La ecuacion homogénea asociada de (1) es
y"—2y'-3y=0...(2)

resolviendo (2)

i) a,=1

i) k?—2k-3=0

iii) (k-3)(k+1) =0
k,=3; k,=-1

iv) y,=e¥;  y,=e”

v) y, =C,e*+C,e™ essolucion general de (2)

por otro lado, se observa que f(x)=4x—5+6xe*, es una funcion de la forma
f(x)=f,(x)+ f,(x), donde f,(x)=4x-5y f,(x)=6xe>, entonces por el principio
de superposicion seccion 3.3.1, la solucidon particular de (1) debe ser de la forma
Yo =Ypu+Y,,- Como los nimeros cero y a=2 no son raices de la ecuacion

caracteristica de (2), entonces de acuerdo con lo establecido en el caso | y caso Il , inciso
a) de la tabla 3.4.1, se proponen de manera respectiva las siguientes soluciones para formar
la solucion particular de (1)

Yoo = AX+B
Y,2 = (Cx+ D)e”

asi pues, proponemos como solucion particular de (1) a;

Yo =Yp + Yo, = AX+B+(Cx+D)e™...(3)

derivando (3)
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Yy, =A+2Cxe*™ +Ce™ +2De*

l

y, =A4Cxe® +2Ce® +2Ce™ +4De”

= ACxe** +4Ce™ + 4De**
sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)

ACxe® +4Ce® +4De® —2(A+ 2Cxe” +Ce* +2De”) —
—3(Ax + B +Cxe* + De*) = 4x — 5+ 6xe**
—3Cxe* +2Ce® —3De* —3Ax —2A—3B = 4x—5+6xe**
agrupando términos semejantes
—3Cxe* +e%*(2C —3D) — 3Ax— (2A+3B) = 4x — 5+ 6xe**

de lo anterior se tiene que

—-3A=4 :A:—i
3
2A+3B =5 :B:293
4
2C-3D=0 :>D:—§
-3C=6 =C=-2

entonces la solucion particular de (1) es
4 23 5 43 5
yp:ypl+yp2:_§x+g+ - X_ge

y por tanto

2X

y=Y,+Yy, =Ce¥ +C,e” —gx + 293+ [— 2X — ge es solucion general de (1).

5. Encontrar la solucion general de
y"+4y =12sen2x...(1)

Solucién:

La ecuacion homogénea asociada de (1) es
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y"+4y=0...(2)

resolviendo (2)
i)a,=1
i) k*+4=0
-0+./0-4)(4) =£--16 =*4i
i) ky, = = =

’ 2 2 2

k,=2i; k,=-2i

iv) y, =e”Cospx =y, =Cos2x
y, =e“Senfx =y, = Sen2x
v) y, =C,Cos2x +C,Sen2x es solucion general de (2)

por otro lado f(x) =12sen2x, como el par de nimeros =+ 2i son raices de la ecuacion

caracteristica de (2) z=1 veces, entonces de acuerdo con lo establecido en el caso Il inciso
b) de la tabla 3.4.1 proponemos como solucién particular de (1) a;

Yy, = X(ACos2x + BSen2x)...(3)
en lugar de
y, = ACos2x + BSen2x

por los argumentos expuestos en el problema 3 de esta seccién. Derivando (3)

!

Y, =—-2AxSen2x+ ACos2x + 2BxCos2x + BSen2x

"

y, =-4AxCos2x—2ASen2x—2ASen2x —
—4BxSen2x + 2BCos2x + 2BCos2x =
= -4 AxCos2x — 4ASen2x — 4BxSen2x + 4BCos2x

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)

— 4 AXCo0s2x —4ASen2x — 4BxSen2x + 4BCos2x +
+4AxCos2x + 4BxSen2x =12Sen2x

agrupando términos semejantes

—4ASen2x +4BCos2x =12Sen2x
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de lo anterior se tiene que

—4A=12 = A=-3
4B=0 =B=0
entonces la solucién particular de (1) es
Yy, =—3XC0s2X
y por tanto

y=1Y.+Yy, =C,Cos2x+C,Sen2x —3xCos2x es solucion general de (1)

Encontrar la solucion general de
y" -9y’ +14y = 3x* —5Sen2x + 7xe™ ...(1)
Solucion:
La parte homogénea de (1) es
y"—9y'+14y =0...(2)

resolviendo (2)

i) a=1
i) k2 -9k +14=0
i) k,, = 9+ /81-4(1)(14) 291@:915
' 2 2 2
k=7, k,=2
iv) y, =e”*
yzzezx

v) y, =C,e”™ +C,e* essolucion general de (2)

por otro lado, se observa que f (x) = 3x% —5Sen2x + 7xe®*, es una funcion de la forma
f(x)=f,(x)+ f,(x)+ f,(X), donde f,(x)=3x?, f,(x)=-5Sen2x y f,(x)=7xe™,
entonces por el principio de superposicién seccion 3.3.1, la solucién particular de (1) debe
ser de la forma y, =y, +VY,, +Y,3. Como los nimeros cero, & =6, y +2i no son

raices de la ecuacion caracteristica de (2), entonces de acuerdo con lo establecido en los
casos |, Il 'y Il inciso a) de la tabla 3.4.1, se proponen de manera respectiva las

siguientes soluciones para formar la solucion particular de (1)
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Yo = AX* +Bx+C
Y,. = DCos2x + ESen2x
Y3 = (Fx+G)e™

asi pues, proponemos como solucion particular de (1) a;
yp = ypl + yp2 + yp3 =
= AXx® + Bx + C + DCos2x + ESen2x + Fxe® + Ge® ...(3)

derivando (3)

yp' = 2Ax + B —2DSen2x + 2ECos2x + Fe® + 6Fxe® + 6Ge®

”n

y, =2A—-4DCos2x—4ESen2x+6Fe® +36Fxe™ +6Fe®™ +36Ge* =
= 2A—4DCos2x — 4ESen2x +12Fe®™ + 36Fxe®* + 36Ge ™

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)

2A—4DCos2x — 4ESen2x +12Fe®* + 36Fxe®™ +36Ge® —9(2Ax + B — 2DSen2x +
+2ECo0s2x + Fe®™ + 6Fxe®™ +6Ge®*) +14(Ax® + Bx + C + DCos2x + ESen2x +
+ Fxe® +Ge®) = 3x*> —5Sen2x + 7xe®™

simplificando

2A+10DCos2x +10ESen2x + 3Fe® — 4Fxe® — 4Ge®* —18Ax —9B +
+18DSen2x —18EC0s2x +14Ax* +14Bx +14C = 3x* —5Sen2x + 7xe®*

agrupando términos semejantes

x*(14A) + x(-18A+14B) + (2A—9B +14C) + Sen2x(10E +18D) +
+Co0s2x(10D —18E) + xe®* (—4F) + e® (3F —4G) = 3x* —5Sen2x + 7xe®

de lo anterior se tiene que
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14A=3 = A:i
14
-18A+14B =0 :>B=E
98
2A-9B+14C =0 C =ﬂ
1372
10E +18D =-5 =>E=- 25
212
10D-18E =0 :>D:—45
212
—4F =7 N
4
3F-4G =0 =G __2d
16
entonces la solucion particular de (1) es
yp = ypl + yp2 + yp3 =
_ 32 2Ty 201 A hon— 2D semax— ! xet - 2lee
14 98 1372 212 212 4 16
y por tanto
y=Y. ty,=
=C,e™ +Ce™ 350 20 20185 oox— 2D senox— [ xe
14 98 1372 212 212 4

es solucion general de (1).
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3.5 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de variacion de parametros a diferencia del método de coeficientes indeterminados
descrito en la seccién 3.3, es un método que carece de tropiezos y de limitaciones en el proceso de
determinacion de la solucion general de una ecuacion diferencial lineal no homogénea de orden n,
de hecho el Unico requerimiento para su aplicacion es que la funcion f (x) en el segundo miembro

sea continua e integrable, lo que hace de este, un método mas poderoso y mas general que el
desarrollado en la seccion anterior.

3.5.1 ADAPTACION DEL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS PARA UNA ECUACION
DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN

Primero, adaptaremos el método de variacion de pardmetros a una ecuacion diferencial no
homogénea de segundo orden de la forma

a,(x)y"+a,(x)y' +a,(x)y = f(x)...Q)
y posteriormente lo extenderemos a una ecuacion diferencial de orden superior.

Llevando (1) a su forma equivalente

Y +PX)Y +Q(X)y =9(x)...(2)

de donde P(x) = :1(()3; Q(x) = ZOEX : g(x) = ; (())(())

esto es, si multiplicamos a la ecuacion (1) por el inverso de a,(x) se obtiene (2).

Por otra parte, supongamos que P(x), Q(x) y g(x) son funciones continuas en algun intervalo I, y
establezcamos una primera

Hipotesis | :
Para la ecuacion diferencial de segundo orden (2), se propone una solucion
particular de la forma

Yo =W(X) Y1 +U,(X)Y,...(3)

donde Yy, Yy, forman un conjunto fundamental de soluciones” en I de la
ecuacion homogénea asociada a (1), Y. =Cy,(X)+C,y,(X) vy
U, (X) yu, (x) dos funciones de X por determinar.

“i.e, y1y y2 son Li.

Derivando (3) tenemos
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' ' ' ' ’
Yo =Wy, Uy Y +UY, +U, Y,

" " ' ' ' i " " ’ i ! i " (4)
yp :ulyl +U1 yl +U1 yl +U1 yl+u2y2 +U2 y2 +U2 y2 +U2 y2

sustituyendo (3)y (4) en (2)

” ! ! ! ’ 14 ” ! !

! i n ! ! ! i
WY, +Up Y, +U Yy +Up Y +UyY, +Uy Y, +Uy Y, +Uy Yo+ POOMUY; +Uy Yy +UyY, +U, Yo ]+

Quyy; +Uy ¥y +Uyy, +Uy Y,]=g(X)
distribuyendo términos

cero cero

uly, +P(X)y, +QMX)y]1+u,[y, +P(X)y, +Q(X)Yy,]1+P(X)[u, y, +u, y,]1+u, y, +

u, y, +u, y, +u, y2+(ul y, +u, y2j=g(x)

los dos términos de la ecuacion anterior, se anulan debido al hecho de que por hipétesis Yy, Y'Y,
son soluciones de la ecuacion homogénea asociada a (1). Simplificando

d[u’yJ+d[u’y}+P(x)[u'y +u'y}+(u’y'+u’y ')—g(x)
dX 1J1 dX 272 1)1 272 1J1 272

o bien

d ' ' ' ' ror ror
&[ul Y1 +U, Y2}+ P(X)[Ul Y1 +U, y2:|+(ul i +U Y, ] =g(x)...(5)

Puesto que es necesario determinar dos funciones u,(x) y u,(x) que satisfagan (5), establezcamos
una segunda

Hipotesis 11 :
Las funciones u, (X) y u, (x) satisfacen (5) si y solo si

ul yl+u2 y2,:O ...(6)

uy, +u, ¥, =9(x)

! ’
Resolviendo el sistema (6) para u, y u, usando la regla de Cramer, la cual establece que

rA rOA
A1 u, =2
A A
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donde

yll y%
Yi Y,

0 v

A= ’
g(x) vy,

1 2

:W Al:

2

Y 9(x)
siendo en este caso A =Ww(Y,,Y,) es el wronskianode y, Yy Y,

Por lo tanto las funciones u;(x) y u,(x) quedan determinadas por la integracion de

uﬂ@=$—yuﬂ@=%ﬂ«ﬂ

3.5.2 GENERALIZACION DEL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS A UNA ECUACION
DIFERENCIAL DE ORDEN N

La generalizacién del método de variacion de parametros a ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas de orden n de la forma

a, (X)y™ +a,_ )y +...+a(X)y+ay=f(X)...Q)
es inmediata.

Llevando (1) a su forma equivalente
y® +P Ly P 4+ Py +Py=9(x)...(2
en donde

3, (X)
2, (x)

409, p (x) =

1 (%) ;o P(X) =

Fa00= a,(x)

esto es, si multiplicamos a la ecuacion (1) por el inverso de a,(X) se obtiene (2). Suponiendo
nuevamente que lasP, (X);k =12,...,n—1 son funciones continuas en algin intervalo I, y

estableciendo ahora como primera hipétesis que si y, =C,y, +C,y, +...+C.y, es solucion
general de la ecuacién homogénea asociada a (1) entonces, una ecuacion particular de (1) es

Yp =W ()Y, +U, ()Y, +...4+U, ()Y, ...(3)

donde V,,Y,,...,Y, forman un conjunto fundamental de soluciones™ en | de la ecuacién

homogénea asociada a (1), y U,;(X),u,(X),...,u,(X) n funciones de X las cuales quedan
determinadas por las n ecuaciones siguientes

i, Y1, Y2 ,...,yn son Li.
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yu, +y,u, +...+yu,” =0

y,u~ +y,’u,” +...+y,u” =0

: ..(4)
vy, "Pu Y, "+ y, P = G(x)
en este caso la regla de Kramer da
uk’(x):vv\ck;kzl,z,...,n
..(5)
donde
yl‘ y2l ynl
WL Yoy = 20 2T ()
y;(n—l) yz('n—l) y.n(n—l)
es el Wronskiano del conjunto de soluciones y,,Y,,..., Y, Y
Y. Y, ... 0 .. oy,
W, - y1 y:'2 0 y:;] D)
0D Yo Gy Ly
k —ésima
columna

es el determinante obtenido de reemplazar la k-ésima columna del Wronskiano por la columna

0
0

é(x)

asi pues, las u, (X);k =1,2,...,n especificadas en (3) quedan determinadas por la integracion de

®)
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3.5.3 EJEMPLOS
1. Encontrar la solucién general de
Y +y -2y =x...(1
Solucion:
La parte homogénea de (1) es
y'+y-2y=0...(2)
resolviendo (2)

i)a,=1
i) k2 +k—-2=0
i) (k—D)(k+2)
k=1; k,=-2
iv) y, =e”
y2 :e72x
v) y, =Ce” +C,e™™ essolucion general de (2).

Proponemos como solucién particular de (1) a
Yo = u1(X)y1 +u2(X)Y2 (3

donde u,(X) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

W W
u, =W1 y u, :WZ...(4)
en (4)
X -2X
W = yl! y2’ = € € ) =28 - =-3e"
Y1 Y, e* -2
f(x X
gl = 1) X
a,(x) 1
O —2X
= y2! — O e L =_Xe—2x
g(x) v, | x -2
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. 0] e 0_
5 = ' = < = Xe
. 9(x) ' x
sustituyendo los resultados anteriores en (4)
ro—xe®™ 1,
u, = 3 zgxe
} ..(5)
! Xe 1 5,
u, = =—_-Xe
—3e 3

integrando (5)
du, = 1 xedx = 1 xe "+ e ¥dx|= 8 xe* —e™
3 3 3

1 -
.'.ulzg—xex—e X]

4

2X 2X 2x
J'du2=—£‘|-xezxdx=—E &—ljezxdx =—E xe' ¢
3 3 2 2 3] 2
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y por tanto

y=y +Yy, =Ce" +Ce ™ -

AP

X
2

es solucion general de (1).

2. Encontrar la solucion general de

7

y =3y +2y = xe”* + 2X...(0)
Solucion:
La parte homogénea de (1) es

y =3y +2y =0...(2)
resolviendo (2)

i)a,=1
i) k?=3k+2=0
i) (k—2)(k—1) =0
k=2; k,=1
iv) y, =e*
Y, =€
v) y, =C,e* +C,e* essolucion general de (2).

Proponemos como solucion particular de (1) a
Yo = ul(x)yl +u2(x)y2 (3

donde u,(X) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

W W
u, =W1 y u, :Wz...(4)
en (4)
2x X
W= yl' YZ’ _|€ 2 € _ % _9p _ _g¥
Yi Y. | (267 €
g(x) = o) _ xe +2X=xex+2x

a,(x) 1
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0 X
Wl = y2' = 0 € = —Xezx —2xe*
g(x) y,| |xe*+2x e*
O 2X
W, = yl, _|® , = xe¥ + 2xe*
y, g(x) [2e”* xe*+2x

sustituyendo los resultados anteriores en (4)

2x X
' —xe” —2xe _ _
U =—————=xe”* +2xe*
—-e
' 3x 2x (5)
xe” +2xe .
, = - =—X—2xe
-e

integrando (5)

J.dul = j[xe‘X +2xe > ]dx = Ixe‘xdx + 2[ xe 2dx =

— [— xe™ + Ie‘xdx]+ 2{— xe ™ + ;je‘zxdx} =

2
-2X
—xet o4 X Lo
2 4
. 2xe® e
=-xe " —e* — -~ =
2 4
-2X
= xe™—e—xe ¥ -° =
2
= e‘x[—x—l]—e‘zx[XJrﬂ

s =e - x—1]—e‘2x[x+ ﬂ

J.duz = J.(— X— 2xe‘x)dx = —J. xdx— ije‘xdx

=-"- 2[— xe "+ Ie’xdx]

2

X2
2
= X? - 2[— xe X — e’x]
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X2
Sl =— 7+ 2xe™* +2e”

X

sustituyendo U, U,,y, Y Y, en (3)

2
Yo = {e‘x [ x —1]—e‘zx{x+ ﬂ}ezx +{— X2+ 2xe + 2e‘*}ex =

_ _ . 1 x2e*
:{—xe et —xe ¥ —Ee 2X}ezx _T+2X+2:

24X
:_xex—ex—x—l—ixe +2X+2=
2 2

y por tanto

y=Y.+Y, =Ce” +C,e" _x2e — xe* —ex+x+2

es solucion general de (1).

3. Encontrar la solucion general de
y +y=Tanx...(d
Solucion:
La parte homogénea de (1) es
y'+y=0...(2)
resolviendo (2)

i) a,=1
i) k2+1=0
i) k=2/-1; k, =i
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iv) y, = Cosx
y, = Senx
v) Yy, =C,Cosx+C,Senx es solucion general de (2).

Proponemos como solucidn particular de (1) a
Yo = u1(X)y1 +u2(X)Y2 (3

donde u,(x) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

! Wl ! W2
u =— u, =—=...(4
1=y Y Y Ty (4)
en (4)
Cosx  Senx
w=y Y2l = Cos?x + Sen’x =1
Y, Y, | |—Senx Cosx
g(x) = f(x) _ Tanx — Tanx
a,(x) 1
0 0 Senx 2
= Yz _ = —TanxSenx= —@Senx __Sen’x
g(x) vy, |tanx Cosx Cosx Cosx

0 Cosx 0
yl, =TanxCosx = %Cosx = Senx

y, 9(x) |-Senx Tanx Cosx
sustituyendo los resultados anteriores en (4)
Sen’x
' - 2 _ 2
u, = COSX __ Sen'x __(A=C0s™) _ _qoex+ Cosx
1 Cosx Cosx ...(5
u, = Senx _ Senx
1
integrando (5)

jdul = J[—Secx + Cosx]dx = —j Secxdx+ jCosxdx =

=— In\Secx +Tanx\ + Senx

~.u; =—In|Secx + Tanx| + Senx
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Idu2 = ISenxdx:—Cosx
- u, =—Cosx

sustituyendo U, U,,Yy, Y Y, en (3)

Yo = [— In/Secx + Tanx| + Senx]Cosx + Senx(—Cosx) =
= —CosxIn|Secx + Tanx| + CosxSenx— CosxSenx=

= —Cosx In\Secx + Tanx\

entonces la solucién particular de (1) es
y, =—CosxIn|Secx + Tanx
y por tanto
y =Y. +Y, =C,Cosx+C,Senx— CosxInSecx + Tanx

es solucidn general de (1).

4. Encontrar la solucion general de
3y -6y +30y = e*Tan3x...(2)
Solucion:
La parte homogénea de (1) es
Yy -2y'+10y =0...(2)

resolviendo (2)

i) a,=1
i) k?—2k+10=0
= — .
i k1,2=2_ 4-4)(10) _2+-/-36 _2+6i 143

2 2 2
iv) y, =e* cos3x
y, = e*sen3x
v) y, =C,e"Cos3x + C,e*Sen3x es solucion general de (2).
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Proponemos como solucién particular de (1) a

Yo = u1(X)y1 +u2(x)y2 (3

donde u,(X) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

rW, rW,
u, =-—- u, =—=...(4
b=y Y U=y @
en (4)
wollr Yz e*Cos3x e*Sen3x B
Y, Y,| |—3e*Sen3x+e*Cos3x 3e*Cos3x+e*Sen3x

= 3e?*C0s23x + e2*Cos3xSen3x + 3e2*Sen?3x — e2*Cos3xSen3x =

= 3e?* cos® 3x + 3e*sen’3x = 3e** (cos® 3x + sen’3x) =

= 3e*
f(x) e*Tan3x
a,(x) 3
0 % x 0 e’ Sen3x e?*Tan3xSen3x
1= | = |e"Tan3x . . = _
g(x) y,| . — 3e"Cos3x+e”Sen3x 3
o SEN?3X  g2x 1-Cos®3x
e osax | Cos3x | e¥(secax—Cos3x)
3 3 3
he o ¢"Cos3x 0 e Tan3xCos3x
AN = X N e*Tan3x| = _
Yy, 9(x) —3e*Sen3x + e*Cos3x 3
e 20X Joosax
_ Cos3x _ e~ Sen3x
3 3
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sustituyendo los resultados anteriores en (4)

e?*(Sec3x — Cos3x)

u - 3 __e¥(Sec3x—Cos3x) _ Sec3x —Cos3x
' 3e* 9e? 9 )
e®*Sen3x
3 e”Sen3x Sen3x
u2 = 7x = 7x =
3e %e 9
integrando (5)

fdu _,[‘ Sec3x — Cos3x
L=

dx =-— 3'[ Sec3x —Cos3xdx =
9 9

=— EI Sec3xdx + 1ICosBxdx =
9 9

=— 1 In\Sec3x +Tan3x\ + iSen3x
27 2

T —217 In/Sec3x + Tan3x| + 217Sen3x

J‘du2 = j Sensx dx = EI Sen3xdx = — Cos3x
9 9 27

B Cos3x
27

U,

sustituyendo U, U,,Yy, Y Y, en (3)

Y, = (— S In/Sec3x + Tan3x| + 1SenBXJeXCOSBX -+ (— Cos3x jeXSenXBX =
27 27 27

=— 217 In\Sec3x + Tan3x\eXCos3x
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entonces la solucion particular de (1) es
1 x
Y, = —Eln\Sec3x +Tan3x/e*Cos3x
y por tanto
y=Y,+Y, =Ce"Cos3x+c,e*Sen3x - 217In8e03x +Tan3x/e*Cos3x

es solucidn general de (1).
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3.6 EcuACION DE EULER-CAUCHY O ECUACION EQUIDIMENSIONAL

Toda ecuacion diferencial lineal de la forma

d" d"t d
a,x" y+an_1x”’l y+...+a1X—y+a0y=f(x)...(l)
dx" dx"* dx
donde los coeficientes a,a, ;,...,a;,a, son constantes y tiene los nombres de ecuacion de

Cauchy-Euler, ecuacion de Euler-Cauchy, ecuacion de Euler 6 ecuacion equidimensional.

El método de solucion de la ecuacion diferencial (1) es analogo al procedimiento seguido en las
ecuaciones diferenciales de orden n con coeficientes constantes.

3.6.1 METODO DE SOLUCION DE UNA ECUACION DE EULER-CAUCHY

Comenzaremos el desarrollo examinando detalladamente las formas de soluciones generales de la
ecuacion homogénea de segundo orden

2
ax2dy+bxgy+cy=0...(2)
X

dx?
Método de solucion:

Proponemos una solucion de la forma

donde k sera determinado. Derivando (3) tenemos

y'=kx**
Y =k(k —D)x*?

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)

ax? [k(k —1)xk’2]+ bx[kxk’1]+ c[xk]z 0
x¥[ak(k —1) +bk +c]=0
x“[ak? — ak +bk +¢c|=0
X [ak? + k(b—a)+¢]=0

como x* =0 VK entonces

ak’ +k(b—a)+c=0...(4)
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asi, (4) es la ecuacion caracteristica buscada para (2), en consecuencia y =x* es una solucion de

(2) siempre que k sea solucién de (3). Siguiendo el mismo procedimiento para una ecuacion
diferencial homogénea de orden n tenemos que

3.6.2 EJEMPLOS

1. Encontrar la solucion general de

Xy =2xy -4y =0...(1)

Solucion:
Sea
y=x"...(2)
solucidn de (1). Derivando (2)
y= k<

y =k(k —Dx"?
sustituyendo (2) y sus derivadas en (1)

xz[k(k —1)xk‘2]— 2x[kx"‘1]—4[x"]= 0
x¥[k(k 1) -2k —-4]=0

x[k? —k -2k —4]=0
x“[k? ~3k —4]=0
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como x* =0 Wk, entonces
k?-3k—-4=0...(3)
resolviendo (3) tenemos

(k-4)(k +1) =0
k, =4 k, =-1

de acuerdo con el inciso i) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que
4 -1
y, =X y, =X
y por tanto

y, =C,x* +C,x*

es solucidn general de (1).

Encontrar la solucion general de

4x*y +8xy+y =0...(1)

Solucion:
Sea
y=x“...(2)
solucion de (1). Derivando (2)
y'=kx**
y =k(k —=1)x*?

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1)

x|k (k ~1)x* 2]+ 8xfkx ]+ [x¥ = 0
x*[4k(k —1) +8k +1]=0

X [ak? - ak + 8k +1]=0

x¥[ak? + 4k +1]=0
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como x* =0 Wk, entonces

4k? +4k +1=0...(3)
resolviendo (3)

416440 _-4+-16-16

b2 2(4) 8

4 1
8 2
de acuerdo con el inciso ii) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que

1
y, =X ?Inx

Yy =X

N =

y por tanto

1 1
—Cx2 2
Y. =Cx 2+C,x %2Inx

es solucion general de (1).

3. Encontrara la solucién general de

Xy +3xy+3y =0...(1)

Solucion:
Sea
y=x"...(2
solucion de (1). Derivando (2)
y'=kx“*

y ' =k(k —1)x*?
sustituyendo (2) y sus derivadas en (1)
X [k(k —1)xk‘2]+ 3x[kxk‘1]+ 3[xk ] =0
x¥[k(k =1) +3k +3]=0

x“[k? —k +3k +3]=0
x"[k2+2k+3]=0
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como x* =0 Wk, entonces
k?+2k+3=0...(3)

resolviendo (3)

 _2:[A-40@) _-2+/4-12 _-2+.-8 _-2%.-2(4) -2:2/-2

L2 2 2 2 2 2
k., =—1+/2i

de acuerdo con el inciso iii) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que

y, = x"Cos(/2Inx) y, =xsen(/2Inx)

y por tanto

Y, = Clx‘1Cos(ﬁ In x)+ sz‘lsen(ﬁln x)

es solucion general de (1).

Encontrar la solucion general de

XY 45Xy +7xy+8y =0...(1)

Solucion:
Sea
y=x...(2)
solucion de (1). Derivando (2)
y'=kx**
y =k(k -1)x*?

y = k(k —1)(k — 2)x*2

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1)
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X[k (k —1)(k — 2)x<2 |+ 5x[k (k 1) 2 |+ 7kt |+ 8[xt | = 0
X“[(k? =k)(k —2) + 5k (k ~1) + 7k +8]= 0

X¥[k® - 2k2 —k? + 2k + 5k? 5k + 7k +8=0

xk[k3 +2k? + 4k +8]: 0

como x* #0 Vk , entonces

k®+2k?+4k +8=0...(3)
resolviendo (3)

1 4 2|1 1 2 4 3 |-2
1 3 7 2 U -8
1 2 7 15| 1 4 0|
k*+4=0
Kypy = 2/— 4 = +2i

y de acuerdo con los incisos i) y iii) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que
y, = X2 y, =Cos(2Inx) y, = Sen(2Inx)
y por tanto
y. = C,x? +C,Cos(2Inx)+C,Sen(2Inx)

es solucion general de (1).

5. Encontrar la solucion general de
X2y =3xy +3y = 2x"e*...(1)
Solucion:
La parte homogénea de (1)

Xy =3xy+3y =0...(2)

Resolvamos (2). Sea
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solucion de (2). Derivando (3)

y'=kx**
Y =k(k=1)x*

sustituyendo (3) y sus derivadas en (2)

x|k (k ~1)x* 2]~ 3x[kx< ]+ 3lx*|= 0
x“[k(k 1) -3k +3]=0

x¥[k? —k ~3k +3|=0

x¥[k? — 4k +3]=0

como x* =0 Wk, entonces
K2 —4k+3=0...(4)
resolviendo (4)

(k-1)(k-3)=0
k, =1 k,=3

de acuerdo con el inciso i) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que

Yy =X 3/2:)(3

y por tanto
y, =C,x+C,x%...(5)
es solucion general de (2).

Usemos el método de variacion de parametros para determinar la solucién particular de la
ecuacion diferencial.

Proponemos como solucién particular de (1) a
Yo = ul(x)yl +u2(x)y2 ...(6)
donde u,(X) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

W W
u, =Wl y u, :WZ...(7)
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en (7)
3
W:yl' le:X X2:3X3—X3:2X3
Yo Y, 1 3
4 X
g(x) = f(x) _2x 2e _oxe*
a, (x) X
0 3
A — y2, — (2) X , — _2X5€X
g(x) Y, 2x°e*  3x
yl O X O 34X
2 = . = 2 x = e
v, g(x)| |1 2x°%

sustituyendo los resultados anteriores en (7)

P —2x%e” -
e T

roo2x%er
2 =73=e
2X

integrando (8)
.[dul = I[—xzex]dx :—Ixzexdx =
= —x%e* +I2xexdx:
= —x%e* +2xe* — Zjexdx =

= —x’e* +2xe* — 2e*

SoUy = —x%e + 2xe* — 2¢*

Jduz = Iexdx =e"

166



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

sustituyendo U,,U,,Yy, Y Y, en (6)
Y, = (- x%eX +2xe* — 26 Jx+ (X ¢° =

=—x%" +2x%e* — 2xe* + x%e*

= 2x%e* —2xe*
entonces la solucion particular de (1) es

y, =2x%e* —2xe*...(9)
y por tanto
Y=Y, +Y, =Cx+C,x° +2x%" — 2xe*

es solucion general de (1).

Encontrar la solucién general de
Xy +y=xX...(1)
Solucion:

Es claro que la ecuacion dada no tiene la forma de una ecuacion diferencial de Euler-
Cauchy. Si multiplicamos ambos miembros de (1) por x tenemos

X2y +xy=x*...(2)
de donde (2) tiene la forma desea.. La parte homogénea de (2) es
Xy +xy'=0...(3)

Resolvamos (3). Sea

y=x“...(4)
solucidn de (3), derivando (4)
y'= kx**
y '=k(k -1)x*?

sustituyendo (4) y sus derivadas en (3)
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xz[k(k —1)xk‘2]+ x[kx"‘l]z 0
x[k(k-1)+k]=0
x“k? -~k +k]=0

xk[kz]zo

como x* =0 VK, entonces
k?=0...(5)
con lo que resulta que
k,=0 k,=0

de acuerdo con el inciso ii) de la tabla de la seccion 3.6.1 tenemos que

y, =1 y, =Inx
y por tanto

y. =C, +C, Inx...(6)

es solucion general de (3).

Usemos el método de variaciéon de parametros para determinar la solucion particular de la
ecuacion diferencial.

Proponemos como solucién particular de (1) a
Yo = u1(X)y1 +u2(x)y2 (1)

donde u,(x) Yy u,(x) quedan determinadas por la integracion de

W W
u, :Wl y u, :WZ...(B)
en (8)
1 Inx
w=l Y =l 121
Yi Yo X X
f(x) x°
X) = = =
g(x) () X
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0 0 Inx
Wl: y2,:1 E = —
g(X) y2 X
0 1 0
W2: yl’ = =
y, 9(x) 01
sustituyendo los resultados anteriores en (8)
' —Inx
up =— =-xInx
X
..(9
o 9)
Uz =T=X
X
integrando (9)
Idul:J—XMde:—jxmxdx:
2 2 2
_X Inx ¢x°1 X:xlnx_ljmk:
2 2 X 2 2
_x'Inx x*
2 4
X*Inx X2
u, = -
2 4
X2
Iduzzjxdx:éf
X2
.uz_zf

sustituyendo U,,U,,Y, Y Y, en (7)

x?Inx x? x2
y, = > 4 + E?Inx:

_ x%Inx x2+x”nx_
2 4 2
2
X
=x*Inx—"-
4
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entonces la solucion particular de (1) es

2

y, =X° Inx—X—...(lo)
4
y por tanto
X2
y=Y.+Y,=C +C,Inx+x*Inx—=-

es solucion general de (1).
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UNIDAD IV

TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.1 INTRODUCCION AL UsO LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES.

Una de las aplicaciones mas importantes de la transformada de Laplace es que esta nos permite
resolver ecuaciones diferenciales lineales, que en muchas ocasiones por los métodos ordinarios no
es lo mas conveniente.

La ventaja que tiene el método de transformada de Laplace sobre estos métodos ordinarios, es que
ésta:

e Proporcional una solucién directa de una ecuacién diferencial en determinadas
circunstancias.

e Se puede aplicar en algunas funciones de forma irregular las cuales no se pueden manejar
con facilidad por los métodos clasicos.

¢ Reduce el problema de resolver una ecuacidn diferencial a un problema de tipo algebraico.

e Toma en consideracién las condiciones iniciales de tal manera que, con problemas de valor
inicial, se evita la determinacion de una solucién general.

e Si se aplica a una ecuacidén diferencial no homogénea, se obtiene la solucién en forma
inmediata, esto es, sin resolver primero la ecuacion diferencial homogénea
correspondiente.

El método de transformada de Laplace consiste en los siguientes pasos
1) Transformar las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.
2) Resolver estas ecuaciones para las incognitas algebraicas.

3) Determinar la transformada inversa de los resultados del paso 2) y asi obtener la solucién
deseada de la ecuacion diferencial original.

4.1.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicion : Sea f una funcion definida para t > 0. Entonces la transformada de Laplace de
f (t) se define como

L{f(t)}= Te“f(t)dt= F(s)...(1)

donde s es un pardmetro real.* El simbolo £ se llama operador de
transformada de Laplace.

*En la teoria avanzada de las transformaciones de Laplace, es conveniente asumir que s es una variable compleja de modo que F(s) es
una funcion de variable compleja.
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Antes de iniciar con el calculo de transformadas de Laplace de algunas funciones elementales, es
necesario introducir la siguiente

4.1.2 INTEGRAL IMPROPIA

Definicién : Una integral con un limite infinito de integracion se llama integral impropia y
se define de la siguiente forma

T f(x)dx = mi f(x)dx...(2)

siempre y cuando el limite existe.

De acuerdo a la definicién 2 la integral impropia (1) se rescribe como
e k
je-st f (t)dt =£imfe‘5‘ f(t)dt...(3)
0 0

y la transformada de Laplace existe si el limite existe. Si el limite existe, la integral (3) converge y
entonces el resultado es una funcion F(s).

En la descripcién general emplearemos letras minGsculas para representar la funcién que se desea
transformar y la mayuscula correspondiente para denotar la transformacién de Laplace, por ejemplo

L{f(t)}=F(s) L{g(t)}=G(s)
4.1.3 EJEMPLOS

Determinar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones

1. Sea f(t)=1
Solucién:
L ()= je {()dt =
0
k efst k
=lim|e®'dt = Iim{—} =
k—ow k—o S 0
) ek O | 1
=lim--—+ =_
k—o0 S S S
por tanto

L=

m\l—\

=F(s)
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2. Sea f(t)=t
Solucion:
© k
L{f)l=2£{t}= je-st (t)dt = lim [tedt =
0
—st k —st -st |k
Siim-& 4t J‘e“dt:lim{—e t—ez} -
k—o0 k—00 S S 0
_ { e—skk I (O)e’s(o) es(O)}
= lim| — —— | =
koo S S S S
1
s?
por tanto
1
Lith= 5 =F©)
3. Sea f(t)=e™
Solucion:
£{f ()= = [e™(e™)dt = [e~dt =
0 0
0 —(s-a)t k
= [t =lim| | ° -
0 k—o0 s—a 0
) e—(s—a)k e—(s—a)O 1
=lim| - + =
k—o0 s—a s—a s—a
por tanto

4. Sea f(t) = Senat

Solucién:

L{f@)}=

=lim| -

k—o0

=lim| -

k—o0

e

—st

S

—st k

S

L= Sfé{: F(s)

£ {Senat} = Ie‘“ (Senat)dt = Ilmj.e ' (Senat)dt =
0

k
Senat + a_[e‘“Cosatdt} =
s

2

k

—st

— o I Senatdt}
0

QD

Senat

a _
—-—e StCosat
s
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despejando la integral a primer miembro

0 az 0 e—st a k
Ie’StSenatdt+—Zje’S‘Senatdt: lim - Senat——-e*Cosat| =
0 S 0 - S S 0

-s(0)

—sk
- Iim{— € " Senak— %e’SkCosak + Sena(0) + a;es“’)Cosa(O)}
S

k—0 S S S

simplificando la expresion anterior tenemos

2
£ {Senat)[1+ aZJ = %

S S
por tanto
a
LiSenat; = =F(s
{ } s’ +a? ()
eat _e—at
5. Sea f(t)=Senhat=T
Solucién:
Como
at e—at
Senhat=
entonces
T —st eat_eiat
;E{f(t)}zi{Senhat}:.[e Y dt =
0
k a—(s-ajt k L —(s+a)t
=lim| [©—dt—[°—dt|=
k—o 0 2 0 2

e—(s—a)t e—(s+a)t k
lim| — + =
koo 2(s—a) 2(s+a) |,
e—k(s—a) e—(s+a)k e—(s—a)(O) e—(s—a)(O)
- + + - =
2(s—a) 2(s+a) 2(s—a) 2(s+a)

1 1 s+a-s+a
_2(s—a)_2(s+a)_2(s—a)(s+a)_
3 2a 3 a 3
- 2(s-a)(s+a) s?’-as+as—a’
!
s? -a’
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por tanto

£ {Senhat} == Za - =F(s)

Sea f(t) =e"Senat

Solucioén:

o0

L{f()}= £ " Senat|= J.e‘S‘ (e” senat)dt = lLrg.k[e“s‘b)‘ Senatdt=
0

0

—(s—h)t k k
) e a
=1lim| — Senat + J'e(Sb"Cosatdt} =

s o S—by
i —(s-b)t k a —(s-b)t k a k
= lim| — Senat + - Cosat — — I e P'Senat
k>o|  s—b o, S—bl s-b o S—bs

despejando la integral a primer miembro

0 2 —(s-b)t —(s-b)t [k
Ie’(s’b)‘Senatdt 1+a72 = lim| - © Senat—aei2 =
) (s—b)?) k> s—b (s—b) |,

[ g (s-b)k ge Dk g=(s-b)0) ae (DO }

Senak — + Sena(0) +

= m s—b (s—b)* s-b (s—b)

simplificando la expresion anterior tenemos

£ {e" senat] ((S Esb_)zb)taz J s —ab)2

por tanto

£ e senat} = =F(s)

s—b) +a?
(s-b)

175



TRANSFORMADA DE LAPLACE

7. Sea f(t) =e”Senhat

Solucién:
Como
eat _efat
Senhat=
entonces
I {f (t)}:I{ethenhat}: ;J.eStebt (eat _e,at )jt _
0
- Liim k e P (e —e~ it =
2 k—o0
1. [% k
="lim J-e_(s_b_a)tdt _ J.e—(s—b+a)tdt _
2 kam_o )
1 g (s-b-a)t p-(s-bra)t 7k
==lim - + _
2kaoo_ (S—b—a) (S—b+a) 0
1.. i 1 1
="lim _ _
2k>= (s—b-a) (s—b+a)
1/ s—b+a-s+b+a | 1| 2a
2 (S—b—a)(S—b+a) 2 (S_b)Z_aZ
por tanto
a
Lie"Senhatf= = =F(s)
{ } (S _ b)Z _ az
0; 0<t<3
8. Sea f(t)=
2, t>3
Solucién:
Lagraficade f(t) es
NG
T -
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entonces
© 3 0
LiF@))=[e ft)dt=[e*(O)dt+ j et 2dt =
0 0 3
=0
© k
_ sty _ a1; —st
_Zje dt_Zl!LrgJ'e dt
3 3
—sk -3s -3s
=2|im[—e + & }: 2e
k—o0 S S S
por tanto
2e—3s
L{FO)==_—=F()
0; 0<t<a
9- Sea f(t):{ <
1 >
Solucion:
Lagraficade f(t) es
ﬁfi') F Y
L
y "

entonces

L{f M)} = Te-st f(t)dt = ie-st (0)dt + Te-st Ddt =

k —st |k —sk —sa
. _ . e . e e
=lim|e™dt = Ilm{— } = Ilm{— + }:
k—o0 K —>o0 S K —>00 S S

a

—as

e

S
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por tanto
£{1}=°_ =FO)

La funcion

0; O0<t<a
1 t>a

f(t):H(t—a):{

recibe el nombre de salto unitario de Heaviside, 0 simplemente, funcién de escalén unitario
denotada también por U (t —a) Y serd estudiada con més detalle en la seccién 4.6.
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4.2 ORDEN EXPONENCIAL

Definicion: Se dice que una funcion f (t) es de orden exponencial C si existen constantes
C, M >0y t>0 talesque |f () < Me® para todo t suficientemente grande.

De la definicion, el mostrar que \ f (t)\ < Me®' se cumpla, es equivalente a probar que

(o _,

lim o

toxo @

en otras palabras, decimos que una funcién f(t) es de orden exponencial si se satisfacen cuales
quiera de las dos condiciones siguientes

(1) < Me™ 6 bien lim ' _g

ct

e
demos esta afirmacion sin demostracion.
4.2.1 EJEMPLOS
1. ¢Es de orden exponencial f(t)=t"?
Solucion:
tn
lim— =limt"e™® =0
to>o @ t—o0
por tanto f (t) =t" es de orden exponencial.
2. (Esde orden exponencial f (t) =Sent?
Solucion:
. Sent .
lim=—=lime™“Sent=0
too @ t—o0
por tanto f (t) = Sentes de orden exponencial.
3. ¢Esde orden exponencial f(t) = el 7
Solucion:
; etz : t2 [ —ct : t(t—c)
lim—-=Ilime e =lime =0
t>o @ t—o0 t—o0

por tanto f (t) = e no es de orden exponencial.
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Dado lo anterior valdria la pena hacernos la siguiente pregunta ¢ Que implicacion tiene el hecho de
gue una funcion sea o no de orden exponencial para el tema que nos ocupa en el presente capitulo?.
La respuesta a esta pregunta la daré el siguiente

Teorema: Si f(t) es continua o continua a tramos en el intervalo [0,%0)y de orden

exponencial C para t > Oentonces la transformada de Laplace £ {f (t)} existe
para s >C.

Se da el teorema sin demostracion.
4.3 MANEJO DE TABLAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

En la préctica, el uso directo de la definicion formal de la transformada de Laplace a
problemas concretos, podria resultar no ser lo mas recomendable, ya que, como se vio en la
seccion 4.1.1, la dificultad de encontrar la transformada de Laplace de una funcion depende
de la forma de dicha funcion y mas aun, si el problema se presenta como una combinacion
lineal de productos y cocientes de diversas funciones, la determinacion de la transformada
de Laplace se complica enormemente. Afortunadamente, de forma paralela al desarrollo de
esta teoria se han elaborado tablas que acumulan los resultados de las transformadas de
Laplace de algunas funciones trascendentes, el manejo adecuado de este material, podra
facilitarnos en gran medida nuestra tarea. La siguiente definicion seréa de gran utilidad

Definicion: El operador transformada de Laplace es un operador lineal, esto es, para
funciones cualquiera f (t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existe (i.e.,

f(t) y g(t) son de orden exponencial C). Tenemos para cualesquiera nimeros
reales a, b

£ {af (t) +bg(B)}=aL {f ()} +b L {g()}

esto es

£ {af (t) +bg(t)} = Test af (t) + bg(t)Jdt =

o0

j e~ [af (t)]dt + j e~ [bg(t)|dt =

o

=a j e f (t)dt +b j etg(t)dt =
0

0

L{fOf+bLig)}
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En latabla 1 se presentan las transformadas de Laplace de algunas funciones elementales

No. f(t) L{F()}=F(s)
1 1 1
S
2 t 1
s?
3 n I
t T5in=0
S
4 a
t F(atl), o1
Sa+
5 Senkt k
s? +k?
6 Coskt S
s? +k?
7 eat 1
s—a
8 Senhkt k
SZ _k2
9 Coshkt S
s? —k?
10 naat ]
(s-a)
Tabla 1

4.3.1 EJEMPLOS
- 1 3 2
1. Determmar;ﬁ{zt +t —1}

Solucién:

Por la propiedad de linealidad del operador £

;E{;ts 1t —1} =£{;t3}+;€{t2}—:€{l}

—efleell-c).0
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usando los resultados de la tabla

;E’,{t“}:s:]il,si n=3 £{*}= Si =364...(2)
. 2 2
, sin=2 i{tz}:sz*l:s:*m(?’)

sustituyendo (2), (3) y (4) en (1)

£{1t3+t2 _1} :1(6j+2_1:3+2_1
2 2 S

por tanto

2. Determinar £ {2e3t —e }: 2L {e3t }—;6 {e’3t }
Solucion:
Por la propiedad de linealidad del operador £
e —e¥ =22 -l ™.
usando los resultados de la tabla
£ {ea‘ }: 1a' si a=3, entonces ;(’,{e3t }: Si?)...(Z)

S_
. si a=-3,entonces;€{e’3t}: t _ 1 ..
s—(-3) s+3

(3

sustituyendo (2) y (3) en (1)

3t -3t 3t -3t 2 1 2 9-(-3
Lie* —ed =22 }-2f }:s—s_s+3: ((Sst;)(s(ig)):

_25+6-s+3  s+9
s*+9 s?-9
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por tanto

e*St}: s+9

;E’,{Zegt - g

Determinar £ {4e5t +6t% —3Sendt + 2C052t}

Solucién:

Por la propiedad de linealidad del operador £

£ {4e™ +6t° —3Sendt + 2Cos2t | = 4.£ {6 |+ 6. 2 |- 3.2 {Sendt}+ 2 {Cos2t}...(1)

usando los resultados de la tabla

;B{t”}— S si n=3, entoncesi{ } scil =—...(2
;B{eat} —~, si a=5 entonces, ;6{ } 5...(3)
4
L3S kt= k=4 ent L1Sendt | = ..(4
{Sen } , si k=4 entonces, £ {Sen4t } 7116 (4)
;B{Coskt}z 55 1 Si k=2 entonces, &£ {Cos2t} = ...(5

s +k s°+4

sustituyendo (2), (3), (4) y (5) en (1)

;B{4e5t+6t3—3Sen4t+20032t}=4+6(6j—3( A j+2( - )
s-5 s°+16 s +4

por tanto

I{4e5t+6t3—35en4t+2C032t}:i+§— 212 + 225
s-5 s s°+16 s°+4

183



TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.4 LA FUNCION GAMMA

La definicion de Euler de la funcion Gamma es
I(t) = It”’le’tdt
0
para que la integral converja se requiere que n—1>-16 n>0.
4.4.1 FORMULAS DE RECURRENCIA

A continuacién se presentan algunos resultados importantes de la funcién Gamma

I'(n+1) =nI"(n) (aqui n puede ser entero o fraccion)
I'(n+1)=nlsi n=012,... donde 0!=1

algunos valores de la funcién Gamma son

1
F(2]=x/;
r(m+1j:1'3'5“'(2m_1)ﬁ ; m_123..
2 2m
r‘(_m+1}: (_l) 2 \/; ; m=L2,3...
2) 1-3-5...(2m-1)

4.4.2 EJEMPLOS

1. Demostrar que si f(t)=t“, entonces

Sa+l !

Solucion:
Usando la definicion de la Transformada de Laplace

o0

e Ie‘“t“dt = {— taeSSt

2 e—stt“‘ldt} E
S 0

haciendo el cambio w = st , entonces dw = sdt, luego

0

o0

a w) dw  «
(W) MW@ yeigng
S s s sy

184



TRANSFORMADA DE LAPLACE

pero
[(a)= T w* e "dw
entonces O
_a(a) T(a+1)
- Sa+1 - Sa+l
por tanto

] R G|

S0:+1

Usando el resultado anterior determine &£ {f (t)} para

2. Sea f(t) _t 2

Solucion:
ef %) rbb+) 1Y) m
g M 572 s s
por tanto
,% _
el 2

3. Sea f(t) :t%

Solucion:
{t%}_ r(%+1)_ %r(%)_ %\/;
L - o+l B % B %
s S S
por tanto
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4. Sea f(t)=t”2

) Tt
(/)(/)F( +1) (/)(/)(/)F( +)
(/X/X/X/)F( 5) 10/3f
;:{t%}: {%ﬁ
5. Sea f(t):(t% +t%)2
i(t% +t%)2 T I

por tanto

186



TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.5 PRIMER TEOREMA DE TRASLACION

Teorema: Si £{f(t)}=F(s), entonces £ {eat f (t)}: F(s—a) para s>a; en otras
palabras, se obtiene la transformada de e f (t) sustituyendo s por s—a en la
transformada de Laplace de f(t), i.e,

Ll fOp=L{fO), ,,=FO),.,,=F@-a)

Se da el teorema sin demostracion.
451 EJEMPLOS

Evalle

1. £ {eS‘ts}

Solucioén:

por tanto

2. £ {e?Cosat}
Solucion:

S

B . S+2 S+2
sos+2 SZ +16 -

sz (5+2)°+16 T 52 +45+ 20

2 e Cos4t}= £ {Cos4t}

por tanto

S+2

£ fe " Cosdt}= 45120
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3. £ {(et +e” )zt}

Solucién:

£ {(et +e2 )zt}=;6 {(e2t +2e% +e* } =£ {eZ‘t}+ 2L {e3tt}+ £ {e‘“t}z

Z;C{t}‘s—m—z +2 ‘f{t}‘s—w% +‘f{t ‘s—>s—4 =
_1 20 Y.
52 $—>s-2 SZ §—>s-3 Sz s—>s—4
1 2
(s-2)° (s-8) (s-4f
por tanto
1 2 1
I{(e‘Jrez‘ 2t}: - -
) (s-2)° (s-3)" (s-4f
4. £*(t-1?}
Solucion:
L (-1 =L 2 -2+ | =L 212 |- 2L 2t} + £ 2 | =
=L {tz }‘3»3—2 —2L {t}‘sas—z +L ezt }=
_2 2 S
SS 552 SZ sos2 O -2 -
2 2 1
= - -
(5-2F (-2 "s-2

por tanto

2 2 1
(s-2f (s-2f "5-2

L (t-1)2}=
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4.6 FUNCION ESCALON UNITARIO

4.6.1 EJEMPLOS

Usando la definicion anterior grafique

1) U)=1; t>0

t
0, 0<t<?2
2) U(t_z):{l- t>2
A
2 1
14 -—
'..
2 ¢
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Si ahora multiplicamos a la funcion escalén unitario U (t —a) por alguna funcién g(t) cont >0,
esto es

0; O<t<a
g(t)U(t—a>={g(t); a

¢Qué ocurre con la gréfica de U (t —a)?. Por ejemplo, si multiplicamos la funcién U (t — 2z) por
la funcion g(t) = Sent con t >0, se tiene

0; O0<t<2rx

SentU(t-2x) =
Sent; t>2rx

entonces, graficamente tenemos

| :lr.{/_\\ 3&'.-/_\\ Sﬂ'a/_\\ .
i ! 2;@\\_/{ 4:!1"',\_/ [ :

Nota: En la practica, f (t) puede representar la corriente que circula a través de un circuito
eléctrico. En este caso, el papel que juega la funcién escalén unitario U (t —a) al multiplicarla por
f (t) es el de un interruptor que, por decirlo asi, conecta y desconecta a f (t), esto es, dado que la
funcién escalén unitario Ginicamente toma los valores 0 y 1, cuando U (t—a) =0, por el circuito

eléctrico no hay circulacién de corriente y decimos que el interruptor se encuentra abierto, sin
embargo, cuando U(t—a) =1, entonces f(t)U(t—a) representa una respuesta del circuito
indicandonos que el interruptor esta cerrado y por tanto hay circulacion de corriente a través de el.

Trabajemos ahora en forma inversa, es decir, dada una funcion f (t) definida por intervalos,

0 0<t<2
f(t) = <
Sent; t>2r

¢Como representamos a dicha funcién en términos de la funcién escaléon unitario U (t —a) ?

Si en general definimos a f (t) como

f0) :{g(t); 0<t< a...(l)

h(t); t>a
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entonces

_att 0; Ost<a_
_g()+{—ga)+hay t>a
=g +[-g@®)+h@®V(t-a)=
=g(t) - g(t)U (t—a) +h(t)U (t —a)

F ) = gt); 0<t<a
= h(t); t>a

por tanto tenemos que (1) en términos de U (t —a) viene dada por

uoz{mo;0St<a=mo—gmua-m+hmua—m“(a

h(t); t>a

siguiendo el mismo esquema, una funcion definida en tres intervalos en términos de U (t —a) viene
dada

gt); O0<t<a
f(t)=<h(t); at<b=g(t)-g@®U(t—-a)+h({t)U({t—-a)-ht)U({t-Db)+q)U(t-Db)...(3)
qt); tx=b

Por ejemplo, el voltaje de un circuito eléctrico esta dado por

20t; 0<t<5
E(t) =
0; t>5

grafique y exprese a E(t) en términos de funciones escalén unitario.

Solucion:

La gréfica de la funcién E(t) es

y de acuerdo con la ecuacion (2) de esta la seccion, la funcién E(t) en términos de U (t—a),
siendo a =5, viene dada por

20t; 0<t<5
E(t)= =20t — 20tU (t - 5)
0; t>5
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4.7 SEGUNDO PROBLEMA DE TRASLACION

Teorema: Si£{f(t)}=F(s) entonces

L{ft-alt-a)=e>L{ft)}=e*F() ; a>0

Se da el teorema sin demostracion.

192

4.7.1 Ejemplos

1. Bvaluar £ {t—2°U (t-2)}

Solucién:

Del problema, si f(t—2)= (t —2)3, entonces f(t) =t°, y de acuerdo con el teorema
4.7, se tiene que

as 6e >
2{t-2Pu(t-2)=e>2l*}= g
por tanto
6e—25
2{t-2u-2)f= e
Sienel teorema f(t—a)=1, entonces
LUt-a)=e=xf)="°
2. Determine la transformada de Laplace de la funcion
A
i—0
T 1 2z 3
——* -
-1+ —
2+

Solucién:

Analiticamente la funcion descrita en la grafica es
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2; 0<t<2
f(t)=<-1; 2<t<3
0; t>3

gue en términos de funciones escalén unitario toma la forma

2; 0<t<?2
f(t)=4-1; 2<t<3=2-2U(t-2)-U(t-2)-U(t-3)
0; t=3

o0 bien

ft)=2-3U(t-2)-U(t-3)

de acuerdo con el teorema 4.7, se tiene que

L{fM)=2L}-3LUE-2}-LUE-3)} =

por tanto

L{f ()=

2 3e—25 e—SS
s
Determine la transformada de Laplace de

1

| T T

~¥

Solucioén:

Analiticamente la funcion descrita en la grafica es

0; 0<t<1
f(t)=<1; 1<t<?2
0; t=>2
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que en términos de funciones escaldn unitario toma la forma

0; 0<t<«1
f(t)=<1; 1<t<2=U({-1)-U(t-2)
0, t=2

de acuerdo con el teorema 4.7, se tiene que

-s -2s

L{f(O)}=£{U(t-1)-U( —2)}=;€{U(t—1)}—cf{U(t_2)}:es _e

por tanto
e—s e—25
Lift)f="—-
S
4, Evaluar
0; 0<t<27
f(t)=<Sent, 2r<t<5x
0; t>57
Solucién:

En términos de funciones escalon unitario se tiene que

0; 0<t<2rx
f(t)=<Sent; 27 <t <5z = SentU(t—27) - SentU(t —57)
0; t>5x

dado que la funcién a transformar no tiene la forma f (t —a)U (t —a), entonces el teorema

4.7 no es aplicable para este ejemplo. En la siguiente seccion se enunciara una forma
alternativa de este teorema el cual contempla una solucién para resolver estos casos.
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4.8 SEGUNDO PROBLEMA DE TRASLACION EN SU FORMA ALTERNATIVA

Teorema: Si la funcion g(t) carece de la forma f (t —a) desplazada que se requiere en
el teorema anterior, entonces

LigHUt-a)l=e>Lig) . j=e=L{gt+a)}, a>0

Se da el teorema sin demostracion.

48.1 EJEMPLOS
1. Evalle £ {SentU(t —27)}
Solucion:

En este caso g(t)=Sent y a=2x, entonces g(t+27)=Sen(t+2z)=Sent, y de
acuerdo con el teorema 4.8, se tiene que

—278
£ {SentU(t — 277)} = e 2= £ {Sent} = ©
SentU(t—27)j = LiSentj=
por tanto
e—Z;zs
LiSentU(t - 2rx) =
fSentu(t-2m)}=
2. Evalle £{3t+1U(t—-3)}
Solucion:
Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene
LiE+DUE-3)}=e > L|Bt+1) j=e*LPBE+3)+1)=

—e*£{3t+10}= e35(32+ 1soj
s

por tanto
L{Bt+DU(t-3)}= e‘35(3+ 10)

s? s
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3. Evalle £ {tU(t-2)}

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene

LhUE-2)}=e=Ll j=e®eft+2)

t>t+2

Il
D
b
w
7\
w

N P
+
w N
N

por tanto
a1 2
;B{tU(t—Z)}:ez(2+j

4. Evalle £ {e”lU (t- 3)}
Solucion:

Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene

¢ {et+1U (t _3)}: o % g {em . }: o3 {et+4}: ey {ete4 }:

- 3ss 1
—e 35e4£{et}_e 3 4(3_1j

por tanto

t+1 _ A—35+4 1
;E{e U(t—3)}_e (s—l)
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4.9 DERIVADAS DE TRANSFORMADAS

Teorema: Si£{f(t)}=F(s) y n=123,..., entonces

dn
ds"

n d”

L1 O)= (1) S2{fol=(0 S FO)

Se da el teorema sin demostracion.

49.1 EJEMPLOS
1. Evaluegﬁ{te3t}

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene

I{tem}=<-1>js;e{est}r;(;gj=(S_13)2

por tanto

£ {te3t } =

1
(s-3)°
2. Evalle X {tSenkt}

Solucioén:

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene

£ {tSenkt} = (—1)i;£{Senkt} = —d[ K ] _

ds ds\s? +k?
d 1 2S
=kKk—| ——|=kK - |=
ds(sz+k2j ( (32+k2)2]
_ 2sk
(s? +k?)
por tanto
2sk
L itSenkt; =
{ / (s> +Kk?)
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3. Evallte £ {te’tCost}

198

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene

—t —t d d >
;E{te Cost} (- 1)* { COSt} COStHs—ml_ ds(sz+1] s—>s+l:

__i s+1 (s+1 s+1)2(5+1)]_

B d (s+1)° S+1 +1] .

_ {(S+1) +1-2(s +1)° J ~(s+1)° +2(s+1] -1 _

- [(s+1 +1] [(S+1 +1] _

[(s +1) + 1]2

por tanto

(s+1)° -1

£ {te’tCost} = [(s s 1]2

Evalle X {(t ~1)e" U (t —1)}
Solucion:

Desarrollando un poco la funcion a transformar se tiene

2{t-17e Ut 1)}—;&{(? +3t-3t2 —1p Ut —1)}
f(t)
o0 bien

{t-1 e Ut -1 =L f ()} + 3Lt (1)} - 3L 2 F ()} —£ {F (©)}

si aplicamos directamente el teorema 4.9 a este problema, resultaria muy laborioso,
pues, tendriamos que encontrar segundas y terceras derivadas de las funciones
F(s) resultantes en el desarrollo, sin embargo si proponemos

LMt -1 UE-D)|= elgﬁ{et t-1°U(t —1)}

f(t)
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mediante los teoremas primero y segundo de traslacion la tarea se simplifica
considerablemente, esto es

Lt -1 U (t-1)= elf{et (t;l_)i?ﬁ‘_l)} -

f(t)

eteft-1yu-1) =

s—s-1
=e'le” i’{t:*}]m_1 = el[eS i} =
S s—s-1
6 6
— e—l e—(s—l) — e—le—(s—l) —
{ (s —1)“} (s-1)°
s b6
=e

(s-2)°

por tanto

el (t-1u-1)=e"

(s-1)
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4.10

TRANSFORMADA DE UNA DERIVADA

Teorema: Si f(t), f'(t),..., f ™2 (t) son continuas en [0,0) y de orden exponencial, y

si £ (t) es continua parte por parte en [0, ), entonces
L{FO M)} =5"F(s) =" (0)—s"2f(0) —...— F"*(0)

donde

F(s)=£{f 1)}

Se da el teorema sin demostracion.

4.10.1 Ejemplos

1. Evalle £ {ktCoskt+ Senkt}
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Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene

£ {ktCoskt + Senkt} = ;E{jt(tSenkt)} = s £ {tSenkt} — Senk(0) =

d d k 2ks?
=s(-1) % £{senkt}= -5 * -
S( )dS {en} Sd3(82+k2j (52+k2)2
por tanto
2
£ {ktCoskt+ Senkt} = LZ
(52+k2)

Suponga que una funcién y(t) cuenta con las propiedades y(0)=1;y'(0)=-1.
Determine la transformada de Laplace £ {y(t)}:Y (s) de la siguiente expresion

y” _ 4yl _ 5y
Solucién:

La transformada de Laplace de esta expresion es

{y"—4y' -5y}=2{y"j-42ly'}-52{y|

y aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene
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£{y"— 4y’ -5y} = s2£{y}—sy(0) - y'(0) — 4[s £ {y} - y(0)]-5.£ {y} =
=57Y(s) - s() - (-1) —[sY(s) ~1]-5Y (s) =
:Y(S)[52 —4s—5]—s+5

por tanto

£{y" -4y’ —5y} =Y (s)|s? —4s-5|-5+5

Suponga que una funcién y(t) cuenta con las propiedades y(0) =2;y’(0) =3. Despeje la
transformada de Laplace &£ {y(t)} =Y (s) de lasiguiente expresion

y'+y=1
Solucion:

La transformada de Laplace de esta expresion es

Ly +y}=£{1}
0 bien
£{y"t+£{yj=2£{l

y aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene

s2{y}-sy(0) - y'(0) +L{y}=
1
S

w |

s?Y(s)—s(2)-3+Y(s) =

Y (s)[s? +1]—23—3=1

1+2s2 +3s

Y(s)[sz+1]=i+23+3: g

por tanto

25 +3s+1

T )
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4.11 CONVOLUCION

El concepto de convolucion es quizas uno de los instrumentos mas eficaces en el analisis armonico;
con su empleo se obtienen con facilidad muchos resultados importantes. En la presente seccion se
definira e interpretard graficamente la convolucion de dos funciones desde el punto de vista
analitico, todo ello, orientado a la introduccion de un teorema fundamental para el calculo de la
transformada de Laplace de una convolucion.

Definicion: Si las funciones f(t) y g(t) son continuas parte por parte en [0,0) , la

convolucién de f y g se representa por f * g y se define con la integral
t

f*g:jf(r)g(t—r)dr

0

4.11.1 EJEMPLOS
1. Sea f(t)=e'y g(t) =Sent. Determine f (t)*g(t)
Solucion:

Por definicion

t t t
f(t)*g(t) =e' *Sent= IefSen(t —7)dr = [eTSen(t — r)‘ + _[e’Cos(t —7)d z} =
0 0 0

t

0

t t
:{e’Sen(t—r) +Cos(t—7)e’ —J’e’Sen(t—r)dr}
0 0

despejando la integral de lado derecho a primer miembro se tiene que
t

0

t
f(t)*g(t) = Ie’Sen(t —7)d7r = ;[e’Sen(t —7)+e"Cos(t— 2')]
0
= ; e' —Sent— Cost]
por tanto

f(t)*g(t) = ;[et —~ Sent—Cost]
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La interpretacion gréafica de la convolucion es muy Util en el anélisis de sistemas asi como en la
teoria de comunicaciones. Permite visualizar los resultados de muchas relaciones abstractas, sobre
todo en la teoria de comunicaciones. Si en los sistemas lineales s6lo se conoce en forma gréfica
f(t) y g(t) entonces la convolucion gréfica resulta util.

2. Supongamos que f(t) y g(t)son los pulsos rectangular y triangular de la siguiente figura.

gl )

&l 3 -1 i I
:_... I—.‘

Encontrar graficamente la convolucién f (t) * g(t) .

Solucién:
Por definicion

t
fxg :j f(0)g(t-7)dz...(0)
0
donde en la integral 7 es la variable independiente que, supongamos representa el tiempo
en segundos. Esquematicamente la interpretacion geométrica de la convolucion se puede
ilustrar en los siguientes cuatro pasos

a) Supongamos que f(t) y g(t)son los pulsos rectangular y triangular representados en
las gréficas siguientes

g ft)

il 3 -1 i I
:_h ?—P

b) A continuacion, en la siguiente figura se muestran las graficas de las funciones f(z) y
9(-7)

gi-t) fir)

2 ] -1 a1
fg— T

c) Paraencontrar los valores de la funcién f (t) * g(t), es necesario seleccionar diferentes
valores de t, los cuales desplazan a lo largo del eje 7 a la funcion g(—z) del inciso b).
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Para un tiempo arbitrario t, la funcién g(t—z), representa entonces, la funcién
g(—7) desplazada t segundos a lo largo del eje 7 y su gréfica es

gl t) fir)

[ -1 i
P T —
d) Finalmente, el valor de la integral de convolucion en cualquier instante de tiempo t esta
dado por la integral (1) evaluada en t, y representa el area bajo la curva producto de
f(r) y g(t—7). Dicha érea es la regién sombreada de la siguiente figura

&£ T) - fiT)
Atlelt¢)
FE o o
H
L

Por tanto, el valor de f(t)*g(t) en cualquier instante de tiempo t, es igual al area
sombrada en la figura.
4.11.2 PROPIEDADES DE LA CONVOLUCION

Si las funciones f(t), g(t) y h(t) son continuas parte por parte en [O, o), entonces las siguientes
relaciones son validas

f(t)*g(t)=g(t)= f(t) Ley conmutativa
f(t)*[g(t) +h(t)]= f(t)=g(t)+ f(t)=h(t) | Ley distributiva
f(t)*[g(t) *h(t)]=[f () * g(t)]*h(t) Ley asociativa

4.12 TRANSFORMADA DE UNA CONVOLUCION

Para motivar el calculo de la transformada de Laplace de una convolucion, retomemos las funciones
f(t) y g(t) del problema 1 de la secci6n 4.11.1 y determinemos &£ { f (t) * g (t)}.

Solucién:

L {et * Sent}:i{j'e’Sen(t —-7)d r} = ;;6 {et —Sent— Cost}:
0

t
Nota: Del problema 1 de la seccién 4.11.1 IeTSen(t - r)ir = %[ ! Sent— Cost]
0

204



TRANSFORMADA DE LAPLACE

_ ;[ i{e‘}_;t’,{Sent}—;B{Cost}]=

111 s
_2{3—1_32+1_32+1}_
1] s +1-(s-1)-s(s-1) |
_2{ (s—-1)(s® +1) }_
1 1
T (s-1) (s +1)

por tanto

1 . 1
(s-1) (s®*+1)

£ fet + Sent]=

Como pudimos apreciar, para realizar el célculo de la transformada de Laplace de una convolucion,
fue necesario dividir al problema en dos etapas. La primera, realizar el calculo de f(t)*g(t),
resolviendo la integral de la definicion 4.11 y posteriormente la determinacion de £ {f (t)* g(t)}.
En la practica lo anterior podria resultar no ser lo mas conveniente, pues, el calculo de la integral
para la obtencién de f (t) * g(t) depende directamente de la forma de las funciones f(t) y g(t),y

dado este hecho, tiene la posibilidad de complicarse demasiado. Sin embargo, mediante la
aplicacion directa del siguiente teorema, la determinacion de la transformada de Laplace de un
convolucién de dos funciones resulta ser practicamente inmediata.

4.12.1 TEOREMA DE CONVOLUCION

Teorema: Si f(t) y g(t) son continuas en tramos en [0, ) y de orden exponencial,
entonces

L{f xgj=2{f ()} L{g®)} = F(s)G(s)

Se da este teorema sin demostracion.

4.12.2 EJEMPLOS
1. Evalte £ {et * Sent}
Solucién:
Aplicando directamente el teorema 4.12.1 tenemos que

1
s +1

£ fet +Sentj = fe' }:£ {Sent} = ;1 :
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por tanto

1
s?+1

;E{e‘ *Sent}:sil-

t
2. Evalte £ {j SenzCos(t —7)d r}
0

Solucién:

Por la definicion 4.11

t
;B{ j SenzCos(t — z‘)dr} = £ {Sent* Cost}...(1)
0
aplicando en (1) directamente el teorema 4.12.1 tenemos que

t
;C{[ SenzCos(t - r)d z‘} = £ {Sent* Cost} = £ {Sent} £ {Cost} =
0

1 s s
5?41 52+1_(32 +1)2

por tanto

t
L3 | SenzCos(t — r)dr} =
{! (52 +1)2
3. Evalle £ {e’t * etCost}
Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.12.1 tenemos que

£ {e’t * e‘Cost}z L {e" };6 {etCost} =
-ty {Cost} =

s+1 o575

ler T. de traslacion
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por tanto

s+1 s*+1, .,
1 s—-1

Ts+1 (s-1) +1

s—-1

2l «e'Cost}= s+1 (51 +1
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4.13 TEOREMA DE UNA INTEGRAL

t

Si en la definicién 4.11 g(t) =1, entonces f(t)*1= I f (zr)dz; en este caso, si deseamos obtener
0

de la transformada de Laplace de f (t) #1 mediante el teorema de convolucion, nuestro calculo se

reducird a la determinacion de la transformada de Laplace de la integral de la funcién f (t) esto es

sﬁ{jf(r)dr}:I{f(t)*l}=;6{f(t)};6{1}:FS’)

0

Dado lo anterior podemos entonces enunciar el siguiente teorema

Teorema: Si f(t)es una funcién continua tramo por tramo en [0,o0) y de orden

exponencial, entonces
{j f (z)d } ng)

Se da este teorema sin demostracion.

4.13.1 EJEMPLOS
t

1. Evaluegﬁ{jCOSzdr}
0

Solucién:

{ICOSTdT}— {Cost}(lj ° 21
s) s(s? +1) s°+1

por tanto

F 1
{ICOSZCIT}= 5
5 s“+1
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t
2. Evalle x{jﬁemd r}
0

Solucion:
i 1 d
L1 |:Sendr=LitSent] = |=(-1)— L Sent; =
{j en T} {en}@ (1) isent
B 1d( 1 )_
~ sdsls®+1)
21 2 2
S (52 +1)2 (52 +1)2
por tanto

i{i,senm}: v 31)2

t
3. Evalte X {jze"d r}
0

Solucion:
t
i{jze_’dr}: d {J‘ze_rdr} d e E i:ﬁ _tt 1
0 ds s
i
d 1 32
=—7;Bt - =_7 N7 Zls—os+l
dS { }sas+1[s)
o
_d|(s+1)7 | _ s+1 s+1)] _
ds S dS s(s+1)° (s +1)
_2s(s+1)+(s+1) 2 L1 3s+l
s?(s+1)° s(s+1)°  s?(s+1)° s*(s+1)
por tanto

t 3s+1
Li|we7drt =
{! } 5?(s +1)
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4.14 TRANSFORMADA DE UNA FUNCION PERIODICA

Si el periodo de una funcién es T >0, entonces f(t)=f(t+T). Se puede determinar la
transformada de una funcién periddica por integracion sobre un solo periodo.

Teorema: Si f(t) es continua por tramos en [0, oo), de orden exponencial y periddica
con periodo T

1 -j‘
= | e f(t)dt
1-e" 4

£{f ()}

Se da este teorema sin demostracion.
4.14.1 EJEMPLOS

1. Determine la Transformada de Laplace de la funcién periddica de la siguiente figura

S &

14

._._._________
=
L) ——— — —

=

Solucion:
El tamafio del periodo es T =2, ademas, la representacion analitica de la funcion de la

grafica es
t; 0<t<l1
f(t)=
0; 1<t<?2

aplicando directamente el teorema 4.14

se{f(t)}=1_iﬂ [e ot -

1 1 2
= J'e‘Sttdt+J‘e‘St(O)dt}=
1-e7 |y 1
B —st|1 1
= 1_25 e +1J.e‘5tdt}:
1-e7| s \0 S%
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1 [ te™ 1 ]t
1-e®| s +sTe B
0
1

_ __e‘s_e‘s+1}:
1-e*| s s* §°
1 [-ser—er41]
Tl-e®| s? }_
_1-e>(s+1)
- 1—e 25 )g2

por tanto

1-e*(s+1)

LHOI= e

2. Determine la transformada de Laplace de la funcion periddica de la siguiente figura

J &

ol

Solucién:

El tamafio del periodo es T =2, ademas, la representacion analitica de la funcién de la
grafica es

t; 0<t«l
F(t) = )
—t+2 1<t<?2

aplicando directamente el teorema 4.14

1 7o
L{f )= = Je ™ fdt=
0
1 1 2
_ —st —st _
== De tdt+e (—t+2)dt}—
0 1
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e 'tdt je‘“tdt +2 j e‘“dt}

M1

!
1 tet ! - te™™
= + = e vdt —
[ e,

2 2 —st
+ 1 j ‘StdtJ e
S S

1

multiplicamos y dividimos el resultado anterior por e°

= gs _ees—s 2 I:e_ZS -2 +1]:

e°*-2+e° e'+e° -2 2Cosh(s)s—2 1{Cosh(s) —1} ~
SZ

- (es —eck? (es —ev)k? 2s2Senh(s) Senh(s)

= izTan h(s)
S 2

por tanto

L{f(t)}= Tanh( j

415 TRANSFORMADA INVERSA

En la presente seccion, invertiremos nuestro problema, esto es, dada la funcion F(s),
nuestro objetivo serd ahora encontrar la funcion f(t) que corresponda a dicha
transformacion.

Definicion: Se dice que f(t) es latransformada inversa de F(S) y se expresa por

ft)=22 {F()]

Es importante notar que el operador £ es también un operador lineal, esto es, si ay son
constantes entonces
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1{aF (5) + AG(8)}=a p1{F ()} + B £1{G(5)]

siendo F(s) y G(s) las transformadas de f(t) y g(t). La aplicacion de este nuevo operador a
funciones de la variable s, es casi directa. llustremos este hecho con ayuda de la siguiente tabla.

En la tabla 2 se presentan las transformadas inversas de algunas funciones elementales de variable
S.

No. F(s) L1{F(s)}= f(t)
1 1 1
S
2 1 t
s?

3 | n

?-1 ,nh>0 t
S +.
4 a
t” 1ﬂ(0[7::I'),05>—1 t
Sa+

5 k Senkt
s? +k?

6 S Coskt
s? +k?

7 1 eat

s—a

8 k Senhkt
5% —k?

9 S Coshkt
s? —k?

10 | nAat
Lﬂﬂ, n>0 te
(s-a)

Tabla 2

4.15.1 EJEMPLOS

1
1. Evalle L1 {Sz}

Solucioén:

Usando el resultado 3 de la tabla 2
n!
24— Lt
i {Sml }
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214

para N =2 se tiene que

por tanto

1
Evalue cf_l{SZ + 64}
Solucion:

Usando el resultado 5 de la tabla 2

k
;6'1{32 . kz}: Senkt

para k =8 se tiene que

1 1 8 1
i == . = —Sen8t
£1{32+64} 8I1{52+64} 8

por tanto
1 1
: = —Sendt
il{sz +64} 8
, 1{3S+5}
Evalle £ 247
Solucién:

Aplicando la propiedad de linealidad del operador £*

1{3S+5}—3 1{ 5 }+5 1{ 1
L5217 L5217 L5247

}
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usando en la expresién anterior los resultados 5 y 6 de la tabla 2
pt S _ Coskt 1 {k} = Senkt
e e R CR S

para k =+/7 se tiene que

1{3S+5}—3 1{ S }+5 1{ 1 }—
L5247 L5217 L5247

5
=3C0s+/7t + — Sen/7t
7

por tanto

3s+5 5
19— =3C0s+/7t + —Sen+/7t
£1{82+7} T 7 7
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4.16

FORMA INVERSA DEL PRIMER TEOREMA DE TRASLACION

Teorema:

;6-1 {F (S - a)} =£-l {F (S)‘s—>s—a } = eat f (t)

Si f(t) =£1{F(s)}, entonces la forma inversa del teorema 4.5 es

Se da este teorema sin demostracion.

4.16.1 EJEMPLOS

216

s—4
1. Evalte £* {(3—4)2+2}

Solucioén:

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene

s-4 4t { S } 4t
] Lot = e*Cos-/2t
il{(s—4)2+2} L5742 \

por tanto

P # =e*Cos-/2t
(s—4) +2

S
Evalue I_l{SZ + 6S +11}

Solucioén:

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene

s s
i_l{sz +65 +11} =°f_l{(s2 +65+9)+ 2} -
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por tanto
oo
L 52 165 +11
1 N 1
1 Pl
Evalte £ (8—1)3 s2125_8
Solucion:

e *Cos-/2t —

S _at 1
— A3t - —3e - =
=€ £1{52+2} £1{32+2}

-3t
— e %Cos-/2t — 3e Sen-/2t
J2

3e =3t

2

Sen-/2t

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene

fl{( :

s—1)°

por tanto

1

1
;6'1{(3_1)3 i s?+25s-8

+ 2
S°+25-8

1 B 1
cefbfralil)-
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4.17 FORMA INVERSA DEL SEGUNDO TEOREMA DE TRASLACION

Teorema: Si £L1{F(s)}= f(t), entonces la forma inversa del teorema 4.7 es

1 F ()= F)_  Ut-a)=

t—t

=f@) Ut-a)="f(t-aJ(-a)

Se da este teorema sin demostracion.

4.17.1 EJEMPLOS

efnSIZ
1. EvalGe £'1{ }

s°+9

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos

—7s12
e 1 V4
: = . Ult—=|=

U[t—”)z

tot-7/2 2

I LA T P
3 2 2

= 1Sen3t
3

pero
Sen(A+ B) = SenACosB— SenBCosA
entonces
Sen(3t - 37[] = Sen3tCos S _ Sen3—ﬂCos3t = Cos3t
2 2 2
por tanto

e 2] 1 Vs
. =_Cos3tU|t—"—
I1{52+9} 3 ( 2]
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e—/zS
cpqd
Evalte £ {52+1}

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos

ol el
1 —p-1
L5711 57 11

Ut-z)=Sent U(t-z)=

tot-—7

=Sen(t—7)U(t—x)

pero

Sen(t — ) = SentCosz — SenzCost = —Sent
por tanto

1 I -SentU(t — )
L5741
e—S
, g =

Evalle £ S(S +1)
Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos

e’ | 1
L5+ £ s+

Ut-)=pad—
£ ( 1)2 1
S+=| —=

Se completo el binomio |, 4

4 to>t-1

1
=2e55mﬂ(1t—1}Ja—n
2 2

_s Y
P € =2e ZtSenr(lt—ljua—l)
s(s+1) 2 2

por tanto

U(t-1) =

_e 2 gt 1 U-1-=
2
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4.18 FORMA INVERSA DEL TEOREMA DE CONVOLUCION

Si f(t)y g(t) son las transformadas inversas de F(s) y G(S)

Teorema:
respectivamente entonces la forma inversa del teorema 4.12.1 es

LHF()G(s)} =L {F(s)} £L1{G(s)} = F () *g(t) = j f(r)g(t-r7)dr

Se da este teorema sin demostracion.

4.18.1 EJEMPLOS

1. Evalie £1 {1} =
(s-D(s+4)

Solucioén:

Aplicando directamente el teorema 4.19 se tiene

. 1 _1{11}:
* {(s—l)(s+4)}:£ (s-D(s+4)

1 1 1 1 —el*e™ =
LN - [L ) (s+4)

t
ere74(tfr)dz_ :J‘ere74t+4rdz_ —
0

por tanto

I—l{ 1 }: el _p™
(s=D(s+4) 5
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1
2. Evalle £* {(Serkz)z}

Solucién:

Aplicando directamente el teorema 4.19 se tiene

e e T 110 + k)

1 1
:;6'1 =
{(52 +k?) (s> + kz)}
1 1 1 .

1 t
= k2.(|;Senkz’5enk(t—r)dr

pero
Cos(A+ B) = CosACosB — SenASenB
Cos(A - B) = CosACosB + SenASenB
Cos(A+ B) —Cos(A—B) = -2SenASenB
entonces
L L o e~ cos] |
1 = Coslkz —k(t—7)[dz —| Cos|kz + k(t —7) dr}=
£ (Sz+k2)2 K2 _,!. _([
1 [t t
=5 j Cos(2kz — kt)d 7 — Cos(kt) j df} =
L0 0
r t
_ 12 Sen(2kz — kt) _ Cos(kt) | =
2k* | 2k 0
_ 1 Senkt—tCoskH Sen(kt) _
2k?| 2k
_ 12 Senkt—tCoskt} _ Sen3I<t_ tCoszkt
2k“| Kk 2k 2k

por tanto

. 1 _ Senkt  tCoskt
£ (Sz+k2)2 e ok ?2
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4.19 FRACCIONES PARCIALES Y LINEALIDAD

El manejo adecuado del método de descomposicion de una funcion de variable s en fracciones
parciales o fracciones simples, determina un factor fundamental en la determinacion de
transformadas inversas de Laplace. La técnica es exactamente la misma que se emplea para resolver
integrales indefinidas cuyos integrandos son funciones racionales. A continuacién se presenta de

manera sistematica esta técnica aplicada a una funcién de la forma F (%(s) :

F(s)

1. Dividir en caso impropio: Si G(s) es una fraccion impropia, ( es decir, si el grado del

numerador es mayor o igual que el del denominador) entonces dividimos F(s) por G(s)
para obtener

FGs) (Un polindmio) + R(s)
G(s) G, (s)

2. Factorizar el denominador: Factorizamos completamente el denominador en factores de los
tipos

(ps+q)" vy (as2+bs+c)n

\—ﬁ(_—J
Factor lineal Factor cuadratico
donde as® +bs+c es irreducible.

3. Factores lineales: Para cada factor lineal cuadratico (ps+q)m, la descomposicion en
fracciones simples debe contener la siguiente suma de m fracciones simples

A A, Ay

- Foot
ps+q  (ps+q)’ (ps+q)"

Zax " 2 n - s
4. Factores cuadraticos: Para cada factor cuadratico (as” +bs+c) , la descomposicién en
fracciones simples debe contener la siguiente suna de n fracciones

B,s+C, B,s+C, B,s+C,
5 + 2+...+ 5 n
as’ +bs+c  (as? +bs+c) (as? +bs +c)

En los siguientes ejemplos, se ilustra la aplicacion de esta estrategia para determinar la

transformada inversa de Laplace de funciones con forma F (% (s)"
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4.19.1 EJEMPLOS

1. Evalle ‘fl{(s ~1)s jz)(s + 4)}

Solucién:

De acuerdo con el punto 3 que establece el método, en este caso la descomposicion en
fracciones simples queda

g1 - A B S
L (-2 s+2)s+4)] L ls-1 s+2 s+4] "

desarrollando la suma de fracciones en segundo miembro de (1)

1 A B C _
(s—l)(s+2)(s+4)_s—1+s+2+s+4_

_ A(s+2)s+4)+B(s—1)s+4)+C(s-1)s+2)
- (s—1)s+2)s +4)
_ Als?+65+8)+B(s? +35—4)+C(s? +5-2)
- (s—1)s+2)s+4)
_ As? +6As+8A+Bs?+3Bs—4B+Cs*+Cs—2C
- (s—1)s+2)s+4) -
_ s’(A+B+C)+s(6A+3B+C)+(8A-4B-2C)
- (s—1)s+2)s+4)

de donde
1=5*(A+B+C)+s(6A+3B+C)+(8A-4B—2C)
entonces
A+B+C=0
6A+3B+C=0
8A-4B-2C=1
resolviendo el sistema tenemos que
A= i B= —1; C= 1
15 6 10

sustituyendo en (1)
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NI

s—1)s+2)s+4 s-1 s+2 s+4
Lol s el o)
_ Ay ———p— — ply—— — pl—— =
=t s-1) 6% s+2) 10 |s+4

por tanto

. 1 I S G
L (-1 s+2)s+4) 15 6 10

s+1
7 -1 - @@
2. Evalte £ {Sz(s+2)3}

Solucioén:

De acuerdo con el punto 3 que establece el método, en este caso la descomposicion en
fracciones simples queda

.187+1=.1é+E+C+D+E @
L2612 [ s 87 (s+2) (s+2f (s+2°) "

desarrollando la suma de fracciones en segundo miembro de (1)

s¢+1 _A B _C D _ E _
s?2(s+2)° s s° (s+2) (s+2) (s+2)
_ A(sYs+2) +B(s+2)° +C(s+2)’s* + Ds*(s +2)+Es® _
- s?(s+2)° -
_ As(s® +652 +125+8)+ B(s® + 657 +125 +8)+ Cs?(s? + 45 +4)+ D(s°® + 252 )+ Es>

- s?(s+2)°

_ As® +6As® +12As? +8As+Bs® +6Bs? +12Bs+8B+Cs* +4Cs® +4Cs? + Ds® +2Ds? + Es?
s%(s+2)°

de donde

s+1=5"(A+C)+s°(6A+B+4C+D)+s*(12A+6B +4C + 2D + E)+s(8A+12B)+(8B)
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entonces

A+C=0
6A+B+4C+D=0
12A+6B+4C+2D+E=0

8A+12B=1
8B=1
resolviendo el sistema tenemos que
acl gl el g ogot
16 8 16 4

sustituyendo en (1)

Josar 1o he ks He M
;Blsz £t s+32+

(s+2) (s+2) (s+2)

1 1{1}+1 1{1}+1 1{1}_1 1 1 _
:_EQB S SI s? 16‘1z S+2 4‘1z (S+2)3

1
T £'1{3} )
16 8 16 4
1t 1 a1
— et
16 8 16 4

por tanto

;6-1 Ll:; :—i+£+ie_2t_£e—2tt2
s?(s+2) 16 8 16 4

35-2
Evalué X1 {m}
Solucion:

De acuerdo con los puntos 3y 4 que establece el método, en este caso la descomposicion en
fracciones simples queda

35-2 {A+B+C+DS+E} 0
1 = 1y T Ty Y R
£ ﬂm Ls "2 52 744
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desarrollando y simplificando la suma de fracciones

35-2 _A B C Ds+E
- 2 a2

3(2 )_ taetat
s°ls“+4) s s° s s°+4

se tiene
3s-2=5*(A+D)+s*(B+E)+s?(4A+C)+5s(4B)+4C
de donde
A+D=0
4A+C =0
4C =-2
B+E=0
4B=3
resolviendo el sistema tenemos que
A:£1 B:§1 C:_l, D:_E; E:_§
8 4 2 8 4
sustituyendo en (1)
1 3 1 s/ .3
Ta-2 | [% % % %%l
L (s2+4)) L7 s 2 s (s?+4
1 1 +3 1 1 1 1 S 3 1
1 — Pl — — Pl — — p-1 — — -1 =
=L s T a L2 2L 0 8L 52 44) 4L |s2+4
2
:1+3—t—t——1C052t——Sen2t
4 4

por tanto

_ 2
i—l{ 35-2 }:1+3t—t—;C052t—gSen2t

s3(s? +4) 8 4 4
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4.20  APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

El método de transformada de Laplace aplicado a la resolucion de problemas en los cuales
intervienen ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, se puede esquematizar de
la siguiente manera

Ecuaciin
Duferencial

Es importante recalcar que este método, como se menciono en los primeros parrafos de esta unidad,
incorpora en forma directa las condiciones iniciales dadas en la solucién, y por tanto, no son
necesarias las operaciones implicadas para la determinacion de las constantes en la solucion general
de la ecuacion diferencial dada.

L

Solucidn de la
eCuacion
diferencial
original

Resolver
ecuacidn
Tranformada

Ecuaciin
Transformada
36))

4.20.1 EJEMPLOS
1. Resolver y'—3y=¢e”; y(0)=1
Solucion:

Paso I. Transformar

2{y'}-32{y}=2’

g
SY(s) - y(0) - sv(s)—l2

Paso Il. Resolver ecuacion transformada

1
Y(s)[s-3]-1= =

S
Y(9)s-3]= 12+1_1zS 2= ::;
s-1
YO =69

Paso Ill. Transformada inversa

1 oa s-1
LN )= {(s—zxs—s)}
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usando fracciones parciales se tiene

s—-1 A B  A(s-3)+B(s-2)

(5-26-3) (-2 (-3  (s-2)(s-3)
_As—3A+Bs-2B _(A+B)s—(3A+2B)

(s—=2)(s-3) (s—2)(s-3)

de donde

A+B=1

3A+2B =1
luego

B=2; A=-1
entonces
1 1
LY (s)} = —I‘l{_2}+ 245 3

por tanto

y(t) = —e* +2e™

es solucion de la ecuacion dada.

2. Resolver y"—6y’+9y=t’e> y(0)=2 y'(0)=6
Solucion:
Paso I. Transformar
iy -6.£{y}+9£{y} =2 ¥t?}
52Y(5) - 5y(0) - y'(0) ~ B[SY (5) — y(O)] +9Y () = £ ]

S?Y(S)—25s—6—6sY(S)+12+9Y(s) = 2
S

$—>s-3

3

$—s-3

Y (s)[s —63+9]—23+6:W

Paso Il. Resolver ecuacioén transformada

+25—6:72 +2(s—-3)

, 2
YOE=9"= "3 (s-3)°
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2 2
= +
(s-3)° (s-93)

Y (s)

Paso Ill. Transformada inversa

-1 _ -1 1 -1 1
Le)=2s {<s—3)5}+2£ {(s—3>}

y(t) = 2% £ {315} +2e¥

4
y(t) = 2e* (le +2e%

por tanto

12

y(t) = +2e*

es solucion de la ecuacion diferencial dada.

Resolver y"+4y'+6y=1+e" y(0)=0 y'(0)=0
Solucion:

Paso I. Transformar

Ly} + 4L {y'+ 6;6{y}:;6{1+e‘t}
1

S2Y () + sy(0) — y'(0) + 4[sY (5) - y(0)]+ 6Y (s) = i+ —

$2Y () + sy(0) - y'(0) + 4sY () — 4y(0) + 6Y (s) = 1+ sl+1

Paso Il. Resolver ecuacién transformada

s+l+s 2s+1
s(s+1) B s(s+1)
B 2s+1
s(s+1)(s? +45+6)

Y(s)[s2 +4s+6|=

Y (s)

Paso Ill. Transformada inversa

1 o 2s+1
L) =« {s(s+1)(sz+4s+6)}
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usando fracciones parciales

25 +1 A B Cs+D

= -
s(s+1)(s* +4s+6) s s+1 s’+45+6

desarrollando se tiene que

2s+1= A(s+1)(s® +45+6) + Bs(s® + 45+ 6) + (Cs + D)s(s +1)
2s+1=(As + A)(s® +4s+6) + Bs® +4Bs® +6Bs + (Cs + D)(s” +5)

2s+1=As® +4As? + 6As + As? + 4As +6A+ Bs® + 4Bs? +6Bs +Cs® + Cs? + Ds? + Ds
2s+1=5*(A+B+C)+s?(5A+4B+C+D)+5s(10A+6B+D)+6A

de donde
A+B+C=0
5A+4B+C+D=0
10A+6B+D =2
6A=1
luego
A=£, B=1, C=—l, D=—§
6 3 2 3
entonces
cto-pef] el et ol
6 S 3 s+1] 2 s“+4s+6) 3 S +4s+6
y(t)_l E—t 1 (s+2) 2 §£.1 12
6 3 2 (s+2) +2| 3 (s+2)°+2
WO=grget-ten S b L Semen 1L
6 3 2 (s+2) +2 (s+2)°+2) 3 S°+2
1 e' 1 S x 1 5e 2
="+ — eyl = e pl - Sen-/2t
y® 6 3 2 {32+2} {32+2} 3.2 2
1 et 1 , e?Sen /2t 5e™
t)=—+- — ~e2Cos-/2t + - Sen-/2t
YO=5+73 "3 A J2 3.2
por tanto

-2t
; 6 Cos ﬁt_Ze Sen./2t

1 et
f)=—+—-—
y(t) 5" 3 32

es solucion de la ecuacidn diferencial dada.

230



TRANSFORMADA DE LAPLACE

4. Resolver X"+16x=Cos4t  x(0)=0 x'(0) =1

Solucién:

Paso I. Transformar

L{x"}+16 £ {x} = £ {Cos4t}

s*X (s) —sx(0) - x'(0) +16X (s) = s? +16

Paso II. Resolver ecuacioén transformada

s
s?+16
s
X (s)|s? +16|= +1
()[ ] s’ +16

B s N 1
(s +16)> s*+16

X (s)[s? +16]-1=

X(s)

Paso Ill. Transformada inversa

J:-l{X<s>}=£-l{ : : }

+
(s* +16)> s*+16

1 _pi S -1 1
X ()=2 {(32+16)2}+£ {sz+16}

P {X (S)} =£'1{ S S }+ Sen4t

2416 s’ +16) 4
S S Sen4t
LEIX(s)j=L£1 o L1 +
Xe) {sz +16} {sz +16} 4
Sen4t}r Sendt
4 4

X(t) = [Cos4t *

Sen4t

t
= ij [Cos4:Send(t —7)|dr +
0

pero

SenACosB = ;[Sen(A— B) + Sen(A+ B)]
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entonces
X(t) = - j [Sen(4t — 4z — 47) + Sen(4t — 4z + 4z)Jdr + oMt _
t
-~ [[sen(at - 87) + Sen(at)ld + Sendt _
0
t
1{Cos(4t 87) zSen(4t)} | Sendt _
8 0
1[Cos( At) 4 tSen(4) - Cos(4t)}+ Sen4t
8 4
como
Cos(-0) =Cos@
Sen(-#) = -Send
entonces
Cos4t tSen4t Cos4t  Sen4t
x(t) = - +
64 8 64 4
por tanto
tSen4t Sen4t
x(t) =

4

es solucion de la ecuacion diferencial dada.

5. Resuelva X" +16x = f(t), x(0)=0;x'(0) =1, donde

Cosdt:0<t<rx
f(t)= { ,
ot

Solucion:

La funcion f (t) en términos de la funcién escal6n unitario es
X" +16x = Cos4t — Cos4tU (t — )

Paso I. Transformar

L{X"}+16 £ {x} = £ {cosat} £ {cos4tu(t — 7)}
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usando la forma alternativa del Segundo teorema de traslacion

$2X(5) +SX(0) + X'(0) +16X (s) =, > —e ™ £ {Cos4t)
s°+16
S s S

X (s)(s? +16) +1= —e
(X ) s’ +16 s +16

Paso Il. Resolver ecuacioén transformada

S 1 . s
=72 2 2 —-¢€ 2 2
(s“+16)° s +16 (s® +16)

X(s)

Paso Ill. Transformada inversa

;E‘l{X(s)}:;E‘l{z > 2}—;6'1{ 1 }—;e-l{e’ﬁz > 2}
(s +16) s +16 (s +16)

entonces

tSendt  Sendt tSen4t\

( ) 8 4 8 ‘t—)tﬁr ( ﬂ.)
_ tSendt  Sendt  (t —)Send(t — ) U(t-7)
8 4 8
por tanto
X(t) = tSendt  Sendt  (t —x)Send(t — ) U(t-7)

8 4 8

es solucion de la ecuacidn diferencial dada.

4.20.2 ECUACION INTEGRAL DE VOLTERRA

En la presente subseccion, ampliaremos la aplicacion del teorema de la convolucion para encontrar
una funcidén desconocida bajo el signo integral e implicita en una ecuacion integral de Volterra cuya
forma es

f(t) = g(t)+j f(o)h(t—7)dz...(1)

En la ecuacion (1), f(t) es la funcién incégnitay g(t), h(t) son funciones conocidas. Cabe hacer
notar que el método de solucion que se sigue para resolver (1), es el mismo que se describe en el
diagrama esquematico presentado en esta seccion para determinar la solucion de una ecuacion
diferencial lineal.
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4.20.3 EJEMPLOS

t
1. Resuelva f(t)=3t2—e™ - j f(r)e"dr

0
Solucién:

Paso I. Transformar

L{f ()= 3;e{t2}—;e{e-t}—x{j f (r)e”dr}
FO =4 2 )- 2L elro)ek)

6 1
P s {F‘S)SJ

Paso Il. Resolver ecuacién transformada

F(5)+ F(s) g 1

F(s)(1+ j
s S s+1
s—1+ 6
Ly ?‘m

F(S)[s 1} ?_ﬁ

6 1 Ys-1
CHEEE

F(S)=6(SA_1)— s—1
S s(s+1)
6s-6 s-1
Fs) = st s(s+1)
F=o -0 51
s s s(s+1)

Paso Ill. Transformada inversa

1 _-13_-13_-1 s-1
LHFE)= {53} * {s“} * {s(s+1)}
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2 3 _
f(t)ZGL_GL_;g-l s-1
2 6 s(s+1)

usando fracciones parciales

s-1 A B

=4+
s(s+1) s s+1

desarrollando se tiene que

s—1=A(s+1)+Bs
S—1=As+A+Bs
s—-1=s(A+B)+A

de donde
A+B=1

=1
luego

B=2
entonces

o-a e vnfl) el 2]
S s+1

por tanto

ft)=3t" —t>+1-2¢"
es solucidn de la ecuacion integral dada.
4.20.4 APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE A CIRCUITOS ELECTRICOS

Como ya se discutié en los preliminares de las presentes notas, una formulacion mateméatica de
problemas en las distintas areas de la ciencia y la ingenieria, a menudo conduce a ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. En esta seccidon, mostraremos como la
transformada de Laplace es empleada, para dar solucion a problemas en el area de la electrdnica.
Como ejemplo ilustrativo aplicaremos la transformada de Laplace para determinar la corriente i(t)
en un circuito eléctrico LRC en serie. Previo al ejemplo, se da una breve descripcion del circuito
LRC en serie.
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En un circuito simple (de Lazo) o en serie, la segunda Ley de Kirchoff establece que la suma de las
caidas de voltaje a través de un inductor, un resistor y un capacitor es igual al voltaje aplicado

E(t).

e ] R =

L$; Ri(t); iﬁ&wr

donde i(t) es la corriente y L, RyC son constantes, la corriente en un circuito como la de la
figura esta definida por la ecuacion Integro-diferencial

L$+RKD+éy&br:Ea)“®

Cabe puntualizar que el método de solucién que se sigue para resolver una integro-diferencial como
la ecuacion (1), es el mismo que se emplea para determinar la solucién de una ecuacion diferencial
0 una ecuacion integral de Volterra.

4.20.5 EJEMPLOS

1. Determine la corriente i(t)en un circuito RLC en serie, cuando L =0.1h, R=20Q y
C =107f; i(0) =0 y el voltaje aplicado es el que se muestra en la figura

e -

Solucién:

La forma analitica del voltaje aplicado cuando t > 1 de la figura es

120t ; 0<t<1
E()=
0 ; t=>1

que en términos de funciones escaldn unitario adquiere la forma
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E(t) =120t —120tU (t —1)
entonces la ecuacidn integro-diferencial (1) se transforma en

t
0.1(i") + 20i +10° j i(r)dr =120t —120tU (t —1)
0
Paso I. Transformar

0.1£{i"}+20L{i}+10°L tu Mz =120 £{t}-L{tU(t-1)} ]
“

0.4[51 () - i(0)]+ 201 (5) +10° | (SS) _ 120{512_ ‘; e }

S
Paso Il. Resolver ecuacién transformada

Multiplicando por (10s) a ambos miembros de la expresion anterior se tiene

.

s?1(s) + 2001 (s) +10*I(s) = 120({1

1

I(s)[s? +200+10000] = 1200{
S

I (s)(s +100)° = 1200{1 e es:|
s s

B 1 e e
)= 1200[5(5 +100)°  s(s+100)7 (s+100)° }

Paso Ill. Transformada inversa

resolviendo por separado las transformadas inversas de la expresion anterior tenemos

pi{l(s)}=i(t)...(2)

R

t
_ 1*te—100I _ J‘Te—looadz_
0
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de donde
u=r dv=e""dr
-1007
du=dr -_¢
100
entonces
£ 1 —_ © " 1 j‘ p 10054 —
s(s +100)° 100 1oo0
_ _Teiloor . 1 1007 t _
100 10000 o
_tgloot  g-l00t 1
= - +
100 10000 10000
luego

. 1 B te—lOOt e —-100t 1
S (= - + ...(3)
s(s +100) 100 10000 10000

por otro lado

U(t-1) =

e 1
! — 1
{ﬁs+10®2} {s@+400f}tﬁ4
_ 1\a-100(t-1) ~100(t-1)
:ﬂjtlk 4+ £ + L }UG—D

100 10000 10000
luego
-s _ 1)n-100(t-1) -100(t-1)
RS N U R S YOOI
s(s +100) 100 10000 10000
finalmente
e® 1
s g — T . — Ut-1)=
{(s+1oof}' {(s+100f}}%t1
__ 4-loot Ay _
=€ t‘tat—lu (t 1) o
— e—lOO(t—l) (t _ lp (t _ 1)
luego
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e {(e} _ e (1) (t-1)...(5)

s +100)°

sustituyendo (2), (3) ,(4) y (5) en (1) tenemos por tanto que
i(t) = 235[1—U (t-1)]- 235[e-l°Ot —e My (t—1)]-12te  —1188(t —1)e X VU (t-1)

es la corriente pedida.

La ecuacion diferencial de un circuito LR en serie es

di .
L HRI=E®..Q)

Determine la corriente i(t) cuando 1(0) =0 dado el voltaje periddico aplicado E(t) en
forma de la funcion de onda cuadrada siguiente

Eit) 4

ol

Solucién:

La transformada de Laplace de la ecuacion (1) es

Le{it+RLfif=£{E®)}...(2)
donde

il 1(s)—i(0) =sl(s)...(3)

i't=s
L{it=1(s)...(4)

como E(t) es una funcién periddica, con periodo T =2, entonces para un periodo
tenemos que

1 ; 0<t<l1
E(t) =
0 ; 1<t<?2

y de acuerdo con el teorema 4.14
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T 1 2
LEO)- [ E= o e @atfe <o>dt} -
1 [ e
T1-e® s l:
_ 1 __e‘s+1}: 1-e* _
1-e®| s s| sfl-e?)
1-e7® 1

Tsi—et)iret) sfi+e)
luego

;E{E(t)}:quT)...(S)

sustituyendo (3), (4) y (5) en (2)

Lsl(s) + RI(s) :Jl:?)

Paso Il. Resolver ecuacion transformada

I(s)L(s+RJ— !
L) sil+ e’ )

I1(s) = !

et

0 bien

_(L)|R_ R 1
'(”‘U s (HRJ [1+e5j'”(6)

%,—/
por desarrollo en fracciones
parciales

recordando la serie geométrica
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1
1—=1—x+x2—x3... X <1
+ X
si X =e"°, entonces
1 -s -2s -3s
1 —=l-e”+e " —e " +... ...(7)
+e

sustituyendo (7) en (6)

=—|—— - +...]=
R|s S S S
_l 1 ~ efs N 6725 ~
R S+— S+— s+E
L L

Paso Ill. Transformada inversa

Aplicado el teorema 4.18 a cada termino de la serie se tiene por tanto que

it) = é[l—U(t—1)+U(t—2)—...]—
CR(t-1) R(t-2) CR(t-3)

R

0 equivalentemente

1 Rl e ~Ren)
|(t):R{1—e L}+RZ(—1)"(1—e L JU(t—n)

n=1

Rt
_1{ L _g ?U(t—1)+e L Ut-2)-e TU(t—3)+...
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UNIDAD V

SoLucliON DE ECUACIONES DIFERENCIALES USANDO SERIES DE POTENCIAS

51 INTRODUCCION AL USO DE SERIES

Al momento hemos restringido nuestra atencion al estudio de ecuaciones diferenciales cuya
solucion se puede obtener en forma exacta. En general una ecuacion diferencial lineal de orden n
tiene solucidn Unica y exacta si sus coeficientes son constantes, es decir, estos no dependen en
forma explicita de la variable independiente. Desafortunadamente la mayor parte de las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes variables, (con excepcion de la ecuacion de Euler-Cauchy
estudiada en la seccion 3.6 de la unidad I11) no se pueden resolver de manera exacta en términos de
funciones elementales. En la presente unidad se desarrolla un método muy ingenioso para resolver
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables, en el cual, se trata de encontrar una
solucion mediante el uso de series de potencias.

52 DEFINICION DE UNA SERIE DE POTENCIAS

Definicion: Una serie de potencias en X —a es una serie infinita de la forma

icn(x—a)”

n=0

También, se dice que esta serie es una serie centrada en a.

Por ejemplo, de acuerdo con la definicién anterior, la serie:

e

=t N

es una serie de potencias en X centrada en cero.

5.3 PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA NOTACION SUMATORIA

n n n
1) ZUJ- +ZVJ =Z(uj +vj)
=0 =0

i=0

n n
2) a) u;=> au (donde o no depende de j)
=0 =0

La propiedad 1) dice que para sumar dos series de potencias se requiere que los indices de ambas
sumatorias comiencen en el mismo numero y, que las potencias de la variable involucrada en la
serie estén enfasadas. La propiedad 2) establece que siempre es posible introducir o extraer de una
sumatoria algin « involucrado en la serie, siempre y cuando éste, sea independiente del indice de
la sumatoria.
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Por ejemplo, exprese

ZZnCnxn‘l + ZGCnx”+1
n=1 n=0

como una sola serie.
Solucién:

Primero es necesario igualar los indices de las sumatorias y enfasar las potencias de la variable
involucrada x, esto es

D 2nCnx"+ ) 6Cnx"" =2(1)C,x° + Y 2nCnx"* + " 6Cnx " =
n=1 n=0 n=2 n=0
luego, sea k = n—21en la primera sumatoria, y k =n+21en la segunda tal que

=2C, + ) 2(k +1)C X" + D_6C, ;X" =2C, + > [2(k +1)C, ,; +6C, X"
k=1 k=1

k=1

por tanto

iZnCnxn‘l + iGCnX”” =2C, + i[Z(k +1)Cypy +6C, ;X
n=0 k

n=1 =1

NOTA: En ambas sumatorias, k adopta los mismos valores sucesivos, 1, 2, 3,..., cuando n= 2, 3,
4,.., parak=n-1y n=0,1,2,..., para k=n+1

5.4 EMPLEO DE UNA SERIE DE POTENCIAS PARA RESOLVER UNA ECUACION DIFERENCIAL

Con el propoésito de hallar soluciones con series de potencias de ecuaciones diferenciales es
conveniente introducir como solucién una serie de potencias en x de la forma

y =§:Cnxn
n=0

Donde adoptaremos que Cn =0, sin=-1,-2,-3,...

541 EJEMPLOS

1. Determine una solucion de
dy _ 2xy=0...(1)
dx

como una serie de potencias en x.
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Solucién:

Proponemos
y=>Y Cnx"...(2)
n=0

como solucién de (1). Derivando (2)

00 o0
r_ n-1 _ n-1
y' = EOnCnx = ElnCnx
n= n=

sustituyendoa y y y'en (1) se tiene

D nCnx"* = > 2Cnx™* = C,x° + > nCnx"* = > 2Cnx"* =
n=1 n=0 n=2 n=0

sea k=n-1enlaprimer sumatoriay k=n+1 en la segunda sumatoria, entonces

=C, + i(k +1)C, . x* — i 2C,_x* =C, + i[(k +1)C,,, —2C, ,)K*=0
k=1 k=1

k=1
como x* =0 Vk entonces lo anterior se reduce a una identidad si y solo si
C,=0y (k+1C,,-2C,,=0...(3

despejando la constante de mayor subindice en la segunda ecuacion de (3)

Ck+1:2kC:k_]:-l Vk=l,...,00
+
entonces
si k=1 c,-o ¢,
2
si k=2 c,=%1_9
3
o 6 % GG
4 2 2
i k=4 =% -0
5
s ol
6 3 3
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si k=6 C,="°2=0
7
etc.
Luego de (2)
y =Y Cnx"=Cy+C;x+C,x* +C,x° +C,x* +CoX® +Cox® +... ...(4)
n=0

sustituyendo en (4) los valores encontrados para las constantes
C C
y =C, +0x+C,x* +0x° +7i’x4 +0x° +?i’x6 +o.=Cyll+ X+ T+ =t

por tanto la serie

© X2n
y=C, ZT
= n
es solucion de la ecuacion diferencial dada.
2. Determine una solucién de
4y"+y=0...(

como una serie de potencias en Xx.
Solucién:

Proponemos
y=>Cnx"...(2)
n=0

como solucién de (1). Derivando (2)

o0 o0
y'=Y nCnx"*=>"nCnx""*
n=0 n=1

y" =Y n(n-=1)Cnx"? =>"n(n-1)Cnx"?
n=0 n=2

sustituyendo a y Yy sus derivadas en (1) se tiene
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45: n(n-1)Cnx"? + iCnx” =

n=2 n=0

sea k =n—2 en la primer sumatoriay k =n en la segunda sumatoria, entonces

=4 (k+2)(k+1DC,,,x“ +D.Cx* =
k=0 k=0

=>4k +2)(k +1)C,., +C, KX* =0
k=1
como x* =0 Vk entonces lo anterior se reduce a una identidad si y solo si
4k+2)(k+1C,,,+C, =0...(3)

despejando la constante de mayor subindice en la segunda ecuacion de (3)

_Ck

Coy=— vk =1,...,0
4k +2)(k +2)
entonces
si k=0 C,= o =G _ZCO
421 8  22.2
si k=1 C,= 1 —201
43)(2) 2.3
-C -C C
si k=2 Ch= =2 -2
YT a@E) 22223 2t.4
si k=3 Cs = G _ G
4(5)(4) 2.5
si k=4 Ce = G _ _GCO
46)(5) 2°-6!
sik=5 C, = G _ =G
A7)6) 257
etc.
Luego de (2)
y =Y Cnx"=Cy+C;x+C,x* +C,x° +C,x* +CoX* + Cox® +... ...(4)

n=0

sustituyendo en (4) los valores encontrados para las constantes
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Eo x2 _ 51 N 4Co N i:l x5 _ Eo X6 4
22! 2° -3 2" -4 2" .9l 2° -6l

_ R T T S S
y_Co{l 22'2!x +24.4!x 26~6!X +...}+

1 1 1
+Cl{x—22.3!x +24.5!x —26'7!x +}

y=C,+C/x—

por tanto la serie

yzcoi(_l);

~ (2k)

O\ » (_1)k W2
) = Zaenls)

es solucion de la ecuacion diferencial dada.
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