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PREFACIO 

 
En el proceso de recopilación de material didáctico para la elaboración de los presentes apuntes 

fueron considerados tres aspectos fundamentales. Primero, un total apego al programa de estudios 

de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales de la ESCOM-IPN, segundo, la experiencia misma de 

la imparticion del curso en repetidas veces, así mismo como la observancia de las necesidades del 

alumno en cuanto a la signatura y tercero la importancia de la aplicación de las Ecuaciones 

Diferenciales en diversos campos de las ciencias e ingeniería y muy particularmente en la 

resolución de ciertos problemas relacionados con los circuitos eléctricos, considerando con lo 

anterior,  que este material podrá ser  de gran utilidad para el estudio de algunos tópicos en esta 

asignatura. Estos tres factores en conjunto, dan como resultado un balance teórico-práctico optimo 

en su contenido, manejando los conceptos, definiciones y teoremas, a nuestro parecer, en sus formas 

más básicas, sin dejar de lado el formalismo que implica la materia, procurando además, no dar 

punto final a ningún tema sin antes respaldarlo dentro de un marco práctico debidamente 

estructurado de problemas resueltos, dando lugar todo lo anterior, a un seguimiento programático 

por demás completo.  

 

El presente material contempla en su primera unidad de manera introductoria algunas 

definiciones y conceptos fundamentales relacionados con las Ecuaciones Diferenciales los cuales 

son de suma importancia para el desarrollo posterior del curso. La unidad II, esta enfocada a la 

descripción y desarrollo de algunos métodos analíticos para dar solución a Ecuaciones de 

Diferenciales Lineales Ordinarias de Primer Orden Con Coeficientes Constantes, considerando 

además en esta sección algunas aplicaciones prácticas  muy interesantes. Continuando con el 

programa, en la unidad III se desarrollan las bases para dar solución a Ecuaciones Diferenciales 

Lineales Ordinarias De Orden Superior Al Primero Con Coeficientes Constantes, introduciendo 

aquí, el método de Variación de Parámetros siendo este un método más general que el método de 

Coeficientes Indeterminados que indica el programa y el cual esta incluido con detalle en el este 

material. En la unidad IV se introduce lo que se conoce como la Transformada de Laplace, la cual 

resulta ser una herramienta alternativa, muy versátil y sencilla de manipular, para dar solución a 

algunas Ecuaciones Diferenciales Lineales, que en muchas ocasiones por los métodos ordinarios 

resultaría muy complicado. Para concluir, en la unidad V, se presenta de manera muy breve, una 

técnica para resolver algunas Ecuaciones Diferenciales Lineales Ordinarias de Orden Superior con 

Coeficientes Variables usando como solución una serie de potencias infinita.  

 

El diseño, formato y presentación fueron pensados de forma tal, que los conceptos 

relevantes se encuentren debidamente marcados, por una parte,  para resaltar  su importancia, y por 

otra, para que el lector no tenga ninguna dificultad para la localización de algún tema en particular. 

Por tal motivo, consideramos que los apuntes, pueden ser utilizados como material didáctico tanto 

por el profesor en la imparticion del curso, como por el alumno a manera de guía, esperando así, 

que el presente trabajo sea un apoyo en el proceso de enseñanza-aprendizaje en la asignatura de 

Ecuaciones Diferenciales. 

  

                                                                           

          M en C Jorge J. Silva Martínez. 

       M en C Miguel Olvera Aldana. 

       M en C© Miguel Ángel González T. 
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INTRODUCCIÓN 

 

En el estudio de las ciencias e ingeniería, así como en otros campos tales como, la economía, 

medicina, psicología, investigación de operaciones entre otros,  se desarrollan modelos 

matemáticos para ayudar a comprender la fenomenología o el origen de ciertos problemas físicos, 

biológicos, sociales, etc. Estos modelos a menudo dan lugar a una ecuación que contiene ciertas 

derivadas de una función incógnita o función desconocida . A una ecuación de este tipo 

se le denomina ecuación diferencial . 

 

Cabe destacar, que la manipulación de una ecuación diferencial no dista mucho del 

trato dado a una ecuación del tipo algebraico en lo que a la determinación de sus 

raíces se refiere, de hecho, el objetivo que sigue cada uno de estos dos problemas 

citados es exactamente el mismo, la determinación de un ente matemático 

desconocido, llámese función ó llámese variable según sea el caso, que reduzca a la 

ecuación original a una identidad, dicho en otras palabras, la determinación de una 

solución que satisfaga a la ecuación dada. Para ilustrar lo anterior ana licemos los 

siguientes ejemplos: 

 

1. Se desea graficar la función 56)( 2  xxxy  . 

  

Puesto que )(xy  es una función cuadrática, de los cursos de geometría sabemos que esta, 

representa una parábola que se puede dibujar del siguiente modo.  

 

Expresemos primero a )(xy  en una forma más apropiada 

 

     
  ,43        

49644565656)(

2

2222





x

xxxxxxxxxy
 

 

       por  tanto )(xy se puede expresar de manera equivalente como 

 

  43)(
2
 xxy  

       o bien                                                                                                                  (1)  

 234  xy  

 

la expresión anterior nos indica que el vértice de la parábola tiene coordenadas  4,3  y que 

abre hacia abajo, sin embargo esta información no es suficiente para hacer el trazo de la 

gráfica, falta todavía determinar los puntos de intersección de la gráfica de la función y el eje 

de las 'x s, es decir, los valores de x  para los cuales 0)( xy . 
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Si 0)( xy , entonces la función se reduce a la siguiente ecuación algebraica de segundo 

grado: 

 

)2(0562  xx  

 

siendo x  en este caso, una incógnita o variable desconocida, la cual pude tomar los valores 

aun no determinados 21 y    xx , tales que 

 

056

056

2

2

2

1

2

1





xx

xx
 

 

los valores de 21 y    xx  se pueden obtener resolviendo (2) con la formula general o bien 

descomponiendo esta en los términos lineales 

 

   )3(015  xx . 

 

Así concluimos que 1y    5 21  xx , son los valores de x  en donde la gráfica de la función 

intersecta al eje de las 'x s, y la información necesaria para esbozar la gráfica de )(xy  esta 

completa por lo que podemos proceder 

 

 
 

Por otro lado, si reemplazamos los valores 1y    5 21  xx  en la ecuación (2) tenemos 

 

 

   

    05615161

0530255565

2

2




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entonces decimos que por otro lado 1y    5 21  xx  reducen a la ecuación (2) a una 

identidad y por tanto concluimos que 1y    5 21  xx  representan una solución a la 

ecuación algebraica (2). 

 

2. Caída Libre de un Cuerpo: 

En este ejemplo se puede aplicar la segunda Ley de Newton, la cual establece que 

la masa del objeto multiplicada por su aceleración es igual a la fuerza total que 

actúa sobre él. Esto nos conduce a la ecuación diferencial siguiente  

 

)4(
2

2

mg
dt

yd
m   

 

Donde “m” es la masa del objeto,  la función incógnita o función desconocida  “y” 

es su altura sobre el suelo, “g” la constante de gravedad, y “–mg” la fuerza debida 

a la gravedad. Cancelando “m” en ambos miembros de (4) esta ecuación 

diferencial toma la forma: 

 

g
dt

yd


2

2

 

o equivalentemente 

 

g
dt

dy

dt

d

dt

yd











2

2

. 

 

En este caso, por integración inmediata es fácil despejar a “y”, en la ecuación 

anterior, esto es: 

 







dtg

dt

dy
d  

por tanto: 

  )5()( 1Cgttvy
dt

d

dt

dy
 , 
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que representa la velocidad del objeto a cualquier instante de t iempo t.  

 

Repitiendo el mismo proceso en la ecuación anterior se tiene:  

 

   dtCgtyd   1  

 

así: 

)6(
2

)( 21

2

CtC
gt

ty   

Las constantes de integración C1 y C2, se pueden determinar si se conoce su 

altura y la velocidad inicial  del objeto. Así pues, se tiene por un lado, que la 

función dada en (6) representa una formula para determinar la altura del objeto a 

cualquier instante de tiempo t, y por otro, una solución a al ecuación diferencial 

(5), ya que al sustituir (6) y sus derivadas hasta segundo orden en (5), esta 

última se reduce a una identidad, esto es 

 

g
dt

yd
tyy

Cgt
dt

dy
tyentonces

CtC
gt

tyComo







2

2

1

21

2

)(''            ,

,)(' ,

,
2

)(      

 

 

por  tanto sustituyendo )('' ty  en (5) tenemos la identidad: 

 

  mggm   

 

CONCLUSIONES 

 

EJEMPLO 1: 

 

° La ecuación (2), representa una ecuación algebraica de 2º grado con variable 

desconocida x . 

 

° La ecuación algebraica (2), proporciona información importante acerca de la gráfica de la 

función, ya que a partir de esta, podemos determinar los puntos de intersección de la 

gráfica con el eje de las 'x s. 
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° Los valores 21 y    xx , satisfacen a la ecuación algebraica (2) y por tanto son solución 

única* de la misma. 

 

EJEMPLO 2: 

 

° La ecuación (3), representa una ecuación diferencial lineal de 2º orden con función 

desconocida )(ty . 

 * No existen otros valores de x  distintos de 21 y    xx que satisfagan a la ecuación algebraica (2). 

°  La ecuación diferencial (3), describe el movimiento de un cuerpo en caída libre, pues a 

partir de esta, podemos determinar su velocidad y altura a cualquier instante de tiempo t. 

 

° La función obtenida en (6), satisface a la ecuación diferencial (5) y por tanto es solución 

única** de la misma.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*No existe otra función distinta de (6) que satisfaga a la ecuación diferencial (5). A la función )(ty dada      en 

(6) la llamaremos solución general de la ecuación diferencial dada.
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UNIDAD I 

 
INTRODUCCIÓN A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

1.1 DEFINICIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

 

Definición: 

 

 

Una ecuación diferencial es una ecuación que involucra las derivadas 

de una función “desconocida” (o variable dependiente) con respecto 

de una o más variables (variables independientes). 

  

1.2 CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. 

 

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar de acuerdo con lo siguiente  

 

 Si la función desconocida depende de una sola variable entonces la ecuación 

se llama ecuación diferencial ordinaria. 

 

Sin embargo  

 

 Si la función desconocida depende de más de una variable entonces la 

ecuación se llama ecuación diferencial parcial .  

 

1.2.1 EJEMPLOS 

 

 

Ecuación Tipo 
Variable 

Dependiente 

Variable 

Independiente 

yx
dx

dy
 2  Ordinaria y x 

v
y

v

x

v










2

2

2

2

2  Parcial v x, y 

  Cosxyyy  ´´´2´´´
2

 Ordinaria y x 

x

v

y

u









 Parcial u, v x, y 
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Nota: Existen casos particulares en los cuales se tiene más de una variable 

dependiente, por ejemplo la ecuación siguiente  

 

x

v

y

u









 (Regla de Cauchy) 

 

en la cual tenemos las variables dependientes u y v. 

 

En consecuencia nos veremos forzados a generalizar la definición 1.1 , de la siguiente 

manera 

 

Definición: Una ecuación que contiene las derivadas de  una o más variables 

dependientes, con respecto a una o más variables independientes se 

llama ecuación diferencial . 

 

 Si la ecuación contiene solo derivadas de una o más variables dependientes  

con respecto a una sola variable independiente, entonces esta se llama 

ecuación diferencial ordinaria. 

0
dx

dw

dx

dz

dx

dy
 

 

 Si la ecuación diferencial contiene una ó más  variables dependientes con 

respecto a más de una variable independiente esta ecuación se llama ecuación 

diferencial parcial . 

),(
22

yxF
yx

z

yx

u










 

 

1.3 ORDEN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

 

Definición: 

 

El orden de una ecuación diferencial es el indicado por el índice que 

aparece en la derivada más alta. 

 

1.3.1 Ejemplos  

 

1. 
xey

dx

dy

dx

yd









 45

3

2

2

 Ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, con 

variable dependiente y, y variable independiente x.  
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2. v
y

v

x

v










3

3

2

2

4  Ecuación diferencial parcial de tercer orden, con variable 

dependiente v, y variable independiente x, y. 

 

1.4 GRADO DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

 

Definición: 

 

El grado de una ecuación diferencial (que puede escribirse como un 

polinomio con respecto a las derivadas), es la potencia que aparece 

en la derivada más alta en la ecuación. 

 

1.4.1 EJEMPLOS 

 

1) 
232 3)́(´́ )( xyyy   

 Es una ecuación diferencial de 

segundo grado. 

2) vw
dv

dw

dv

wd


















42

2

2

 
 Es una ecuación diferencial de 

segundo grado. 

 

1.5 ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL ORDINARIA DE ORDEN n 

 

Definición: 

 

 

Una ecuación diferencial ordinaria lineal  de orden n, es una ecuación 

que se puede escribir en la forma 

 

)1()()()()()( 011

1

1  xgyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




 ; 0)( xan  

 

donde g(x) y los coeficientes )(),(,),(),( 11 xaxaxaxa onn 
, son 

funciones dadas de x. 

 

En la ecuación (1), observamos las propiedades características de las ecuaciones 

diferenciales lineales que se enlistan a continuación:  

 

i ) La variable dependiente “y” y todas sus derivadas son de primer grado, 

i.e., la potencia de todo término en donde aparece  “y” es uno. 

 

ii ) Los coeficientes )(),(,),(),( 011 xaxaxaxa nn  son funciones dadas de la 

variable independiente x, el coeficiente 0)( xan . 
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iii ) La función g(x) es una función dada de la variable independiente x. 

 

iv ) Las funciones de “y” o de las derivadas de “y” tales como  Seny , ´́Cosy , 

´´´ln y , 
ye  , 

´́ye , etc, no pueden aparecer en una ecuación diferencial 

lineal. Cuando la ecuación diferencial no es lineal, se dice que es  no 

lineal. 

 

1.5.1 EJEMPLOS 

 

 

1. 04)(  xdydxxy  

      04)( 
dx

dy
x

dx

dx
xy  

      04)( 
dx

dy
xxy  

      xy
dx

dy
x 4  

 

Ecuación diferencial ordinaria, de orden uno, lineal, 

variable dependiente “y”, variable independiente 

“x”. 

2. 0´2´́  yyy  

 

 

 

Ecuación diferencial ordinaria, de orden dos, lineal, 

variable dependiente “y” ,variable independiente 

“x”. 

 

 

3. 
xey

dx

dy

dx

yd
x  6

3

3
3

 

 

 

Ecuación diferencial ordinaria, de orden tres, lineal, 

variable dependiente “y”, variable independiente 

“x”. 

 

4.   xey
dx

dy
y  21  

Ecuación diferencial ordinaria, de orden uno, no 

lineal, variable dependiente “y”, variable 

independiente “x” 

 

5. 0
2

2

 Senx
dy

xd
 

 

 

Ecuación diferencial ordinaria, de orden dos, no 

lineal, variable dependiente “x”, variable 

independiente “y”. 

 

 

6. 04

3

4

4


















y

dx

dy

dx

yd
 

 

 

 

Ecuación diferencial ordinaria, de orden cuatro, no 

lineal, variable dependiente “y” ,variable 

independiente “x” 
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Unificando todos los conceptos vistos al momento, podemos clasificar una ecuación 

diferencial del siguiente modo 

 

Ecuación Diferencial Tipo Orden Grado Linealidad 
Variable 

Dependiente 

Variable 

Independiente 

xey
dx

dy

dx

yd
x  6

3

3
3

 Ordinaria Tres Uno Lineal y x 

22

2

2

2

2

yx
y

z

x

z










 Parcial Dos Uno --------- z x, y 

0)́(2´́´́ ´  xyyyxyy  Ordinaria Tres Uno No lineal y x 

3´ yxy  Ordinaria Uno Uno Lineal y x 

 

1.6 SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

 

Definición: 

 

Una solución de una ecuación diferencial es cualquier función ó 

relación que satisface la ecuación, dicho en otras palabras, la reduce 

a una identidad. 

 

1.6.1 SOLUCIONES EXPLÍCITAS 

 

 Definición: 

 

Una función o relación que satisface a una ecuación diferencial y en 

su estructura la variable dependiente se expresa tan solo en 

términos de la(s) variable(s) independiente(s) y constante(s) se 

llama solución explicita. 

 

1.6.2 EJEMPLOS 

 

1) Probar que las funciones definas por  

 

)1()( 5 tetx     y   )2()( 3 tetx   

 

son dos soluciones explícitas de la ecuación diferencial  
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)3(0152
2

2

 x
dt

dx

dt

xd
 

  

Solución: 

  

 Derivando (1) 

t

t

e
dt

xd

e
dt

dx

5

2

2

5

25

5





 

 

sustituyendo (1) y sus derivadas en (3)  

 

   

00                 

0151025

0155225

555

555







ttt

ttt

eee

eee

 

por tanto 
tetx 5)(   

 

es solución explícita de la ecuación diferencial (3).  

 

Derivando (2) 

t

t

e
dx

td

e
dx

dt

3

2

2

3

9

3









 

 

sustituyendo (2) y sus derivadas en (3)  

 

   

00                

01569

015329

333

333











ttt

ttt

eee

eee

 

por tanto 
tetx 3)(   

 

es solución explicita de la ecuación diferencial (3).  
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2) Probar que la función definida por 

 

)1(2),( 3 ySeneyxv x  

 

 es una solución explícita de 

 

    )2(2
2

2

2

2

v
y

v

x

v










 

 

 Solución: 

 

 Derivando (1) 

 

 ySene
x

v x 23 3



     yCose

y

v x 22 3



 

 ySene
x

v x 29 3

2

2





     ySene

y

v x 24 3

2

2





 

 

 sustituyendo (1) y sus derivadas en (2) 

 

 

ySeneySene

ySeneySeneySene

ySeneySeneySene

xx

xxx

xxx

22

22829

224229

33

333

333







 

 

 por tanto, ),( yxv  es solución explícita de la ecuación diferencial. 

 

3) Probar que la función definida por  

 

)1(9 2 xy   

 

es solución explícita de la ecuación diferencial 

  

)2(
y

x
y   

 Solución: 

 

 Derivando (1) 

29 x

x
y




  
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 sustituyendo (1) y sus derivadas en (2) 

 

22 99 x

x

x

x









 

 

 por tanto, 
29 xy   es solución explicita de la ecuación diferencial 

 

4) Determine los valores de m tales que 

  

)1(mxey   

 

sea una solución de la ecuación diferencial  

   

)2(06´5´́  yyy  

 

Solución: 

Derivando (1) 

mx

mx

emy

mey

2´´

´




 

 

sustituyendo (1) y sus derivadas en (2)  

 

0652  mxmxmx emeem  

 

o bien 

 

  )3(0652  mmemx
 

 

como en (3) xmemx  y      ,0 , entonces (3) se reducirá a una identidad solo 

si 

 

  )4(0652  mm  

 

resolviendo (4) 
 

0)3)(2(

0652





mm

mm
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 por tanto, 
mxey   es solución de (2) si y solo si 

 

3       ó       2  mm . 

 

 Comprobación 

 

i) Si 2m , entonces xey 2 . 

 

Derivando y  

x

x

ey

ey

2

2

4´´

2´




 

 

sustituyendo y  y sus derivadas en (2) 

 

00                            

01010         

06104

22

222







xx

xxx

ee

eee

 

     

por tanto si 2m , entonces 
xey 2 es solución de (2). 

 

ii) Si 3m , entonces xey 3 . 

 

Derivando y  

x

x

ey

ey

3

3

9´´

3´




 

 

sustituyendo y  y sus derivadas en (2) 

 

00                            

01515         

06159

33

333







xx

xxx

ee

eee

 

     

por tanto si 3m , entonces 
xey 3 es solución de (2). 

 

En todos los ejemplos anteriores hemos tratado soluciones en las cuales la variable 

dependiente es expresada en función de la(s) variable(s) independiente(s), refiriéndonos a 

éstas como soluciones explicitas de la ecuación diferencial dada, sin embargo, podemos 

tener soluciones definidas implícitamente.  
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1.6.3 SOLUCIONES IMPLÍCITAS 

 

Definición: 

 

Una función ó relación que satisface a una ecuación diferencial y 

que involucra en su estructura tanto variables dependientes como 

independientes decimos que es una solución implícita  de la 

ecuación diferencial dada. 

 

1.6.4 EJEMPLOS 

 

1) La expresión 

 

)1(0333  yxy  

define a  y implícitamente como una función de x. Demostrar que esta función 

es solución implícita  de la ecuación diferencial 

 

  )2(´2´´
3
yyy   

 

Solución: 

 

Derivando implícitamente (1) 

  

1

1
'

1)1('

0'1'

0'3
3

'3

)533(

2

2

2

2

3












y
y

yy

yyy

y
dx

dx
yy

yxy
dx

d

 

derivando nuevamente   

 

 

3222

22

2

)1(

2

)1(

´2
´´

)'2()1(1´´

1

1























y

y

y

yy
y

yyyy

y
y

dx

d
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 sustituyendo (1) y sus derivadas en (2) 

 
3

232 1

1
2

)1(

2















y
y

y

y
 

 

 y3 – 3x + 3y = 5 es solución implícita de (2).  

 

1.7 PROBLEMA DE VALOR INICIAL Y DE FRONTERA 
 

Analicemos estos dos conceptos mediante el  siguiente ejemplo.  

 

Una partícula P se mueve a lo largo del eje x (figura 1.1) de tal menara que su 

aceleración en cualquier tiempo t  0 esta dada por ta 2416  . 

 

a) Encuentre la posición x de la partícula medida del origen O a cualquier 

tiempo t > 0, asumiendo que inicialmente t = 0 esta localizada en x = 2 y 

esta viajando a una velocidad v = -5. 

 

b) Trabaje con la parte a) si solamente se sabe que la partícula esta 

localizada inicialmente en x = 2 cuando t = 0 y en x = 7 cuando t = 1. 

 

 

 

Figura 1.1 

 

x 

 

 

       O      P   

 

a) Sabemos que la aceleración en O de la partícula e s 
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1

2

1

2

2

2

1216)(

1216)2416(

2416

2416

Ctttv

Cttdtt
dt

dx
d

t
dt

dx

dt

d

t
dt

xd
a























 

 

 

Como v = -5, cuando t = 0, esto es  v(0) = -5 

 

5  

)0(12)0(165

1

1

2





C

C
 

   

así 

 

)1(51216)( 2  tttv  

 

integrando 

 

2

32

2

2

548)(

)51216(

51216

Cttttx

dtttdx

tt
dt

dx
v







   

 

Como x = 2, t = 0, esto es  x(0) = 2 

 

2  

)0(5)0(4)0(82

2

2

32





C

C
 

     

en consecuencia 

 

)2(2548)( 32  ttttx  

 

de donde (2), define la posición de la partícula en cualquier instante de 

tiempo t>0. 
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b) Considerando nuevamente la aceleración en O de la partícula como 

 

t
dt

xd
a 2416

2

2

  

Procediendo como en a) tenemos que la velocidad de la partí cula viene 

dada por 

)3(1216)( 1

2 Ctttv   

 

en este caso no existe condición para v(t), entonces integrando 

nuevamente 

)4(48)( 21

32 CtCtttx   

 

determinemos 2C  en (4), usando la condición 2)0( x  , esto es 

 

2  

)0()0(4)0(82

2

21

32





C

CC
 

 

así 

)5(248)( 1

32  tCtttx  

 

por otro lado, cuando 1t ;  7x , esto es 7)1( x , entonces de (5) 

 

1  

2)1()1(4)1(87

1

1

32





C

C
 

 

en consecuencia 

)6(248)( 32  ttttx  

 

de donde (6), define la posición de la partícula en cualquier instante de 

tiempo del intervalo 10  t . 

 

El problema anterior se reduce a resolver las formulaciones matemáticas siguientes  

 

a) t
dt

xd
2416

2

2

  

5)0('

2)0(





x

x
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b) t
dt

xd
2416

2

2

  

7)1('

2)0(





x

x
 

 

Una diferencia importante entre ellas es que en a) las condiciones sobre la función 

desconocida x y su derivada x’ están especificadas en un solo valor de variable 

independiente (en este caso t = 0). Mientras que en b) las condiciones  sobre la 

función desconocida x se especifican en dos valores (distintos) de la variable 

independiente (en este caso t = 0 y t = 1). 

 

Los dos tipos de problemas presentados en a) y b) se llaman problemas de valor 

inicial y de frontera respectivamente. 

 

Definición: 

 
 

Un problema de valor inicial, es un problema que busca determinar 

una solución a una ecuación diferencial sujeta a condiciones sobre 

la función desconocida  y sus derivadas especificadas en un valor de 

la variable independiente . Tales condiciones se llaman condiciones 

iniciales. 

 

Definición: 

 
 

Un problema de valor de frontera, es un problema que busca 

determinar una solución a una ecuación diferencial sujeta a 

condiciones sobre la  función desconocida  especificadas en dos o 

más valores de la variable independiente . Tales condiciones se 

llaman condiciones de frontera . 

 

Nota: En general el problema de valor inicial para determinar la solución a una ecuación 

diferencial de orden n deberá estar sujeto a las condiciones iniciales. 

 

 

1.8 SOLUCIONES GENERALES Y PARTICULARES 

 

Para comprender estos conceptos, resolvamos los siguientes problemas de valor 

inicial. 

 

Consideremos la ecuación diferencial  
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)1(0
2

2

 y
dx

yd
 

 

sujeta a las siguientes condiciones iniciales 

 

)2(
4)0´(

3)0(









y

y
 

 

Supongamos que por algún medio la resolvemos y obtenemos que 

 

)3(BSenxACosxy   

 

es solución de la ecuación diferencial (1). Usando en (3) la condición 3)0( y , se 

tiene 

 

3  

)0()0(3

01





A

SenBCosA


 

 

en consecuencia 

 

)4(3 BSenxCosxy   

 

derivando (4)usando en (4) la condición 4)0(́ y , se tiene 

 

4  

)0()0(34

10





B

CosBSen


 

 

y por tanto, la solución (3) toma la forma 

  

)4(43 SenxCosxy   

 

en el ejemplo 

 

BSenxACosxy   

 

representa la Solución General  de la ecuación diferencial  (1), mientras que 
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SenxCosxy 43   

 

representa una Solución Particular  de (1). 

 

De acuerdo con lo anterior podríamos entonces establecer las siguientes definiciones.  

 

Definición: 

 

Una función ó relación que satisface a una ecuación diferencial y 

que involucra en su estructura constantes arbitrarias recibe el 

nombre de solución general . Así, una ecuación diferencial de orden 

n tendrá una solución general que involucra n constantes 

arbitrarias. 

 

 

Definición: 

 

A la solución obtenida de una solución general al seleccionar los 

valores particulares de las constantes arbitrarias (por ejemplo; para 

satisfacer condiciones dadas), se le llama solución particular . 

 

1.8.1 EJEMPLOS 

 

1) Sea 

)1(2 Cxy   

solución general de 

)2(2 x
dx

dy
  

. 

a partir de (1) y de la condición inicial 5)2( y  obtenga una solución 

particular para (2). 

 

Solución: 

 

Usando la condición inicial dada en (1)  

        

1  

45





C

C
 

 

por tanto la solución particular de (2) es 
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)3(12  xy  

 

Comprobación 

 

Derivando (3) 

 

xy 2  

 

sustituyendo (3) y su derivada en (1) 
 

xx 22   

 

 

2) Sea 

)1(2 Cxyy   

solución general de 

)2(
2


xy

y

dt

dx


  

. 

a partir de (1) y de la condición inicial 2)1( y  obtenga una solución 

particular para (2). 

 

Solución: 

 

 Usando la condición inicial dada en (1)  

 

C

C





2  

)2)(1(4
 

 

 por tanto la solución particular implícita de (2) es 

 

)3(22  xyy  

 

Comprobación 

 

Derivando (3) 

 

 
yxyy

yxyyy





)2('

0''2
 

 o bien 

 

xy

y
y




2
'  



INTRODUCCIÓN A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

 

18 

 

 sustituyendo (3) y su derivada en (1) 

 

xy

y

xy

y




 22
 

 

Por otra parte, partiendo de (3) determinemos ahora la forma explícita de la solución 

particular de (2). 

 

Resolvamos (3) para la variable y    

 

 

2

8

02

2

2






xx
y

xyy

 

 entonces 

 

)4(

2

8

2

8

2

2

2

1





















xx
y

xx
y

 

 

usando la condición inicial 2)1( y  en (4), observamos que 1y  se reduce a una 

identidad, esto es 

  

                   22

  
2

31
2






 

 

         por tanto 

 

2

82

1




xx
y  

 

          es solución particular explícita de (2), pues satisface la condición  inicial dada. 
 

El problema de hallar soluciones generales de ecuaciones diferenciales será tratado 

más adelante. Un problema más simple es el problema inverso, i-e; hallar la ecuación 

diferencial a partir del conocimiento de su solución general , esto es, dada la 

respuesta, encontrar el problema.  
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Para motivar el procedimiento, consideremos los siguientes ejemplos:  

 

1.8.2 EJEMPLOS 

 

1. Encuentre la ecuación diferencial cuya solución general es   

 

 

)1(432   xCey x
 

 

Solución: 

 

Derivando (1) 

 

32´ 2   xCey  

 

despejando C 
xCey 223'   

)2(
2

3'
2

C
e

y
x







 

 

sustituyendo (2) en (1) 

 

863'2

43
2

3' 2

2















 



xyy

xe
e

y
y x

x  

 

por tanto 
 

562'  xyy  

 

 es la ecuación diferencial cuya solución general es (1). 

 

 Comprobación 

 

  5643232 22   xxCeCe xx  

5656

56863





xx

xx
 

 

 

 

2. Encuentre la ecuación diferencial cuya solución general es 
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)1(3

21 xCxCy   

 

Solución: 

 

Derivando (1) 

 

)3(
6

''

6''

)2(3'

2

2

2

21





x

y
C

xCy

xCCy







 

 

 

 

 

 

sustituyendo (3) en (2) 
 

x
y

Cy

x
x

y
Cy





















6

''
3'

6

''
3'

1

2
1

 

 

despejando 1C  

 

)4(
2

''
' 1C

xy
y   

 

sustituyendo(3) y (4) en (1) 

 

22

22

''''3'66

6

''

2

''
'

xyxyxyy

xyxy
xyy




 

2''26'60 xyyxy   

 

por tanto 

 

03'3'' 2  yxyxy  

 

es la ecuación diferencial cuya solución general es (1). 
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1.9 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD 

 

Sea dada una ecuación diferencial ),,( yxfy   donde la función ),( yxf  está definida 

en un recinto D del plano XOY que contiene el punto ).,( 00 yx  Si la función ),( yxf  

satisface  a las condiciones: 

 

a. ),( yxf  es una función continua de dos variables x e y, en el recinto D; 

b. ),( yxf  admite derivada parcial ,
y

f




 continua con respecto de x e y en el   

recinto D, entonces, existe una, y sólo una, solución )(xy   de la 

ecuación dada que satisface a la condición 00
yy xx  . 

La condición 00
yy xx   se llama condición inicial . 

 

El problema de la búsqueda de la solución de la ecuación ),( yxf   que satisface la 

condición inicial 00
yy xx  , lleva el nombre de Cauchy. 

 

Geométricamente esto significa que se busca la curva integral que pasa por el punto 

dado ),( 000 yxM  del plano XOY (fig. 1.2). 

 

 

Fig. 1.2 

 

El teorema expresa las condiciones suficientes para la existencia de solución única 

del problema de Cauchy para la ecuación ),,( yxfy   pero estas condiciones no son 

necesarias. Precisamente, puede existir una solución única de la ecuación ),( yxfy   

que satisface a la condición 00
yy xx  , a pesar de que en el punto ),( 00 yx  no se 

cumpla la condición a) o la condición b), o estas condiciones simultáneamente.  

 

1.9.1 EJEMPLOS 

 

1. Considere la ecuación diferencial 
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2

1

y
y   

  

Aquí 

 

,
1

),(
2y

yxf   
3

2

yy

f





 

 

En los puntos )0,( 0x  del eje OX  no se cumplen las condiciones a) y b) (la 

función ),( yxf  y su derivada parcial 
y

f




 son discontinuas en el eje OX), mas, 

por cada punto del eje OX pasa por una sola curva integral ,)(33
0xxy   (fig. 

1.3). 

 

Fig. 1.3 

 

2. Considere la ecuación diferencial 

 
yexyy   

 

El segundo miembro de la ecuación yexyyxf ),(  y su derivada parcial 

yex
y

f 



 son continuas con respecto a x e y en todos los puntos del plano 

XOY. En virtud del teorema de existencia  y unicidad, el recinto en el que la 

ecuación dada tiene solución única es todo el plano XOY. 
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 3. Considere la ecuación diferencial 

 

3 2

2

3
yy   

El segundo miembro de la ecuación 3 2

2

3
),( yyxf   es una función definida y 

continua en todos los puntos del plano XOY. La derivada parcial 
3

1

yy

f





 se 

hace infinita para 0y  se infringe la condición b) del teorema de existencia y 

unicidad. Por consiguiente, es posible que no haya unicidad en los puntos del  

eje OX. Fácilmente se comprueba que la función 
 

8

3
cx

y


  es solución de la 

ecuación considerada. Además, la ecuación tiene la solución evidente 0y . 

Así, pues, por cada punto del eje OX pasan por lo menos dos curvas integrales 

y, por consiguiente, en los puntos de este eje, verdaderamente, queda 

infringida la unicidad (fig. 1.4).  

 

 
Fig. 1.4 

 

 

 

Son también líneas integrales las formadas por trozos de las parábolas cúbicas 

 
8

3
cx

y


 y los segmentos del eje OX; por ejemplo, las líneas ABOC1, 

ABB2C2, A2B2x, etc. De este modo, por cada punto del eje OX pasan infinitas 

líneas integrales. 
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UNIDAD II 

 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

 

2.1 MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES  

 

Supongamos que tenemos una ecuación diferencial de primer orden de la forma : 

 

)1(),( yxF
dx

dy
  

 

Un tipo especialmente simple de ecuación que ocurre a menudo  en la práctica, es 

cuando (1) puede ser escrita en la forma 

 

)2(0)()(  dyygdxxf  

 

donde un termino involucra solo a x , mientras que el otro involucra solo a y . Esta 

ecuación puede ser resuelta inmediatamente por integración. Así, la solución general d e 

(2) es 

 

)( C(y)dy g (x)dx f 3   

 

donde C es la constante de integración. Nosotros podemos regresar a la ecuación (2), 

tomando la diferencial en ambos miembros de (3), y así eliminar a C , esto es 

 

0)()(

)()(



 
dyygdxxf

dCdyygddxxfd
 

 

Puesto que el método de solución depende de la posibilidad de llevar (1) a una ecuación 

de la forma (2), donde las variables son separadas en dos términos, este método es 

llamado Método de Separación de Variables , y las variables se dice que son separables. 

 

Esta situación afortunadamente en la cual las variables son separables, para nuestro 

pesar no ocurre todas las veces. 

 

Por ejemplo, no hay manera de que la ecuación 

 

0),(),(  dxyxNdxyxM  
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pueda ser escrita en la forma (2). En tales casos es taremos forzados a buscar otros 

métodos de solución. 

 

2.1.1 EJEMPLOS 

 

1)  

a) Encuentre la solución general de 

  

)1(
2

12


y

x

dx

dy




  

 

b) Determine una solución particular para la cual y( -3) = 4 

 

Solución: 

 

a) La ecuación (1) esta escrita en la forma 

 

),( yxF
dx

dy
  

 

y se desea llevarla a la forma 

 

0)()(  dyygdxxf  

 

 en este caso resulta sencilla la separación de variables, esto es 

 

dxxdyy )1()2( 2   

0)2()1( 2  dyydxx  

)2(0)2()1( 2  dyydxx  

 

integrando (2) tenemos 

 

02)dy-(y1)dx (x2    

 

así pues 

C2
23

23

 y
y

x
x

 

 

es solución general implícita de (1).  
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b) Si 4)3( y  

C


)4(2
2

)4(
)3(

3

)3( 23

 

12    C  

 

por tanto 

 

122
23

23

 y
y

x
x

  

 

es solución particular implícita de (1).  

 

Si desarrollamos esta última expresión tenemos lo siguiente 

 

0122
23

23

 y
y

x
x

 

02442
3

2 23  yyxx  

0242
3

2
4 32 








 xxyy  


012

3
6123

3
2 
















  


c

ba

x
x

yy  

6

720722412 3 


xx
y  

 

de donde 

6

720722412 3 


xx
y  

 

es la solución particular explícita, pues, satisface a la condició n inicial dada. 

 

2) Ocasionalmente el hecho de que una ecuación diferencial pueda ser separable no 

es tan obvio, como se muestra a continuación 

 

Resolver 

 

)1(2 2 yxy
dx

dy
x   
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Solución: 

 

Intentemos separar variables 

 

yyx
dx

dy
x  22  

dxyyxxdy )2( 2   

)2(0)2( 2  xdydxyyx  

 

multiplicando a (2) por 
xy

1
 esta se reduce a 

 

)3(0
1

2 









y

dy
dx

x
x  

 

integrando (3) tenemos 

 

  







 0

1
2

y

dy
dx

x
x  

 

así pues  

 

)4(lnln2 Cyxx   

 

es solución general implícita de la ecuación diferencial dada. 

 

 Por otro lado, sabemos que 

 

b

a
ba lnlnln   

 

 usando este resultado en (4) se tiene 

 

)5(ln 2xC
y

x
  

 

 es solución general implícita de la ecuación diferencial (1). Aplicando exponenciales en 

ambos miembros de (5) 

 

2xCe
y

x   
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2xCe
y

x   

2xCe
y

x    

                                                         
2xCee

y

x    

o bien 
2xC xeey    

 

 haciendo  cteAe C  , tenemos por tanto que 

 

)6(
2

xAxey   

 

 es solución general explícita de la ecuación diferencial dada. 

 

 Comprobación 

  

 Derivando (6) 

 

 
2222 222 xxxx eAxAexAxeAe

dx

dy
  

 

 sustituyendo (6) y su derivada en (1) 

 

     2222 22 22 xxxx AxeAxexeAxAex   
2222 33 22 xxxx AxeAexeAxAxe   

 

 

3) Resolver 

 

)1(
23

2






 Cosee

SeneSen

d

dr
rr

r




 ;  0

2








 
r  

 

 Solución: 

 

 La ecuación diferencial (1) esta escrita en la forma general 

 

),( 


rF
d

dr
  

 

 y deseamos llevarla a la forma 

 

0)()(   dgdrrf . 
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 De (1) 

 
 


 23

1 2

Cose

eSen

d

dr
r

r




  

 separando variables 





d

Cos

Sen
dr

e

e
r

r

231 2 



 

 

 o bien 

)2(0
231 2











d

Cos

Sen
dr

e

e
r

r

 

 integrando (2) 

 

)3(0
231 2



  





 
III

r

r

d
Cos

Sen
dr

e

e





 

Para la parte I de la integral(3), hacemos  
reu  , con lo que, dredu r , 

entonces 

uTan
u

du
dr

e

e
r

r
1

22 11





   

o bien 

  )4(
1

1

2
r

r

r

eTandr
e

e 


 

 

Para la parte II de la integral (3), manipulemos primero el denominador para 

escribirlo en una forma mas adecuada. Sabemos que 

 

12           

)1(           

2

2

22

22













Cos

CosCos

SenCosCos

 

entonces 

)1(2                

22                

12323

2

2

2







Cos

Cos

CosCos







 

 

así, la parte II de la integral (3) toma la forma 

 










d

Cos

Sen
d

Cos

Sen
 


 212

1

23
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haciendo ahora cosw  , con lo que dSendw  , entonces 

 

wTan
w

dw
d

Cos

Sen 1

2 2

1

12

1

23





  




 

o bien 

)5()(
2

1

23

1 



CosTand

Cos

Sen 
  

 

sustituyendo (4) y (5) en (3) 

 

    CCosTaneTan r 







  11

2

1
 

 

simplificando tenemos por tanto que 

 

    CCosTaneTan r   11

2

1
 

o equivalentemente 

 

    )6(2 11 CCosTaneTan r     

 

es solución general implícita de (1).  

 

Usando la condición inicial 0
2









r  en (6), tenemos entonces que 

 

  CCosTaneTan 















 

22

1 101 
 

C 0
4


 

4


C  

así 

 

   
4

2 11 
   CosTaneTan r

 

 

es solución particular implícita de la ecuación diferencial dada.  
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4) Resolver 

 

   
)1(1 

pn

m

yxyx

yx

dx

dy




  

Solución: 

 

Sea yxt  , entonces 

dx

dy

dx

dt
1  

o bien 

 

1
dx

dt

dx

dy
 

 

sustituyendo los cambios propuestos en (1), la ecuación diferencial toma la forma 

 

)2(
pn

m

tt

t

dx

dt


  

 

separando variables en (2) 

dxdt
t

tt
m

pn




 

dxdt
t

t

t

t
m

p

m

n














  

  dxdttt mpmn    

o bien 

)3(0)(   dtttdx mpmn
 

 

integrando (3) 

 

    0)( dtttdx mpmn  

 

)4(
11

11

C
mp

t

mn

t
x

mpmn










 

 

 

pero  yxt  , entonces de (4) tenemos por tanto que 

 

C
mp

yx

mn

yx
x

mpmn














1

)(

1

)( 11

 

 

es solución general implícita de la ecuación diferencial dada. 
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5) Resolver 

 

)1(
22








 








 


yx
Sen

yx
Sen

dx

dy
 

 

 

Solución: 

 

Sabemos que 

 

 CosSenCosSenSen  )(  

 

entonces en (1) 

 

)2(
22222









































  x
Cos

y
Sen

y
Cos

x
Sen

yx
Sen  

 

sustituyendo (2) en (1) 

 














































































22222222

x
Cos

y
Sen

y
Cos

x
Sen

x
Cos

y
Sen

y
Cos

x
Sen

dx

dy
 

 

simplificando la ecuación diferencial (1) se reduce a 

 

)3(
22

2 

















x
Cos

y
Sen

dx

dy
 

 

separando variables 

 

dx
x

Cos
y

Sen

dy

















 2
2

2

 

 

o bien 

 

)4(0
22

2 
















dy

y
Cscdx

x
Cos  

 

integrando (4) 

 

  
















0

22
2 dy

y
Cscdx

x
Cos  
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por tanto 

)5(
4

ln2
2

4 C
y

Tan
x

Sen 
















 

 

es solución general implícita de la ecuación diferencial. 

 

Simplificando (5) 

 

C
y

Tan
x

Sen 

















4
ln

2
2  

                   )6(
2

2
4

ln 















 x
SenC

y
Tan  

 

 aplicando exponenciales en ambos miembros de (6) 

 

)5(
4

4

4

4

2
2

2
2

2
2

2
2


















































































x
Sen

C

x
SenC

x
SenC

x
SenC

ee
y

Tan

e
y

Tan

e
y

Tan

e
y

Tan

 

 

 haciendo cteAeC  , en la ecuación (5) 

 


















 2
2

4

x
Sen

Ae
y

Tan  

o bien 


























 2
2

1

4

x
Sen

AeTan
y

 

 por tanto 

 


























 2
2

14

x
Sen

AeTany  

 

es solución general explícita de la ecuación diferencial dada. 

 

 

 



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

 35 

2.2 ECUACIONES DE GRADO HOMOGÉNEO 

 

Para establecer si una ecuación es homogénea o no, hay que tener pleno conocimiento 

de lo que significa el grado de una ecuación. Si se tiene la ecuación general 

02  cbxax , sabemos que es de segundo grado, puesto que así lo indica el exponente 

mayor de la variable involucrada.  

 

El problema se presenta cuando tenemos ecuaciones cuyos términos presentan el 

producto de más de dos variables con diferentes exponentes, de aquí la pregunta  

 

¿Qué grado tiene una ecuación de esta forma? . 

 

El grado un producto se obtiene sumando  los exponentes las variables que intervienen 

en tal producto, como se puede ver en los siguientes ejemplos.  

 

2.2.1 EJEMPLOS 

 

1) Sea el producto  

yx2  

i. Es una expresión de 2° grado respecto a x. 

ii. Es una expresión de 1° grado respecto a y.  

iii. Es una expresión de 3° grado con respecto a x e y.  

 

2) Sea el polinomio 

  
22 84 yxyx   

  

es una expresión de 2° grado. 

 

3) El polinomio 

  
54 7yyx   

 

es una expresión de 5° grado. 

 

Para nuestro pesar, no siempre es fácil determinar el grado de una ecuac ión a simple 

vista, por ejemplo 

 











y

x
xSenyxyxF 22),(  
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Afortunadamente existe un criterio matemático de gran utilidad para determinar el 

grado de una ecuación; que establece que una ecuación tiene el mismo grado en cada 

uno de sus términos, se dice que es una ecuación homogénea.  

 

2.2.2 CRITERIO DE FUNCIONES HOMOGÉNEAS 

 

Criterio: Se dice que si ),( yxF  es una función homogénea de grado n en x e y 

se verifica la igualdad 

),(),( yxFttytxF n  

para todos los valores de t, x e y. 

 

El método consiste en lo siguiente 

 

1) Dada la expresión que involucre a las variables x e y, reemplazarlas por 

 

txx  ; tyy   

 

2) Factorizar a t. El exponente que aparezca en t, nos indicará el grado. 

 

2.2.3 EJEMPLOS 

 

Demostrar que las expresiones siguientes son homogéneas y determinar su grado.  

 

1) 22 43),( yxyxyxF   

)43(),(

43),(

)(4))((3)(),(

222

22222

22

yxyxttytxF

ytxytxttytxF

tytytxtxtytxF







 

),(),( 2 yxFttytxF   

 ),( yxF  es homogénea y de grado 2. 

 

2) 54 7),( yyxyxF   

)7(),(

7),(

7))((),(

)(7)()(),(

545

5545

5544

54

yyxttytxF

ytyxttytxF

yttyxttytxF

tytytxtytxF









 

),(),( 5 yxFttytxF   

 ),( yxF  es homogénea y de grado 5. 
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3) 









y

x
xSenyxF(x,y) 22

 









































y

x
txSenyxttytxF

y

x
txSenyxttytxF

ty

tx
txSenytxttytxF

ty

tx
SentxtytxtytxF

22

222

2222

22

),(

),(

),(

)(

)(
)()()(),(

 
























y

x
xSenyxtyttxF 22),(  

),(),( yxtFtytxF   

 

 ),( yxF  es homogénea y de primer grado. 

 

2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGÉNEAS 

 

Teorema: La ecuación diferencial 

 

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

es homogénea en x e y, si ),( yxM  y ),( yxN  son funciones 

homogéneas del mismo grado en sus variables x e y .  

 

 

Demostración: 

 

Supongamos que en la ecuación diferencial 

 

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

),( yxM  y ),( yxN  son funciones homogéneas en x e y de grado n. Entonces de acuerdo 

con el criterio 

 

)2(),(),( yxMttytxM n  

)3(),(),( yxNttytxN n  
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de (2) y (3) 

)5(
),(

),(

)4(
),(

),(





n

n

t

tytxN
yxN

t

tytxM
yxM





 

 

por otro lado de (1) 

 

dyyxNdxyxM ),(),(   

)6(
),(

),(


yxN

yxM

dx

dy
  

 

sustituyendo (4) y (5) en (6) 

 

),(

),(

),(

),(

tytxN

tytxM

t

tytxN
t

tytxM

dx

dy

n

n

  

 

para todo t. En el caso particular de 
x

t
1

  

 






























x

y
F

x

y
N

x

y
M

dx

dy

,1

,1

 

 

por tanto, toda ecuación diferencial que se pueda escribir en la forma  

 

)7(









x

y
F

dx

dy
 

 

es una ecuación diferencial homogénea . 

 

Para resolver ecuaciones diferenciales del tipo (7) se requiere hacer la sustitución  

 

)8(vxy    

donde )(xvv  , o bien 

)9(
x

y
v   
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Esto nos conducirá a una ecuación de variables separables. En efecto, como se mostró 

en el teorema anterior toda ecuación diferencial homogénea puede ser escrita e n la 

forma (7), haciendo el cambio propuesto en (8), esto es 

 

dx

dv
x

dx

dx
vxv

dx

d

dx

dy
 ),(  

)10(
dx

dv
xv

dx

dy
  

 

sustituyendo (9) y (10) en (7), entonces 

 

vvF
dx

dv
x  )(  

 

es una ecuación diferencial de variables separables. Separando variables 

 

x

dx

vvF

dv


)(
 

o bien 

0
)(





vvF

dv

x

dx
 

 

Ahora tenemos las variables separadas, en consecuencia podemos aplicar el método 

descrito en la sección 2.1 para ecuaciones diferenciales de variables separables. 

Después de aplicarlo, hay que cambiar a v por su valor expresado en términos de x e y, 

esto es fácil puesto que sabemos que 









y

x
v . 

 

2.3.1 EJEMPLOS 

 

1) Resuelva 

 

)1(
yx

yx

dx

dy




  

Solución: 

 

La ecuación (1) esta escrita en la forma 

 

),(

),(

yxN

yxM

dx

dy
  
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donde 









yxyxN

yxyxM

),(

),(
  

 

son funciones homogéneas de grado 1, esto es  

 

),(                

)(                

),(

yxtM

yxt

tytxtytxM







 

  

análogamente, la función ),( yxN . Por tanto, la ecuación diferencial (1) es 

homogénea y puede ser llevada a la forma 

 











x

y
F

dx

dy
 

 

al multiplicar por 
x

1
 el numerador y denominador de (1), esto es  

)2(

1

1
















x

y
F

x

y
x

y

dx

dy
 

usando la transformación 

 

)3(vxy   

 

o bien 

 

)4(
x

y
v   

donde de (3) 

 

)5(
dx

dv
xv

dx

dy
  

 

sustituyendo (4) y (5) en (2) 

 

v

v

dx

dv
xv






1

1
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separando variables 

 

v

vv

v

vvv

v
v

v

dx

dv
x


















1

21
        

1

)1(1
        

1

1

2

 

x

dx
dv

vv

v





221

1
 

 

o bien 

 

(6) 0
21

1
2





 dv

vv

v

x

dx
 

 

integrando (6) 

 

)7(0
12

1
2





  dv

vv

v

x

dx
 

 

haciendo 122  vvu  , con lo que dvvdu )22(  dvv )1(2  , entonces la 

ecuación (7) toma la forma 

 

   0
2

1

u

du

x

dx
 

 

del proceso de integración resulta  que 

 

Cux lnln
2

1
ln   

 

pero 122  vvu , entonces 

 

Cvvx ln12lnln2 2   

 

por otro lado, sabemos que 

 
a

bba lnln   
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entonces 

 

Cvvx ln12lnln 22
  

 

además 

 

abba lnlnln   

 

luego 

 

)8(ln)12(ln 22 Cvvx   

 

aplicando exponenciales en ambos miembros de (8) 

 

Cvvx  )12( 22
 

 

Como 









x

y
v , entonces 

C
x

y

x

y
x 








 12

2

2
2

 

 

o bien 

 

Cxyxy  22 2  

 

es solución general de (1). 

 

2) Resuelva 

)1(22 yxy
dx

dy
x   

 

 Solución: 

 

 Llevando (1) a la forma 

 

),(

),(

yxN

yxM

dx

dy
  
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se tiene 

 

)2(

22


x

yxy

dx

dy 
  

donde 

 

                  ),(

),( 22

xyxN

yxyyxM




 

 

son funciones homogéneas de grado 1. Manipulando un poco la ecuación (2) 

 

x

yx

x

y

dx

dy
22 

  

2

22

x

yx

x

y

dx

dy 
  

2

2

1
x

y

x

y

dx

dy
  

 

o bien 

 

)3(1

2











x

y

x

y

dx

dy
 

 

donde la ecuación (3) tiene la forma 

 











x

y
F

dx

dy
 

 

usando la transformación 

 

)4(vxy   

 

o bien 

)5(
x

y
v   

donde de (4) 

)6(
dx

dv
xv

dx

dy
   
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sustituyendo (5) y (6) en (3) se tiene 

 

21 vv
dx

dv
xv   

separando variables 

 

x

dx

v

dv





21
 

o bien 

 

)7(0
1 2





v

dv

x

dx
 

integrando (7) 

 

0
1

11

2



  dv

v
dx

x
 

Cvvx ln1lnln 2   

 

simplificando 

 

  Cvvx ln1ln 2   

 

o equivalentemente, aplicando exponenciales en ambos miembros de la expresión anterior 

 

  )8(1 2 Cvvx    

 

sustituyendo (5) en (8) 

C
x

y

x

y
x 
























2

1  

C
x

yxx
y 




22

 

 

por tanto 

 

Cyxy  22
 

 

es solución general de la ecuación diferencial dada.  
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3) Resuelva  

)1(023 323  dxxxdxydyy  

 

 Solución: 

 

Llevando la ecuación diferencial a la forma 

 

),(

),(

yxN

yxM

dx

dy
  

se tiene 

 

)2(
)23(

0)23(

3

32

323


y

xxy

dx

dy

dxxxydyy






 

donde 

 

3

32

),(

)23(),(

yyxN

xxyyxM




 

 

son funciones homogéneas de grado 3. Multiplicando por 
3

1

x
 en el numerador y 

denominador de (2) tenemos 

 

)3...(

)23(

3

3

2

2














x

y
F

x

y

x

y

dx

dy
 

Usando la transformación 

 

)4(vxy   

 

o bien 

)5(
x

y
v   

 

donde de (4) 

 

)6(
dx

dv
xv

dx

dy
  
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sustituyendo (5) y (6) en (3) 

 

 
 3

2 23

v

v

dx

dv
xv


  

 

separando variables 

 

 
v

v

v

dx

dv
x 




3

2 23
 

 

  x

dx

vv

dvv

v

vv

dx

dv
x









42

3

3

42

23

23

 

 

o bien 

)7(0
23 24

3





vv

duv

x

dx
 

 

integrando (7) 

 

)8(0
23 24

3




  vv

dvv

x

dx
 

 

de (8) 

 

)9(
)2)(1(23 22

3

24

3

 


 vv

dvv

vv

dvv
 

 

donde la descomposición en fracciones parciales del integrando de (9) es 

 

)2)(1(

2)2()()(

)2)(1(

))(1())(2(

21)2)(1(

22

23

22

22

2222

3























vv

DBCAvDBvCAv

vv

DCvvBAvv

v

DCv

v

BAv

vv

v
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de lo anterior se tiene que 

 

02

0

02

1









DB

DB

CA

CA

 

 

resolviendo el sistema obtenemos 

 

0

1





B

A
  

0

2





D

C
 

 

por tanto (8) se puede escribir en la forma equivalente 

 

)10(0
2

2
1 22







  dv
v

v
dv

v

v

x

dx
 

 

haciendo los cambios 

 

wdwdwvdvdu

vwvu

2                2

2                  1 22




 

 

entonces (10) se reduce a 

 

0
2

1
   w

dw

u

du

x

dx
 

 

y por integración inmediata se tiene que 

 

Cvvx ln2ln1ln
2

1
ln 22   

 

simplificando 
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 
C

v

vx

Cv
v

x

Cvvx

ln
1

2
ln

ln2ln
1

ln

ln2ln1lnln

2

222

2
2

2

2

2
222











 

 

o bien 

 

 
C

v

vx






1

2
2

222

 

 

luego de (5) se tiene por tanto que 

 

C

x

y

x

y
x






















1

2

2

2

2

2
2

 

 

es solución general de la ecuación diferencial dada.  
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2.4 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS 

 

2.4.1 UNA IDEA INTUITIVA DE EXACTITUD 

  

Para establecer si una ecuación diferencial es exacta es necesario tener pleno 

conocimiento del concepto del diferencial de una función.  

 

Definición: Sea ),,,( 21 nxxxFF   una función de las variables 
nxxx ,,, 21  . Si F  

tiene derivadas parciales de primer orden en 
nxxx ,,, 21   en alguna región 

abierta R, entonces el diferencial de F  (denotado por dF ) es 

 

n

n

n dx
x

F
dx

x

F
dx

x

F
xxxdF














  2

2

1

1

21 ),,,(  

 

En el siguiente ejemplo, y con la ayuda de la definición anterior, daremos una idea intuitiva de la 

implicación que tiene la palabra exactitud en una ecuación diferencial. 

 

Sea yx
yx

yxF 
2

),(
22

. Es claro que la función es derivable en todo el plano x-y, entonces el 

diferencial  dF de F es 

 

)1(),( dy
y

F
dx

x

F
yxdF









  

 

de donde 

)2(

1

1

2

2
























yx
y

F

xy
x

F

 

 

sustituyendo (2) en (1) resulta que 

 

                                     )3(11),( 22 dyyxdxxyyxdF   

 

representa el diferencial de la función 

 

                                             )4(
2

),(
22

yx
yx

yxF   

 

Hagamos la siguiente hipótesis; si en (3) 0),( yxdF , entonces 

 

 

    011 22  dyyxdxxy  
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ó bien 

 

 
 

)5(
1

1
2

2







yx

xy

dx

dy
 

 

la cual representa una ecuación diferencial de primer orden con variable dependiente y y variable 

independiente x . 

 

Por otro lado, como por hipótesis 0),( yxdF , esto implica que,   0),( yxdF  ó bien, 

CyxF ),( ; siendo C  una constante por determinar. Luego, la expresión (4) es una función 

constante dada por 

 

)6(
2

22

yx
yx

C   

 

derivando (6) implícitamente con respecto de x  esta, obtenemos 

 









 yx

yx
C

dx

d

2

22

 

 






















dx

dydx

dy
yxxy

1
2

22

0

22

 

 

simplificando y despejando a  
dx

dy
 resulta que 

 

 
 1

1
2

2






yx

xy

dx

dy
 

 

que es exactamente lo mismo que (5), con lo que concluimos que (6) es solución general de (5). 

 

Del ejemplo anterior podemos observar lo siguiente 

 

Si el diferencial de la función ),( yxF  es cero, es decir     0),(11 22  yxdFdyyxdxxy , 

entonces como implicación inmediata se tiene el hecho de que,   0),( yxdF  ó bien, 

CyxF ),( , siendo esta ultima la solución general de la ecuación diferencial  

    011 22  dyyxdxxy . En otras palabras, tendrá sentido hablar de existencia de la función 

),( yxF  como solución de la ecuación diferencial (5) si y solo si 

    0),(11 22  yxdFdyyxdxxy , siendo    dyyxdxxy 11 22   precisamente el 

diferencial de la función ),( yxF . En tales circunstancias diremos que la ecuación diferencial 

    011 22  dyyxdxxy  es exacta. 
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El problema inverso que es el que nos interesa estudiar, no es tan obvio a simple vista como podría 

parecer, es decir, dada la ecuación diferencial, en este caso,     011 22  dyyxdxxy , 

determinar la forma de la función  CyxF ),( , tales que, 

    0),(11 22  yxdFdyyxdxxy . El proceso que se sigue para este fin es casi inmediato y 

se apoya en  un criterio matemático bastante simple que establece la exactitud de una ecuación 

diferencial. Dicho criterio matemático surge de manera natural con la prueba del siguiente teorema, 

el cual, se construye considerando la siguiente definición. 

 

 

2.4.2 DEFINICIÓN DE ECUACIÓN DIFERENCIAL EXACTA  

  

 

Definición: 

 

Una ecuación diferencial de la forma 

 

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

es exacta si existe una función ),( yxU  tal que 

 

)2(0),(),(),(  yxdUdyyxNdxyxM  

 

donde dyyxNdxyxM ),(),(   es el diferencial de ),( yxU  en tal 

caso (2) puede    escribirse como 

 

)3(0),( yxdU  

 

por integración simple se tiene  

 

  0),( yxdU  

o bien 

 

)4(),( CyxU   

 

la cual es solución general de la ecuación diferencial  (1).  
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2.4.3 TEOREMA DE EXACTITUD 

 

Teorema: 

 

 

Una condición necesaria para la exactitud de la ecuación diferencial  

 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

es 

x

N

y

M









  

esto significa que 

 

1) Si  0),(),(),(  yxdUdyyxNdxyxM  (i.e. la ecuación es 

exacta) entonces 

x

N

y

M









 (Necesidad) 

2) Si  
x

N

y

M









, entonces existe ),( yxU  tal que 

),(),(),( yxdUdyyxNdxyxM   o lo que es equivalente, 

),( yxU   existe tal que 

),(  );,( yxN
x

U
yxM

x

U










 (Suficiencia) 

 
 

DEMOSTRACIÓN PARTE I: 

 

Si la ecuación diferencial 

  

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

es exacta, entonces por definición existe una función  ),( yxU  tal que 

 

)2(0),(),(),(  yxdUdyyxNdxyxM  

 

por otro lado, el diferencial de ),( yxU  es 

 

)3(),( dy
y

U
dx

x

U
yxdU









  

 

comparando (2) y (3)  

)4(),(     );,( yxN
x

U
yxM

x

U










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derivando la primera de las ecuaciones de (4) con respecto a y y la segunda con respecto 

a x, tenemos 

y

M

yx

U








 2

 ; )5(
2


x

N

xy

U









 

 

Bajo condiciones apropiadas el orden de diferenciación es indiferente, y a que una 

condición suficiente para la cual el orden de diferenciación es indistinto es que ),( yxU  

y sus derivadas parciales (al menos de segundo orden) sean continuas en una región del 

plano xy. 

 

Supongamos pues, que ),( yxU   y sus derivadas parciales (al menos a segundo orden) 

son continuas en el plano xy.  Entonces de (5) tenemos 

  

)6(
22


yx

U

xy

U









 

 

por tanto 

)7(
x

N

y

M









 

 

representa una condición necesaria para la exactitud. Luego, si la ecuación es exacta, 

entonces se debe cumplir (7), esto es, podemos encontrar una función ),( yxU  tales que 

 

)8(),(     );,( yxN
x

U
yxM

x

U










 

 

DEMOSTRACIÓN PARTE II: 

 

Para probar esta parte del teorema basta mostrar que si  

 

x

N

y

M









 

 

entonces la ecuación diferencial es exacta y existe ),( yxU  tales que 

 

),(      );,( yxN
x

U
yxM

x

U










 

 

despejando ),( yxU  de la primera de estas las ecuaciones  

 

)11(),(),( dxyxMyxdU   
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integrando (11) tenemos 

 

   )12(),(),(),( CdxyxMyxdUyxU  

 

 

donde la constantes de integración de (12) no puede ser función de x, sin embargo 

podría ser una función de y, esto es, supongamos que 

 
)(yfC   

entonces (12) 

 

  )13()(),(),( yfdxyxMyxU  

 

sustituyendo (13) en la segunda de las ecuaciones de (8) 

 

  )14(),()(),(
),(

yxNyfdxyxM
yy

yxU










  

 

derivando el segundo miembro de (14) con respecto de y tenemos 

 

)15(),()(),( yxNyfdxyxM
y





  

o bien 

)16(),(),()( 


 dxyxM

y
yxNyf  

 

de donde en (16) nos falta probar que 

)17(


 Mdx

y
N  

 

es una función de la variable y, para ello derivemos a (17) con respecto de x, esto es  

 

0),(),(),( 








































 y

M

x

N
dxyxM

xyx

N
dxyxM

y
yxN

x
 

 

ya que por hipótesis  
x

N

y

M









 , en consecuencia 

)(yfMdx
y

N 



   

 

y por tanto de (16) podemos obtener el complemento de (13), y con ello la forma completa de la 

función ),( yxU , así la condición de suficiencia queda por tanto probada, ya que existe 

una función ),( yxU  que satisface a las ecuaciones (4).  
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2.4.4 EJEMPLOS 

 

1) Resuelva 

 

)1(0)(2 2  dyCosyxxydx  

 Solución: 

 

 En (1) 

)2(
),(

2),(

2









CosyxyxN

xyyxM
 

 

dadas las ecuaciones (2), si  

 

)3(
x

N

y

M









 

 

 entonces (1) es exacta. Sustituyendo (2) en (3)  

 

x
x

N

x
y

M

2

2











 

 

como 
x

N
x

y

M









2 , por tanto, la ecuación diferencial es exacta, lo que 

implica que existe una función ),( yxU  tal que 

 

)4(),(     );,( yxN
y

U
yxM

x

U










 

 

despejando ),( yxU  de la primera ecuación de (4) 

 

)5(),(),( dxyxMyxdU   

 

sustituyendo ),( yxM  en (5) e integrando 

 

  xydxyxdU 2),(  
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entonces 

 

)6()(),( 2 yfyxyxU   

 

para determinar la forma explícita de )(yf , sustituyamos ),( yxN  y la 

ecuación (6) en la segunda ecuación de (4), esto es  

 

  )7()( 22 Cosyxyfyx
yy

U










 

 

de (7) 

 

Cosyxyfx  22 )(  

o bien 

 

)8(
)(

)( Cosy
dy

ydf
yf   

integrando (8) 

 

  Cosydyydf )(  

 

así, la forma explícita de )(yf  es 

  

)9()( Senyyf   

 

por tanto, sustituyendo (9) en (6), se tiene que  

 

SenyyxyxU  2),(  

 

o bien 

 

)10(2 CSenyyx   

 

es la solución general de la ecuación diferencial dada. 

 

Si se hubiera despejando la función ),( yxU  de la segunda ecuación de (4), esto 

es 

 

)11(),(),( dyyxNyxdU   
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entonces, de integrar (11) se tiene que 

 

    dyCosyxyxdU 2),(  

de donde 

 

)12()(),( 2 xfSenyyxyxU   

 

ahora, para determinar la forma explícita de )(xf , sustituyamos ),( yxM  y la 

ecuación (12) en la segunda ecuación de (4), esto es  

  

  xyxfSenyyx
x

2)(2 



 

xyxfxy 2)(2   

0)(  xf  

Dxf )(  

por tanto 

 

DSenyyxyxU  2),(  

 

o bien 

 

CSenyyx 2
 

 

que es lo mismo que (10) 

 

 

2) Resuelva 

 

)1(
1

1
2

2


yx

xy

dx

dy




 ;     1)0( y  

 

Solución: 

 

Llevemos la ecuación (1) a la forma general  

 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

esto es 

 

dxxydyyx )1()1( 22   
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0)1()1( 22  dyyxdxxy  

o bien 

 

)2(0)1()1( 22  dyyxdxxy  

 

donde, de (2) 

)3(
1),(

1),(

2

2












yxyxN

xyyxM
 

 

dadas las ecuaciones (3), si  

 

)4(
x

N

y

M









 

 

 entonces (1) es exacta. Sustituyendo (3) en (4)  

 

xy
x

N

xy
y

M

2

2











 

 

como, 
x

N
xy

y

M









2 por tanto, la ecuación diferencial es exacta, lo que 

implica que existe una función ),( yxU  tal que 

 

)5(),(     );,( yxN
y

U
yxM

x

U










 

 

despejando ),( yxU  de la primera ecuación de (5) 

 

)6(),(),( dxyxMyxdU   

 

sustituyendo ),( yxM  en (6) e integrando 

 

   dxxyyxdU )1(),( 2
 

 

entonces 

)7()(
2

),(
22

yfx
yx

yxU   
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para determinar la forma explícita de )(yf , sustituyamos ),( yxN  y la 

ecuación (7) en la segunda ecuación de (5), esto es 

 

)8(1)(
2

2
22



















yxyfx

yx

yy

U
 

 

de (8) 

1)( 22  yxyfyx  

o bien 

)9(1
)(

)( 
dy

ydf
yf  

integrando (9) 

 

  dyydf )(  

 

así, la forma explícita de )(yf  es 

  

)10()( yyf   

 

por tanto, sustituyendo (10) en (7) , se tiene que 

 

yx
yx

yxU 
2

),(
22

 

o bien 

)11(
2

22

Cyx
yx

  

 

es la solución general de la ecuación diferencial dada.  

 

Si en (11), 1)0( y  

   
    C 10

2

10
22

 

entonces 

 

1C   

por tanto 

1
2

22

 yx
yx

  

es solución particular de (1). 
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2.5 MÉTODO DE AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS 

 

Es más fácil resolver ecuaciones diferenciales exactas por un método de inspección conocido como 

el Método de Agrupación de Términos, el cual esta basado en la habilidad de reconocer de manera 

intuitiva el diferencial de ciertas ecuaciones diferenciales exactas. Para ilustrar el método 

consideremos los siguientes ejemplos 

 

2.5.1 EJEMPLOS 

 

1) Resolver 

 

)1(0)(2 2  dyCosyxxydx  

 

Solución: 

 

Reagrupando los términos de (1) 

 

)2(0)2( 2  Cosydydyxxydx  

 

de donde, el diferencial de (2) es 

 

0)()( 2  Senydyxd  

 

o bien 

 

  )3(02  Senyyxd  

 

integrando (3) 

 

0)( 2  Senyyxd  

 

por tanto 

 

CSenyyx 2
 

 

es solución general de la ecuación diferencial dada. 

 
 

2) Resolver 

 

 
 

)1(
1

1
´

2

2


yx

xy
y




  

 

 

 

Solución: 
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Reagrupando los términos de (1) 

 

)2(0)(

0)1()1(

)1()1(

22

22

22







dydxydyxdxxy

dyyxdxxy

dxxydyyx

 

 

de donde, el diferencial de (2) es 

 

0
2

22









dydx

yx
d  

 

o bien 

)3(0
2

22









 yx

yx
d  

 

integrando (3) 

 

0
2

22









 yx

yx
d  

 

por tanto 

Cyx
yx


2

22

 

 

es solución general de la ecuación diferencial dada. 

 

 

3) Determine el valor de k para que la siguiente ecuación diferencial sea exacta y 

resuélvala.  

 

)1(0)203()2( 32243  dyyxxydxxkxyy  

 

Solución: 

 

De (1) 

 

)2(
203),(

2),(

322

43












yxxyyxN

xkxyyyxM
 

 

 entonces 
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32

32

403

43

xyy
x

N

kxyy
y

M











 

 

para que la ecuación diferencial (1) sea exacta debe ocurrir que 

 

x

N

y

M









 

 

esto es 

 

10                  

10            

404         

40343

33

33

3232









k

xykxy

xyKxy

xyykxyy

 

 

por tanto, la ecuación diferencial es exacta si 10k . 

 

Comprobación 

 

Sustituyendo el valor de k en (2) 

 

)3(
203),(

210),(

322

43












yxxyyxN

xxyyyxM
 

entonces 

 

32

32

403

403

xyy
x

N

xyy
y

M











 

 

como 
x

N
xyy

y

M








 32 403 , entonces la ecuación diferencial es exacta cuando 

10k . Reagrupando los términos de (1), para 10k . 

  

)4(02)3()2010(

0)203()210(

23324

32243





xdxdyxydxydyyxdxxy

dyyxxydxxxyy
 

 

donde el diferencial de (4) es 
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0)()()5( 2342  xdxydyxd  

o bien 

 

)5(0)5( 2342  xxyyxd  

integrando (5) 

 

0)5( 2342  xxyyxd  

 

por tanto 

Cxxyyx  23425  

 

es solución general de (1), siempre y cuando 10k . 

 

   

4) Deduzca una función ),( yxM  tal que la siguiente ecuación diferencial sea exacta. 

 

)1(0
1

2),( 







 dy

x
xyxedxyxM xy

 

Solución: 

 

De (1) 

 

)2(
1

2),( 
x

xyxeyxN xy   

entonces 

 

)3(
1

2
1

2
2


x
eyxye

x
xyxe

xx

N xyxyxy 

















 

 

para que (1) sea exacta debe ocurrir que 

 

)4(
x

N

y

M









 

 

donde, en este caso ),( yxM , es una función desconocida. Para encontrar la forma 

explícita de ),( yxM sustituyamos (3) en (4) 

 

)5(
1

2
2


x
eyxye

y

M xyxy 



 

 

y despejemos de (5) ),( yxM , esto es 
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)6(
1

2),(
2

dy
x

yexyeyxdM xyxy









  

 

integrando ambos miembros de (6) 

 

)7(
1

1
2),(

2

2

2


x

y
ye

x
dyyex

dy
x

yexyeyxdM

xyxy

xyxy

















 

 

donde en (7) 

 

)8(
1

               

1

2
xy

xy

xy
xy

xy

e
xx

ye

dye
xx

ye
dyye



 
 

 

sustituyendo (8) en (7) 

 

 

     C
x

y
y

x

e

x

e
yeC

x

y
y

x

e

x

e

x

ye
xyxM

xyxy
xy

xyxyxy











2

2

2

2

2
),(  

 

 

donde la constante de integración C no es función de la variable y , sin embargo si 

puede ser función de la variable x . Luego haciendo )(xfC  , se tiene que si 

 

)(),(
2

2 xf
x

y
yyeyxM xy   

 

entonces la ecuación diferencial (1) es exacta. 
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2.6 FACTOR INTEGRANTE 

 

A veces es posible transformar una ecuación diferencial no exacta, 0),(),(  dyyxNdxyxM , 

en una ecuación diferencial exacta multiplicándola por una función ),( yx . Ilustremos este 

argumento mediante el siguiente ejemplo. 

 

La ecuación diferencial 

 

)1(0)94(6 2  dyxyxydx  

  

no es exacta. Multiplíquela por la función 2),( yyx   y verifique nuevamente la condición de 

exactitud. En efecto, de (1) 

 

)2(
94),(

6),(

2









xyyxN

xyyxM
 

 

entonces  

x
x

N

x
y

M

18

6











 

 

como 
x

N

y

M









, por tanto la ecuación diferencial dada no es exacta. Multipliquemos ahora (1) 

por la función 
2),( yyx  , esto es 

 

  0)94(6 22  dyxyxydxy  

 

o bien 

 
 )3(0)94(6 2233 dyyxydxxy  

 

donde de (3) 

 

)4(
94),(

6),(

223

1

3

1 










yxyNyxN

xyMyxM




 

 

entonces, 
x

N
xy

y

M








 121 18 , y por tanto la ecuación diferencial dada ya es exacta. 

 
 Nótese que la ecuación diferencial (3), es la misma que (1) y difieren en forma únicamente por un factor, el cual no altera la ecuación 
original por estar igualada a cero. 
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Reagrupando los términos de (6) 

 

)7(04)96( 3223  dyydyyxdxxy  

 

donde el diferencial de (7) es 

   

0)()3( 432  ydyxd  

 

o bien 

 

)8(0)3( 432  yyxd  

 
integrando (8) 

 

  0)3( 432 yyxd  

 
por tanto 

 

Cyyx  4323  

 

 

es solución general de la ecuación diferencial dada. 

 

La función multiplicadora ),( yx  que hace exacta a una ecuación diferencial recibe el nombre de 

factor integrante. 

 

 

Definición: 

 

 

Si la ecuación diferencial 

 

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

no es exacta y multiplicamos a esta por 0),( yx  de tal suerte que 

 

0 NdyMdx   

 

es exacta, entonces decimos que hemos hecho exacta a la ecuación 

diferencial. La función multiplicadora ),( yx  se llama el factor 

integrante de la ecuación diferencial (1). 
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2.6.1 ECUACIONES DIFERENCIALES HECHAS EXACTAS POR UN FACTOR DE 

INTEGRANTE APROPIADO. 

 

Para la obtención de un factor integrante apropiado, consideremos primero que la 

ecuación  diferencial 

  

)1(0),(),(  dyyxNdxyxM  

 

no es separable y tampoco es exacta. 

 

Multipliquemos ahora la ecuación (1) por el factor integrante ),( yx  (aún 

desconocido), entonces de acuerdo con la definición de la sección 2.3.7, la ecuación 

diferencial 

 

0)()(  dyNdxM   

 

ya es exacta, tal que 

 

)2(
)()(


x

N

y

M








 
 

 

Para simplificar nuestro trabajo analicemos los siguientes dos casos. 

 

CASO I: Si )(x  , es decir   es solo función de x , entonces de (2) se tiene 

 

dx

d
N

x

N

y

M

dx

d
N

x

N

y

M



































 

 

de donde 

)3()(
1

xd
x

N

y

M

N

d






















 

 

si en (3) 

)(
1

xf
x

N

y

M

N


















 

 

entonces por integración inmediata, (3) se reduce a 
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  dxxf
d

)(



 

con lo que 

 dxxf )(ln  

 

o bien 


dxxf

ex
)(

)(  

 

por tanto 

 

Teorema:  

 

 

Si )(
1

xf
x

N

y

M

N


















, entonces 

dxxf

e
)(

  es el factor integrante. 

 

CASO II: Si )(y  , es decir   es solo función de y , entonces de (2) se tiene 

 





























y

M

x

N

dy

d
M

x

N

dy

d
M

y

M









 

 

de donde 

)4(
1

dy
y

M

x

N

M

d






















 

 

si en (4) 

)(
1

yg
y

M

x

N

M


















 

 

entonces por integración inmediata, (4) se reduce a 

 

  dyyg
d

)(



 

con lo que  

 dyyg )(ln  

o bien 


dyyg

e
)(

  

por tanto 

 

Teorema: 
Si  )(

1
yg

y

M

x

N

M


















entonces 

dyyg

e
)(

  es el factor integrante. 
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2.6.2 EJEMPLOS 

 

1) Resuelva 

 

)1(0)33(  dyyxydx  

Solución: 

 

De (1) 

 

)2(
33),(

),(









yxyxN

yyxM
 

entonces 

)3(

3

1
























x

N

y

M

 

 

como 
x

N

y

M









, concluimos que la ecuación diferencial (1) no es exacta. 

Busquemos un factor integrante apropiado. 

 

i ) Si  

)4()(
1

xf
x

N

y

M

N


















 

 

entonces el factor integrante es 

  

)5(
)(


dxxf

e  

 

sustituyendo (3) en (4) 

 

)(
33

2

)()13(
33

1

xf
yx

xf
yx









 

 

y por tanto (5) no es un factor integrante apropiado. 
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ii ) Si  

)6()(
1

yg
y

M

x

N

M


















 

 

entonces el factor integrante es 

 

)7(
)(


dyyg

e  

 

sustituyendo (3) en (6) 

)()13(
1

yg
y

  

es decir 

)8(
2

)( 
y

yg   

sustituyendo (8) en (7) 

 

2lnln2

2
)( 2

yeeee yy
dy

ydyyg




  

 

por tanto el factor integrante buscado es 

 

)9(2y  

 

Multiplicando a (1) por (9) 

 

 0)33(2  dyyxydxy  

o bien 

 

)9(0)33( 3223  dyyxyydxy  

 

donde de (9) 

 

)10(
33),(

),(

322

1

3

1 










yxyyNyxN

yMyxM




 

entonces 

 

21

21

3

3

y
x

N

y
y

M










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como 
x

N

y

M








 11 , tenemos por tanto que la ecuación diferencial dada ya es exacta y se 

puede resolver. Dado que (1) ya es exacta, entonces existe una función ),( yxU  tal que 

 

)11(          11 N
y

U
M

x

U










 

 

donde ),(1 yxM  y ),(1 yxN , vienen dadas por (10). Despejando ),( yxU  de la primera 

ecuación de (11) 

 

)12(),(),( 1 dxyxMyxdU   

 

sustituyendo ),(1 yxM  en (12) e integrando 

 

  dxyyxdU 3),(  

entonces 

 

)13()(),( 3 yfxyyxU   

 

para determinar la forma explícita de )(yf , sustituyamos ),(1 yxN  y la ecuación 

(13) en la segunda ecuación de (11), esto es  

 

  )14(33)( 3223 yxyyyfxy
yy

U










 

de (14) 

 
3222 33)('3 yxyyyfxy   

o bien 

 

)15(3
)(

)(' 32 yy
dy

ydf
yf   

integrando (15) 

 

   dyyyydf 323)(  

 

así, la forma explícita de )(yf  es 

  

)16(
4

)(
4

3 
y

yyf   
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por tanto, sustituyendo (16) en (13), se tiene que  

 

4
),(

4
33 y

yxyyxU   

o bien 

C
y

yxy 
4

4
33

 

 

es la solución general de la ecuación diferencial dada. 

 

 

2) Una curva tiene una pendiente dada por 

 

)1(
2

22


yx

xy

dx

dy


  

 

pasa por el punto (2,1). Encuentre su ecuación. 

  

Solución: 

 

Llevemos la ecuación (1) a la forma general  

 

0),(),(  dyyxNdxyxM  

esto es 

xydxdyyx 2)( 22   

 

o bien 

)2...(0)(2 22  dyxyxydx  

 

donde, de (2) 

)3(
),(

2),(

22









xyyxN

xyyxM
 

entonces 

x
x

N

x
y

M

2

2










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como 
x

N

y

M









, concluimos que la ecuación diferencial (1) no es exacta. 

Busquemos un factor integrante apropiado.  

 

i) Si  

)4()(
1

xf
x

N

y

M

N


















 

 

entonces el factor integrante es  

 

)5(
)(


dxxf

e  

 sustituyendo (3) en (4) 

 

)(
4

)()22(
1

22

22

xf
xy

x

xfxx
xy







 

 

ii) Si  

)6()(
1

yg
y

M

x

N

M


















 

 

entonces el factor integrante es 

 

)7(
)(


dyyg

e  

 

sustituyendo (3) en (6) 

 

)()22(
2

1
ygxx

xy
  

 

es decir 

)8(
2

)( 
y

yg   

 
sustituyendo (8) en (7) 

 

2

lnln2

2
)( 12

y
eeee yy

dy
ydyyg









  
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por tanto el factor integrante buscado es 

 

)9(
1

2


y
  

multiplicando a (2) por (9) 

 

0)(2 22  dyxyxydx  

o bien 

 

)10(01
2

2

2









 dy

y

x
dx

y

x
 

 

donde de (10) 

 

)11(

1),(

2
),(

2

2

1

1



















y

x
NyxN

y

x
MyxM





 

 

entonces 

 

2

1

2

1

2

2

y

x

x

N

y

x

y

M











 

 

como 
x

N

y

M








 11 , tenemos por tanto que la ecuación diferencial dada ya es exacta y se 

puede resolver.  

 

Resolviendo por agrupación de términos 

 

)12(0
2

2

2









 dydy

y

x
dx

y

y
 

 

donde el diferencial de (11) es 

 

)13(0
2









 y

y

x
d  
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donde por integración inmediata de (12) 

 

0
2









 y

y

x
d  

se tiene por tanto que 

 

)14(
2

Cy
y

x
  

 

es solución general de (1). 

 

En el punto (1,2), (14) se reduce a 

 

C

C





14

1
1

)2( 2

 

 

así 

5C   

 

y por tanto 

 5 
2

 y
y

x
 

 

es solución particular de la ecuación diferencial dada. 
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2.7 LA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN 

 

Como sabemos toda ecuación diferencial ordinaria lineal de orden n tiene la forma 

 

)1()()()()()( 011

1

1  xgyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




  

 

Si en (1) n = 1, entonces esta se reduce a 

  

)2()()()( 01 xgyxa
dx

dy
xa   

 

la cual es una ecuación diferencial  ordinaria lineal de primer orden . Multipliquemos  

(2) por 
)(

1

1 xa
, esto es 

)3(
)(

)(

)(

)(

11

0 
xa

xg

xa

xa

dx

dy
  

haciendo 

)(

)(
)(

)(

)(
)(

1

1

0

xa

xg
xQ

xa

xa
xP





 

 

entonces (3) se reduce a  

 

)4()()( xQyxP
dx

dy
  

 

la cual será la forma general que adoptaremos para representar a una ecuación 

diferencial de primer orden. 

 

Para resolver (4) utilizaremos el método de exactitud descrito en la sección 2.3. 

Llevando (4) a la forma general 

 

)5(0),(),(  dyyxNdxyxM  

esto es 

 dxyxPxQdy

yxPxQ
dx

dy

)()(

)()(




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o bien 

 

  )6(0)()(  dydxyxPxQ  

 

de donde 

 

 
)7(

1),(

),(









yxN

Q(x)-P(x)yyxM
 

 

entonces 

 

)8(

0

)(
























x

N

xP
y

M

 

 

como 
x

N

y

M









, concluimos que la ecuación diferencial (4) no es exacta.  

 

Busquemos un factor integrante apropiado.  

 

i) Si  

)9()(
1

xf
x

N

y

M

N


















 

 

entonces el factor integrante es  

 

)5(
)(


dxxf

e  

 

sustituyendo (7) en (8) 

 

  )()(0)(
)1(

1
xfxPxP 


 

 

por tanto, el factor integrante de (4) es  

 

)6(
)(


dxxP

e  
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multiplicando  (4) por (6) 

 







 













dxxPdxxP

dxxPdxxPdxxP

dxxP

exQye
dx

d

exQyxPe
dx

dy
e

xQyxP
dx

dy
e

)()(

)()()(

)(

)(

)()(

)()(

 

o bien 

)7()(
)()(

dxexQyed
dxxPdxxP 






   

 

integrando ambos miembros de (7), tenemos por tanto que 

 

)8()(
)()(

CdxexQye
dxxPdxxP


  

 

es solución general de (4). 

 

Como conclusión podemos establecer que toda ecuación diferencial lineal de primer 

orden como la descrita en (4), es un caso particular de las ecuaciones diferenciales 

exactas. 

 

Nota: No hay necesidad de memorizar la última expresión. Es mucho mejor usar el 

factor integrante 

 


dxxP

e
)(

  

 

multiplicar la ecuación (4) por este factor. Luego, escribir el lado izquierdo d e la 

ecuación como la derivada con respecto a x del producto de   por y. En efecto 

 

 

 

)(                     

)(                      

)()(

)()(

)()()(

xPe
dx

dy
e

dxxP
dx

d
e

dx

dy
e

e
dx

d

dx

dy
eye

dx

d

dxxPdxxP

dxxPdxxP

dxxPdxxPdxxP











 





 

  
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2.7.1 EJEMPLOS 

 

1) Resuelva 

 

)1(10
5

1
 y

dx

dy
 

Solución:  

 

Llevando (1) a la forma general adoptada para una ecuación diferencial de primer orden 

 

)()( xQyxP
dx

dy
  

se tiene 

)2(505  y
dx

dy
 

 

de donde 

50)(

5)(





xQ

xP
 

entonces 

 

xdxdxxP

eee 55)(

  

 

luego 

)3(5 xe   

 

es el factor integrante de la ecuación diferencial. Multiplicando (2) por (3) 

 

 

 

x

x

xx

xx

xx

xxx

e

Ce
y

Ceye

dxeyed

eye
dx

d

eye
dx

dy
e

5

5

55

55

55

555

10

5

50

50

50

505












   

por tanto 

Cey x510   

 

es solución general de (1). 
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2) Resuelva: 

0I(0)         );1(10
52

10



 I

tdt

dI
 

Solución: 

 

Como (1) es de la forma 

)()( tQItP
dt

dI
  

de donde 

10)(

52

10
)(






tQ

t
tP

 

entonces 

5
)52ln(

2

10

52

10
)(

)52( 





 teee
tdt

t
dttP

  

luego 

 

  )2(52
5
 t  

 

es el factor integrante de la ecuación diferencial. Multiplicando (1) por (2) 

 

555 )52(10
52

10
)52()52( 


 t

t
It

dt

dI
t  

  55 )52(10)52(  tIt
dt

d
 

    dttItd 55 )52(10)52(  

CtIt  65 )52(
12

10
)52(  

por tanto 

)3(
)52(

)52(
6

5
5





t

C
tI  

es solución general de (1). 

 

Si en (3) 0)0( I , entonces 

6

125.78
C  

así 

5)52(

6

125.78

)52(
6

5














t

tI  

 

es solución particular de la ecuación diferencial dada. 
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3) Determine una función continua que satisfaga 

 

)1()( xQy
dx

dy
  

 

donde     )2(
1,0

10,1
)( 










x

x
xQ  

 

y la condición inicial  0)0( y . 

 

Solución: 

 

 
 

En la figura anterior se  observa que la función )(xQ  es continua por intervalos, y tiene una 

discontinuidad en 1x , por lo que será necesario resolver el problema en dos partes, esto 

es 

 

PARTE I: Para  el intervalo 10  x , se tiene que (1) toma la forma 

 

)3(1 y
dx

dy
 

de donde 

 

1)(

1)(





xQ

xP
 

entonces 

 

xdxdxxP

eee 
)(

  

luego 

)4(xe  

 

es el factor integrante de la ecuación diferencial (3). Multiplicando (4) por (3) 

 

xxx eye
dx

dy
e   

  xx eye
dt

d
  

   dxeyed xx
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10)0( 1

1





Cy

Ceye xx

 

 

por tanto 

 

)5(1)( 1Cexy x  

 

es solución general de (1) en 10  x . Si en (3) 0)0( y , entonces 

 

11 C  

así 

 

)6(1)( xexy   

 

es solución particular de (1) en 10  x . 

 

PARTE II: Para  el intervalo 1x , se tiene que (1) toma la forma 

 

)7(0 y
dx

dy
 

 

donde (4) es el factor integrante de la ecuación diferencial (7). Multiplicando (4) por (7) 

 

 

 

2

0

0

0

Cye

yed

ye
dt

d

ye
dx

dy
e

x

x

x

xx











 

por tanto 

 

)8()( 2Cexy x  

 

es solución general de (1) en 1x . Dado lo anterior, a partir de (6) y (8) podemos 

establecer que  

 

)9(
1

10

;

;1
)(

2















x

x

eC

e
xy

x

x

 

 

es solución general (discontinua en 1x ) de la ecuación diferencial dada. Para que la 

solución  (9) sea continua debe ocurrir lo siguiente 

 

)(lim)(lim
11

xyxy
xx  

  
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esto es 

1

2

1

2
11

1          

lim1lim
















eCe

eCe x

x

x

x  

 

por tanto la solución general (9) es continua en 1x  si y solo si 

 

12  eC  

y la solución (9) toma la forma 

 


















1

10

;

;

)1(

1
)(

x

x

ee

e
xy

x

x
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2.7.2 APLICACIONES DE LA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN 

 

En la practica, muchos modelos matemáticos, como por ejemplo el crecimiento demográfico, la 

desintegración radioactiva, algunos problemas de enfriamiento de ciertos materiales, el análisis de 

algunas mezclas químicas etc, son ecuaciones diferenciales de primer orden como las estudiadas en 

la sección 2.4. En la presente sección analizaremos y resolveremos algunos de los modelos 

matemáticos especificados en los párrafos anteriores apoyándonos de la herramienta desarrollada en 

la sección precedente. 

 

2.7.3 PROBLEMAS DE CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO 

 

El problema de valor inicial:  

00 )(       );1( xtxKx
dt

dx
   

 

En donde K es una constante de proporcionalidad, se emplea como modelo de distintos 

fenómenos donde intervienen crecimiento o decrecimiento (desintegración). La 

constante de proporcionalidad K, en (1) se puede hallar resolviendo problemas de valor 

inicial, con una determinación de x en un momento 0tt  . 

 

2.7.4 EJEMPLOS 

 

1) Crecimiento bacteriano 

Un cultivo tiene una cantidad inicial 
0N  de bacterias. Cuando .1hrt  , la 

cantidad media de bacterias es 3/2 del número inicial. Sí la razón de producción 

es proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo necesari o 

para triplicar la cantidad inicial de los microorganismos.  

 

Solución: 

 

El problema de valor inicial es 

 

0)0(     ;)1( NNKN
dt

dN
   

donde de (1) 

)2(0 KN
dt

dN
 

 

y 0N  es la cantidad inicial de bacterias. De (2) 

 

0)(

)(





tQ

KtP
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entonces 
KtdtKdttP

eee  
)(  

 

luego el factor integrante de (1) es 

 

)3(Kte  

multiplicando a (2) por (3) 

 

 

  0

0

0













 Ned

Ne
dt

d

KNe
dt

dN
e

Kt

Kt

KtKt

 

CNe Kt 
 

 

por tanto 

 

)4()( KtCetN   

 

es solución general de (1). Si en (4) 0)0( NN  , entonces 

 

0NC   

 así 

)5()( 0 KteNtN   

 

es solución particular de (1). Como dato del problema se tiene que, cuando .1hrt  , la 

cantidad media de bacterias es 3/2 del número inicial, esto es  

 

)6(
2

3
)1( 0NN   

 

usando la condición (6) en (5) determinemos la constante de proporcionalidad K, 

procedamos 

K

e

eNN

K

K







2

3
ln

2

3

2

3 )1(

00
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 por tanto  

 

4054.0K  

 

 y (5) se rescribe  

 

)7()( )4054.0(

0 teNtN  . 

  

Finalmente ¿ Cuando en cuanto tiempo se triplica la población de bacterias? , esto es 

  

t

eNN t

)4054.0(3ln

3 )4054.0(

00




 

 

 por tanto, si 

.7.2
4054.0

3ln
hrt   

  

el número de bacterias se triplicara. 

 

2) Periodo medio del Plutonio  

Un reactor de cría convierte el uranio 238, relativamente establ e, en plutonio 

239, un isótopo radioactivo. Al cabo de 15 años, se ha desintegrado el 0.043% de 

la cantidad inicial 
0A , de una muestra de plutonio. Calcule el periodo medio de 

este isótopo si la razón de desintegración es proporcional a la cantidad presente. 

 

Solución: 

 

El problema de valor inicial es 

 

0)0(      );1( AAKA
dt

dA
   

de (1) 

)2(0 KA
dt

dA
 

de donde 

0)(

)(





tQ

KtP
 

entonces 

KtKdtdttP

eee 


)(

  



ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

 87 

luego el factor integrante de (1) es  

 

)3(Kte   

 

multiplicando (2) por (3) 

 

 

 

CAe

Aed

Ae
dt

d

KAe
dt

dA
e

Kt

Kt

Kt

KtKt

















 0

0

0

 

 

por tanto  

)4()( KtCetA   

 

es solución general de (1). Si en (4) 
0)0( AA  , entonces 

 

0AC   

así 

)5()( 0 KteAtA   

 

es solución particular de (1). Como dato del problema, tenemos que al cabo de 15 años, 

se ha desintegrado el 0.043% de la cantidad inicial 0A , dicho en otras palabras, 

al cabo de 15 años queda el 99.957% de isótopos, esto es  

 

)6(99957.0)15( 0AA   

 

usando la condición (6) en (5) determinemos la constante de proporcionalidad K, 

procedamos 

K

eAA Kt

1599957.0ln

99957.0 15

00




 

por tanto 

 
510867.2  xK  

y (5) se escribe como 

 
  )7()(

51587.2

0 teAtA
  
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finalmente. ¿ Cuál deberá ser el periodo medio de este isótopo si la razón de 

desintegración es proporcional a la cantidad presente ?, esto es  

 

 

tx

eAA tx

5

1087.2

00

10867.2
2

1
ln

2

1 5










 

 

por tanto, el periodo medio de este isótopo es de  

 

74151.24176t  años. 

 

 

2.7.5 LEY DE NEWTON DE ENFRIAMIENTO 

 

La formulación matemática de la ley empírica de Newton, relativa al enfriamiento de un objeto, se 

expresa con la ecuación diferencial lineal de primer orden 

  

)( TaTK
dt

dT
  

 

en donde K es la constante de proporcionalidad, T(t) es la temperatura del objeto cuando 0T  y 

Ta   es la temperatura ambiente del medio que rodea al objeto. Consideremos el siguiente ejemplo. 

 

 

1) Enfriamiento de un pastel 

 

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300º F. Después de 3 minutos, 200º F 

¿En que tiempo se enfriara hasta alcanzar la temperatura ambiente de 70º F? 

 

Solución: 

 

El problema de valor inicial es 

 

  FTTK
dt

dT o300)0(     );1(70    

 

por separación de variables se tiene que 
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CKteT

CKtTIn

Kdt
t

dT

Kdt
t

dT













70

70

)70(

)70(

 

 

por tanto 

 

)2(70 )( CetT Kt  

 

es solución general de (1). Si en (2) FT o300)0(  , entonces 

 

C

C

CeK







70300

70300

70300 )0(

 

 

luego 

230C  

 

así 

 

)3(23070)( KtetT   

 

es solución particular de (1). Ahora, calculemos la constante de proporcionalidad K, usando 

el hecho que, al sacar un pastel del horno, su temperatura era de 300º F y después de 3 

minutos es de 200º F , esto es 

 

)4(200)3( T  

 

aplicando la condición (4) en (3), se tiene 

 

K

e

e

e

K

K

K

3
23

13
ln

23

13

230130

23070200

3

3

3








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por tanto 

 

19018.0K  

y (3) toma la forma 

 

)5(23070)( 19018.0 tetT   

 

entonces, el tiempo que tardará en enfriarse el pastel hasta alcanzar la temperatura ambiente 

de 70º F, es tal que, el segundo termino de (5) tienda a cero y esto ocurre en términos 

analíticos cuando t es lo suficientemente grande. Sin embargo en la practica sabemos que 

esto no es así. Consideremos, entonces como temperatura ambiente un valor muy cercano a 

70º F, por ejemplo   

01.70Ta  

 

entonces de (5) 

 

t

t

e

e

19018.0

19018.0

23001.0

2307001.70








 

 

y por tanto 

 

.min809.52
19018.0

230

01.0
ln




t  

 

que corresponde en términos prácticos, a un valor de tiempo considerable.  
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2.8 ECUACIÓN DE BERNOULLI 

 

El caso más común de ecuaciones diferenciales no lineales que se pueden presentar en la practica es 

la siguiente 

 

nyxQyxP
dx

dy
)()(   

 

siendo n es cualquier número real. Esta  ecuación diferencial recibe el nombre de Ecuación de 

Bernoulli. 

  

2.8.1 MÉTODO DE BERNOULLI. 

 

Observemos que si en la Ecuación de Bernoulli 

 

)1()()( nyxQyxP
dx

dy
  

 

0n  ó 1n  entonces 

 

)2()()( xQyxP
dx

dy
  

ó 

  )3(0)()(  yxQxP
dx

dy
 

 

respectivamente, (1) se reduce a una ecuación diferencial lineal que se puede resolver empleando el 

método desarrollado en la sección 2.4. Sin embargo, si  en (1) 0n , 1n  la ecuación diferencial 

ya no es lineal. 

 

A continuación probaremos que toda ecuación diferencial de Bernoulli puede reducirse a una 

ecuación diferencial lineal mediante el cambio de variable 

 

)4()( 1 nyxu   

o bien 

 

)5(1

1

nuy   

 

 

derivando (4) con respecto de x. 
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dx

du
u

ndx

dy
n

1
1

1

1

1 



  

 

simplificando 

 

)6(
1

1
1 

dx

du
u

ndx

dy
n

n




  

 

sustituyendo (5) y (6) en (1) 

 

)7()()(
1

1
111 n

n

n

n

n

n

uxQuxP
dx

du
u

n
 


 

 

multiplicando a (7) por el inverso de n

n

u
n




1

1

1
 

 

)()1()()1(

)()1()()1(

)()1()()1(

)()1(
1

)()1(

1
)(

1
)(

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

xQnuxPn
dx

du

xQnuxPn
dx

du

xQnuuxPn
dx

du

xQnu

u

n
xPn

dx

du

u

u

n
xQu

u

n
xP

dx

du
u

n

n

u

n

n

n

n

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n













































































































 

 

o bien 

 

)()1()()()1(
)(

xQnxuxPn
dx

xdu
  

 

la cual es una ecuación lineal de primer orden fácil de resolver. 
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2.8.2 EJEMPLOS 

 

1) Resuelva 

 

)1(22 yxy
dx

dy
x   

 

Solución: 

 

Llevando (1) a la forma de la ecuación de Bernoulli, esto es  

 

)2(2xy
x

y

dx

dy
  

 

usando en (2) el cambio de variable 
nyxu  1)(  con 2n se tiene 

 

)3()( 1 yxu  

o bien 

 

)4(1 uy  

 

derivando (4) respecto de x  

 

)5(2 
dx

du
u

dx

dy   

 

sustituyendo (4) y (5) en (2) 

 

)6(2
1

2 


  xu
x

u

dx

du
u  

 

multiplicando a (6) por el inverso de 
2u  

 

2

2

1

2

2

2

111 



















































u

u
x

x

u

udx

du
u

u
 

 

simplificando 

 

)7(x
x

u

dx

du
  
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la cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden, en donde 

 

xxQ

x
xP





)(

1
)(

 

entonces 

x
xeee xx

dx
x

11lnln

1
1

   

  

luego 

 

)8(
1


x
  

 

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)  

 

Cx
x

u

Cxu
x

dxu
x

d

u
xdx

d

x

x

x

u

xdx

du

x



























1

1

1
1

11

 

 

esto es 

 

)9()()( Cxxxu   

 

sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que 

 

)(1 Cxxy 
 

 

es solución general de (1). 
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2) Resuelva 

 

)1(2 yy
dx

dy
x  

 

Solución: 

 

Llevando (1) a la forma de la ecuación de Bernoulli, esto es  

 

)2(
2


x

y

x

y

dx

dy 

  

 

usando en (2) el cambio de variable 
nyxu  1)(  con 2n se tiene 

 

)3()( 3yxu   

o bien 

 

)4(3

1

uy   

 

derivando (4) respecto de x  

 

)5(
3

1
3

2


dx

du
u

dx

dy 

  

 

sustituyendo (4) y (5) en (2) 

 

)6(
3

1 3

2

3

1

3

2


x

u

x

u

dx

du
u




  

 

multiplicando a (6) por 

















3

2

3

u

  

 




























































































3

2

3

2

3

1

3

2

3

2

3

2

33

3

3

u
x

u

x

u

u
dx

dUu

u
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simplificando 

 

)7(
33


x
u

xdx

du
  

 

la cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden, en donde 

 

x
xQ

x
xP

3
)(

3
)(





 

 

entonces 

 

3lnln3

3
3

xeee xx
dx

x 


  

 

luego 

 

)8(3x  

 

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)  

 

 

 

Cxux

dxxuxd

xux
dx

d

x
x

ux
xdx

du
x










33

23

23

333

3

3

33

 

 

esto es 

 

)9(1)(
3


x

C
xu   

 

sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que 

 

Cxy 33 1   

 

es solución general de (1). 
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3) Resuelva: 

 

)1()1( 3  xyy
dx

dy
 

Solución: 

 

Llevando (1) a la forma de la ecuación de Bernoulli, es to es 

 

)2(4xyy
dx

dy
  

 

usando en (2) el cambio de variable 
nyxu  1)(  con 4n se tiene 

 

 

)3()( 3 yxu  

o bien 

 

)4(3

1




 uy  

 

derivando (4) respecto de x  

 

)5(
3

1
3

4


dx

du
u

dx

dy 

  

 

sustituyendo en (4) y (5) en (2) 

 

)6(
3

1
3

4

3

1

3

4




 xuu
dx

du
u  

 

multiplicando a (6) por 



















3

4

3

u

 

 

 


























































3

4

3

4

3

13

4

3

4

3

3

3

u

xuu
dx

duu

u
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simplificando 

 

)7(33 xu
dx

du
  

 

la cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden, en donde 

 

xxQ

xP

3)(

3)(




 

 

entonces 

 
xdx

ee 33     

luego 

 

)8(3 xe  

 

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)  

 

 

 

  )9(3

3

33

33

33

333














dxxeued

xeue
dx

d

xeeu
dx

du
e

xx

xx

xxx

 

 

donde la integral del lado derecho de (9) es por partes. Haciendo 

 

 

3
              

                  

3

3











x

x

e
vdxdw

edvxw

 

 

entonces 

 

C
e

xeue

dxe
xe

ue

x
xx

x
x

x























3

3

1

3
3

3
33

3
3

3
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esto es 

 

)10(
3

1
)( 3 Cexxu x  

 

sustituyendo (3) en (10) tenemos por tanto que 

 

Cexy x33

3

1


 

 

es solución general de (1). 

 

4) Resuelva 

 

)1(22 xyy
dx

dy
x   

 

Solución: 

 

Llevando (1) a la forma de la ecuación de Bernoulli, esto es  

 

)2(
2

2


x

y

x

y

dx

dy
  

 

usando en (2) el cambio de variable 
nyxu  1)(  con 2n se tiene 

 

 

)3()( 1 yxu  

o bien 

 

)4(1 uy  

 

derivando (4) respecto de x  

 

)5(2 
dx

du
u

dx

dy   

 

sustituyendo (4) y (5) en (2) 
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)6(
)(

2

211
2 

x

u

x

u

dx

du
u


   

 

multiplicando a (6) por 









2

1

u
  

 




































 2

2

2

1
2

2

11

x

u

ux

u

dx

du
u

u
 

 

simplificando 

 

)7(
11

2


x
u

xdx

du
  

 

la cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden, en donde 

 

2

1
)(

1
)(

x
xQ

x
xP





 

entonces 

xee x
dx

x 
 ln

1

  

luego 

 

)8(x  

 

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)  

 

 

 

Cxxu

x

dx
xud

x
xu

dx

d

x
u

dx

du
x











ln

1

1

 

esto es 

 

)9(
ln

)( 
x

C

x

x
xu   
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sustituyendo (3) en (9) tenemos por tanto que 

 

x

C

x

x
y 

ln
1

 

 

es solución general de (1). 

 

5) Resuelva 

 

  )1(1 2xyyx
dx

dy
x   

 

Solución: 

 

Llevando (1) a la forma de la ecuación de Bernoulli, esto es  

 

)2(
)1( 2y

x

yx

dx

dy



  

 

usando en (2) el cambio de variable 
nyxu  1)(  con 2n  se tiene 

 

)3()( 1 yxu  

o bien 

 

)4(1 uy  

 

derivando (4) respecto de x  

 

)5(2 
dx

du
u

dx

dy   

 

sustituyendo (4) y (5) en (2) 

 

)6(
))(1( 2

1
2 


 


 u

x

ux

dx

du
u  

 

multiplicando a (6) por 









2

1

u
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















 


















 2

2
1

2

2

1))(1(1

u
u

x

ux

dx

du
u

u
 

 

simplificando 

)7(1
)1(




 u
x

x

dx

du
 

 

la cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden, en donde 

 

1)(

1
)(






xQ

x

x
xP

 

 

entonces 

 

xxxx
dx

x

dx
dx

x

x

dxxP
eeeeee

lnln
1

)(


 


  

luego 

 

)8(xxe  

 

es el factor integrante de (7). Multiplicando (7) por (8)  

 

 

  )9(

)1(

 





dxxeuxed

xeuxe
dx

d

xeuxe
dx

du
xe

xx

xx

xxx

 

 

donde la integral del lado derecho de (9) es por partes. Haciendo 

 

x

x

evdxdu

dxedvxu





              

                  
 

entonces 

 

Cexeuxe

dxexeuxe

xxx

xxx



   
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esto es 

 

)10(
1

1)( 
xxe

C

x
xu   

 

sustituyendo (3) en (10) tenemos por tanto que 

 

xxe

C

x
y  1

11
 

 

es solución general de (1). 
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UNIDAD III 
 

3.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 

3.1.1 ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN N  

 

Definición : 

 
 

Una ecuación diferencial de n-ésimo orden se dice que es lineal, si es de 

primer grado respecto a la función desconocida y  y a sus derivadas 

')1()( ,,, yyy nn 
; esto es, una ecuación diferencial es lineal si tiene la 

forma: 

 

)1()()()()()( 011

1

1  xFyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




  

 

donde )(,),( 0 xaxan  son funciones dadas de x  (con 0)( xan
 siempre) y 

)(xF  función de x . 

 

Si todos los coeficientes 
01 ,,, aaa nn 

 en (1) son constantes, esto es no 

dependen de x , la ecuación se llama; ecuación diferencial lineal con 

coeficientes constantes. 

 

Sin embargo, si no todos los coeficientes son constantes, la ecuación se llama; 

ecuación diferencial lineal con coeficientes variables. 

 

Por otro lado, si en (1) 0)( xF , la ecuación se llama;  ecuación diferencial 

lineal no homogénea, o ecuación con segundo miembro. Pero si en (1) 

0)( xF , la ecuación toma la forma: 

 

0)()()()( 011

1

1 




 yxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n   

 

y se llama ecuación diferencial lineal homogénea, ó ecuación sin segundo 

miembro; esta ecuación también se identifica como la ecuación 

complementaria de (1). 

  
 

 

3.1.2 OPERADOR DIFERENCIAL LINEAL 

Es conveniente introducir el siguiente símbolo para indicar las operaciones que involucren  

derivadas. 

dx

d
D   

Entonces, 

n

n
n

dx

yd
yD

dx

yd
yD

dx

dy
Dy        ;;            ;     

2

2
2   
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Este símbolo recibe el nombre de operador diferencial lineal y es lineal porque cumple las 

siguientes propiedades: 
 

i)  vDuDvuD nnn  ][          

ii)  ,][ uaDauD nn   donde a =constante y u,v son funciones diferenciables. 

 

Usando esta notación, la ecuación de la definición 3.1.1 se puede escribir como 

 

)1()(01

1

1  xFyaDyayDayDa n

n

n

n  

  

 

por i) la ecuación (1) toma la forma 

 

)2()(][ 01

1

1  xFyaDaDaDa n

n

n

n  

  

 

haciendo 

 

  01

1

1)( aDaDaDaD n

n

n

n  

    

 

entonces  la ecuación (2) queda como 

 

)3()()( xFyD   

 

que es una forma compacta de escribir la ecuación diferencial de la definición 3.1.1. 

 

El símbolo (D) definido en (3) recibe el nombre de operador diferencial lineal de orden n y  

es lineal porque 

 

 
   
   #)()()()(

)()()()(

)()()(

xgDxfD

xgDxfD

xgxfD













 

 

 

3.1.3 SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL DE ORDEN SUPERIOR  

 

 

 

Teorema: La solución general de la ecuación diferencial )()( xfyD   [Ecuación de la 

definición 3.1.1] se puede obtener al encontrar una solución particular Py  de 

esta ecuación y añadirle (o sumarle) la solución complementaria cy  la cual, 

es solución general del complemento de (1), esto es, de 0)( yD . 
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Demostración:  

Sea py  solución particular de  

)()( xFyD   

entonces 

 

)1()()( xFyD p   

 

Por otro lado, sea 
cy  solución general de complemento de )()( xFyD  , es decir de  

 

0)( yD  

 

entonces 

 

)2(0)( cyD  

 

sumando (1) y (2) miembro a miembro tenemos: 

 

)(0)()( xFyDyD pc   

  )()( xFyyD pc   

)()( xFyD   

 

pc yyy   es solución general de la ecuación diferencial )()( xFyD   

 

3.1.4 EJEMPLOS 

 

1. Encontrar la solución general de  

 

)1(365
2

2

xy
dx

dy

dx

yd
  

 

sabiendo que 
xx

c eCeCy 2

2

3

1   es solución general de la parte homogénea de (1) y   

12

5

2

1
 xyp  la solución particular de (1). 

  

Solución: 

 

Probemos primero que 
xx

c eCeCy 2

2

3

1   es solución general de 

 

)2(065
2

2

 y
dx

dy

dx

yd
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derivando 
cy  

 

xx

c

xx

c

eCeCy

eCeCy

2

2

3

1

2

2

3

1

49

23







 

 

sustituyendo 
cy  y sus derivadas en (2) tenemos 

 

066101549

0)(6)23(549

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1





xxxxxx

xxxxxx

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC
 

 00    

 

(2)   de generalsolución  es        2

2

3

1

xx

c eCeCy   

 

Probemos ahora que py  es  solución particular de (1). Derivando py  

 

0

2

1´






p

p

y

y
 

 

sustituyendo py  y sus derivadas en (1) tenemos 

 

xx 3
12

5

2

1
6

2

1
50 

















  

  

xx 3
2

5
3

2

5
  

xx 33   

 

2

5

2

1
 xy p  es solución particular de (1). 

 

De acuerdo al teorema pc yyy   es solución general de (1), esto es 

 

12

5

2

12

2

3

1  xeCeCyyy xx

pc  

 

 derivando y  

xx

xx

eCeCy

eCeCy

2

2

3

1

2

2

3

1

49´´

2

1
23´




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 sustituyendo y  y sus derivadas en (1) tenemos 

 

xx

xxeCeCeCeCeCeC

xxeCeCeCeCeCeC

xxxxxx

xxxxxx

33

3
2

5
366

2

5
101549

3
12

5

2

1
6

2

1
23549

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1

2

2

3

1
























 

 

pc yyy   es solución general de (1). 

 

2. Encontrar la solución general de  

 

)1(log2´2´́2 xyxyyx   

 

sabiendo que  xCxCyc 2

2

1   es solución general de la parte homogénea de (1) y   

4

3
log

2

1
 xy p  la solución particular de (1). 

 

Solución: 

 

 Probemos primero que  xCxCyc 2

2

1   es solución general de 

 

)2(02´2´́  yxyxy  

 

 derivando cy   

  

212´ CxCyc   

12´́ Cy c  

 

 sustituyendo cy  y sus derivadas en (2) tenemos 

 

00

022242

0)(2)2(2)2(

2

2

12

2

1

2

1

2

2

1211

2







xCxCxCxCxC

xCxCCxCxCx

 

 

xCxCyc 2

2

1   es solución general de (2). 

 

 Probemos ahora que yp  es solución particular de (1). Derivando py  

 

 

x
y p

2

1
´  
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22

1
´´

x
y p   

 

sustituyendo py  y sus derivadas en (1) tenemos 

 

xx
x

x
x

x log
4

3
log

2

1
2

2

1
2

2

1
2

2 

























  

xx log
2

3
log1

2

1
  

xx loglog   

 

 
4

3
log

2

1
 xy p  es solución particular de (1). 

 

De acuerdo al teorema pc yyy   es solución general de (1), esto es 

4

3
log

2

1
2

2

1  xxCxCy  

 

derivando y  

x
CxCy

2

1
2´ 21   

21
2

1
2´´

x
Cy   

 

sustituyendo y  y sus derivadas en (1) tenemos 

 

xxxCxC
x

CxCx
x

Cx log
4

3
log

2

1
2

2

1
22

2

1
2 2

2

12121

2 

























  

xx

xxxCxCxCxCxC

loglog

log
2

3
log22124

2

1
2 2

2

12

2

1

2

1




 

 

pc yyy   es solución general de (1) 

 

Para la construcción de la solución general 
cy , de la ecuación complementaria o ecuación 

homogénea es necesario comprender antes los siguientes conceptos y definiciones. 
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3.2  ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGÉNEAS DE ORDEN n CON 

COEFICIENTES CONSTANTES. 

  

Definición: 

 
 

Si todos los coeficientes 
011 ,,,, aaaa nn 
  de la ecuación diferencial 

 

0011

1

1 




 ya
dx

dy
a

dx

yd
a

dx

yd
a

n

n

nn

n

n   

 

son constantes, esto es; no dependen de x , la ecuación se llama ecuación 

diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes 

 
 

 

Nota: Usando el operador diferencial D, la ecuación anterior se puede expresar en la forma 

compacta 0)( yD . 

 

3.2.1 PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 

 

Teorema: 

Sean )(,),(),( 21 xyxyxy k , k soluciones de la ecuación diferencial 

homogénea de orden n 0)( yD , (por simplicidad denotaremos estas k 

soluciones por kyyy ,,, 21  ), donde x está definida en un intervalo I, entonces 

la combinación lineal 

 

 )()()( 2211 xyCxyCxyCy kk    

 

es también una solución cuando x está en I. 

 

Las constantes ;iC   ki ,,2,1   son constantes arbitrarias. 
 

Demostración:  

Puesto que kyyy ,,, 21  son soluciones de  

0)( yD  

 entonces 

0)( 1 yD ;  0)( 2 yD ;; 0)( kyD  

 

si multiplicamos estas ecuaciones por kCCC ,,, 21   respectivamente tenemos 

 

0)( 11 yDC  ; 0)( 22 yDC   ;; 0)( kk yDC   

 

como )(D es operador lineal entonces  

 

0))(( 11 yCD  ; 0))(( 22 yCD  ;; 0))(( kk yCD  
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nuevamente por la linealidad del operador  )(D  

 

  0)( 2211  kk yCyCyCD   

 

lo cual muestra que 

 

kk yCyCyCy  2211
 es también solución de #0)( yD  

NOTAS: 

 

a) Es claro que la demostración que si  ,k,,i;yi 21    es solución de 0)( yD  un 

múltiplo escalar de ella 
ii yC  también lo es. 

 

b) La ecuación 0)( yD  siempre tiene la solución trivial  0y . 

3.2.2 EJEMPLOS 

 

1. Probar que si 2
1 xy   y xxy ln2

2   son soluciones de 

  

)1(04´2´́ ´3  yxyyx  

 

  ,0x , entonces la combinación lineal 

 

)2(ln2

2

2

1 xxCxCy   

 

también lo es. 

 

Solución: 

 

Derivando 1y  

 

0´´´

2´´

2´

1

1

1







y

y

xy

 

 

sustituyendo 1y  y sus derivadas en (1) 

 

00

044

0)(4)2(2)0(

22

23







xx

xxxx

 

 
2

1 xy   es solución de (1). 
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Derivando ahora 2y  

  

xxxy 


ln22  

12ln22 


xy  

x
y

2
´´´2   

 

sustituyendo 2y  y sus derivadas en (1) 

 

0)ln(4)ln2(2
2 23 







xxxxxx

x
x  

00                            

0ln42ln42 2222



 xxxxxx
 

xxy ln2
2   es solución de (1) 

 

por tanto, de acuerdo con el principio de superposición  

 

 

xxCxCy ln2

2

2

1   

 

también es solución. Derivando (2) 

 

xCxxCxCy 221 ln22´   

2221 2ln22´´ CCxCCy   

x

C
y 22
´´´  

 

sustituyendo y  y sus derivadas en (1) 

 

  0)ln(4)ln2(22
2 2

2

2

1221
23 







xxCxCxCxxCxCx

x

C
x  

00

0ln442ln442 2

2

2

12

22

21

22

2



 xxCxCCxxxCCxxC
 

 

xxCxCy ln2

2

2

1   también es solución de (1), y es además su solución general. 

 

 

2. Probar que si 
xey 7  es una solución de 

 
(*)014´9´́  yyy  

 

entonces es un múltiplo escalar de esta 
xCey 7  es también una solución. 
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Solución: 

 

Derivando 
xey 7  

xey 77´  

xey 749´ ́  

 

sustituyendo estos resultados en (1) 

 

014)7(949 777  xxx eee  

00

0146349 777



 xxx eee
 

 
xey 7  es solución de (1). 

 

Derivando ahora 
xCey 7  

xCey 77´  

xCey 749´́   

 

sustituyendo estos resultados en (1) 

 

014)7(949 777  xxx CeCeCe  

00

0146349 777



 xxx CeCeCe
 

 
xCey 7   también es solución  para todo C. 

3.2.3  DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 

 

Definición: 

 
 

Se dice que un conjunto de funciones )(,),(),( 21 xfxfxf n  es linealmente 

dependiente [esto es l.d ] en un intervalo I, si existen constantes arbitrarias 

nCCC ,,, 21    no todas cero tales que 

 

)1(0)()()( 2211   xfCxfCxfC nn  

 

para todo Ix . 

 

Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente en el intervalo, se 

dice entonces, que es linealmente independiente [esto es l.i.]. En otras 

palabras, un conjunto de funciones es l.i. en un intervalo si las únicas 

constantes que satisfacen (1) son 021  nCCC    Ix . 
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3.2.4 EJEMPLOS 

 

1. sean  )(1 xf   y  )(2 xf  funciones l.d. Ix , entonces por la definición 3.2.3, existen 

constantes arbitrarias 1C  y 2C  no ambas cero tales que 

 

0)()( 2211  xfCxfC . 

 

 Supongamos que 01 C , entonces 

 

)()( 2211 xfCxfC   

 

 de lo que resulta 

 

)()( 2

1

2
1 xf

C

C
xf       ó     )()( 21 xkfxf   

 

 siendo .
1

2 cte
C

C
k   

 

De lo anterior podemos concluir que si dos funciones dadas son l.d. entonces podemos 

siempre escribir a una de ellas como un múltiplo escalar de la otra. 

 

En general si el conjunto de funciones )(,),(),( 21 xfxfxf n  es l.d. Ix , entonces 

existen constantes arbitrarias nCCC ,,, 21    no todas cero tales que 

 

0)()()( 2211  xfCxfCxfC nn . 

 

Supongamos que 0nC , entonces 

 

n

nn

n
C

xfCxfCxfC
xf

)()()(
)( 112211 




 

 

es decir, si el conjunto de funciones )(,),(),( 21 xfxfxf n  es l.d. Ix , siempre será 

posible escribir a una de ellas como combinación lineal de las restantes. En otras palabras, 

si el conjunto de funciones es l.d, será posible siempre despejar al menos una de ellas de la 

ecuación (1) de la definición 3.2.3. 

 

De lo anterior, podemos entonces concluir que dos funciones son l.i. cuando ninguna de 

ellas puede ser escrita como un múltiplo escalar de la otra, y en general n funciones son l.i 

sin ninguna de ellas se puede expresar como combinación lineal de las restantes. 
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2. Probar que las funciones  

 

xSenxf 2)(1    y  SenxCosxxf )(2  

 

son l.d. ),( x . 

 

Solución: 

 

Usando la identidad para la suma de ángulos de la función seno 

 

SenxCosx

SenxCosxSenxCosxxxSenxSenxf

2

)(2)(1




 

 

 de lo que resulta 

 

)(2)( 21 xfxf   

 

es decir, la función )(2 xf  es un múltiplo escalar de la función )(1 xf . Por tanto concluimos 

que las funciones xsenxf 2)(1    y  SenxCosxxf )(2  son l.d. ),( x .  

 

Para el caso de dos funciones la determinación de la dependencia o independencia lineal es 

relativamente sencilla, el problema surge cuando hacemos el análisis de un conjunto de más 

dos funciones en donde tenemos que recurrir al engorroso cálculo de las constantes de la 

ecuación (1) de la definición3.2.3 

 

En las siguientes subsecciones desarrollaremos un criterio matemático muy sencillo para 

este fin, el cual excenta nuestro trabajo del cálculo de dichas constantes. 
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3.2.5 EL WRONSKIANO 

 

Definición: 

 
 

Supóngase que cada una de las funciones )(,),(),( 21 xfxfxf n  poseen 

1n  derivadas al menos, entonces el determinante 

)1()1(

2

)1(

1

''''

2

''

1

''

2

'

1

21

21

     

                           

              

               

                

),,,(





n

n

nn

n

n

n

n

fff

fff

fff

fff

fffW











  

 

en donde las primas representan las derivadas, es el wronskiano de las 

funciones. 

 
 

 

3.2.6 CRITERIOS PARA SOLUCIONES L.I. 

 

Teorema:  

 
 

 

 

Sean n soluciones 
nyyy ,,, 21   de la ecuación diferencial homogénea de 

orden n, en el intervalo I, entonces el conjunto de soluciones es l.i. en I, si y 

solo si 

0),,,( 21 nyyyw   

Ix . 

 

En caso contrario, esto es si 

 

0),,,( 21 nyyyw   

 

entonces se dice que el conjunto de soluciones es l.d. 

 
 

 

3.2.7 CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES 

 
Definición:  

 
 

  

Todo conjunto
nyyy ,,, 21   de n soluciones linealmente independientes de la 

ecuación diferencial lineal homogénea de orden n en un intervalo I, se llama 

conjunto fundamental de soluciones. 
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3.2.8 SOLUCIÓN GENERAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGÉNEAS DE ORDEN n. 

 
Teorema:   

 

 

 

Sean 
nyyy ,,, 21   un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación 

diferencial homogénea de orden n en un intervalo I. La solución general de la 

ecuación diferencial en el intervalo es 

 

)()()( 2211 xyCxyCxyCy nn   

 

donde 

 

niCi ,,2,1   ;  , son constantes arbitrarias. 

 

 

Dado el teorema anterior cabe hacernos las siguientes preguntas: 

 

¿Por qué el conjunto de soluciones 
nyyy ,,, 21    debe ser l.i. para poder construir la solución 

general de la ecuación diferencial homogénea de orden n? 

 

¿Qué ocurre si dicho conjunto es l.d.? 

 

Estos cuestionamientos los vamos a responder con la demostración del teorema. 

Demostración: 

 

Sea 

  

)1()()()( 2211  xyCxyCxyCy nn  

 

solución general de la ecuación diferencial lineal homogénea de orden n 

 

)2(00

1

1

1

1   

 yayayaya n

n

n

n  

 

la cual esta sujeta a las siguientes condiciones iniciales 

 

1

)1(

2

''

1

'

0 )(;;)(;)( ;)( 

  n

n ktyktyktykty   

 

derivando (1) 1n  veces y usando (3) 

 

)4(

)()()(

                                                                    

)(      )(    )(    

)(      )(     )(    

)(       )(     )(    

1

)1()1(

22

)1(

11

2

''
2

''

21
''

1

1

'
2

'

21
'

1

02  21  1







































n

n

nn

nn

nn

nn

nn

ktyCtyCtyC

ktyCtyCtyC

ktyCtyCtyC

ktyCtyCtyC
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Resolvamos el sistema de ecuaciones (4) para las constantes 
nCCC ,,, 21   utilizando la regla de 

Cramer, la cual establece que 

niC i
i ,,2,1   ; 




  

donde 

 

),,,(

         

21

)1()1(

2

)1(

1

''

2

'

1

21

n

n

n

nn

n

n

yyyw

yyy

yyy

yyy















 

 

es el Wronskiano del conjunto de soluciones 
nyyy ,,, 21  , y 

 

columna

ésimak

ykyy

ykyy

ykyy

n

nn

nn

n

n

i

                                      

                                      

                         

                                                   

                                  

                                  

)1(

1

)1(

2

)1(

1

'

1

'

2

'

1

021









 







 

 

es el determinante obtenido de reemplazar la k-ésima columna del Wronskiano por la columna 

 

1

1

0

nk

k

k


 

 

así las constantes 
nCCC ,,, 21   del sistema de ecuaciones (4) quedarán determinadas por 

 

 n

n

nn

nn

n

n

n

n

nn

n

n

n

nn

nn

n

n

i

i
yyyw

ykyy

ykyy

ykyy

yyy

yyy

yyy

ykyy

ykyy

ykyy

C
,,,

                         

                                                   

                                  

                                  

         

                         

                                                   

                                  

                                  

21

)1(

1

)1(

2

)1(

1

'

1

'

2

'

1

021

)1()1(

2

)1(

1

''

2

'

1

21

)1(

1

)1(

2

)1(

1

'

1

'

2

'

1

021















































con ni ,,2,1   si y solo si 0),,,( 21 nyyyw  . En otras palabras, para que las constantes 
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nCCC ,,, 21   tengan solución única es requisito indispensable que el wronskiano 

),,( 21 nyyyw   sea distinto de cero, es decir, que el conjunto de funciones 
nyyy ,,, 21   sea l.i.  y 

por tanto forme un conjunto fundamental de soluciones.# 

  

3.2.9 EJEMPLOS 

 
1. Verifique si las funciones  

 

xy 1 ;  
2

2 xy  ; 
2

3 34 xxy   

 

forman un conjunto fundamental de soluciones. 

 

Solución: 

 

Resolviendo el wronskiano de las funciones 1y ,  2y  y  
3y  

 











620

6421

34

),,(

22

''

3

''

2

''

1

'

3

'

2

'

1

321

321 xx

xxxx

yyy

yyy

yyy

yyyw  

 

             

         06868022134

0646126462

222

2





xxxxxxx

xxxxx
 

  

 como 0),,( 321 yyyw , concluimos que 1y ,  2y  y  
3y  son l.d. y por tanto no forman un  

conjunto fundamental de soluciones. 
 

 

2. Las funciones 
xey 3

1    y  
xey 3

2

  

 

son soluciones de la ecuación diferencial  homogénea 

 

)1(09´́  yy  

 

en el intervalo ),(  . Verifique si con estas soluciones se puede construir la solución 

general de la ecuación diferencial. 

 

Solución: 

 

Resolviendo el wronskiano de las funciones 1y   y  2y  

 

        63333
33

, 3333

33

33

'

2

'

1

21

21 


 





xxxx

xx

xx

eeee
ee

ee

yy

yy
yyw  
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como   0, 21 yyw , concluimos que 1y   y  2y  son l.i. y forman un conjunto fundamental 

de soluciones.  

  

Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.2.7  
xx eCeCy 3

2

3

1

  es solución general de la 

ecuación diferencial dada. 

 

Comprobación 

 

Derivando 
xx eCeCy 3

2

3

1

  tenemos  

 
xx eCeCy 3

2

3

1 33´   

xx eCeCy 3

2

3

1 99´́   

 

reemplazando y  y sus derivadas en (1) tenemos por tanto que 

 

00

09999

0)(999

3

2

3

1

3

2

3

1

3

2

3

1

3

2

3

1











xxxx

xxxx

eCeCeCeC

eCeCeCeC

 

 

 

3. Las funciones 

  
xey 1 , 

xey 2

2   y xey 3
3   

 

son soluciones de la ecuación diferencial homogénea 

 

)1(06´11´́6´́ ´  yyyy  

 

en el intervalo  ),(  . Verifique si con estas soluciones se puede construir la solución 

general de la ecuación diferencial. 

 

Solución: 

 

Resolviendo el wronskiano de las funciones 1y ,  2y  y  
3y  

 


xxx

xxx

xxx

eee

eee

eee

yyy

yyy

yyy

yyyw
32

32

32

''

3

''

2

''

1

'

3

'

2

'

1

321

321

94

32),,(  

 

              xxxxxxxxxx eeeeeeeeee 3323232 393492  

 

       xxxxxxxxx eeeeeeeee 6666223 226624   
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como 0),,( 321 yyyw , concluimos que 1y ,  2y  y  
3y  son l.i. y forman un conjunto 

fundamental de soluciones.  

  

Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.2.7  
xxx eCeCeCy 3

3

2

21   es solución general 

de la ecuación diferencial dada. 

 

Comprobación 

 

Derivando 
xxx eCeCeCy 3

3

2

21   tenemos  

 

    
xxx eCeCeCy 3

3

2

21

' 32   

    
xxx eCeCeCy 3

3

2

21

'' 94   

xxx eCeCeCy 3

3

2

21

''' 278   

 

sustituyendo y  y sus derivadas en (1) tenemos por tanto que 

 

00

0666332211     

54246278

0)(6)32(11    

)94(6278

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21











xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC

 

 

Hasta el momento hemos tan solo analizado las propiedades que debe cumplir el conjunto de 

soluciones nyyy ,,, 21   para formar parte de la solución general cy  de una ecuación diferencial 

lineal homogénea de orden n o ecuación complementaria de la ecuación no homogénea. 

 

Pero, ¿Cómo determinamos a dicho conjunto de soluciones? 
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3.2.10 MÉTODO DE LA SOLUCIÓN PARA ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

HOMOGÉNEAS DE ORDEN n CON COEFICIENTES CONSTANTES. 

 

A continuación se presenta un método sencillo para la determinación la solución general de la 

ecuación diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes. 

 

 

Si los coeficientes de la ecuación diferencial lineal homogénea de orden n son constantes, la 

solución general se halla del siguiente modo: 

 

i ) Por simplicidad hacer 1na  

ii ) Formemos una ecuación característica (o polinomio característico) de la ecuación diferencial 

001

1

1  

 akakaka n

n

n

n   

iii ) Encontremos las raíces de la ecuación característica: 
nkkk ,,, 21     

iv ) Según el carácter de las raíces, escribamos las soluciones niyi ,,2,1   ;   partiendo de lo 

siguiente: 

 

1) A toda raíz real simple k corresponde una solución de la forma:  
kxe   

   

2) A toda raíz real k de multiplicidad r, corresponden r soluciones de la forma:  

 
kxrkxkxkx exexxee 12 ,,,,   

 

3) A todo par de raíces complejas conjugadas de la forma  ik  , corresponden 

dos soluciones de la forma: 

 

xCose x 
,  xSene x 

 

 

4) A todo par de raíces complejas conjugadas de multiplicidad  ;  ik   

corresponden 2 soluciones de la forma: 

 

xSenexxSenexSenxxexSene

xCosexxCosexCosxxexCose

xxxx

xxxx








12

12

  ,,,  ,

  ,,,  ,








 

 

v)   Al encontrar el conjunto de n  soluciones 
nyyy ,,, 21   l.i. formamos la solución general 

 

nn yCyCyCy  2211  

 

       donde nCCC ,,, 21   son las constantes arbitrarias. 

NOTA 1: El número de soluciones iy es igual al grado de la ecuación característica es decir, al orden de la 

ecuación diferencial. 

NOTA 2: Las soluciones definidas en iv) son l.i. 
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3.2.11 EJEMPLOS 

 

1. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(02´3´́  yyy  

 

Solución: 

 

Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)       En (1), 12 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 0232  kk  

iii) Determinación de las raíces  

 

0)1()2(  kk  

         por tanto 

1y      2 21  kk  

iv) Puesto que las raíces obtenidas son reales simples, entonces 

   
xx eyey  2

2
1 ,        

 

aunque no es necesario, a manera de ejercicio, verifiquemos con ayuda del 

wronskiano la independencia lineal de las funciones 21 y    yy  

 

      xxxxx

x

x

x

x

eeeee
e

e

e

e
yyw 322

2

2

21 2     
2

),(   

 

como   0. 21 yyw , concluimos que 21 y    yy   son l.i. y forman un conjunto 

fundamental de soluciones 

 

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 
xx

c eCeCy 2

2

1   

 

 

Comprobación 

 

Derivando cy  

 

xx

c

xx

c

eCeCy

eCeCy

2

2

1

2

2

1

4´´

2´




 

 

 sustituyendo cy  y sus derivadas en (1) tenemos por tanto 
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   

00

022364

02234

2

2

12

2

12

2

1

2

2

12

2

12

2

1







xxxxxx

xxxxxx

eCeCeCeCeCeC

eCeCeCeCeCeC

 

 

2. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(06´´́5´́ ´2  yyyy  

 

 Solución: 

 

 Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 23 a , observamos que 13 a , lo cual, no dificulta el problema.  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 0652 23  kkk  

iii) Determinación de las raíces  

 

Utilizando división sintética, tenemos que los divisores del término independiente 

son: 6     ,3     ,2     ,1   

 

     1 No es raíz 

 

    
   

11 k  es raíz. Resolviendo la ecuación cuadrática reducida  

 

0672 2  kk  
 

 

 

4

17

4

48497

4

)6)(2(4497
3,2








k

 

 

         por tanto 

2321 321  kkk  

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son reales simples, entonces 

   

xxx eyeyey 2
3

3
2

21              
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v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 
xxx

c eCeCeCy 2
3

3

2

21  
 

 

 

 

3. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(09´6´́  yyy  

 

 Solución: 

 

Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 12 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 0962  kk   

iii) Determinación de las raíces 

 

0)3()3(  kk  

         por tanto 

3y      3 21  kk  

  

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son reales con multiplicidad dos, entonces 

   
xx xeyey 3

2

3

1        

 

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 
xx

c xeCeCy 3

2

3

1   

 

 

 

 

4. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial  

 

)1(04´12´́9´́ ´6126 )()()(  yyyyyyy ivvvi
 

 

 Solución: 

 

Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 16 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es:  
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041296126 23456  kkkkkk  

 

iii) Determinación de las raíces 

  

Utilizando división sintética, tenemos que los divisores del término independiente 

son: 4     ,2     ,1   

 

   11 k   

 

 

 12 k  

 

 

 13 K  

 

 

 14 k  

   

Resolviendo la ecuación cuadrática reducida 

 

0442  kk  

0)2()2(  kk  

 

 

entonces 

 

2         2 65  kk  

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son reales simples y con multiplicidad, entonces 

   
xxxxxx xeyeyeyexyxeyey 2

6
2

54
2

321    

 

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 
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xxxxxx

c xeCeCeCexCxeCeCy 2

6

2

54

2

321  
 

 

 

5. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(0´́ yy  

 Solución: 

 

Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 12 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 012 k  

iii) Determinación de las raíces 

 

De la ecuación característica se sigue inmediatamente que 

 

12 k  

 

por tanto 

 

ik 2,1  

 

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son de la forma  ik  , donde 1y    0   , 

entonces 

 

 

 xCosey x 10

1   

 xSeney x 10

2   

 

  por tanto 

   

SenxyCosxy  21       

 

 

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 

SenxCCosxCyc 21   

 

 

6. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(013´9´́3´́ ´  yyyy  

 

 Solución: 
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Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 13 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 01393 23  kkk  

iii) Determinación de las raíces  

 

Utilizando división sintética, tenemos que los divisores del término independiente 

son: 13     ,1   

 

   

 11 k  

 

 

Resolviendo la ecuación cuadrática reducida  

 

01342  kk  

 

2

)13)(1(4164
3,2


k  

 
         por tanto 

ik 323,2   

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son reales simples y complejas conjugadas, 

entonces 

   

xSeneyxCoseyey xxx 3     3     2

3

2

21  
 

 

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 

)33( 32

2

1 xSenCxCosCeeCy xx

c  
 

 

 

7. Encontrar la solución general de la ecuación diferencial 

 

)1(016´́8)(  yyy iv
 

 Solución: 

  

Siguiendo los pasos descritos la sección 3.2.9 

 

i)          En (1), 14 a  

ii) La ecuación característica asociada a (1) es: 0168 24  kk  

iii) Determinación de las raíces 
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       044444

1644168

22222

22424





kkkkk

kkkkk
 

 

 entonces 

   044 22  kk  

 

         y por tanto 

 

ikik 22 4,32,1   

 

iv) Puesto que las raíces obtenidas son de la forma  ik  , donde 

2y    0   , y de multiplicidad dos, entonces 

 

xxSenyxxCosyxSenyxCosy 2    2    2    2 4321   

 

   

v) Así, la solución general de la ecuación diferencial dada es por tanto 

 

 

xxSenCxxCosCSenxCxCosCyc 222 4321   
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3.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGÉNEAS DE ORDEN n. 

3.3.1 OTRO PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 

 

Teorema:   

 

 

 

Sean K soluciones pnpp yyy ,,, 21   de la ecuación diferencial lineal no homogénea 

de orden n 

 

)1()()()()()( 011

1

1  xfyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




  

 

en el intervalo I que , a su vez, corresponden a k funciones distintas 

)(,),(),( 21 xfxfxf k  esto es, supongamos  que 
ipy , representa una solución 

particular de la ecuación diferencial correspondiente 

 

)()()()()( 011

1

1 xfiyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




   

 

en donde ki ,,2,1    entonces 

 

)()()( 21 xyxyxyy pkppp    

 

es solución particular de  

 

)()()()()()()( 21011

1

1 xfxfxfyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa kn

n

nn

n

n 




   

 

 

3.3.2 EJEMPLOS 

 

Demostrar que si 
2

1 4xy p   es solución particular de    
)(

2

1

824164´3´´
xf

xxyyy  ,  

x

p ey 2

2   es solución particular de  
)(

2

2

24´3´´
xf

xeyyy    y si  
x

p xey 3   es solución particular de  

 


)(

2

3

24´3´´
xf

xx exeyyy  , entonces, de acuerdo con el teorema 3.3.1    

321 pppp yyyy   

 

es solución particular de 

 

)()()(4´3´́ 321 xfxfxfyyy  . 
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Solución: 

 

Esto es, hay que mostrar que 

 
xx

p xeexy  224  

 

satisface a la ecuación diferencial 

 

)1(2824164´3´́ 22 xx eexxyyy   

 

derivando py  

xxx
p

xxx
p

xeeey

xeeexy





248´´

28´

2

2

 

 

sustituyendo py y sus derivadas en (1)  

 

   

xxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx

exeexx

xeexxeeexxeee

xeexxeeexxeee







2282416

441633624248

44283248

22

2222

2222

 

 

de lo que resulta por tanto que 

 
xxxxxx exeexxexeexx  22824162282416 2222

 

 

3.3.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGÉNEAS DE ORDEN n 

CON COEFICIENTES CONSTANTES. 

 

 

Definición: 

 
 

Si todos los coeficientes  011 ,,,, aaaa nn    en la ecuación diferencial 

 

)1()()()()( 011

1

1  xfya
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




  

 

son constantes, esto es, no dependen de x . La ecuación se llama ecuación 

diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes. 

 

 

Como ya se vio en la sección 3.1.3 la solución general de la ecuación (1) es 

 

pc yyy   
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donde py  es solución particular de la ecuación (1) de la definición 3.3.3 mientras que 
cy  es 

solución general de su parte complementaria.  

Al momento ya sabemos determinar 
cy  para la determinación de py  existen varios métodos, sin 

embargo en el presente curso estudiaremos únicamente dos: 

 

1. El método de coeficientes indeterminados 

2. El método de variación de parámetros. 

 

El segundo método, que es más general que el primero, será estudiado más adelante. El primero se 

describirá a continuación. 

 

 

3.4 MÉTODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS 
 

Este método consiste en crear una solución particular que sea semejante a la forma de )(xf , donde 

cada término de dicha solución particular, debe estar acompañado por un coeficiente indeterminado 

(una constante) que representamos por letras mayúsculas ,,,, CBA etc. El método es básicamente 

directo, pero desafortunadamente, esta limitado a ecuaciones diferenciales lineales, en donde: 

 

 Los coeficientes 
011 ,,,, aaaa nn 
 son constantes. 

 )(xf  es una constante, una función polinomial )(xPn
, una función exponencial 

xe , 

funciones Seno y Coseno tales como xCos  ó xSen , y/o sumas y productos finitos de 

esas funciones. 

 

Algunos ejemplos de la clase de funciones )(xf  adecuados para nuestra descripción son: 

 

Si en la ecuación diferencial  

)(xf  es de la forma 
Entonces la solución particular py deberá tener la estructura 

10)( xf  Ay p   

xxxf 5)( 2   CBxAxy p  2
 

xexxf  8615)(  

x

ppp

x

pp

CeBAxyyy

CeyBAxy









21

21

  

   ;
 

xxxsenxf 2cos53)(   

   

    xSenFExxCosDCxxBSenxACos

yyy

xSenFExxCosDCxy

xBSenxACosy

ppp

p

p

2233

  

;22

;33

21

2

1









 

xx exxexf  )13(cos)( 2
    

  x

ppp

x

p

x

p

eEDxCxBSenxACosxyyy

eEDxCxyeBSenxACosxy









2

21

2

21

  

   ;
 

 

 En la tabla observamos que, )(xf  es una combinación lineal de funciones del tipo: .)(ctek , 

)(xPn , 
x

n exP )( , xSenxxPn )( , xCosexP x

n )( , en donde )(xPn  es un polinomio de grado 
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0n  y ,   son números reales. Desafortunadamente, el método de coeficientes indeterminados 

tiene sus limitaciones, pues no es aplicable si en la ecuación diferencial la función )(xf  no tiene 

alguna de las formas descritas en la presente sección, por ejemplo, para funciones de la forma 

 

xxf ln)(  ,   
x

xf
1

)(  ,   xxf tan)(  ,   xsenxf 1)(   

 

y en general para todo tipo de funciones inversas, logarítmicas y trigonométricas distintas al Seno y 

Coseno este método no es aplicable. La forma de elección de py  puede resumirse en el siguiente 

cuadro sinóptico. 

 

3.4.1 FORMA GENERAL DE LA SOLUCIÓN PARTICULAR py           

 
FORMA DE )(xf  

RAÍCES DE LA ECUACIÓN 
CARACTERÍSTICA 

FORMA GENERAL DE py  

Caso I;  Un polinomio de grado n 0 

)(xPn
 

 

a) Si el número cero no es 

raíz de la ecuación 

característica. 

 

)(
~

xnP  

 b) Si el número cero es raíz 

de la ecuación 

característica z veces. 

)(
~

xPx n

z
 

Caso II; Un polinomio de grado n 0 

              por una función exponencial 

a) Si el número  no es raíz 

de la ecuación 

característica. 

x

n exP )(
~

 

x

n exP )(  ( real) 
b) Si el número  es raíz de 

la ecuación 

característica z veces 

x

n

z exPx )(
~

 

Caso III; Un polinomio de grado n 0 

               por una función trigonométrica 

               Seno o Coseno  

a) Si los números i no 

son raíces de la 

ecuación característica. 

xSenxxCosxP nn  )(Q
~

    )(
~

  

  

xSenxPxCosxP nn  )(  ó  )(  

b) Si los números i son 

raíces de la ecuación 

característica z veces. 

])(Q
~

    )(
~

[ xSenxxCosxPx nn

z    

Caso IV; Generalización del caso III a) Si los números i no 

son raíces de la 

ecuación característica. 

xSenxxCosxP kk  )(Q
~

    )(
~

  

k-max (n,m) 

xsenxQxxP mn  )(cos)(   b) Si los números i son 

raíces de la ecuación 

característica z veces. 

])(Q
~

    )(
~

[ xSenxxCosxPx kk

z    

k-max (n,m) 

Caso V; Un polinomio de grado n 0 

              por una función exponencial y 

              por una función trigonométrica 

              Seno o Coseno 

a) Si los números  i  

    no son raíces de la 

    ecuación característica 

])(Q
~

    cos)(
~

[ xsenxxxPe nn

x    

ó   )( xCosxPn

xe 
 

      )( xSenxPn

xe 
 

b) Si los números  i  

    son raíces de la ecuación 

    característica z veces 

])(Q
~

   )(
~

[ xSenxxCosxPex nn

xz  

 

Caso VI; Generalización del caso V a) Si los números  i  

    no son raíces de la 

    ecuación característica 

])(Q
~

    )(
~

[ xSenxxCosxPe kk

x    

k-max (n,m) 

 ])( )([ xSenxQxCosxP mn

xe  

 

 

b) Si los números  i  

    son raíces de la ecuación 

    característica z veces. 

])(Q
~

   )(
~

[ xSenxxCosxPex kk

xz  

 

k-max (n,m) 
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Nota 1: El polinomio )(
~

xPn
 asignado a py , es  polinomio de grado n 0 de la forma general 

,0
01

1
1 xAxAxAxA n

n
n

n  
  siendo 011 ,,,, AAAA nn   los coeficientes indeterminados que 

establece el método para la determinación de py  , es fácil notar que si n=0, entonces,  

.)( 00 cteAxP  (análogamente para el polinomio )(
~

xQm
de grado m 0) 

 

Nota 2: k-max(n.m), significa que dados los polinomios )(
~

xPn
 y  )(

~
xQm

, los polinomios )(
~

xPk
 y  

)(
~

xQk
asignados a  la solución particular py deberán ser del grado correspondiente al mayor valor 

entre n y m. 

 

Nota 3: Las asignaciones hechas en los incisos b) de la tabla anterior para la solución particular py , 

evitan la repetición de alguna solución de ecuación homogénea en los términos de py . Si lo 

anterior no es tomado en cuenta se incurrirá en una inconsistencia matemática y no será posible la 

determinación de la solución buscada. Lo anterior se ilustrará en uno de los siguientes ejemplos.   

 

3.4.2 EJEMPLOS 

 

1. Encontrar la solución general de 

 

)1(549''  yy  

 

 Solución: 

 

 La ecuación homogénea asociada de (1) es: 

 

)2(09''  yy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 092 k  

 iii) 31 k  ;  32 k  

 iv) xey 3
1  ; xey 3

2
  

 v) 
xx

c eCeCy 3

2

3

1

     es solución general de (2) 

 

por otro lado 54)( xf , como el número cero no es raíz de la ecuación característica de (2) 

entonces de acuerdo con lo establecido en el caso 1 inciso a) de la tabla 3.4.1 proponemos 

como solución particular de (1) a; 

 

)3(Ay p   

 

 derivando (3), tenemos 
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0

0







p

p

y

y
 

  

sustituyendo a (3) y su derivadas en (1) 

  

6
9

54

54)(90





A

A

 

 

 entonces la solución particular de (1) es 

 

6  py  

 

 y por tanto 

  

 6 3

2

3

1 -eCeCyyy x-x

pc    es solución general de (1). 

 

 

2. Encontrar la solución general de 

 

)1(63224 2  xxyyy  

 

 Solución: 

 

 La ecuación homogénea asociada de (1) es 

 

)2(024  yyy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 0242  kk  

 iii) 
2

624

2

244

2

8164
2,1








k  

621 k  ;  622 k  

 iv) xey )62(
1

 ; xey )62(
2

  

 v) 
xx

c eCeCy )62(

2

)62(

1

      es solución general de (2) 

 

por otro lado 632)( 2  xxxf , como el número cero no es raíz de la ecuación 

característica de (2) entonces de acuerdo con lo establecido en el caso I  inciso a) de la tabla 

3.4.1 proponemos como solución particular de (1) a; 

 

)3(2 CBxAxy p   
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 derivando (3) 

Ay

BAxy

p

p

2

2







 

 

 sustituyendo en (3) y sus derivadas en (1) 

 

632222482 22  xxCBxAxBAxA  

 

 agrupando términos semejantes 

 

632)242()28(2 22  xxCBAxBAAx  

 

 de lo anterior se tiene que 

 

9           6242

2

5
         328

1         22







CCBA

BBA

-AA

 

 

 entonces la solución particular de (1) es 

  

9
2

52  xxy p  

 

 y por tanto 

  

 9
2

5
 2)62(

2

)62(

1   xxeCeCyyy xx

pc  es solución general de (1). 

 

 Un tropiezo del método 

 

3. Encontrar la solución general de 

 

)1(56 2 xeyyy   

 

 Solución: 

 

 La ecuación homogénea asociada de (1) es 

 

)2(06  yyy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 062  kk  
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 iii) 
2

51

2

251

2

)6)(1(411
2,1








k  

21 k  ;  32 k  

 iv) xey 2
1  ; xey 3

2
  

 v) 
xx

c eCeCy 3

2

2

1

     es solución general de (2) 

 

Al derivar 
xe2
 no se obtienen funciones nuevas. Así, si procedemos como en ejemplos 

anteriores, es lógico suponer una solución particular de la forma 
x

p Aey 2 . Pero al 

sustituir esta expresión en la ecuación diferencial dada obtenemos la afirmación 

contradictoria 
xe250  , y vemos que nuestra hipótesis de py  es incorrecta. 

 

En este caso, la dificultad se aclara al examinar la función complementaria 
xx

c eCeCy 3

2

2

1

 . Observamos que la función 
xAe2
 ya esta presente en 

cy . Esto 

quiere decir  
xe2  es una solución de la ecuación homogénea asociada (2), y al 

sustituir un múltiplo constante* xAe2  en la ecuación diferencial se obtendrá cero. 

 

Por otro lado, si xexf 25)(  , entonces, ¿ Cuál debe ser la forma de py ?. Como el 

número 2  es raíz de la ecuación característica de (2) z =1 veces, entonces de acuerdo 

con lo establecido en el caso II inciso b) de la tabla 3.4.1 proponemos como solución 

particular de (1) a; 

 

)3(2 x

p Axey   

 

derivando (3) 
  

xxxxx

p

xx

p

AeAxeAeAeAxey

AeAxey

22222

22

44224

2







 

 

 

 sustituyendo (3) y sus derivadas en (1) 

 
xxxxxx eAxeAeAxeAeAxe 222222 56244   

     xx eAe 22 55   

1      55  AA  

 

 entonces la solución particular de (1) es 

 
x

p xey 2   

 
*Como se vio en el ejemplo 2 de la sección 3.2.2  si )(xgy  es solución de la ecuación diferencial homogénea, un 

   múltiplo escalar )(xkgy   de esta también lo es. 
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 y por tanto 

  
xx-x

pc -xeeCeCyyy 23

2

2

1   es solución general de (1). 

 

 

4. Encontrar la solución general de 

 

)1(65432 2 xxexyyy   

 

 Solución: 

 

 La ecuación homogénea asociada de (1) es 

 

)2(032  yyy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 0322  kk  

 iii) 0)1)(3(  kk  

31 k  ;  12 k  

 iv) xey 3
1  ; xey 2  

 v) 
xx

c eCeCy  2

3

1     es solución general de (2) 

 

por otro lado, se observa que xxexxf 2654)(  , es una función de la forma 

)()()( 21 xfxfxf  , donde 54)(1  xxf  y 
xxexf 2

2 6)(  , entonces por el principio 

de superposición sección 3.3.1, la solución particular de (1) debe ser de la forma 

21 ppp yyy  . Como los números cero y 2  no son raíces de la ecuación 

característica de (2), entonces de acuerdo con lo establecido en el caso I  y  caso II ,  inciso  

a) de la tabla 3.4.1, se proponen de manera respectiva las siguientes soluciones para formar 

la solución particular de (1)  

 

x

p

p

eDCxy

BAxy

2

2

1

)( 


 

 

así pues, proponemos como solución particular de (1) a; 

 

)3()( 2

21 x

ppp eDCxBAxyyy   

 

derivando (3) 
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xxx

xxxx

p

xxx

p

DeCeCxe

DeCeCeCxey

DeCeCxeAy

222

2222

222

444       

4224

22









 

 sustituyendo (3) y sus derivadas en (1) 

 

xxx

xxxxxx

xexDeCxeBAx

DeCeCxeADeCeCxe

222

222222

654)(3                                             

)22(2444              




 

xxxx xexBAAxDeCeCxe 2222 654323323   

  

 

agrupando términos semejantes 

 
xxx xexBAAxDCeCxe 222 654)32(3)32(3   

 

de lo anterior se tiene que 

 

2                63

3

4
          032

9

23
          532

3

4
                43









CC

DDC

BBA

AA

 

 

entonces la solución particular de (1) es 

 

x

ppp exxyyy 2

21
3

4
2

9

23

3

4








  

 

 y por tanto 

 

 
x-xx

pc exxeCeCyyy 2

2

3

1
3

4
2

9

23

3

4
 








      es solución general de (1). 

 

 

5. Encontrar la solución general de 

 

)1(2124 xsenyy   

 

 Solución: 

 

 La ecuación homogénea asociada de (1) es 
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)2(04  yy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 042 k  

 iii) 
2

4

2

16

2

)4)(1(400
2,1

i
k








  

ik 21   ;  ik 22   

 iv) xCosey x 1
   xCosy 21   

     xSeney x 2
   xSeny 22   

 v) xSenCxCosCyc 22 21      es solución general de (2) 

 

por otro lado xsenxf 212)(  , como el par de números i2  son raíces de la ecuación 

característica de (2) z=1 veces, entonces de acuerdo con lo establecido en el caso III inciso 

b) de la tabla 3.4.1 proponemos como solución particular de (1) a; 

 

)3()22( xBSenxACosxy p   

 

 en lugar de 

 

xBSenxACosy p 22   

 

 por los argumentos expuestos en el problema 3 de esta sección. Derivando (3) 
  

xBCosxBxSenxASenxAxCos

xBCosxBCosxBxSen

xASenxASenxAxCosy

xBSenxBxCosxACosxAxSeny

p

p

24242424       

222224                                                 

222224

222222











 

  

 

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1) 

 

 

xSenxBxSenxAxCos

xBCosxBxSenxASenxAxCos

2122424                                      

24242424




 

 

  

 agrupando términos semejantes 

 

 

xSenxBCosxASen 2122424   
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 de lo anterior se tiene que 

 

  

 
0                    04

3               124





BB

AA
 

 

 

 entonces la solución particular de (1) es 

  

xxy p 2cos3   

 

 y por tanto 

 

 xxCosxSenCxCosCy yy pc 2322 21        es solución general de (1) 

 

 

6. Encontrar la solución general de 

 

)1(7253149 62 xxexSenxyyy   

 

 Solución: 

 

 La parte homogénea de (1) es 

 

)2(0149  yyy  

 

 resolviendo (2) 

  

  

 i) 12 a  

 ii) 01492  kk  

 iii) 
2

59

2

259

2

)14)(1(4819
2,1








k  

71 k  ;  22 k  

 iv) xey 7
1    

     xey 2
2    

 v) 
xx

c eCeCy 2

2

7

1      es solución general de (2) 

 

por otro lado, se observa que
xxexSenxxf 62 7253)(  , es una función de la forma 

)()()()( 321 xfxfxfxf  , donde 
2

1 3)( xxf  , xSenxf 25)(2   y 
xxexf 6

3 7)(  , 

entonces por el principio de superposición sección 3.3.1, la solución particular de (1) debe 

ser de la forma 321 pppp yyyy  . Como los números cero, 6 ,  y i2  no son 

raíces de la ecuación característica de (2), entonces de acuerdo con lo establecido en los 

casos  I , II y III  inciso  a) de la tabla 3.4.1, se proponen de manera respectiva las 

siguientes soluciones para formar la solución particular de (1)  
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x

p

p

p

eGFxy

xESenxDCosy

CBxAxy

6

3

2

2

1

)(

22







 

 

 así pues, proponemos como solución particular de (1) a; 

 

 

)3(22                         

                   

662

321

xx

pppp

GeFxexESenxDCosCBxAx

yyyy




 

 

 derivando (3) 
 

  

xxx

xxxx

p

xxx

p

GeFxeFexESenxDCosA

GeFeFxeFexESenxDCosAy

GeFxeFexECosxDSenBAxy

666

6666

666

36361224242       

36636624242

6622222









 

  

 

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1) 

 

 

 

xxx

xxx

xxx

xexSenxGeFxe

xESenxDCosCBxAxGeFxeFexECos

xDSenBAxGeFxeFexESenxDCosA

6266

2666

666

7253)

22(14)6622

222(936361224242







 

  

simplificando 

 

 

x

xxx

xexSenxCBxAxxECosxDSen

BAxGeFxeFexESenxDCosA

622

666

7253141414218218

9184432102102




 

 

 

 agrupando términos semejantes 

 

xxx xexSenxGFeFxeEDxCos

DExSenCBABAxAx

6266

2

7253)43()4()1810(2              

)1810(2)1492()1418()14(           




 

 

 de lo anterior se tiene que 
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16

21
                   043

4

7
-F                         74

212

45
-D                 01810

212

25
-E               51810

1372

201
          01492

98

27
              01418

14

3
                           314















GGF

F

ED

DE

CCBA

BBA

AA

 

 

 entonces la solución particular de (1) es 

  

xx

pppp

exexSenxCosxx

yyyy

662

321

16

21

4

7
2

212

25
2

212

45

1372

201

98

27

14

3
     



 

 

 y por tanto 

 

 

 
xxxx

pc

exexsenxxxeCeC

y yy

6622

2

7

1
16

21

4

7
2

212

25
2cos

212

45

1372

201

98

27

14

3
    



  

 

es solución general de (1). 
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3.5 MÉTODO DE VARIACIÓN DE PARÁMETROS 

 
El método de variación de parámetros a diferencia del método de coeficientes indeterminados 

descrito en la sección 3.3, es un método que carece de tropiezos y de limitaciones en el proceso de 

determinación de la solución general de una ecuación diferencial lineal no homogénea de orden n, 

de hecho el único requerimiento para su aplicación es que la función )(xf  en el segundo miembro 

sea continua e integrable, lo que hace de este, un método más poderoso y más general que el 

desarrollado en la sección anterior. 

 
3.5.1 ADAPTACIÓN DEL MÉTODO DE VARIACIÓN DE PARÁMETROS PARA UNA ECUACIÓN 

DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN 

 

Primero, adaptaremos el método de variación de parámetros a una ecuación diferencial no 

homogénea de segundo orden de la forma 

  

)1()()()()( 012 xfyxayxayxa   

 

y posteriormente lo extenderemos a una ecuación diferencial de orden superior. 

  

Llevando (1) a su forma equivalente 

 

)2()()()( xgyxQyxPy   

 

 de donde ;
)(

)(
)(

2

1

xa

xa
xP    ;

)(

)(
)(

2

0

xa

xa
xQ    

)(

)(
)(

2 xa

xf
xg   

esto es, si multiplicamos a la ecuación (1) por el inverso de )(2 xa  se obtiene (2).  

 

Por otra parte, supongamos que  P(x), Q(x) y g(x) son funciones continuas en algún intervalo I, y 

establezcamos una primera 

 

Hipótesis I :  

Para la ecuación diferencial de segundo orden (2), se propone una solución 

particular de la forma 

 

)3()()( 2211 yxuyxuyp   

 

donde 21 y  yy  forman un conjunto fundamental de soluciones* en I de la 

ecuación homogénea asociada a (1), )()( 2211 xyCxyCyc   y 

)(y  )( 21 xuxu  dos funciones de x  por determinar. 

 
*i.e, y1 y y2  son l.i. 

 

 

Derivando (3) tenemos 

 



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 

 

146 

)4(

2222222211111111

222211111














































yuyuyuyuyuyuyuyuy

yuyuyuyuy

p

p
 

 

sustituyendo (3)y (4) en (2) 

 

)(][

])[(

222211111

2222111112222222211111111

xgyuyuyuyuQ

yuyuyuyuxPyuyuyuyuyuyuyuyu

















































 

 

distribuyendo términos 

 

)(

])[(])()([])()([

2211222211

11221122221111

xgyuyuyuyuyu

yuyuyuxPyxQyxPyuyxQyxPyu

cerocero






 


































    

 

 

los dos términos de la ecuación anterior, se anulan debido al hecho de que por hipótesis 21 y  yy  

son soluciones de la ecuación homogénea asociada a (1). Simplificando  

 

)()( 221122112211 xgyuyuyuyuxPyu
dx

d
yu

dx

d






 









 









 






 

 

 

o bien 

 

)5()()( 221122112211 xgyuyuyuyuxPyuyu
dx

d






 









 









 




 

 

Puesto que es necesario determinar dos funciones )(1 xu  y  )(2 xu  que satisfagan (5), establezcamos 

una segunda 

 

Hipótesis II :  

Las funciones )(y  )( 21 xuxu  satisfacen (5) si y solo si 

 

)6(

)(

0

2211

2211 



















xgyuyu

yuyu
 

 
 

 

Resolviendo el sistema (6) para 


1u  y  


2u  usando la regla de Cramer, la cual establece que  

 






 1
1u     






 2
2u  
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donde 

 

W
yy

yy


21

21
  1

2

2

1
)(

0
W

yxg

y
   2

1

1

2
)(

0
W

xgy

y
  

 

siendo en este caso ),( 21 yyw  es el wronskiano de 21 y  yy   

  

Por lo tanto las funciones )(1 xu  y  )(2 xu  quedan determinadas por la integración de 

 

)7()´(y      )´( 2
2

1
1 

W

W
xu

W

W
xu   

 
 

3.5.2 GENERALIZACIÓN DEL MÉTODO DE VARIACIÓN DE PARÁMETROS A UNA ECUACIÓN 

DIFERENCIAL DE ORDEN n 
   

La generalización del método de variación de parámetros a ecuaciones diferenciales lineales no 

homogéneas de orden n de la forma 

 

)1()(´)()()( 01

)1(

1

)(  xfyayxayxayxa n

n

n

n  

  

 

es inmediata. 

 

Llevando (1) a su forma equivalente 

 

)2()(01

)1(

1

)(  xgyPyPyPy n

n

n  

  

 

en donde 

 

)(

)(
)(;

)(

)(
)(;;

)(

)(
)( 0

0
1

1

1

1
xa

xa
xP

xa

xa
xP

xa

xa
xP

nnn

n
n  

   

 

esto es, si multiplicamos a la ecuación (1) por el inverso de )(xan  se obtiene (2). Suponiendo 

nuevamente que las 1,,2,1 );(  nkxPk   son funciones continuas en algún intervalo I, y 

estableciendo ahora como primera hipótesis que si nnc yCyCyCy  2211  es solución 

general de la ecuación homogénea asociada a (1) entonces, una ecuación particular de (1) es 

 

)3()()()( 2211  nnp yxuyxuyxuy   

 

donde nyyy ,,, 21   forman un conjunto fundamental de soluciones* en I de la ecuación 

homogénea asociada a (1), y )(,),(),( 21 xuxuxu n  n funciones de x  las cuales quedan 

determinadas por las n ecuaciones siguientes 

 
*i.e, y1, y2 ,...,yn son l.i. 
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)4(

)(´´´

                                                       

0    ´´     ´´    ´´

0     ´      ´     ´

)1(

2

)1(

21

)1(

1

2211

2211






























xGuyuyuy

uyuyuy

uyuyuy

n

n

n

nn

nn

nn

 

 

en este caso la regla de Kramer da 

 

(5)                                       

,,2,1 ;)´(



 nk
W

W
xu k

k 
 

 

donde 

 

)6(

         

),,,(

)1()1(

2

)1(

1

''

2

'

1

21

21 















n

n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW  

 

es el Wronskiano del conjunto de soluciones 
nyyy ,,, 21  , y 

 

columna

ésimak

yG(xyy

yyy

yyy

W

n

n

nn

n

n

k

                                      

                                      

)7(

            )           

                                                  

            0                      

            0                      

)1()1(

2

)1(

1

''

2

'

1

21

















 

 

es el determinante obtenido de reemplazar la k-ésima columna del Wronskiano por la columna 

 

)(

 

0

0

xG


 

 

 así pues, las nkxuk ,,2,1 );(   especificadas en  (3) quedan determinadas por la integración de 

(5) 
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3.5.3 EJEMPLOS 

 

1. Encontrar la solución general de 

 

)1(2´´́ xyyy   

 

 Solución: 

 

 La parte homogénea de (1) es 

 

)2(02´´́  yyy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 022  kk  

 iii) )2)(1(  kk  

11 k  ;  22 k  

 iv) xey 1   

     xey 2
2

   

 v) 
xx

c eCeCy 2

21

     es solución general de (2). 

 

 Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)3()()( 2211 yxuyxuy p   

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)4(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





 

en (4) 

 

xxx

xx

xx

eee
ee

ee

yy

yy
W 








 32
2 2

2

21

21
 

 

x
x

xa

xf
xg 

1)(

)(
)(

2

 

 

x

x

x

xe
ex

e

yxg

y
W 2

2

2

2

2

1
2

0

)(

0









  
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x

x

x

xe
xe

e

xgy

y
W 

0

)(

0

1

1

2  

 

 sustituyendo los resultados anteriores en (4) 

  

)5(

3

1

3

3

1

3

2

2

2

1





































x

x

x

x

x

x

xe
e

xe
u

xe
e

xe
u

 

 

 

integrando (5) 

 

   xxxxx exedxexedxxedu     3

1

3

1

3

1
1  

 

 xx exeu  
3

1
1  

 


















   423

1

2

1

23

1

3

1 22
2

2
2

2

xx
x

x
x exe

dxe
xe

dxxedu  

 

 

 









423

1 22

2

xx exe
u  

 

 

sustituyendo )3(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

 

 

4

1

212

1

3

1

6

1

3

1
      

12

1

63

1

3
      

4

1

23

1
1

3

1
      

423

1

3

1 2
22








































 

x
x

xx

x
x

e
exe

eexey x
xx

xxx

p

 

 

entonces la solución particular de (1) es 

 

4

1

2
 

x
y p  
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 y por tanto 

 

4

1

2

2

21   x
eCeCy yy xx

pc  

 

es solución general de (1). 

 

  

2. Encontrar la solución general de 

 

)1(22´3´́ xxeyyy x   

 

 Solución: 

 

 La parte homogénea de (1) es 

 

)2(02´3´́  yyy  

  

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 0232  kk  

 iii) 0)1)(2(  kk  

21 k  ;  12 k  

 iv) xey 2
1    

     xey 2   

 v) 
xx

c eCeCy 2

2

1      es solución general de (2). 

 

 Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)3()()( 2211 yxuyxuy p   

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)4(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





 

    

en (4) 

 

xxx

xx

xx

eee
ee

ee

yy

yy
W 333

2

2

21

21
2

2
  

 

xxe
xxe

xa

xf
xg x

x

2
1

2

)(

)(
)(

2




  
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xx

xx

x

xexe
exxe

e

yxg

y
W 2

2

0

)(

0
2

2

2

1 


  

 

              
xx

xx

x

xexe
xxee

e

xgy

y
W 23

2

2

1

1

2 2
22

0

)(

0



  

 

 sustituyendo los resultados anteriores en (4) 

 

 

)5(

2
2

2
2

3

23

2

2

3

2

1



































x

x

xx

xx

x

xx

xex
e

xexe
u

xexe
e

xexe
u

 

 

integrando (5) 

 

 

 

  

























































  

2

1
1         

2
         

4

2

2

2
         

4

1

2
2         

2

1

2
2         

2]2[

2

2
2

22

2
2

2
2

22

1

xexe

e
xeexe

exe
exe

e
xe

exe

dxe
xe

dxexe

dxxedxxedxxexedu

xx

x
xxx

xx
xx

x
x

xx

x
x

xx

xxxx

 

 

   







 

2

1
1 2

1 xexeu xx  

 

 

    
  dxxexdxdxxexdu xx 222  

 
  dxexe

x xx2
2

2

 

 xx exe
x   2
2

2
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xx exe
x

u   22
2

2

2  

 

sustituyendo )3(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

 

 

2

3

2

22
22

1

22
22

1

22
22

1
1

2

2

2
222

2
22















































xexe
ex

x
ex

xexe

x
ex

eexeexe

eexe
x

exexey

xx
x

x
xx

x
xxxxx

xxxxxx

p

 

 

 

entonces la solución particular de (1) es 

 

2

3

2

2

 xexe
ex

y xx
x

p  

 

 y por tanto 

 

2

3

2

2

2

2

1  xexe
ex

eCeCy yy xx
x

xx

pc  

 

es solución general de (1). 

 

   

3. Encontrar la solución general de 

 

)1(´́ Tanxyy   

 

 Solución: 

 

 La parte homogénea de (1) es 

 

)2(0´́ yy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 012 k  

 iii) 1k ;    ik 2,1  
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 iv) Cosxy 1   

     Senxy 2   

 v) SenxCCosxCyc 21      es solución general de (2). 

 

 Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)3()()( 2211 yxuyxuy p   

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)4(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





 

    

en (4) 

    

122

21

21



 xSenxCos

CosxSenx

SenxCosx

yy

yy
W  

 

Tanx
Tanx

xa

xf
xg 

1)(

)(
)(

2

 

 

Cosx

xSen
Senx

Cosx

Senx
TanxSenx

Cosxx

Senx

yxg

y
W

2

2

2

1
tan

0

)(

0
  

 

 SenxCosx
Cosx

Senx
TanxCosx

TanxSenx

Cosx

xgy

y
W 




0

)(

0

1

1

2  

 

 sustituyendo los resultados anteriores en (4) 

 

)5(

1

)1(

1

2

22

2

1 


























Senx
Senx

u

CosxSecx
Cosx

xCos

Cosx

xSenCosx

xSen

u
 

  

 integrando (5) 

 

SenxTanxSecx

CosxdxSecxdxdxCosxSecxdu



   
ln         

][1
 

 

SenxTanxSecxu  ln1  
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   CosxSenxdxdu2  

 

Cosxu  2  

 

sustituyendo )3(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

 

 

TanxSecxCosx

CosxSenxCosxSenxTanxSecxCosx

CosxSenxCosxSenxTanxSecxy p







ln     

ln     

)(ln

 

 

 

entonces la solución particular de (1) es 

 

TanxSecxCosxy p  ln   

 

 y por tanto 

 

TanxSecxCosxSenxCCosxCy yy pc  ln21  

 

es solución general de (1). 

  

 

4. Encontrar la solución general de 

 

)1(330´6´́3 xTaneyyy x  

 

 Solución: 

 

 La parte homogénea de (1) es 

 

)2(010´2´́  yyy  

 

 resolviendo (2) 

 

 i) 12 a  

 ii) 01022  kk  

 iii) i
i

k 31
2

62

2

362

2

)10)(1(442
2,1 








  

 iv) xey x 3cos1    

     xseney x 32    

 v) xSeneCxCoseCy xx

c 33 21      es solución general de (2). 
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 Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)3()()( 2211 yxuyxuy p   

 

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)4(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





 

    

en (4) 

    

x

xxx

xxxx

xxxx

xx

e

xsenxexsenexe

xxSenCosexSenexxSenCosexCose

xSenexCosexCosexSene

xSenexCose

yy

yy
W

2

2222222

222222

21

21

3     

)33(cos3333cos3     

33333333     

333333

33












 

 

 

3

3

)(

)(
)(

2

xTane

xa

xf
xg

x

  

 

 

 
3

33

3

3

31

3

3

3

      

3

33

333
3

3
30

)(

0

2

2
2

2
2

2

2

2

1

xCosxSecexCos

xCos
e

xCos

xSen
e

xxSenTane

xSenexCose
xTane

xSene

yxg

y
W

x

x
x

x

xx
x

x











 








 

  

 

3

3

3

3
3

3

      

3

33

3

3
333

03

)(

0

2

2

2

1

1

2

xSene
xCos

xCos

xSen
e

xxCosTane
xTane

xCosexSene

xCose

xgy

y
W

x

x

x
x

xx

x


















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sustituyendo los resultados anteriores en (4) 

 

 
 

)5(

9

3

9

3

3

3

3

9

33

9

33

3

3

33

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
































xSen

e

xSene

e

xSene

u

xCosxSec

e

xCosxSece

e

xCosxSece

u

x

x

x

x

x

x

x

x

 

  

 

integrando (5) 

 

 

xSenxTanxSec

xdxCosxdxSec

xdxCosxSecdx
xCosxSec

du

3
27

1
33ln

27

1

3
9

1
3

9

1

33
9

1

9

33
1










 

  

 

 

 

xSenxTanxSecu 3
27

1
33ln

27

1
1   

 

 

27

3
3

9

1

9

3
2

xCos
xdxSendx

xSen
du     

 

 

 

 
27

3
2

xCos
u   

 

 

sustituyendo )3(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

 

xCosexTanxSec

xSenxe
xCos

xCosexSenxTanxSecy

x

xx

p

333ln
27

1
      

3
27

3
33

27

1
33ln

27

1





















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entonces la solución particular de (1) es 

 

xCosexTanxSecy x

p 333ln
27

1
  

 

 y por tanto 

 

xCosexTanxSecxSenecxCoseCy yy xxx

pc 333ln
27

1
33 21   

 

es solución general de (1). 
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3.6  ECUACIÓN DE EULER-CAUCHY O ECUACIÓN EQUIDIMENSIONAL 
 

Toda ecuación diferencial lineal de la forma 

 

)1()(011

1
1

1  xfya
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n
n

nn

n
n

n 





  

 

 

donde los coeficientes 
011 ,,,, aaaa nn 
 son constantes y tiene los nombres de ecuación  de 

Cauchy-Euler, ecuación de Euler-Cauchy, ecuación de Euler ó ecuación equidimensional. 

 

El método de solución de la ecuación diferencial (1) es análogo al procedimiento seguido en las 

ecuaciones diferenciales de orden n con coeficientes constantes. 

 

 

3.6.1 MÉTODO DE SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DE EULER-CAUCHY 

 

Comenzaremos el desarrollo examinando detalladamente las formas de soluciones generales de la 

ecuación homogénea de segundo orden 

 

)2(0
2

2
2  cy

dx

dy
bx

dx

yd
ax  

 

Método de solución:  

 

Proponemos una solución de la forma 

 

)3(kxy   

 

donde k será determinado. Derivando (3) tenemos 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (3) y sus derivadas en (1)  

 

     
 

 
  0)(

0

0)1(

0)1(

2

2

122







 

cabkakx

cbkakakx

cbkkakx

xckxbxxkkax

k

k

k

kkk

 

 

como kxk    0  entonces 

 

)4(0)(2  cabkak  
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así, (4) es la ecuación característica  buscada para (2), en consecuencia  kxy   es una solución de 

(2) siempre que k  sea solución de (3). Siguiendo el mismo procedimiento para una ecuación 

diferencial homogénea de orden n tenemos que 

 

 

 Según el carácter  de las raíces, escribimos las soluciones "" iy  partiendo de lo siguiente 

 

i ) A toda raíz real simple k corresponde una solución 

 
k

i xy   

 

ii ) A toda raíz real k con multiplicidad r, corresponden r soluciones de la forma 

 

    12
ln,,ln,ln,

rkkkk xxxxxxx   

 

iii ) A todo par de raíces complejas conjugadas  ik   corresponden dos soluciones 

de la forma 

)ln(

)lncos(

2

1

xsenxy

xxy












 

 

 

 

3.6.2 EJEMPLOS 

 

1. Encontrar la solución general de 

 

)1(04´2´́2  yxyyx  

 

Solución: 

 
Sea  

 

)2(kxy   

 

solución de (1). Derivando (2) 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1) 

  

     
 

 
  043

042

042)1(

042)1(

2

2

122







 

kkx

kkkx

kkkx

xkxxxkkx

k

k

k

kkk
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como kxk    0 , entonces 

 

)3(0432  kk  

 

resolviendo (3) tenemos 

 

1                  4

0)1)(4(

21 



kk

kk
 

 

de acuerdo con el inciso i) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 
1

2

4

1                  xyxy  

 

y por tanto   

 
1

2

4

1

 xCxCyc  

 

es solución general de (1). 

 

 

2. Encontrar la solución general de 

 

)1(0´8´́4 2  yxyyx  

 

 

Solución: 

 
Sea  

 

)2(kxy   

 

solución de (1). Derivando (2) 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1) 

 

  

     
 

 
  0144

01844

018)1(4

08)1(4

2

2

122







 

kkx

kkkx

kkkx

xkxxxkkx

k

k

k

kkk
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como kxk    0 , entonces 

 

)3(0144 2  kk  

 resolviendo (3) 

 

2

1

8

4

8

16164

)4(2

)1)(4(4164
2,1 





k  

 

de acuerdo con el inciso ii) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 

xxyxy ln                2

1

2
2

1

1



  

 

y por tanto 

 

xxCxCyc ln2

1

2
2

1

1



  

 

es solución general de (1). 

 

 

3. Encontrara la solución general de 

 

)1(03´3´́2  yxyyx  

 

Solución: 

 
Sea  

 

)2(kxy   

 

solución de (1). Derivando (2) 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1) 

 

  

     
 

 
  032

033

033)1(

033)1(

2

2

122







 

kkx

kkkx

kkkx

xkxxxkkx

k

k

k

kkk

 

 

 



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 

 163 

como kxk    0 , entonces 

 

)3(0322  kk  

 

resolviendo (3) 
 

 

ik

k

21

2

222

2

)4(22

2

82

2

1242

2

)3)(1(442

2,1

2,1


















 

de acuerdo con el inciso iii) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 

   xSenxyxxy ln2                ln2Cos 1

2

1

1

   

 

y por tanto  

 

 

   xSenxCxxCyc ln2ln2Cos 1

2

1

1

   

 

es solución general de (1). 

 

 

4. Encontrar la solución general de 

 

)1(08´7´́5´́ ´ 23  yxyyxyx  

 

Solución: 

 
Sea  

 

)2(kxy   

 

solución de (1). Derivando (2) 

 

3

2

1

)2)(1(´´´

)1(´´

´













k

k

k

xkkky

xkky

kxy

 

 

sustituyendo (2) y sus derivadas en (1) 
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       
 
 
  0842

0875522

087)1(5)2)((

087)1(5)2)(1(

23

2223

2

12233







 

kkkx

kkkkkkkx

kkkkkkx

xkxxxkkxxkkkx

k

k

k

kkkk

 

 

como kxk    0 , entonces 

 

)3(0842 23  kkk  

 resolviendo (3) 

  

   21 k  

ik

k

24

04

3,2

2




 

 

y de acuerdo con los incisos i) y iii) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 

   xSenyxCosyxy ln2                ln2                32

2

1  
 

 

y por tanto 

 

   xSenCxCosCxCyc ln2ln2 32

2

1  
 

 

es solución general de (1). 

 

 

5. Encontrar la solución general de 

 

)1(23´3´́ 42 xexyxyyx   

 

 Solución: 

 

La parte homogénea de (1) 

 

)2(03´3´́2  yxyyx  

 

Resolvamos (2). Sea  

 

)3(kxy   
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solución de (2). Derivando (3) 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (3) y sus derivadas en (2) 

 

  

     
 

 
  034

033

033)1(

033)1(

2

2

122







 

kkx

kkkx

kkkx

xkxxxkkx

k

k

k

kkk

 

 

como kxk    0 , entonces 

 

)4(0342  kk  

 

resolviendo (4) 
 

3k                        1

0)3)(1(

21 



k

kk
 

 

de acuerdo con el inciso i) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 
3

21                xyxy   

 

y por tanto  

 

)5(3

21 xCxCyc   

 

es solución general de (2). 

 

Usemos el método de variación de parámetros para determinar la solución particular de la 

ecuación diferencial. 

 

Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)6()()( 2211 yxuyxuy p   

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)7(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





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en (7) 

 

333

2

3

21

21
23

31
xxx

x

xx

yy

yy
W   

 

x
x

ex
x

ex

xa

xf
xg 2

2

4

2

2
2

)(

)(
)(   

 

x

x
ex

xex

x

yxg

y
W 5

22

3

2

2

1 2
32

0

´)(

0
  

 

 

                                     
x

x
ex

ex

x

xgy

y
W 3

2

1

1

2 2
21

0

)(´

0
  

 

  

 sustituyendo los resultados anteriores en (7) 

 

)8(

2

2

2

2

3

3

2

2

3

5

1
























x
x

x
x

e
x

ex
u

ex
x

ex
u

 

 

 integrando (8) 

 

xxx

xxx

xx

xx

exeex

dxexeex

dxxeex

dxexdxexdu

22         

22         

2         

][

2

2

2

22

1













 

 

 

 xxx exeexu 222
1   

 

   xx edxedu2  

 

 

 xeu  2  
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sustituyendo )6(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

   

xx

xxxx

xxxx

p

xeex

exxeexex

xexexeexy

22     

22     

22

2

323

32







 

 

 

entonces la solución particular de (1) es 

 

)9(22  2 xx

p xeexy   

 

 y por tanto 

 
xx

pc xeexxCxCy yy 22 23

21   

 

es solución general de (1). 

 

 

6. Encontrar la solución general de 

 

)1(´´́ xyxy   

 

 Solución: 

 

Es claro que la ecuación dada no tiene la forma de una ecuación diferencial de Euler-

Cauchy. Si multiplicamos ambos miembros de (1) por x tenemos 

 

)2(´´́ 22 xxyyx   

 

de donde (2) tiene la forma desea.. La parte homogénea de (2) es 

 

)3(0´´́2 xyyx  

 

 Resolvamos (3). Sea  

 

)4(kxy    

 

solución de (3), derivando (4) 

 

2

1

)1(´´

´









k

k

xkky

kxy
 

 

sustituyendo (4) y sus derivadas en (3)  
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   
 

 
  0

0

0)1(

0)1(

2

2

122







 

kx

kkkx

kkkx

kxxxkkx

k

k

k

kk

 

 

como kxk    0 , entonces 

 

)5(02 k   

 

 con lo que resulta que 

 

0k                        0 21 k  

 
de acuerdo con el inciso ii) de la tabla de la sección 3.6.1 tenemos que 

 

xyy ln               1 21   

 

y por tanto  

 

)6(ln21 xCCyc   

 

es solución general de (3). 

 

 

Usemos el método de variación de parámetros para determinar la solución particular de la 

ecuación diferencial. 

 

Proponemos como solución particular de (1) a 

 

)7()()( 2211 yxuyxuy p   

 

donde )(y    )( 21 xuxu  quedan determinadas por la integración de 

 

)8(y      2
2

1
1 

W

W
u

W

W
u 





 

    

en (8) 

 

x
x

x

yy

yy
W

1
1

0

ln1

21

21
  

 

1
)(

)(
)(

2

2

2


x

x

xa

xf
xg  
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x
x

x

yxg

y
W

1
1

1

ln0

)(

0

2

2

1   

  

   1
10

01

)(

0

1

1

2 
xgy

y
W  

 

 sustituyendo los resultados anteriores en (8) 

 

)9(

1

1

ln
1

ln

2

1


























x

x

u

xx

x

x
u

 

 

integrando (9) 

 

42

ln
         

2

1

2

ln1

22

ln
         

lnln

22

222

1

xxx

xdx
xx

dx
x

xxx

xdxxxdxxdu







 

 

 

 

42

ln 22

1

xxx
u   

  
2

2

2

x
xdxdu  

 

 
2

2

2

x
u   

 

sustituyendo )7(en    y    ,, 2121 yyuu  

 

4
ln     

2

ln

42

ln
     

ln
242

ln

2
2

222

222

x
xx

xxxxx

x
xxxx

y p























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entonces la solución particular de (1) es 

 

)10(
4

ln
2

2 
x

xxy p   

 

 y por tanto 

 

4
lnln

2
2

21

x
xxxCCy yy pc   

 

es solución general de (1). 
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UNIDAD IV 

TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 

4.1 INTRODUCCIÓN AL USO LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN ECUACIONES 

DIFERENCIALES LINEALES. 

 

Una de las aplicaciones más importantes de la transformada de Laplace es que esta nos permite 

resolver ecuaciones diferenciales lineales, que en muchas ocasiones por los métodos ordinarios  no 

es lo más conveniente. 

 

La ventaja que tiene el método de transformada de Laplace sobre estos métodos  ordinarios, es que 

ésta: 

 

 Proporcional una solución directa de una ecuación diferencial en determinadas 

circunstancias. 

 Se puede aplicar en algunas funciones de forma irregular las cuales no se pueden manejar 

con facilidad por los métodos clásicos. 

 Reduce el problema de resolver una ecuación diferencial a un problema de tipo algebraico. 

 Toma en consideración las condiciones iniciales  de tal manera que, con problemas de valor 

inicial, se evita la determinación de una solución general. 

 Si se aplica a una ecuación diferencial no homogénea, se obtiene la solución en forma 

inmediata, esto es,  sin resolver primero la ecuación diferencial homogénea 

correspondiente. 

 

El método de transformada de Laplace consiste en los siguientes pasos 

 

1) Transformar las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas. 

2) Resolver estas ecuaciones para las incógnitas algebraicas. 

3) Determinar la transformada inversa de los resultados del paso 2)  y así obtener la solución 

deseada de la ecuación diferencial original. 

 

 

4.1.1 DEFINICIÓN DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 

Definición : 

 
 

Sea f una función definida para 0t . Entonces la transformada de Laplace  de 

)(tf  se define como 

ℒ )(tf 


 
0

)1()()( sFdttfe st  

donde s es un parámetro real.* El símbolo ℒ se llama operador de 

transformada de Laplace. 

 

 

 

 

 

 
*En la teoría avanzada de las transformaciones  de Laplace, es conveniente asumir que s es una variable compleja de modo que F(s) es    

  una función de variable compleja. 
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Antes de iniciar con el cálculo de transformadas de Laplace de algunas funciones elementales, es 

necesario introducir la siguiente 

 

4.1.2 INTEGRAL IMPROPIA 

 

Definición : 

 
 

Una integral con un límite infinito de integración se llama integral impropia y 

se define de la siguiente forma 

)2()(lim)( 





k

aa
k

dxxfdxxf  

siempre y cuando el límite existe. 
 

De acuerdo a la definición 2 la integral impropia (1) se rescribe como 

 

)3()(lim)(
00








 

k

st

k

st dttfedttfe  

 

y la transformada de Laplace existe si el límite existe. Si el límite existe, la integral (3) converge y 

entonces el resultado  es una función F(s). 

 

En la descripción general emplearemos letras minúsculas para representar la función que se desea 

transformar y la mayúscula correspondiente para denotar la transformación de Laplace, por ejemplo 

 

ℒ  )()( sFtf    ℒ  )()( sGtg   

 

4.1.3 EJEMPLOS 

 

Determinar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones 

 

1. Sea 1)( tf  

 

Solución: 

ℒ )(tf ℒ1 


 dte st )1(
0

 

















 
00

limlim
kst

k

k

st

k s

e
dte  

  
ss

e

s

e ssk

k

1
lim

)0(














 

 

por tanto 

 

ℒ1 )(
1

sF
s
  
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2. Sea ttf )(  

 

Solución: 

ℒ )(tf ℒt  








k

st

k

st dttedtte
00

lim)(  

           
















 
0

2

00

lim
1

lim
kstst

k

k

st

kst

k s

e

s

te
dte

ss

e
 

            











 2

)0()0(

2

)0(
lim

s

e

s

e

s

e

s

ke sssksk

k
 

                                    
2

1

s
  

por tanto 

ℒ t )(
1

2
sF

s
  

 

3. Sea 
atetf )(  

 

Solución: 

ℒ )(tf ℒ ate 






 
00

)( dtedtee atstatst = 































0

)(

0

)( lim
ktas

k

tas

as

e
dte  

asas

e

as

e askas

k 




















1
lim

0)()(

 

por tanto 

ℒ ate )(
1

sF
as



 

 

4. Sea Senattf )(  

 

Solución: 

 

ℒ )(tf ℒ Senat      






 dtSenatedtSenate

k

st

k

st

00

lim  

                       







 





Cosatdte

s

a
Senat

s

e st

kst

k
0

lim  









 






k

st

k

st

kst

k
Senatdte

s

a
Cosate

s

a
Senat

s

e

0

2

2

0

2

0

lim  
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despejando la integral a primer miembro 

 









 














0

2

0

2

2

0

lim
k

st
st

k

stst Cosate
s

a
Senat

s

e
Senatdte

s

a
Senatdte  

 

 









 







)0()0(lim )0(

2

)0(

2
Cosae

s

a
Sena

s

e
Cosake

s

a
Senak

s

e s
s

sk
sk

k
 

 

simplificando la expresión anterior tenemos 

 

ℒ 
22

2

1
s

a

s

a
Senat 








  

por tanto 

ℒ  )(
22

sF
as

a
Senat 


  

 

5. Sea 
2

)(
atat ee

Senhattf


  

 

Solución: 

 

Como 

2

atat ee
Senhat


  

entonces 

ℒ )(tf ℒ Senhat 






  



 dt
ee

e
atat

st

2
0

 









 





k task tas

k
dt

e
dt

e

0

)(

0

)(

22
lim  

                                           

















0

)()(

)(2)(2
lim

ktastas

k as

e

as

e
 

                                          






















 )(2)(2)(2)(2
lim

)0)(()0)(()()(

as

e

as

e

as

e

as

e asaskasask

k
 

                                           





















22))((2

2

))((2)(2

1

)(2

1

aasass

a

asas

a

asas

asas

asas
 

                                            
22 as

a


  
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 por tanto 

 

ℒ Senhat )(
22

sF
as

a



  

 

 

6. Sea Senatetf bt)(  

 

Solución: 

 

ℒ )(tf ℒ Senatebt  




0

dtSenatee btst  




k

tbs

k
Senatdte

0

)(lim  

         












 






k

tbs

ktbs

k
Cosatdte

bs

a
Senat

bs

e

0

)(

0

)(

lim  





































 





Senate

bs

a
Cosat

bs

e

bs

a
Senat

bs

e
k

tbs

ktbsktbs

k
0

)(

0

)(

0

)(

lim  

 

 

despejando la integral a primer miembro 

 

 

 






































 








0

2

)()(

2

2

0

)( lim
)(

1
ktbstbs

k

tbs

bs

ae
Senat

bs

e

bs

a
Senatdte  

   























 2

)0)(()0)((

2

)()(

)0(lim
bs

ae
Sena

bs

e

bs

ae
Senak

bs

e bsbskbskbs

k
 

 

 

simplificando la expresión anterior tenemos 

 

 

ℒ Senatebt
 
 

   22

22

bs

a

bs

abs





















 

 

por tanto 

 

 

ℒ 
 

)(
22

sF
abs

a
Senatebt 


  
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7. Sea Senhatetf bt)(  

 

Solución: 

 

Como 

2

atat ee
Senhat


  

entonces 

ℒ )(tf ℒ     




0
2

1
dteeeeSenhate atatbtstbt  

   




k

atattbs

k
dteee

0

)(lim
2

1
 

             







 





k

tabs

k

tabs

k
dtedte

0

)(

0

)(lim
2

1
 

               

















0

)()(

)()(
lim

2

1
ktabstabs

k abs

e

abs

e
 

        














 )(

1

)(

1
lim

2

1

absabsk
 

                              
 


























22

2

2

1

))((2

1

abs

a

absabs

absabs
 

 

por tanto 

                                              ℒ Senhatebt

 
)(

22
sF

abs

a



  

 

8. Sea 









3;2

30;0
)(

t

t
tf  

 

Solución: 

 

La grafica de )(tf  es 
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entonces 

 

ℒ   












3

0

3

00

2)0()()( dtedtedttfetf ststst



 

 






 
3 3

lim22

k

st

k

st dtedte  

        
s

e

s

e

s

e sssk

k

33 2
lim2













  

 

por tanto 

 

ℒ  )(
2

)(
3

sF
s

e
tf

s




 

 

 

9.- Sea 









at

at
tf

;1

0;0
)(  

 

 Solución: 

 

La grafica de )(tf  es 

 
 entonces 

 

ℒ   












a

st

a

stst dtedtedttfetf )1()0()()(

0

00 

 






























  s

e

s

e

s

e
dte

sask

k
a

kst

k

k

a

st

k
limlimlim  

                                 
s

e as

  
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por tanto 

 

ℒ  )()( sF
s

e
tf

as




 

 

La función  

 

 









at

at
atHtf

;1

0;0
)(  

 

 

recibe el nombre de salto unitario de Heaviside, o  simplemente, función de escalón unitario 

denotada también por )( atU    y será estudiada con más detalle en la sección 4.6. 
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4.2 ORDEN EXPONENCIAL 

 

Definición: 

 
Se dice que una función )(tf  es de orden exponencial C si existen constantes 

C,  0M  y 0t  tales que 
CtMetf )(  para todo t suficientemente grande. 

 

De la definición, el mostrar que 
CtMetf )(  se cumpla, es equivalente a probar que 

 

0
)(

lim 
 Ctt e

tf
 

 

en otras palabras, decimos que una función )(tf  es de orden exponencial si se satisfacen cuales 

quiera de las dos condiciones siguientes  

 

CtMetf )(  ó bien 0
)(

lim 
 Ctt e

tf
 

 

demos esta afirmación sin demostración. 

 

 

4.2.1 EJEMPLOS 

 

1. ¿Es de orden exponencial 
nttf )( ? 

 

Solución: 

0limlim  



ctn

tct

n

t
et

e

t
 

 

por tanto
nttf )( es de orden exponencial. 

 

2. ¿Es de orden exponencial Senttf )( ? 

 

Solución: 

0limlim  


Sente

e

Sent ct

tctt
 

 

por tanto Senttf )( es de orden exponencial. 

 

3. ¿Es de orden exponencial 
2

)( tetf  ? 

 

Solución: 

   







ctt

t

ctt

tct

t

t
eee

e

e
limlimlim

2

2

 

por tanto 
2

)( tetf   no es de orden exponencial. 
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Dado lo anterior valdría la pena hacernos la siguiente pregunta ¿ Que implicación tiene el hecho de 

que una función sea o no de orden exponencial para el tema que nos ocupa en el presente capitulo?. 

La respuesta a esta pregunta la dará el siguiente 

 

Teorema: Si )(tf  es continua o continua a tramos en el intervalo ),0[  y de orden 

exponencial  C para 0t entonces la transformada de Laplace ℒ )(tf  existe 

para Cs  . 

 

Se da el teorema sin demostración. 

 

4.3 MANEJO DE TABLAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 

En la práctica, el uso directo de la definición formal de la transformada de Laplace a 

problemas concretos, podría resultar no ser lo más recomendable, ya que, como se vio en la 

sección 4.1.1, la dificultad de encontrar la transformada de Laplace de una función depende 

de la forma de dicha función y más aún, si el problema se presenta como una combinación 

lineal de productos y cocientes  de diversas funciones, la determinación de la transformada 

de Laplace se complica enormemente. Afortunadamente, de forma paralela al desarrollo de 

esta teoría se han elaborado tablas que acumulan los resultados de las transformadas de 

Laplace de algunas funciones trascendentes, el manejo adecuado de este material, podrá 

facilitarnos en gran medida nuestra tarea. La siguiente definición será de gran utilidad  

 
 

Definición: El operador transformada de Laplace es un operador lineal, esto es, para 

funciones cualquiera )(tf  y )(tg  cuyas transformadas de Laplace existe (i.e., 

)(tf  y )(tg  son de orden exponencial C). Tenemos para cualesquiera números 

reales a, b 

ℒ  atbgtaf  )()( ℒ  btf )( ℒ )(tg  

 

 

 

esto es 

 

ℒ     




0

)()()()( dttbgtafetbgtaf st  

         








00

)()( dttbgedttafe stst
 

 








00

)()( dttgebdttfea stst
 

                                                     a ℒ  btf )( ℒ )(tg  
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En la tabla 1 se presentan las transformadas de Laplace de algunas funciones elementales 

 

No. )(tf  ℒ  )()( sFtf   

1 1 

s

1
 

2 t  

2

1

s
 

3 nt  
1

!
ns

n
, 0n  

4 t   
1

1







s
, 1  

5 Senkt  
22 ks

k


 

6 Coskt  
22 ks

s


 

7 ate  

as 

1
 

8 Senhkt  
22 ks

k


 

9 Coshkt  
22 ks

s


 

10 atnet  

  1

!



n

as

n
, 0n  

Tabla 1 

 
 

4.3.1 EJEMPLOS 

 

1. Determinar ℒ








 1
2

1 23 tt  

 

Solución: 

 

Por la propiedad de linealidad del operador ℒ 

 
 

ℒ 








 1
2

1 23 tt ℒ 






 3

2

1
t ℒ 2t -ℒ 1  

  
2

1
 ℒ 3t ℒ 2t -ℒ  )1(1  
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usando los resultados de la tabla 

 

ℒ 
1

!



n

n

s

n
t , si n=3  ℒ  )2(

6!3
413

3 
ss

t 


 

                       , si n=2  ℒ  )3(
2!2
312

2 
ss

t 


 

      , si n=0   ℒ 0t ℒ  )4(
1!0

1
10


ss




 

 
sustituyendo (2), (3) y (4) en (1) 

 

 

ℒ








 1
2

1 23 tt
ssssss

123126

2

1
3434









  

 

por tanto 

 

ℒ








 1
2

1 23 tt
sss

123
34
  

 

 

 

2. Determinar ℒ  22 33   tt ee ℒ te3 -ℒ te 3
 

 

Solución: 

 

Por la propiedad de linealidad del operador ℒ 

 

ℒ  22 33   tt ee ℒ te3 -ℒ  )1(3 te  

 

usando los resultados de la tabla 

 

ℒ 
as

eat




1
, si a=3, entonces ℒ  )2(

3

13 



s

e t
 

                                              , si a=-3, entonces ℒ  )3(
3

1

)3(

13 







ss
e t

 

 

sustituyendo (2) y (3) en (1) 

 

ℒ  22 33   tt ee ℒ te3 -ℒ te 3 











)3)(3(

)3()3(2

3

1

3

2

ss

ss

ss
 

9

9

9

362
22 









s

s

s

ss
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por tanto 

 

ℒ 
9

9
2

2

33




 

s

s
ee tt  

 

 

3. Determinar ℒ tCostSente t 224364 35   

 

Solución: 
 

Por la propiedad de linealidad del operador ℒ 

 

 

ℒ tCostSente t 224364 35  4 ℒ  65 te ℒ  33 t ℒ  24 tSen   )1(2 tCos  

 

usando los resultados de la tabla 

 

ℒ 
1

!



n

n

s

n
t , si n=3, entonces ℒ  )2(

6!3
413

3 
ss

t 


 

ℒ 
as

eat




1
, si a=5 entonces, ℒ  )3(

5

15 



s

e t
 

ℒ 
22 ks

k
Senkt


 , si k=4 entonces, ℒ  )4(

16

4
4

2





s
tSen  

ℒ 
22 ks

s
Coskt


 , si k=2 entonces, ℒ  )5(

4
2

2





s

s
tCos  

 

sustituyendo (2), (3), (4) y (5) en (1) 

 

 ℒ tCostSente t 224364 35  


































4
2

16

4
3

6
6

5

4
224 s

s

sss
 

 

 por tanto 

 

 ℒ tCostSente t 224364 35 
4

25

16

1236

5

4
224 








ssss
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4.4 LA FUNCIÓN GAMMA 

 

La definición de Euler de la función Gamma es 

 





0

1)( dtett tn
 

 

para que la integral converja se requiere que 11 n  ó 0n . 

 

 

4.4.1 FORMULAS DE RECURRENCIA 

 

 

A continuación se presentan algunos resultados importantes de la función Gamma 
 

)()1( nnn   (aquí n puede ser entero o fracción) 

!)1( nn   si ,2,1,0n  donde 1!0   

 

algunos valores de la función Gamma son 











2

1
 

 


m

m
m

2

12531

2

1 












 ; 3,2,1m  

)12(531

2)1(

2

1















m
m

mm




 ; 3,2,1m  

 

4.4.2 EJEMPLOS 

 

1. Demostrar que si ttf )( , entonces 

ℒ 
1

)1(







 

s
t , 1  

 

 Solución: 

 

 Usando la definición de la Transformada de Laplace 

 

ℒ  







  

 






0 0

1

0

dtte
ss

et
dttet st

st
st 


 

 

haciendo el cambio stw  , entonces sdtdw  , luego 

 







  

 









0 0

1

1

1

dwew
ss

dw

s

w
e

s

ww 





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pero  

  



0

1 dwew w  

entonces 

 

   
11

1












ss
 

 

por tanto 

 

 

 ℒ 
1

)1(







 

s
t ,   1  

 

 

Usando el resultado anterior determine ℒ )(tf  para 

 

2. Sea 2
1

)(


 ttf  

 

Solución: 

 

 

ℒ     
ssss

t













2
11

2
1

2
1 2

11
2

1

 

 

por tanto 

 

ℒ 
s

t





2
1

 

 

3. Sea 2
1

)( ttf   

 

 Solución: 

 

  

ℒ     
2

3
2

31
2

1

2
1 2

1
2

1
2

11
2

1

sss
t











 

 

por tanto 

 

ℒ 
2

3

2
1 2

1

s
t


  
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4. Sea 2
7

)( ttf   

 

Solución: 

 

 

ℒ       












2

9
2

91
2

7

2
7 1

2
5

2
7

2
7

2
71

2
7

sss
t  

                    
          








2

9
2

9

1
2

1
2

3
2

5
2

71
2

3
2

5
2

7

ss
 

      
2

9
2

9

16
105

2
1

2
1

2
3

2
5

2
7

ss





  

 

por tanto 

 

ℒ 
2

9

2
7 16

105

s
t


  

 

5. Sea 
2

4
1

4
1

)( 




 


tttf  

 

Solución: 

 

 

ℒ 




 


2

4
1

4
1

tt ℒ 


2
1

2
1

2 tt ℒ 2
1

t ℒ 2 ℒ 
2

1

t  

 
sss




2

2 2
3

 

 

por tanto 

 

 

ℒ 




 


2

4
1

4
1

tt
sss




2

2 2
3
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4.5 PRIMER TEOREMA DE TRASLACIÓN 

 

Teorema: Si ℒ  )()( sFtf  , entonces ℒ  )()( asFtfeat   para as  ; en otras 

palabras, se obtiene la transformada de )(tfeat
 sustituyendo s por as   en la 

transformada de Laplace de )(tf , i.e, 

 

ℒ )(tfeat ℒ  )()()( asFsFtf
assass




 

 

 

Se da el  teorema sin demostración. 

 

4.5.1 EJEMPLOS  

 

Evalúe 

 

1. ℒ 35 te t
 

 

Solución: 

 

ℒ 35 te t ℒ 
 4

5

45

3

5

66





 ss

t
ss

ss
 

 

 por tanto 

 

ℒ 
 4

35

5

6




s
te t

 

 

2. ℒ tCose t 42
 

 

Solución: 

 

ℒ  tCose t 42 ℒ 
  204

2

162

2

16
4

22

2

22 













 ss

s

s

s

s

s
tCos

ss
ss

 

 

 por tanto 

 

ℒ 
204

2
4

2

2






ss

s
tCose t
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3. ℒ   tee tt 22  

 

Solución: 

 

 

ℒ    tee tt 22 ℒ   teee ttt 432 2  ℒ  22 te t ℒ te t3 ℒ te t4  

                                                             =ℒ  2
2


ss
t ℒ  

 3ss
t ℒ  

 4ss
t  

                                               
 4

2

3

2

2

2

121

ssssss sss
 

                                          
     222

4

1

3

2

2

1










sss
 

 

por tanto 

 

ℒ   
     222

22

4

1

3

2

2

1










sss
tee tt

 

 

4. ℒ 22 )1( te t
 

 

Solución: 

 

ℒ  22 )1(te t ℒ  )12( 22 tte t ℒ  222 te t ℒ te t2 ℒ te2  

                                                      =ℒ  2
2

2 
ss

t ℒ  
 2ss

t ℒ te2  

                                       



 2

122

2

2

2

3 sss ssss

 

                                    
    2

1

2

2

2

2
23 








sss
 

 

por tanto 

 

ℒ 
    2

1

2

2

2

2
)1(

23

22










sss
te t
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4.6 FUNCIÓN ESCALÓN UNITARIO 

 

Definición: 

 

Función  )( atU   

La función escalón unitario, )( atU   se define como 

 










at

at
atU

;1

0;0
)(  

 

Gráficamente tenemos 

 

 
 

 

 

4.6.1 EJEMPLOS 

 

Usando la definición anterior grafique 

 

 

1) 0   ;   1)(  ttU  

 
 

 

2) 









2;1

20;0
)2(

t

t
tU  
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Si ahora multiplicamos a la función escalón unitario )( atU   por alguna función )(tg  con 0t , 

esto es 










attg

at
atUtg

);(

0;0
)()(  

 

¿Qué ocurre con la gráfica de )( atU  ?. Por ejemplo, si multiplicamos la función )2( tU  por 

la función Senttg )(  con 0t , se tiene  

 















2;

20;0
)2(

tSent

t
tSentU  

 

entonces, gráficamente tenemos 

 

 
 
Nota: En la práctica, )(tf  puede representar la corriente que circula a través de un circuito 

eléctrico. En este caso, el papel que juega la función escalón unitario )( atU   al multiplicarla por 

)(tf es el de un interruptor que, por decirlo así, conecta y desconecta a )(tf , esto es, dado que la 

función escalón unitario únicamente toma los valores 0 y 1, cuando 0)(  atU , por el circuito 

eléctrico no hay circulación de corriente y decimos que el interruptor se encuentra abierto, sin 

embargo, cuando 1)(  atU , entonces )()( atUtf   representa una respuesta del circuito 

indicándonos que el interruptor esta cerrado y por tanto hay circulación de corriente a través de el. 

 

Trabajemos ahora en forma inversa, es decir,  dada una función )(tf  definida por intervalos, 

 














2;

20;0
)(

tSent

t
tf  

 

¿Cómo representamos a dicha función en términos de la función escalón unitario )( atU  ? 

 

Si en general definimos a )(tf  como 

 

)1(
);(

0);(
)( 










atth

attg
tf  
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entonces 

 




















atthtg

at
tg

atth

attg
tf

);()(

0;0
)(

);(

0);(
)(  

         )()()()( atUthtgtg  

      )()()()()( atUthatUtgtg   

 

por tanto tenemos que (1) en términos de )( atU   viene dada por 

 

)2()()()()()(
);(

0);(
)( atUthatUtgtg

atth

attg
tf 








  

 

siguiendo el mismo esquema, una función definida en tres intervalos en términos de )( atU  viene 

dada  

 

)3()()()()()()()()()(

0

)( btUtqbtUthatUthatUtgtg

bt

bta

at

   

q(t);

h(t);

g(t);

tf 
















 

Por ejemplo, el voltaje de un circuito eléctrico está dado por 

 










5;0

50;20
)(

t

tt
tE  

 

grafique y exprese a )(tE  en términos de funciones escalón unitario. 

 

Solución: 

 

La gráfica de la función )(tE  es  

 
y de acuerdo con la ecuación (2) de esta la sección, la función )(tE  en términos de )( atU  , 

siendo 5a , viene dada por 

 

)5(2020
5;0

50;20
)( 








 ttUt

t

tt
tE  
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4.7 SEGUNDO PROBLEMA DE TRASLACIÓN 

 

Teorema: Si ℒ  )()( sFtf   entonces 

 

ℒ  aseatUatf  )()( ℒ )(tf 0     ;       )(   asFe as
 

 
 

Se da el  teorema sin demostración. 

 

4.7.1 Ejemplos 

 

1. Evaluar ℒ   )2(2
3

 tUt  

 

Solución: 

 

Del problema, si  32)2(  ttf , entonces 3)( ttf  , y de acuerdo con el teorema 

4.7, se tiene que 

 

ℒ    setUt 23
)2(2  ℒ 3t

4

26

s

e s

  

 

 por tanto 

 

ℒ   )2(2
3

 tUt
4

26

s

e s

  

 

 Si en el teorema 1)(  atf , entonces 

 

ℒ  aseatU  )( ℒ 
s

e as

1  

 

2. Determine la transformada de Laplace de la función 

 

 
 

Solución: 

 

 

Analíticamente la función descrita en la gráfica es 
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















3

32

20

   

0;

1;-

2;

)(

t

t

t

tf  

 

 

 que en términos de funciones escalón unitario toma la forma 

 

 

)3()2()2(22

3

32

20

   

0;

1;-

2;

)( 














 tUtUtU

t

t

t

tf  

  

o bien 

 

)3()2(32)(  tUtUtf  

 

 

de acuerdo con el teorema 4.7, se tiene que 

 

ℒ  2)( tf ℒ 31  ℒ  )2(tU ℒ )3( tU
s

e

s

e

s

ss 3232 

  

 

 por tanto 

 

ℒ 
s

e

s

e

s
tf

ss 3232
)(



  

 

 

3. Determine la transformada de Laplace de 

 

 
 

Solución: 

 

 

Analíticamente la función descrita en la gráfica es 

 

 












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

2
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que en términos de funciones escalón unitario toma la forma 

 

)2()1(

2

21

10

   

0;

1;

0;

)( 














 tUtU

t

t

t

tf  

 

de acuerdo con el teorema 4.7, se tiene que 

 

ℒ )(tf ℒ      21 tUtU ℒ  )1(tU ℒ )2( tU
s

e

s

e ss 2

  

 

por tanto 

 

ℒ 
s

e

s

e
tf

ss 2

)(


  

 

4. Evaluar  

 























5

52

20

   

0;

;

0;

)(

t

t

t

Senttf  

 

 

 Solución: 

 

 En términos de funciones escalón unitario se tiene que 

 

 

)5()2(

5

52

20

   

0;

;

0;

)( 






















 tSentUtSentU

t

t

t

Senttf  

 

 

dado que la función a transformar no tiene la forma )()( atUatf  , entonces el teorema 

4.7 no es aplicable para este ejemplo. En la siguiente sección se enunciara una forma 

alternativa de este teorema el cual contempla una solución para resolver estos casos. 
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4.8 SEGUNDO PROBLEMA DE TRASLACIÓN EN SU FORMA ALTERNATIVA 

 

Teorema: Si la función )(tg  carece de la forma )( atf   desplazada que se requiere  en 

el teorema anterior, entonces 

 

ℒ  aseatUtg  )()( ℒ 
att

tg


)( = ase ℒ )( atg  ,  0a  

 

 

Se da el teorema sin demostración. 

 

4.8.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ )2( tSentU  

 

Solución: 

 

En este caso Senttg )(  y 2a , entonces SenttSentg  )2()2(  , y de 

acuerdo con el teorema 4.8, se tiene que 

 

ℒ  setSentU  2)2(  ℒ 
12

2






s

e
Sent

s

 

 
por tanto 

 

ℒ )2( tSentU
12

2






s

e s

 

 

 

2. Evalúe ℒ )3()13(  tUt  

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene  

 

 

ℒ  )3()13( tUt se 3 ℒ    s

tt
et 3

3
13 


 ℒ  1)3(3 t  

                                         se 3 ℒ  







 
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et s 103
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2

3  

 

 

por tanto 

 

ℒ  )3()13( tUt 









ss
e s 103

2

3  
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3. Evalúe ℒ )2( ttU  

 
Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene  

 

ℒ  )2(ttU se 2 ℒ  s

tt
et 2

2




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
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2
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por tanto 

 

ℒ  )2(ttU 









ss
e s 21

2

2
 

 

4. Evalúe ℒ )3(1  tUet
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.8 se tiene  

 

 

ℒ  st etUe 31 )3(   ℒ  s
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t ee 3

3

1 



  ℒ  st ee 34   ℒ 4eet  

                                    43 ee s ℒ  









 

1

143

s
ee st

 

 

por tanto 

 

ℒ  









 

1

1
)3( 431

s
etUe st  
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4.9 DERIVADAS DE TRANSFORMADAS 

 

Teorema: Si ℒ  )()( sFtf   y ,3,2,1n  , entonces 

 

ℒ   
n

n
nn

ds

d
tft 1)(  ℒ )(tf   )(1 sF

ds

d
n

n
n

  

 
 

Se da el  teorema sin demostración. 

 

4.9.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ tte3
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene  

 

ℒ   
ds

d
te t 13  ℒ  












3

13

sds

d
e t

 2
3

1




s
 

 

 por tanto 

 

ℒ 
 2

3

3

1




s
te t

 

 

2. Evalúe ℒ tSenkt  

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene 

 

ℒ   
ds

d
tSenkt 1 ℒ  












22 ks

k

ds

d
Senkt            

               
 






























22222

21

ks

s
k

ksds

d
k  

                            
 222

2

ks

sk


  

 por tanto 

 

ℒ 
 222

2

ks

sk
tSenkt


                             
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3. Evalúe ℒ Costte t
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.9 se tiene 

 

ℒ 
ds

d
Costte t )1( ℒ Coste t =

ds

d
 ℒ  
















1

21 1
ss

ss s

s

ds

d
Cost  

                     
 

     

  







































22

2

2

11

12111

11

1

s

sss

s

s

ds

d
 

                   
   

  
   

  


























22

22

22

22

11

1121

11

1211

s

ss

s

ss
 

        
 

  22

2

11

11






s

s
 

 

 

por tanto 

 

ℒ   

  22

2

11

11






s

s
Costte t  

 

4. Evalúe ℒ   )1(1 13
  tUet t

 

 

Solución: 

 

Desarrollando un poco la función a transformar se tiene 

 

ℒ     )1(1 13
tUet t ℒ  














 


)(

123 )1(133

tf

t tUettt  

o bien 

 

ℒ     )1(1 13
tUet t ℒ  3)(3 tft ℒ  3)( ttf ℒ )(2 tft ℒ )(tf  

 

si aplicamos directamente el teorema 4.9 a este problema, resultaría muy laborioso, 

pues, tendríamos que encontrar segundas y terceras derivadas de las funciones  

)(sF  resultantes en el desarrollo, sin embargo si proponemos 

 

ℒ    131 )1(1   etUtet ℒ














  

)(

3 )1()1(

tf

t tUte  
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 mediante los teoremas primero y segundo de traslación la tarea se simplifica 

 considerablemente, esto es 

 

 ℒ    131 )1(1   etUte t ℒ 














  

)(

3 )1()1(

tf

t tUte                        

                                                               1 e ℒ      
 1

3
11

ss
tUt  
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














1

4

1

1
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s

ss
s
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   














 

4

)1(1

4

)1(1

1

6

1

6

s
ee

s
ee ss

 

                                                                    
 4

1

6


 

s
e s

 

 

 por tanto 

 

ℒ   
 4

31

1

6
)1(1


 

s
etUte st
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4.10 TRANSFORMADA DE UNA DERIVADA 

 

Teorema: Si )(,),(),( )1( tftftf n   son continuas en  ,0  y de orden exponencial, y 

si )()( tf n
 es continua parte por parte en  ,0 , entonces 

 

ℒ  )0()0()0()()( 121)(   nnnnn ffsfssFstf   

 
donde 

 

)(sF ℒ )(tf  

 

 

Se da el  teorema sin demostración. 

 

4.10.1 Ejemplos 

 

1. Evalúe ℒ SenktktCoskt  

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene 

 

ℒ  SenktktCoskt ℒ   stSenkt
dt

d










ℒ   )0(SenktSenkt  

                            
ds

d
s 1 ℒ Senkt

 222

2

22

2

ks

ks

ks

k

ds

d
s













  

por tanto 

 

ℒ 
 222

22

ks

ks
SenktktCoskt


  

 
2. Suponga que una función )(ty  cuenta con las propiedades 1)0(;1)0(  yy . 

Determine la transformada de Laplace ℒ  )()( sYty   de la siguiente expresión 

 

yyy 54   

Solución: 

 

La transformada de Laplace de esta expresión es 

 

ℒ  yyy 54 ℒ  4y ℒ  5y ℒ y  

 

y aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene 
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ℒ  yyy 54 2s ℒ  sysyy 4)0()0(  ℒ   5)0(  yy ℒ y  

                    )(51)()1()1()(2 sYssYssYs  

                   554)( 2  ssssY  

 por tanto 

 

 

ℒ    554)(54 2  ssssYyyy  

 

3. Suponga que una función )(ty  cuenta con las propiedades 3)0(;2)0(  yy . Despeje la 

transformada de Laplace ℒ  )()( sYty   de la siguiente expresión 

 

1 yy  

Solución: 

 

La transformada de Laplace de esta expresión es 

 

 

ℒ  yy ℒ 1  

 

o bien 

 

ℒ y ℒ y ℒ 1  

 

y aplicando directamente el teorema 4.10 se tiene 

 

2s ℒ   )0()0( ysyy ℒ 
s

y
1

  

s
sYssYs

1
)(3)2()(2   

 
s

sssY
1

321)( 2   

 
s

ss
s

s
ssY

321
32

1
1)(

2
2 

  

 

por tanto 

 

 1

132
)(

2

2






ss

ss
sY  
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4.11 CONVOLUCIÓN 

 

El concepto de convolución es quizás uno de los instrumentos más eficaces en el análisis armónico; 

con su empleo se obtienen con facilidad muchos resultados importantes. En la presente sección se 

definirá e interpretará gráficamente la convolución de dos funciones desde el punto de vista 

analítico, todo ello, orientado a la introducción de un teorema fundamental para el cálculo de la 

transformada de Laplace de una convolución. 

 

Definición:  

 

 

Si las funciones )(tf  y )(tg  son continuas parte por parte en  ,0  , la 

convolución de f  y g se representa por gf   y se define con la integral 

 

t

dtgfgf
0

)()(   

 

 

4.11.1 EJEMPLOS 

 

1. Sea 
tetf )(  y Senttg )( . Determine )()( tgtf   

 

Solución: 

 

Por definición 

 









  

t tt

t dtCosetSenedtSeneSentetgtf
0 00

)()()()()(  
 

                                             







 

ttt

dtSeneetCostSene
000

)()()(  
 

 

 

despejando la integral de lado derecho a primer miembro se tiene que 

 

   
00

)()(
2

1
)()()(

tt

tCosetSenedtSenetgtf  
 

                                           CostSente t 
2

1
 

 

por tanto 

 

 CostSentetgtf t 
2

1
)()(  
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La interpretación gráfica de la convolución es muy útil en el análisis de sistemas así como en la 

teoría de comunicaciones. Permite visualizar los resultados de muchas relaciones abstractas, sobre 

todo en la teoría de comunicaciones. Si en los sistemas lineales sólo se conoce en forma gráfica 

)(tf  y )(tg  entonces la convolución gráfica resulta útil.  

 

2. Supongamos que )(tf  y )(tg son los pulsos rectangular y triangular de la siguiente figura. 

 

 
 

Encontrar gráficamente la convolución )()( tgtf  . 

 

Solución: 

 

Por definición  

 

)1()()(
0

 

t

dtgfgf   

donde en la integral   es la variable independiente que, supongamos representa el tiempo 

en segundos. Esquemáticamente la interpretación geométrica de la convolución se puede 

ilustrar en los siguientes cuatro pasos 

 

a) Supongamos que )(tf  y )(tg son los pulsos rectangular y triangular representados en 

las gráficas siguientes 

 

 
 

b) A continuación, en la siguiente figura se muestran las gráficas de las funciones )(f  y 

)( g  

 

 
 

c) Para encontrar los valores de la función )()( tgtf  , es necesario seleccionar diferentes 

valores de t, los cuales desplazan a lo largo del eje   a la función )( g  del inciso b). 
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Para un tiempo arbitrario t , la función )( tg , representa entonces, la función  

)( g  desplazada t  segundos a lo largo del eje    y su gráfica es 

 

 
d) Finalmente, el valor de la integral de convolución en cualquier instante de tiempo t  está 

dado por la integral (1) evaluada en t , y representa el área bajo la curva producto de 

)(f  y  )( tg . Dicha área es la región sombreada de la siguiente figura 

 

 
Por tanto, el valor de )()( tgtf   en  cualquier instante de tiempo t , es igual al área 

sombrada en la figura. 

 

 

4.11.2 PROPIEDADES DE LA CONVOLUCIÓN 

 

Si las funciones )(tf , )(tg  y )(th  son continuas parte por parte en  ,0 , entonces las siguientes 

relaciones son válidas 

 

 

)()()()( tftgtgtf   Ley conmutativa 

  )()()()()()()( thtftgtfthtgtf   Ley distributiva 

    )()()()()()( thtgtfthtgtf   Ley asociativa 

 

 

4.12 TRANSFORMADA DE  UNA CONVOLUCIÓN  

 

Para motivar el cálculo de la transformada de Laplace de una convolución, retomemos las funciones 

)(tf  y )(tg  del problema 1 de la sección 4.11.1 y determinemos ℒ )()( tgtf  . 

 

Solución: 

ℒ Sentet ℒ
2

1
)(

0











t

dtSene  ℒ  CostSentet
 

 

Nota: Del problema 1 de la sección 4.11.1     CostSentedtSene t

t

 2

1

0

  
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                                     
2

1
 ℒ te ℒ Sent ℒ Cost  

                            

















11

1

1

1

2

1
22 s

s

ss
 

                            













)1)(1(

)1()1(1

2

1
2

2

ss

ssss
 

                            
)1(

1

)1(

1
2 





ss

 

 

por tanto 

 

ℒ 
)1(

1

)1(

1
2 





ss

Sente t  

 

Como pudimos apreciar, para realizar el cálculo de la transformada de Laplace de una convolución, 

fue necesario dividir al problema en dos etapas. La primera, realizar el cálculo de )()( tgtf  , 

resolviendo la integral de la definición 4.11 y posteriormente la determinación de ℒ )()( tgtf  . 

En la práctica lo anterior podría resultar no ser lo más conveniente, pues, el cálculo de la integral 

para la obtención de )()( tgtf  depende directamente de la forma de las funciones )(tf  y )(tg , y 

dado este hecho, tiene la posibilidad de complicarse demasiado. Sin embargo, mediante la 

aplicación directa del siguiente teorema, la determinación de la transformada de Laplace de un 

convolución de dos funciones resulta ser prácticamente inmediata. 

 

4.12.1 TEOREMA DE CONVOLUCIÓN 

     
 

Teorema: Si )(tf  y )(tg  son continuas en tramos  en  ,0  y de orden exponencial, 

entonces 

 

ℒ  gf ℒ )(tf ℒ )(tg )()( sGsF  

 
 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.12.2 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ Sentet   

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.12.1 tenemos que 

 

ℒ Sentet ℒ te ℒ 
1

1

1

1
2 





ss

Sent  
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por tanto 

 

ℒ 
1

1

1

1
2 





ss

Sente t
 

 

 

2. Evalúe ℒ









t

dtCosSen
0

)(   

 

Solución: 

 

Por la definición 4.11  

  

 

ℒ 









t

dtCosSen
0

)(  ℒ  )1(CostSent  

 

 aplicando en (1) directamente el teorema 4.12.1 tenemos que 

 

ℒ 









t

dtCosSen
0

)(  ℒ CostSent ℒ Sent ℒ Cost  

 

                                           
 2222

111

1










s

s

s

s

s
 

 por tanto 

 

ℒ
 22

0 1
)(













s

s
dtCosSen

t

  

 

 

3. Evalúe ℒ Costee tt 
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.12.1 tenemos que 

 

 

ℒ  Costee tt ℒ te ℒ Costet
 

                                                       
1

1




s
ℒ   


traslacióndeTer

ss
Cost

    .  1

1
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






 1

2 11

1

sss

s

s
 

                                         
  11

1

1

1
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




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 por tanto 

 

 

ℒ 
  11

1

1

1
2








s

s

s
Costee tt

 

 

 



TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 

208 

4.13 TEOREMA DE UNA INTEGRAL 

Si en la definición 4.11 1)( tg , entonces 

t

dftf
0

)(1)(  ;  en este caso, si deseamos obtener 

de la transformada de Laplace de  1)( tf  mediante el teorema de convolución,  nuestro cálculo se 

reducirá a la  determinación de la transformada de Laplace de la integral de la función )(tf  esto es 

 

ℒ 








t

df
0

)(  ℒ 1)(tf ℒ )(tf ℒ 
s

sF )(
1   

 

Dado lo anterior podemos entonces enunciar el siguiente teorema 

 

Teorema: Si )(tf es una función continua tramo por tramo  en  ,0  y de orden 

exponencial, entonces 

 

ℒ 








t

df
0

)( 
s

sF )(
 

 
 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.13.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ








t

dCos
0

  

 

Solución: 

 

ℒ 








t

dCos
0

 ℒ 
1

1

)1(

1
22 













sss

s

s
Cost  

 

 por tanto 

  

1

1
2

0










 s

dCos

t

  
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2. Evalúe ℒ








t

dSen
0

  

 

Solución: 

 

ℒ 








t

dSen
0

 ℒ   
ds

d

s
tSent 1

1









ℒ Sent  













1

11
2sds

d

s
 

   2222 1

2

1

21







ss

s

s
 

 por tanto 

 

ℒ
 22

0 1

2













s
dSen

t

  

 

3. Evalúe ℒ











t

de
0

 
 

 

Solución: 

 

ℒ
ds

d
de

t













0

  ℒ











t

de
0

 

ds

d
 ℒ  









s
te t 1

ds

d
 ℒ  









s
te t 1

 

                  
ds

d
 ℒ  




































 

 s

s

ds

d

s
t ss

ss

1

2

1

1

1
 

                       
 

 

    
 















































42

2

2

2

1

112

1

11

1

ss

sss

ssds

d

s

s

ds

d
 

                      
   

       3222342

2

1

13

1

1

1

2

1

112

















ss

s

ssssss

sss
 

 

por tanto 

 

ℒ
 32

0 1

13

















ss

s
de

t

 
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4.14 TRANSFORMADA DE UNA FUNCIÓN PERIÓDICA 

 

Si el periodo de una función es 0T , entonces )()( Ttftf  . Se puede determinar la 

transformada de una función periódica por integración sobre un solo periodo. 

 

Teorema: Si )(tf  es continua por tramos en  ,0 , de orden exponencial y periódica 

con periodo T 

 

ℒ  





T

st

sT
dttfe

e
tf

0

)(
1

1
)(  

 

 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.14.1 EJEMPLOS 

 

1. Determine la Transformada de Laplace de la función periódica de la siguiente figura 

 

 
 
Solución:  

 

El tamaño del periodo es 2T , además, la representación analítica de la función de la 

gráfica es 










21;0

10;
)(

t

tt
tf  

 

aplicando directamente el teorema 4.14 

 

ℒ  


 




T

st

sT
dttfe

e
tf

0

)(
1

1
)(  

                          










 





2

1

1

0

2
)0(

1

1
dtetdte

e

stst

s
 

                          










 






1

00

1

2

1

1

1
dte

ss

te

e

st
st

s
 



TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 211 

                      










 





0

1

22

1

1

1 st
st

s
e

ss

te

e
 

                    








 

























22

222

1

1

1

1

1

1

s

ese

e

ss

e

s

e

e

ss

s

ss

s

 

        
 

  221

11

se

se
s

s








  

 

 por tanto 

 

ℒ 
 

  221

11
)(

se

se
tf

s

s








  

 

 

2. Determine la transformada de Laplace de la función periódica de la siguiente figura 

 

 
 
Solución:  

 

El tamaño del periodo es 2T , además, la representación analítica de la función de la 

gráfica es 

 










21;2

10;
)(

tt

tt
tf  

 

aplicando directamente el teorema 4.14 

 

ℒ  


 




T

st

sT
dttfe

e
tf

0

)(
1

1
)(  

                                 










 





2

1

1

0

2
)2(

1

1
dttetdte

e

stst

s
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










 





2

1

2

1

1

0

2
2

1

1
dtetdtetdte

e

ststst

s
 

 





















































 
1

22
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00

1

2
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1

1
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e

st
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st
st
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
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








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






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


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





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
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2

1

2

2

0

1
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2

1

1

s

e

s

e

s

te

s

e

s
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e
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














 s

e

s

e

s

e

s

e

s

e

s

e
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e

s

e

e

ssssssss

s

2221

1

1 2

22

2

222
 

 














 222

2

2
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1

1

ss

e

s

e

e

ss

s
 

 

multiplicamos y dividimos el resultado anterior por 
se  

 

            
 

 


 


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2

ss

ss

s
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see

e
 

            
   








 






















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1)(1

)(2

2)(222
2222 sSenh

sCosh

ssSenhs

ssCosh

see

ee

see

ee
ss
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ss

  

            









2

1
2

s
Tanh

s
 

 

por tanto 

 

ℒ  









2

1
)(

2

s
Tanh

s
tf  

 

4.15 TRANSFORMADA INVERSA 

 

En la presente sección, invertiremos nuestro problema, esto es, dada la función )(sF , 

nuestro objetivo será ahora encontrar la función )(tf  que corresponda a dicha 

transformación. 

 

Definición: Se dice que )(tf  es la transformada inversa de )(sF  y se expresa por 

 

)(tf ℒ-1 )(sF  

 

 

Es importante notar que el operador ℒ-1 es también un operador lineal, esto es, si  y  son 

constantes entonces 
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ℒ-1    )()( sGsF ℒ-1  )(sF ℒ-1 )(sG  

 

siendo )(sF  y )(sG  las transformadas de )(tf  y )(tg . La aplicación de este nuevo operador a 

funciones de la variable s , es casi directa. Ilustremos este hecho con ayuda de la siguiente tabla. 

 

En la tabla 2 se presentan las transformadas inversas de algunas funciones elementales de variable 

s . 

 

No. )(sF  ℒ-1  )()( tfsF   

1 

s

1
 

1 

2 

2

1

s
 

t  

3 

1

!
ns

n
, 0n  

nt  

4 
t

 
1

1







s
, 1  

t  

5 

22 ks

k


 

Senkt  

6 

22 ks

s


 

Coskt  

7 

as 

1
 

ate  

8 

22 ks

k


 

Senhkt  

9 

22 ks

s


 

Coshkt  

10 

  1

!



n

as

n
, 0n  

atnet  

Tabla 2 
 

4.15.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ-1









2

1

s   

 

Solución: 

 

Usando el resultado 3 de la tabla 2 

 

ℒ-1
n

n
t

s

n










1

!
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para 2n  se tiene que 

 

ℒ-1

!4

11
2










s
 ℒ-1

4

14 !4

1!4
t

s










  

por tanto 

 

 

ℒ-1
4

2 !4

11
t

s










  

 

 

2. Evalúe ℒ-1









 64

1
2s

 

 

Solución: 

 

Usando el resultado 5 de la tabla 2 

 

ℒ-1 Senkt
ks

k










 22
 

 

para 8k  se tiene que 

 

 

ℒ-1

8

1

64

1
2










s
ℒ-1 tSen

s
8

8

1

64

8
2










  

 

por tanto 

 

ℒ-1 tSen
s

8
8

1

64

1
2










  

 

 

 

3. Evalúe ℒ-1













7

53
2s

s
 

 

Solución: 

 

Aplicando la propiedad de linealidad del operador ℒ-1 

 

 

ℒ-1 3
7

53
2














s

s
ℒ-1 5
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5
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
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
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
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

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
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1
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usando en la expresión anterior los resultados 5 y 6 de la tabla 2 

 

 

ℒ-1 Coskt
ks

s










 22
   y   ℒ-1 Senkt

ks

k




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



 22  

 

 

para 7k  se tiene que 

 

  

ℒ-1 3
7

53
2














s

s
ℒ-1 5

72




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



s

s
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

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

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1
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                      tSentCos 7
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5
73   

 

 

 por tanto 
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s
7

7

5
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7
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2
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
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
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4.16 FORMA INVERSA DEL PRIMER TEOREMA DE TRASLACIÓN 

 

Teorema: Si )(tf ℒ-1 )(sF , entonces la forma inversa del teorema 4.5 es 

 

ℒ-1  )( asF ℒ-1  )()( tfesF at

ass



 

 

 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.16.1 EJEMPLOS  

 

1. Evalúe ℒ-1

  











24

4
2

s

s
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene 
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te
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2
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por tanto 
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2. Evalué ℒ-1


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Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene 
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                                           =
te 3 ℒ-1
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 por tanto 
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3
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2


 










 

  

 

3. Evalúe ℒ-1

  










 82

1

1

1
23 sss

 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.17 se tiene 

 

ℒ-1

 













 82

1

1

1
23 sss

ℒ-1 








 3)1(

1

s
ℒ-1 









 9)1(

1
2s

 

                                                                 
te ℒ-1

te
s










3

1
ℒ-1 









 9

1
2s

 

                                                                 tSenh
ete t

3
32

22 

  

por tanto 

 

ℒ-1

 
tSenh

ete

sss

t

3
3282

1

1

1 22

23
















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4.17 FORMA INVERSA DEL SEGUNDO TEOREMA DE TRASLACIÓN 

 

Teorema: Si ℒ-1  )()( tfsF  , entonces la forma inversa del teorema 4.7 es 

 

ℒ-1  )(sFe as

ℒ-1  


)()( atUsF
att

 

 

                         )()()()( atUatfatUtf
att


  

 

 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.17.1 EJEMPLOS 

 

 

1. Evalúe ℒ-1













92

2/

s

e s

 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos 

 

  

ℒ-1 












92

2/

s

e s

ℒ-1 




















29

1

2

2





tU
s

tt

 

                            









 2
3

3

1

2/





tUtSen
tt

 

                            


















22

3
3

3

1 
tUtSen  

  

pero 

 

SenBCosASenACosBBASen  )(  

 

entonces 

 

tCostCosSentCosSentSen 33
2

3

2

3
3

2

3
3 











 

 

por tanto 

 

ℒ-1 





















2
3

3

1

92

2/ 

ttUCos
s

e s
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2. Evalúe ℒ-1













12s

e s

 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos 

 

ℒ-1













12s

e s

=ℒ-1 








 



)()(
1

1
2






tUSenttU
s tt

tt

 

                     )()(   tUtSen  

  

pero 

     

SentCostSenSentCostSen   )(  

 

 por tanto 

 

ℒ-1 )(
12

















tSentU
s

e s

 

3. Evalúe ℒ-1 












)1(ss

e s

 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.18 tenemos 

ℒ-1 












)1(ss

e s

ℒ-1 











)1(
)1(

1

1

tU
ss

tt

ℒ-1 





































)1(

4

1

2

1

1

1

2
tU

s

ttioo el binomSe complet

  

 

                                               
t

e 2

1


 ℒ-1 






















)1(

4

1

1

1

2

tU

s
tt

 

                                               )1(
2

1

2

1
2 2

1













tUtSenhe
t

 

 por tanto  

 

ℒ-1 )1(
2

1

2

1
2

)1(
2

1
























tUtSenhe
ss

e t
s
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4.18 FORMA INVERSA DEL TEOREMA DE CONVOLUCIÓN 

 

Teorema: Si )(tf y )(tg  son las transformadas inversas de )(sF  y )(sG  

respectivamente entonces la forma inversa del teorema 4.12.1 es 

 

ℒ-1 )()( sGsF ℒ-1 )(sF ℒ-1   

t

dtgftgtfsG
0

)()()(*)()(   

 

 

Se da este teorema sin demostración. 

 

4.18.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ-1 








 )4)(1(

1

ss
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.19 se tiene 

 

 

ℒ-1 








 )4)(1(

1

ss
ℒ-1 









 )4(

1

)1(

1

ss  

                 =ℒ-1









 )1(

1

s ℒ-1 










 tt ee
s

4*
)4(

1
 

                  


t

t

t

t deedee
0

44

0

)(4  
 

                   


t t

t deeeee
0 0

5444 
 

             
















 

5

1

55

5
4

0

5
4

t
t

t

t e
e

e
e



 

                
5

4tt ee 
  

 

 por tanto 

 

 

ℒ-1

5)4)(1(

1 4tt ee

ss













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2. Evalúe ℒ-1

  











222

1

ks
 

 

Solución: 

 

Aplicando directamente el teorema 4.19 se tiene 

 

ℒ-1

  











222

1

ks
=ℒ-1 









 ))((

1
2222 ksks

 

    =ℒ-1 








 )(

1

)(

1
2222 ksks

 

   =ℒ-1









 22

1

ks ℒ-1  









SenktSenkt

kks
*

11
222

 

   

t

dtSenkSenk
k

0

2
)(

1
  

pero 

SenASenBBACosBACos

SenASenBCosACosBBACos

SenASenBCosACosBBACos

2)()(

)(

)(








 

 entonces 

 

ℒ-1

 
    
























tt

dtkkCosdtkkCos
kks 00

2222
)()(

2

11
  

         







  

t t

dktCosdktkCos
k

0 0

2
)()2(

2

1
  

         












t

ktCos
k

ktkSen

k 0

2
)(

2

)2(

2

1



 

         









k

ktSen
tCoskt

k

Senkt

k 2

)(

22

1
2

 

         
232 222

1

k

tCoskt

k

Senkt
tCoskt

k

Senkt

k









  

 

  

por tanto 

ℒ-1

  23222 22

1

k

tCoskt

k

Senkt

ks















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4.19 FRACCIONES PARCIALES Y LINEALIDAD 

 
El manejo adecuado del método de descomposición  de una función de variable s  en fracciones 

parciales o fracciones simples, determina un factor fundamental en la determinación de 

transformadas inversas de Laplace. La técnica es exactamente la misma que se emplea para resolver 

integrales indefinidas cuyos integrandos son funciones racionales. A continuación se presenta de 

manera sistemática está técnica aplicada a una función de la forma 
)(

)(
sG

sF
 . 

 

1. Dividir en caso impropio: Si 
)(

)(
sG

sF
 es una fracción impropia, ( es decir, si el grado del 

numerador es mayor o igual que el del denominador) entonces dividimos )(sF  por )(sG  

para obtener 

 

)(

)(
)  (

)(

)(

1

1

sG

sF
polinómioUn

sG

sF
  

 

2. Factorizar el denominador: Factorizamos completamente el denominador en factores de los 

tipos 

 

   
  

cuadráticoFactor

n

linealFactor

m
cbsasqps

  

2

  

y            

 

 donde cbsas 2
 es irreducible. 

 

3. Factores lineales: Para cada factor lineal cuadrático  m
qps  , la descomposición  en 

fracciones simples debe contener la siguiente suma de m fracciones simples 

 

   m

m

qps

A

qps

A

qps

A










2

21  

 

4. Factores cuadráticos: Para cada factor cuadrático  ncbsas 2
, la descomposición en 

fracciones simples debe contener la siguiente suna de n fracciones 

 

 

   n
nn

cbsas

CsB

cbsas

CsB

cbsas

CsB















222

22

2

11   

 

 

En los siguientes ejemplos, se ilustra la aplicación de esta estrategia para determinar la 

transformada inversa de Laplace de funciones con forma 
)(

)(
sG

sF
. 
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4.19.1 EJEMPLOS 

 

1. Evalúe ℒ-1

   







 421

1

sss  

 

Solución: 

 

De acuerdo con el punto 3 que establece el método, en este caso la descomposición en 

fracciones simples queda 

 

 

ℒ-1

   










 421

1

sss ℒ-1 )1(
421















 s

C

s

B

s

A
 

 

desarrollando la suma de fracciones en segundo miembro de (1) 

 

   
        

   



















421

214142
                               

421421

1

sss

ssCssBssA

s

C

s

B

s

A

sss
       

                              
     

   







421

24386 222

sss

ssCssBssA
 

                                             
   







421

24386 222

sss

CCsCsBBsBsAAsAs
 

                                             
     

   421

248362






sss

CBACBAsCBAs
 

 

de donde 

 

     CBACBAsCBAs 248361 2   

 

entonces 
 

0 CBA  

036  CBA  

1248  CBA  

 

resolviendo el sistema tenemos que 

 

;
15

1
A  ;

6

1
B  

10

1
C  

sustituyendo en (1) 
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ℒ-1

   










 421

1

sss ℒ-1

 
























 4

10
1

2

6
1

1

15
1

sss
 

                                    
15

1
 ℒ-1

6

1

1

1










s ℒ-1

10

1

2

1










s ℒ-1 








 4

1

s
 

                                                    
ttt eee 42

10

1

6

1

15

1    

por tanto 

 

ℒ-1

   
ttt eee

sss

42

10

1

6

1

15

1

421

1  








  

 

 

2. Evalúe ℒ-1

  










32 2

1

ss

s
 

 

Solución: 

 

De acuerdo con el punto 3 que establece el método, en este caso la descomposición en 

fracciones simples queda 

 

ℒ-1

 













32 2

1

ss

s
ℒ-1

     
)1(

222 322


















s

E

s

D

s

C

s

B

s

A
 

 

desarrollando la suma de fracciones en segundo miembro de (1) 

 

             
       














32232 2222

1

s

E

s

D

s

C

s

B

s

A

ss

s
   

             
        

 







32

222233

2

2222

ss

EssDsssCsBssA
 

       
 







32

223222323

2

24481268126

ss

EsssDssCssssBsssAs

 

 32

22323423234

2

24481268126






ss

EsDsDsCsCsCsBBsBsBsAsAsAsAs
 

de donde 

 

         BBAsEDCBAsDCBAsCAss 812824612461 234 
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entonces 

 

0CA  

046  DCBA  

024612  EDCBA  

1128  BA  

18 B  

 

resolviendo el sistema tenemos que 

 

;
16

1
A  ;
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por tanto 
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3. Evalué ℒ-1
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Solución: 

 

De acuerdo con los puntos 3 y 4 que establece el método, en este caso la descomposición en 

fracciones simples queda 
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 desarrollando y simplificando la suma de fracciones 
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de donde 
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por tanto 
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4.20 APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 

El método de transformada de Laplace aplicado a la resolución de problemas en los cuales 

intervienen ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, se puede esquematizar de 

la siguiente manera 

 

 
 

Es importante recalcar que este método, como se mencionó en los primeros párrafos de esta unidad, 

incorpora en forma directa las condiciones iniciales dadas en la solución, y por tanto, no son 

necesarias las operaciones implicadas para la determinación de las constantes en la solución general 

de la ecuación diferencial dada. 

 

 

4.20.1 EJEMPLOS 

 

1. Resolver 
teyy 23   ; 1)0( y  

 

Solución: 

 

Paso I.  Transformar 

 

ℒ  3y ℒ y ℒ te2  

2

1
)(3)0()(




s
sYyssY  
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Paso III.  Transformada inversa 
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usando fracciones parciales se tiene 
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de donde 
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por tanto 
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es solución de la ecuación dada. 

 

 

2. Resolver 
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Solución: 

 

Paso I.  Transformar 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 
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)3(
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Paso III.  Transformada inversa 
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por tanto 
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es solución de la ecuación diferencial dada. 

 

 

3. Resolver 
teyyy  164  0)0( y  0)0( y  

 

Solución: 

 

Paso I.  Transformar 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 
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Paso III.  Transformada inversa 
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usando fracciones parciales 
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desarrollando se tiene que 
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 es solución de la ecuación diferencial dada. 
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4. Resolver tCosxx 416   0)0( x  1)0( x  

 

Solución: 

 

Paso I.  Transformar 
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Paso III.  Transformada inversa 
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entonces 
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por tanto 
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es solución de la ecuación diferencial dada. 

 

 

5. Resuelva )(16 tfxx  , 0)0( x ; 1)0( x , donde 
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Solución: 

 

La función )(tf  en términos de la función escalón unitario es 
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usando la forma alternativa del Segundo teorema de traslación 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 
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Paso III.  Transformada inversa 
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es solución de la ecuación diferencial dada. 

 

 

4.20.2 ECUACIÓN INTEGRAL DE VOLTERRA 
 

En la presente subsección, ampliaremos la aplicación del teorema de la convolución para encontrar 

una función desconocida bajo el signo integral e implícita en una ecuación integral de Volterra cuya 

forma es 

 

 1)()()()(
0

 

t

dthftgtf   

 

En la ecuación (1), )(tf  es la función incógnita y )(tg , )(th  son funciones conocidas. Cabe hacer 

notar que el método de solución que se sigue para resolver (1), es el mismo que se describe en el 

diagrama esquemático presentado en esta sección para determinar la solución de una ecuación 

diferencial lineal.  
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4.20.3 EJEMPLOS 
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Solución: 

 

Paso I.  Transformar 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 
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Paso III.  Transformada inversa 

 

ℒ-1 )(sF ℒ-1 








3

6

s
ℒ-1 









4

6

s
ℒ-1













)1(

1

ss

s
 



TRANSFORMADA DE LAPLACE 

 235 
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usando fracciones parciales 
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desarrollando se tiene que 
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de donde 
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luego 
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entonces 
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por tanto 

 
tetttf  213)( 32
 

 

es solución de la ecuación integral dada. 

 

4.20.4 APLICACIÓN DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE A CIRCUITOS ELÉCTRICOS 

 
Como ya se discutió en los preliminares de las presentes notas, una formulación matemática de 

problemas en las distintas áreas de la ciencia y la ingeniería, a menudo conduce a ecuaciones 

diferenciales lineales con coeficientes constantes. En esta sección, mostraremos como la 

transformada de Laplace es empleada, para dar solución a problemas en el área de la electrónica. 

Como ejemplo ilustrativo aplicaremos la transformada de Laplace para determinar la corriente )(ti  

en un circuito eléctrico LRC en serie. Previo al ejemplo, se da una breve descripción del circuito 

LRC en serie.  
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En un circuito simple (de Lazo) o en serie, la segunda Ley de Kirchoff establece que la suma de las 

caídas de voltaje a través de un inductor, un resistor y un capacitor es igual al voltaje aplicado 

)(tE . 

 
 

Se sabe que las caídas de voltaje a través de cada elemento son respectivamente 

 

;
dt

di
L   );(tRi    

t

di
c

0

1
  

 

donde )(ti  es la corriente y CRL y   ,  son constantes, la corriente en un circuito como la de la 

figura esta definida por la ecuación  Integro-diferencial 

 

  )1()(
1

)(
0

 

t

tEdi
C

tRi
dt

di
L   

 

Cabe puntualizar que el método de solución que se sigue para resolver una integro-diferencial como 

la  ecuación (1), es el mismo que se emplea para determinar la solución de una ecuación diferencial 

o una ecuación integral de Volterra. 

 

4.20.5 EJEMPLOS 

 

1. Determine la corriente )(ti en un circuito RLC en serie, cuando ,1.0 hL    20R  y 

;10 3 fC   0)0( i  y el voltaje aplicado es el que se muestra en la figura 

 

 
Solución: 

 

La forma analítica del voltaje aplicado cuando 1t  de la figura es 
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que en términos de funciones escalón unitario adquiere la forma 
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)1(120120)(  ttUttE  

 

entonces la ecuación integro-diferencial (1) se transforma en 

  )1(1201201020)(1.0
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Paso I.  Transformar 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 

 

Multiplicando por (10s) a ambos miembros de la expresión anterior se tiene 
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Paso III.  Transformada inversa 
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resolviendo por separado las transformadas inversas de la expresión anterior tenemos 
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de donde 
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por otro lado 
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finalmente 
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sustituyendo (2), (3) ,(4) y (5) en (1) tenemos por tanto que 
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 es la corriente pedida. 

 

 

2. La ecuación diferencial de un circuito LR en serie es 

 

)1()( tERi
dt
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Determine la corriente  )(ti  cuando 0)0( i  dado el voltaje periódico aplicado )(tE  en 

forma de la función de onda cuadrada siguiente 

 

 
 

Solución: 

 

La transformada de Laplace de la ecuación (1) es 
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y de acuerdo con el teorema 4.14  
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 sustituyendo (3), (4) y (5) en (2) 
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Paso II.  Resolver ecuación transformada 
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recordando la serie geométrica 
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sustituyendo (7) en (6) 
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Paso III.  Transformada inversa 

 

Aplicado el teorema 4.18 a cada termino de la serie se tiene por tanto que 

 

                              

 


























)3()2()1(
1

                        

)2()1(1
1

)(

)3()2()1(

tUetUetUee
R

tUtU
R

ti

L

tR

L

tR

L

tR

L

Rt  

 

o equivalentemente 
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UNIDAD V 
 

SOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES USANDO SERIES DE POTENCIAS 
 

5.1 INTRODUCCION AL USO DE SERIES 

 

Al momento hemos restringido nuestra atención al estudio de ecuaciones diferenciales cuya 

solución se puede obtener en forma exacta. En general una ecuación diferencial lineal de orden n 

tiene solución única y exacta si sus coeficientes son constantes, es decir, estos no dependen en 

forma explícita de la variable independiente. Desafortunadamente la mayor parte de las ecuaciones 

diferenciales lineales con coeficientes variables, (con excepción de la ecuación de Euler-Cauchy  

estudiada en la sección 3.6 de la unidad III) no se pueden resolver de manera exacta en términos de 

funciones elementales. En la presente unidad se desarrolla un método muy ingenioso para resolver 

ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables, en el cual, se trata de encontrar una 

solución mediante el uso de series de potencias. 

 

5.2 DEFINICIÓN DE UNA SERIE DE POTENCIAS 
 

 

Definición: Una serie de potencias en ax es una serie infinita de la forma 

 

 n

n

n axC 


0

 

 

También, se dice que esta serie es una serie centrada en a .  

 

Por ejemplo, de acuerdo con la definición anterior, la serie: 

 

  n

n

n

x
n









1
2

1
1

 

 

es una serie de potencias en x  centrada en cero. 

 

 

5.3 PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA NOTACIÓN SUMATORIA 

 

1)    
  


n

j

n

j

n

j

jjjj vuvu
0 0 0

 

2)  
 


n

j

n

j

jj uu
0 0

  (donde  no depende de j) 

 

La propiedad 1) dice que para sumar dos series de potencias se requiere que los índices de ambas 

sumatorias comiencen en el mismo número y, que las potencias de la variable involucrada en la 

serie estén enfasadas. La propiedad 2) establece que siempre es posible introducir o extraer de una 

sumatoria algún   involucrado en la serie, siempre y cuando éste, sea independiente del índice de 

la sumatoria. 
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Por ejemplo, exprese 

 

 








 
1 0

11 62
n n

nn CnxnCnx  

 

 

como una sola serie. 

 

Solución:  

 

Primero es necesario igualar los índices de las sumatorias y enfasar las potencias de la variable 

involucrada x, esto es 

 

 








 
1 0

11 62
n n

nn CnxnCnx =  











0

1

2

10

1 62)1(2
n

n

n

n CnxnCnxxC  

 

luego, sea 1 nk en la primera sumatoria,  y 1 nk en la segunda tal que 

 












 
1

1

1

)1(1 6)1(22
k

k
k

k

k
k xCxCkC  





 
1

111 6)1(22
k

k
kk xCCkC  

 

por tanto 

 

 








 
1 0

11 62
n n

nn CnxnCnx  




 
1

111 6)1(22
k

k
kk xCCkC  

 

NOTA: En ambas sumatorias, k adopta los mismos valores sucesivos, 1, 2, 3,..., cuando n= 2, 3, 

4,..., para k=n-1 y  n= 0, 1, 2,..., para  k=n+1 

 

 

5.4 EMPLEO DE UNA SERIE DE POTENCIAS PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

 
 

Con el propósito de hallar soluciones con series de potencias de ecuaciones diferenciales es 

conveniente introducir como solución una serie de potencias en x de la forma 

 







0n

nCnxy  

 

Donde adoptaremos que  1,-2,-3,n si  ,0 Cn  

 

5.4.1 EJEMPLOS 

 

1. Determine una solución de 

)1(02  xy
dx

dy
 

como una serie de potencias en x. 
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Solución:  

 

Proponemos  

 

)2(
0







n

nCnxy  

 

como solución de (1). Derivando (2) 

 











 
1

1

0

1

n

n

n

n nCnxnCnxy  

 

sustituyendo a y  y y en (1) se tiene 

 

 





















0

1

2

10

1

0

1

1

1 22
n

n

n

n

n

n

n

n CnxnCnxxCCnxnCnx  

 

  

sea  1 nk  en la primer sumatoria y 1 nk  en la segunda sumatoria, entonces 

 












 
1

1

1

11 2)1(
k

k
k

k

k
k xCxCkC   02)1(

1

111  





k

k

kk xCCkC  

 

como 0kx  k  entonces lo anterior se reduce a una identidad si y solo si 

  

)3(02)1(y    0 111   kk CCkC  

 

despejando la constante de mayor subíndice en la segunda ecuación de (3) 

 




 
 ,,1                

1

2 1
1 k

k

C
C k

k  

 

entonces 

 

si                C
2

2
                        1 0

0
2 

C
Ck  

si                0
3

2
                       2 1

3 
C

Ck  

si                
!2

C

24

2
                        3 022

4 
CC

Ck  

si                0
5

2
                        4 3

5 
C

Ck  

si                
!3

C

36

2
                       5 044

6 
CC

Ck  
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si                0
7

2
                        6 5

7 
C

Ck  

 

etc. 

 

Luego de (2) 

 

)4(    6

6

5

5

4

4

3

3

2

210

0






xCxCxCxCxCxCCCnxy
n

n
 

 

sustituyendo en (4) los valores encontrados para las constantes 

 









 

!4!3!2
1

!3
0

!2
00

864
2

0

6054032

00

xxx
xCx

C
xx

C
xxCxCy

 

por tanto la serie 

 







0

2

0
!n

n

n

x
Cy  

 

es solución de la ecuación diferencial dada. 

 

 

2.  Determine una solución de 

 

)1(04  yy  

 

como una serie de potencias en x. 

 

Solución:  

 

Proponemos  

 

)2(
0







n

nCnxy  

 

como solución de (1). Derivando (2) 

 











 
1

1

0

1

n

n

n

n nCnxnCnxy  











 
2

2

0

2 )1()1(
n

n

n

n CnxnnCnxnny  

 

sustituyendo a y  y sus derivadas en (1) se tiene 
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 










2 0

2)1(4
n n

nn CnxCnxnn  

  

sea 2 nk  en la primer sumatoria y nk   en la segunda sumatoria, entonces 

 

 










00

2)1)(2(4
k

k

k

k

k

k xCxCkk  

                                            0)1)(2(4
1

2 






k

k

kk xCCkk  

como 0kx  k  entonces lo anterior se reduce a una identidad si y solo si 

 

)3(0)1)(2(4 2   kk CCkk  

 

despejando la constante de mayor subíndice en la segunda ecuación de (3) 

 





 ,,1                

)1)(2(4
1 k

kk

C
C k

k  

 

entonces 

 

si                
2!2

C

8

C

)1)(2(4
                        0

2

000
2












C
Ck  

si                
!32)2)(3(4

                       1
2

11
3









CC
Ck  

si                
!42322)3)(4(4

                        2
4

0

22

22
4












CCC
Ck  

si                
!52)4)(5(4

                        3
4

13
5







CC
Ck  

si                
!62)5)(6(4

                       4
6

04
6









CC
Ck  

si                   
!72)6)(7(4

                       5
6

15
7









CC
Ck  

 

etc. 

 

Luego de (2) 

 

)4(    6

6

5

5

4

4

3

3

2

210

0






xCxCxCxCxCxCCCnxy
n

n
 

 

sustituyendo en (4) los valores encontrados para las constantes 
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














 6

6

05

4

14

4

03

2

12

2

0

10  
!62!52

 
!42

 
!32

 
2!2

C
x

C
x

C
x

C
x

C
xxCCy  

 











































 x
!72

1

!52

1
 

!32

1
                                                        

 
!62

1
 

!42

1
 

2!2

1
1

7

6

5

4

3

21

6

6

4

4

2

20

xxxC

xxxCy

 

 

por tanto la serie 

 

 
   
































0

12

1

0

2

0
2!12

)1(
2

2!2

1

k

kk

k

kk
x

k
C

x

k
Cy  

 

 

es solución de la ecuación diferencial dada. 
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