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BAB 4 

LIMIT FUNGSI 

Standar Kompetensi 

Menggunakan konsep limit fungsi dan turunan fungsi dalam pemecahan masalah 

 

Kompetensi Dasar 

1. Menghitung limit fungsi aljabar sederhana di suatu titik 

2. Menggunakan sifat limit fungsi untuk menghitung bentuk tak tentu fungsi 

aljabar  

 

Konsep turunan  fungsi sangat berguna membantu memecahkan masalah 

ekonomi, namun demikian  konsep turunan fungsi didasarkan atas konsep limit 

fungsi. Demikian  pula sifat-sifat turunan fungsi didasarkan  atas sifat-sifat limit 

fungsi. Oleh karena itu agar dapat memahami konsep turunan fungsi dengan baik, 

diperlukan pemahaman limit fungsi beserta sifat-sifatnya. 

 

 A. Pengertian Limit Fungsi 

 

1. Limit f(x) untuk x  c 

Tinjau sebuah fungsi f(x) = 
1

22





x

xx
, apakah fungsi f tersebut sama dengan 

fungsi g(x) = x -2 ?  Daerah asal dari fungsi g adalah  semua bilangan real, 

sedangkan daerah asal fungsi  f adalah bilangan real tetapi x ≠  1. Dengan 

demikian  g(x) ≠ f(x) sebab daerah asal dan daerah hasilnya tidak sama. Nilai 

fungsi g untuk x = 1 adalah g(1) = 1 -2 = -1, sedangkan nilai f untuk x = 1 tidak 

terdefinisi sebab f(1) = 
11

2112




 = 

0

0
 merupakan bentuk tak tentu.  

Pertanyaan selanjutnya, apakah untuk x sekitar 1 nilai f itu ada? Dengan 

menggunakan kalkulator, coba kita cari nilai-nilai f  untuk nilai-nilai x yang dekat 

dengan 1, seperti 0,9, 0,95, 0,99 juga 1,1, 1,05, dan 1,01 seperti terlihat dalam 

tabel 4.1. 

                             Tabel 4.1 

x 

1

22





x

xx
 

0,9 2,9 

0,95 2,95 

0,99 2,99 

1 Tidak 

terdefinisi 

1,01 3,01 

1,05 3,05 

1,1 3,1 

  
Gambar 4.1 
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Ternyata nilai f untuk sekitar x = 1 mendekati 3 baik untuk didekati dari kiri 

(bilangan kurang dari 1) maupun dari kanan (bilangan lebih dari 1). 

Nilai f (x) untuk x sekitar 1 disebut nilai limit f(x) untuk x menuju 1 ditulis 

1

2
lim)(lim

2

11 




 x

xx
xf

xx
= 3 

Nilai atau bilangan real x sekitar 1 maksudnya bilangan-bilangan x yang 

selisihnya dengan 1 sangat kecil (mendekati 0).  

 

 

Latihan 1 

Apabila ada, carilah nilai limit berikut ini. 

1. 3
1x

lim  

2. x
x

2
2

lim  

3. 64lim
2




x
x

 

4. 2

2
x

x
lim  

5. 3

3
x

x
lim  

6. 4
5




x
x
lim  

7.. x
x 1
lim  

8. 
3

6
lim

2

3 



 x

xx

x
 

 

 

2. Limit Fungsi di Takhingga dan Limit Fungsi Bernilai Takhingga 

 

 Perhatikan fungsi f(x) = 
x

1
, x ≠ 0 

 
                        Gambar 4.2 
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Untuk nilai-nilai x > 0, ternyata nilai f makin kecil mendekati 0, tetapi tidak 

menyentuh 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Tabel 4.2 
x 

x

1
 

x 

x

1
 

x  0 ? x 0 ? 

…    

…    

0,0001 10000 -0,0001  

0,001 1000 -0,001  

0,01 100 -0,01 -100 

0,1 10 -0,1 -10 

0,5 2 -0,5 -2 

1 1 -1 -1 

2 0,5 -2 -0,5 

4 0,25 -4 -0,25 

10 0,1 -10 -0,1 

20 0,05 -20 -0,05 

50 0,02 -50 -0,02 

100 0,01 -100 -0,01 

1.000 0,001 -1.000 -0,001 

10.000 0,0001 -10.000 -0,0001 

…  …  

…  …  

x    ? x   - ? 

 

Berdasarkan Gambar 4. 2 dan Tabel 4.2, dapat disimpulkan untuk x   maka 

nilai f(x) = 
x

1
   0, demikian pula x  - nilai f(x) = 

x

1
 0.  

Dengan demikian dapat ditetapkan  

(1) 0
1


 xx
lim    (2) 0

1


 xx
lim  

(3) 
 xx

1

0
lim   (4) 

 xx

1

0
lim  

(1) dan (2) adalah nilai limit fungsi di takhingga, sedangkan (3) dan (4) disebut  

limit fungsi bernilai takhingga (  atau -). 

Dari fakta 0
1

lim 
 xx

 dapat diturunkan bahwa untuk k bilangan asli 0
1

lim 
 kx x

 

Bukti: 
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00)
1

(lim)
1

(lim
1

lim 











k

k

x

k

xkx xxx
 

 

 

 

Contoh 4.1 

Tentukan nilai 
1

2
2

2

 x

x

x
lim  

Jawab: 

Grafik  f(x) = 
1

2
2

2

x

x
 terlihat seperti pada Gambar 4.3. 

Untuk menghitung nilai limit tersebut, bagilah pembilang dan penyebut oleh x
2
,  

1

2
2

2

 x

x

x
lim = 

22

2

2

2

1

2

xx

x

x

x

x




lim  = 

2

1
1

2

x

x




lim  = 
01

2


= 2 

 

 
Gambar 4. 3 

 

 

Contoh 4.2 

Periksa apakah nilai 
1

1

1  xx
lim ada ? 

Jawab: 

Grafik dari f(x) = 
1

1

x
 terlihat seperti pada Gambar 4.4 
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Gambar 4.4 

Bila x  1
-
, maka (x - 1)  0

-
, dan  

1

1

1  xx
lim  = - ,   

Bila x  1
+
, maka (x - 1)  0

+
, dan  

1

1

1  xx
lim  = . 

Karena nilai limit kiri tidak sama dengan nilai limit kanan, maka 
1

1

1  xx
lim  tidak 

ada. 

 

Latihan 2 

Periksa apakah nilai limit berikut ada ? 

1. 
x

x

x 21

3






lim  

2. 
2

3
2 



 x

x

x
lim  

3. 
2

232





 x

xx

x
lim  

4. 
31 1

2

)(
lim





 xx
 

5. 
2

2

2 2)(
lim

 x

x

x
 

 

 

 

B. Sifat-sifat  Limit Fungsi 

 

Bila n bilangan asli,  k suatu konstanta, serta f dan g fungsi yang memiliki 

limit di x = c, maka 

(1) kklim
cx




 

(2) cxlim
cx




 

-10 
-8 
-6 
-4 
-2 

2 
4 
6 
8 

10 
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y 
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(3) )x(flimk)x(kflim
cxcx 

  

(4) )x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim
cxcxcx 

  

(5) )x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim
cxcxcx 

  

(6) )x(glim).x(flim)]x(g).x(flim
cxcxcx 

  

(7) 0







)x(glim,

)x(glim

)x(flim

)x(g

)x(f
lim

cx

cx

cx

cx
 

(8) n

cx

n

cx
)]x(flim[)]x(f[lim


  

(9) n
cx

n

cx
)x(flim)x(flim


  

 

Contoh 4.3 

Tentukan 2

3
4lim x

x
 

Jawab: 
2

3
4lim x

x
 =  4 2

3
lim x
x

= 4 2

3
]lim[ x

x
  =  4 [3]

2
 = 36 

 

             (3)             (8)                 (2) 

 

Contoh 4.4 

Tentukan )42(lim 3

2
xx

x



 

 

Jawab: 

)42(lim 3

2
xx

x



= xx

xx
4lim2lim

2

3

2 
 = xx

xx 2

3

2
lim4lim2


  = xx
xx 2

3

2
lim4)lim(2


  

 

 

                     (5)                          (3)                             (8) 

 

  = 2.(2)
3
 – 4.2 = 8 

 

 

 (2) 

 

 

Contoh 4.5 

Tentukan 
x

x

x 2

10
lim

2

1




 

 

Jawab: 
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                                                (9)                      (5) 

 

 

x

x

x 2

10
lim

2

1




 = 

x

x

x

x

2lim

10lim

1

2

1






  = 

1

2

1

lim2

10lim






x

x

x

x
 =  

1.2

lim10lim 2

11
x

xx 


 

 

 

                     (7)                        (3)                      (2) 

 

 

 

 (1)   

 

 

  = 2

1
)lim(10

2

1
x

x
 = 110

2

1
  = 4,5 

 

 

 (8)                         (2) 

 

  

Teorema Subsitusi 

 

Ingat kembali fungsi sukubanyak f yang memiliki bentuk 

01

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

   

Juga  fungsi rasional dengan pembilang dan penyebutnya berupa fungsi 

sukubanyak dengan bentuk 

01

1

1

01

1

1

...

...
)(

bxbxbxb

axaxaxa
xf

m

m

m

m

n

n

n

n












   

  

Jika f suatu fungsi sukubanyak atau fungsi rasional, maka )c(f)x(flim
cx




 

Untuk f fungsi rasional syaratnya adalah nilai fungsi penyebut tidak nol untuk x = 

c. 

 

Contoh 4.6 

 Hitunglah  )x(lim
x

32 2

2



  

Jawab: 

Karena f(x) = 2x
3
 – 3 adalah suatu fungsi sukubanyak, maka 

32lim 2

2



x

x
 = f(2) = 2.2

2
 -3 = 5 
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Contoh 4.7 

Carilah 
103

4057
2

23

2 



 xx

xxx
lim
x

 

Jawab: 

103

4057
lim

2

23

2 



 xx

xxx

x
= f(2) = 

2

1
2

4

10

1022.3

402.5)2()2(7
2

23





 

 

Contoh 4.8 

Carilah   
2

2
lim

2

2 



 x

xx

x
 

Karena untuk x = 2 nilai fungsi pembilang dan penyebut sama dengan 0, maka 

Teorema Subsitusi tidak berlaku. Bentuk  0/0 disebut bentuk tak tentu, dan untuk 

mencari nilai limitnya dilakukan penyederhanaan aljabar dengan faktorisasi 

seperti berikut. 

2

2
lim

2

2 



 x

xx

x
= 

2

)1)(2(
lim

2 



 x

xx

x
 = )1(lim

2



x

x
= 3 

Pembilang dan penyebut dapat dibagi (x-2) sebab untuk x  2 ,  x -2 ≠ 0  
 

Contoh 4.9 

Carilah 
25

1032
lim

2

2





 xx

xx

x
 

Jawab: 

25

1032
lim

2

2





 xx

xx

x
= 

2

2

25
1

103
2

lim

xx

xx
x






 pembilang dan penyebut dibagi x

2
. 

Berdasarkan teorema utama limit diperoleh 

2

2

25
1

103
2

lim

xx

xx
x






 = 2

001

002

1
lim2

1
lim51lim

1
lim10

1
lim32lim

2

2















xx

xx

xxx

xxx
 

 

Contoh 4.10 

Carilah 
3

12
lim

2 



 x

x

x
 

 

Jawab:  

3

12
lim

2 



 x

x

x
 = 

2

3
1

1
2

lim

x

x
x






= 

1

02 
= 2 
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Pembilang dan penyebut dibagi x dan ingat di dalam tanda akar harus dibagi x
2
, 

karena x = 2x  

 

Contoh 4.11 

Carilah )5232(lim 22 


xxx
x

 

Jawab: 

)5232(lim 22 


xxx
x

 = 

5232

5232
)5232(lim

22

22
22






 xxx

xxx
xxx

x
=  

 
5232

)52()32(
(lim

22

22





 xxx

xxx

x
= )

5232

53
(lim

22 



 xxx

x

x
= 

 

)
5

2
3

2

5
3

(lim

2xx

x
x






= 

0202

03




 = 

4

23

22

3
  

 

 

 

 

Latihan 3 

Carilah nilai limit berikut ini. 

1. 53lim
3




x
x

    2. 
3

1
2

2 4

84
lim 













 y

yy

y
 

 

3. 
2

107
lim

2

2 



 x

xx

x
   4. 

1

2
lim

2

2

1 



 x

xx

x
 

5. 
214

25114
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
 

Untuk soal nomor 6 sampai dengan 8 diketahui 3)(lim 


xf
ax

 dan 4. 1)(lim 


xg
ax

 

Carilah nilai limit berikut. 

6. )()(lim 22 xgxf
ax




 

7. ]3)([)(lim 3 


xfxg
ax

 

8.  )(3)(lim xgxf
ax




 

 

Untuk soal nomor 9 dan 10. carilah 
2

)2()(
lim

2 



 x

fxf

x
apabila 3)(lim 


xf

ax
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9. f(x) = 3x
2
 + 2x + 1 

10. f(x) = 
2

3

x
 

 

 

Hitunglah 

11. 
)3)(5(

lim
2

xx

x

x 
    12.  

1

3
lim

2

2





 x

xx

x
 

13.  
1

23
lim

3

2





 x

xx

x
   14. 

22

19
lim

2

3





 yy

y

y
 

15. )2(lim 2 xxx
x



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Prakata bab 7 

Konsep limit fungsi diciptakan para matematikawan untuk dapat mendefinisikan  

konsep turunan fungsi dengan baik. Dengan demikian  sifat-sifat turunan fungsi 

pun dengan sendirinya didasarkan atas sifat-sifat limit fungsi. Oleh karena itu agar 

dapat memahami konsep turunan fungsi dengan baik, diperlukan pemahaman 

limit fungsi beserta sifat-sifatnya. 

  

Soal Apersepsi 

1. Diketahui f(x) = 
4

432





x

xx
, apakah nilai f(4) ada? 

2. Diketahui deret 2 + 1 + ½  + ¼ + ..., tentukan julah deret tersebut untuk n   
 

Perdalam konsepmu 

1. Apakah syaratnya agar )x(flim
x 1

 ada? 

2. Diketahui f(x) = 
n

m

bx

ax
, tentukan )x(flim

x 
 

 a. jika m = n 

 b. jika m < n 

 c. jika m > n 

 

 

Rangkuman 

1. )x(flim
cx

 = L artinya nilai f(x) di sekitar  c adalah L 

2.  (1) 0
1


 x
lim
x

   (2) 0
1












k

x k
lim  

3. Sifat-sifat limit fungsi 

Bila n bilangan asli,  k suatu konstanta, serta f dan g fungsi yang memiliki 

limit di x = c, maka 

(1) kklim
cx




 

(2) cxlim
cx




 

(3) )x(flimk)x(kflim
cxcx 

  

(4) )x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim
cxcxcx 

  

(5) )x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim
cxcxcx 

  

(6) )x(glim).x(flim)]x(g).x(flim
cxcxcx 

  
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(7) 0







)x(glim,

)x(glim

)x(flim

)x(g

)x(f
lim

cx

cx

cx

cx
 

(8) n

cx

n

cx
)]x(flim[)]x(f[lim


  

(9) n
cx

n

cx
)x(flim)x(flim


  

 

4. Limit fungsi Trigonometri dengan satuan ukuran sudut radian 

 (1). ct
ct

sinsinlim 


   (2). ct
ct

coscoslim 


 

(3). ct
ct

tantanlim 


   (4). ct
ct

cotcotlim 


 

(5). ct
ct

secseclim 


   (6). ct
ct

csccsclim 


 

(7). 1
sin

lim
0


 t

t

t
   (8). 1

0


 tsin

t
lim
t

 

(9). 1
 

0


 t

ttan
lim
t

   (10). 1
 0


 ttan

t
lim
t

 

 

 

Prakata bab 8 

 

Turunan fungsi merupakan sebagai bagian dari topik hitung diferensial, yang 

didasrkan atas gagasan (ide) laju perubahan  yang dikembangkan sekitar 

permulaan abad ketujuh belas. Newton matematikawan Inggris dan  Leibniz 

matematikawan Jerman merupakan orang –orang yang paling berjasa dalam 

mengembangkan ide dan metoda hitung diferensial. Limit fungsi  yang 

melandasi konsep turunan baru dikembangkan dalam abad kesembilanbelas. 

     

Soal apersepsi 

1. Tentukan gradien persamaan garis yang melalui titik (x1,y1) dan (x2,y2). 

2. Diketahui f(x) = x
2
, tentukan 

h

)x(f)hx(f
lim
h



0
  

3. Tentukan x dari f(x) = x
2
 + 4x + 5 agar f(x) bernilai minimum. 

 

 

Perdalam Konsepmu 

1. Manakah pernyataan yang benar di bawah ini. 

    a. Jika  h(x) =f(x) + g(x), maka h’(x) =  f ’(x) + g’(x) 

    b. Jika  h(x) =f(x) g(x), maka h’(x) =  f ’(x) g’(x) 

    c. Jika  h(x) = (fog)(x)  maka h’(x) =  (f ’og’)(x)  

2. Operasi manakah yang terkait dengan aturan rantai? 

3. Apa bedanya f naik pada interval a < x < b dan f tidak turun pada interval a < x 

< b? 

4. Jelaskan jenis-jenis titik ekstrim! 

 



 13 

 

Rangkuman 

1. Turunan dari fungsi f ditulis  f ’ dengan definisi f ’(x) = 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0




. 

2. Turunan dari f(x) = ax
n
 adalah f ’(x) = an x 

n-1
 untuk n bilangan rasional. 

3. Sifat-sifat turunan fungsi    

     Bila g(x) dan h(x) fungsi-fungsi yang memiliki turunan dan k konstanta, 

berlaku: 

    (1) Jika f(x) = k g(x) maka f ’(x) = k g’(x) 

    (2) Jika f(x) = u(x) + v(x) maka f ’ (x) = u’(x) + v’(x) 

    (3) Jika f(x) = u(x) - v(x) maka f ’ (x) = u’(x) - v’(x) 

    (4)  Jika f(x) = u(x).v(x) maka f ’ (x) = u’(x)v(x) + u(x)v(x) 

    (5) Jika f(x) = 
)(

)(

xv

xu
maka f ’ (x) = 

2)]([

)(')()()('

xv

xvxuxvxu 
 

4. Jika y = f(x) turunan dari f ditulis f ’(x) oleh Leibniz dilambangkan dengan  
dx

dy
 

5. Turunan fungsi Trigonometri 

     (1) Jika f(x) = sin x maka f ’(x) = cos x 

     (2) Jika f(x) = cos x maka f ’(x) = -sin x 

     (3) Jika f(x) = tan x maka f ’(x) = 
xcos 2

1
 

6. Aturan Rantai 

    (1) Jika h(x) = (f(g(x)) maka h ’(x) = f ’(g(x)) g(x) atau 

    (2) Jika y = f(u) dan u = g(x), maka 
dx

du

du

dy

dx

dy
  

 

 

 

 

 

7. Turunan dan grafik fungsi 

    (1) Grafik f naik pada interval yang memenuhi f ’(x) >0 

    (2) Grafik f turun pada interval yang memenuhi f ’(x) <0 

    (3) Grafik f mencapai stasioner pada x yang memenuhi  f ’(x) = 0 

    (4) Grafik f cekung ke atas  pada interval yang memenuhi f ”(x) >0 

    (5) Grafik f cekung ke bawah turun pada interval yang memenuhi f ”(x) <0 

    (6) Titik (a,f(a)) merupakan titik balik maksimum bila f ’(a) = 0 dan f ”(a) < 0 

    (7) Titik (a,f(a)) merupakan titik balik minimum bila f ’(a) = 0 dan f ”(a) > 0 

    (8) Titik (a,f(a)) merupakan titik belok bila  f ”(a)  = 0 

 

  

 


