BAB 4
LIMIT FUNGSI
Standar Kompetensi
Menggunakan konsep limit fungsi dan turunan fungsi dalam pemecahan masalah

Kompetensi Dasar
1. Menghitung limit fungsi aljabar sederhana di suatu titik

2. Menggunakan sifat limit fungsi untuk menghitung bentuk tak tentu fungsi
aljabar

Konsep turunan fungsi sangat berguna membantu memecahkan masalah
ekonomi, namun demikian konsep turunan fungsi didasarkan atas konsep limit
fungsi. Demikian pula sifat-sifat turunan fungsi didasarkan atas sifat-sifat limit
fungsi. Oleh karena itu agar dapat memahami konsep turunan fungsi dengan baik,
diperlukan pemahaman limit fungsi beserta sifat-sifatnya.

A. Pengertian Limit Fungsi

1. Limit f(X) untuk x = ¢

Tinjau sebuah fungsi f(x) = x+—x1—2 , apakah fungsi f tersebut sama dengan

fungsi g(x) = x -2 ? Daerah asal dari fungsi g adalah semua bilangan real,
sedangkan daerah asal fungsi f adalah bilangan real tetapi x # 1. Dengan
demikian g(x) # f(x) sebab daerah asal dan daerah hasilnya tidak sama. Nilai
fungsi g untuk x = 1 adalah g(1) = 1 -2 = -1, sedangkan nilai f untuk x = 1 tidak

2 f—
terdefinisi sebab f(1) = % = % merupakan bentuk tak tentu.
Pertanyaan selanjutnya, apakah untuk x sekitar 1 nilai f itu ada? Dengan
menggunakan kalkulator, coba kita cari nilai-nilai f untuk nilai-nilai x yang dekat
dengan 1, seperti 0,9, 0,95, 0,99 juga 1,1, 1,05, dan 1,01 seperti terlihat dalam
tabel 4.1.

Tabel 4.1

X X2 4+x-2
x-1
09 |29 |
0,95 2,95 / |
0,99 | 2,99 :
1 Tidak
terdefinisi

1,01 3,01
1,05 3,05
11 3.1 Gambar 4.1




Ternyata nilai f untuk sekitar x = 1 mendekati 3 baik untuk didekati dari kiri

(bilangan kurang dari 1) maupun dari kanan (bilangan lebih dari 1).

Nilai f (x) untuk x sekitar 1 disebut nilai limit f(x) untuk x menuju 1 ditulis
2

lim £ (x) = lim XX =2 _ 3

x—1 x—1 X—1

Nilai atau bilangan real x sekitar 1 maksudnya bilangan-bilangan x yang

selisihnya dengan 1 sangat kecil (mendekati 0).

Latihan 1
Apabila ada, carilah nilai limit berikut ini.
1. lim3

x—>-1

lim 2x
X——2
lim4x—-6
X—2

limx?
X—2

limx®
X—3

limyx—-4

X—5

N o g &~ WD

. lim|x

Xx—>—1

2
8. lim X —X=6
x—3 X—3

2. Limit Fungsi di Takhingga dan Limit Fungsi Bernilai Takhingga

Perhatikan fungsi f(x) = 1 , X#0
X

Gambar 4.2



Untuk nilai-nilai x > 0, ternyata nilai f makin kecil mendekati 0, tetapi tidak
menyentuh O

Tabel 4.2
X 1 X 1
X X
Xx—0 ? X =0 ?
0,0001 10000 -0,0001
0,001 1000 -0,001
0,01 100 -0,01 -100
0,1 10 -0,1 -10
0,5 2 -0,5 -2
1 1 -1 1
2 0,5 -2 -0,5
4 0,25 -4 -0,25
10 0,1 -10 -0,1
20 0,05 -20 -0,05
50 0,02 -50 -0,02
100 0,01 -100 -0,01
1.000 0,001 -1.000 -0,001
10.000 0,0001 -10.000 -0,0001
X — o0 ? X — -00 ?

Berdasarkan Gambar 4. 2 dan Tabel 4.2, dapat disimpulkan untuk x — oo maka
nilai f(x) = 1 — 0, demikian pula X — -oo nilai f(x) = l—) 0.
X X

Dengan demikian dapat ditetapkan

(M limL =0 @ lim*=0
X—0 X X—>—0 ¥

3) lim < = o @ tim Lo
x—0" X x—0" X

(1) dan (2) adalah nilai limit fungsi di takhingga, sedangkan (3) dan (4) disebut
limit fungsi bernilai takhingga ( o atau -o).
Dari fakta lim 1 =0 dapat diturunkan bahwa untuk k bilangan asli lim ik =0

X—»00 X X—00 X

Bukti:
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X—o0 )(k X—>00 X X—>00 X

Contoh 4.1
2
Tentukan nilai lim—
om x? 41
Jawab:
2
Grafik f(x) = — 1 terlihat seperti pada Gambar 4.3.
X° +
Untuk menghitung nilai limit tersebut, bagilah pembilang dan penyebut oleh x?,
2x?
2 y2
lim 2 =tim— X" =jim—2_ = 2 =)
oo X241 xoex® 1 oxoe, 1 140
it 1+
X° X X
4/’ y
]
.
W ;0 2 .l
217
2°
Gambar 4. 3
Contoh 4.2

Periksa apakah nilai Iirr;ilada ?
X—>. X_

Jawab:

Grafik dari f(x) = il terlihat seperti pada Gambar 4.4
X —
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Gambar 4.4
Bilax — 17, maka (x - 1) —» 07, dan Iimi1 =- oo,
x—=1" X —
Bilax — 1%, maka (x - 1) — 0%, dan Iimi1 = 0.
x—-1" X —
Karena nilai limit kiri tidak sama dengan nilai limit kanan, maka Iirrlwi1 tidak
X—>. X_
ada.
Latihan 2
Periksa apakah nilai limit berikut ada ?
. X+3
1. lim
x>o ] —2X
2. lim X3
x>0 X+ 2
2
3. [im XX +2
X—>»00 X —
4. lim———
x—1 (X—l)
2
5. lim >
x—2 (X_2)

B. Sifat-sifat Limit Fungsi

Bila n bilangan asli, k suatu konstanta, serta f dan g fungsi yang memiliki
limit di x = ¢, maka
(1) limk =k
(2) limx=c

X—>C



(3) limkf (x)=k im f(x)
M)y%[f(X)+g(;H==@gf(X)+U@9(X)
() @%[f(X)—g(XH::@%f(X)—ﬁ%g(X)
(6)yEgf(X)g(X)]={ﬁQ;(X){ﬂQgZX)
Cf(xy Hmf(x)

(7) legcl g((x)): E‘Z‘g(x) ,leggg(x);to

(8) m[f(x)]" = [lim f(x)]"

(9) IXiLrJq/f(x):{/IXiLTC]f(x)

Contoh 4.3
Tentukan lim 4x?

Xx—3

Jawab:
nm4x2=4|mn8=4qur==4pf=36

x—3 Xx—3

©) (8) )
Contoh 4.4
Tentukan Iirr12(2x3 —4x)

Jawab:
lim(2x® —4x) = lim 2x® —lim 4x= 2lim x* —4lim x = 2(lim x)* —4lim x

X—2 T X—2 X—2 T X—2 X—2 T X—2 X—2

(5) 3) (8)
Tzeﬁ42:8
2)
Contoh 4.5
_ 2
Tentukan lim 10-x
x—1 2X

Jawab:



(9) (5)

— .2 lim+/10-x? lim10— x? lim 10 — lim x?
10 - x — ol — Nt _ X1 x—1

lim - :

-1 2 I|m1 2X 2I|m1x 2.1
(7) (3) 2

(1)

1 I Y i
5 /10—(IX|Ln1x =3 10-1 =45

(8)

Teorema Subsitusi

(2)

Ingat kembali fungsi sukubanyak f yang memiliki bentuk
f(x)=a,x"+a, , X" +..+a,x+a,
Juga fungsi rasional dengan pembilang dan penyebutnya berupa fungsi
sukubanyak dengan bentuk
n n-1
F(x) = a, X" +a, X _l+...+ ax+a,
b, X" +b, X" +...+bx+b,

Jika f suatu fungsi sukubanyak atau fungsi rasional, maka lim f(x)= f(c)

Untuk f fungsi rasional syaratnya adalah nilai fungsi penyebut tidak nol untuk x =
C.

Contoh 4.6
Hitunglah Iirrz1(2x2 -3)
Jawab:

Karena f(x) = 2x° — 3 adalah suatu fungsi sukubanyak, maka
uqzﬁ—szﬂa:22%3:5



Contoh 4.7
7x3 + X% —=5x—40

Carilah lim ;
x>2  3Xx°+x-10
Jawab:
3 2 _ _ 3 2 _ _
im 7X +2x 5x—-40 - f(2) = 7(2) +(22) 5.2-40 29223
x>2 33X +x-10 3.2°+2-10 4 2
Contoh 4.8
2 —_— —

Carilah lim X =X=2

X—2 X —

Karena untuk x = 2 nilai fungsi pembilang dan penyebut sama dengan 0, maka
Teorema Subsitusi tidak berlaku. Bentuk 0/0 disebut bentuk tak tentu, dan untuk
mencari nilai limitnya dilakukan penyederhanaan aljabar dengan faktorisasi
seperti berikut.

2
lim X=X =2 iy X2 i ny=3
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2

Pembilang dan penyebut dapat dibagi (x-2) sebab untuk x —» 2, x-2#0

Contoh 4.9
2 J—
Carilah lim 2 +3*~10
x> X —5X+2
Jawab:
n 3 10
2 — v w2
lim w = lim % pembilang dan penyebut dibagi x°.
X®—5x+2 - 1-24 %
X X
Berdasarkan teorema utama limit diperoleh
2+§—2 lim 2+ 31im 1—10Iimi2
lim X X — X2 X=X x—0 ¥ :2+O—O:
1212 jimi-sim y2lm L 17040
X X X—0 X—0 ¥ X—0 ¥
Contoh 4.10
Carilah fim ~2X+1
X—>00 /XZ _+_3
Jawab:
. 2x+1 . 2+; 2+0
lim \/27 = |lim = 7 =2
X“+3 1+% 1
X



Pembilang dan penyebut dibagi x dan ingat di dalam tanda akar harus dibagi x?,

karena X = /X2

Contoh 4.11
Carilah lim (v2x2 +3x —/2x> —5)
Jawab:

lim (vV2x? +3x —v/2x? =5) =

X—>—0

2 2
lim (\/2x2+3x—\/2x2—5)><\/2X +3x+2x0 -5
X—>—00 \/2X2+3X+\/2X2—5

lim ((2x2 +3x) - (2x* =5) _ lim ( 3x+5 )=

oot [ox? 1 3x +4/2x2 =5 O NJ2x% +3x +/2x2 -5

3+E
i X )= 3+0 _ 3 32
x>0 3 5° J2+0+42+0 22 4
2+—+.[2-—
X X
Latihan 3
Carilah nilai limit berikut ini.
2 %
1. lim v/3x—5 2. Iim[4y—+8yj
x—3 y—2 y+4
2 2
3. Iim—X +7x+10 4. Iim—X ng_z
x—2 X+ 2 -l xc -1
. X?-14-51x-2
5. lim

>3 x*—4x-21
Untuk soal nomor 6 sampai dengan 8 diketahui lim f(x) =3 dan 4. lim g(x) =-1
—a

X—a X

Carilah nilai limit berikut.
6. LiLna,/ f2(x)+g%(x)
7. Iim3/g ()T (x) +3]
8. mﬂf(x)|+|3g(x)|]

Untuk soal nomor 9 dan 10. carilah lim -1

X—2 X —

apabilalim f(x) =3



9.f(x) =3x° +2x + 1

10.f(x) =
X
Hitunglah
2 2
11, lim—> 12. lim Xt—m
x> (X —5)(3—-X) oo | X -1
2 _ 3
13. Iimw 14. lim 29y—+1
e xE -1 s> y? 2y 42

15. lim (v/x* +2x — x)
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Prakata bab 7

Konsep limit fungsi diciptakan para matematikawan untuk dapat mendefinisikan
konsep turunan fungsi dengan baik. Dengan demikian sifat-sifat turunan fungsi
pun dengan sendirinya didasarkan atas sifat-sifat limit fungsi. Oleh karena itu agar
dapat memahami konsep turunan fungsi dengan baik, diperlukan pemahaman
limit fungsi beserta sifat-sifatnya.

Soal Apersepsi

2 f— —
1. Diketahui f(x) = L);A' , apakah nilai f(4) ada?

2. Diketahui deret 2 + 1 + %2 + % + ..., tentukan julah deret tersebut untuk n — o

Perdalam konsepmu
1. Apakah syaratnya agar Iinl1 f(x) ada?

m

2. Diketahui f(x) = ZL tentukan lim f(x)
X

a.jikam=n
b. jlkam<n
c.jikam>n

Rangkuman
1. lim f(x) = L artinya nilai f(x) di sekitar ¢ adalah L

X—C

k
2. (1) lim:=0 @ |im(1j 0
x—0 X x—o| Kk
3. Sifat-sifat limit fungsi

Bila n bilangan asli, k suatu konstanta, serta f dan g fungsi yang memiliki
limit di x = ¢, maka
(1) limk =k

(2) Ixi_r)rcmx:c

(3) ii?n:kf(x):klxirrc]f(x)

(4) Li;g[f(X)Jrg(;)]:lxiﬁg f(x)+1limg(x)
(5) Ixi;'c][f(x)—g(x)]=lxi7rc1 f(X)—IXi?ng(X)
(6) “j[n f(x).9(x)] ZLiEQ;(X)-lxiLQ gZX)

11



foo Mmoo
D50~ lim g(x) I x) =0
@) tim[ £(x)]" = [lim £ (x)]"

(9) LiLWf(x)zn\/Limf(x)

4. Limit fungsi Trigonometri dengan satuan ukuran sudut radian

2). Itimsintzsinc (2). Itimcostzcosc
(3). Itimtant =tanc (4). Itimcott =cotc
(5). Itimsect =secc (6). Itimcsct =CSCC
. sint .t
7). lim——=1 8). im——=1
() t=0 () t—0 sint
. tant . t
9). lim——=1 10). lim——=1
() t>0 t ( ) t—0 tant

Prakata bab 8

Turunan fungsi merupakan sebagai bagian dari topik hitung diferensial, yang
didasrkan atas gagasan (ide) laju perubahan yang dikembangkan sekitar
permulaan abad ketujuh belas. Newton matematikawan Inggris dan Leibniz
matematikawan Jerman merupakan orang —orang yang paling berjasa dalam
mengembangkan ide dan metoda hitung diferensial. Limit fungsi yang
melandasi konsep turunan baru dikembangkan dalam abad kesembilanbelas.

Soal apersepsi
1. Tentukan gradien persamaan garis yang melalui titik (x1,y1) dan (x2,Y2).
f(x+h)—f(x)

h

2. Diketahui f(x) = x?, tentukan lim

3. Tentukan x dari f(x) = x* + 4x + 5 agar f(x) bernilai minimum.

Perdalam Konsepmu
1. Manakah pernyataan yang benar di bawabh ini.
a. Jika h(x) =f(x) + g(x), maka h’(x) = f’(x) + g’(x)
b. Jika h(x) =f(x) g(x), maka h’(x) = f’(x) g’(x)
c. Jika h(x) = (fog)(x) maka h’(x) = (f’og’)(x)
2. Operasi manakah yang terkait dengan aturan rantai?
3. Apa bedanya f naik pada interval a < x < b dan f tidak turun pada interval a < x
<b?
4. Jelaskan jenis-jenis titik ekstrim!

12



Rangkuman

1. Turunan dari fungsi f ditulis f’ dengan definisi f’(x) = Llrrg) flx+ hf)l = () .
2. Turunan dari f(x) = ax” adalah f ’(x) = an x " untuk n bilangan rasional.
3. Sifat-sifat turunan fungsi

Bila g(x) dan h(x) fungsi-fungsi yang memiliki turunan dan k konstanta,
berlaku:

(1) Jika f(x) = k g(x) maka  '(x) =k g’(x)

(2) Jika f(x) = u(x) + v(x) maka f’ (x) =u’(x) +v’(x)

(3) Jika f(x) = u(x) - v(x) maka f’ (x) = u’(x) - v'(x)

(4) Jika f(x) = u(x).v(x) maka '’ (x) = u’(x)v(x) + u(xX)v(x)

5) Jika f(x) = " puaka s ) = LMK WOV

v(x) [v(x)]
dy

4. Jika y = f(x) turunan dari f ditulis f ’(x) oleh Leibniz dilambangkan dengan ™
X

5. Turunan fungsi Trigonometri
(1) Jika f(x) = sin x maka f’(x) = cos x
(2) Jika f(x) = cos x maka f ’(x) = -Sin X
(3) Jika f(x) = tan x maka f ’(x) = !

cos’ X

6. Aturan Rantali
(1) Jika h(x) = (f(g(x)) maka h ’(x) = f ’(g(x)) g(x) atau

(2) Jika y = f(u) dan u = g(x), maka &Y = &Y U
dx du dx

7. Turunan dan grafik fungsi
(1) Grafik f naik pada interval yang memenuhi f ’(x) >0
(2) Grafik f turun pada interval yang memenuhi f ’(x) <0
(3) Grafik f mencapai stasioner pada x yang memenuhi f’(x)=0
(4) Grafik f cekung ke atas pada interval yang memenuhi f ”’(x) >0
(5) Grafik f cekung ke bawah turun pada interval yang memenubhi f (x) <0
(6) Titik (a,f(a)) merupakan titik balik maksimum bila f’(a) = 0 dan f’(a) <0
(7) Titik (a,f(a)) merupakan titik balik minimum bila f ’(a) = 0 dan f ”(a) > 0
(8) Titik (a,f(a)) merupakan titik belok bila f(a) =0
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