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CHAPITRE 1

DESCRIPTION DU MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL

La mécanique est la partie de la physique qui étudie les mouvement des corps en
tenant compte des causes.
Dans notre programme on s’interesse a la mécanique classique ( ou Newtonnienne ) qui
s’interesse aux mouvements des corps ayant une vitesse tres faible devant celle de la
lumiere .
On admet les postulats de la mécanique classique :

Les postulats de la mécanique classique

> Le temps est absolu : ¢’est a dire que le temps ne dépend pas du référentiel.
> L'existence des référentiels galiléens.
> La trajectoire est déterministe.

1.1 Reperes d’espace et du temps. Référentiel

1.1.1 Repérage dans l’espace

Pour se repérer dans l’espace ,il faut choisir un corps solide de référence S auquel
on attache des axes de coordonnées Ox, Oy, Oz; O étant 1'origine des axes.
L'ensemble de tous les systemes d’axes de coordonnées liées a un méme solide de réfé-
rence constitue le repere lié a S.

| Dans notre cours de mécanique ,on utilise toujours des repeéres orthonormés

11



PCSI-LYDEX 1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

— — — e N W= e
> || ex |l=]l €y I=Il e lI=1 > er. ey = €. e, = €y e = 0

» R est direct, en effet :

- - > > N
exNe=¢€ ;5 eNe=z¢e ; €eNe= ¢

1.1.2 Repérage dans le temps

e La mesure du temps suppose une orientation conventionnel du temps : du passé
vers le futur, du a l'irréversibilité de 1’évolution.

e Le temps se mesure a l’aide d’'une horloge, son unité est la seconde depuis 1967.

e Le repére du temps est constitué d’un instant considéré comme origine des dates
et une unité des temps (la seconde).

1.1.3 Reéferentiel

L'ensemble d'un repere spatial lié a un solide de référence S et d’un repere de temps
constituent un référentiel R.

ExX€mples

e Référentiel de Copérnic R ¢ :centré au centre du systéme solaire et les trois
axes se dirigent vers des étoiles fixes.

e Référentiel Géocentrique R ; :centré au centre de la terre G le plan Gxy
forment I’équateur et I’axe Gz se dirige vers nord géographique, en translation
par rapport au référentiel de Copérnic.

e Référentiel terrestre R :centré au point O quelconque et les trois axes se
dirigent vers trois directions .

Es5

/ \
/ Re \

N.G |

______ A

S

ARG

E, plan équatorial

1.2 Cinématique du point matériel

La cinématique est la partie de la mécanique qui s’interesse aux mouvements des
corps sans tenir compte des causes (Forces).
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PCSI-LYDEX 1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

1.2.1 Définition du point matériel

On appelle point matériel tout corps solide de dimension négligeable devant une
distance caractéristique (longueur d’un pendule; distance terre-soleil,.....)

1.2.2 Vecteurs position,vitesse et accélération

Soit un référentiel R (O, e,, ?y), e)) un référentiel et M un point matériel se déplacant
dans R :

M'(t + dr)

On suppose que le mobile a l'instant r au point M et a l'instant 7 + dr au point M’ On
appelle :

. . %
» Vecteur position :OM
» Vecteur déplacement élémentaire :

—_— —_— —_— —
dOM = lim MM’ = lim (OM’ — OM)
M—M M—M

» Vitesse du point M dans le référentiel R :

- doM

» Accélération du point M dans le référentiel R :

dV(M/R)  dOM
dM/R) = _
¢(M/R) dt /R drr g
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PCSI-LYDEX 1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

Dériver dans R par rapport au temps c’est a dire considérer les vecteurs de bases
de R comme des vecteurs constants dans le temps.

1.2.3 Exemples de bases de projection

1.2.3.1 Coordonnées cartésiennes

1.2.3.1.1 Vecteur déplacement élémentaire

_— s — —
Ona:0OM=0H+ HM =

—_—
0M=)c?;+y?;+z?z>

(x,y, z) représentent les coordonnées cartésiennes du point M dans le référentiel R .
—_—
Donc le vecteur déplacement élémentaire dOM s’écrit :

dOM = dx'e, +dy'e, + dz e.

1.2.3.1.2 Vecteur vitesse

— d d d

OnadOM =dxe, +dye,+dz¢ = V(M/R) = =2, + 2 &+ = &

dt dt dt
On pose :
d

> d—); =V, = X : composante de la vitesse sur 1’axe des x.
dy _
dr
dz

> i V., =z : composante de la vitesse sur ’axe des z.

V, =y : composante de la vitesse sur l'axe des y.

H
VIM/R)=V,ex+V,e,+V.e.=xe,+ye,+ze
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1.2.3.1.3 Vecteur accélération

Ona:V(M/R) = Xe, +1ye, +ze donc

dM/R)=a,ex+a,e,+a, e;=Xex+ije,+7e;

Avec :
d*x . T )
> 7 a, = X : composante de ’accélération sur 1’axe des x.
d*y . i ,
i a, = ij : composante de l'accélération sur I’axe des y.
d’z . s ,
> i a, = Z : composante de ’accélération sur ’axe des z.

1.2.3.2 Coordonnées cylindriques

1.2.3.2.1 Définitions

Les coordonnées cylindriques sont :

> rzOH/\r?O
= =
» 0= (e, OH) € [0, 2n]
» z € R :la cote du point M.

(r,0,z) : sont les coordonnées cylindriques.
On définit le vecteur e, par :

, OH N -
e, = — =cosf e, +sinb e, € (Oxy)
’
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- - s . - — 7
|| e |l=1= e, est un vecteur unitaire,on tire donc que OH = r e, et par conséquent :

Y/ — —
OM=re, +ze,

s . m <
On définit le vecteur e, par rotation de e, de 3 dans le sens de 6 c’est a dire :

e = cos(d +7r/2)?; + sin(6 + 7r/2)?y> = —sinfe, + cos@?;
y
ﬁ
e ey e
&
X
q
€x

Dérivons e, par rapport a ¢ dans le repére R :

d? < g , . — Iy e
d@r : C’est a dire dériver e, en considérant les vecteurs de bases de R ( e;, ¢, ¢2)
/R
comme des vecteurs constants.
de; .= - >
=—sinf e, +cosbe, = e
de r
— — — —
=€ 5 —> =-e€ =be ; —= =-te
do |r do iz " dt |» dt |» '

Dériver un vecteur de module constant dans le repere par rapport a l’angle de
3 . 7 A
rotation 6 revient a le faire tourner de 5 dans le méme sens que 6

En effet : soit A un vecteur dont le module est constant c’et a dire || A ||=cte = A.A =

cste.
_)

- R - dA 4. = . dA . .
Dérivons par rapport a ; on trouve A.% =0 c’est a dire A et 7 sont perpendiculaire.

La base( e,, ey, e.) est dite base locale en coordonnées cylindriques .
(e, ey, e;) est un triedre direct.

1.2.3.2.2 Vecteur déplacement élémentaire
—_— —

Ona:OM=rve, +z?z> = dOM g = dre +rde, +dz?z)

Or de, = df e, donc

% \ n
dOM = dre, + rd9 e, + dz e, Formule a connaitre
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| Si z = cte(= 0) le mouvement est plan (r, ) : dites coordonnées polaires

1.2.3.2.3 Vecteur vitesse

—
ona: VR =M _Tomry =L (@r 2+ rdod + dz?)
dt |r dt/r

VIM/R)=ie +re,+:e

I1 faut bien faire la différence entre le repére d’étude et celui de projec-
tion.

1.2.3.2.4 Vecteur accélération

_)
Onad(M/R) = w donc :
dt /R

AMIR) =G —rP)e, + (r0+2i) ey + 2 e,

On pose :
» a, = i — r6* : accélération radiale.
» a, = rf + 2i0 : accélération orthoradiale.

On peut écrire I’'accélération orthoradiale a, comme

a, =10 +2i6 = ld(’ge)
r dt

On appelle les coordonnées polaires la restriction des coordonnées cylindriques
dans le plan (Oxy) nommé le plan polaire (cad z = cte = 0)

1.2.3.3 Coordonnées sphériques

1.2.3.3.1 Définitions
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y
Les coordonnées sphériques sont :
» r=0M r >0 :rayon vecteur
= = .
» 0= (e;,OM) € [0, n] :colatitude
» azimut;p € [0, 27].
X =rsinfcos
y = rsinfsing
z=rcosf
On définit le vecteur e, par :
oM
e, = — =sinfcosp e, + sin@singo?; +cos@e,
’
| e ll=1 = e estun vecteur unitaire,on tire donc que
—>
OM=re,
—_—
Ona:e = — et ¢ se déduit de e, par simple rotation de 3 dans le plan meridian
r
(OMH).
- 52 - > s
ey = =cosfcosy e, +cosfsing e, —sinb e;
00 /r
On définit
?; = e Ae= sin (— singo?; + cosgo?;)
On conclut que
1 d¢ .
?;:,— =—s1ngo?,)c+cosgo?y>e(0xy)
sinf dp x

(e, ey, ey) :triedre local en coordonnees sphériques .
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1.2.3.3.2 Vecteur déplacement élémentaire

Ona:6]\_/1):r?::dgﬁ/ﬂ:d(r?:)m:dr?:+rd?:
Or e, = e,(6,¢), donc :

de, 62d9+62d df e + sin 0 e d
e, = = e, (5
06 o ¥ 0 g
e — — o —_ \ A
dOM g = dr e, + rdf ey + rsinf e, Formule a connaitre

1.2.3.3.3 Vecteur vitesse

On a :dO_Z\)/I/R =dre + rd@?; + rsin@e—:p =

V(M/R) = i e+ rd e + r¢sing e,

1.2.3.4 Coordonnées curvilignes

1.2.3.4.1 Définitions

Soit (C) une courbe d’origine A et M € (C).

On appelle coordonnées curviligne la mesure algébrique de 1’arc AM ;on la note
S(M)=AM € R

Pour un déplacement élémentaire on a :

dOM = dsT (M)
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avec :ds = \/a’x2 +dy? + dz*; et ?(M) :le vecteur unitaire tangent a (C) au point M;
Puisque :
— - -
| dOM ||= |dss] || T(Mﬂ):ﬂl M) =1
dOM ds—>

Ona:T)/(M/R):T/R T(M)

V(M/R) = oT (M)

ce qui en déduit que :

V(M/R) dOM
T(M) = _
v ds
dV(M/R)  dWT (M) d T M)
M/R) = - M/R) = ZET M
d(M/R) dt dt = dM/R) dt (M) +v dt r
— —
op ATOD _dT(M) ds
Codt m ds rdt
Comme :
_ds
Cdt

é
) _dT da _w L
ds |r " da ds Oc

- L = . T .
avec :N :vecteur unitaire qui se deduit de T par rotation de 3 qui se toujours vers la
concavité de la trajectoire si p. > 0 :rayon de courbure au point M.D’ou :

2
(MR ) = @T(M) ;’7

Le plan (7,ﬁ) : plan osculateur .
- - o .
On pose :B(M) =T A N : La binormale .

—_ > . . N
| (M, T,N, B) :La base intrinseque ou base de Frenet.

On pose :

- dv = 1 s .
> ar = 7 T (M) : accelération tangentielle .
/R

- Vo s
» ay = —N(M) : accélération normale

1-Le repere de Frenet est un repéere de projection et non pas un repere d’étude.
dT N

2-—
ds — p.
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1.2.3.4.2 Expression du rayon de courbure

Sachant que : B(M) = T A N, le produit vectoriel v A d permet d’établir I’expression

générale de p, :

d 2 3
TAT =0T A (EI;?(M) + I =138
Pe

c

Aetivité
Rayon de courbure du mouvement parabolique.
Le vecteur position d’un point M en coordonnées cartésiennes est :

1
OM = (Vo) &+ (59) &+ 02

Déterminer le rayon de courbure au point O(0,0,0).

Correction
Ona:
V,t vV 0
— 1 - ¢ —
OM = | —gr* VIM/R) =| gt dM/R) =1y
2 0 0
0

V3
Donc : [V(M/R)|| = \VZ + (g2 et [V A Q|| = V,g donc p, = ———— ce qui donne :
IV A dll

_ (V2 + (g

V,g

c

Au point O on a f = 0 donc

V()
pP(0) = —
9

Représentation graphique
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Trajectoire (y = %xz)

Aetivité

Rayon de courbure du mouvement elliptique.

Considérons une ellipse droite , situé dans le plan xOy, d’équations parame-
triques :

x=acoswt, y=bsinwt; a etb le grand et petit axe et w la pulsation .
Déterminer I’expression du rayon de courbure aux points remarquables de I’el-
lipse. Faire une représentation graphique.

Correctiom

o ¥ =—awsinwt = ¥ = —aw? cos wt
o jj = bwcoswt = jj = —bw? sin wt

(& + 2 (d?sin® wt + b? cos? wi)*?
Pc= T o~
|xij — Xy ab

b? . a’ . b
Ry, = — [au point A(r = 0)], Rg = — [au point B(t = —)]
a b 2w
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1.2.4 Exemples de mouvement
1.2.4.1 Mouvement rectiligne a accélération constante

. ya Je 71 7 . e e d
Un point matériel M se déplace sur un axe ox avec une accélération a(M/R ) = a e;
aveca> 0.

- Déterminer le vecteur vitesse T)/(M/R ) sachant que V(r=0)=YV, > 0.
V4 . . . ___>

- Déterminer le vecteur position OM sachant que x(t = 0) = x,

- Montrer que :V? — V2 = 2a(x — x,)(Relation indépendante du temps)

. . ;. > . .
- Quelle est la condition que doit vérifier ¢.V pour que le mouvement soit unifor-
mément accéleré ?retardé ?

Correctiom

- Le vecteur vitesse V(M/R Y= (at+V,)e,
oy —_— 2 N
- Le vecteur position OM = (Eat + Vot + x,) e
- Montrons que :V? — V2 = 2a(x — x,)(Relation indépendante du temps)

-V, 1 v-V, V-V,
= Xx—X, = Ea ——2)2 + Vy(
a

Onat-= ) apres simplification on obtient le

) a
résultat.

Remarque : Cette relation valable uniquement lorsque le mouvement est rectiligne avec
a = cte.
- Le mouvenlgant est uniformément :
Ry -
» acceleresi V.d >0
, LoD
» retardé si V.d <0

1.2.4.2 Mouvement rectiligne sinusoidal

L'équation horaire du mouvement d’un point matériel sur un axe ox s’écrit sous la
forme :
X(t) = X, + X, cos(wt + ¢)

- Donner l'interpretation de chaque termes.

- On pose x = X — X, que représente x.

- Si on appelle T la période du mouvement , montrer que Tw = 27.

- Déterminer les composantes du vecteur vitesse et accélération du point M.

- Tracer dans le méme graphes les courbes représentatives de 1’élongation x(¢) ,
vitesse v,(¢) et accélération a,(7) dans le cas ou w > 1;conclure.

- Déterminer 1’équation entre x(¢) et v,(¢) indépendante du temps et la représenter
dans le plan (x, v)( une telle courbe s’appelle trajectoire de phase)
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[ Correction ]

- L'interpretation de chaque termes.

X(t) : I’élongation

X, : L'abscisse de la position d’équilibre
X,, : Uamplitude (>0)

w : pulsation

wt + ¢ : La phase

¢ : la phase a l'origine

- x = X - X, représente 1’élongation du point M repéré a partir de la position d’équi-
libre

- T est la période du mouvement donc
x = X, cos(wt + wT + ¢) = X,, cos(wt + ¢ + 2m)

Donc Tw = 2r c’est a dire

2
w:27rf:7ﬂ

- Les composantes du vecteur vitesse et accélération du point M
e x(t) = X,, cos(wt + ¢)
o V.=1x=-wX,sin(wt+ ¢)
o a,=i=—-wX,cos(wt+ )
- Les courbes représentatives de 1’élongation x(7) , vitesse v,(f) et accélération a,(r)
danslecasouw=2>1et X, =1

- L’équation entre x(¢) et v,(¢) indépendante du temps

x2 X2

T N —
X5 (Xaw)?

m
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C’est 1’équation d’un ellipse.
Représentation dans le plan (x,v) :

Vi=x Vi=x

w>1 w<l1

1.2.4.3 Mouvement circulaire

Un point matériel se déplace sur une trajectoire circulaire de rayon r et de centre O
dans un référentiel R (O, x, y, z, t), le circle est situé dans le plan (Oxy)
On utilise les coordonnées polaires (r, 8) pour décrire le mouvement de M.
- Rappeler les expressions des vecteurs 0—1\>/I,7(M/7€ ) et d(M/R ) en coordonnées
polaires ,puis les simplifier si le rayon est constant r = R.
- On suppose que le mouvement est circulaire uniforme
Le mouvement est circulaire uniforme si la vitesse angulaire 6 = w, = cte.
- Etablir I’expression de 6(f) ainsi ’abscisse curviligne s avec s(8 = 0) =0
- Déterminer les vecteurs vitesse V(M/R ) et accélération @ (M/R).
- Représenter les vecteurs vitesse V(M/R ) et accélération @(M/R ) pour 0 =
O,g .Conclure.
- On suppose que le mouvement est circulaire uniformément varié
Le mouvement est uniformément varié si 6 = « = cte.
- Déterminer les lois horaires 6(¢) et 6(¢)
- En déduire la relation indépendante du temps.
- Représenter le vecteurs vitesse T}(M/R ) et accélération @ (M/R ) pour 6 = 0, Z.

2
On prend les constantes d’integrations nulles

[ Correction ]

- L'expression de :
» Vecteur position :

OM =52,

20 juin 2018 Page -26- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

» Vecteur vitesse :

V=52, +ppe,

» Vecteur accélération :

d = (p-pPe, +(pp+2pp) e,

Pour p = R = cte alors p = p = 0 ce qui donne :

» Vecteur position :

OM =R?,
» Vecteur vitesse :

V =R¢ e,

» Vecteur accélération :

-
a

=-Rp*¢,+Rpe,

- Mouvement circulaire uniforme

- p=w=cte = p=wt+p, et s = Rp = R(wt + ¢,)
Comme s(t =0)=0= s, = Ry, = 0 ce qui donne :

@ =wt et s = (Rw)t |

L'expression du vecteur :
. - — -
» vitesse: VIM/R)=Rwé,=Rw T = V = Rw
797 . - d 2 -~
» accéleration : d = -Rw” €, = Rw" N

Représentation graphique
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=
X
A
- Mouvement circulaire uniformément varié
- Les lois horaires de :
» accélération angulaire : § = @ = cte
» vitesse angulaire :0 = at + 6,
1 ,
» abscisse angulaire : = Eat2 +0,t+6,
1 ,
» abscisse curviligne : s(M) = R§ = s(M) = R(Ea/t2 +0,t+6,)
- La relation indépendante du temps :
@’ — ¢, = 2a(p ~ o)
- Conditions initiales nulles, donc :
= — . - — 20—
V = Rat ey ; d = Ra ey — Ra“t” e,
[ Représentation graphique ]

> PourH:O:>t:00na:T)/:Tfet?:Ra?;

» Pourf=n/2 =1t= il donc :7 :R\/na?; etd :Roz?é—RnaZ
04
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V©=n/2)

/
/

/
AN = 7r/2)/R
/

QO =n/2) '=====—4

1.2.4.4 Mouvement helicoidal

Un mobile est repéré dans la base cylindrique associée a un référentiel donné R par:
p=R, ¢ =wtetz=at;oua wet R sont des constantes positives. La trajectoire est une
hélice enroulée sur un cylindre a base circulaire. Le pas /& de I’hélice est, par définition,
la distance qui sépare deux positions successives du mobile sur une méme génératrice
de I'hélice.

- Faire une représentation graphique de la trajectoire de M dans R .
- Quelles sont les unités, dans le systéeme international (S.1.), de w et a ?Quelle rela-
tion lie a a & ainsi w.
- Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en un point quelconque de la tra-
jectoire :
- Dans la base de coordonnées cartésiennes.
- Dans la base de coordonnées cylindriques.
- Déterminer le rayon de courbure p. en fonction de R, a et w.
- Déterminer les vecteurs unitaires de la base de coordonnées curvilignes, puis en
déduire le rayon de courbure de la trajectoire dans R ; Le comparer avec R.
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[ Correction ]

- Les unités de :
» w:rads™!
» a:ms™!

2
> Ona:h=zt+T)—2(f) = h=al = 22
w

» L'expression de la vitesse :

- .
[ V = Rw e, + a’e, = Rw(~sin(wt) e, + cos(wt) e)) + ae, = V = VR2w? + a? ]

» L'expression de 1’accélération :

[ ¥ = —Rw™¢, = —Rw*(cos(wt) e, + sin(w?) e;) = y = Rw’ ]

- Le rayon de courbure :
37 — - Ky - = —
Ona:OM=Re +ate.= V =Rwe,+ae, ainsi y = —Rw’ e,

Donc :
R+ e VAT =R + ) VR + & ]
Il en résulte que
V3 a’
pe=—=——— =p.=R+5=>R
IV A7l Ro
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- La base de Fresnet :
» Le vecteur tangent :

— 7 - Rw?9+a2
IT=——T=—
4 VR2W? + a2
» Le vecteur normal : )
av Vv
Ona:7:—RwZZ:E?+—ﬁcequidonne:
Pe

av
Comme V = VR2wW? + a? = cte = e =0, alors

e La norme donne :

e Conséquence

é
» La binormale B :

— —
—aé,+ Rw e:

VR2w? + a?

- 2 > —
B=TANN= B-=

On vérifie bien que :||73)|| =1

1.2.4.5 Mouvement cycloide

Dans un référentiel R =(0, x, y, z, t) un point M d’un cercle de rayon R se déplace dans
le plan (oxy) sans frottement comme l'indique la figure suivante :

On admet que le mouvement se fait avec roulement sans glissement ce qui impose que
la mesure de l'arc IM = RO = OI, et on suppose que le mouvement du centre est uniforme
ainsi on pose w = 0 = cte.

- En utilisant la relation de Chales, Déterminer les composantes du vecteur O—]\}I
dans la base des coordonnées cartésiennes en fonction de R, 6.
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- Exprimer dans la base de coordonnées cartésiennes de R les composantes du vec-
ﬁ
teur vitesse V(M/R ) et celles du vecteur accélération @(M/R ) en fonction de R, w et
.
- Donner I’allure de la trajectoire de M par rapport a R (dite cycloide).
- Montrer que le rayon de courbure p. de la trajectoire décrite par le point M dans

wt
R s’écrit sous la forme : p. = 4R’ sin(;)'

Correctiom

- Le vecteur position :

—_— 5 5 =

=7 : — —
OM = Ol +1C + CM = OM = R(6 — sin ) e; + R(1 — cos 0) ¢,

- la trajectoire du point M :

27R 47R x
Trajectoire cycloide

On a : x = R(wt — sin(wt)) et y = R(1 — cos(wt)) donc

(x — Rwt)* + (y— R =R*

Une cycloide est un cercle de rayon R et de centre 0 animé d’un
mouvement rectiligne uniforme suivant 1’axe Ox

- L'expression du vecteur :
» vitesse :

- .
V = Rw(1 —coswt)?; +Rwsmwt?;

» accélération :

d = R (sin(wr) e, + cos(wi) ?;

- le rayon de courbure :

1+ cos?2 1 —cos2
On rappelle que :cos? x = Tx et sin’ x = Tx

‘
Puisque : V = Rw(l — cos wf) 2, + Rw sinwt e, = V = 2Ra)‘ sin %'

.. - ., Wt
Ainsi : @ A V = 2R*w3 sin® > e

Il en résulte que :

wt
]
Je sin —
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CHAPITRE 2

DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL DANS UN

REFERENTIEL GALILEEN

La dynamique a pour objet de prévoir le mouvement d’un corps dans son environne-

ment.

2.1 Quelques forces usuelles

On rappelle que :

- mym
» Force gravitationnelle : F = —g# e
r
— 1
» Force de Coulomb : F = e e,
4ne, 1?

. — —
Poids d'un corps : P = mg
ﬁ
Tension du ressort : F = (L—L,)u,
ﬁ
Poussée d’Archimeéde : F, = pgV e.
_)
Force de frottement fluide visqueux :77) = -1V
— —
Force de frottement fluide : F = -4 VzTZV
- - 5 9
Force de Lorentz : F =q(E + V A B)

vV Vv VvYyvVvyVvyy

2.2 Lois de Newton

2.2.1 Principe d’inertie

Dite aussi premiére loi de Newton.

35
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Principe d’inertie

Dans un référentiel R si un point matériel isolé ou pseudo-isolé et son mouvement
par rapport a ce référentiel est rectiligne uniforme alors le référentiel R est gali-
léen.

e Le mouvement rectiligne est uniforme donc le vecteur vitesse est constant :

e
V = cte

mouvement de translation rectiligne uniforme ou équilibre .

e Le référentiel de Copérnic est un référentiel galiléen si on néglige les actions
extérieures autrement dit si le systeme solaire est supposé isolé.

e Les référentiels Géocentrique et terrestre ne sont pas galiléens;mais on
peut les considérer comme galiléens si la durée de 1l’expérience est tres
faible par rapport a la période de Ia terre.

2.2.2 La relation fondamentale de la dynamique

dite aussi la 2 loi de Newton.

Relation fondamentale de la dynamique

Par rapport a un référentiel galiléen R ,le mouvement d’un point matériel M de
H
masse m soumis a plusieurs forces dont la résultante (XF') satisfait a la relation :

SE = nid(M/R)

2.2.3 Principe des actions réciproques

Dite aussi 39" 1loi de Newton.

Principe de ’action et la réaction

. . Ve . . Ve . H
Si un point matériel A exerce sur un autre point matériel B une force F4_ 5 alors le
-
corps B exerce sur A une force Fp_,, tel que :

— —
FA—)B = _FB—)A
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2.3 Applications (énoncés voir TD )

2.3.1 Etude d’un projectile avec et sans frottement

Un triedre orthonormé (Ox, Oy, Oz) est lié au sol terrestre d’axe Oz vertical ascendant.

Le champ de pesanteur, supposé uniforme, est noté : —g) =—g ?y) . A l'origine des temps (
t = 0 ), un projectile supposé ponctuel, de masse m = 1kg, est lancé du point O avec une
vitesse initiale 70 située dans le plan xOy, faisant un angle « avec 1’horizontale : V, =10
m/s.

1> En projetant la RFD dans le référentiel terrestre supposé galiléen ,déterminer
les composantes du vecteur 0—1\}[

2 Exprimer, en fonction de V,, g et a le temps nécessaire pour que le projectile
atteigne sa plus haute altitude S, et les coordonnées de ce point S.

3> Pour quelle valeur de l’angle a la portée du lancement est-elle maximale ?
Calculer cette portée.

4> En supposant le module V,, de la vitesse initiale, constant, mais « variable;
Donner I’équation de la courbe ( dite de streté ) séparant les points du plan xOy pouvant
étre atteints par le projectile, de ceux qui ne seront jamais atteints.

5> Le sol fait un angle 6, < @ avec I'horizontale Ox. Déterminer a pour que la
portée soit maximale. Puis calculer la valeur de cette portée pour 6, = 50°.

Yy

=
<l

0

6> Dans cette partie , on suppose que la résistance de 1’air est modélisable par
une force de type F = —kV.
6.1> Déterminer les composantes du vecteur vitesse 7(M).
6.2> En déduire celles du vecteur position 0—1\}[

[ Correction ]
—
1> Les composantes du vecteur OM
Ona:
0 V. cos a x=V,cosat
- - Ky ’ . Y 1, .
dM)y=g = |-g = VIM)| —gt+ V,sina = OM y:—igt + V, sinat
0 0
z=0

On tire L'équation de la trajectoire

9
2VZcos? a
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2> Le temps nécessaire pour que le projectile atteigne sa plus haute altitude S, et
les coordonnées de ce point S.
» Sachant que au point S la vitesse v, = 0 on tire que

vV, .
tg = —sina
9

» En utilisant les équations horaires du mouvement on obtient :

V2 sin 2a V2sin® @

= 1 =
XS 29 @y 29

3> La valeur de I’angle a pour que la portée du lancement est maximale est :

On définit la portée par la distance p = OT avec T le point définit par y(T) = 0
VZ2sin2a

9

p=2xs = est maximale si

sin2a = 1 = a(pax) = =

NN

0

La portée

Calcul de la portée portée.p(a = ;—T) =10,2m

4> L'équation de la courbe :

On a a partir de 1’équation de la trajectoire :y = —sz + tan ax et connaissant que
2VZcos? a
1
cos’ @ = ———— on obtient que
1 + tan”
gx* 2 gx’
tan“a + xtana — (y + =0
272 W+ o)
C’et une équation du second ordre en u = tan @ possede des solutions réelles si
1% g
AN>0=y<==2-
Y=24 2v2
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Ve
29
Les points non accessibles
Les points accessibles
0 V: o ox

9

5> Le sol fait un angle 6, < @ avec 1’horizontale Ox. Détermination de « pour que
la portée soit maximale.

X
(0]
Onap=0letonl y=xtanf, = —sz + tan ax donc :
2VZcos? a
9
tan@ — tan 6, = 2—‘/02(1 + tan® @)x
x 2V2 cos? a

Orp-= — p=——(tana —tané,)

cosd, gcoséb,

2V2 (tanaf—taneo) 2V2 (u—uo)

p 1 +tan? 1+ u?

- gcosd, - gcosf,

avec u =tana et u, = tand,
) . . dp . dp
Cette portée est maximale si o 0 ou bien T 0.

o’ u
d_p_0:>_u2—2uuo—1

i 1122 =0 c’est a dire u* — 2uu, — 1
u u

u=tana = u, + /1 + u2
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AN
a=70" = ppa=8,96 m

La valeur de la portée pour 6, = 50°.

a=70" = P =8,96 m

6> Dans cette partie , on suppose que la résistance de 1’air est modélisable par
— -
une force de type f = —-kV

_)
6.1> Les composantes du vecteur vitesse V(M)
La relation fondamentale de la dynamique donne :

mi+kx=0 (A)
mij + kiyy + mg =0 (B)

Par intégration on obtient

_k
Vi=x=V,cosa e n'

ainsi

n:y:—%+wﬁma+%f%

Lorsque t — o les composantes du vecteur vitesse ,tend vers des valeurs limites

Vxlimite = VO cosa
Vylimite = VO sSin@

—>
6.2> Les composantes du vecteur position OM Par intégration on obtient :

mV, cos a

—(l=c)

x(t) =

Par un DL au voisinage de k = 0 on trouve x(¢) = V, cos at

m

2t (kV, sinae " + mge‘ﬁt + gkt — V,ksina — gm)

y(n) = -

2.3.2 Particule soumise a un frottement fluide de type :f = —k.V?

Une particule matérielle est lachée sans vitesse initiale en un lieu ou regne un champ
de pesanteur uniforme. La particule est soumise, en plus de la pesanteur, a une force de
frottement de l’air proportionnelle au carrée de sa vitesse, d’intensité f = kV?> (k> 0
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) et de sens opposé au mouvement. Le référentiel d’étude est un référentiel terrestre
considéré galiléen. Le mouvement de la particule est repéré sur un axe Oz descendant,
d’origine O ( position initiale de la particule ) et de vecteur unitaire Z .

1> Ecrire I’équation du mouvement de chute. Quelle est la vitesse limite V., at-
teinte par la particule?

2> Exprimer la vitesse de la particule a I'instant 7, en fonction de ¢, V., et g.

3> Quelle est I’expression de la distance parcourue a l'instant ¢ en fonction de g
,VoetV

1 1

2
On rappelle que : — a 5 = +
a?-x> a-x a+x

Correctiom

1>
» L'équation du mouvement de chute.

dv
— =mg — kV*
m a1 mg

» La vitesse limite V,, atteinte par la particule

2> L'Expression de la vitesse de la particule a I'instant ¢, en fonction de 7, V,, et g.

mdV dv k

0] e —=V2 - V= ——— = —(t
AP V2V m

Par décomposition en éléments simples et sachant que V(0) = 0 on obtient
2kVoot
m — 1 2kV,,
V(1) = Veeoo—— = V, tanh ==
en +1 -

3> L'expression de la distance parcourue a l'instant 7 en fonction de g ,V., et V

d 2kVy,
Ona:V= Ej =V, tanh t et sachant que z(r = 0) = 0) alors
m

= —1In
2g V-V

2= 2 in [ cosh 2kv°°t] Vs Ve

2k m

2.3.3 Le pendule simple

On considere le mouvement d’un pendule simple qui oscille dans un milieu ou les
forces de frottement sont inexistantes.Le pendule est constitué d’un objet ponctuel M de
masse m , accroché par 'intermédiaire d’un fil rigide a un point O fixe .

On suppose le fil rigide sans masse ,Sa longueur est £ = 1m ,0On note l’angle du fil OM
avec la verticale . L'ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestre—g> considéré
comme uniforme.
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M

X

On écarte le pendule de sa position d’équilibre d’'un angle 6(t = 0) = , et le lache sans
vitesse initiale.

1> En utilisant la R.E.D établir :

1.1> L’équation différentielle du mouvement.

1.2> L'expression de la tension Tdu fil.

1.3> L’expression de la pulsation propre w, du mouvement.
2> Résoudre 1’équation différentielle du mouvement.

3> Etablir et tracer ’équation de la trajectoire de phase dans le plan (, u = —),puis
W,

conclure.
4> On a mesuré pour 20 périodes une durée de 40,12s , Déduire de cette expé-
rience une valeur de g.

[ Correction ]
1>
| —-mté*e — | mgcos6e, | -T%e
md NN P NN T|
mto ey —mg sin @ e 0 ey
mth = —mg sin @ (D
-mt@* = —T + mg cos 0 (2)

1.1> L’équation différentielle du mouvement :(1)=

0+=6=0
£

1.2> L'expression de la tension du fil :(2)=

T = mg cos 6 + mt&*

1.3> L'expression de la pulsation propre :
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1.4> Résolution de 1’équation différentielle :

| (1) = 6, cos(wt) |

2> L'équation de la trajectoire de phase

0 + u* = 6

Trajectoire de phase est une courbe fermée(cercle) : mouvement périodique (Oscillateur
harmonique )

u

/\9
N

3> Lavaleurdeg:

20
g= 47r2£’(E)2 — g =9,81lm.s>

2.3.4 Mouvement d’une particule chargé dans un champ uniforme

Une particule électrique ponctuelle M de masse m et portant une charge g > 0 mobile
dans une région d’espace ou regne un champ :

o Electrique uniforme E = E2,, E>0

o Magnétique uniforme B = B2, B>0
La charge est émise sans vitesse initiale au point O a r = 0.

1>
1.1> Par application de la RFD trouver un systeme de trois équations différen-

tielles scalaires vérifiées par x,y et z.

B
1.2> Résoudre ce systeme et en déduire x(z), y(¢) et z(f) on posera : w = 42

m
1.3> Représenter la trajectoire .

1.4> En déduire le rayon de courbure en fonction des données.
2> On suppose maintenant que la particule possede une vitesse initiale : 70 =

V, e

2.1> Retrouver :x(1), y(¢) .

2.2> Pour quelle valeur particuliere v,. de v, , la charge décrit un mouvement
rectiligne confondu avec Ox. Exprimer v,. en fonction de E et B.

2.3> Que peut-on dire dans ce cas sur la force exercée sur la charge.

2.4> Représenter la trajectoire de la particule dans le cas ou v, = 20,
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[ Correction
1>
N mx = qyB (1)
1.1> md(M)=g(E + V; A B) = { mij = q(E — B) 2)
mz = 0 (3)

1.2> Par intégration on trouve :

X E(t sin wt)
= —(wt —sinw
Bw

E
=—(1- t
Y Ba)( COS wt)

z=0 mouvement plan |

E
1.3> Representation graphique (on prend Bo 1)

o = El [ E] 10 12 14 16 18

1.4> Le rayon de courbure est

4FE . wt
Pc El sm(7)|
2>
_)
2.1> V,=v,e
. Vo .
x = —(wt — sin wt) + — sin(w¥)

Bw w

E

1
y= (E - UO)Z(I — Ccos wi)

Le mouvement est rectiligne confondu avec ox :Yt =

UUC -
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F =qg(E+V;AB)= 0 la force magnéetique compense la force électrique

Representation graphique avec v = 2v,,

x = —(wt + sin wt)
On rappelle que dans ce cas , on a : B

=—-——(- t
y Ba)( cos wt)
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CHAPITRE 3

LMOUVEMENT DE PARTICULES CHARGEES DANS UN
CHAMP ELECTROMAGNETIQUE, UNIFORME ET
STATIONNAIRE

3.1 Force de Lorentz

3.1.1 Rappel

Dans un référentiel R , lorsque une particule de charge g animé par rapport a

ce référentiel R de la vitesse V(M/R) = 7 , régne un champ électromagnétique
— —
(E, B),elle acquiere une force dite de Lorentz :

- —

- =
F=q(E+V AB)

On décompose la force de Lorentz en :

, . - —

e Force électrique : F, = gE.
L. - -
e Force magnetique :F,, =gV A B

Comparer le poids et la force électrique ressenti par 1’électron dans I’atome d’hy-
drogéne a l’état fondamental. Conclure.

On donne :
e m,=1,602x 1073 kg e ¢=9,11x107°C °

e g=10ms™? e a,=0,529 A

=9,10° (S.])
dre,

Correctiom

Ona:

47
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AN
e P=mg ——> P=9107"'N
1 & AN
o« F,=—% > F,~8.10°N
dre, a2
Donc : P

— ~ 10%
P

Comme P < F alors on retient:
Le poids est trés négligeable devant la force de Lorentz

3.1.2 Propriété de la force magnétique

Calculons la puissance de la force magnétique :

P Fp)=FnV =P F)=qVABYV=0

Sila particule chargée n’est soumise qu’a cette force magnétique , alors d’apresle T.E.C:

AE. = P (F,)=0= & = cte

C’est a dire qu’il y a conservation de 1’énergie cinétique ( i;e conservation de la norme
du vecteur vitesse)

L’action du champ magnétique sur une particule chargée est de dévier
sa trajectoire.

3.2 Applications

3.2.1 Mouvement dans un champ électrostatique uniforme dans
le vide.

A€tivitée

| L'oscilloscope cathodique

D’apres CCP/TSI/2014

Premiere partie :Création et accélération d’un faisceau d’électrons

Un oscilloscope cathodique est constitué d’un canon a électrons dans lequel un faisceau
d’électrons est créé et les électrons sont accélérés .

Une cathode, notée C, émet des électrons de vitesse initiale négligeable. Il est rappelé
que les électrons ont une charge électrique négative égale a —e.
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On établit entre la cathode C et une anode, notée A, une différence de potentiel notée
Uac = Va— Ve > 0. Les électrons sont ainsi accélérés lors de leur parcours entre C et A.
L’anode est constituée d’'une plaque métallique percée d’'un trou centré en O permet-
tant a une partie du faisceau d’électrons de s’échapper dans la direction horizontale Oz
comme le montrent les figures 1 et 2 suivantes.

La distance entre C et A est notée d.

L'espace est rapporté au repere cartésien orthonormé direct (Oxyz) associé a la base
- 5 >
(e, ¢, €).

Le point O correspond au centre de l’anode A.

i m —— % :
U QE -l
P, A
————— vy L

Cathode Anode

Plaques de déflexion

Ecran fluorescent

Figure 1 : schéma de I’oscilloscope en perspective

L ®
d I p— »
‘ — ’ ------------ I
[ 0 - Oli =K i 02 - >
Cathode  Anode «— o D
L,
Plaques de déflexion Ecran fluorescent

Figure 2 : schéma de 1’oscilloscope en coupe dans la plan (yOz)

1> Déterminer, en un point de 1’axe des z situé entre la cathode et 1’anode, la

- —
direction et le sens du champ électrique E créé par la tension U,c, On admet que || E|| =
Uac

T
ﬁ
2 Déterminer 1’expression de la force électrostatique f subie par un électron
entre C et A en fonction de Uy, d, e et d’un vecteur unitaire que 1’on précisera.
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3> La tension Uyc appliquée est de 'ordre de 1kV. La distance d est de 1’ordre de
0,1 m.
Le poids des électrons peut-il étre négligé devant la force électrostatique précédente ?
Justifier quantitativement la réponse.

4> En appliquant le théoreme de 1’énergie cinétique, déterminer 1’expression de
la vitesse v, avec laquelle les électrons atteignent 1’anode. Exprimer v, en fonction de
UAC ,m et e.
Donner l'ordre de grandeur de la valeur numérique de la vitesse v,.

Deuxieme partie : Dispositif de déflexion du faisceau d’électrons

Les électrons produits et accélérés dans le canon a électrons pénetrent en O, avec une
vitesse v, parallelement a l'axe (0,z), dans le dispositif de déflexion composé de deux
paires de plaques paralleles. Les deux plaques P; et P, sont horizontales et sont sou-
mises a une différence de potentiel Uy = Vp; — Vp, et les deux plaques Q; et O, sont
verticales et soumises a une différence de potentiel Ux = Vy, — V.

Les électrons, apres passage dans ce systéme de déflexion, poursuivent leur trajec-
toire jusqu’a frapper un écran fluorescent sur lequel le point d’impact est matérialisé
par un spot lumineux.

Les plaques P, et P, d'une part, et les plaques Q; et O, d’autre part, sont symétriques
par rapport a I’axe Oz. I écartement entre les paires de plaques est le méme et noté
L,. Les longueurs des plaques parallelement a I’axe O,z sont identiques et égales a la
longueur L,.

Le mouvement des électrons dans le systeme de déflexion sera étudié dans le repere
(O1xyz), associe a la base orthonormee cartésienne ( ey, ¢,, ).

Remarque : on admet que le champ électrique est nul a I’extérieur du volume délimité
par les plaques et que le champ électrique produit par chaque paire de plaques est uni-
forme et perpendiculaire aux plaques qui le produisent.

Le dispositif est enfermé dans une ampoule scellée, dans laquelle régne un vide
poussé.
On néglige le poids des électrons dans cette partie.
Soit K, le centre du systeme de déflexion. Le point K appartient ainsi a I’axe Oz et est

/s . L .
situé a la distance 72 du point 0.
Soit D, la distance entre le centre K du systeme de déflexion et le point O, qui corres-

pond au centre de I’écran fluorescent.
Les points et les distances définis dans cette partie sont représentés sur les figures 1 et 2.

5> On établit entre les plaques horizontales P, et P, une différence de potentiel
Uy = Vp; — Vp, constante et positive, et on applique une différence de potentielle nulle
entre les plaques Q) et Q,.
Quel est I'effet de la différence de potentiel Uy sur le mouvement des électrons ?
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Etablir I’expression vectorielle de la force ? qui agit sur un électron situé entre les
plaques P, et P, en fonction de ¢, L, Uy et d’un vecteur unitaire que 1’on précisera.

6> Par application du principe fondamental de la dynamique, établir 1’expres-
sion vectorielle de ’accélération @ d’un électron dans le repere (O;xyz) en fonction de
m,, e, L1, Uy et d’un vecteur unitaire que 1’on précisera.

7> En projetant la relation vectorielle précédente, déterminer les équations diffé-
rentielles vérifiées par les coordonnées d’un électron .
En déduire , par intégration, les équations horaires relatives au mouvement d’un élec-
tron dans le repere (O;xyz).
Montrer que I’équation cartésienne de la trajectoire d’un électron dans le repere (O;xyz)

a pour expression :
€Uy

v= 2L ym,v?

8> Trajectoire d’un électron

8.1> Déterminer les coordonnées Xy et Yz d’'un électron lorsqu’il sort du systeme
de déflexion, c’est -a-dire, lorsque son abscisse z est égale a L, dans le repere (O;xyz).

8.2> Calculer la pente p de la tangente a la courbe, a la sortie du systeme de
déflexion.

8.3> Justifier le fait qu’apres étre sorti du systéme de déflexion, la trajectoire
d’un électron est une droite.

8.4> Sachant que la trajectoire d’un électron entre la sortie du systeme de dé-
flexion et 1’écran fluorescent est une droite de pente p passant le point E, déterminer
I’équation de cette droite.

8.5> Montrer que les coordonnées du point d’impact S (spot) des électrons sur
I’écran sont données par les expressions :

eDLz U Y

X;=0 et Ys =
S Lym.?

8.6> Quel type de relation mathématique a-t-on entre Y5 et Uy Commenter ce
résultat.

[ Correction ]

Premiere partie :Création et accélération d’un faisceau d’électrons

1> Le champ—E> entre la cathode et 1’anode :

—_
F

1)

U = Uxc

20 juin 2018 Page -51- elfilalisaid@yahoo.fr



PCSI-LYDEX 3.2. APPLICATIONS

é
On a U = Uy > 0 et puisque le champ FE se dirige toujours vers les potentiels décroissant
ﬁ
alors E se dirige de A — C c’est a dire

U
E=E2=FE=--22
d
2> La force
U
7:q_E)=>7>:—e_E)=e%Z
3> linfluence du poids :
AN
» P=mg ——> P=9,1x107°N
U AN
> f=e 2C > f=1,6100°N

On conclut que le poids est négligeable puisque % ~ 105
4> L'expression de la vitesse v,
é
D’apres le TEC on a :AE. = W(f) donc

1 2 ZeUAC AN
—myv, = eUpc = v, = 1/ >
2 m,

Deuxieéme partie : Dispositif de déflexion du faisceau d’électrons

v, =1,87%x10"ms™!

5> Comme U, > 0 alors l'effet de cette différence de potentiel est la déviation du
faisceau dans le plan (yOz).
La force exercée

- U _,
fy= eL—1 @;
6> La R.ED donne :
- N el, _,

7> L'équation de la trajectoire :
» Les composantes de l'accélération et de la vitesse :

a,=0 V,=0
BN eU, - eU,
a = = — = V = V = —1
U le Y le
a, = V.=v,
» les composantes du vecteur position :
x=0
— eU, 5
OM=|y= t
Zle
zZ = 0,t
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» En éliminant le temps entre y et z on obtient

eU,

2

z
2

mL,v;

C’est 1’équation d’une parabole

8> Trajectoire de 1’électron :
8.1> A la sortie au point E on a : zx = L, donc

Xg=0
OF = | vp= 212
T 2mL2 2
Zp =L,

8.2> La pente p de la tangente au point E :

_ @ €UyL2

= fr— =
dzE P Lymv?

p

8.3> Le poids est négligeable ainsi E = T)) donc la résultante de force est nulle
ce qui donne (principe d’inertie) que la vitesse est constante T)/ = cte

8.4> On pose y = pz + y, I’équation de la tangente au point E.
Puisque E appartient a cette droite alors yz = pzg + y, donc

eU,L3
o = 2L1mv§
ce qui donne
y= S(z—=5)
levo 2
8.5> Les coordonnées du point S.
L
Au point Sonazg =D+ ?2 donc
XS =0
eU,L,D

— _
0,5 = Ys = mLv?

o

L,
ZS =D+ —
2

9> Puisque Y5 = aU, les deux grandeurs sont proportionnelles donc par étalon-

. N . 1 ,
nage si on mesure Ys on peut remonter a la valeur U,. Si on pose S, = —; §, represente
04

la sensibilité verticale de 1’oscilloscope.
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3.2.2 Mouvement dans un champ magnétostatique uniforme dans
le vide.

D’aprées concours centrale TSI 2010

On s’interesse a 1’étude du confinement d'un électron [de masse (m) et de charge (—e)]
dans une petite région de 1’espace a I’aide d’un champ électromagnétique. L'électron se
déplace dans le référentiel R(Oxyz) , supposé galiléen; on appelle respectivement e, ?;
, e les vecteurs unitaires des axes Ox,Oy et Oz .

L'électron, se déplacant dans le vide, est soumis a I’action d’'un champ magnétique uni-

forme et permanent (indépendant du temps). Le champ magnétique B est colinéaire a
0z :B = B2(B > 0) . On pose w, = —
m

A Yinstant initial, I’électron se trouve en O avec la vitesse E)) = Uy Z)C + v, Z (v, €t v,
désignent des constantes positives).
1> Déterminer la coordonnée z(¢) de 1’électron a l'instant ¢ .
2> On étudie la projection du mouvement de 1’électron dans le plan Oxy.
2.1> Déterminer les composantes v, et v, de la vitesse de I’électron en fonction
de v,,,w. et du temps ¢.
2.2> En déduire les coordonnées x(f) et y(¢r) de 1’électron a 'instant ¢.
2.3> Montrer que la projection de la trajectoire de 1'électron dans le plan est
un cercle I' de centre H et de rayon ry . Déterminer les coordonnées xy et yy de H , le
rayon ry et la fréquence de révolution f. de 1’électron sur ce cercle en fonction de v,,
et w.. Tracer, avec soin, le cercle I dans le plan Oxy . Préciser en particulier le sens de
parcours de 1’électron sur I".
3> Application numérique : calculer la fréquence f, pour B=1,0T.
4> Tracer l'allure de la trajectoire de 1’électron dans 1’espace. L'électron est-il
confiné au voisinage de O?

[ Correction ]

1> La coordonnée z(¢) de 1’électron a l'instant ¢ :
Par application de la R.E.D qu’on projette sur e, on obtient :

d*z

H’LEI—E(?/\BZ).Z:O

par conséquent

|zm:%J|

2> Le mouvement de 1’électron dans le plan Oxy :
2.1> Les composantes v, et v, de la vitesse de 1’électron :
Projetons la R.ED :

X+wy=0 (E1)
md =—eVAB=|j-wx=0 (E2)
2=0

L'equation (E1) s’écrit V, + w.V, = 0 ainsi (E2) s’écrit V, — w.V, = 0 Ce qui donne

Vit wlVe=0 (E']) ; V,+wlV, =0 (E'2)
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2.2> Les coordonnées x(¢) et y(r) de I’électron a l'instant 7 :
(E’2) on obtient :

» par intégration des équations (E’'1) et

V.=V, cosw,.t ;

V, = Voxsinw .t

» par intégration on obtient

y:

ox

(1 — cos w,1)

c

2.3>
puisque

La projection de la trajectoire de l’électron dans le plan est un cercle

VOX
Xy == = (

c

VOX

c

)2

» Les coordonnées de H :(xy = 0,yy =

V())C

)

c

ox

» Le rayon ry =

c
» La fréquence de révolution f, de 1’électron :

fe

2

We

» Le tracé du cercle I' dans le plan Oxy et le sens de parcours de 1'électron sur I .

y

3> Application numérique :

o AN

Je

We

———> f.=280x10""Hz

4> L'allure de la trajectoire de 1’électron dans 1’espace :
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L’électron n’est pas confiné au voisinage de O puisque z(¢) diverge.

3.2.3 Mouvement d’un proton dans un cyclotron

D’apres CONCOURS COMMUN 2010
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Un cyclotron est un accélérateur de particules qui utilise I’action combinée d’un champ
électrique E et d’un champ magnétique B afin d’accélérer des particules chargées.
Dans le cadre du traitement de certains cancers craniens et oculaires, notamment chez
les enfants, la radiothérapie classique est avantageusement remplacée par la protonthé-
rapie (envoi de protons rapides sur les cellules cancéreuses en vue de les détruire) qui
minimise les dégats occasionnés aux tissus biologiques entourant la tumeur. Les protons
a envoyer dans la tumeur sont accélérés a I’aide d’un cyclotron. En France, il existe deux
principaux centres utilisant cette technique : Nice (protons de 65 MeV) et Orsay (protons
de 200 MeV). On va ici s’intéresser au principe d’'un cyclotron qui pourrait étre utilisé
dans ce cadre.

Le cyclotron est constitué de deux demi-cylindres horizontaux de rayon R tres légere-
ment écartés et creux, les « Dees », au sein desquels regne un champ magnétique B
uniforme et constant d’intensité B = 1,67 T. A l'intérieur des Dees, il régne un vide
poussé. Entre ces deux Dees une tension haute fréquence de valeur maximale U = 100
kV crée un champ E perpendiculaire aux faces en regard des Dees.
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—

Electroatmant

(énérateur
haute tension
alternative

Des protons de masse mp = 1,67 x 1072’ kg et de charge ¢ = 1,60 x 107!° C, animés d’une
vitesse horizontale négligeable,sont injectés au point A, de ’espace séparant les deux
Dees. (Voir Annexe) .

On rappelle I’expression de la force de Lorentz F'; que subit une particule de charge ¢,
animée d’une vitesse U lorsqu’elle est placée dans une zone ou régne un champ électro-

Ve . é é
magnétique (£, B) :
- - - =
F=qgFE+quv AB
Dans toute la suite, la force de Lorentz sera la seule force prise en compte.
A/ Etude du mouvement dans les Dees

1> Montrer que le mouvement du proton dans un Dee est uniforme.

2> Représenter sur document annexe les vecteurs champ magnétique dans cha-
cun des Dees, les vecteurs vitesse et force de Lorentz aux points M, et M,.

3> Par application de la relation fondamentale de la dynamique, établir le systéeme

d’équations différentielles couplées auxquelles satisfont les composantes V, et V, de son

eB
vecteur vitesse 7 (¢). On introduira la pulsation cyclotron w, = —.

m
4> Montrer que la trajectoire du proton dans le Dee 1 est un cercle de rayon
%

R] = —1
wc B

On admet que ce résultat se généralise et que la trajectoire lors de la n'°™° traversée

d’un Dee sera circulaire uniforme de rayon R, = —

5> Exprimer, en fonction de R, la distance cLi parcourue dans un Dee lors du ni®™®
demi-tour.

6> Montrer que la durée Ar de parcours de la trajectoire dans un Dee est indépen-
dante de la vitesse du proton et donner son expression en fonction de m, e et B.

B/ Etude du mouvement entre les Dees

Entre les Dees, qui sont tres faiblement écartés, le proton décrit une trajectoire recti-
ligne et est accéléré.
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7> Préciser la direction et le sens que doit avoir le champ électrique E entre les
Dees quand le proton décrit A, A, puis BC. Dans chaque cas, quel doit étre le signe de la
tension u (définie dans I’annexe) pour que les protons soient toujours accéléres quand ils
passent entre les Dees ?

8> Le schéma de I’annexe fournit le graphe de la tension u(#). Noter sur ce graphe :
- le moment ou le proton passe de A, a A, puis lorsquAfil passe de Ba C;
- la durée 6t de parcours de la trajectoire dans chacun des Dees.

9> Donner la relation entre la période T de la tension u(?) et la durée Ar; en déduire
I’expression de la fréquence f de u(f) en fonction de m, e et B.

C s B
x
O /TM, =
M, | Vi
24
|
\ Ag il A v

u(t) Yy

Correctiom

A/ Etude du mouvement dans les Dees

1> Montrons que le mouvement du proton dans un Dee est uniforme.
- = - = - =
dansunDeeona: E=0 = F=F,=qVAB
— —
Et comme & (F,,) = 0 = &, = cte et par conséquent ||V| =V = cte
D’ou le mouvement de la particule se fait a vitesse constante donc le mouvement est
uniforme dans le Dee.

2> Représentation des vecteurs :
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y

3> Le systéme d’équations différentielles couplées :
On applique la R.E.D dans R galiléen on obtient :

dv,
m o= qBV,
md =Fn=qVAB= AT —gBV,
t
m Va_
dr
eB .
En posant w. = — (q=e) on obtient :
m
dv, dv,
-w:V, =00 , — +w V=002
ar M a ¢ @)
4> La trajectoire du proton :
Par intégration :
(2) = V, = —w.x + cte Avec les C.I cte = 0 donc
V,=-w.x (3)

Les équations (1) et (3) donnent

X+ w?x =0 = x(t) = acos(w,.t) + bsin(w.t)

1%
LesC.Ix(t:O):Oeth(t:O):V1donnea:Oetb:w—l

Il en résulte que

\%
x(2) = Ry sin(w,?) avec R = —
We

L'intégration de 1’équation (3) avec y(r = 0) = R; donne

| y(t) =R cos(w.t) |
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Il en résulte que

Py =R

D’ou la trajectoire est circulaire de rayon R;.
5> La distance parcourue

Va
d=nR, = d=n—
We

6> La durée At :

JT
Comme At = §T = At = i(a)_c) alors

mwm

At = —
eB

At ne dépend pas de la vitesse V, ( mouvement uniforme).
B/ Etude du mouvement entre les Dees .
7> La direction et le sens que doit avoir le champ électrique E :

i -
A, ¢ ¢ 1 v,
A —
u(t)

Puisque la charge est positive donc pour qu’elle s’accélere il faut que :
e Entre A, etA; E = E2 = u(r) > 0.
o EntreBetC; E =-Ee, = u(t) <0.
8> Les moments ou le proton passe de :

At = 0) —> A(S1) —> B(St + At) — C(26t + Af)

9> La relation entre la période T de la tension u(¢) et la durée At :

T . . . ,
Comme : 5= ot + At et puisque les Dees sont tres faiblement ecartés alors ot < Ar donc

2
T=2A=T=""
eB
L'expression de la fréquence f de u(¢) :
1 eB
f= T f= 2tm
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3.2.4 Rayonnement d’une particule chargée

D’apres CCP PC SESSION 2014

On suppose que la vitesse des particules chargées est tres inférieure a la vitesse de la
lumiere dans le vide, ce qui revient a négliger toute correction relativiste. Les effets de
la gravitation seront négligés.
Données

e La charge électrique élémentaire vaut e=1,60 x 107 C.

e La vitesse de la lumiére dans le vide vaut ¢ = 3,0 x 103 ms™'.

e La perméabilité et la permittivité du vide : y, = 47.10"Hm ! et g, =

Fm!.
) ) o 36710°
A/ Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme

1> On considére un référentiel R galiléen muni d’un repére cartésien (O, e, ¢,, €).
Une particule chargée de charge ¢ positive et de masse m pénetre avec un vecteur vi-
tesse T)/O =V, e, au point O de coordonnées (0,0,0) dans une région de l’espace ou régne
un champ magnétique uniforme 73) =Be perpendiculaire a 70 (Figure 1). Montrer que
cette cette particule décrit , a vitesse constante, une trajectoire plane et circulaire de

mV, . . s
rayon R = —Bf . Pour cela , vous pourrez, notamment , introduire la quantité complexe

q
u(t) = x(2) + jy(o).

¥, —
0
----- P - f——
ol -, ex

®e, ©F

Figure 1 : trajectoire d'une particule de charge ¢ positive dans
une région de 1'espace ou régne un champ magnétique uniforme

2> pour séparer les deux isotopes naturels de 1'Uranium 238 et I’Uranium 235,
il avait été envisagé d’utiliser un spectrographe de masse. Cet appareil comporte trois
parties, représentées en figure 2, ou regne un vide poussé. les atomes d’uranium sont
ionisés dans une chambre d’ionisation en ion U* ( de charge électrique g(U") = ¢) d’ou
ils sortent par la fente F| avec une vitesse négligeable. Ces ions sont accélérés par un
champ électrostatique uniforme imposé par une tension W = V,, - V,, entre deux plaques
P, et P,. Enfin, les ions pénetrent dans une chambre de déviation ou réegne un champ
magnétique 73> ( B=0,1 T) perpendiculaire au plan de la figure. Ils décrivent alors deux
trajectoires circulaires de rayon R, et R, et parviennent dans deux collecteurs C; et C,.
Calculer la tension W pour que la distance entre les collecteurs soit égale a d= 2 cm.
Les masses de l'uranium 235 et de 'uranium 238 sont msy= 235 u.m.a et msy= 238
u.m.a.
Une unité de masse atomique (u.m.a) vaut : 1 um.a ~ 1,66 x 1077 kg.
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Chambre

FJ_
._______’--——:-—‘ -
d’ionisation Lr T Ty
P1| P,
w

Rayon R,
Rayon R,

Figure 2 : schéma de principe du spectrographe de masse

B/ Le cyclotron

Le cyclotron est formé de deux demi-cylindres conducteurs creux D; et D, dénommées
dees et séparés par u intervalle étroit. Un champ magnétique B (B=0,1 T) regne a l'in-
térieur des dees, sa direction est parallele a I’axe de ces demi-cylindres. Un champ élec-
trostatique variable E peut étre établi dans l'intervalle étroit qui sépare les dees en
appliquant entre les dees une tension alternative sinusoidale u(r) qui atteint sa valeur
maximale U,, = 10° V lorsque le proton traverse cet espace. les protons de masse m, =
1,67 x 107*" kg et de charge g, = ¢, sont injectés au centre du cyclotron avec une énergie
cinétique négligeable. Dans chaque dee, ils décrivent des trajectoires demi-circulaires

de rayon croissant. Le rayon de la trajectoire des protons a la sortie du cyclotron est R,=
50 cm.

.
3| @

o
-+

~
v __—L—__

dee Dy dee D2

w(t)=U, -si(2-w-f-1)

Figure 3 : schéma de prineipe du cyclotron

3> Donner l'expression littérale de la durée T/, mise par un proton pour effectuer
un demi-tour en fonction de m,, e et B. Qu’en déduisez-vous ?

4> Justifier le choix d’une tension u(f) alternative sinusoidale.

5> En déduire 1’expression, puis la valeur de la fréquence f de la tension alter-
native sinusoidale u(f) = U, sin(2nft) pour que les protons subissent une accélération
maximale a chaque traversée . On néglige le temps de parcours d’un dee a l’autre.

6> Déterminer I’expression, puis la valeur de 1'énergie cinétique Ecs des protons
a la sortie du cyclotron.

7 déterminer l’expression du nombre de tours N effectués par les protons dans
le cyclotron jusqu’a leur sortie en fonction de : e, R, B,m, et U,. Effectuer l'application
numérique.
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8> Puissance rayonnée.
Pour une particule non relativiste, toute particule chargée de charge ¢ et d’accélération
Hod
c

a*. On rappelle

a rayonne une puissance P,, donnée par la formule de Larmor : P, =

que c est la vitesse de la lumiere dans le vide.

8.1> Montrer qu'une particule chargée de charge ¢, de vitesse v, qui décrit une
trajectoire circulaire de rayon R, rayonne une puissance P,, de la forme : P, = av*. Expri-
mer le ccefficient a en fonction de ¢, c, u, et R.

8.2> Calculer I'énergie rayonnée par le proton dans le cyclotron lors de sa der-
niere trajectoire demi-circulaire de rayon R; = 50 cm. Conclure.

[ Correction ]

A/ Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme

1> Montrons que la trajectoire est plane et circulaire :

R.E.D donne :
i-wiy=0 (D
nid =Fo=qVAB— | itwk=0 @
dav, ~ 0 3)
dr

» L'équation (3) vu les C.I : z(f) = 0 donc le mouvement est plan.
» (1)+j(2) donne
it — jw: =0
C’est I’équation différentielle vérifiée par la variable complexe u.
Par intégration on obtient
it — jw.u = cte
Vules C.I: cte =YV, donc
- jou=1YV,

La solution de cette équation différentielle est

. vV,
u(t) = ae’" + j—

v, ,
Les C.I: (u(t=0)=x(t=0) + jy(t = 0) = 0) donnent a = —j— et par consequent :
w

c

x(t) = R(u) = x(¢) = Y sin w .t ; y(t) = J(u) = y@t) = E(1 — COS W)

c a)C

%
Donc la trajectoire est un cercle de rayon R = — et de centre O(0,R) puisque
W,

CH+y-R =R

vV, mV,
avec R= — =
w. ¢gB

2> Puisque le rayon de la trajectoire augmente lorsque la masse augmente alors;
ona:

d = 2(R2 —R1
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Avec R, = R(U(238)) et R, = R(U(235)) donc

my Vo, _m Vo )

d:2( q:B qB

Et puisque ¢, = ¢, = e et d’apres le T.E.C (théoreme de 1’énergie cinétique ) entre F,; et
F, ( phase d’accélération ) on a :

myVy, =2eW (et) mV, =2eW

N.B : la vitesse dépend de la masse dans la phase d’accélération.
Il en résulte que

eB2d? AN

" 8(ym; — ym)?

w W =5065V

B/ Le cyclotron

3> L'expression littérale de la durée T}, :

2r eB
Ona: 7, =— comme w, = — donc
w m

c

o Ty, est proportionnelle a la masse.
e T, est indépendante de la vitesse.

4> Justification du choix d’une tension u(f) alternative sinusoidale :
Pour accélérer le proton a chaque fois qu’il traverse I’espace entre les deux Dee , il faut
que le champ 7_'?) change de sens donc la tension doit étre alternative périodique.
Grace au théoréme de Fourier alors le choix d’une tension alternative sinusoidale .
5> L'expression de la fréquence f de la tension alternative sinusoidale :
Le temps de parcours d’un dee a ’autre est négligeable donc :

_ eB
"~ dam

1
T:2T1/2:>f:?

6> L'expression de la valeur de 1’énergie cinétique Ecg des protons a la sortie du
cyclotron.

1
Ona: &(s) = EmpV2 et comme V = Rw, alors
1 2
(goc(s) = Emp(Rsa)c)

eB
Sachant que w, = — alors
mp
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1 (R,eB)? AN

68) = 5

E(s)=1,916 %1074 J

Y

mp

7> L'expression du nombre de tours N effectués par les protons dans le cyclotron
jusqu’a leur sortie.

Par application du T.E.C on a :
,  2eU

[ ] 1 =

2eU 2eU
e Vi= V2+€7:> (e_)

2eU
Donc : V2 = n(—) avec n le nombre de passage du proton entre les deux Dees.
m

, n
Comme le nombre de tours N represente 3 alors

R%eB? AN
N = L) > N = O, 5
4m,U,,

8> Puissance rayonnée.

8.1> La puissance P, rayonnée :
Y 2 VZ
Ona:P,:'ue ——ﬁcequi
mC R

permet d’écrire

_ o€
"~ 67mcR?

(4 V 02
P, uq(_ _ p = Hee

6rnc R - 6mcR?

V4 donc a

8.2> L'énergie rayonnée par le proton dans le cyclotron lors de sa derniere tra-
jectoire :

T
Ona:E, = Pra donc

' D

M€ 4 o€ . -26
6BcR? = 3cBmR2“ £(5) J
E =210 = E, < &.(s)
Ee($)

L'énergie rayonnée est trés négligeable devant 1’énergie cinétique

3.2.5 Mouvement dans un champ électromagnétique uniforme dans
le vide.

Une particule électrique ponctuelle M de masse m et portant une charge g > 0 mobile
dans une région d’espace ou regne un champ :
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o Electrique uniforme E = E2,, E >0
e Magnétique uniforme B = Be, B>0
La charge est émise sans vitesse initiale au point O a r = 0.
1> Vérifier que le poids est négligeable. Pour cela comparer la norme du poids
d’un électron de masse m, = 9,11.1073! kg et de charge e = —6,11.107° C et la force de
Coulomb. On donne g = 10 m.s™% et E = 10 V.m™!
2>
2.1> Par application de la RFD trouver un systeme de trois équations différen-
tielles scalaires vérifiées par x,y et z.

B
2.2> Résoudre ce systéme et en déduire x(1), y(¢) et z(f) on posera : w = i
m

2.3> Représenter la trajectoire .
2.4> En déduire le rayon de courbure en fonction des données.
3> On suppose maintenant que la particule possede une vitesse initiale : 70 =

Vv, e;.

3.1> Retrouver :x(1), y(?) .

3.2> Pour quelle valeur particuliere v,. de v, , la charge décrit un mouvement
rectiligne confondu avec Ox. Exprimer v,. en fonction de E et B.

3.3> Que peut-on dire dans ce cas sur la force exercée sur la charge.

3.4> Représenter la trajectoire de la particule dans le cas ou v, = 20v,..

[ Correction ]
1>
o mx = qyB (D
1.1> md =q(E + V; A B) = { mij = g(E — xB) (2)
mz =0 (3)

1.2> Par intégration on trouve :

x = —(wt — sin wr)
Bw

= h
= —(1 —cos
Y Bw «

z=0 mouvement plan |

E
1.3> Representation graphique (on prend Bo - 1)
w

2R X
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1.4> Le rayon de courbure est

4F . wt

Pe = El sm(;)l

E . Vo .
x = —(wt — sinwt) + = sin(wt)
Bw w

E 1
Y= (= —0,)—(1 —coswr)
B w

Le mouvement est rectiligne confondu avec ox :Yt =

UUC -

E
B

la force magnétique compense la force électrique

Representation graphique avec v = 2v,,

x = —(wt + sin wr)

On rappelle que dans ce cas , on a : B

y= —B—(l — COS wr)
w

27R
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Lorsque la vitesse de la particule chargée n’est plus négligeable devant la célérité
de la lumiére alors la mécanique relativiste montre que :
» I’énergie cinétique de la particule chargée s’écrit :

.= (y = hme?

» la quantité de mouvement :

( facteur de Lorentz) et 8 = ¢
c

Avecy =

1
VP

3.3 Mouvement d’une particule chargée dans un métal

3.3.1 Modele de DRUDE

On rappelle que les électrons dans un atome se répartissent en :

e des électrons du cceur fortement liés au noyau.
e des électrons de valence libre a se déplacer dans un métal ( nommés les électrons
de conduction)

Hypothéses de Drude:

» Le noyau de ’atome ainsi les électrons du coeur sont fixes dans le référentiel 1ié au
conducteur.

» Les électrons de conduction (formant un gaz d’électrons) se déplacent librement
dans le conducteur d’une facon isotrope.

» Les collisions des électrons de conduction avec les ions sont instantanées, par
contre les électrons de conduction sont indépendants.
Soit 7 la durée moyenne entre deux collisions consécutives d’un porteur de charge.

Entre l'instant ¢ et 7 + dt la probabilité pour qu’une particule entre en collision est ﬂ

7 est dit temps de collision ou temps de relaxation. !
Soientﬁ = m,vi la quantité de mouvement de la particule i et

N

7= 7

=1

1

la quantité de mouvement totale; donc

1
N 4

1
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La quantité de mouvement moyenne d’une particule.
Sachant que :

dt dt
Pt +dt) = ;ﬁi(x) +(1- ;)ﬁi(x)

é
Et comme apres collision le champs des vitesses est isotropes alors m = 0 ( apres
collision le champ des vitesses est isotrope).
Il en résulte que

dt Dot +dt) = pat) = D
lTr)n(t+dt)_P—r>n(t):—?[7,)n(l):>p( di P ():f:_PT

La force de collision des électrons de conduction dans un conducteur est de type

frottement visqueux
m—

T

3.3.2 Vecteur densité de courant électrique. Loi d’Ohm locale

Considérons un conducteur AB traversé par un courant continu / du a une différence
de potentielle U =V, — Vg >0

On applique la relation fondamentale de la dynamique sur un porteur de charge de masse
m et de charge ¢ dans un référentiel lié au conducteur supposé galiléen :

ﬁ
- mv dv
R — =m —
7 di
m—-
Avec —V la force de collision.
T
Ce qui donne
av 1 qg—
—+-V==F
dt 1 m
La solution de cette équation différentielle est
t
T)/(t) = 1—4> exp—— + ﬂf
T m
s e I . - qr—
Supposons qu'atr=0ona V = 0 ce qui donne A = ——E.
m

Il en résulte que

- 4= t
V= 2E(l - exp(-2))
A T

Représentons la norme de la vitesse

20 juin 2018 Page -69- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 3.3. MOUVEMENT D’UNE PARTICULE CHARGEE DANS UN METAL

V(m/s)

4 Régime transitoire Régime permanent

En régime permanent on a :

H
V =

F
m

Soit une distribution de charges (D) telle que Q la charge totale et V le volume occupé.

P(dq,dV)

Distribution de charge(Q, V)

Soit P un point du domaine D délimité par le volume élémentaire dV et contenant la
charge élémentaire dg On définit la densité volumique volumique de charge au point P
par

_dQ _dNg) _
Pa= v = "av

dN . . . . . . "y
Avec n = — la densité particulaire de particulaire ( nombre de particules par unite de

volume) et N le nombre de particules de charges dans le volume V.
On appelle vecteur densité de courant le vecteur
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Ce qui donne

PR __ T TR
m
On pose
2
o=y= ' i1 (S.m™h
m

conductivité du conducteur

1
pr=— (Q.m)
o

résistivité du conducteur

Il en résulte que en régime permanent

- —
J=0F

C’est la loi d’Ohm locale

Tableau des valeurs:
Métal Ag | Cu | Au | Zn Fe | Pb | Ti | Hg

o(MS.m™") | 62,1|58,5|44,2|16,6 | 10,1 4,7 2,4 1,1
Quelle est I’ordre de grandeur de t pour le cuivre.

e On suppose que chaque atome contribue par un seul électron.
M(Cu)=63 x 10> kg mol~!.

p(Cu)= 8,92 x 10° kg m™3.

La constante d’Avogadro : Ny = 6,02 x 10> mol™!

Correctiom

_ omM(Cu) AN

_ _ -14
= Zo(CON, > 7=2,5%x10""s

3.3.3 Résistance électrique d’un conducteur cylindrique

On rappelle que pour un conducteur cylindrique de section S et de longueur L on a la
résistance R vaut

e, L_1L
—presS _O'S

Plus de détail voir cours électromagnétisme
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3.4 Force de Laplace

La force de Laplace est la force magnétique qui s’exerce sur un conducteur traversé
7 . y N by sy 4
par un courant dans une région de 1’espace ou regne un champ magnétique B.

V(M)

=l

Conducteur

L'élément de volume dr d’un conducteur subit la force élémentaire de Lorentz :

d? - = - - o
—=jAB=dF=dCAB
=

La densité volumique des forces de Laplace

| dC =

L

Elément de courant

—_
sdS = 1d¢

— —
1. Cas d’un circuit filiforme traversé par un courant permanent : dC = Idf

Section du conducteur

Ce qui donne

— -
dF = f Idt A B
circuit

Donc pour un conducteur fermé, parcouru par un courant permanent I, la force de
Laplace s’écrit

- - 2
F=1 96‘ dt AN B
circuit
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2. Si ce circuit est parcouru par un courant permanent I et plongé dans un champ
magnétique 73) alors chaque élément de circuit c?é = dm)’, situé autour de P, subit
une force de Laplace : d? = Ic?t)’ /\75’>.

Le moment par rapport a un point A quelconque de la force de Laplace sur l'en-
semble du circuit est alors

— —> — —> - — - 2
///Azsg AP/\dF:SE AP/\(j/\B)degg AP A (Id A B)
circuit circuit

circuit

Application 1 :

Force de Laplace appliquées a une tige

Une tige OA est parcourue par un courant d’intensité I; elle

baigne dans un champ magnétique uniforme 79)0 qui lui est (0]
orthogonal (voir figure ci-contre)

1. Déterminer la résultante des forces de Laplace appliquée I
sur la tige.

2. Calculer le moment en O de ces forces. A

Correction

o

H
dF
A

. o . — A = =
1. Puisque le circuit est filiforme alors dF = fo ldt N B.

é
Sachant que I est permanent et B, uniforme alors

— —
F =I10A A B,

. S —_
2. On a pour tout point M € [O,A] tel que OM =r u :

d#, = OM A (IdOM N B,)
On rappelle que
IARA3)=2(1.3)-3(1.2)
— —_— — — > —
Donc : d.#, =1dOM(OM.B,) — IB,(OM.dOM)
Puisque OM et B, sont perpendiculaires alors OM.B, =0
ainsi

1
OM.dOM = d(§OM2 + cte)
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Ce qui donne que

1
A, = —EI(OA)273>0

i Modele de Drude
d’apres CONCOURS G2E SESSION 2012

Le modéle de Drude (du nom du physicien Paul Drude) est une adaptation effec-
tuée en 1900 de la théorie cinétique des gaz aux €lectrons des métaux (décou-
vertes 3 ans plus tot, en 1897 par J.J. Thomson).

Bien que se fondant sur des hypotheses démenties depuis (description purement
classique du mouvement des électrons), le modele permet de rendre compte de
plusieurs propriétés des métaux, notamment de leur conductivité électrique et
thermique.

Les électrons libres du métal qui contribuent a la conduction sont uniformément
répartis et sont animés d’un mouvement d’ensemble par des champs électriques
ou magnétiques et freinés dans ce mouvement par des collisions.

On donne pour les électrons :

- masse : m =9 x 1073 kg.

- charge : —e avece = 1,6 x 107 C.

- densité volumique : n en électrons par m’.

Les électrons sont ici soumis a I’action d’un champ électrique uniforme E = E P
et a u%e force de frottement traduisant les chocs dans Ie reseau cristallin
f = - U ou T est la durée moyenne entre deux chocs et U = v e, la vitesse

d’un électron dans le référentiel lié au métal, suppose galiléen et rapporté au
repére cartésien (O, e,).

1> En appliquant la relation fondamentale de la dynamique a un électron, mon-
trer que la vitesse de 1I'électron tend, en regime permanent, vers une constante
notée 7., que I’on précisera.

2 > En déduire le vecteur densité volumique de courant_f = j e, en fonction

- e ey 7 7 . z 77 .
de e,n,m,7 et E, et montrer que la conductivité électrique du métal s’écrit alors :

nre
g=—.

3> nie métal considéré est du cuivre de masse volumique u = 8900 kg.m* et de
masse molaire M = 63,54 gmol~'. Chaque atome de cuivre libére un électron de
conduction.

On donne : 7 = 2,5 x 107'%s et le nombre d’Avogadro N, = 6,02 x 103.
Calculer la valeur de la conductivité o du cuivre.

4 > Exprimer, en régime permanent, la puissance par unite de volume de la
force électrique, ainsi que celle de la force de frottement, et comparer ces deux
puissances.

5 > Exprimer cette puissance volumique dissipée en fonction de o et E.

6 > On considére un conducteur cylindrique de section droite S et de longueur
L, parcouru par un courant d’intensité I circulant le long de I’axe du cylindre.

6.1> Exprimer j et E en fonction de I, S et o.
6.2> Exprimer la puissance dissipée dans ce conducteur par effet Joule et en
déduire I’expression de la résistance R du conducteur cylindrique en fonction de
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[ Correction

1 > Dans R galiléen et puisque le poids est négligeable alors :

dv e
77)+7 Mmed = me— _—ef—ﬁV
dt T
Par projection suivant ’axe Ox , on obtient :
v 1
—+-V= _‘E
dt 7 m,

- dVe .
En régime permanent V — V,, = cte = —— = 0 ce qui donne

dt
- eT—
Ve=——
n,
2 > Le vecteur densité de courant :
Sachant que p = —ne alors
2
— - -  neT—
J=pV=]= E
me
Par conséquent la conductivité :
ne*tr
g =
me

3 > La valeur numérique de la conductivité du cuivre :
N N m(Cu) N
Comme:n=—et—=——--=n=— =u(Cu

i alors :
V4 M(Cu % M(Cu) '

_pCu Mt AN

> =6x10°Sm™
m,M(Cn) 7 m

4 > La puissance par unite de volume de :
» la force électrique :

— = — -
Ona:d? .=dF.V et comme dF, = dqE et dq = pdt = dq = —nedr alors :

dz, - =

=-neE.V

dr

or.v=-5F

n.
Il en résulte que :

dz nezrfz

dr m,
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» la force dfgfgpttennent:
Ona:d? ;=(f.VdN et comme dN = ndr alors

dZ ne*t—,
= - E
dr m,
On remarque que
dZ , ___déZJ
dr dr

En régime permanent la puissance dissipée par effet Joule est
compensée par la force électrique

5> Ona:

d? ; _nezTE)2 _ dZ ; —

dr m, dr

6>

1
&lbCbmmeI:jS=zj:§wﬁpMamej:aEabm

o 117
oS
d& d> 1P
6.2 On a: J:—G-E‘)Z:—]:___
, T dr o S2
par intégration, on obtient :
1Ly, 2
P =3P =-RF <0
donc
1L
R=——
oS

20 juin 2018 Page -76- elfilalisaid@yahoo.fr



CHAPITRE 4

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE

4.1 Le moment cinétique ,moment d’une force

4.1.1 Définition du moment cinétique

e On appelle moment cinétique d’un point matériel M de masse m animé de la
%
vitesse V(M/R ) par rapport a un référentiel R , en un point A, le vecteur :

FAM/R) = LoAM/R) = AM AmV(M/R)  (kg.m*/s)

N.B Le moment cinétique est un vecteur lié.

4.1.2 Propriété du moment cinétique

Soit R un référentiel , A et B deux points quelconques et M un point matériel de
ﬁ
masse m , de vitesse V(M/R).

Ona: o R .
» Le moment cinétique en A : 0 4(M/R) =AM AmV(M/R) (D).
— -
» Le moment cinétique en B : 02(M/R) = BM A mV (M/R ) Q).

77
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» (2)-(1) donne :

T2(M/R) = TA(M/R) + BA A mV(M/R)

On dit que le moment cinétique est un torseur appelé torseur
cinétique dont les éléments de réduction sont o;(M/R) et la quantité

de mouvement 7’>(M/R ) = m7(M/R ).

Soit A une droite et e_A) un vecteur unitaire sur (A).

€A
)x/’; e

O
—
e

On appelle moment cinétique par rapport a I’axe A la projection du moment ciné-
tique par rapport a I’axe A, on le note ox = &.ex

Soit A et A’ deux points quelconque sur I’axe (A).
— = T -

Comme:os =04 +AA AmV(M/R)

par projection suivant ex on obtient :

Le moment cinétique par rapport a 1’axe (A) ne dépend pas du point A
(sur (A))
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4.1.3 Deéfinition du moment d’une force
Définition

ﬁ
On appelle moment d’une force en un point A, d’une force F appliqué en un point
M le vecteur :

zA:m/\? (mN)

N.B : Le moment d’une force est un vecteur lié.

4.1.4 Propriété du moment d’une force

Soient A et B deux points quelconques de ’espace.
Sachant que :

Ay = AMAT .1)
— — =
As = BMAF 4.2)

(1.2)-(1.1) donne

le moment d’une force est un torseur appelé torseur cinétique dont
. — -
les éléments de réduction sont .7, et F

4.1.5 Théoreme du moment cinétique

Soit A un point fixe d'un référentiel R .
Calculons la dérivée temporaire par rapport au référentiel R du moment cinétique.

a7, _ dAM AmV(M) +AM A dvm)
— =——Am m
e dr d
T8 _ 0 A mid(M/R)

d
o —
dr
— % = 34 +(F)

13
do, —»

H

13

do_',§ - -
—_— =X F
dt /R M A(F)

c’est le théoreme du moment cinétique avec A un point fixe

PrOpriété o .
Théoreme du moment cinétique

Dans un référentiel galiléen R, la dérivée temporelle du moment cinétique par
rapport a un point fixe A est égale a la somme des moments des forces extérieures
calculés par rapport a A.
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| Souvent on prend A= O origine du repere

4.2 Applications
4.2.1 Pendule simple

0

Ona: .
> OM =12 = V(M/R) = I0¢),
— -y - — _ H—=>
> o,(M/R) = OM AmV(M/R) = o,(M/R) = ml’0 ¢, donc

—)

= z

dt /R
> A(T)=10
—
> %0(?) = —mglsin@ e,
On tire donc que
10+ gsind =0

C’est 1’équation pendulaire

L’équation pendulaire est une équation différentielle non linéaire puisque la
fonction sin(x) est non linéaire (sin(a + b) # sina + sinb)

pour les faibles oscillations (6,,,. < 15°) on a : sinf ~ # donc I’équation différentielle
devient

0+=-60=0
t

Dans ce cas 1’équation différentielle devient linéaire, dont la solution s’écrit :

6(t) = A coswt + Bsinwt avec w = %
Si on suppose que ( Les conditions initiales) : 6(r = 0) = 6, et V(¢ = 0) = V, alors :
V,
wl
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Il en résulte que

Vo .
6(t) = 6, cos(wt) + — sin(wt)
wl

Qu’on peut écrire

0(t) = 6,, cos(wt + ¢) avec 6, = /62 +

0
Si on pose y = — alors
w

92+y2:92

m

C’est I’équation de la trajectoire de phase : cercle de centre ’origine et de rayon 6,,.
Yy

4.2.2 Propriétés de la trajectoire d’un satellite artificiel

Un satellite artificiel,S, assimilable a point matériel de masse m, évolue librement a
grande distance de la Terre. La Terre est considérée comme un corps immobile, rigou-
reusement sphérique et homogene, de rayon R, de masse Met de centre O. On désigne
par 7(t) = aS) le vecteur position du satellite et par 7 son vecteur vitesse. A l'instant
initial 7 = 0, le satellite se trouve dans la position 7,, animé de la vitesse T)/O, non radiale.
L'influence de la Lune, du Soleil, des autres planetes, ainsi que celle de I’atmospheére
sont ignorées.

On étudie la situation pour ¢ > 0.

1> Donner l’expression vectorielle du champ de force ?(r) auquel est soumis le
satellite.
- On désignera par G la constante de gravitation universelle et par e, le vecteur unitaire
radial.
S’agit il d’'un champ de force central ?

2> Définir le vecteur moment cinétique &, du satellite, par rapport au centre O.

3> Montrer que, quel que soit > 0 , le moment cinétique o, du satellite est
constant, égal a une valeur o, . Expliciter o, .

4> Justifier le fait que la trajectoire suivie par le satellite, pour ¢ > 0, est entiere-
ment contenue dans un plan fixe II, que I’on précisera.
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[ Correction ]
2
S
A
3

1> L’expression de la force :

—
F=-

_)
Puisque la direction de la force F passe toujours par le point O (centre de la terre) alors
elle est centrale.
2> Le vecteur moment cinétique :

—
A

2, = 0S AmV(S/R)

3> Appliquons le T.M.C en O centre de la terre (point fixe) :

290 _ J(F)=0S AF =0 =&, = cie

4> L'expression de o, :

e
. —
g, = mr()V(, SlIl(?;, V(})

5> Puisque le moment cinétique est constant alors la trajectoire est plane , déter-
miné par les conditions initiales :
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4.2.3 Pendule de HOLWECK LEIAY

Une masse ponctuelle m est placée a ’extrémité A d’une tige de masse négligeable,
de longueur ¢{= OA, articulée en un point fixe O et mobile dans un plan vertical; un
ressort spiral exerce sur cette tige un couple de rappel —C6, ou 6 désigne 1’angle que
fait la tige avec la verticale ascendante Oz. On désigne par g l'intensité du champ de
pesanteur.

1> Le systéme étant conservatif et a un degré de liberté , former I’expression de
I’énergie mécanique totale du systeme.
L’expression précédente est une constante du mouvement ou intégrale premiere.

N

> En déduire I’équation du mouvement.
> Retrouver I’équation différentielle en utilisant le TMC.
> En considérant & comme petit, a quelle condition la position 6§ = 0 correspond
elle a un équilibre stable d’un oscillateur harmonique ?

5> Cette condition étant supposée réalisée, calculer la période T des petites oscil-
lations que 1’on écrira sous la forme

= W

en donnant l’expression de A.

6> Calculer la variation relative de la période A—; correspondant a une petite
variation g de l'intensité du champ de pesanteur. Montrer que cet appareil peut étre
rendu plus sensible qu'un pendule simple, dont on appellera % la précision sur la

0
mesure de la période T, des petites oscillations.

[ Correction ]

1> L'énergie mécanique &), :

1 . 1
En=6+8E, = &, = Emfzez + ECQ2 + mgl cos 0 + cte
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2> L'équation différentielle du mouvement :

. . dé, .
Absence de force non conservative donc &, = cte d ‘ol — = 0 par conséquent

C
6+79—%sm9 0

pour 6 faible on a : sinf = 6 ce qui donne :

i+ (= -9)o=0

mt* ¢
3> D’apresle TM.Con a:
d;o = () + Morsion + MR
> o= OAAmMVA) = 2L = —m?h @
> 7(75) :—O>

— = =

> //(P OA/\P :>//(P)——mg€sm0 )

> ///Atorsmn) =Co ex ( moment de rappel)
Par conséquent :

cC g
9+ﬁ9—ESH’19 0

4> Pour avoir # = 0 position d’équilibre stable ( avoir un mouvement oscillatoire
autour de 6 = 0) , il faut que :

(%—%)>O:>C>mg€

5> La période T des petites oscillations :

6> La sensibilité :
» pour un pendule simple :

=o€ AT _ 29
g T, 2g

» Pour le pendule de HOLWECK LEIAY :

¢ AT Ag
T=2ny— = — =

A-g T 20-g
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Le pendule de HOLWECK LEIAY est plus sensible si

AT AT,

T T,

— A>2g

4.3 Les COUPLES

4.3.1 Couple de force

— — .
Deux forces F', et I, forment un couple de forces si :
- o —
e F;+ F,= 0 :les deux forces ont méme direction et norme par contre de sens
opposées.
— = — - -
° %O(Fl) + %O(Fz) =0

A,

—_— — > — =
On appelle moment du couple qu’on note .#, = .#,(F,) + .#,(F,) avec O un point quel-
conque

%20—14]>/\?]+0—A2>/\7%2:Fd7

o d . . e .7 N . .
Avec u vecteur unitaire determiné par la regle de la main droite.
RéMarque
7/ 7 ﬁ .
En geénéral des forces F; forment un couple si :

N N — - .
» > F, =0 et > M, (F;)# 0 (O un point quelconque)
- i=1

N.B : L'action d’un couple sur un corps est de le faire tourner .
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4.3.2 Couple de torsion

» Lorsqu’on tord un fil d’un angle 6 alors il exerce un couple de rappel tel que

A =—-Coi

» L’'énergie potentielle de torsion est

1
Ep,t = Ecez

» Pour un fil métallique cylindrique de longueur ¢ de diametre d la constante de
torsion C est donné par la loi de Coulomb

d4
C=y—
X7

Avec y une constante caractéristique du métal.

Ativité :
Pendule de torsion
Une barre AB de longueur ¢ et de masse négligeable porte a ses extrémités deux

masses ponctuelles identiques (m), suspendue en son milieu O par un fil métal-
lique de constante de torsion C.

On tourne la barre AB dans un plan horizontal d’un angle 6,, et on la lache sans
vitesse initiale.

Etablir la période des oscillations

Correctiom

—_— —_— —
Le TMC donne : = M,(P)+ #,(R)+ #,(torsion)

Sachant que :
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1 ;
> ToM/R) = To(M/R)(A) + To(M/R)(B) = To(M/R) = Sm6 e
> /7/(),(7”)):@1)/\111—9)+a§/\m—g) :—O>
—
> M, =-C%e couple de torsion.
Alors 1’équation différentielle

e (C’estl’équation différentielle d’un oscillateur harmonique.
e La pulsation propre :

2C
Wo = \|—=
me?
e La période propre des oscillations :
2
T,=2n %
2C

e La solution est :
6(t) = Acos w,t + Bsinw,t

Siles C.Isont 8(r=0) =6, et V=0 ( sans vitesse initiale) alors

| 0(t) = 6, cos w,t |
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CHAPITRE 5

LPUISSANCE ET TRAVAIL D’'UNE FORCE. THEOREME DE
[’ENERGIE CINETIQUE

5.1 Puissance et travail d’une force

5.1.1 Definitions

» On appelle la puissance d’une force F appliquée sur un point matériel M de masse
é
m et de vitesse V(M/R) par rapport a un référentiel R la quantité :

P =FEVM/R) (watr)

» Lorsque le point M effectue un déplacement élémentaire dOM pendant la durée dt
_)
sous l'action d’une force F, on définit le travail élémentaire par :

- —
oW = F.dOM (Joule)

On remarque que :

oW
dr
5.1.2 Exemples
5.1.2.1 Travail du poids
. , - — VY —
On suppose que 1’axe Oz orienté vers le haut On a : P = —-mg e; et dOM = dx e; +

dy’e, + dz’e, donc :

oW = —mgdz = WA_)B(TJ)) = —myg(zg — z4) = tmgh

Avec h la hauteur ( toujours positive).
e (+) sile travail moteur ( le point M se déplace vers le bas ( descend)).
e (-) sile travail résistif ( le point M se déplace vers le haut (monte)).
A€tivité
Déterminer le travail du poids lorsqu’un pendule simple passe de 6, — 0, avec
6, <6,
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[ Correction ]

Puisque le point M monte vers le haut alors le signe (-).
Et comme A& = L(cos 6; — cos §,) alors :

Wo,_0,(P) = —mgL(cos 8; — cos 65)

Cas particulier : 8, =0 et 6, = 6 donc :

| W = —mgL(1 — cos 6) |

5.1.2.2 Travail de la tension d’un ressort

to

T M
2, ¢ t

Ona:T =-kil-¢,)7, et dOM = dt i, donc :

— 1 ) )
OW = ~k(C = £)dl = We,ey(T) = =5 K|(ls = € = (ba = £,)7]

Qu’on peut écrire autrement :

— 1 )
W(T) = —Ek(f —{,)" + cte

5.1.2.3 Travail de la force de Lorentz (Force magnétique)

- - o _—
Ona: F=¢qV ABetdOM = Vdt donc
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5.1.2.4 Travail de la force newtonienne

On appelle force newtonienne une force de type

— a
FN:—e,
,,-2

» Force gravitationnelle :

G
ninp — -
e, = a=-Gmm,

F
G =
72

» Force coulombienne(électrostatique) :

2 I q19> - q19>
F = — &, > =
4re, 1r? @ 4re,
dr

— - — —
Ona:oW(Fy) = F.dOM = 6W(Fy) = a—.
r
Par intégration entre les points A et B on obtient :

A€tivité - , e :
- Travail d’'une force donnée sur différents trajets
On considere le champ de forces de composantes cartésiennes :

F.o=y*-x et F,=4xy

Calculer le travail de cette force pour aller de O (0,0)aA (1,1):
1. suivant la droite OA.
2. suivant Ox [jusqu’en B (1,0) ] puis OY [ jusqu’en A(1,1) ].

3. conclure

, Correction ]
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>

CH(2)

1/ Suivant le chemin (1) OAona:x=ydoncdx=dy, F,=0etF, = 4x? par conséquent :

4
6W, = 4x%dx = W, = 51

2/ Suivant le chemin (2) OBA :

5
W, = —xX’dx + dydy = W, = §J

En général le travail d’une force dépend du chemin suivi.

5.2 Energie cinétique. Théoréme de I’énergie cinétique

é
— dV(M/R )‘
dt R

» Dans un référentiel galiléen R ona: F =m ; etcomme : & = ?.?/(M/R)

alors :

ﬁ
P =mV(M|R).
On appelle I'énergie cinétique d’un point matériel M;de masse m animé de la
vitesse par rapport au référentiel R ; qu’on note &, la quantité :

H
dV(M/R ) L d 1 o,
dt  » =7 = dt(ZmV )

gc = Esz

| L’énergie cinétique est grandeur positive qui dépend du référentiel.

20 juin 2018 Page -92- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 5.2. ENERGIE CINETIQUE. THEOREME DE L'ENERGIE CINETIQUE

oW dé.
» Ona:¥ = — =

o donc :

AS. = Wap(F)

TE.C

TH€oreme L ) .
Théoreme de 1’énergie cinétique
Dans un référentiel galiléen , la variation de 1’énergie cinétique d’un point maté-

riel entre deux instants est égale au travail entre ces instants des forces qui lui
sont appliquées

Pendule simple

<l

M

'
Ona:dé, = oW = A, = sml** - Emﬂef — W(B) + W(T)

° W(TD)) = —mgh = —mg{(cos 6, — cos 0)
- - > N

e W(T)= 0(T L e)

Par égalité on tire que :

& = 2%(cos 6 — cosf,) (E)

Par simple dérivation temporelle de (E) on obtient : (0 + gsinf) = 0
Puisque 6 # 0 (car sinon alors pas de mouvement )on aura :

0+ gsind =0

Dans le cas d’une charge ponctuelle soumise seulement a une force magnétique

- - - dé, - = S
Fm:qV/\Balors:W:Fm.V:OCequ1Just1ﬁeque:£;:cte=>V:cte:VO
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5.3 Force conservatives. Energie potentielle

5.3.1 Deéfinition

é . . . 7/ .
Une force F est dite conservative si on peut écrire

- —
SW = F.dOM = —dé,

&, est appelée énergie potentielle.

5.3.2 Exemples

» Energie potentielle de pesanteur
> On suppose que 1’axe Oz orienté vers le haut :
- —> —
Danscecas::P =mg = —mg e
On suppose que ¢ = cte; c’est a dire g est uniforme,on obtient :
B g - — - -
P.dOM = —mg e:.(dx e, + dy e, + dz eZ) = —mgdz

E,, = mgz + cte

> On suppose que l’axe Oz orienté vers le bas :
=3 — -
Danscecas::P =mg =mg e;

Donc P.dOM = mg e..(dx e, + dy?y) +dze)) = mgdz

E,, = —mgz + cte

Par conséquent
Conclusion:

E,, = +mgz + cte

e (+) Si 0z orienté vers le haut.
e (-) Si 0z orienté vers le bas.

On conclut que si—g> est uniforme alors le poids 7’) est conservative.
» Energie potentielle élastique d’un ressort :

On rappelle que : T = —kOM, avec O position d’équilibre .
. =7 — —
Si on pose :OM = ({ — ;) e, = X e

1
alors :7.d0—]\>4 = —kxe,.xe = ?dO_]\)/[ = d(—ikx2 + cte)
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d’ou :

1 1
E, = Ekx2 + cte = Ek(f — £y + cte

On conclut que la tension d’un ressort est une force conservative.

» Energie potentielle gravitationnelle

Gmymp _, «

On rappelle que : 77) = — — 6= e, avec (a <0).
r r

dr

. - 2 Ay ¥ — — . -
En coordonnées sphériques on a : F.dOM = - e..(dr e, +rdf ey + rsinfdy e,) = a—
I I

D’ou :

a
E,, = — +cte
r

On conclut que la force gravitationnelle est une force conservative.

» Energie potentielle électrostatique

- 1
La force électrostatique (ou coulombienne) : F' = L. il e = ﬁ e, est une force conser-

drey 12 12
vative

B
E, = - + cte

5.4 Energie mécanique

On appelle énergie mécanique d’un point matériel M(m) la somme de son énergie
cinétique et son énergie potentielle.

E, = (’gac + éﬁp

N.B : L’énergie mécanique &,, dépend du référentiel.

5.4.1 Théoreme de I’énergie mécanique

- = -
Onpose: F=F_.+ F, avec:

-77)0 : la résultante des forces conservatives.

-77),1‘. : la résultante des forces non conservatives.
Théoreme de I’énergie cinétique donne :

A& = W(E) + W(E,) = AG. + &) = W(F )

On tire le théoreme de I’énergie mécanique :

H
AE,, = W(F,.)
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THéoréeme

Théoreme de I'énergie mécanique
Dans un referentiel galiléen , la variation de I’énergie mécanique d’un point ma-

tériel dans un champ de forces conservatives entre deux instants est égale au
travail entre ces instants des forces non conservatives qui lui sont appliquées .

H
AE'm = W(Fnc)

5.4.2 Cas particulier important

ﬁ
Si W(F,)=0alors AE,=0

Donc I’énergie mécanique est constante c’est a dire que 1‘énergie mécanique se conserve :1’éner-

gie cinétique se transforme en énergie potentielle et vice versa ;c’est I'intégrale premiere
de 1’énergie.

1. Onak,=¢&. .+ &, et comme & >0 alors

En> 6,

2. Le premier principe de la thermodynamique :

AU+ AE, =W +Q = AU+ W(Fye) = W+Q

5.5 Applications :Equilibre d’un point matériel dans
un champ de forces conservatives

Hypothese de travail : systéme unidimensionnel :6,(M) = &,(x).

5.5.1 Barriere d’énergie potentielle

1
Ona:E,=6,+& etcomme &, = EmVZ > 0,alors :

En=6+6.26,
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Domaine permis a la particule: x < x;oux< x,

e Siat=0,xp < x; :le point matériel ne peut franchir la barriere potentielle.

e Siar=0,xy)> x; :le point matériel peut s’éloigner a l'infini, on dit qu’on a un état de
diffusion.

5.5.2 Cuvette d’énergie potentielle

Domaine permis est [x;, x,]; on dit que la particule est dans un état lié :La particule
effectue un mouvement périodique

5.5.3 Cas de l'oscillateur harmonique
1
Ep(x) = Ekx2 +c,on prend la position d’équilibre comme origine des énergie potentielle

E

AN 0/
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5.5.4 Exemple général

Soit un point matériel qui se déplace dans un champ de forces conservatives dont
I’énergie potentielle a ’allure suivante.

Suivant les conditions initiales on peut avoir :

» E,, = E; mouvement impossible (&, < 0)

» E, = E;, = x € [x3,x4] : état lié; on a un mouvement elliptique (par conséquent
périodique) ,la trajectoire de phase est une courbe fermé.

» E,=FE; = x€[xp,x5] UJ[xg,00] : Si:

e x € [x,xs] état lié; on a un mouvement elliptique ,la trajectoire de phase est une
courbe fermé.

e x € [xg, 0] état de diffusion; on a un mouvement rectiligne ou parabolique ou hy-
perbolique ,la trajectoire de phase est une courbe ouverte.

» E, =E;, = x € [x],]: état de diffusion; on a un mouvement rectiligne ou parabo-
lique ou hyperbolique ,la trajectoire de phase est une courbe ouverte.

5.5.5 Equilibre d’un point matériel soumis a l’action des forces
conservatives

5.5.5.1 Condition d’équilibre

- o o -
Ona: F=F.+ F,.=F_ainsi

dé,
OW = —-dé&, = F(x)dx = F(x) = —

, , . 4 —>
Aléquilibreenx=x, ,F =0 = F(x,) =0
Soit :

(dcg;,) P
dx "7
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. . Ve . . . . ﬁ
Condition nécessaire mais insuffisante,(ajouter V, =

A 1’équilibre ,1’énergie potentielle est extrémale

5.5.5.2 Condition de stabilité

e Si x, est une position d’équilibre stable alors si on écarte M de sa position ,la force
tend a le faire revenir a sa position d’équilibre stable :

—
dOM

X, X
H

F

— . Y - :
La force F s’oppose au déplacement dOM : F est dite force de rappel.
Autrement dit

- —
(F.dOM),_,, < 0

e Si x, est une position d’équilibre instable alors si on écarte M de sa position
d’équilibre ,la force tend a le faire divergé de sa position d’équilibre :

—
dOM

X, X
H
F

Autrement dit

—_ —
(F.dOM),., > 0

5.5.5.3 Critere de stabilité

On fait un DL de &, au voisinage de la position d’équilibre x,.

6
— D)t

d&, 1 )
gp(x) = éap(xe) + ()C - xe)(a)xg + E(x - xe) (

dé&,
x, est une position d’équilibre alors (d—p)x:xe =0
X
Par conséquent :

EX) = E)(x,) + l(x— X )%dz@ﬁ”) +
A b + 5 P+ e
d’ou:
F(x) = _% =—(x—-x )%
dx “ dx2

&
e Si d_2p < 0,x, est un maximum de &), ( la concavité vers le bas) :
X
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ENx) Fmmmmmm ==

p\Ae /I\
I
I
I
I
|
|
I
|
|

Xe

x>x,— F(x)>0 o - .
= X, est une position d équilibre instable

x<x,— F(x) <0

&
e Si y 2” > 0,x, est un minimum de &), ( la concavité vers le haut) :
X

Ep(Xe)

Xe

x>x, = F(x) <0 )
X, est une position d’équilibre stable
x<x,— F(x)>0

équilibre stable— &, minimale

= — ..
OnaF =md(M/R)= F(x) =mi

= m(x = x,) = —(x - xexﬁ”»:xg

. 1 d°6,
— X+ _(_2)x=xeX =0

c’est I’équation différentielle de I’oscillateur harmonique avec :

18 1
m dx® """ m
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CHAPITRE ©

LOSCILLATEUR LINEAIRE A UN DEGRE DE LIBERTE

6.1 Rappel sur l'oscillateur harmonique

L’équation différentielle d'un oscillateur harmonique au voisinage d’une position d’équi-
libre stable est

| aX +bX = ¢ |

avec (a,b) € R? et ¢ € R Qu’on peut écrire

aX+b(X—%):O

On pose

x=X-

¢ .
b b

» x:1’élongation repéré a partir de la position d’équilibre stable (x, =0 = X, = %)

2r )
> w, = oo pulsation propre .

o
Ce qui permet d’écrire la forme canonique de 1’oscillateur

¥+ wix=0

La solution de cette équation donne :
x(1) = X, cos(w,t + ) = X = —X,,0, sin(w,t + ¢)
Dans le cas de l'oscillateur élastique ( masse + ressort) k = mw? on obtient pour :

1 1
> &, = Ekx2(+cte =0) =&, = EkX,Zn cos?(w,t + @)
1 1 1
> & = imxz — & = Ema)ﬁX,%1 sin*(w,t + @) = ika1 sin*(wot + )

1 e R .
» E,=6.+6&,= EkX,%1 = cte caracteristique d'un systeme conservatif.

Calculons la valeur moyenne des énergies sur une période T ; On rappelle que

2 : 2 1
< COS™ X >=< SsIn x>:§
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1 7
° <(§p>:Tf0 éapdl

1
< & >= —kX?
14 4 m

1
° <éac>:ffOTé"cdt

1
& >= —kX?
< > I m

1
e < Em>= TfOTEmdt

1
< E, >= —kX?
2 m

On retient que

<E,>
2

<& >=< &, >=

Ainsi la trajectoire de phase est une ellipse dans le plan (x, x) ou un cercle dans le plan

(x, —)
Wy

X, =

6.2 régime libre d’un oscillateur linéaire amorti

6.2.1 Forme canonique de I’équation différentielle

On s’interesse a un oscillateur linéaire amorti par un frottement fluide visqueux (du
a I’action d’un fluide et proportionnel a la vitesse ).
L’'équation différentielle d’un tel oscillateur s’écrit :

aX +hX +bX =c
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6.2. REGIME LIBRE D’UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI

avec (a, h,b) € R et c € R.
On pose dans la suite :

La pulsation propre de l’'oscillateur

e N e o

Q : le facteur de qualité .

h , 1
h_ oy @ _ 1
-

Q

a : la constante d’amortissement .
7 : le temps de relaxation (c’est le temps nécessaire pour que I’amplitude se divise par

I’élongation repéré a partir de la position d’équilibre

La forme canonique de 1’équation différentielle d’un oscillateur linéaire amorti par un
frottement fluide visqueux s’écrit donc :

¥+ 2%+ wix =0

Dans ce cas I'énergie mécanique est fonction décroissante du temps, en effet :

0ém

dt

=P (Fp)=-hV?<0

6.2.2 Différents régimes libres amortis

Ona:
> 1’équation différentielle : ¥4 2ax+wix=0
> Le polynéme caractéristique : P +2ar+w:=0
1
> Le discriminant : A =a® - a)g = (@ + wy)a—w,) = a)g( -1

4Q
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6.2.2.1 Régime apériodique

1
A’>0:>a/>a)(,:>Q<§

Deux racines réelles distinctes : re = —a + o - w2

x() = Ae™' + Be'' = x(f) = e “'[Ae V2—wlt + Be \/(fwg,]

Lorsque t — o0, e I’emporte ;d’ou x — 0 sans osciller :C’est le régime apériodique.

Representation graphique

x(1)

Régime apériodique

Le portrait de phase du régime apériodique

v(t)

x(t)

régime apériodique : trajectoire dans le plan de phase est ouverte
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6.2.2.2 Régime critique

1
N=0=a=w,= Q==

Deux racines réelles confondues : r.=r.=-—-a

x= (A, + B.H)e™™

Quand ¢ — oo, x — 0 rapidement sans osciller : C’est le régime critique.

Representation graphique

x(1)

Le portrait de phase du régime critique

v(?)

x(1)

régime critique : trajectoire dans le plan de phase est ouverte
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6.2.2.3 Régime pseudo-périodique

1
A’<0=>a<w0:>Q>§

N =a* - w2 =iPQ* avec:Q’ = w—a?

Deux racines complexes conjuguées : r; = —a+iQ et r, = —a—i) donc la solution s’écrit :

x(f) = e (A cos Qt + BsinQr) = x,e " cos(Qf + ¢)

C’est une fonction pseudo-périodique d’amplitude X,, = x,e”* variable en fonction du
temps X, t— +c0 0
_

Representation graphique

x(1)

Le portrait de phase du régime pseudopériodique
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v(t)

x(1)

Portrait de phase en régime pseudo-périodique

Le point O attire toutes les trajectoires dans le plan de phase qui correspond a
la position d’équilibre stable

La pseudo-période est :

6.2.3 Décrément logarithmique

on définit le décrément logarithmique par

o=aT

ceefficient sans unité

Ona:
> x(f) = Ae™ cos(Qt + ¢)
> x(t +nT) = Ae™ @D cos(Qt + nQT + ¢) = e~ x(¢)

20 juin 2018 Page -109- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 6.2. REGIME LIBRE D’UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI

1t 1t
D’ou : L) ="l —= anT = lnL)
x(t+ nT) x(t+ nT)

On en déduit que

§=aT = 21n—20_
n x(t+nT)

Sin=1alors:

x(7)
x(t+T)

0=al =In

6.2.4 Interprétation physique
6.2.4.1 Facteur de qualité

Hypotheése : I’amortissement tres faible a@->0=0>1= w,>a)
o x(f) = Ae " cos(Qt + ¢)

[ 1
OQ:(,()O 1—4—Q22(1)0

o T=T,
D’ou :x(t) = Ae™ cos(w,t + ¢)

1
e & = Ekx2 = EkAze‘z‘” cos?(w,t + @)

1 1
o & = mez = EAzm[—woe“” sin(w,t + @) — ae ™ cos(w,t + )]

Or les fonctions cos et sin sont bornées ainsi @ < w, donc :

&, ~ EmAza)ge‘z‘” sin®(w,t + @)
[ ]

1
Em — _kAZ —2at
> e

Question :Que vaut la diminution relative de 1’énergie mécanique au cours d’une
En) - Ext+T)
E,(1) '

1 1
o E,(1)= EkAze_z‘” o E(t+T)= EkAze—Za(HT)

pseudo-période ,c’est a dire :

B0 = Ent+T) _ |,
E, (1)
Or aT =~ a—ﬂ =aTl, <1 =1-¢2T x2aT,
w
D’ou : ’
E,t)—-E,(t+T) 2a2n  2nm
~2aT, = = —
E,(1) W, Q
Donc :
E,(1)

Q= D —E.c+T)

c’est a dire :
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énergie del’oscillateur
énergie perdue pendant une pseudo-période

Q=2n

6.2.4.2 Temps de relaxation

(Enoncé voir TD)
Un point matériel M de masse m est mobile sur un axe horizontal Ox , et il est
soumis a une force de frottement visqueux de type :75 - 1% .ce point est relié
par l'intermédiaire d’un ressort de raideur k a un point A d’abscisse x, . on pose

/ k A
w, = | — eta = —, et on supposera @ < w,
m 2m
1. a quoi correspond cette hypothése ?

2. le point A étant supposé fixe, on écarte M de sa position d’équilibre, et on
I’abandonne sans vitesse initiale. Calculer l'intervalle de temps t au bout
duquel I’amplitude du mouvement est divisée par e = 2,718.

Correctiom

1. Ona: X+ 2ax+ cuf,x =0. a < w,(amortissement trop faible :oscillations isochrones

(T=cte).
2. 000)=0
Ona:x=x,cos(Qf+¢) avec Q= \w2-a’>=w,

Donc : x = x, cos(w,t + ¢)
. ét:OOna‘Xm :xocosgo‘.

o X = x,e[—acos(w,t+ ) — w, sin(w,t + ¢)]
a
e v(0O)=0=tanp=-—-<1=¢—>0
e p -5 0=x,=X, ’
On conclut que : X, (1) = x,e = X,,(t+71) = x,e e
—at
Si le rapport des amplitudes est e alors :(i—t = e alors :
X,e Ta o~
1
T=—
a

Définition
Le temps d’amortissement T correspond au temps nécessaire pour que I’ampli-
tude se divise par e
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6.3 Oscillations forcées -Résonance

Pour maintenir I’amplitude des oscillations constante, il faut fournir une énergie égale
a celle perdue par les frottements a 1’aide d’une force excitatrice qui impose une fré-
quence d’ou la naissance des oscillations forcées.
Prenons I’exemple (masse-ressort) et appliquons la R.E.D
— - 2 = —
FiO)+ f+P+T =ma(M/R)

- = N

avec: P+ T =-kxe;
donc: —kx—Ax+ F(t) = mx
= mi+ Ax+ kx = F(t)

. . . 1
I’équation canonique est : ¥ + 2ax + w2x = —F(f)
m
avec :

> 20 =— = Yo
m__Q
k .
> w, = \/% : la pulsation propre
La solution Dde cette équation différentielle est la somme de deux fonctions :
e solution de I’équation homogene x,(7) qui décrit le régime transitoire ( disparait apres
quelques 7).
e solution particuliere x,(r) qui décrit le régime permanent .
donc x() = x,(1) + x,(1) avec :
e x,(t) dépend du signe de A’
o x,(1) = Xcos(wpt + ¢,)
Si F(t) = F, cos(wt+gr) alors la solution est en régime permanent est : x(r) = X cos(wt+g,)

1 .
= — : constante d’amortissement
T

6.3.1 Détermination de I’amplitude X et la phase ¢ = ¢, — ¢r

Pour
e x = Xcos(wt + ) on associe x(f) = Xe'“*¥ = Xe“' avec X = Xe'
Pour F = F,cos(wt + ¢r) on associe F = F ¢

. . o, FO : . I 40
e Pour X+ 2ax+w;x=—— on associe X+ 20+ wix = —
m m
F
Ce qui donne :—w?X + 2aiwX + w2X = =2
m
: F,e%F |m
X = Xe¥ = =
= @ =D +2i00 @

Donc :
e X représente le module de f(w);X =| f(w) |
e ¢, représente I'argument de f(w)

1

V(@? — w?)? + 4a?w?

F,
X=22
m

2aw
tan ¢ = tan(p, — @f) = 5

— )2
, — W
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6.3.2 FEtude de la résonance d’amplitude :

On pose :
° r:£>0:>w—rw0
W,
° XO:&
m. .
On en deéduit que :
X
X = 2 = X(r)
)
(x)g (1—r2)2+@

1 2
e Sil- 2_Q2 <0=0¢< % : pas de résonance d’amplitude

) 1 2 , .
e Sil- 2_Q2 >0= 0> — on a résonance d’amplitude
Representation graphique de la fonction X(r) pour quelques valeurs de Q
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6.3.3 Calcul énergétique :

Pour simplifier on choisi ¢r = 0 donc ¢ = ¢,

6.3.3.1 Energie perdue :
En régime permanent on a : AW, = —lidx = —A%* dt

/12)(2 2
AW, = =2 Y 1 — cosQ(wt + 9))] dt
Au cours d’une période on a :
W,= [ AW, =

6.3.3.2 Energie gagnée :

AW, = F(t)dx = F(t)idt = AW, = —F,cos wtXw sin(wt + ¢)dt

= AW, = —F,wX[cos wt. sin(wt + ¢)]

F,wXdt . .
= AW, =- “ [sin(2(wt = ¢)) — sin(—¢)]
F,wX 1
— W,=- ;" [(sin @)t — 5 cos(2(wr + ¢)]f
w
W, =-F,rXsing
Or: X = X X, X . sing  2aw
: = XeY¥ = = 0 - =
= (W? — w?) + 2iew e X X,
Donc
W, = 2nX2wmae = 7X*wld > 0
D’ou :

W, =W,

ce qui montre que l'énergie perdue par frottement et totalement fournie par la force
excitatrice F(7).

6.3.4 Reésonance de vitesse

En régime établi (permanent) on pose v(t) = V,, cos(wt + ¢,) Avec

V. = wX = Xor/w,
2
. /(1 -2+ 7
dv,
— =0 =1
dr d
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Représentation graphique

6.3.5 Bande passante

énoncé voir TD

7 . . 7 . .. . a
x4 = acoswt,I’équation différentielle sera donc :X + 2ax + w%x = — cos wt
m

La solution du régime permanent s’écrit :x = A cos(wt + ¢)
En notation complexe :(—w? + w?) + 2iaw, = a/m

1
A= a/m S avec Q0 = w,/2a

\/(a)f7 - w?)? + 4a?w? mw?

a < w, = Q — oo donc
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A=— : la résonance aura lieu pour r = 1 et par conséquent :
mawy, rz
(1 _ r2)2 + —
02
a aw, a
mws 2mwia 2maw,

A
La bande passante [w;, w] est telle que :A > 7 —= A2 > X
2

o w— 20 (w?-20%) + W} —8a*w? =0
o AN =4d’w?

o W= (a)g —2a?) £ 20w, ~ a)g + 2aw, = a)g(l +

1
=)

2

2

1 1 e
e wy =w,(l+ —)1/2 =w,(l +—)
0 20
o w =w,(1 - =) =w,(l -=x)
0 5 20
e Aw= Yo =20 = -
T
Donc le résultat fondamental
Aw.t =2
W,
Q= Aw
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6.4 Analogie :Electrique/Mécanique

Grandeur électrique || Grandeur mécanique
1
L(']'+Rq'+Eq:e(t) mi+ Ax+ kx = F(r)
L m
A R
C 1/k
q X
l 1)
e(t) F(1)
1 1
%le Elmx2
2 112
2c? Pl
1 k
W, = —— W, = | —
VLC m
o-L L o = Ykm
~R\NC A

|Le pendule élastique

On considere une masse M homogéne de masse volumique p et de volume V, plongée
dans I’eau (masse volumique p.). Cette masse est suspendue a un ressort de raideur k et
de longueur a vide /,, accroché en un point A .

Soit (Oz) un axe vertical oriente vers le bas, le point A est fixe a la cote z4 = 0. On
s’interesse au mouvement suivant (Oz) de la masse et on note z la cote du centre de
gravite G de la masse. A 1’équilibre la masse est située en z = 4. On négligera la hauteur
de la masse M devant 4. Soit R le référentiel terrestre suppose galiléen.

A

mem 24 =0
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1- Ecrire la condition d’équilibre de la masse M dans R .

2- En déduire I’équation différentielle du mouvement de 1’oscillation de M. On écrira
une équation reliant z et ses dérivées, M, k et h. Donner la pulsation propre w, de cet
oscillateur. On négligera les frottements dans cette question.

3- Commenter le fait que w, ne dépende pas de l'intensité de la poussée d’Archimede. Y
a-t-il un terme de 1’équation différentielle précédente qui en dépende ?

4- On tient compte d’une force de frottement visqueux, colinéaire a la vitesse et d’in-
tensité 77) = —017 (identique dans tous les référentiels) de I’eau sur la masse M. Donner
la nouvelle équation différentielle vérifiée par z. En se placant dans le cas d’un amortis-
sement faible, donner sans calcul I’allure de la fonction z(¢) avec les conditions initiales
suivantes : a t =0, z = h; > h et la vitesse initiale est nulle.

5- A l'aide d’un piston, on impose a l’extrémité A du ressort, un mouvement vertical si-
nusoidal d’amplitude z4,; donc z4(¢f) = za,cos(w?). Ecrire dans le référentiel R’ , lie a A,
I’équation différentielle vérifiée par z’ cote de G dans R .

6- Calculer I'amplitude des oscillations de la masse M dans R’ . On utilisera la notation

N M ) w
complexe et on fera apparaitre les constantes w,,7 = — et la variable x = —
04 w,

7- Dans ce dispositif, 1’'intérét du ressort est de permettre d’obtenir des oscillations de
la masse d’amplitude supérieure a celle de 1’excitation. Chercher un intervalle de pulsa-
tions pour lequel cette condition est vérifiée. Vous montrerez que cet intervalle existe si
la masse M est supérieure a une certaine valeur que vous préciserez.

8-Si la condition précédente est vérifiée, pour quelle pulsation I’amplitude d’oscillation
de la masse M est-elle maximale ?

0]
A
_ - ZA
M B ----- z
Correction

1- La condition d’équilibre de la masse M dans R .

| Mg = Fy + k(h—L,) |

2- L'équation différentielle du mouvement de 1’oscillation de M.
On projette la RFD sur I’axe Oz on obtient :

Mz=Mg—-az—Fy—k(z—1,)=Mg—az—Fs—k(z—h)—k(h—1,)

La condition d’équilibre donne

| Mi+az+k(z-h=0 |
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k
La pulsation propre w, = u

3- w, ne dépend que des parametres intrinséque du systeme

Le terme de 1’équation différentielle précédente qui en dépend est & la position d’équi-
libre

En général toute forces constantes n’apparaissent pas dans I’équation différen-
tielle, son role est de modifier la position d’équilibre

4- La nouvelle équation différentielle vérifiée par z.

Mi+az+k(z—h)=0=7+22z+wz-h) =0

Avec A = %/I < w, amortissement faible
dans ce cas la solution est de la forme :

2(t) = h+ Ae™" cos(Qt + @) Q= Jw:-2

A et ¢ deux constantes d’intégration a déterminer par les C.I.
Comme A < w, = Q =~ w, ainsi :
> z(t=0)=h = hy=h+Acosy
» 2(t=0)=0= tanp = —— — 0 c’est a dire ¢ — 0 On en déduit que

o

2(£) = h + (hy — h)e™" cos w,t

Représentation graphique de z(¢) pour h=5,h; =6, 1=0.2 et w, = 10

z
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5- L’équation différentielle.

Mz + az + k(z — h) = kzy |

En posant y = z — h on obtient

1
y+-y+ wiy = wiZAM COoSs wt
T

6- On cherche une solution qui décrit le régime permanent sous la forme y(t) = Y,, cos(wt+
¢) et en notation complexe on trouve

Zam

2
X
\/“ R

La représentation graphique de Y), en fonction de la pulsation réduite x

Y, =

ZAM

7- L' intervalle de pulsations est [0, w; = xjw,]. telle que Z,,, = Yy, c’est a dire x; solution
de

2

(1-x)+ = 1l

X
2,92
T°W,

La solution est 1

T 2,02
T? W2
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Si2-

2

>O=>M>a—:Mcalors

T2 W2 2k
1
W] = Wy [2 — 202
’ : ) . . . . dYM
8-L'amplitude d’oscillation de la masse M est maximale si i 0
X
1+ !
WR = W,
K 27%2w?
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CHAPITRE /

MOUVEMENTS DANS UN CHAMP DE FORCES
CENTRALES CONSERVATIVES, MOUVEMENT
NEWTONIEN

7.1 Geénéralités sur les forces centrales

7.1.1 Deéfinition

%
On appelle force centrale une force F dont la direction passe toujours par un
point fixe O.

e Tension du ressort.
gmM _,
> ¢
;
I q19> —
dre, 12
e La tension du fil dans le pendule simple.

H
e Force gravitationnelle :F = —

. 4
e Force coulombienne : F =

. p - 1 - —
Son expression en coordonnées sphériques s’écrit F' = F(r, 0, ¢) e, avec e, =

iE

=l

123
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7.1.2 Moment cinétique, Loi des aires
7.1.2.1 Conservation du moment cinétique

Appliquons le TMC en O point fixe dans R supposé galiléen

drMIR ., MR _Gn P
dt /R ¢ dt /R
_, MR p
dt /R r r
_ dr(M/R)  _ 5
dt R

T (M/R) = cte

Le moment cinétique d’une force centrale est conservatif

7.1.2.2 Planéité de la trajectoire

N s s — s 2
Ona:o,(M/R)= OMAmV(M/R) = cte donc le mouvement est plan : C’est la premiere

loi de Kepler

On choisit les coordonnées cylindriques avec

T, (M/R) = 0, e

Par conséquent :
s ey —>
» Le vecteur position :OM =r e,
» La vitesse :V(M/R) =i e, + 10 ey
» L'accélération : d(M/R) = (i — r§*) e, + 2i) + r*0) e,
— - .
» Le moment cinétique : o, = OM AmV(M/R) = o, = mr*§ e,

D’ou :
o, = mr*d = mC
Avec :
C=r= %o
m

Constante des aires

- g
Sig, =0 = § =0 c’est a dire que le mouvement se fait dans la direction de e, :
C’est un mouvement rectiligne
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7.1.2.3 Vitesse aréolaire , Loi des aires

—>
Déterminons dA l'aire (surface) élémentaire balayée par le vecteur OM entre les ins-

tants r et 1 + dt
Y

M (t + dr)

Ona:

1 1
dA = 31| OM A dOM ||= dA =5 | r &, A (dr e +1do ) |

1
A = =1
d 5 do

. , . dA )
On définit la vitesse aréolaire — comme la surface balayée par le vecteur 0_1\}[ pen-

dt
dant I'unité de temps

Loi des aires (deuxieme loi de Kepler):
—

Le vecteur OM balaye des surfaces égales pendant des intervalles de

temps égaux.

7.1.3 Formules de Binet

_)Ona:
o VIM/R) =ie, +r0e, = V2 =i+ r2%.
. Onpose:u:l:ﬂ:_i
i dr e dd" T4
r r u .du
= = = ()5 = —rP—
dt (du)(de)(dt) do

dr _
dr

du

a9
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Donc

du
2 _ A2 G% o
1% _C[(de) +u’]

C’est la premiere loi de Binet

De méme on a: d(M/R) = (+ — r§®) e, + 2i0 + r*0) e,

Or:
, .1 d(rzé) ldC
=20+ 1= -
o = <1 rodt rdt
B du_ d du_db , ,du
- [ Cde] = Cww s T e
o r¢? = r = C*u?
d’u
A(M/R) = —C*u 2( ~+u)e
C’est la deuxieme loi de Binet
A€tivitée
Déterminer la loi de forces centrales F(r) lorsque :
o r=kexp6 o r=1kO

7.2 Forces centrales conservatives

ﬁ
On suppose que la force centrale F est conservative c’est a dire qu’il existe une
énergie potentielle &), tel que

d&, = —F.dOM => d&, = —F,dr

On en déduit que I'énergie potentielle ne dépend que de la distance r elle ne dépend ni
de fnide ¢

Ep(r) = fF(r)dr + cte

1 1 ,
Par conséquent : E,, = &, + &, = E,, = Emrz + Emﬂez + &,(r)

. O C ,
Or :f = — = — par conséquent :
m r

E, = —mi* +

21
_2 éap(r)

1
2 2m
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On pose :

1
> &= Emrz : I’énergie cinétique radiale.
2
> Eper 1) = ;-—"—2 + &,(r) : I'énergie potentielle effective (ou efficace).
mr

Puisque le systeme est conservatif alors :

2
o, 1

2F %ﬁ 2F éap(r) = E°

1
E, = cte = Emi’2

C’est 1’intégrale premiere de 1’énergie

>

1
Enr = zm'rz >0= E, > 6peff

1 < g
> &, = Emrz =0 = i =0 c’est a dire que r est extremum.

e Pour une trajectoire circulaire r = R = &,, = 0 c’est a dire

E,(circulaire) = &, .5y = E°

e Pour une trajectoire elliptique avec origine au foyer

On a au points :
e P appelé périgée (le point le plus proche au foyer origine) :

I"p:rmin:i"p:o
e A appelé apogée (le point le plus éloigné du foyer origine :
I”Azi’max:i"A:O

e H—>
Comme V =i e, + rf ey alors

Va= rAéA > Vp = rPéP

Relation entre V, et Vp
Comme C = r?0 = r(rf) alors

| I"AVA:I"PVP |
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7.3 Cas du champ newtonien

7.3.1 L’approche énergétique

On suppose que la force est newtonnienne c’est a dire :

» SiF estattractive (interactions gravitationnelle ou coulombienne entre deux charges
de signe contraire) alors a > 0

> SiF est repulsive (interactions coulombienne entre deux charges de méme signe )
alorsa <0
L’'énergie potentielle est donc avec référence a l’'infini

— a a
Fz—ﬁ €r$é‘7p(l")=—;

Le signe de I’énergie potentielle :
-
e Si F est attractive alors &,(r) <0

° Si? est repulsive alors &,(r) > 0

Représentation de I’énergie potentielle effective

ﬁ
Cas ou F est repulsive

Epeff

| r>r,= état de diffusion |

Cas ou 77> est attractive
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k2] r3

‘
{s
~

r
P / r € [ry, o0 :état de diffusion (trajectoire :parabole ou hyperbole)

. oom
® S =0=>170 = 20/2
d(oz)’:ff =0=r,= a';mz =2r
Tt c0m =

7.3.2 L’équation de la trajectoire

7.3.2.1 Relation fondamentale de la dynamique

Ona:F =ma(M) or:
?:—%Z avec a € R.
e o< 6 = repulsion (g;.q; > 0)
e o > () = attraction :soit (g;.g> < 0) soit gravitation.

On sait que : C = 1?0 = 7 ainsi :ad(M) = —Czuz(—u +u)e
» m de?
donc : —mCzuz(d—Qth +u) = —% = —au’®

r € [, r3] état lié (trajectoire :cercle ou ellipse)
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d2 u + + 04 am
- u= —_ = —
6 mC: o2

La solution de cette équation est :
am , . .
u=Acos(0 -6, +— avec A et 6, sont des constantes determinées par les conditions
o

[
initiales.

Cette solution peut s’écrire :

2

On pose :
2 2
P12 | e=—2
am m

C’est 1’équation d'une conique avec :
e b=fap e c=ea

e (=
11— ¢

7.3.2.2 Vecteur Range-Lenz

On définit le vecteur de Range-Lenz par pour une force centrale de forme
b 4 a
F =—-—par
r

1
A = ;(7 ATUMIR) -

—

dA
Montrons que ce vecteur est constant au cours du temps ,pour cela calculons o :

N
i—fzérﬁAa’,(M/Rn—éa’
A 1 a _ L C
E_E[_ 2 e, A\ mC e,] 2 e
A C_., C_ —
:>_t:ﬁee_r_2€9:0

1
A ==(VAGUM/R) - T, = cte
(04

La constante est déterminée par les conditions initiales ou des conditions particuliéres.
Sachant que :

- ,
o V=ie +rleeto,(M/R) =mCe, alors

2
A:(ﬁ_l)?:_m_cya:@
ar @
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les conditions particuliéres

ﬁ
Si i = 0 c’est a dire r est extrémale alors A// e,

On pose
_)
e=1Al>0
Donc calculons e au lieu de e :
&= (— = 1)+ (— i)
a
2mC?* 1 . mC?  «
— ¢’ = ) [51’)’17’2 F__]-i_l
1 mC?  «

E, i — = =
Or: 2m + oy p
on tire que :

2mC? a?
2 _ _
6—1—7Em:>Em 202(6—)
Calculons la quantité A.OM = A7 :
- —  mC? mC*
AOM=(——-1)r=ercos§ = r= —— + ercosb
ar a
mC?
_ a
1+ ecosé

C’est I’équation d’une conique de parametre

mGC?
p = —_—
||
Et d’excentricité
_)
e=|A]l

Discussion
» Sie=0= A=cte=0= E,, <0 : trajectoire circulaire
» Si0<e< 1= E, <0: trajectoire elliptique
» Sie=1= E, =0 : trajectoire parabolique
» Sie>1= E, > 0: trajectoire hyperbolique
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Pour une trajectoire elliptique

r
Vinax \9 x

» En coordonnées cartésiennes son équation (avec ) est :

2

;-i-ﬁ:l

Avec sia> b :

2

c=d-b ; c=ea ; p=—=b= +ap
a

» En coordonnées polaire son équation avec origine au foyer F est :

R
1 +ecosb
Avec
| 0<e<1 |
. P
» Apogee (r—O):rmax_1
—e
e p
> P =0) : rpin =
erigee (i =0) : 1y, T+
» Grand axe a : 'y + Fmax = 2a = a = %
—e
. 14
» Petitaxeb : b= \Jap = b =
V1 —¢?

7.3.2.3 L'étude de quelques trajectoires

7.3.2.3.1 Trajectoire circulaire

C’est ’exemple des satellites autour de la terre.

Mymy V2
La R.E.D dans le repere de Fresnet donne :g ;m = my— donc :
r I
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» La vitesse :

M
v [eMr
r
» La période :
2 f r
T=—=T=2
w " GMry
M
» L'énergie mécanique : E,, =&, + &, = E,, = Esz _gmMy ce qui donne
r
E,=- GmMy __a
2r 2r
7.3.2.3.2 Trajectoire elliptique
C’est I’exemple des planetes autour du soleil.
. o 1 C? 1
» L'énergie mécanique : E,, = &, + &, = E, = Emiz + mT_z _g Pour 7 = 0 on a deux
T r
solutions r,,;, et r,. qui sont solutions de 1’équation
mC*1 «a ) mC?
Em:Tﬁ—;:Emr +ar—T:O

La somme des solutions de cette équation du second ordre donne

a
Tmin t Tmax = 2a = _E_m
Donc
a GgmM
Em = —-— = —
2a 2a

L'énergie mécanique est inversement proportionnel au grand axe de I'ellipse

» La période du mouvement :
2

C
On rappelle que p = e et b = \ap
a

dA C
E—E:A—ET—ﬂab
donc :

CZ

4
T? = n’a*h®* = T? = C—’2ﬂ2a3p
Or @ = GmM on tire que

4n* T?
@ = — =cte

T = —
GM a’

C’est la troisieme loi de Kepler
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On trouvé que :

Orbite circulaire | Orbite elliptique

L’énergie mécanique gmM gmM
g q R 2a
472 472

La période QLMRS giMcﬁ

Donc pour retrouver les expressions de l’énergie mécanique et la période du
mouvement elliptique a partir du mouvement circulaire , il suffit de remplacer le
rayon R par le grand axe de I’ellipse a

7.3.2.3.3 Vitesse de libération

C’est la vitesse qu’il faut fournir a un objet depuis la terre pour qu’il s’échappe de I'at-
traction terrestre.

Son orbite doit étre parabolique ou hyperbolique c’est dire son E,, > 0

1 M [26M
OrEm:EmV(f—gn; I>0=V,> isz/ZgoRT
T T

Ve = \2g,Rr = 11,3 km/s = 40,7.10° km/h

7.3.2.3.4 Rayon de la trajectoire circulaire d’un satellite géostationnaire

Un satellite est dit géostationnaire s’il a la méme période de rotation T que la terre sur
elle méme T = 24.h = 86400 s

27k [GMy

OnaV=Rw=
na w=— R

TZQMT]m

R:[ 42

AN : R=42300 km = 6,6 Ry
Donc sa hauteur 4 = R — Ry = 36000 km = 5,6 Ry
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CHAPITRE 8

LMECANIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN

8.1 Introduction

Soient R (Oxyzt) un référentiel galiléen et R '(O’x'y’z’t’) un autre référentiel en mou-
vement par rapport a R .

R(1)

R (1) 04 y

e R = repere fixe dit repere absolu.

e R’ = repere en mouvement dit repere relatif.

On rappelle que en mécanique classique ,le temps est absolu c’est a dire ne dépend pas
du référentiel et par conséquent

I =lg =t=dlg =dtg: =dt

Dans la suite on s’intéresse aux mouvements relatifs :
e Translation : Les axes de R’ restent constamment parallele a ceux de R .
e Rotation uniforme : autour d’'un axe.
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8.2. L'ETUDE CINEMATIQUE

8.2 L’'étude cinématique

8.2.1 Axe instantane de rotation

8.2.1.1 L'étude d’un exemple

, . . — . . = ’ ’
En coordonneées cylindriques le vecteur e; ainsi e, tourne autour de l’axe oz d'un

angle dans le sens direct

y
- —
€ ey €r
q
ex
de de, . . de d'e,
Que vaut et— ainsi— et— ?
dt g dt )r dt g dt |r
d?; = — N ,
7 = 0; car e, estun vecteurliéa R’.
/R’
A
dt )r
_)
N T de, T T
Or:e = e. N e, dou:— e, N e,
o dt |r
Ainsi . .
(% R
> — = 0 ; car e, est un vecteur lié a R .
/R’
é
. d ey _ >
dt )r
. de
Or:Z:—Z/\ ?;d'ou:—o :'Z/\ ?9).
dt )r
On pose :

0 =02=07

H
Q est appelé le vecteur instantannée de rotation du repere relatif R ' par rapport
au repere absolu R ; il caractérise la rotation du repere relatif R ' par rapport au repere

absolu R
Par conséquent

— —
de, - d ey

A\
dt |» dt r

20 juin 2018 Page -136-

elfilalisaid@yahoo.fr



PCSI-LYDEX 8.2. LETUDE CINEMATIQUE

Conclusion:

Si A un vecteur lié au repére relatif R’ alors

dA

ﬁ
@9 Q3 AR
dt /r

— -
e QR/R')=-QR'/R)
%
e Q) est porté par I’axe de rotation.
— - —
e Q(RI/R3) = Q(R1/R,) + Q(R,/R3) : relation de chales.

8.2.1.2 Relation fondamentale de la dérivation vectorielle

. g . <7 N ) y ~ y
Soit A un vecteur libre non lié a R’ qu’on connait ses composantes dans R’ et on
désire le dériver par rapport a R .

on admet le résultat suivant :

— —
dA B dA N 5
dt ) dt jr
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1. Si A est lié a R * alors on retrouve le résultat précédent.

- >
2. Pour un mouvement de translation : Q = 0 d’ou :

— —
dA  dA
dt )x  dt jr

C’et a dire dériver par rapport a R ou R ’ ¢c’et la méme chose : autrement dit
la dérivation ne dépend pas du repere.

8.2.2 Composition des vitesses

Soit un point M mobile dans un référentiel relatif R ° en mouvement par rapport a un
référentiel absolu R galiléen .

On appelle :

- -
e La vitesse relative V. (M) = V(M/R’) la vitesse du point M dans le référentiel relatif
R 7
e La vitesse absolue T)/a(M) = V(M/R ) la vitesse du point M dans le référentiel absolu
R

Quelle relation entre V(M/R ) et 7(M/R "
— — —_—
dOM  dOoO’ N dO'M
dt = dt » dt |®

Ona:OM=00 +0M =

/

dOM
dot: VMR ) = Vo /R ) + 29

- —
+ Q ANOM
dt g’

/

VM/R)Y=VM/R)+ V(O /R)+ G AOM

e On pose :

- - - @ —
V.M)=V(O'/R)+ Q ANO'M

vitesse d’entrainement de M

Par conséquent :

-

- -
VIM/R)=V.,+V,

SiM=AliéaR’ alors V(A/R’) = 0 donc :

—

- - - —
VA/R)=VO'/R)+ Q NOA=V,

La vitesse d’entrainement c’est la vitesse d'un point 1ié a R’ et qui coincide
a l'instant ¢ avec le point M .
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Le point A est dit point coincidant.

- >
e Dans le cas de la translation Q = 0 donc :

VIM/R) =V, + V(O /R)

-

- —
e siO=0"alorsV,= Q ANOM :

—

- -
VIM/R)=V,+ Q AOM

e siO=0 etMlié aR alors :

—

- —
VIM/R)= Q ANOM

H
C’est une rotation pure autour de I’axe €

8.2.3 Composition des accélérations

Ona:
dO'M -
e VIM/R) = V(O'/R) + + 0 AOM
IR
_)
dv(M
e MRy = YMR)
dt /R
dV(O'JR)
e ————— :71)(0//72)
dt /R
’ dtr dt /‘R') dtr dt /R)+ ( dt /R') a(M/R') +
d 3 s _dQ o = 3 dOM
— (QANOM)=(—— )ANOM+ Q A
: dl/R( ) dt R) oM+ dr %
'M
:3/\0_1\>/1+5/\[d3t + O AOM)
IR’
=2 = = — N
= QAOM+ Q AV, + QAN(Q NOM)
d’ou

—-
BM/R) =GO R+ BM/R) +20 AV, + AANOM+O A QA O M)

On pose :

— N - - - - —
a,(M/R)=d(O'|R)+ Q AN Q + Q A(Q ANO'M)

accélération d’entrainement.

ZM/R) =20 AV,
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8.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN

CAS PARTICULIERS :

-

accélération de Coriolis.

1. Q = T)> mouvement de translation alors :OM = OO0’ + O’ M et par conséquent :
- - -
» VIM/R)=V(O'/R)+ V(M/R")
> dM/R) ="d(O'/R)+d(M/R").

H
2. Q =cre

ZM/R) =T /R)+ O A(Q AOM).

3. MliéaR' =

4. 0 =creetO
- —
Q ANOM= Q

MR =0

= O’ le point M décrit un cercle
—_— — - = D
AOH+HM)= Q NOH+ Q ANHM.

—

é
H étant la projection de M sur l’'axe Q .

—

é
Or: Q ANOH =

— - = N
0;et Q AHM=-QHM e,

—

N — — PR
d.M)= Q A[Q AOM] =-Q*HM

accélération centripete

dv (M)

—_
(M
d(M)# —

8.3 Dynamique dans un référentiel non galiléen

8.3.1 RFD dans un référentiel non galiléen : forces d’inertie

Soit R un référentiel galiléen et R ' un référentiel non galiléen en mouvement quel-
conque par rapport a R ; en général R’ non galiléen.
La relation fondamentale de la dynamique dans R donne :

SE, = md(M/R)

Or: dM/R)="d(M/R") +d.M)+7d.M)
donc : SF, — nid (M) — nid (M) = ma(M/R ")

On pose :

?ie = _m—a)e(M)

force d’inertie d’entrainement

?)ic = _m—a)L(M)

force d’inertie de Coriollis
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D’ou dans un référentiel non galiléen la R.F.D s’écrit :

—

_)
XF, + F;, +

—

Fi.=md(M/R")

1. Si le corps est en équilibre dans le référentiel relatif R’ alors
- - - - 5 >
VIM/R)=0, Fi,,=-2mQ AV,= 0 donc

- -
F,+F,,=0

2.85i0=0 eta :c7c3a10rs
- e
Fi.=mQ"HM

— —
3. Les forces d’inertie F',, et F,. n’apparaissent que si le référentiel est non
galiléen : Ce sont des pseudo-forces

8.3.2 I’énergie potentielle d’entrainemment

. 4 , 4 —
On rappelle que si O = O’ et Q = cte alors la force F,, s’écrit : F;, = mQ*HM.

H Z
M
H
€;
o] =
P Y
ﬁ
€y
X
q
e
- - —_— —
Donc: F,.dOM = mQ*HM.dOM et comme
—_— — — — — —
OM = OH + HM — dOM = dOH + dHM
—
Or :HM.dOH =0
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—

HM?
2

D’ou :?ie.dO_]\)/[ = mQ>d( + cte)

1
&, = —Emgzl-ﬁlz + cte

On conclut que dans les conditions précédentes la force d’entrainement est conservative.
RéMarques

1. Le travail élémentaire de la force de Coriolis :
— - — — = 5 -5
OW(F;) = F;.dOM = SW(F;) = 2m(Q AV,)).V,dt=0
Donc la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas et par conséquent elle
dérive d’une énergie potentielle constante.

2. Dans R’ non galiléen :
(a) Le TE.C s’écrit :

— —
A& = W(F o) + W(F)

(b) Le T.M.C s’écrit : avec

Ta(M/R") = O'M AmV (M)

doo(M/R")

y = My (Fox) + Mo (Fi) + Mo (F o)
/R’

8.3.3 Applications

8.3.3.1 Préliminaire

» Tout corps A de masse my crée en tout point M de 1’espace un champ gravitationnel
—>
centripete G4(M).
- —
» La force exercée par A sur un point M de masse m est : F_y = mG(M)

M(m)

A(my)

. ;. - nmy —
» Sile corps A est de forme spherique alors :Ga(M) = -G—- e,
r

A
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M(m)

Dans I’expression de la force :
- mym
» Gravitationnelle F = —Ql—zz e, : la masse est dite masse gravitationnelle.
r
ﬁ
» RFD F = md : la masse est dite inertielle.

On admet que les deux masses sont identiques

8.3.3.2 Définition du poids

Soit un corps accroché a un ressort en équilibre dans le référentiel terrestre non ga-
liléen en rotation uniforme autour de Ogz.
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ZG = ZT

Yc

- = = - —
OnaDansR;: P+T =0 =T =-P. avec

P = nig(M)

_g)(M) : Champ de pesanteur.
La relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel R ; non galiléen donne :

dv - = -
—_— IZFe-f-Fie-i-Fic
dt |r;
—_ d - -, iqe .
Or VIM/R )= 0 = F,. = 0 (équilibre relatif)
— -

De méme : XF, = mGr(M) + T ( On néglige l'effet des autres astres autre que la terre)
- - 5 — —

Et Fj, = -mQ A (QAOM) = mO>HM

avec Q la pulsation propre du référentiel terrestre dans le référentiel Géocentrique.

ﬁ ﬁ

on conclut que T + mQ*HM + mar(M) =0.

L'équilibre donne : T = =P = —-m(G (M) + Q> HM).

On tire que :

G(M) = Gr(M) + P HM

J(M) n’est pas centripéte que si on néglige la rotation propre de la terre dans le
référentiel Géocentrique ou aux poles HM = 0.

Quelques ordre de grandeur a Béni Mellal :
e Le rayon terrestre : Ry = 6380 km

20 juin 2018 Page -144- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 8.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN

e La latitude A = 34°30’

e La masse de la terre m; = 5,97.10* kg

e La constante d’attraction universelle G = 6,67.107!" N.kg~>.m
Tout calcul donne :

( R

Gr=9,72 m.s>

2

4 2
Q’HM = =Ry cos A = Q°HM = 0,0279 m.s”

On conclut que le terme Qzﬁ/l est un terme correctif

O*HM

8.3.3.3 Effet de marée statique

8.3.3.3.1 Expression analytique
Dans le référentiel de Copérnic supposé galiléen; soit un point M(m) lié au repeére ter-
H
restre :T)/(M/T) =0 = 77),-6 :T)).
é
G7 :le champ gravitationnel terrestre .
6A :le champ gravitationnel de tous les astres sauf la terre (soleil, lune,...).
é
R 7 : référentiel terrestre non galiléen en rotation par rapport a R g :Q(R 7/R ¢).
R s : référentiel géocentrique en translation circulaire (I’excentricité de l'ellipse ter-
restre est ¢ = 0,01671022)par rapport référentiel de Copérnic R - ,supposé galiléen.
R.F.D dans R 7 donne :
— = - —
md(M/R 1) = mGr(M) + mG,(M) - md (M)
N N s -
Or @, (M) ="3(0/Rc)+QAQAOM) + QAOM '
On néglige le terme (on suppose que la rotation est uniforme) :5 A 0—]\)/1
. — - - — - 2 =
On tire que :a(M/R 7) = Gr(M) + G,(M) — @a(O/R ¢c) = Q A (2 AN OM)
Appliquons la RFD a la terre dans le référentiel de Copérnic :
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Rc

mrad(O/R ¢) = m@m) = QO/R ) = 'G’a(g) o
donc : 71)(M/7€ )=Gr(M)+ G,(M)— G, (0)—QAQANOM)

BMIR 1) = Gr(M) = Q A (Q A OM) + C(M) — C.(0)

On pose :
— - - = =
gM) =Gr(M)—Q A (QAOM)
le champ de pesanteur :terme statique
— — —
[ (M) = G,(M) — G,(0) ]

terme de marée : terme dépendant du temps

8.3.3.3.2 La marée océanique

En supposant que la terre et la lune sont de formes sphériques et on donne :
Rr = 6400km et d = OL = 4.10° km

On néglige l'effet de tous les astres sauf 1’effet de la lune.

Ona: Z(M)=CuM)-CLO)
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LO LM
- = - —
C=G(M-G,(0) = C= GmLL—O3 - mLm
— —d_i> O_I),— 0_1\)4
== %:GH’LL[ P + LM
5 ~di di -R%
== %:GmL[ pa + LM ]
o —di di -RZ,
= = Ol e R T 2dRcos Oy
—  Gm — d—i) —Re
:>%:dfhﬁ T
(1 —2E cos 6)3/2
R
:ﬁ'%z(z?pj?+@?—RZx1+%rmwn
R2
- %) = G;?LBRCOSH_Z? —Re + 37 cosfe]
GR
? = d;nL(3 cos_i) - Z)

force par unité de masse

eenA: =0=— .= [
- 2RGm;—
CO=0)="—3—1
. enB:H:%:>Z:7
- T RGmL—>
CO==)=- '
( 2) d?
eenC:0=n1— Z:——i)
- 2RGm;—
CO=m)=- - L
cenD:f=-2= e =—]

Donc les marées hautes en A et C et les marées basses en B et D.
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Y
-
J
-
l
A

D’ou deux marées hautes et deux marées basses par jour décalé de 6H.

| Le cceefficient de la marée haute est le double du ccefficient de la marée basse.

8.3.3.4 Déviation vers l'est

Voir TD

8.3.3.5 Pendule de Foucault

Voir CNC 99
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CHAPITRE 9

SYSTEME DE DEUX POINTS MATERIELS

Dans un repere galiléen R ,considérons un systéme de deux points matériels M;(m,)

et M,(my)

M,

9.1 Grandeurs cinématiques

9.1.1 Barycentre du systeme

Le barycentre G du systeme {M;, M,} est donné par :

i=1

— — - N >
mGM; + my,GM, = 0 = Zm,GMi =0

Soit O un point quelconque :

no—

- - m;OM;

_G):m10M1+mZ0M2:0_G>:l§nl i
mp; +my Zmi

6]

Dérivons (1) par rapport au temps on obtient :
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v(G/R )= m V(Ml/i? : ZEV(Mz/R )
2(G/R) = mlﬂ(mﬁ; f : Ziﬂ(Mz/R )

. % % H . . Ve
Puisque miGM, + myGM, = 0 alors les points M,,G et M, sont alignés.

9.1.2 Repere Barycentrique

C’est le repére centré en G et dont les axes restent constamment paralleles a ceux de
R ,onlenote Rg,RpouR™*
Conséquence :

q

— dA dA

QR* R —0 YA : = —
R*/R) - dt/vz dt g

- T = - -
V(M/R) = Vl o V(IMy/R) =1V,
AMyR)="d) e d(My/R)="d,
_)
o V= Vz — V1 :vitesse relative de M, par rapport a M; dans le repere R .

—_—>
dGM
° 713 :7(M1 /R )= =1 :vitesse de M, dans R ;
dt /R,
- - dGM.
e Vop=V(M,/Rp) = o 2 vitesse de M, dans R 3
/R B
° 73 = 7 °B — V1 p :vitesse relative de M, par rapport a M; dans le repere barycentrique
R*
On conclut que
- e - e
Vie=Vi-Vg ; Vap=V,-Vg
Ainsi
- o
V = VB

c’est a dire la vitesse relative a la méme valeur dans R et dans R *.
° On a:
o 7 —MIMZ—GMZ—GM1 = rZB_ rlB
— -
o m]GM1 +m2GM2— 0 — nmy I"]B+lel"23— 0
On conclut que :

8

— m, — — _m
r - Pl rnp=
m +my m + my
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- np = - nm -
Vip=- V I V= Vv
m +my m + mp
- m - — m -
aip=-— I dop= a
m +my m + my

9.1.3 Quantité de mouvement
9.1.3.1 Dans le repere R

Dans le repere R on a:
- - - -
P1 =m1V1 et Pz =m2V2
La quantité de mouvement totale du systéeme est :
-2 2 9 - - - -
P=P+P,—= P=mV; +m2V2:(m1 +m2)VG donc

— — -
P =(m +m)Vs=mrV(G/R)

9.1.3.2 Dans le repere R *;,masse réduite

Ona:
- - - = 4 mv +m72 mm; —
2
Pipg=mVig=m((V,-Vg) =m(V, - o = (Vi=Vy
(my + my) my + myp
On pose :
myn 1 1 1
/,L-—:}—:—+—
m; + my M my my

On déduit que :

On tire que :

La quantité de mouvement totale du systéme est nulle dans le repeéere
barycentrique.
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9.2 Grandeurs cinétiques

9.2.1 Le moment cinétique du systeme
9.2.1.1 Dans le repere R *

- — - —_— 2
O'*(MI/G) =GM, AmVy=GM, AN P

—y — - —_— 2

g (Mz/G) =GM>, AmyV, =GM, A Py

Le moment cinétique total du systeme est donné par :

"*(S) = *(Ml/G> + 0'*(M2/G)

== 0' —GM] /\P]B+GM2/\PQB—(GMZ—GMl)/\PQB

PS) =T AuV

9.2.1.2 Dans le repere R

— - ) N — -
Ona: O'(MI/O) 0M1/\m1V1 8.11'151 o(M,/0) = OM, AmyV,
:>O'(S/O)—OM[/\M1V1+0M2/\m2V2
— —
— HS/0) = (0G+ GMl) A ml(VG + VlB) + (0G + GM;) A mz(VG + VzB)
— — -7 ==
:>O'(S/O)—OG/\m1VG+OG/\m1V13+GM1/\m1VG+GM1/\m1V13+0G/\m2VG+OG/\
—

my VZB + GMy AN my VG + GMZ N\ ny VZB

N — - = - - - —
=i O'(S/O) =0GA(m +m)Vg+OGA@Vig+myViyp) + (myGM, + myGMy) A Vg + GM; A
- — -
mVig+GMy AmyViop

FS/0) =*(S) + 0C A My Ve

c’est le premier théoréme de Kecenig

9.2.2 L'énergie cinétique du systeme
9.2.2.1 Dans le repere R *

1 = P %B 1 = P %B
Eml V%B = 2—%, gCBz = Emz V%B = —
L'énergie totale du systeme est donnée par :

2 2
— @( 1 1._ @

2my 2_n12_ 2 m m2_2,u

(@) 1 Ecp, =
na CB, 2m2

1 —

Scp = gc* = E.UVZ

4 : masse réduite du systeme.
é
V :la vitesse relative de M, par rapport a M,

9.2.2.2 Dans le repere R

Ona:
1 = I - = I =, = - =
éocl = Em] V% = Eml(VG + V]B)2 = Eml(Vé + V%B+2VG-VIB)
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De méme :
— 1

) - = o, 1 o= = - —
EC2 = Emz V2 = EmZ(VG + Vap) = EmZ(VG + VZB +2Vs.Vap)
I’énergie cinétique totale du systeme s’écrit :

1 -, 1 = =, - - —
éac(S) = E(ml + mz)VG + E(ml V]B +my VZB) + Vg.(imVig+myVyp)

D’ou :

1 -
éac(S) = éaCB ar EMT V%;

le deuxieme théoréme de Kcening

Dans R * toutes les quantités s’expriment en fonction de :

2 g mny

» la masse réduite u =
m +my

» la vitesse relative V. =V, -V, = V* de M, par apport a M;.

9.3 Dynamique du systeme

Supposons que les deux points sont soumis a :

> M] :
ﬁ V4
e [, : force exercée par M,
H 7 . . 7 . N
e [, :force exercée par le milieu extérieur du systeme sur M,
> M2 :
ﬁ

F, : force exercée par M,
H 7 . . 7 . N
e [, :force exercée par le milieu exterieur du systeme sur M,

- - L, - —
Les forces F, et F, sont des forces extérieures et les deux forces F; et F, sont des
forces intérieures qui obéissent au principe de ’action et la réaction ( troisieme loi de
Newton ) c’est a dire

—_
Filz_FiZ

9.3.1 Relation fondamentale de la dynamique

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel galiléen
R pour chaque point du systeme :
N - -
» Pour My :myd,=Fy+ F, (E1)
N - -
» Pour M, :myd,=Fp+ Fpy (E2)
- -
(E1) + (E2) donne m;d, + mrd, = F,; + F,, donc la RFD pour le systéme s’écrit

mrd(G/R) = 77)5»1 +?e2

Théoréeme de la résultante cinétique
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Conclusion:

Le mouvement du barycentre est identique a celui d’un point matériel
de masse m; soumis a une force égale a la résultante des forces
extérieures

mrd(G/R) = Fox

\

» Le Théoreme de la résultante cinétique ne fait apparaitre que les forces exté-
rieures.
» (E2)-(E1) donne :

9.3.2 Théoreme du moment cinétique dans un référentiel galiléen
9.3.2.1 Moment des forces en un point O fixe dans R.

Calculons les moments de tous les forces appliquées en un point O fixe dans R .
— = —_— - - s
® %O(Fil):OMl/\Fﬂ; ° %O(FQ):OMz/\FQ donc :

— — —
%0(?1') =M M, /\?iz = %O(ZHZ) 26)

. H . Ve . %
puisque F';, est colinéaire avec M, M, .
On retient que pour un systeme de deux points

N - o —
Mo = Mo(F o) = M o(ext)
=

1

9.3.2.2 Moment des forces en G barycentre

Calculons les moments de tous les forces appliquées en G barycentre du systéme :
— - —_— - —_ - —_— S
(] «%G(Fil):GMl/\Fil; ° %G(FQ):GMz/\FQ donc :

— - —_— = =
Mc(Fj)=M M, ANFp=0

. é . 7 . ._.>
puisque F; est colinéaire avec M| M, .
On retient que pour un systeme de deux points

1
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9.3.2.3 Théoreme du moment cinétique barycentrique

On a d’apres le théoréme de Keenig o(S/0) = O_G) A MTVG +70*(S) donc :

A olext) = d_)*(S A S/0) 0 _ d_)*(S )R + OC AT,

Sachant que :
— —_— = — s
Mo=OMANF = #o=0GANF+GMA\F

—

%0226+W}AF

On en déduit le théoréeme du moment cinétique barycentrique

do(S)
dt  |r+

ﬁ
= M c(ext)

9.3.3 Puissance des forces intérieures

» Puissance des forces extérieures :

—

- - - o -
4 (ext) =F,.Vi+ Fp.V,=F, ;.Vg

» Puissance des forces intérieures :

—

) - - 5 o -
P (int)=Fy.Vi+ FpVy=Fp.V=Fp— =Fp.

\ J

Conclusion:

La puissance des forces intérieures est en générale non nulle pour
un systeme déformable , par contre nulle pour un systéme indéformable
M1M2 = cte

9.3.4 Théoreme de l'énergie cinétique dans un référentiel gali-
léen

D’apres ce qui précede on tire que :

— —
A&. = W(F (ext)) + W(F (int))

9.3.5 L’énergie potentielle d’interaction

e Dans le repere R
s T s - — —
O0Wg = F;1.dOM, + F.dOM, = F ».(dOM, — dOM,)

— —
5W7{ = Fiz.dMle
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e DansRp
- —> —_—

(SWR 5 = F,‘] dGM] +?,‘2.dGM2 = ?ig.(dGMz - dGM])

—

_)
6WRB = F,’z.dMlMg

Pour un systéme de deux points matériels le travail des forces

intérieures ne dépend pas du référentiel et non nul pour un systeme
déformable

Sionpose: F; =—f(r)e et Fp=f(r) e, ainsi M\iM, =r e,
Donc : 6W = f(r) e,.d(re,) = f(r) e,.(dr e, + rdd &)
= 0Wg, = f(r)dr(= -d&,) si?,-z est conservative.

&y(int) = —ff(r)dr

I’énergie potentielle d’interaction

9.3.6 Energie mécanique

Dans le référentiel Ron a :

[ En = & + Eplext) + &y(int)

et par conséquent :

[ A&y = W(F )

|

Pour un systeme conservative I’énergie mécanique est constante (I’intégrale premiere

de 1'énergie)

9.4 Cas d’un systeme isolé de deux points matériels

Le systeme est isolé si

— — —
FeleeZZO

9.4.1 Conséquences

» Conservation de la quantité de mouvement dans R .
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4 - — - —
Flext)=0 = P =(m +my) Vg = cte

- —>
» Vs = Cte donc le référentiel barycentrique est galiléen.
» Conservation de 1’énergie mécanique barycentrique

&, = &7 + Ey(int) = cte

» Le moment cinétique barycentrique est conservé :

) s - -3 @ —
Mo(int) = 0 = o™ = cte

Dans le repére barycentrique le mouvement est plan.

9.4.2 Réduction canonique :Mobile réduit équivalent

On a établit que dans le repere barycentrique R * que :
—2x _ 2 —)*
o 0= F AUV
® (goc* — lﬂV*Z
— 2—) - - -
dv* Fp Fon F, Fp

dt u my  m u

Dans le repeére barycentrique le systéme isolé de deux points est
équivalent a un seul point P fictif (nommée mobile équivalent )tel

-y . - - N
que GP = r = MM, et animé de la vitesse V* = V soumis a la force
- . .
F,:c'est la réduction canonique.

\.

Connaissant le mouvement du barycentre G du systeme dans le référentiel

—
R (c’est a dire OG(t)) et le mouvement du mobile équivalent dans le repere ba-
rycentrique R * (c’est a dire 7(f)) on peut déduire le mouvement des deux points
M1 et M2 8

OM,(t) = 06(t) - —2__2(1)
mp +mp

OM,(t) = 0G(1) + — (1)
m +mp
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La trajectoire du mobile équivalent (ou réduit) dans le référentiel
barycentrique donne, par homothétie, celles des deux particules dans
ce référentiel
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cHAPITRE 10

MECANIQUE DU SOLIDE

10.1 CINEMATIQUE DU SOLIDE

10.1.1 Définition d’un solide

On appelle un corps solide (S) si la distance entre deux points quelconque du solide
A et B est constante

~

(S) = solide = Y(A, B) € S: || AB ||= cte

Si la distance entre les deux points A et B est variable on dit que le systéme est
déformable.

10.1.2 Barycentre d’un solide. Repere barycentrique

On définit le centre de masse ou barycentre d’un solide (S) par :

— —
[[[ @¥tam=
)

—_— = ——
Soit O un point quelconque de R et sachant que :GM = OM — OG alors en posant m la

masse totale du solide on obtient :

o—G’=%fffo—A’4dm

En dérivant la relation obtenue par rapport au temps dans le référentiel R on obtient

V(G/R) = % f f f V(M/R Ydm

159
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De méme

Q(G/R) = % f f f a(M/R )dm

On en déduit que la quantité de mouvement totale du solide est

PBS/R) = f f f V(M/R Ydm = P(S/R) = mV(G/R )

On retient que : La quantité du mouvement du solide est équivalent a la quantité d’'un
point matériel G(centre de masse) affecté de la masse totale du solide.

On définit le repere barycentrique R 3 = R* = R ; le repere d’origine le centre de masse
G et dont les axes restent constamment paralléle a ceux de R c’est a dire

ORs/R) = O
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- Le centre de masse appartient a l’intersection des plans de symétrie.
- Le centre de masse est confondu avec le centre de symétrie.
- Pour un systeme discret

N —
2. mOM,
— =l
G =
N
2, m,
=1

1. Déterminer la position du centre de masse G des courbes homogeénes sui-
vantes :
(a) Fil linéique homogéne de masse m et de longueur [
(b) Demi-cercle de rayon R.
(c) Quart de cercle de rayon R.
(d) Demi disque de masse m et de rayon R

(e) Cone de révolution homogéne, de masse M, de hauteur h, dont la base
est un disque de rayon R.(On commence par la détermination du vo-
lume)

(f) Plaque rectangulaire homogéne de masse m et de longueur a et de lar-
geurb.

7 . ﬂ ﬁ . . ﬂ %
2. Déterminer les vecteurs GA et GB d’un bipoint A(m,) et B(mp) tel que AB = 7

. Discuter le cas ou my > mgp.

Correctiom

1. Détermination de la position du centre de masse G des courbes homogenes sui-
vantes :

(a) Fil linéique homogene de masse m et de longueur /

1
&’;:zza

(b) Demi-cercle de rayon R d’axe de symétrie ?;.

(c) Quart de cercle de rayon R.
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(d) Demi disque de masse m et de rayon R d’axe de symétrie ?;.

— 4R,

G= 3 K

(e) Plaque rectangulaire homogene de masse m et de longueur a et de largeur b.

—

1
oG = E(a?;+b?;)

(f) Cone de révolution homogéne, de masse M, de hauteur h, dont la base est un
disque de rayon R.(On commence par la détermination du volume)

1 1
V= gﬂ'th:OOG): Zh?;

7 . —> —> . . —> H
2. Déterminer les vecteurs GA et GB d’un bipoint A(m,) et B(mp) tel que AB = 7 .

Discuter le cas ou my > mg.

10.1.3 Cinématique du solide

Soit (S) un solide et R un référentiel . _
Puisque (S) est indéformable alors Y(A, B) € S =|| AB ||= cte
—
d AB?

C’est & dire AB? = cte —> 0
- dt/R
R
A_B>2 — a’_B>
h =2AB.——
Sachant que AR dr/R
dA_é — —
0) = - .
r aR V(B/R)—- V(A/R)

Il en résulte que

ABV(B/R)=ABV(A/R)
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le champs des vitesses d’un solide est équiprojectif

Et par conséquent le champ des vitesses d’un solide est un torseur.

—

Va

A B

- —> - —>
V..AB V. AB
En effet :

Appliquons la relation de dérivation vectorielle d’un vecteur avec R’ le référentiel lié au
solide S :

- —

d AB dAB — —> — — - —
= QS/R)ANAB V(B/IR)- VA/R) = Q(S/R)ANAB

d/R dt/R'+ (S/R) = V(B/R) (A/R) (S/R)

C’est a dire

VA/R) = V(B/R) + AB A Q(S/R )

10.1.4 Mouvement d’un solide
10.1.4.1 mouvement de translation

On dit que le mouvement du solide S est une translation si tous les points ont méme
vitesse quelque soit le temps ¢, c’est a dire

(S) en translation — a(S/R ) = —O>

C’est & dire que V(A/R) = V(B/R) = @(A/R) = Q(B/R ) Vr

- Translation rectiligne.
- Translation circulaire.

10.1.4.2 mouvement de rotation autour d’un axe fixe

A est I’axe de rotation; posons O=w Uz A
On en déduit que YO € A, V(0) = 0

Pour tout point M de §, il existe un point H projec-
tion de M sur A.

Posons HM = r; le mouvement de M est une rota-
tion pure autour de A, et donc sa trajectoire est cir-
culaire (de centre H et de rayon r) : M e,

VM/R) = V(O/R)+ O AOM =0 AOM

- - — —
VIM/R)=QANHM = rw e
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10.1.4.3 Description du mouvement instantanée le plus général d’un solide

Soit A une droite telle que a l'instant #; A représente I’axe de rotation A = A(¢) ( I’axe
de viration ) et H la projection de M sur A

- - - @ —
V(M) = V(H) + Q A HM

Donc le mouvement est une rotation autour de A(H, HM) et le point H est animé d’un
mouvement suivant A.
on conclut que le mouvement général est helicoidal.

10.2 MODELISATION DES EFFORTS ENTRE SOLIDES
EN CONTACT

10.2.1 Solide en contact

Considérons deux solides S; et S, en contact sur une petite surface plane (X) et en
mouvement par rapport a un référentiel R, et I un point quelconque de (X).

—

(S2)

R ey o= - . Plan tangent (I)

é
Soit I un point de X;0n peut décomposer la force élémentaire dR exercé par S; sur S,

en deux forces de contact tel que
— - = o
R = f f dR=T+ N
z

: force de frottement de glissement. Elle appartient au plan tangent II.

: réaction normale a II.

Le moment de cette force en I est :

— — = — —
Ml,contact = fff IM A dR(M) = MI,Z + Ml,n

Avec :
- —

» M;, moment de frottement de roulement. M;, € au plan tangent II.
— —

» M;, moment de frottement de pivotement. M,, L II.
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10.2.2 Vitesse de glissement

On suppose pour la suite que le contact est ponctuel c’est a dire que £ — I appelé
point géométrique

____________________ Plan tangent (IT)

(S1)

» Soit , un point du solide S, qui coincide a l'instant 7 avec le point géométrique 1.
» Soit /; un point du solide S qui coincide a l'instant 7 avec le point géométrique 1.
On appelle vitesse de glissement de solide S, par rapport a S

Vo = V) - V)

» La vitesse de glissement est vitesse relative.
» La vitesse de glissement ne dépend pas du référentiel. En effet :
Soit R’ un autre référentiel et d’apreés la loi de composition des vitesses on :

- - - - —_
-V(L/R)=V(L/R)+ V(O|/R)+ QR'/R)NO'L
- - - - —_—
-VIL/R=V/R)+ V(O /R)+ QR'/R)AN O
—_— >
- ce qui donne puisque 1,11, = 0

V(L/R) - V(IR = V(LR = VI /R) = Vy(R) = Vy(R)

» la vitesse de glissement appartient au plan tangent I1.
- -
» On peut écrire la vitesse de glissement V, = V(L,/S)

On dit

que le mouvement de (S,) est sans glissement si la vitesse de glissement est nulle

- - - —
Vg =0 = V(Iz) = V(Il)

Si le solide (S,) est fixe dans R alors T)/g = 7(12/51) = _O> cad que la vitesse du point I, est
nulle par rapport au solide (S;)
10.2.3 Vecteur rotation relative

Soient eux solides en mouvement par rapport a un référentiel R .
On définit le vecteur rotation relative du solide (S,) par rapport au solide (S;) par
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B(S2/S1) = O(S2/R) — B(S1/R)

On décompose le vecteur rotation relative dans le plan tangent en

— - -
Q(S,2/51) =Qr + Qn

H

» Q7 Vecteur rotation de roulement.
H

» Qy Vecteur rotation de pivotement.

Application 2 :

On considére un disque de rayon R dont le centre C est repére par la coordonnée carté-
sienne x. La position d’un point M a la périphérie du disque est repérée par un angle 0
par rapport a un axe de direction fixe. Le disque roule sans glisser sur un plan horizontal.
Déterminer la relation entre x et 6.

Que devient la relation précédente si le sol horizontal est remplacé par un tapis roulant
se déplacant & la vitesse v, e,

Correctiom

1-OM=xe,+Re,+Re. = V=i, +RiT,

— - .
V,=0 = x+RI=0

Ax = —RAG le signe (-) traduit le fait que x et § on des sens opposés
2-%+RO=V, = Ax+ RAO = V,At

10.2.4 Lois de Coulomb pour le frottement de glissement

On admet les lois empiriques de Coulomb

- —
1. Loi de frottement « cinétique»: V, # 0 (présence de glissement)

H
La force de frottement 7 possede les propriétés suivantes :
e - - -5
-TANV,=0cad T//V,
- - ,
- T.V,=0cad T et V, ont des sens opposés
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T=fN
f ou u ceefficient de frottement de glissement caractérise la nature des surfaces en
contact.

2. Loi de frottement « statique» :7g :T)) (absence de glissement)

T < fN

10.2.5 La puissance totale des actions de contact
10.2.5.1 Expression de la puissance pour un solide

On rappelle que la puissance d’un point matériel animé par rapport a un référentiel
— —
d’une vitesse V(M/R ) soumis a la force F est

P (MJR) = V(M/R)F

Pour un solide , on le décompose en des masses élémentaires (dm) centré en M dont la
H
résultante des forces est dF donc

d? =V(M/R).dF
Soit A un autre point du solide; le torseur cinématique donne :
- - - —
VIM)=VA)+ QANAM
ce qui donne :

dP = V(A)dF +(Q AAM).dF — P (S/R) = VA/R).F + fff@ AAM).dF

- — — — =
Or (QANAM).dF = (AM A dF).Q2 Rappelons que
A .(F)=AM A dF
Le moment résultant

Il en résulte que la puissance du solide dans le référentiel R s’écrit

P =VAJR)F + AA\NF) O

Deux cas important a discuter :

1. Mouvement de translation : Tous les point du solide ont méme vitesse donc

- > — - = -
[ Q=0= X ES/R)=V@A).F =V(M).F ]
2. Mouvement de rotation pure autour d’un axe (A) : On choisit A e A = V(A) = T)>
donc
— -
[ P (SIR) = M4.Q85/R) ]
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10.2.5.2 Puissance totale des actions de contact

Soient deux solides en contact ponctuel avec 75 = _T> +ﬁ la résultante des forces de

contact exercé par le solide (S) sur le solide (S»).
La puissance de contact recue par le solide (S,) est :

Py =RVWD) + M1,0s
De méme pour le solide (S ;) et d’apres le principe de l’action et la réaction :
P = RV + (A1) 5
La puissance de contact totale est
D Teontact = P 1+ P 2= P 1 contact “R(VL) - V) + 7/1-(32 _al)

Or:

- - -
-VL)-V)=V,

- -
- .#; = 0 contact ponctuel
Il en résulte que

Cas du roulement sans glissement
%
Dans le modeéle du contact ponctuel,s’il y a roulement sans glissement, alors V, =

e
0 ainsi .#; = 0 donc

Roulement sans glissement = & (r.contacty = 0

10.2.5.3 Modele des liaisons parfaites

10.2.5.4 Définition

Une liaison est parfaite si la puissance de contact de cette liaison est nulle

10.2.5.5 Exemples

» Liaison glissiere : C’est une liaison lors d’un mouvement de translation d’un solide
par rapport a l’autre.
Si oz est ’axe de translation alors

Liaison glissiere = R, = R. e; =0
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» Liaison pivot : C’est une liaison lors d’'un mouvement de rotation par rapport a un
axe d'un solide par rapport a I’autre.
Si oz est I’axe de rotation alors :
- = - 5 = —
:@C: R.Vg-f-,//[/\Q:%].QeZ:)MZ:O

Liaison pivot = M, =0

» Liaison rotule : C’est une liaison lors d’un mouvement de rotation par rapport a un
point O d’un solide par rapport a 1'autre.

—_ - . =
Dans ce cas & . = .#,.Q = 0 quelque soit le vecteur Q donc

L. — —
Liaison rotule = .#, = 0

10.3 DYNAMIQUE D’UN SOLIDE

10.3.1 Théoreme de la résultante cinétique

Soit un point M d’un solide de masse dm animé de la vitesse V(M/‘R ) avec R un

référentiel galiléen soumis a la force élémentaire dF.
Appliquons la RFD dans R galiléen :

o = dF = ([, VR dmy = [[[ dF

— —
Si on pose : F = || f(s)dF la résultante des forces exercé sur le solide et sachant que :

1] f(S)T)/(M/R ) dm = mV(G/R ) la quantité du mouvement du solide alors on obtient

dm

q
% - md(G/R)=TF

C’est le théoreme de la résultante cinétique

Pour un solide isolé ou pseudo-isolé dans un référentiel galiléen alors le mouve-
ment du centre de masse est rectiligne uniforme.

10.3.2 Le moment cinétique
10.3.2.1 Définition

On décompose le solide en des points matériels; chaque point M de masse dm est

animé par rapport a un référentiel R de la vitesse V(M/R ).

Donc le moment cinétique du point M par rapport a un point A quelconque est : do*(M/R ) =
—> —

AM A (dmV(M/R)) ce qui donne pour le solide
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?A(M/R):fff AM A V(MR ) dm
S

A€tivite
L

On considere une plaque rectangulaire a sur
b, homogeéne, de masseM, d’épaisseur négli-
geable, qui oscille autour d’'un axe horizontal
Ox. Elle est attachée a cet axe par un de ses c6-
tés de longueur a. La rotation de la plaque au- b -

tour de Ox est repérée par I’angle 6(¢r) Le point 0 v
O est au milieu du c6té de longueur a. On uti-
lisera la base cartésienne (Z, Z, ?Z)) ainsi que
la base locale (e, e, e,). e

é
1. Déterminer le vecteur vitesse V(P) d’'un point P de la plaque en fonction de r (dis-
tance de P a Ox), 6 et e,.

En déduire le vecteur quantité de mouvement P de la plaque.
Déterminer la position du centre de masse G de la plaque. Vérifier que P = MV(G)

Calculer le moment cinétique 5"0 en fonction de M, a, b, et des vecteurs de base.

A R

, . - ;. ,  sea s .
En déduire o* Verifier ’'homogenéite de son expression.

Correctiom

1-0P=xe.+re. — V(P/R) =rie,

2-P(S/R) = [[, OPdm = B(S/R) = %Mbé?g
— 1. - —
3-V(GIR) = 5b0 e = B(S/R) = MV(G/R)
1o
4-F, = [[OP A V(PR )dm = 3, = sMP0e,

1
5- 3, =3 +06AMV(G/R) = 0 = Eszez;

10.3.2.2 Le torseur cinétique
Soit B un autre point quelconque donc :
— — =
> Ca(M/R) = fff(S)AM/\ V(M/R) dm.
— —_— o
> Tp(M/R) = [ BM A V(M/R) dm.

—_— > =
» AM = AB + BM ce qui donne

—

Py =0 +ABAPS) =T+ ABAmV(G/R)
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1. Dans le repére barycentrique R * on a :

= _ =% | TD A Des e O TR
Oy,=03+ABAP(S)= 0,=0y=05=0

On retient que le moment cinétique barycentrique ne dépend pas du point
ou on le calcule (vecteur libre)

2. De mémeonasiB=G

Gy =0+ AG A P(S)

10.3.2.3 Le théoreme de KENIG relatif moment cinétique

N —_— -
Ona: GA(S/R) = [[[LAM A V(M/R)dm.
D’apres la loi de composition des vitesses entre R et R *on a :

—

- - - e -
Vo=V, +V, = VIM/R) = VIM/R)= V" + V(G/R)+ QANGM
- - -
Sachant que : Q(R */R) = Q = 0 alors
- - -
VIM/R) = V(G/R)+ V*

Il en résulte que

E’A(S/R):fffmAV(G)dm+fffmA7*dm
S S
Puisque :

(L AM AV dm =,
- [[LAM AV(G/R )dm = [[[,AG A V(G/R )dm+fff6ﬁ/\7(a/7z ydm
S

-

0
Il en résulte que :(Théoreme de KENIG relatif au moment cinétique

Fu(S/R) = +AC AmV(G/R)

A=G = Fs(S/R) =7

Relation importante a retenir
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10.3.3 L’énergie cinétique d’un solide

10.3.3.1 Définition I’énergie cinétique

1
OnadE, = 572(M)dm donc

1 -,
E(S/R) = —fffv (M)dm
2 JJJs
Application 3 :

Calculer I’énergie cinétique d’une barre (m,l) en rotation autour de son extrémité.

A
E(S/R) = zmP6 = 214 o2

Soit A un point quelconque du solide
- - - —
Le torseur cinématique donne V(M) = V(A) + Q A AM ce qui donne

ES/R) = % f f f VM).(V(A) + O A AM)dm
S

E.S/R) = %T)/(A). f f f V(M)dm + %3 f f f AM AV (M)dm
S S

Il en résulte que

Ce qui donne

E.S/R) = % V(A P(S/R) +3.5’A]

T

Cas particulier important : A = G

EJS/R) = %[mT’/Z(G) +3.?r’G] - %[mVZ(G) + Q7]

10.3.3.2 Le théoreme de KENIG relatif a ’énergie cinétique

Soit :
- T)/(M/R) la vitesse du point M dans le référentiel R .
- T)/*(M) la vitesse du point M dans le référentiel barycentrique R *.
Sachant que V(M/R) = V(G/R ) + V*(M) puisque (Q(R */R = 0)
Donc &,(S/R ) = % [EVAG/R ydm + % [EV2(ydm + [[J; VGIR).V* (M)dm
Comme :
- % 1] fST)/Z(G/‘R ydm = £.(G) 1’énergie cinétique du barycentre affecté de la masse totale.

1
-5 1] fSV*Z(M)dm = &* l'énergie cinétique barycentrique.

- [ VG/R)V (Mydm = VGIR ). ([, V:(M)dm = VGIR)mV(G/R*) = 0
D’ou le théoreme

E(SIR) = E(G/R) + E(S/R™) = &7 + %mVZ(G/R )
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10.3.4 Le moment d’une force

On rappelle que le moment d’une force F appliqué sur un point matériel (M, m) est

Ao(F)=OMAF

. . N V4 é
Pour un solide S soumis a la résultante des forces F

7//0(F):fffs51\7m7«“’

é Ve Ve . 7 . n
Avec dF la force élémentaire exercée sur le point M. On montre de méme que

-

ZA:ZB-FE/\F

Si la résultante des forces F est nulle ; alors le systeme de forces est équivalent a un
couple.
On appelle couple de forces un systeme de forces dont la résultante est nulle et le mo-
ment est non nul (indépendant du point).

EX€mple

Calculer le moment de la résultante des forces exercée sur un dipéle électrosta-
tique rigide par un champ extérieur uniforme .

Dans une liaison pivot (rotation autour d’un axe) :
» Sile couple présente le sens du mouvement : Couple moteur.
» Sile couple présente le sens contraire du mouvement : Couple frein.

10.3.5 Mouvement d’un solide autour d’un axe de direction fixe

10.3.5.1 Cinétique d’un solide ayant un point de vitesse nulle

On suppose que le solide (S) possede un point A tel que V(A/R ) = _O>; si non on fait
- -
I’étude dans le référentiel barycentrique et A = G et donc V(G/R*) = 0

10.3.5.1.1 Le moment d’inertie. Théoréeme de Huygens

10.3.5.1.1.1 Le moment d’inertie d’un point matériel M
Soit A une droite et M un point matériel de masse m dis-

tant de r = HM avec H la projection perpendiculaire de

M sur A.

On appelle le moment d’inertie J, du point M par rapport H
a A I'expression r

Iy = mr? (kg.m?) M(m)
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10.3.5.1.1.2 Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

A

On subdivise le solide en des points matériels élémen-
taire de masse dm et par conséquent

JA :ff rzdm
(S)

Exemples :Voir photocopie

10.3.5.1.1.3 Théoreme de Huygens

A Ag
Ona:
Iy = [[[ Pdm = 3, :fffﬁ?xﬂdm
Or HM = HH +H'M __ | )
Donc J, = [[[(HH™ + HM?) dm H—€
T2 P oo H
= J, :fffHH dm+fffHM dm+2 [[[ HH' .H'M dm
[
md? Jac
Puisque :H'M = H'G + GM alors - >
d

[[[ HE HM dm = [[[ HE HG dm+ ﬁfff@ﬁdm -0
1 i

—0(déf de G)
Il en résulte le théoréeme de HUYGENS

Jr =Jrc +md2

10.3.5.1.2 Le moment cinétique
—_— o
Ona ‘?A(S/R) = [[[AM A V(M/R) dm
Puisque le solide est en rotation autour d’un axe A fixe
alors A est un point de A d’ou : A
- - - — - - —
VIM/R)=VA/R)+ QANAM — V(M/R) = QANAM
— —_— =2 —
Donc 74(S/R) = [[[ AM A (Q A AM) dm
Sachant que 1 A (2 A 3) = 2(1.3) — 3(1.2) alors :
— — -
Fu(S/R) = [[[AM2dm)S — [[] AM.(AM.Q) dm

—_—> _— s — —_— = N —_— - .
Or AM = AH + HM avec AH,//Q = weée, et HM 1L Q ainsi
_ —_—
AH = AH¢
= | [[[AB?Q dme+ [[] HM?G dm+2 [[[(AH.HM)S dm|-| [[[(AH.)AH dm+ [[[(AH.HM dm+

1
[[[EMS)AM dm)
1

— 3y = [[[HMG dm + [[[AH @y dm— [[[AH ey dm— ([[(AH.HM dm
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— Ru(S/R) = ([[[ HM*dm)S — [[[(AH.G)HM dm

On pose
Ja :ff mzdm:ff r* dm (m*kg)

Moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe de rotation A

avec r la distance de M a l’axe A.
Donc

ff HM?G dm = J, Q(S/R )

Ainsi

f f f (AH.Q)HM dm = f f f (AHw)HM dm = Py

Il en résulte que

— = -5 =4 — =
O'A(S/R):JA Q- TALA :JA Q- (AH(U)HM dm

On retient que : Pour un solide en général le moment cinétique d’un solide par
rapport a un point fixe A n’est pas colinéaire avec le vecteur instantanée de ro-
tation.
Cas particuliers importants :

1. Solide plan perpendiculaire a A = A = H donc

[ Fy=J, Q ]

2. A est un axe de symétrie matériel .

fff(ﬁ’lﬁ)m\? dm="10 A

2 a 2 s’annulent o
On appelle o, la projection du moment cinétique en A sur I’axe A

- >
OA = 04p. €

Donc

?A=JA3_fff(zm.a)de:0'A=E'>A-_3)A=JAQ
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10.3. DYNAMIQUE D’UN SOLIDE

10.3.5.1.3 L’énergie cinétique
1
Ona:E, = 7 [[[ V(M) dm
- — - — — >
Or VIM)=V(A) + QAAM = MA A Q

e S T . 1 —_— — =
Ainsi : MA = MH + HA ce qui donne E, = > [[[(MH + HA) A €)* dm

. —_— =
Et puisque HA//Q alors

1
E.=-J\ &
78 @

C’est I’énergie cinétique de rotation autour de 1'axe A

10.3.5.2 Mouvement d’un solide en rotation autour d’un axe fixe dans un réfé-

rentiel galiléen

Considérons un solide (S) en rotation sans frottement

10.3.5.2.1 Théoreme scalaire du moment cinétique

(R
[ X0
Soit O un point de A.
—_ o —
v4 Mo(R)=0
ﬁ
VS ToS/R)=I Q=N we
v Le théoréeme du moment cinétique donne
dE-)OJ_ da')o - —>
0 t 55 = Fo
dt/R ~ di/R Z A o(F )
Ce qui donne I’équation différentielle
dw
Ja v Z Mo
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10.3.5.2.2 Théoreme de I’énergie cinétique

c

Calculons :

—
dé. 1 o dV? dé. -
=5 11k de:> o= s V7@ (mydm

Or R est galiléen donc d(M)dm = d?“)(M) = a’?m + a’?,-m ce qui donne :

déac = fffT/)(M)(d?ext + d?ii’lt)
dt S

. H H N . . . 7 . \
Puisque & i, = [[[, V(M).dF;, = 0 d’apres le principe des actions réciproques d’ol

dé.
dt

= ext

Théoréme de la puissance cinétique

Par intégration on obtient le théoreme de 1’énergie cinétique

Agjc = Wext

10.3.5.2.3 Théoreme de I’énergie mécanique
si on pose W,,; = W&+ WNC

Avec :

- W¢, le travail des forces conservatives.

- WXC le travail des forces non conservatives.

ext
et puisque WS, = —-AE, alors

ext

AE,, = A(&. +E,) = WS

C’est le théoreme de 1’énergie mécanique

Si le systéme est conservatif alors WS¢ = 0 alors I’énergie mécanique se conserve

ext

ext

[ WYC =0 = E,, = cte ]

10.4 Application : le pendule pesant (CNC 2014 MP
P1)

Eiluidle & CNE PI-2004
Wi/ ; 5
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- Un référentiel R est dit galiléen s’il vérifie la premiére loi de Newton( principe
d’inertie) :

Dans un référentiel R si un point matériel isolé ou pseudo-isolé et son

mouvement par rapport a ce référentiel est rectiligne uniforme alors
le référentiel R est galiléen

- Le référentiel terrestre est un référentiel lié a la terre.
- L'expérience de pendule de Foucault.
- Sila durée de l’expérience est tres négligeable devant la période de rotation de la terre
autour d’elle méme (un jour) alors on peut approximer le mouvement par une droite et
par conséquent le référentiel terrestre est considéré comme galiléen.

- Liaison pivot parfaite de centre O est une liaison qui provoque un mouvement de
rotation autour d’'un axe passant par O sans frottement.
Conséquences :
- la vitesse de O est nulle T/)(O/R) = T))
- Le moment des forces projeté suivant oy est nul M,, = 0.
- La puissance des forces de contact est nulle P.yu0er = 0
- Le systeme est conservative et 1’énergie mécanique est constante

- Le moment d’inertie du pendule par rapport a I’axe de rotation (Oy)

1 1
Jp = nggz + EI’I’LD(QZ + 252)

- » Le vecteur instantanée de rotation :

Q(P/R) =0T,

» Le vecteur position du barycentre

&);:f(mT+2mD)_>
2\ my + mp
» La vitesse du barycentre
- 4 mT+2I’I’LD RN
V(G/R) = -(———)0
( / ) 2(m7+mD) “

» Les caractéristique de la poussée d’Archimede :
- Point d’application : barycentre C :
- Sens : vers le haut.
- Direction : verticale.
- Module Fa = p.i,gVp
» Comparons F, et le poids P

F airv air
CA_ _Parg’D _ Par | s F <P

P P Pendule9 VD P pendule
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C’est a dire que la poussée d’Archimede est négligeable devant le poids du disque.

g Bilan des forces :
- P le poids du pendule.
_R réaction de l'axe.
» Le travail de chaque force :
- W(TQ)) = 0 : liaison pivot parfaite.
- W(P) = %gf(mT + 2mp)(cos 0 — cos 6,)
» T.E.C donne
AE, = W(R) + W(P) = ~AE, => AE,, = 0

Donc le systeme est conservatif.
» L’énergie potentielle

1
Ep = ng(mT + 2mp)(1 — cos )

» L'énergie cinétique( rotation autour de O)

1,
Ec= 508

» L'énergie mécanique

1 1
Em = Ejpgz + Egg(mT + 2mD)(1 — COS 9)

- L'équation différentielle : Puisque le systéme est conservatif; donc par dérivation
de I’ énergie mécanique on obtient

.1
J,0 + ng(mT +2mp)sind =0

L'existence du terme sin 6 dans I’équation différentielle rend le systeme non linéaire.
- TMC en O point fixe donne par projection suivant oy :
- e
-0,=J,0¢, =0y
- o PN
- M,(P) = —(mg + mp)gOG sin 6 ¢,
ce qui donne

—

— - | .
=M, P)+ M,(R) = J,0+ ng(mT +2mp)sinf = 0

- Le mouvement du pendule est oscillatoire si le systeme est dans un état lié

1
Epmin = Ep(o) <E,< Epmax = Ep(ﬂ) =k, = Epmax = Ep(ﬂ) = gg(mD + EmT)
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» Pour E, < E, et puisque E, est paire en fonction de 6 alors il existe deux valeurs (
dans l'intervalle[-nx, ]) 6,, et —0,, telle que 0 < E,, < E,
» Expression de la période T :

1 .. 1
Ona:E,=E.+E,— E, = QJPH2 + igf(mr +2mp)(1 —cos B) et puisque E,, = cte = E,,(t = 0)
donc

1 . 1 1
5.]],92 + ng(mr + 2mp)(1 — cos ) = ng(mr + 2mp)(1 —cosb,)

Ce qui donne

. 14
0==+ \/i—(mT + 2mp)[cos 8 — cos b, ]
P

- » Portrait de phase :
» Pour E,, > E, on a un mouvement de révolution autour de O.
» Position d’équilibre stable correspond au centre des courbes fermées.
» Position d’équilibre instable correspond a l'intersection des trajectoires de phases
(croisement des courbes).

- L'énergie potentielle est harmonique si 6(r) est harmonique ( faibles oscillations)

| 0(1) = Oppax cOS(W,t + QD) |

gt(mr + 2mp)
Wy = A |F————=
27,

» La longueur du pendule synchrone L
Les deux pendules ont méme périodes donc méme pulsations propres et par conséquent

Avec

9 _ gt(mr + 2mp) = 2Jp
L 2J, {(mr + 2mp)

- Courbe sinusoidale dont I'amplitude décroit légérement d’'une facon exponen-
tielle (et non linéaire) du a l’existence du frottement visqueux du a I’action de l’air sur le
disque .

» Régime d’évolution : Pseudo-périodique.
- Le T.M.C projeté suivant ?y) :
- o 0 n—>
sachant que M,(F) = —at°0 ¢, alors

. o1 L
J,0+ al*0 + 59lmr +2mp)0 = 0= 0+ +y9 =0

Ce qui donne

et o b )
B = (r—1 ; 7—2Jng(mT+2mD)[T ]
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- La polynéme caractéristique est r*> + 8r +y = 0 donc les solutions sont :

—ﬁi\/Z

ryp = )

avec A = 52 — 4y ce qui donne

A A
0(t) = exp(—t/2)(A eXp(\/T_t) +B eXp(—\/T_ n)

Il en résulte que

RIS

» Les différents régimes :
- Si A > 0 Régime apériodique, 6(f) décroit d’'une fagon exponentielle sans osciller.
- Si A = 0 Régime critique ,0(¢) décroit rapidement vers la position d’équilibre sans oscil-
ler.
- Si A < 0 Régime pseudo-périodique 6(r) oscille avec une amplitude qui décroit d’'une
facon exponentielle

10.5 Autres Applications

Corréction du concours CCP 18T 2009

10.5.1 MOUVEMENT D’UNE BARRE HOMOGENE

10.5.1.1 FEtude cinématique du mouvement

[— . N

- OA =2Lsinf e,
—

- OB =2Lcosfe,

- AB=2L(-sinf e, +cos6e)

- Relation de Chasles donne le résultat
A .= —
- OG = L(sin@ e} + cos 0 ¢,)

- OP=(QL-1sinde, +rcosfe)

- Ona:xp=(2L-r)sinf et yp = rcosf ce qui donne

Xp Y
——+==1
QL-r)? r?
Donc la trajectoire du point P est une ellipse.
- Ona:r=L/2=a=3L/2etb=1LJ/2

20 juin 2018 Page -181- elfilalisaid@yahoo.fr




PCSI-LYDEX 10.5. AUTRES APPLICATIONS

- V= (Va—2Lbcos6) 2, — 2Lsinb e,
- , \%
- V . :0:}9:
_)B G 2Lcosé
- Vg=-Vtanfe,
- 7G=L9(COSQZ—Sin9?;)
\%
- 7625(8—%.119?;)
- dg = L[(Bcosb - @ sind) e, — (@sin 6 + 6* cos ) ;]
) < ; — -
- Vp=0[(2L - r)cosf e; — rsinf e,]
\%
; 7P=i[(2L—r)?;—rtan9?;]

) 1%
> Pourr:L=>7p: E(Z—tan95)=vc

- _ =
» Pour r=2L = Vp=-Vtanbfe, = Vp

10.5.1.2 Etude énergétique du mouvement , relation entre V et ¢

- - - -
—Ona:RA.VA:OGtRB.VB:O

- E,=+Mgyg
s —
- dE, = Mg.dOG = E, = Mgyg(+cte =0 =
- E,=MgLcosf
E,=E.+E,— E MgL 9+—MV2
- m — L¢ m = CcoS
P g 6 cos? 0

- Absence de forces non conservatives alors E,, = cte
- E,=cte=E,(t=0)= MgL

- V2 =6gLcos?0(1 — cos 6)

. 3
- 6 :3ﬁ(1 —cos 6)
- 0= ﬁsin@
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10.5.1.3 FEtude dynamique du mouvement, verification de I’hypothése initiale
de contact de la barre avec le sol et le mur

3
-dg = Ig[sinH(SCOSH—Z)?X—(l ~3cos’0+2cosb) ¢]

- M_a’G:M_g’+72)A++72)B

3M
- 7€>3 = 4gsin9(30059—2)?x

M
- 7€>A = Tg(l —300s(9)2?y>

Il faut tenir compte du frottement.

10.5.2 OSCILLATIONS MECANIQUES

Correction di conceirs CCP TSI 2005

Premiere Partie :Oscillations d’un pendule simple

10.5.2.1 Etude dynamique : équation différentielle du mouvement

— —
- Bilan des forces : P et T

o — —_—
dt/o;é =mlL*) e = ///0(?’)) + =///0(7">) = —mgL sin @ e, et par conséquent

g .
0+ =sing =0
Lsm

- 6 est une position d’équilibre = 6 = 6 = 0 ce qui donne sin @ = 0 donc les positions
d’équilibre sont 6 = 0 et 6 = 7.
» Au voisinage de § = 0 = sinf ~ 6 donc 6 + %9 = 0 équation diff caractéristique d’un
oscillateur harmonique et par conséquent 6 = 0 est une position d’équilibre stable.
» Au voisinage de § = 7 on pose 6 = ¢ + 1 => 0 = { ainsi sinf = —sinp donc ¢ — %go =0
équation diff dont la solution est exponentielle qui diverge et par conséquent 6 = 7 est
une position d’équilibre stable.

10.5.2.2 Petites oscillations

- petites oscillations donc siné ~ 6 ce qui donne 8 + wﬁ@ = 0 donc oscillateur harmo-
nique.

» la pulsation propre w, = \/%

L
» la période propre T, = 2 \/j
9
-6(t) = 6,cos w,t
- La valeur maximale de la vitesse v,,,, = Lw,0, = 6, VgL
- Representation graphique
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_5 4
- Amortissement par frottement fluide
s 0+ —0+29=0
m L
> O(t) = Ce™ cos[Qt + ¢] avec :

2m
o Q= w:-2
/12
o (C= QO 1+ &
tan = arctan A
[ ] = —— = - —_
YT T YT TG
» Representation graphique

0(1)

T w S T ——

4 12 13 14 15 16 17 ¢t

10.5.2.3 Aspect énergétique

|
-E, = EmLZHZ
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-E, =—-mgLcos@

0+ Zsino=0
L 1 1
- Sachant que cos*(wf) = 5(1 + cos(2wt) alors T, = ETO
dE,, - . , .
-Ona: — = P(?) = mL*0(0 + %sm 0) = —hL*&* ce qui donne

é+ﬁé+gsin9:0
m L

Deuxieme Partie :Rotation d’un pendule composé autour d’un axe fixe

10.5.2.4 Moment d’inertie du pendule composé

1
J=1L+J, = 5mR2 + L2(m+m'/3)

10.5.2.5 Etude dynamique : équation différentielle du mouvement

— -

- Bilan des forces : P et R

- L'équation diff

. gL2m+m') .
+ ————in

0 6=0
2J

- On a 0 faible donc sinf ~ 6 ce qui donne

. L2m+m
+g(m m)gz

0 0
2J

équation diff d’un oscillateur harmonique

. gL2m +m’)

» La pulsation propre : w, = — 7
» La période propre : T} =2 =

1 : =27 | ——

P Prop ! gL2m + m')

10.5.2.6 Simplification : retour au cas du pendule simple

Sim' - 0etR — 0alors J ~ mL> = T’ ~ T, On retrouve le pendule simple

10.5.3 ETUDE D'UN PENDULE

CORRECTION DU CONCOURS NATIONAL DEUG 2003

MECANIQUE

1> Les coordonnées du centre de gravité G du pendule (S) :

4
0G = L%,
R4

20 juin 2018 Page -185- elfilalisaid@yahoo.fr



PCSI-LYDEX

10> Le moment cinétique du pendule (S) par rapport au point O :

11> Le théoreme du moment cinétique appliqué au pendule (S) au point O.

La masse M du pendule (S) :

1
M = E,wrerz

La vitesse du point G lié au pendule (S) :

4r .,

—
V(G/R,) = 3.0
Vg

I’accélération du point G lié au pendule (S) :

- 4r .. .
['(G/R,) = gwm )

La résultante dynamique du pendule (S) :

ﬁ

dP — ar .y s
—— =MI'(G/R)=—(0y; - 0
dR (G/R) 371( Yi X1)

L’'action d e la pesanteur sur le pendule (S) :

D = Mg(cos 6x; — sinby;)

Le théoréme de la résultante dynamique et I’appliquer au pendule (S).

Pl
dP

- =
- = R
dt/R P

Les coordonnées X et Y de la réaction :

r .,
X = —-M(gcosf+ —6)
3r

4r ..
M(gsind + )

3r
Le moment de 'action de pesanteur au point O.

4
A, (B)=0CATp = —3—ng sin 07
T
- - = e
LAS/R,) = Loy = IO = I6Z,

—_
dL,
dt/R

. 4
=N A(Fy=1Ii= —3—ng sin @
- T
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12> L’équation du mouvement du pendule (S).

M
I’ Gino = 0
il

. 4
0+

13> L'énergie cinétique T du pendule (S) dans son mouvement

1
T = =10
2

14> Le travail W, des forces extérieures appliquées au pendule (S)

W, = W(P) = +Mgh = MgOG(1 — cos 6)

15> Le théoreme de la variation d’énergie cinétique dans le cas d’un solide

AT = W(F))

16> L'équation du mouvement du pendule (S).

M
gr sind =0
T

. 4
E, =cte = 160+

17> Integration de 1’équation dans le cas ou l’angle 6 assez petit au cours du
temps.

o) = 6 Mgr
=6, cos
3nl
18> La période T des oscillations;
3nl
T =2my|—
4Mgr

19> Application numérique :

T =0,243 (s) (s)

20> La longueur L du pendule simple synchrone

1 AN
PR . I=12em
4Mr
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