
Cohomologie ~tale: les points de d~part. 

par P. Deligne, r~dig~ par J.F. Boutot. 

Ce travail reprend 6 exposes donn~spar P°  Deligne & Areata en aoQt 1974 

(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale eohomology". 

Un 7 ! expos~ est devenu le "rapport sur la formule des traces", dans ce m~me volume. 

Le but des exposes dtait de donner les d~monstrations des th~or&mes fondamentaux en 

cohomologie ~tale, d~barass~es de la gangue de non-sense qui les entoure dans SGA 4. 

Nous n'avons pas cherch~ & ~noncer les th~or&mes sous leur forme la plus g~n~rale, 

ni ~ suivre les d~vissages, parfois astucieux, que leur d~monstration requiert. Nous 

avons au contraire mis l'accent sur les cas '~irr~ductibles", qui, tous d~vissages 

faits, restent & traitero 

Nous esp~rons que ce texte, qui ne pretend g aucune originalitY, aidera 

le leeteur & consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4. 

Convention. Nous ne consid~rerons que des schemas quasi-compacts (= r~union finie 

d'ouverts affines) et quasi-s~par~s( = tels que l'intersection de deux ouverts affines 

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schemas. 
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Arcata I - 1 

I. Topologies de Grothendieck. 

A l'origine, les topologies de Grothendieek sont apparues comme sous- 

jacentes g sa th~orie de la descente (cf SGA 1VI, VIII); l'usage des theories de 

cohomologie correspondanteSest plus tardif. La m~me d~marche est suivie ici: 

en formalisant les notions classiques de localisation, de propri~t~ locale et de 

recollement (§ i, 2, 3), on d~gage le concept g~n~ral de topologie de Grothendieck 

(§ 6); pour en justifier l'introduction en g~om~trie alg~brique, on d~montre un 

th~orgme de descente fid~lement plate (§ 4), g~n~ralisation du classique th~or~me 90 

de Hilbert (§ 5). 

Le lecteur trouvera une exposition plus compl~te, mais concise, du 

formalisme dans Giraud [5 ]. Les notes de M. Artin: "Grothendieck topologies" [i] 

(chap~tres I ~ III) restent ~galement utiles. Les 866 pages des exposes I ~ VI 

de SGA 4 sont pr~cieuses lorsqu'on consi~re des topologies exotiques, telle celle 

qui donne naissance ~ la cohomologie cristalline; pour utiliser la topologie ~tale, 

si proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire. 

i. Cribles. Soient X un espace topologique et f : X ~ une fonction ~ valeurs 

r~elles sur X . La continuit~ de f est une propri~t~ de nature locale; autrement 

dit, si f est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X , f est continue 

sur X tout entier. Pour formaliser la notion de "propri~t~ de nature locale" , 

nous introduirons quelques d~finitionSo 

On dit qu'un ensemble ~ d'ouverts de X est un crible si pour tout 

U E ~ et V ~ U , on a V E ~ . On dit qu'un crible est eouvrant si la r~union de 

tousles ouverts appartenant g ce crible est ~gale ~ X . 
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Etant donn~e une famille {Ui] d'ouverts de X , le crible engendr~ par 

[Ui] est par d~finition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte- 

nu dans l'un des U. °  
I 

On dit qu'une propri~t~ P(U) , d~finie pour tout ouvert U de X ~ est 

locale si, pour tout crible couvrant ~ de tout ouvert U de X , P(U) est vraie 

si et seulement si P(V) est vraie pour tout V E ~ °  Par exemple, ~tant donn~ 

f : X ~ , la propri~t~ "f est continue sur U " est locale°  

2. Faisceaux. Pr~cisons la notion de fonction donn~e localement sur X . 

(2.1) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X . On 

appelle fonction donn~e ~-localement sur X la donn~e pour tout U E ~ d'une 

fonction fu sur U telle que, si V ~ U , on ait fv = fu IV 

(2.2) Point de vue de ~ech: Si le crible ~ est engendr~ par une famille 

d'ouverts U i de X , se donner une fonction ~-localement revient ~ se donner 

une fonction fi sur chaque U i telle que filui~ Uj = fjluin Uj 

Autrement dit, si Z =~U i , se donner une fonction ~-localement re- 

vient ~ se donner une fonction sur Z qui soit constante sur les fibres de la 

projection naturelle Z ~ X . 

(2.3) Les fonctions continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout 

crible couvrant h d'un ouvert V de X et toute fonction donn~e ~-localement 

[fu} telle que chaque fu soit continue sur U , il existe une unique fonction 

continue f sur V telle que flu = fu pour tout U E 

3. Champs. Pr~cisons maintenant la notion de fibr~ vectoriel donn~ localement 

sur X . 

(3ol) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X . On 

appelle fibr~ vectoriel donn~ ~-localement sur X les donn~es de 
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a) un fibr4 vectoriel E U sur chaque U E ~ , 

N 

b) si V ~ U , un isomorphisme PU,V : EV 

c) si W c V ~ U , le diagramme 

> EuIV , v4rifiant 

EW PU~W > EuIW 

commute, c'est-~-dlre PU,W = (PU,V restreint ~ W) o PV,W 

(3.2) Point de vue de ~ech: Si le crible _~ est engendr~ par une famille 

d'ouverts U i de X , se donner un fibr~ vectoriel ]~-localement revient ~ se 

donner : 

a) un fibr~ vectoriel E i sur chaque U i , 

b) si Uij=UinUj=UiXxU j , un isomorphisme pj i : EilUij J~-> EjlUij , de sorte que 

c) si Uij k = U i X X Uj ×X Uk , le dlagramme 

EilUij k PkilUijk > EklUij k 

P j i l U i j ~  / P k J  IUijk 

EjlUijk 

commute, c'est-g-dire Pki = Pkj o Pji sur Uij k 

Autrement dit, si Z =]~U i et si ~ : Z ~ X est la projection naturelle, 

se donner un fibr~ veetoriel ~-localement revient ~ se donner: 

a) un fibr~ vectoriel E sur Z , 

b) si x et y sont deux points de Z tels que ~(x) = ~(y) , un 
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N 

isomorphisme Pyx : Ex > Ey entre les fibres de E en x et en y , d~pen- 

dant eontin0ment de (x, y) et tel que, 

c) si x, y et z sont trois points de Z tels que ~(x) = ~(y) = ~(z) , 

on ait Pzx = Pzy °  Pyx 

(3.3) Un fibr~ vectoriel E sur X d~finit un fibr~ vectoriel donn~ 

~-loealement E L : le syst~me des restrictions E U de E aux objets de ~ . Le 

fait que la notion de fibr~ vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi: 

pour tout crible couvrant ~ de X , le foncteur E ~-~ E~ , des fibres vectoriels 

sur X dans les fibres vectoriels donn~s ~-localement, est une ~quivalence de 

categories. 

(3.4) Si dans i. on remplace "ouvert de X " par "partie de X " , on obtient 

la notion de crible de sous-espaces de X o Dans ce cadre aussi on dispose de 

th~or~mes de recollement. Par exemple: soient X un espace normal et ~ un crible 

de sous-espaces de X engendr~ par un recouvrement ferm~ localement fini de X , 

alors le foncteur E ~-~ E C , des fibres vectoriels sur X dans les fibres vecto- 

riels donn~s ~-localement est une ~quivalence de categories. 

En g~om~trie alg~brique, il est utile de consid~rer aussi des "cribles 

d'espaces au-dessus de X " ; e'est ce que nous verrons au paragraphe suivant. 

4. Descente fid~lement plate. 

(4.1) Dans le cadre des schemas, la topologie de Zariski n'est pas assez fine 

pour l'~tude des probl~mes non lin~aires et on est amen~ ~ remplacer dans les 

d~finitions pr~e~dentes les immersions ouvertes par des morphismes plus g~n~raux. 
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De ce point de vue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques 

de localisation. Ainsi l'~nonc~ de descente suivant peut s'exprimer en disant que 

les propri~t~s consid~r~es sont de nature locale pour la topologie fid~lement plate 

[On dit qu'un morphisme de schemas est fid~lement plat s'il est plat est surjecti~°  

Proposition (4° 2). Soient A un anneau et B une A-alg~bre fid~lement plate. 

Alors: 

(i) Une suite ~ = (M' ~ M ~ M") de A-modules est exacte d~s que la suite 

Z(B ) qui s'en d~duit par extension des scalaires ~ B est exacte. 

(ii) U n A-module M est de type fini (respo de presentation finie, plat, 

loealement fibre de rang fini~ inversible (i.eo localement fibre de rang un)) d~___~s 

~ue le B-module M(B ) l'est. 

D~monstration: (i) Le foncteur M~-~ M(B ) ~tant exact (platitude de B ), il 

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N(B ) est non nul. Si N 

est non nul, N contient un sous-module monog~ne non nul A/~ ; alors N(B ) 

contient un sous-module monog~ne (A/a)(B) = B/a B , non nul par surjectivit~ du 

morphisme structural ~ : Spec (B) ~ Spec (A) [si V(~) est non vide, 

@-I(v(~)) = V(~ B) est non vide]. 

(ii) Pour toute famille (x i) d'~l~ments de M(B ) , il existe un sous-module 

de type fini M' de M tel que M'(B ) contienne les x i . Si M(B ) est de type 

fini et si les x i engendrent M(B ) , on a M'(B ) = M(B ) ,donc M' = Met M est 

de type fini°  

Si M(B ) est de presentation finie, on peut, d'apr~s ce qui precede, 

trouver une surjection A n ~ M °  Si N est le noyau de cette surjection, le 

B-module N(B ) est de type fini, donc N l'est, et M est de presentation finieo 

L'assertion pour "plat" r~sulte aussitSt de (i); "localement libre de rang fini" 

signifie "plat et de presentation finie" et le rang se teste par extension des 

scalaires ~ des corps. 

10 
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(4.3) Soient X un schema et g une classe de X-sch4mas stable par produit 

fibr4 sur X . Une classe h c g est un crible sur X (relativement ~ ~ ) si, 

pour tout morphisme @ : V ~U de X-sch4mas, avec U, V E ~ et U £ h , on a 

V E ~ . Le crible ensendr4 par une famille [Ui} de X-sch4mas dans ~ est la 

classe des V E g tels qu'il existe un morphisme de X-schemas de V dans l'un 

des U i 

(4.4) Soit ~ un crible sur X . On appelle module quasi-coh4rent dcrnn4 

~-localement sur X la donn4e de 

a) un module quasi-coherent E U sur chaque U C ~ , 

b) pour tout U E ~ et pour tout morphisme ~ : V ~ U de X-sch4mas dans 

un isomorphisme p~ : E V > ~ E U , ceux-ci 4tant tels que 

c) si ~ : W ~ V est un morphisme de X-seh4mas dans ~ , le diagramme 

g , 

P~o 
Ew ° 4 ................. > 

~ E v 

(P E U 

commute, c'est-~-dire Pq9 o~ = (~$ P~0 ) o p~ 

Si E est un module quasi-coh4rent sur X , on note Eh le module 

donn~ ~-localement valant ~U E sur ~U : U ~ X et tel que, pour tout morphisme 

: V ~ U l'isomorphisme de restriction p~ soit l'isomorphisme canonique 

EV = (~U ° ~)~E > ~ CPuE = ~ E E 

Th~or~me (4.5) - Soit [Ui} E ~ une famille finie de X-sch4mas plats sur X 

telle que X soit la r4union des images des U i , et soit ~ le erible ensendr4 

par {Ui] . Alors le foncteur E ~-~ Eh est une 4quivalence de la cat4~orie des 

modules quasi-eoh~rents sur X avec la cat4$orie des modules quasi-c@h~rents donn~s 

~-localement°  

11 
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D~monstration: Nous ne traiterons que le cas off X est affine et o~ ~ est en- 

gendr~ par un X-schema affine U , fid~lement plat sur X °  La r~duction gce cas 

est formelle. On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) 

Si le morphisme U ~ X admet une section, X appartient au crible 

et l'assertion est ~vidente. Nous nous r~duirons ~ ce cas. 

Un module quasi-coherent donn~ ~-localement d~finit des modules M', M" 

et M"' sur U, U XxU et U ×X U XxU , et des isomorphismes p : p~ M" ~ M" pour 

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est i~ un diasramme cart~sien 

au-dessus de 

M ~ : M' = M" % M"' 

u~ : ~  ~ U×x ~ =UXx~XxU 

R~ciproquement ~ d~termine le module donn~ ~-localement: pour 

V E ~ , il existe ~ : V ~ U et on pose ~ = ~ M' ; pour ~I ' @2 : V ~ U , 

on a une identification naturelle ~ M' = (~I X ~2 )~ M" = ~ M' , et on voit 

en utilisant M"' que ces identifications sont compatibles, de sorte que la d~fi- 

nition est l~gitime. Bref, il revient au mSme de se donner un module ~-locale- 

ment ou un diagramme M ~ eart~sien sur U~ 

Traduisons en termes alg~briques: se donner 

diagrarmne cart~sien de modules 

M' 

O~ 

~I M" _~I .M"' 
. ) ~ 7 

M ~ revlent ~ se donner un 

au-dessus du diagramme d'anneaux 

12 
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o~ _% 
B ~I) B% B ~1) B % B % B 

~2 

[precisons: on a ~i(bm) = ~i(b), Di(m) , les identites usuelles telles que 

~o~i = ~oBo sont vraies, et "cartesien" signifie que les morphismes 

* M' ®B,~i(B B) ~ M" M" B,~i(B ~i" ®A et ®B~ A ~A B®A B) ~ M"' sont des isomorphis- 

me s], 

Le foncteur E ~-~ E devient le foncteur qui, A un A-module M , associe 

@ M:(M%B%M% ®AB 

Ii admet pour adjoint ~ droite le foncteur 

(M' ~ M" ~ M"') ~-~ Ker(M' ~ M") 

Ii nous faut prouver que les fl&ches d'adjonction 

M ~ Ker(M® A B ~ M® A B ® A B) 

et 

Ker(M' ~ M") ®A B ~ M' 

sont des isomorphismes. D'apr~s (4.2)(i), il suffit de le prouver apr~s un change- 

ment de base fid~lement plat A ~ A' (B devenant B' = B ® A A') . Prenant 

A' = B , ceci nous ram6ne au cas o~ U ~ X admet une section. 

5. Un cas particulier: le theor~me 90 de Hilbert°  

(5.1) Soient k un corps, k' une extension galoisienne de 

G = Gal(k'/k) . Alors l'homomorphisme 

k et 

13 
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est bijectif. 

k' ®k k' 7 ~ k' 
O E G 

×®y , > {x.o(y)}o E G 

On en d4duit qu'il revient au mame de se donner un module localement 

pour le crible engendr4 par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace 

vectoriel muni d'une action semi-lin4aire de G , c'est-~-dire: 

a) un k'-espace vectoriel V' 

b) pour tout O E G , un endomorphisme ~ de la structure de groupe de V' 

tel que ~ (kv) = ~(k) @ (v) , pour tout k E k' et v E V' , v~rifiant la 

condition 

c) pour tout O, ~ E G , on a ~To = ~ °  ~ 

Soit V = V 'G le groupe des invariants par cette action de G ; c'est 

un k-espace vectoriel et, d'apr~s le th4or~me (4.5), on a: 

Proposition (5° 2). - L'inclusion de V dans V' d4finit un isomorphisme 

V ®k k' ~ > V' 

En particulier, si V' est de dimension 1 et si v' E V est non nul, 

~ est d4termin~ par la constante c(~) E k'* telle que ~o(v') = c(o) v' et la 

condition c) s'4crit 

c ( T o )  = c(~) . T(c(~) )  

Dtapr~s la proposition il existe un vecteur invariant non nul v = ~ v T , ~ E k t* . 

On a donc pour tout o E G , 

c(~) = ~ . ~ ( - I )  

Autrement dit tout l-cocycle de G ~ valeurs dans k'* est un cobord: 

Corollaire (5.3) - On a HI(G, k'W) = O 

14 
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6. Topolo$ies de Grothendieck. Nous transcrivons maintenant les d~finitions des 

paragraphes precedents dans un cadre abstrait englobant ~ la fois le cas des 

espaces topologiques et celui des schemas. 

(6.1) Soient ~ une cat~gorie et U un objet de ~ . On appelle crible 

sur U un sous-ensemble ~ de Ob(~/U) tel que si ~ : V ~ U appartient g 

et si ~ : W ~ V est un morphisme darts ~ , alors ~ o ~ : W ~ U appartient 

si {~i : U i ~ U} est une famille de morphismes, le crible engendr~ 

par les U i est par d6finition l'ensemble des morphismes ~ : V ~ U qui se facto- 

risent ~ travers l'un des @i 

Si ~ est un crible sur U et si ~ : V ~ U est un morphisme, la 

restriction ~V de ~ g V est par d~finition le crible sur V constitu~ par les 

morphismes ~ : W ~ V tels que ~ o ~ : W ~ U appartienne ~ 

(6.2) La donn~e d'une topologie de Grothendieck sur ~ consiste en la 

donn~e pour tout objet U de ~ d'un ensemble C(U) de cribles sur U , dits 

cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants soient satisfaits: 

a) Le crible engendr~ par l'identit~ de U est couvrant. 

b) Si ~ est un crible couvrant sur U et si V ~ U est un morphisme, le 

crible -~V est couvrant. 

c) Un crible localement couvrant est couvrant. Autrement dit, si ~ est un 

crible couvrant sur U et si ~-- est un erible sur U tel que, pour tout V ~ U 

appartenant ~ ~ ~ le crible ~'V est couvrant, alors ~' est couvrant. 

On appelle site la donn~e d'une cat~gorie munie d'une topologie de 

Grothendieck. 

(6.3) Etant donn~ un site ~ , on appelle pr~faisceau sur _~ un foncteur 

15 



Areata I - ii 

contravariant ~ de ~ dans la cat~gorie des ensembles. Pour tout objet U de 

, on appelle section de ~ au-dessus de U les ~l~ments de ~(U) . Pour tout 

morphisme V ~ U et pour tout s E ~(U) , on note slY (s restreint g V ) 

l'image de s dans ~(V) 

Si ~ est un crible ~sur U , on appelle section donn~e ~-loealement 

la donn~e, pour tout V ~ U appartenant ~ ~ , d'une section s V E ~(V) telle 

que, pour tout morphisme W ~ V , on ait SvIW = s W . On dit que ~ est un 

faisceau si, pour tout objet U de ~ , pour tout crible eouvrant ~ sur 

pour toute section donn~e ~-localement {Sv] , il existe une unique section 

s E ~(U) telle que slV = s V , pour tout V ~ U appartenant ~ 

U et 

On d~finit de mani~re analogue les faisceaux ab~liens en rempla~ant 

la cat~gorie des ensembles par celle des groupes ab~liens. On montre que la 

cat~gorie des faisceaux ab~liens sur ~ est une cat~gorie ab~lienne poss~dant 

suffisan~nent d'injectifs. Une suite ~ f ~ ~ $ > ~ de faisceaux est 

exaete si, pour tout 0bjet U de ~ et pour tout s E Q(U) telle que g(s) = 0 , 

il existe localement t tel que f(t) = s ; i.e. s'il existe un crible couvrant 

sur U et pour tout V E ~ , une section t V de ~ sur V telle que 

f(N) = sly . 

(6.4) Exemples: Nous en avons vu deux plus haut. 

a) Soient X un espace topologique et ~ la cat~gorie dont les objets sont 

les ouverts de X et les morphismes les inclusions naturelles. La topologie de 

Grothendieek sur ~ correspondant ~ la topologie usuelle de X est celle pour 

laquelle un crible ~ sur un ouvert U de X est couvrant si la r~union des 

ouverts appartenant ~ ce crible est ~gale ~ U . Ii est clair que la cat~gorie des 

faisceaux sur g est ~quivalente ~ la cat~gorie des faisceaux sur X au sens 

usuel. 

b) Soient X un schema et g la cat~gorie des schemas sur X . On appelle 

16 
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topologie fpqc (fid~lement plate quasi-eompacte) sur ~ la topologie de Grothen- 

dieck pour laquelle un crible sur un X-schema U est couvrant s'il est engendr~ 

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U o 

(6.5) Cohomolo$ie: On supposera toujours que la cat~gorie ~ a un objet 

final X . Alors on appelle sections globales d'un faisceau ab~lien 3 , et on note 

~ ou H° (X, 3) , le groupe ~(X) . Le foncteur ~ ~ ~ ~ est un foncteur exact 

gauche de la categoric des faisceaux ab~liens sur ~ dans la cat~gorie des 

groupes ab~liens , on note Hi(x, • ) ses d~riv~s (ou satellites). Ces groupes de 

cohomologie repr~sentent les obstructions g passer du local au global. Par d~fini- 

tion, si 0 ~ ~ ~ Q ~ B ~ 0 est une suite exacte de faisceaux ab~liens,on a une 

suite exaete longue de cohomologie: 

O ~ H° (X, 3) ~ H° (X, Q) ~ H° (X, B) ~ HI(x, ~) ~ .o. 

• .. ~ Hn(x, ~) ~ Hn(x, Q) ~ Hn(x, ~) ~ Hn+I(x, 3) ~ ... 

(6.5) Etant donn~ un faisceau ab~lien 3 sur g , on appelle 3-torseur 

un faisceau Q muni d'une action 3× Q ~ Q de 3 telle que localement (apr~s 

restriction ~ tousles objets d'un crible couvrant l'objet final X ) Q muni de 

l'action de 3 soit isomorphe ~ 3 muni de l'action canonique 3 X 3 ~ 3 par 

translations. 

On peut montrer que 

classes ~ isomorphisme pros de 

HI(x, ~) s'interpr~te con~e l'ensemble des 

~-torseurs. 

17 
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II. Topologie ~tale. 

On sp~eialise les d~finitions du chapitre precedent au cas de la topolo- 

gie ~tale d'un schema X (§ I, 2, 3)°  La cohomologie eorrespondante coincide dans 

le cas o~ X est le spectre d'un corps K avec la eohomologie galoisienne de K 

(§ 4). 

i. Topologie ~tale°  Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de 

morphisme ~tale. 

D~finition (I° i) - Soit A un anneau (commutatif). On dit qu'une A-al$~bre B 

est ~tale s i B est une A-al$~bre d e presentation finie et si les condit$on s 

~quivalentes suivantes sont v~rifi~es: 

a) Pour route A-alg~br e C et pour tout ideal de carr~ nul J de C , 

l'application canonique 

HomA_alg(B,C) ~ HomA_alg(B,C/J) 

est une bijection. 

b) B est un A-module plat et ~B/A = 0 (on note ~B/A le module des diff~- 

rentielles relatives). 

c) Soit B = ~XI,...,Xn]/I une presentation de B 

Alors pour tout ideal premier r de A~XI, .... Xn] contenant I , il existe des 

.... polynSmes PI' .... Pn E I tels que I r soit engendr~ par les imases de PI,...,Pn 

et det(~Pi/~X j) ~ 

[cf. SGA I, expos~ I ou M. RAYNAUD, Anneaux Locaux Hens~liens, chapitre V ]. 

On dit qu'un morphisme de schdmas f : X ~ S est ~tale si pour tout 

U = Spec(A) de f(x) et un voisinage 

U tel que B 'soit une A-alg~bre 

x E X il existe un voisinage ouvert affine 

ouvert affine V = Spec(B) de x dans X X S 

~tale°  
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(1o2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-alg~bre B est ~tale si et 

seulement si c'est un produit fini d'extensions s~parables de A 

b) Si X et S sont des schemas de type fini sur ~ , un morphisme 

f : X ~ S est ~tale si et seulement si son analytis~ fan : xan ~ san est un 

isomorphisme local. 

Sorite (1.3) - a) (changement de base) Si f : X ~ S est un morphisme 4tale, 

il en est de m~me de fs': X XsS' ~ S' pour tout morphisme S' ~ S . 

b) (composition) Le compos4 de deux morphismes ~tales est un morphisme 

~tale. 

e) Si f : X ~ S 

de 

et g : Y ~ S sont deux morphismes 4tales, tout S-morphisme 

X dans Y est 4tale. 

d) (descente) Soit f : X ~ S un morphisme. S'il existe un morphisme fid~le- 

ment plat S' ~ S , tel que fs' : X ×S S' ~ S' soit 4tale, alors f est 4tale. 

(1.4) Soit X un sch4ma. Soit g la cat4gorie des X-sch4mas 4tales; d'apr~s 

(1.3.c) tout morphisme de ~ est un morphisme 4tale. On appelle topologie 4tale 

sur ~ la topologie pour laquelle un crible sur 

par une famille finie de morphismes ~i : Ui ~ U 

des @i recouvre U . On appelle site ~tale de 

d4fini par ~ muni de la topologie ~tale. 

U est couvrant s'il est engendr4 

tels que la r~union des images 

X , et on note Xet , le site 

2. Exemples de faisceaux. 

(2.1) Faisceau constant: Soit C un groupe ab41ien et supposons pour 

simplifier X noeth4rien. On notera ~X (ou m~me C s'il n'y a pas d'ambiguYt4) 

no(U) 
le faisceau d4fini par U ~-~ C , oh no(U) est l'ensemble (fini) des compo- 

santes connexes de U . Le cas le plus important sera C = ~/n . On a donc par 

d4finition (x) 
H° (X, Zg/n) =Zg/n o 
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De plus HI(x, ~/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de ~/n-torseurs 

(1.6.5), autrement dlt de rev~tements ~tales galoisiens de X de groupe ~/n . En 

particulier, si X est connexe et si ~I(X) est son groupe fondamental pour un 

point base choisi, on a 

HI(x, ~/n) = Hom(~l(X), ~/n) 

(2.2) Groupe multiplicatif: On notera ~m,X (ou ~m s'il n'y a pas d'ambi- 

gult~) le faisceau d~fini par U ~ ~(U, O~) ; il s'agit bien d'un faisceau grace au 

th~or~me de descente fid~lement plate (I.4.5). On a par d~finition 

H° (X, ~ ) = H° (X, Ox)* m 

en particulier si 

clos k , on a: 

est r~duit, connexe et propre sur un corps alg~briquement 

H° (X, H ) = k* 
m 

Proposition (2.3) - On a un isomorphisme: 

HI(x, H ) = Pic(X) , 
m 

o_~ Pic(X) est le groupe des classes de faisceaux inversibl@s ' s ur x 

D~monstration: Soit e le foncteur qui, ~ un faisceau inversible ~ sur X , 

associe le pr~faisceau £~ suivant sur Xet : pour ~ : U ~ X ~tale, 

£*(u) = lsomu(O_ U, ~* £) 

D'apr~s (4.2) (i) et (4.5) (pleine fidelitY), ce pr~faisceau est un faisceau; e'est 

m~me un H -torseur0 On v~rifle aussitSt que 
m 

a) le foncteur ~ est compatible ~ la localisation (~tale); 

b) il induit une ~quivalence de la cat~gorie des faisceaux inversibles 

triviaux (i.e. isomorphes ~ ~X ) avec la cat~gorie des ~ m-tOrseurs triviaux: 

£ est trivial si et seulement si £~ l'est. 

De plus, d'apr~s (4.2) (ii) et (4.5), 
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c) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologie ~tale. 

II r4sulte formellement de a), b), c) que ~ est une 4quivalence entre 

la cat4gorie des faisceaux inversibles sur X et celle des ~ -torseurs sur Xet , 
m 

elle induit l'isomorphisme cherch4. On construit eomme suit l'~quivalence inverse: 

si T est un ~ m-tOrseur, il existe un recouvrement 4tale fini [Ui] de X tel 

que les torseurs T/U i soient triviaux; T est alors trivial sur chaque V 

4tale sur X appartenant au erible ~ C Xet engendr4 par {Ui] . Sur ehaque 

V £ ~ ~ TIV ' correspond ~ un faiseeau inversible £V (par b)) et les £V 

constituent un faiseeau inversible donn4 ~-localement ~ (par a))~ Par c), 

ce dernier provient d'un faisceau inversible ~(T) sur X , et T~(T) est 

l'inverse cherch4 de 

(2.4) Racines de l'unit4: Pour tout entier n > 0 , on appelle faisceau des 

racines n-i~mes de l'unit4, et on note ~n ' le noyau de l'~14vation ~ la puissance 

n-i~me dans ~ . Si X est un schema sur un corps s4parablement clos k et si 
m 

n est inversible dans k , le choix d'une racine primitive n-i~me de l'unit4 ~£ k 

d4finit un isomorphisme i ~ ~i de ~/n avec ~n 

La relation entre cohomologle ~ coefficients dans ~n et cohomologie 

coefficients dans ~ est donn4e par la suite exacte de cohomologie d@duite 
m 

de la 

(2.5) Th~orie de Kummer. - Si n est inversible sur X , l'414vation ~ la 

puissance 

exacte 

n-i~me dans ~ m est un 4pimorphisme de faisceaux. On a donc une suite 

0 ~ ~n ~ ¢ m ~ ¢ m ~ 0 . 

D4monstration: Soient U ~ X un morphisme 4tale et a E G m(U) = F(U,~) . 

Puisque n est inversible sur U , l'4quation T n - a = 0 est s4parable; autre- 

ment dit U' = Spec ~[~/(T n - a) est 4tale au-dessus de U . Par ailleurs 

U' ~ U est surjectif et a admet une racine n-i~me sur U' , d~o~ le r~sultat. 
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3. Fibres~ imases directes. 

(3.1) On appelle point ~om~trique de X un morphisme x ~ X , o~ x est 

le spectre d'un corps s~parablement clos k(x) . On le notera abusivement x , 

sous-entendant le morphisme x ~ X . Si x est l'image de x dans X , on dit 

que x est centr~ en x . Si le corps k(x) est une extension alg~brique du 

corps r~siduel k(x) , on dit que x est un point g~om~trique alg~brique de X . 

On appelle voisinage ~tale de x un diagramme commutatif 

, o~ U -~ X est un morphisme ~tale. 
---> X 

Le localis~ strict de X en x est l'anneau OX, ~ = lim ~(U, ~) , 
....... > 

la limite inductive @tant prise sur les voisinages ~tales de x . C'est un anneau 

local strictement hens~lien dont le corps r~siduel est la cloture s~parable du 

corps r~siduel k(x) de X en x dans k(x) . II joue le role d'anneau local 

pour la topologie ~tale. 

(3.2) Etant donn~ un faisceau F sur Xet , on appelle fibre de F en 

l'ensemble (resp. le groupe,...) F- = lim F(U) , la limite inductive ~tant 
x > 

toujours p r i s e  s u r  l e s  v o i s i n a g e s  f i t a l e s  de x 

Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F ~ G soit un mono-/~pi-/iso- 

morphisme il faut et il suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes F- ~ G~ 
x 

induit sur les fibres en tout point g~om~trique de X . Si X est de type fini 

sur un corps alg~briquement clos, il suffit qu'il en soit ainsi en les points 

rationnels de X 

(3.3) Si f : X -~ Y est un morphisme de schemas et F un faisceau sur 

X t , l'imase directe f~F de F par f est le faisceau sur Yet d~fini par 

f~F(V) = F(X Ey V) pour tout V ~tale sur Y 

22 



II - 6 Arcata 

Le foncteur f~ : (Faisc. Ab./Xet) ~ (False. Ab./Yet) est exact 

gauche. Ses foncteurs d~riv4s ~ droite Rqf~ s'appellent images directes sup4- 

rieures. Si ~ est un point g4om4trique de y , on a 

(Rqf~ F) = lim Hq(v ×y X, F) 
y -----> 

limite inductive prise sur les voisinages 4tales V de 

N 
Soient % , ~  le localis4 strict de y en ~ , y = Spec(Oy,~)~ e t  

X = X ×y y . On p e u t  ~ t e n d r e  F ~ Xet  ( c ' e s t  un eas  p a r t i e u i i e r  de i a  n o t i o n  

g g n 4 r a l e  d ' i m a g e  r 4 c i p r o q u e )  de l a  m an i ~ re  s u i v a n t e :  s o i t  U un sehfima g t a l e  s u r  

, alors il existe un voisinage 4tale V de ~ et un sch4ma 4tale U sur 

X Xy V tel que U = U ~ Y ; on posera 

F(U) = lim F(U ~ V') , 
___-> 

la limite inductive ~tant prise sur les voisinages ~tales 

V . Avec cette d4finition, on a 

(Rqf~F) = Hq~, F) 

Y 

V' de y qui dominent 

Le foncteur f~ a un adjoint ~ gauche f~ , le foncteur "image 

r~ciproque" . Si x est un point g~om~trique de X et f(x) son image dans Y , 

(fWF)~ Ff(~) ~ on a = . Cette formule montre que f est un foncteur exact. Le 

foneteur fw transforme done faisceau injectif en faisceau injeetif, et la suite 

spectrale du foncteur eompos4 F °  fw (resp, g~ f ) fournlt la 

Suite speetra!e de Leray (3.4). - Soient 

f:X-~ Y un morph!sme de sch4mas (resp. des morphismes de sch4mas 

On a une suite spectrale 

E pq = NP(Y, Rqf~F) = HP~q(X, F) 

Pq = RPg~Rqf~F = RP+q(gf) F) . (resp. E 2 

F un faisceau ab~lien sur Xet e__~t 

X f___> y g > Z). 
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Corollalre (3.5). - S i Rqf~ 

(resp. RP~(f~F) = RP(gf)~F) 

F = 0 pour tout q > 0 , on a 

pour tout p ~ 0 . 

_ _  HP(Y, fw F) = HP(x, F) 

Cela s'applique en particulier d~ns le cas suivant: 

Proposition (3.6)°  - Soit f : X ~ Y un morphisme fini (voire, par passase ~ la 

limite, un morphisme entier) e_~t F un faisceau ab41ien sur X o Alors Rqf~F = 0 , 

pour tout q > 0 . 

En effet soient y un point g4om4trique de y , ~ le spectre du 

localis4 strict de Y en y et ~ = X Xy ~ ; d'apr~s ce qui pr4c~de, il suffit 

q~ 
de montrer que H (X, F) = O pour tout q > 0 . Or X est le spectre d'un produit 

d'anneaux locaux strictement hens41iens [cf. Anneaux locaux hens41iens, chapitre I], 

le foncteur ~(~ ,. ) est exact car tout X-sch4ma 4tale et surjectif admet une 

section, d'o~ l'assertion. 

4. Cohomologie galoisienne. 

Pour X = Spec(K) le spectre d'un corps, nous allons voir que la 

cohomologie 4tale s'identifie ~ la cohomologie galoisienne. 

(4.1) Commen~ons par une analogie topologique. Si K est le corps des 

fonetions d'une vari~t~ alg~brique affine int~gre Y = Spec(A) sur ¢ , on a 

K = lira A[I/~ 

f-~> 

Autrement dit X = lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y . On sait 
<__-- 

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits qui pour la topologie 

classique sont des K(~, I) . On ne sera donc pas surpris si l'on consid~re 

Spec(K) lui-m~me comme un K(~, I) , ~ 4tant le groupe fondamental (au sens al- 

g4brique) de X , autrement dit le groupe de Galois de K/K , o~ K est une 

cloture s4parable de K 
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(4° 2) Plus pr~cis~ment soient K un corps, K une clSture s~parable de K 

et G = GaI(K/K) le groupe de Galois topologique. A toute K-alg~bre finie ~tale A 

(produit fini d'extensions s~parables de K) , associons l'ensemble fini HomK(A , K) 

Le groupe de Galois G op~re sur cet ensemble & travers un quotient discret (donc 

fini). Si A = K[T]/(F) , il s'identifie & l'ensemble des racines dans K du poly- 

nome F . La th~orie de Galois, sous la forme que lui a donn&e Grothendieck, dit 

que: 

Proposition (4.3). - Le foncteur: 

(K-alg&bres finies @tales) ~ (ensembles finis sur lesquels G op&re continQment) 

~ui & une alg~bre ~tale A associe HomK(A , K) est une anti-~quivalence de 

categories. 

On en d~duit une description analogue des faisceaux pour la topologie 

~tale sur Spec(K) : 

Proposition (4.4). - Le foncteur: 

(Faisceaux ~tales sur Spec(K) ) ~ (ensembles sur lesquels G op&re continQment) 

~ui & un faisceau F associe sa fibre F~ au point $~om~trique Spec(K) est 

une ~quivalence de cat~$ories. 

On dit que G op~re continQment sur un ensemble E si le fixateur de 

tout ~l~ment de E est un sous-groupe ouvert de G . Le foncteur en sens inverse 

est d~crit de la mani~re ~vidente: 

U = Spec(A) et U(K) = HOmK(A, K) 

F(U) = HomG_ens(U(K),F ~) . 

soient A une K-alg~bre fin~ ~tale, 

le G-ensemble correspondant & A ; alors on a 

En particulier, si X = Spec(K) , on a F(X) = F~ ~ . Si l'on se 

restreint aux faisceaux ab~liens, on obtient en passant aux foncteurs d~riv~s 

des isomorphismes canoniques 
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Hq(Xet, F) = Hq(G, F~) 

Exemple~4 5). - a) Au faisceau constant ~/n correspond ~/n avec action 

triviale de G 

b) Au faisceau des racines n-i~mes de l'unit~ |~n correspond le groupe 

~n(K) des racines n-i~mes de l'unit~ dans K, avee l'action naturelle de G 

c)  Au f a i s c e a u  ~ c o r r e s p o n d  l e  g roupe  K avec t ' a c t i o n  n a t u r e l l e  de 
Il l  
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III. Cohomologie des eourbes. 

Dans le cas des espaces topologiques, des d@vissages utilisant la for- 

mule de KUnneth et des d~compositions simpliciales permettent de se ramener pour 

calculer la cohomologie ~ l'intervalle I = [O, i] pour lequel on a 

H° (l~ ~) =~ et Hq(l, ~) = O pour q > O 

Dans notre cas, les d~vissages aboutiront ~ des objets plus compliqu~s, 

savoir les eourbes sur un corps alg~briquement clos; nous allons calculer leur 

cohomologie dans ce chapitre. La situation est plus complexe que dans le cas 

topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour q > 2 seulement. 

L'ingr~dient essentiel des calculs est la nullit~ du groupe de Brauer du corps des 

fonetions d'une telle courbe (th~or~me de Tsen) § 2). 

I. Le sroupe de Brauer. 

Rappelons-en tout d'abord la d~finition elassique: 

D~finition (i.I). - Soit K un corps et A une K-al$~bre de dimension finie. 

On dit que A est une alg~bre simple centrale sur K si les conditions ~quiva- 

lentes suivantes sont v~rifi~es: 

a) A n'a pas d'id~al bilat~re non trivial et son centre est K 

b) Ii existe une extension galoisienne finie K'/K telle que ~, = A ®K K' 

soit isomorphe ~ une alg~bre de matrices carries sur K' 

c) A est K%!somorphe ~ une alg~bre de matrices carries sur un corps ~auehe 

de centre K 

Deux telles alg~bres sont dites ~quivalentes si les corps gauches qui 

leur sont associ~s par c) sont K-isomorphes.Si ces alg~bres ont m~me dimension, 

cela revient ~ dire qu'elles sont K-isomorphes. Le produit tensoriel d~finit par 

passage au quotient une structure de groupe ab~lien sur l'ensemble des classes 
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d'~quivalence. C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le sroupe de Brauer 

de K et que l'on note Br(K) 

(1.2) On notera Br(n, K) l'ensemble des classes de K-isomorphisme de 

K-alg~bres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K 

pour laquelle A K est isomorphe ~ l'alg&bre ~(K') des matrices carries n X n 

sur K' . Par d~finition Br(K) est r~union des sous-ensembles Br(n,K) pour 

n E~ . Soient K une clSture alg~brique de K et G = GaI(K/K) . L'ensemble 

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de M (K) , il est donc canoniquement iso- 
n 

morphe h HI(G, Aut(M (K))) 
n 

On sait que tout automorphisme de M (K) est int4rieur, par cons4- 
n 

quent le groupe Aut(Mn(K)) s'identifie au groupe lin~aire projectif PGL(n, K) 

et on a une bijection canonique: 

8 : Br(n,K) ~ HI(G, PGL(n,K)) . 
n 

D'autre part la suite exacte: 

(~) i ~ K ~ GL(n,K) ~ PGL(n,K) ~ 1 , 

permet de d~finir un op4rateur cobord: 

A n : HI(G, PGL(n,K)) ~ H2(G, K~) 

En composant 8n et A n , on obtient une application: 

6 : Br(n, K) ~ H2(G, K~) n 

On v~rifie facilement que les applications 6 sont compatibles entre elles et 
n 

d~finissent un homomorphisme de groupes: 

6 : Br(K) ~ H2(G, K~) 
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Proposition (1.3) . L'homomorphisme 6 : Br(K) ~ H2(G, ~) .... - est bi~ectif. 

Cela r4sulte des deux lemmes suivants: 

Lermne (1o4). - L'application A n : HI(G, PGL(n,K)) ~ H2(G, K~) est in~ective~ 

D'apr~s [14], cor. ~ la prop. 1-44, il suffit de v4rifier que chaque fois 

qu'on tord la suite exacte (~) par un 414ment de HI(G,PGL(n,K)) , le H I du groupe 

m~dian est trivial. Ce groupe m~dian est le groupe des K-points du groupe multipli- 
2 eatif d'une alg~bre centrale simple A de rang n sur K . Pour prouver que 

HI(G, A~) = 0 , on interpr~te A ~ comme le groupe des automorphismesdu A-module 

libre L de rang I, et H 1 comme l'ensemble des "formes" de L - des A-modules 

2 
de rang n sur K , automatiquement libres. 

Lemme (1.5). Soient ~ £ H2(G, Kw) , K' une extension finie de K 

dans K , n=[K'iK ] , e__tt G'=GaI(K/K ') .... S i l'image de ~ dans H2(G ', K~) 

nulle, ~lors, ~ appartient ~ l'imaEe de A n 

contenue 

est 

Remarquons tout d'abord qu'on a: 

He(G'' K~) = H2(G' (K ®K K')W) 

[D'un point de vue g4om~trique si l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et 

: x' ~ x le morphisme canonique, on a R q ~W(~m,x,) = 0 pour q > O et par 

suite Hq(x ', ~m,x,) = Hq(x, ~ ~m,x,) pour q ~ O] . 

sur K 

Par ailleurs le choix d'une base de 

permet de d4finir un homomorphisme 

(K ®K K')~ ~ GL(n, K) 

K' en tant qu'espace vectoriel 

qui, ~ un 414ment x , fair correspondre l'endomorphisme de multiplication par 

de K ~K K' . On a alors un diagramme commutatif ~ lignes exactes: 
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_-~ ~ 
I "~ K "~ (K ®K K') -~ (K ~K K')~IK~ -~ I 

- 4  
I -P K -~ GL(n, K) -~ PGL(n,K) -~ i 

Le lem~ne r6sulte du diagramme commutatif que l'on en d6duit en passant A la cohomo- 

logie: 

HI(G'(K ®K K')~/K~) "~ H2(G' ~) "~ H2(G' ([ ®K 

l A n 
HI(G, PGL(n, K)) > H2(G, K~) . 

K') ~) 

La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullit~, est 

extr~mement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la proposition 

suivante: 

Proposition (1.6). - Soient K un corps, K une clSture alg~brique de K e__tt 

G = GaI(K/K) . Supposons que~ pour toute extension finie K' d__ee K , on ait 

Br(K') = O . Alors on a: 

(i) Hq(G, K~) = 0 pour tout q > O . 

(ii) Hq(G, F) = O pour tout G-module de torsion F et pour tout q ~ 2 . 

[Pour la d~monstration, cf. J.P. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie 

galoisienne]. 

2. Le th~or~me de Tsen. 

D~finition (2.1). - On dit ~u'un corps K est C I si tout polynSme homo$~ne 

non constant f(xl,...,x n) de degr~ d < n a un z~ro non trivial. 
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Proposition (2.2). - Si un corps K est C 1 , on a Br(K) = 0 

Ii s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini 

2 
sur K est ~gal g K o Soient r le degr~ de D sur K et Nrd : D ~ K 

la norme r~duite°  

[Localement pour la topologie ~tale sur K , D est isomorphe - non canoniquement - 

une alg~bre de matrices M et la norme r~duite coincide avec l'application 
r 

d~terminant. Celle-ci est bien d~finie, ind~pendamment de l'isomorphisme choisi 

entre D et M car tout automorphisme de M est int~rieur et deux matrices 
r r 

semblables ont m~me d~terminant°  Cette application d~finie localement pour la 

topologie ~tale se descend, ~ cause de son unicit~ locale, en une application 

Nrd : D ~K] . 

Le seul z~ro de Nrd est l'~l~ment nul de D , car, si x ~ 0 , on a 

Nrd(x). Nrd(x -I) = 1 . D'autre part, si {e I ..... e 2} est une base de D sur 
r 

et si x = ~ x i e  i , l a  f o n c t i o n  N r d ( x )  s ' f i c r i t  comme un polynSme homoggne 

Nrd(Xl,...,x 2 ) de degr~ r [c'est clair localement pour la topologie ~tale] . 
r 

2 
Puisque K est C 1 , on a r ~ r , c'est-~-dire r = 1 et D = K 

Th~or~me (2.3) (Tsen). - Soient k un corps al$~briquement elos et 

extension de desr~ de transcendance 1 de k . Alors K est C 1 

K une 

Supposons tout d'abord que K = k(X) . Soit 

i I i 

f(T) = ~ ai.l u''i n T I ... Tn n 

un polynOme homog~ne de degr~ d < n ~ coefficients dans k(X) °  Quitte g multi- 

plier les coefficients par un d~nominateur commun on peut supposer qu'ils sont 

dans ~X] . Soit alors 6 = sup deg(ail'''in ) . On cherche un z~ro non trivial 

dans k[X] par la m~thode des coefficients ind~termin~s en ~crivant chaque 

T i (i = l,...,n) comme un polynSme de degr~ N en X . Alors l'~quation 
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f(T) = 0 devient un syst~me d'~quations homoggnes en les n × (N + i) coefficients 

des polynSmes Ti(X) exprimant la nullit~ des coefficients du polynSme en X 

obtenu en remplagant T i par Ti(X) . Ce polynSme est de degr~ 8 + Nd au plus, il 

y a donc 6 + Nd + i Equations en n X (N + I) variables. Comme k est alg~bri- 

quement clos ce syst~me a une solution non triviale si n(N+l) > Nd + 6 + I , ce 

qui sera le cas pour N assez grand si d < n . 

II est clair que, pour d~montrer le th~or~me dans le cas g~ndral, il 

suffit de le d~montrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans- 

cendante pure k(X) de k o Soit f(T) = f(TI,...,T n) un polynOme homog~ne de 

degr~ d < n ~ coefficients dans K . Soient s = [K : k(X)] et el,...,e s une 

base de K sur k(X) . Introduisons de nouvelles variables U.. , en nombre sn , lj 

telles que Ti= E Uij e.j . Pour que le polynSme f(T)_ air un z~ro non trivial 

dans K , il suffit que le polynOme g(Xij) = NK/k(f(~)) air un z~ro non trivial 

dans k(X) . Or g est un polynSme homog~ne de degr~ sd en sn variables, d'o~ 

le r~sultat. 

Corollaire (2.4). - Soient k un corps al$~briquement closet K une extension 

de desr~ de transcendance I de k . Alors les groupes de cohomolo$ie ~tale 

Hq(Spec(K), ~ ) sont nuls pour tout q > 0 . 
m 

3. Cohomologie des courbes lisses. 

Dor~navant, et sauf mention expresse du contraire, les groupes de coho- 

mologie consid~r~s sont les groupes de cohomologie ~tale°  

Proposition (3.1). - Soient k un corps alg~briquement closet 

jective non sinsuli~re connexe sur k . Alors on a: 

X une courbe pro- 
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H° (X, ~ ) = k , 
m 

HI(x, ~ ) = Pic(X) , 
m 

t i q ( x ,  ~ ) = 0 p o u r  m q~ 2 . 

Soient ~] le point g~n~rique de X , j : ~] -~ X le morphisme canonique 

et ~ le groupe multiplicatif du corps des fractions K(X) de X . Pour 
m,?] 

tout point ferm~ x de X , soient i : x -P X l~immersion canonique et ZE le 
x x 

faisceau constant de valeur 2Z sur x o Ainsi J~ ~m,~ est le faisceau des 

fonctions m~romorphes non nulles sur X et ~ i ~Z le faisceau des divi- 
x6X x~ x 

seurs, on a donc une suite exacte de faisceaux: 

div ~ i ~ ~ O 
(4) 0 ~ ~m ~ J~ ~m,~ "~ x E X x~ x 

Lemme (3.2). - On a Rqj~m,?] = 0 pour tout q > 0 

Ii suffit de montrer que la fibre de ce faisceau en tout point ferm~ 

de X est nulle. Si OX, X est l'hens~lis~ de X en x et K le corps des 

fractions de OX, x , on a 

Spec(K) = ~ X X Spec(0x, x) , 

donc (R q j~m, )x = Hq(spec(K), ~m ) 

Or K est une extension alg~brique de k(X) ,donc une extension de degr~ de 

transcendance I de k : le lemme r~sulte de (2.4). 

Lemme (3~3). - On a Hq(x,j~ ~m,~) = 0 pour tout q > 0 

En effet de (3.2) et de la suite spectrale de Leray pour j , on d~duit: 
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Hq(x, j~ ~m,~] ) = Hq(~, ~m,~]) 

pour tout q >- 0 et le deuxigme membre est nul pour q > 0 d'apr~s (2.4). 

Le~e (3.4). - On a Hq(x, • ix~x ) = 0 pour tout q > 0 
xEX 

En effet pour tout point ferm~ x de X , on a Rqi~ ~x = 0 pour 

q > 0 , ear i x est un morphisme fini (II.3.6), et 

Hq(x, ix~x ) = Hq(x, ~x ) 

Le deuxi~me membre est nul pour tout q > 0 , car x est le spectre d'un corps 

alg~briquement clos [On voit que le lemme est vrai plus g~n~ralement pour tout 

faisceau "gratte-ciel" sur X ]o 

On d~duit des lemmes precedents et de la suite exacte (~) les ~galit~s: 

Hq(x, ~ ) = 0 pour q e 2 , 
m 

et une suite exacte de cohomologie en bas degr~: 

O . 

I ~ H° (X,~m ) ~ H (X,3~m, ~) ~ H° (X, 

qui n'est autre que la suite exacte: 

ix~x ) ~ HI(X,~m ) ~ 1 
xEx 

i ~ k ~ ~ k(X) ~ ~ Div(X) ~ Pic(X) ~ I 

De la proposition (3.1) on d~duit que les groupes de cohomologie de 

X ~ valeur dans ~/n , n premier ~ la caraet~ristique de k , ont une valeur 

raisonnable: 
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Corollaire ~.51- S__~i X est de senre g et si n est inversible dans k , les 

Hq(x, ~/n) sont nuls pour q > 2 , et libres sur ~/n de rang 1,2g, l pour 

q = 0,1,2 . Rempla~ant ~/n par le groupe isomorphe ~n ' on a des isomorphismes 

canoniques H° (X, ~n ) =I~ n 

HI(x, i~n ) = Pic° (X)n 

H2(X, I~n ) =m/n 

Comme le corps k est alg~briquement clos, ~/n est isomorphe (non 

canoniquement) ~ I~ n . De la suite exaete de Kummer: 

0 -~ ~n "~ ~m -~ ~m "~ 0 , 

et de la proposition (3.1) , on d~duit les ~galit~s: 

Hq(x, ~/n) = 0 pour q > 2 , 

et, en bas degr~, des suites exactes: 

0 -~ HO(x, ~n) -~ k ~ n * >k ~ 0 

0 -~ HI(x, l~n ) "~ Pic(X) n > Pie(X) > H2(X, ~n ) "~ 0 

De plus on a une suite exacte: 

0 ~ Pic° (X) ~ Pie(X) des > ~ ~ 0 , 

et Pic° (X) s'identifie au groupe des points rationnels sur k d'une vari~t~ 

ab~lienne de dimension g , la jacobienne de X .Dans un tel groupe, la multi- 

plication par nest surjective et son noyau est un ~/n ~-module libre de rang 2g 

(car n est inversible dans k ); d'o~ le corollaire. 

Un d~vissage astucieux, utilisant la "m~thode de la trace", permet 
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d'obtenir en corollaire la 

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5.7). - Soient k un corps alg4briquement clos, X 

une courbe al$4brique sur k e__~t F un faisceau de torsion sur X o Alors: 

(i) On a Hq(x, F) = O pour q > 2 . 

(ii) s i x est affine~ on a m@me Hq(x, F) = 0 pour q > 1 

Pour la d4monstration, ainsi que pour l'expos4 de la "m4thode de la 

trace" , nous renvoyons ~ SGA4 IX 5. 

4. D4vissases. 

Pour calculer la cohomologie des vari4t~s de dimension > 1 on emploie 

des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener ~ 4tudier les morphismes 

dont les fibres sont de dimension ~ 1 . Ce principe poss~de plusieurs variantes, 

indiquons-en quelques-unes. 

(4.1) Soient A une k-alg~bre de type fini et al,...,a n des g4n4rateurs 

de A . Si l'on pose X °  = Spec(k) , X i = Spee(k[a I ..... ai]) , X n = Spec(A) , 

les inclusions canoniques k[a I ..... ai] ~ k[a I ..... ai, ai+l] d4finissent des 

morphismes X n ~ Xn_ 1 ~ ... ~ X 1 ~ X °  dont les fibres sont de dimension ~ 1 . 

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut atre plus pr4cis. On 

appelle fibration 414mentaire un morphisme de sch4mas f : X ~ S qui peut 

atre plong~ dans un diagramme commutatif 

X' j >~ < i ~ y 
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satisfaisant aux conditions suivantes: 

(i) j est une immersion ouverte dense dans ehaque fibre et 

X = X - Y 

(ii) ~ est lisse et projectif, ~ fibres g~om4triques irr4ductibles 

et de dimension 1 . 

(iii) g est un rev@tement 4tale et aucune fibre de g n'est vide. 

On appelle bon voisinage relatif g S un S-schema X tel qu'il 

existe des S-schemas X = Xn,...,X °  = S et des fibrations ~l~mentaires 

fi : Xi ~ Xi-i , i = l,...,n . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3] que si X 

un sch4ma lisse sur un corps alg4briquement clos k tout point rationnel de 

X poss~de un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif ~ Spec(k) ). 

est 

(4.3) On peut d~visser un morphisme propre f : X ~ S de la faGon 

suivante. D'apr~s le lemme de Chow, il existe un diagramme commutatif 

X < ~ 

s 

o~ ~ et f sont des morphismes projectifs, ~ 4taut de plus un isomorphisme 

au-dessus d'un ouvert dense de X . Localement sur S , X est un sous-sch~ma 

n 
ferm4 d'un espace projectif type ]Ps 

n ~ ~I 
On d~visse ce dernier en consid~rant la projection ~ : ~S S 

qui envoie le point de coordonn~es homog~nes (Xo,Xl, .... x n) sur (xo, x I) 

-2 ~n 
C'est une application rationnelle d~finie en dehors du ferm~ Y ~ ~ de S 

n l'~clatement ~ centre d'~quations homog~nes x °  = x I = 0 . Soit u : P ~ ~S 

Y ; les fibres de u sont de dimension ~ 1 . De plus il existe un morphisme 

1 qui prolonge l'application rationnelle ~ et v fait naturel v : P ~ ~S 
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de P un ]pl-sch~ma localement isomorphe ~ l'espace projectif type ]pn-I que 

l'on peut ~ son tour projeter sur un , etc. 

(4.4) On peut balayer une vari6t6 projective et lisse X par un pinceau de 

Lefschetz . L'6clat~ X de l'intersection de l'axe du pinceau avec X se projette 

ip 1 sur et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X 

par les hyperplans du pinceau. 
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IV. Th~or~me de changement de base pour un morphisme propre. 

i. Introduction. 

Ce chap~tre est consacr~ ~ la d~monstration et aux applications du 

Th~or~me (I.I)°  - Soient f : X ~ S un morphisme propre ' de schemas et F u n 

faisceau ab~lien de torsion sur X . Alors~ quel ~ue soit q m 0 , la fibre de 

Rqf~F en un point $~om~tri~ue s de S est isomorphe ~ la cohomolo$ie 

Hq(Xs,F) de la fibre X s = X ®S Spec k(s) de f e n s 

Pour f : X ~ S une application continue propre et s~par~e (s~par~e 

s i g n i f i e  que l a  d i a g o n a l e  de X ×S X e s t  fermfie) e n t r e  e s p a c e s  t o p o l o g i q u e s ,  e t  

F un faisceau ab~lien sur X , le r~sultat analogue est bien connu, et ~l~mentaire: 

comme f est f e rmge ,  l e s  f - l ( v )  pou r  V v o i s i n a g e  de s f o r men t  un sys tgme  

et on v~rifie que H (X s, F) = lim H (U, F) , fondamental de voisinages de X s , --> 

U 

pour U p a r c o u r a n t  l e s  v o i s i n a g e s  de X . En p r a t i q u e ,  X a m~me un sys tgme  s s 

fondamental ~ de voisinages U dont il est r~tracte par d~formation et, pour F 

constant, on a donc t t~ (Xs ,F)  = H (U, F) , En t e r m e s  imaggs :  l a  f i b r e  s p ~ c i a l e  

avale la fibre g~n~raleo 

Dans le cas des schemas la d~monstration est plus d~licate et il est in- 

dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la 

description des fibres de Rqf~F (11.3.3), le th~or~me (I.i) est essentiellement 

~quivalent au 

Th~or~me (1.2). - Soient A un anneau local strictement hens~lien et S = Spec(A) . 

la fibre ferm~e de f A!ors ~ pour Soient f : X ~ S un morphisme propre et X °  

tout faisceau ab~lien de torsion F sur X et pour tout q ~ O , on a 

Hq(X,F) =~Hq(Xo, F) . 
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Par passage ~ la limite on voit qu'il suffit de d6montrer le th~or~me 

lorsque A est l'hens61is~ strict d'une ~-alg~bre de type fini en un ideal 

premier. On traite d'abord le cas q = 0 ou 1 et F =~/n (§ 2). Un argument 

bas6 sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit 

de consid6rer le cas oO F est constant. D'autre part le d~vissage (III. 4.3) 

permet de supposer que X est une courbe; dans ce cas il ne reste plus qu'g 
o 

d~montrer le th6or~me pour q = 2 (§4). 

Entre autres applications (§ 6), le th6orgme permet de d@finir la notion 

de cohomologie ~ support propre (§ 5). 

2. D6monstration pour q = O o u I e__tt F = ~/n 

Le r6sultat pour q = 0 et F constant est 6quivalent ~ la proposition 

suivante [th6or~me de connexion de Zariski]: 

Proposition (2.1). - Soient A un anneau local hens61ien noeth~rien et S = Spec(A). 

Soient f : X ~ S un morphisme propre et X °  la fibre ferm~e de f , Alors les 

ensembles de composantes connexes ~o(X) e__~t ~o(Xo) sont en bijection. 

Ii revient au m~me de montrer que les ensembles de parties ~ la fois 

ouvertes et ferm6es Of(X) et Of(X ) sont en bijection. On salt que l'ensemble 
o 

Of(X) correspond bijectivement ~ l'ensemble des idempotents de ~(X,Ox) , de 

m~me Of(X o) correspond bijectivement ~ l'ensemble des idempotents de ~(Xo,O_x ) , 
o 

II s'agit donc de montrer que l'application canonique 

Idem F(X, OX ) ~ Idem ~(Xo,O_x ) 
o 

est bijective. 

On notera ~ l'id6al maximal de A , ~(X,~x )A le compl6t~ de 
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~(X, O_X) pour la topologie m-adique et, pour tout entier n ~ 0 , 

Xn = X ®A A/mn+l-- . D'apr~s le th~or~me de finitude pour les morphismes propres 

~EGA III, 3.2] , F(X, OX ) est une A-alg~bre finie; comme A est hens~lien, il 

en r~sulte que l'application canonique 

est bijective. 

Idem ~(X,O_x) ~ Idem F(X, OX )A 

D'apr~s le th4or~me de comparaison pour les morphismes propres 

[EGA III, 4.1], l'application canonique 

?(x'°-x )A ~ I i~ r(Xn' ix ) 
n 

est bijective. En particulier l'application canonique 

Idem ~(X,O_x)A ~ lim Idem ~(Xn,O_x ) 
< n 

est bijective. Mais, puisque X et X ont m~me espace topologique sous-jacent, 
n o 

l'application canonique 

Idem ~(Xn,Ox ) ~ Idem F(Xo,O_x ) 
n o 

est bijective pour tout n , ce qui ach~ve la d~monstration. 

Puisque HI(X, ~/n) est en bijection avec l'ensemble des classes 

d'isomorphisme de rev~tements ~tales galoisiens de X de groupe ~/n , le 

th~or~me pour q=l et F = ~/n r~sulte de la proposition suivante. 

Proposition (2.2). - Soient A un anneau local hens~lien noeth~rien et 

S = Spec(A) . Soient f : X ~ S un morphisme propre et X °  la fibre ferm~e 

de f . Alors le foncteur de restriction 
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Rev. et.(X) ~ Rev. et.(X ) 
o 

est une 4quivalenee de cat4$ories. 

[Si X est connexe et si l'on a choisi un point g4om4trique de X 
o o 

eomme point base, cela revient g dire que l'application canonique ~l(Xo) ~ ~I(X) 

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijective]. 

effet, si 

dans X" 

X' X X X" 

La proposition (2.1) montre que ce foncteur est pleinement fiddle. En 

X' et X" sont deux revatements 4tales de X , un X-morphisme de X' 

est d4termin~ par son graphe qui est une partie ouverte et ferm4e de 

II s'agit donc de montrer que tout rev@tement 4tale X' de X 
o o 

s'4tend en un revGtement 4tale de X . On sait que les rev~tements dtales ne 

d4pendent pas des 41~ments nilpotents [SGA i, chap. I], par cons4quent X' se 
o 

rel~ve de manigre unique en un revGtement ~tale X' de X pour tout n Z 0 , 
n n 

autrement dit en un rev~tement 4tale ~ du sch4ma formel ~ eompl~t4 de X 

le long de X °  . D'apr~s le th4or~me d'algdbrisation des faisceaux cohdrents 

formels de Grothendieck [th4or~me d'existence, EGA III.5], ~! est le eompldt4 

formel d'un rev~tement ~tale X' de X = X ®A ~ 

Par passage N la limite, il suffit de d~montrer la proposition dans le 

cas o~ A est l'hens~lis~ d'une ~-alg~bre de type fini. On peut alors appliquer 

le th~or~me d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-alg~bres) ~ (ensembles) 

qui, ~ une A-alg~bre B , fait correspondre l'ensemble des classes d'isomorphisme 

de rev@tements ~tales de X ® A B . En effet ce foneteur est loealement de presen- 

tation finie: si B i est un syst~me inductif filtrant de A-alg~bres et si 

B = l_~_im>B i , on a F(B) = lim> F(B i) . D'apr~s le th4or~me d'Artin, ~tant donn~ 

un ~14ment ~ E F~) , en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il 

existe ~ 6 F(A) ayant mame image que ~ dans F(A/~) . Autrement dit il 

existe un revatement ~tale X' de X dont la restriction ~ X est isomorphe 
o 
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X' 
o 

3. Faisceaux constructibles. 

Dans ce paragraphe, on consid~re un schema noeth~rien 

faisceau sur X un faisceau ab~lien sur Xet 

X et on appelle 

D~finition (3. I). -O n dit qu'un faisceau F sur X es___t localement constant 

constructible (en abr~ l.c.c.) s'il est repr~sent~ par un rev~tement ~tale de X . 

.D~finition (3.2). - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il 

v~rifie les conditions ~quivalentes suivantes: 

(i) Ii existe une famille finie surjective de sous-sch~mas X i d__~e X 

tels que la restriction de F ~ X. soit isc.c.. 
-- l 

(ii) Ii existe une famille finie de morphismes finis Pi : X'i "~ X , 

pour chaque i un faisceau constant constructible (= d~fini par un groupe ab~lien 

fini) C i sur X'. et un monomorphisme F ~ ~Pi* Ci 

On v~rifie facilement que la cat~gorie des faisceaux constructibles 

sur X est une cat~gorie ab~lienne. De plus, si u : F ~ G est un homomorphisme 

de faisceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible. 

Lermme (3.3). - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de 

faisceaux constructibles. 

En effet, si j : U ~ X est un schema ~tale de type fini sur X , un 

~l~ment ~ E F(U) tel que n ~ = O d~finit un homomorphisme de faisceaux 

j! ~/n U ~ F dont l'image (le plus petit sous-faisceau de F dont ~ soit 

section locale) est un sous-faisceau constructible de F . Ii est clair que F est 

limite inductive de tels sous-faisceaux. 

D~finition (3.4). - Soient C une cat~gorie ab~lienne et T un foncteur d~fini 
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sur C ~ valeurs dans la catEgorie des groupes ab~liens. On dira qu e Test 

effaGable dans C sij pour tout ob~et A de C et tout ~ E T(A) , il existe 

un monomorphisme u : A ~ M dans C tel que T(u).~ = O . 

Lemme (3.5). - Les foncteurs Hq(x, .) pour q > 0 sont effa~ables dans la 

cat~$orie des faisceaux constructibles sur X . 

II suffit de remarquer que, si F est un faisceau constructible, il 

existe nEcessairement un entier n > 0 tel que F soit un faisceau de Zg/n-modules. 

Alors il existe un monomorphisme F ¢-~ G , of~ G est un faisceau de Zg/n-modules 

et Hq(x, G) = 0 pour tout q > 0 . On peut par exemple prendre pour G la 

r~solution de Godement ~ i F- , o3 x parcourt les points de X et 
x~ x 

xEX 
i : x-> X est un point g~om~trique centr~ en x . D'apr~s (3° 3) G est limite 
x 

inductive de faisceaux constructibles, d'oO le lemme, car les foncteurs Hq(x,. ) 

commutent aux limites inductives. 

Lemme (3.6). - Soit ~" : T' ~ T'" un morphisme de foncteurs cohomolo$iques 

dEfinis sur une cat Egorie ab~lienne C et ~ valeurs dans la cat~$orie des $roupes 

abEliens. Supposons ~ue T q est effa~able pour q > 0 et soit g un sous-ensemble 

d'objets de C tel que tout objet de C soit contenu dans un objet appartenant 

g . Alors les conditions suivantes sont Equivalentes: 

(i) ~0q (A) 

(ii) ~0°  (M) 

MEg . 

(iii) ~0°  (A) 

tout q > 0 

e st bijectif pour tout q e 0 et tout A 60b C 

est bijectif et @q(M) surjectif pour tout q > 0 et tout 

e st bijectif pour tout A E Ob C e t T 'q est effa~able pour 

La demonstration se fair par recurrence sur q et ne prEsente pas de 

difficultEs. 

44 



IV - 7 Arcata 

Proposition (3.7)°  - Soit 

n ~ 0 et pour tput sch4ma 

X °  un sous-sch4ma de X . Supposons que, pour tout 

X' fini sur X , l'application canonique 

Hq(X ', m/n) ~ Hq(x~, ~/n) , 

o~ X' = X' X X X °  est bijective pour q = 0 et surjective pour q > 0 

Alors~ pour tout faiseeau de torsion F sur X et pour tout q m 0 , l'appli- 

cation eanonique 

Hq(x, F) ~ Hq(Xo, F) 

est bijective. 

Par passage ~ la limite, il suffit de d4montrer l'assertion pour F 

constructible. On applique le lemme (3.6) en prenant pour C la cat4gorie des 

faisceaux constructibles sur X , T q = Hq(x, ~) , T 'q = Hq(Xo,,) et g 

l'ensemble des faisceaux constructibles de la forme ~pi Ci , oO Pi : X'.l ~ X 

est un morphisme fini et C i un faisceau constant fini sur X' i 

4. Fin de la d4monstration°  

Par la m~thode de fibration par des courbes (IIL 4.3), on se ram~ne 

d~montrer le th4or~me en dimension relative ~ 1 . D'apr~s le paragraphe pr~c4dent, 

il suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noeth4rien 

strictement hens~lien, f : X ~ S un morphisme propre dont la fibre ferm4e X o 

est de dimension ~ I et n un entier ~ 0 , l'homomorphisme canonique 

Hq(x,m/n) ~ Hq(x o,m/n) 

est bijectif pour q = 0 et surjectif pour q > 0 

Les cas q = 0 et 1 ont 4t~ vus plus haut et on a Hq(x o, m/n) O 

pour q ~ 3 ; il suffit donc de traiter le cas q = 2 . On peut 4videmment supposer 
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r que n est une puissance d'un nombre premier. Si n = p , o~ p est la 

caract~ristique du corps r@siduel de S , la th~orie d'Artin-Schreier montre 

H 2 ~r qu'on a (Xo, ~/pr) = 0 . Si n = , ~ # p , on d@duit de la th4orie de 

Kummer un diagramme commutatif 

Pic(X) (~ ~ H2(X, 2Z/2~ r) 

l ) 
Pic(X ) ........ > H2( , 2Z/6 r) 

o o 

o~ l'application ~ est surjective [On l'a vu au chapltre III pour une courbe 

lisse sur un corps alg~briquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent 

n'importe quelle eourbe sur un corps s~parablement clos]. 

Pour conclure, il suffira donc de montrer: 

Proposition (4.1). - Soient S le spectre d'un anneau local noeth~rien hens~lien 

e_~t f : X ~ S un morphisme propre dont la fibre fermde X °  est de dimension ~ I. 

Alors l'application canonique de restriction 

Pic(X) ~ Pic(X ) 
o 

est surjective [Ii suffit d'ailleurs que le morphisme f soit s@par@ de type 

fini], 

Pour simplifier la d~monstration, nous supposerons que X est int~gre, 

bien que cela ne soit pas n~cessaire. Tout faisceau inversible sur X est 
o 

associ~ gun diviseur de Cartier (car X est une courbe, donc quasi-projectif), 
o 

il suffit donc de montrer que l'application canonique Div(X) ~ Div(X ) est 
o 

surjective. 

Tout diviseur sur X est combinaison lin~aire de diviseurs dont le 
o 

support est concentr~ en un seul point ferm~ non isol@ de X . Soient x un 
o 
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un ElEment r~gulier non inversible de ~X et D tel point, t o E ~X o,x o,X o 

le diviseur concentr~ en x d'~quation locale t . Soit U un voisinage ouvert 
o 

de x dans X tel qu'il existe une section t E ~(U, OU ) relevant to . Soit 

Y le fermE de U d'~quation t = 0 ; quitte ~ prendre U assez petit, on peut 

supposer que x est le seul point de Y n X o °  Alors Y est quasi-fini 

au-dessus de S en x ; puisque S est le spectre d'un anneau local hens~lien, 

on en dEduit que Y = YI~Y2 , o~ Y1 est fini sur S et o~ Y2 ne rencontre 

pas X °  . De plus, comme X est sEpar~ sur S ' Y1 est fermE dans X 

Quitte ~ remplacer u par un voisinage ouvert plus petit de x , on 

peut supposer que Y = Y1 ' autrement dit que Y est fermE dans X . On d~finit 

alors un diviseur D sur X relevant D O en posant DIX - Y = 0 et 

DIU = div(t) ee qui a un sens ear t est inversible sur U - Y 

Remar~ue (4.2). -Dans le cas oO f est propre, on pourrait aussi faire une 

d~monstration du m~me style que celle de la proposition (2.2). En effet, comme 

X est une courbe, il n'y a pas d'obstruction ~ relever un faisceau inversible 
o 

sur X aux voisinages infinit~simaux X de X ,donc au compl~t~ formel 
o n o 

de X le long de X °  . On conclut alors en appliquant successivement le 

thEor~me d'existence de Grothendieck et le thEor~me d'approximation d'Artin. 

5. Cohomologie ~ support p ropre. 

DEfinition (5.1). - Soit X un schema sEparE de type fini sur un corps k 

D'apr~s un thEor~me de Nagata, il existe un schema X propre sur k et une 

immersion ouverte j : X ~ X . Pour tout faiseeau de torsion F sur X on 

note j!F le prolongement par 0 d_._ee F ~ X et on d~finit les sroupes de 

cohomologie g support propre H~(X,F) en posant 

H~(X, F) = Hq(x, j!F) 
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Montrons que cette d~finition est ind~pendante de la compactification 

j : X ~ X ehoisie. Soient Jl : X "~ X1 et J2 : X -'~ X2 deux compactifieations. 

Alors X s'envoie dans X1 × X2 par x ~ (Jl(X), J2(x)) et l'image ferm~e X3 

de X par cette application est une compactification de X . On a ainsi un dia- 

gramme commutatif 

• 21 

/ (Jl,J2) ~, _ 
> X 3 

o3 Pl et P2 ' les restrictions des projections naturelles ~ 33 , sont des 

morphismes propres. 

II suffit donc de traiter le cas o~ on a un diagramme commutatif 

avec p un morphisme propre. 

Lemme (5.2). - On a P~(J2! F) = Jl]F e t Rqp~(J21F). = O , pour q > O . 

Notons tout de suite que le len~ne suffit pour conclure. En utilisant 

la suite spectrale de Leray du morphisme p , on en d~duit qu'on a, pour tout 

q~O , 

Hq(x2,J2!F) = Hq(xI, Jl! F) 

Pour d~montrer le lemme, on rais~nne fibre par fibre en utilisant le 
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le th~or~me de changement de base (I.i) pour p . Le r~sultat est imm~diat, car, 

au-dessus d'un point de X , p est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de 

XI-X , J2!F est nul sur la fibre de P 

(5.3) De m~me, si f : X ~ S est un morphisme s~par~ de type fini de schemas 

noeth~riens, il existe un morphisme propre f : X ~ S et une immersion ouverte 

j : X ~ X . On d~finit alors les images directes sup~rieures ~ support propre 

Rqf! en posant pour tout faisceau de torsion F sur X 

Rqf! = Rqf~(j!F) 

On v~rifie comme pr~c~demment que cette d~finition est ind~pendante de 

la compactification choisie. 

Th~or~me (5.4). - Soient f : X ~ S un morphisme s~par~ de type fini de schemas 

noeth~riens et F un faisceau de torsion sur X . Alors la fibre de RqfvF 

en un point g~om~trique s de S est isomorphe ~ la cohomolo$ie ~ support 

propre H~(Xs, F) de la fibre X s de f e n s 

C'est une simple variante du th~orgme de changement de base pour un 

morphisme propre (i.i). Plus g~n~ralement, si 

g! 
X~-- X' 

S< S' 
g 

est un diagramme cart~sien, on a un isomorphisme canonique 

(5.4.1) g~(Rqf!F) ~ Rqf'!(g '~ F) 
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6o Applications. 

Th~or&me d'annulation (6.1)o - Soient 

dont les fibres sont de dimension g n 

Alors on a Rqf!F = 0 pour q > 2n 

f : X ~ S un morphisme s~par~ de type fini 

et F un faisceau de torsion sur X 

D'apr~s le th~or~me de changement de base, on peut supposer que S est 

le spectre d'un corps s~parablement clos. Si dim X = n , il existe un ouvert 

affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alors une suite exacte 

0 ~ F U ~ F ~ FX_ U ~ O et, par r~currence sur n , il suffit de d~montrer le 

th~or~me pour X = U affine. Puis la m~thode de fibration par des courbes (III.4.1) 

et le th~or&me de changement de base permettent de se ramener & une courbe sur un 

corps s~parablement clos pour lequelle on d~duit le r~sultat voulu du th~or&me de 

Tsen (cf. III.3o6). 

Th~or~me de finitude (6.2)°  - Soient 

et F un falsceau constructible sur 

constructibles. 

f : X ~ S un morphisme s~par~ de type fini 

X . Alors les faisceaux Rqf!F sont 

Nous ne consid~rerons que le cas o~ F est annul~ par un entier inver- 

sible sur X . 

Pour d~montrer le th~or~me on se ram~ne au cas o~ F est un faisceau 

constant ~/n et o~ f : X ~ S est un morphisme propre et lisse dont les fibres 

sont des courbes g~om~triquement connexes de genre g o Pour n inversible sur 

X , les faisceaux Rqf~F sont alors localement fibres de rang fini, nuls pour 

q > 2 (6.1). Rempla§ant ~/n par le faisceau localement isomorphe (sur S) ~n ' on a 

canoniquement 

ROf~ ~n = ~n 

(6.2.1) Rlf~ ~n = pic(X/S)n 

R2f@ ~n = m/n 
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Th~or~me (6.3) (comparaison avec la cohom01ogie classique). - 

Soient f:X ~ S un morphisme s4par4 de sch4mas de type fini sur ~ , e_~t F u__nn 

faisceau de torsion sur X . No tons par un exposant an le foncteur de passage aux 

espaces topolo~iques usuels~ et par Rqfa7 les foneteurs d4riv4s du foncteur image 

directe ~ support propre par fan . On a 

(Rqf!F~ an ~ Rqf~ n F an . 

En particulier, pour s = un point et F le faisceau constant ~/n , 

Hq(x, ~/n) ~ Hq(x an , ~/n) 
c e 

Des d~vissages utilisant le th~or~me de changement de base nous ram~nent 

au cas o~ X est une eourbe propre et lisse, o~ S = un point, et o~ F = ~/n , 

Les groupes de cohomologie consid~r~s sont alors nuls pour q # 0,1,2, et on in- 

GAGA: en effet, si X est propre sur ¢ , on a ~o(X) = ~o(X an) et voque 

~I(X) = complet~ profini de ~I(X an) , d'o~ l'assertion pour q = 0,i . Pour q=2 , 

on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pie(X) = 

Pic(X an) . 

Th~or~me (6~4) (dimension cohomologique des schemas affines). Soient X u n 

schema affine de type fini sur un corps s#parablement closet F un faisceau de 

torsion sur X . Alors on a Hq(x, F) = O pour q > dim(X) . 

Pour la tr~s jol~ d4mohstration nous renvoyons ~ SGA 4, XIV §2 et 3. 

..... Remarque (6° 5). - Ce th~or~me est en quelque sorte un substitut pour la th~orie 

de Morse. Consid~rons en effet le cas classique o~ X est lisse et affine sur 

plong~ dans un espace affine type cN o Alors, pour presque tout point 

p E cN , la fonction "distance ~ p" sur X est une fonction de Morse et les 

indices de ses points critiques sont plus petits que dim(X) . Ainsi X est obtenu 

par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , d'o~ l'analogue classique 

de (6.4). 
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V°  Acyclicit~ locale des morphismes lisses 

Solent X une vari~t~ analytique complexe et f : X ~ D un morphisme 

de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite ferm~ d'extr~mit~s 0 

et t dans D et ]0, t] le segment semi-ouvert. Si f est lisse, l'inclusion 

j : f-l(]o, t])~ > f-1(Eo, t]) 

est une 4quivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre sp4ciale 

dans f-l([o, t]) . 

En pratique, pour t assez petit, f-l(]0, t]) 

]0, t] de sorte que l'inclusion 

Xt = f-l(t ) F > f-l(]o, t]) 

sera ~galement une ~quivalence d'homotopie. On appelle alors 

cosp4cialisation la classe d'homotopie d'applications: 

c. ~ f-I cosp: X °  > f-l([0, t]) < (] O, t]) < 

x = f-l(0) 
o 

sera un fibr~ sur 

morphisme de 

X t 

On peut exprimer cette construction en termes imag~s en disant que, pour un 

morphisme lisse, la fibre g~n~rale avale la fibre sp~eiale. 

Ne supposons plus f n6cessairement lisse (mais supposons que 

f-l(]0, t]) soit un fibr6 sur ]0, t] ). On peut encore d6finir un morphisme 

cosp ~ en cohomologie d~s que je~ =~ et Rqje~ = 0 pour q > 0 . Sous ces 

hypotheses, la suite spectrale de Leray pour j montre qu'on a 

He(f-l([o, t]), 2g) ~--> H~(f-l(]o, t]), ~Z) 

et cosp est le morphisme compos~: 
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cosp~ : H~(Xt~) ~ H~(f-l(]o, t]), 2Z) ~ H~(f-l([o,t], 2Z) -~ H~(X m) 
o ~ 

La fibre de Rqj~ en un point x E X °  se calcule comme suit. On 

prend dans un espace ambiant une boule B de centre x et de rayon e assez 
c 

petit, et pour ~ assez petit, on pose E = X N B e N f-l(~ t) ; c'est la vari6t6 

des cycles 6vanescents en x . On a 

(Rqj~2g) x ~ Hq(x N B C N f-l(]o, ~q t]), 2Z) ~ Hq(E, 7z) 

et le morphisme de cosp~cialisation est d~fini en cohomologie d~s que les vari6t6s 

de cycles ~vanescents sont acycliques [H° (E, ~) =~ et Hq(E, ~) = 0 pour q > 0], 

ce qui s'exprime en disant que f est localement acyclique. 

Ce chapitre est consacr~ ~ l'analogue de cette situation pour un morphisme 

lisse de sch6mas et pour la cohomologie 6tale. Cependant il est indispensable dans 

ce cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caract6- 

ristiques r6siduelles. Le paragraphe 1 est consacr~ ~ des g6n~ralit~s sur les 

morphismes localement acycliques et les fl~ches de cosp6cialisation. Dans le para- 

graphe 2, on d6montre qu'un morphisme lisse est localement acyclique. Dans le 

paragraphe 3, on joint ce r6sultat ~ ceux du chapitre pr6c6dent pour en d6duire 

deux applications: un th6or~me de sp~cialisation des groupes de cohomologie (la 

cohomologie des fibres g6om6triques d'un morphisme propre et lisse est localement 

constante) et un th6or~me de changement de base par un morphisme lisse. 

Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "sch6ma" signifie 

"schema sur lequel n est inversible"°  "Point g6om~trique" signifiera toujours 

"point g6om6trique alg6brique" (II 3.1.) x:Spec(k) ~ X , avec k alg6briquement clos. 

53 



Areata V - 3 

i. Morphismes localement acycli~ues~ 

Notation (Ioi)o - Etant donn~s un schema S et un point g~om~trique 

de S , on notera S s le spectre du localis~ strict de S en s 

D~finition (1.2). - On dit qu'un point g~om~trique t de S est une 

g~n~risation de s s'il est d~fini par une cloture alg~bri~e du corps r~siduel 

d'un point de ~s . On dit aussi que s est une sp~cialisation de t et on 

appelle fl~che de sp~cialisation le S-morphisme t ~ ~s 

D~finition (1.3). - Soit f : X ~ S un morphisme de schemas. Soient 

s un point g~om~trique de S , t une g~n~risation de s , x un point g~om~trique 

de X au-dessus de s et ~x =u ~X X-'s t . Alors on dit que ~x~ est une 

vari~t~ de cycles ~vanescents de f au point x 

On dit que f est localement acyclique s__i, la eohomologie r~duite de 

~X 
toute vari~t~ de cycles ~vanescents X t est nulle: 

(1.3.1) H~( , ~/n) = 0 , 

i.e. H° (X x ~/n) =~/n et Hq(X~x ~/n) = 0 pour q > 0 

Lemme (1.4). - Soient f : X ~ S un morphisme localement acyclique et g : S' ~ S 

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finls). Alors le 

morphisme 

acycli~ue. 

f' : X' ~ S' d~duit de f par changement de base est localement 

On v~rifie en effet que toute vari~t~ de cycles ~vanescents de f' est 

une vari~t~ de cycles ~vanescents de f 

Lemme 1.5. Soit f : X ~ S un morphisme localement acyclique. Pour tout point g~o- 

m~trique t de S ,donnant lieu gun d iagramme cart~sien 
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X ~X 

t > S 

On a e~2Z/n = fw ~2Zln e t R q ¢~In = O 

Soient S l'adh4rence de e(t) , 

et le diagramme cartgsien 

pour q > 0 

S' le normalis6 de S dans k(t) , 

i v C~ ! 

i t 7iV "7 i f' f 

i t ~ S ~ --> S 

Les anneaux locaux de S' sont normaux ~ corps de fractions s~parablement clos. 

Ils sont donc strictement hens~liens, et l'acyclicit~ locale de f' (1.4) fournit 

i'~/n =~/n , Rqi'~ ~/n = 0 pour q > 0 . Puisque ~ est entier, on a alors 

Rqe'~/n = ~'~ Rqi'~/n = ~'~f'~Rqi~/n = f~ ~ Rqi~/n = f~ Rqe~/n , 

et le lemme. 

(1.6) Etant dorm,s un morphisme localement acyclique f : X ~ S et une 

fl~che de sp~cialisation t ~ ~s , nous allons d4finir des homomorphismes cano- 

niques, dits fl~ches de cosp4cialisation 

cosp : H~(Xt, 2Z/n) -~ H~(Xs, Z~/n) , 

reliant la cohomologie de la fibre g~n~rale X t = X ×S t 

sp4ciale X s = X XsS 

et celle de la fibre 
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Consid4rons le diagramme eart4sien 

i i t > <. s 

d4duit de f par changement de base. D'apr~s 1.4, f' est encore localement 

acyclique. De la d4finition de l~acyclicit4 locale, on tire aussit8t que la restric- 

tion ~ X s des faisceaux Rqe'~/n est ~/n pour q=O , et 0 pour q > 0 

Par 1.5, on salt mame que Rq~'~ ~/n = 0 pour q > 0 . On d4fi- 

nit cosp ~ comme la fl~che compos6e 

(1.6.1) H~(Xt, 2g/n) --~ H~(X, ~'~ZZln) > H~(Xs, Zg/n) . 

Variante: Soient S l'adh~renee de 

dans k(t) et X'/S' d4duit de X/S 

peut encore s'~crire 

e(t) dans ~s , S' le normalls4 de 

par changement de base. Le diagramme (1.6.1) 

He(Xt, ZZIn) -~H~(X', Zg/n) . . . . . . . .  > He(Xs, Z~In) 

Th4or~me (1.7). - Soient S un sch4ma localement noeth~rien, s un point g~om4trique 

de S et f : X ~ S un morphisme°  On suppose 

a) le morphisme f est localement acycliqu ~, 

b) pour tout morphisme de sp~cialisation t ~ ~s et pour tout q z O , 

Hq(Xt, ~/n) ~ Hq(x s, ~/n) sont bijectlves. les fl~ches de cosp4cialisation 

, . - . i ,  Hq(Xs, ~In) est bijectif Alors l'homomorphisme canonique (Rqf~zZ/n) s 

pour tout q ~ 0 
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Pour d~montrer le th~or~me, il est clair qu'on peut supposer 

On va en fait montrer que, pour tout faisceau de ~/n~-modules F sur 

morphisme canonique ~q(F) : (Rqf~f ~ F) s ~ Hq(Xs, f~F) est bijectif. 

S = ~s 

S , l'homo- 

Tout faisceau de Zg/n2Z-modules est limite inductive filtrante de faisceaux 

constructibles de 2Z/n~-modules (IV.3.3)o De plus tout faisceau constructible de 

2g/n 2Z-modules se plonge dans un faisceau de la forme ~ ~ , o~ ~: ~ "~ S 

est une famille finie de g~n~risations de s et C~ un ~/nZg-module libre de 

rang fini sur ~ . D'apr~s la d~finition des fl~ches de cosp~cialisation, la 

condition b) signifie que les homomorphismes ~oq(F) sont bijectifs si F est de 

cette forme °  

On conclut ~ l'aide d'une variante du lermne (IV.3.6): 

Lemme (1.8). - Soit C une cat~$orie ab~lienne dans la~uelle les limites inductives 

filtrantes existent. Soit ~0" : T' -~ T '° un morphisme de foncteurs cohomologiques 

commutant aux limites inductives filtrantes~ d~finis sur C et g valeurs dans la 

cat~$orie des sroupes ab~liens. Supposons ~u'il existe deux sous-ensembles ~ e t 

d'objets de C tels que: 

a) tout ob~et de C est limite inductive filtrante d'obOets appartenant ~ ~ , 

b) tout ob]et appartenant ~ ~ est contenu dans un ob~et appartenant ~ g 

Alors les conditions suivantes sont ~qulvalentesi 

(i) ~0q(A) est bi~ectif pour tout q ~ O et tout A E Ob C 

(ii) ~pq(M) est bijeetif pour tout q m O et tout M E g 

La d~monstration du ]emme se fait ~ar passage ~ la limi~e inductive, 

r~currence sur q et application r~p~t~e du lerm~e des cina au diagramme de suites 

ex~etes de cohomologie d~dL, it d'une suite exacte O -~ A -~ M -~ A' -~ O , avec A E ~ , 

ME g , A' E Ob ~ 

Corollaire (1.9) . - Soient S le spectre d'un anneau local noeth~rien strietement 

hens~lien et f : X ~ S un morphisme localement acyclique. Supposons que, pour tout 
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point g~om~tri~ue t de S on ait H° (Xt , 2Z/n) =Zg/n e_~t Hq(Xt, 2Z/n) = 0 ~our 

q > O [autrement dit les fibres g~om~triques de f sont acycliques]. Alors on a 

f~TZ/n = 2g/n e_!t Rqf~/n = 0 pour q > 0 

Corollaire (i. i0). - Soient f : X ~ Y et 

localement noeth~riens. Alors~ si f e t g 

de m~me de g °  f . 

g : Y ~ Z des morphismes de schemas 

sont localement acycliques ~ il en est 

On peut supposer que X, Y et Z sont strietement locaux et que f et 

g sont des morphismes locaux. Ii s'agit alors de montrer que, si z est un point 

de Z , on a H° (Xz , 2Z/n) =ZZ/n et Hq(Xz, 2Z/n) = 0 g~om~trique alg~brique pour 

q>O . 

Puisque g est localement acyclique, on a H° (Yz , ~/n) =~/n , et 

Hq(Yz, ~/n) = 0 pour q > 0 . Par ailleurs le morphisme fz : Xz ~ Yz est locale- 

ment acyclique (1.4) et ses fibres g~om~triques sont acycliques, car ce sont des 

vari~t~s de cycles ~vanescents de f °  D'apr~s (1.9), on a donc Rqf ~/n = 0 z~ 

pour q > 0 . De plus fz~/n est constant de fibre ~/n sur Yz . On conclut 

l'aide de la suite spectrale de Leray de f g 

2. Acyclicit~ locale d'un morphisme lisseo 

Th~or~me (2.1). - Un morphisme lisse est localement aeyclique. 

Soit f : X ~ S un morphisme lisse. L'assertion est locale pour la 

topologie ~tale sur X et S , on peut donc supposer que X est IVespace affine 

type de dimension d sur S . Par passage ~ la limite, on peut supposer que S 

est noeth~rien et la transitivit~ de l'acyclicit~ locale (I° I0) montre qu'il suffit 

de traiter le cas d = 1 . 
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Soient s un point gdom6trique de S et x un point g~om~trique de X 

centr~ en un point ferm~ de X s . Ii s'agit de montrer que les fibres g~om~triques 

~X ~ = ~S 
du morphisme X ~ S s sont acyc!iques. On posera d~sormais S = Spec(A) et 

X ='~ . On a X ~ Spec A[T] , o~ A{T] est l'hens~lis~ de A[T] au point T = O 

au-dessus de s 

Si t est un point g~om~trique de S , la fibre X t est limite pro- 

jective de courbes affines et lisses sur t . On a donc Hq(Xt, ~/n) = 0 pour 

q ~ 2 et il suffit de montrer que H° (Xt , ~/n) =~/n et HI(xt , ~/n) = 0 pour 

n premier ~ la caract~ristique r~siduelle de S . Cela rdsulte des deux proposi- 

tions suivantes. 

Proposition (2.2). - Soient A un anneau local strictement hens~lien, S = Spec(A) 

e t X = Spec A[T} . Alors les fibres $~om~triques de X ~ S sont connexes. 

On peut se ramener par passage ~ la limite au cas o~ A est un hens~lis~ 

strict d'une ~-alg~bre de type fini. 

Soient E un point g~om~trique de S , localis~ en t , et k' une 

extension finie s~parable de k(t) dans k(t) . On pose t' = Spee(k') et 

Xt, = X x S Spec(k') . II nous faut v~rifier que, que~ que soient t et t' , Xt, 

est connexe (par quoi on entend connexe et non vide). Soit A' le normalis~ de A 

dans k' , i.e. l'anneau des ~l~ments de k' entiers sur l'image de A darts k(t) °  

On a A[T} ®A A' "~ ~ A'[T} : le membre de gauche est en effet hens~lien local 

(car A' est fini sur A , et local) et limite d'alg~bres locales ~tale sur 

A'[~ = A[T] ®A A' . Le schema Xt, est donc encore Is fibre en t' de 

X' = Spec(A'[T}) sur S' = Spec(A') . Le schema local X' est normal, done 

int~gre; son localisd Xt, est encore int~gre, afortiori connexe. 
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Proposition (2.3). - Soient A un anneau local strictement hens~lien, S = Spec(A) 

e t X = Spec (A{T]) . Soient ~ un point g~om~trique de S e t X~ la fibre $6o- 

m~trique eorrespondante. Alors tout rev~tement ~tale saloisien de X~ d'ordre 

premier ~ la caract~ristique du corps r~siduel de A ~st trivialo 

Lemme (2.3.1) (th~or~me de puret~ de Zariski-Nagata en dimension 2). - Soient C 

un anneau local r~$ulier de dimension 2 e t C' une C-a]$~bre finie normale ~tale 

au-dessus de l'ouvert compl~mentaire du point ferm~ de Spec(C) . Alors C' es__t 

~tale sur C . 

En effet C' est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 . Puisque 

prof(C') + dim proj(C') = dim(C) = 2 , on en conclut que C' est fibre sur C . 

Alors l'ensemble des points de C o~ C' est ramifi~ est d~fini par une ~quation, 

le diseriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur I, il est vide. 

Lemme (2.3.2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar). - Soient S = Spec(V) u n 

trait, ~ une uniformisante, ~ le point g~n~rique de S , X lisse sur S , 

irr~ductible~ de dimension relative I, X un rev~tement ~tale saloisien de X 

de degr~ n inversible sur S , e t S I = Spec(V[~i/n]) . Notons par un indice i 

le ehangement de base de S ~ S I . Alors, XI~ se prolonse en un rev~tement 

~tale de X I . 

Soit X I le normalis~ de X 1 dans XI~ . Vu la structure des groupes 

d'inertie mod~r~edes anneaux de valuation discrete localis~s de X aux points 

N 

g~n~riques de la fibre sp~eiale X s , X 1 est ~tale sur X 1 sur la fibre g~n~rale, 

et aux points g~n~riques de la fibre sp~ciale. Par 2.3;I, il est ~tale partout. 

2.3.3. Prouvons 2.3°  Notons t le point en lequel ~ est localis~. II nous est 

loisible de remplacer A par le normalis~ de A dans une extension finie s~parable 

k(t') de k(t) darts k(~) (cf. 2.2). Ceci, et un passage ~ la limite pr~liminaire, 
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nous permettent de supposer que 

a) A est normal noeth~rien, et t est le pointg~n~rique de S . 

b) Le rev~tement ~tale consid~r~ de X~ provient d'un rev~tement ~tale de X t . 

c) Ii provient d'un rev~tement ~tale ~ de l'image r~ciproque X U d'un ouvert 

non vide U de S (r~sulte de b): t est la limite des U )o 

d) Le compl~ment de U est de codimension ~ 2 (ceci au prix d'agrandir k(t) , 

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuation discrete localis~s de S en 

les points de S-U de codimension 1 dans S ; ces points sont en nombre fini). 

e) Le rev~tement ~ est trivial au-dessus du sous-seh~ma T=O . (Ceci quitte 

encore agrandir k(t) ). 

ment 

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons voir que le rev~te- 

est trivial. 

Lemme (2,3.4). - Soient A un anneau local strictement hens~lien normal et 

noeth~rien, U un ouvert de Spee(A) dont le compl~ment est de codimension 

V son image r~eiprq~ue dans X = Spee(A{T}) e t V' un rev~tement ~tale de 

Si V' est trivial au-dessus de T = O , alors V' est trivial. 

~2 , 

V . 

Soit B = ~(V', @) . Puisque V' est l'image inverse de V dans 

Spec(B) , il suffit de voir que B est fini ~tale sur A{T} (done d~compos~, 

puisque A{T} est strictement hens~lien). Soit X = A[[T]] , et morons par 

le changement de base de X ~ X . Le schema X est fid~lement plat sur 

On a done r(V', @) = B®A{T} A[[T]] , et il suffit de voir que eet anneau 

fini ~tale sur A[[T]] 

X , 

B est 

Soit V (resp. V' ) le sous-sch~ma de V (resp. V') d'~quation 
m m 

T m+l= O Par hypoth~se, V' est un rev@tement trivial de V : une somme de 
• O O 

n-copies de V °  . De m~me pour V'm/V m , puisque les rev~tements ~tales sont 

insensibles aux nilpotents. On en tire 

: F(V', ~) ~ lira F(V'm, ~) = (lira F(V m, ~))n 
m m 
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Par hypoth~se, le compl~ment de U est de profondeur e 2 : on a 

~(V m, ~) = A[T]/(T m+l) , et ~ est un homomorphisme de B Hans A[[T]] n . 

Au-dessus de U , il fournit n sections distinctes de V'/V : V' est donc 
^ 

trivial, somme de n copies de V . Le compl~ment de V dans X ~tant encore 

de eodimension ~ 2 (donc He profondeur ~ 2) , on en d~duit que B = A[[T]] n , 

d'o~ le lemme. 

3. Applications. 

Th~orgme (3.1) (sp~cialisation des groupes de cohomologie). - 

Soit f:X ~ S un morphisme propre et localement acyclique~ par exemple un morphisme 

propre et lisse. Alors les faisceaux Rqf~ ~/n sont localement constants cons- 

tructibles et pour toute fl~che de sp~cialisatipn t ~ ~s , les fl~ches de co- 

Sp~cialisation Hq(x t , ~/n) ~ Hq(x , ~/n) sont biJectives. 

Cela r~sulte imm~diatement de la d~finition des fl~ches de cosp~cialisa- 

tion et des th~or~mes de finitude et de changement de base pour les morphismes 

propres. 
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Th4or~me (3.2) (changement de base par un morphisme lisse).- Soit un diagramme 

cart4sien 

avec g lisse. Pour tout faisceau F 

ristiques r4siduelles de S , on a 

X' g' > X 

S' $ >S 

sur X , de torsion et premier aux caract~- 

g~ Rqf~ F ~ 7 Rqf'~(g '~ F) 

En prenant un recouvrement ouvert de X , on se ram&ne au cas oO X 

est affine, puis par un passage g la limite au cas o~ X est de type fini sur S . 

Alors f se factorise en une immersion ouverte j : X ~ X et un morphisme propre 

: X ~ S . De la suite spectrale de Leray pour f o j et du th~orgme de ehangement 

de base pour les morphismes propres, on d~duit qu'il suffit de d~montrer le th~or~me 

dans le eas oO X ~ S est une immersion ouverte. 

Dans ce cas, si F est de la forme ~ C , oO e : t ~ X est un point 

g~om~trique de X , le th~or~me est corollaire de 1.5. Le eas g~n~ral en r~sulte par 

le lemme 1.8. 

Corollaire (3.3)°  - Soient K/k une extension de corps s~parablement clos, X u__nn 

k-schema et n un entier premier ~ la q aract~risti~ue de k . Alors l'application 

canonique Hq(x, ~/n) ~ Hq(x K , ~/n) est bijective pour tout q ~ O . 

II suffit de remarquer que ~ est limite inductive de k-alg~bres lisses. 

Th~or~me (3.4) (puret~ relative). - Soit un diasramme ¢ommutatif 
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(3.4.1) 

i 
U -~ J >X < ~)Y 

avec f lis~purement de dimension relative N , h lisse purement de dimension 

relative N-I , i un plonsement ferm~ et U = X-Y . Pour n premier aux caract~- 

ristiques r@slduelles de S , on a 

l j. 2g/n = 2Z/n 

Rlj. zg/n = 2Z/n(-l)y 

Rqj. zg/n = 0 pour q~ 2 

Dans ces formules, ~/n(-l) d~signe le ~/n-dual de ~n " Si test 

une ~quation locale pour Y , l'isomorphisme Rlj.~/n =~/n(-l)y est d~fini par 

l'applieation a : ~/n > RIj* ~n qui envoie I sur la classe du ~n-tOrseur 

i~mes des raeines n de t . 

La question est de nature locale. Ceci permet de remplacer 

un couple localement isomorphe, par exemple 

A I T ~  ! / ~ '  J > ]pi T < i ~ T 

(X, Y) par 

avec T = A~ -I et i = section g l'infini. Le corollaire 1.9 s'applique g g , 

et fournit Rqg~/n =~/n pour q=O , 0 pour q > 0 . Pour f , on a par 

ailleurs (IV 6.2.1) 

Rqf.~/n =~/n , O, ~/n(-l) , 0 pour q > 2 . 

On v~rifie faeilement que j~ ~/n = ~/n , et que les Rqj. ~/n sont 

concentr~s sur i(T) pour q > 0 . La suite spectrale de Leray 
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E~ q = RPf~ Rqj~/n = RP+qg~/n se r~duit donc 

i ~ Rqj~/n O ... 

i ~ Rlj~/n O d2 ... 

~In O ~ ~ / n  (-i) O ... : 

Rqj~ ~/n = O pour q ~ 2 , et RIj~ ~/n est le prolongement par z~ro d'un 

faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d 2 , ~ ~/n(-l)). 

L'application a , dEfinie plus haut, ~tant injective (ainsi qu'on le v~rifie fibre 

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3.4. 

3. 5. 

suivantes du th~o~me d'acyclicit~ (2.1). 

(3.5.1) Soient f : X ~S un morphisme de schemas de type fini sur 

faisceau constructible sur X . Alors 

(Rqf~ F)an ~ Rqf~an~(Fan) 

(cf IV 6.3; en cohomologie ordinaire, il est n~cessaire de supposer 

et non seulement de torsion). 

Nous renvoyons ~ SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la d~monstration des applications 

et F un 

F constructible 

(3.5.2) Soient f : X ~ S un morphisme d e schemas de type fini sur un corps k 

de caract~ristique O e_~t F un faisceau constructible sur X . Alors~ les Rqf~F 

sont ~$alement constructibles. 

La preuve utilise la resolution des singularit~s et 3.4. Elle 

est g~n~ralis~e au cas d'un morphisme de type fini de schemas excellents de 

caract~ristique O dans SGA4 XIX §5. Une autre d~monstration, ind~pendante de la 

r~solution,est donn~e dans ee volume (Th. finitude, i.i), elle s'applique ~ un 

morphisme de schemas de type fini sur un corps ou sur un anneau de Dedekind. 
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VI. Dualit~ de Poincar~ 

1. Introduction 

Soit X une vari~t~ topologique orient~e, purement de dimension N , et 

supposons que X admette un recouvrement ouvert fini h = (Ui)l~ i~ K , tel 

que les intersections non vides d'ouverts U i soient hom~omorphes ~ des boules. 

Pour une telle varietY, le th@or~me de dualit~ de Poincar~ peut se presenter ainsi: 

A0 La cohomologie de X est la cohomologie de Cech correspondant au rev~tement ~ . 

C'est la cohomologie du complexe 

A A 1 
(i) O -~2Z o -~2Z -* 

oO A k = [(io,...,ik)li °  < ...< i k et UioN ...n Uik # @} 

B. Pour a E A k , a = (io .... 'ik) , soit Ua = Uion ...n Uik et soit Ja 

l'inclusion de U dans X °  Le faisceau constant ~ sur X admet la r~solution a 

(~ gauche) 

(2) .... -~ ~ %g -~ ~ ~ ia! • -~ 0 
aEA 1 Ja! a~A °; 

2g 

La cohomologie ~ support compact H~(X, Ja! ~) n'est autre que la cohomologie 

~ s u p p o r t  p r o p r e  de l a  b o u l e  ( o r i e n t g e )  U : 
a 

H~(X, Ja! ~) = I~ siSi ii =~ NN 

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la 

eohomolog ie  ~ s u p p o r t  p r o p r e ,  a f f i r m e  doric que H i ( x )  e s t  le  ( i - N ) - i ~ m e  g roupe  de c 

cohomologie dtun complexe 
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A I A 
(3) ... -~2g -~2Z o ~ 0 

Ce complexe est le dual du complexe (i), d'oO la dualit~ de Poincar~. 

Les points essentiels de cette construction sont 

a) l'existence d'une th~orie de cohomologie g support propre : 

b) le fait que tout point x d'une vari~t~ X purement de dimension 

syst~me fondamental de voisinages ouverts U pour lesquels 

N a un 

(4) Hi(u) = [0 pour i ~ N 
c 

pour i = N 

La dualit~ de Poincar~ en cohomologie ~tale peut se construire sur ce 

module. Pour X lisse purement de dimension N sur k alg~briquement clos, 

n inversible sur X et x un point ferm~ de X , le point clef est de calculer 

la limite projective, ~tendue aux voisinages ~tale$ U de x 

(5) lim H~(U, ~ ~In) = [~ si i ~ 2N 
c 

/n sl i = 2N 

De m~me que pour les vari~t~s topologiques il faut d'abord 

traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de l'inter- 

valle ]0, i[ ), ici il faut d'abord traiter direetement le cas des courbes (§2)°  

Le th~or~me d'acyclicit~ locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener 

(5) ~ ce cas particulier (§ 3)°  

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils d~pendent du 

choix d'une orientation de X . Pour n inversible sur un sch4ma X , ~n est 

un faisceau de ~/n-modules fibres de rang un. On note ~/n(N) sa puissance 

tensorielle N i~me (N E~) . La forme intrins~que de la deuxi~me ligne de (5) est 
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2N- 
lira H c (U, Zg/n(N)) = Zg/n ~__ (5') 

et ~/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de 

~tant constant, isomorphe ~ ~/n , on peut le faire sortir du signe 

plut0t 

(5") (lim H~N(u, ~/n) =~/n(-N) 

X ; le faisceau ~/n(N) 

H et ~erire 

et la dualit~ de Poincar~ prendra la forme d'une dualit~ parfaite, & valeurs dans 

2N-i- ~/n(-N) , entre Hi(x, ~/n) et H c iX, ~/n) 

2. Le cas des courbes. 

(2.1) Soient X une courbe projective et lisse sur k alg~briquement clos, et 

n inversible sur X . La preuve de III 3.5 fournit, pour X connexe, un iso- 

morphisme canonique 

H2(X, ~n ) = Pic(X)/nPic(X) de$~ > ~/n 

Soient D un diviseur r~duit de X et X = X - D 

X ~" >X< ~ D 
j i 

La suite exacte 0 ~ J!~n ~ ~n ~ i@ ~n ~ 0 et le fait que 

Hi(x, i~n) = Hi(D, ~n ) = 0 pour i > 0 fournissent un isomorphisme 

H 2 N H 2 
H~(X, ~n ) = (X, j! ~n ) > (X, ~n ) 

Pour X disconnexe, on a de m~me 

N > ZZln 

(x) 
H2c(X, ~n ) =" ~/n) e 

et on d~finit le morphisme trace comme la somme 

(X) 
Tr : H2(X, ~n ) =~ ~/n) o 

c 
Z -7 2 g i n  
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Th~or~me#2.2)-La forme Tr(a ~ b) identifie chacun des deux groupes Hi(x, ~/n) 

t H~-i(x, ~n ) au dual (~ valeurs dans ~/n ) de l'autre. 

Preuve transcendante. Si X est une courbe projective et lisse sur un trait S , 

et que j : X=-~ X est l'inclusion du compl~mentaire d'un diviseur D ~tale sur S , 

les cohomologies (resp. les cohomologies ~ support propre) des fibres g~om~triques 

sp~ciales et g~n~riques de X/S sont "les m~mes", i.e. les fibres de faisceaux 

localement constants sur S o Ceci se d~duit des faits analogues pour X et D , 

via la suite exacte O ~ j! ~/n ~ ~/n ~ ~/n D ~ O (pour la cohomologie 

supports propres) et les formules j~/n =~/n , Rlj~/n~/nD(-l) 

Rij~/n = O (i ~ 2) (pour la cohomologie ordinaire) (V 3.4)~ 

Ce principe de sp~cialisation ram~ne 2.2 au cas o~ k est de caract~- 

ristique O.Par V 3.3,ce cas se ram~ne ~ celui o~ k = ~ . Enfin, pour k = ¢ , 

les groupes H~(X, ~/n) et H~(X, ~n ) coincident avec les groupes de m@me nom, 

calcul~s pour l'espace topologique classique Xcl et, via l'isomorphisme 

ex (2~ix) ~/n ~ ~n : x ~-~ p ~ , le morphisme trace s'identifie ~ "l'int~gration sur 

la classe fondamentale", de sorte que 2~2 r~sulte de la dualit~ de Poincar~ pour Xcl . 

(2.3) Preuve alg~briqu__~e. Pour une preuve tr~s ~conomique~ voir (Dualit~ §2). En voici 

une autre, li~e ~ l'autodualit~ de la jacobienne. 

Reprenons les notations de 2ol. On peut supposer - et 

on suppose - que X est connexe. Les cas i=O ou 2 ~tant triviaux, on suppose 

aussi que i = 1 . D~finissons D~m par la suite exacte 

O ~ D~m ~ ~m ~ i~ ~m ~ O (sections de gm congrues ~ 1 mod D). Le groupe 

HI(X,D~m ) classifie les faisceaux inversibles sur X trivialis~s sur D . C'est 

le groupe des points de PiCD(X) , une extension de ~ (le degr~) par le groupe 

des points d'une jacobienne g~n~ralis~e de Rosenlicht (correspondant au conducteur 1 

en chaque point de D ) Pic~(X) , elle-m~me extension de la vari~t~ ab~lienne 

Pic° (X) par le tore ~D/(~ diagonal). 
m m 
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a) La suite exacte 

isomorphisme 

n 

x ~ x ~ ~ 0 fournit un 
0 ~ j! ~n ~ D m ~ D m 

(2.3.1) H~(X, ~n ) = PIc~(X> n 

b) L'application qui ~ x E X(k) associe la classe du faisceau inversible 

sur X , trivialis~ par 1 sur D , provient d'un morphisme 

f : X > PiCD(X) 

Pour la suite, on fixe un point base 0 et on pose fo(X) = f(x) - f(O) 

tout homomorphisme v : Pic~(X) n ~ m/n , soit ~ E HI(Pic~(X), Pour 

l'image par v de la classe dans HI(Pie~(X) , Pic~(X) n) du torseur d~fini par 

l'extension 

~(x) 

La th~orie du corps de classe g~om~trique (telle qu'expos~e dans Serre El5]) 

montre que l'application v ~ f~(v) : 

(2.3.2) Hom(Pic~(X)n, ~/n) > HI(x, ~/n) 

est un isomorphisme. Pour d~duire 2.2 de (2.3.1) (2.3.2), il reste g savoir que 

(2.3.3) Tr(u U f~(v)) = -v(u) 
O 

Cette compatibilit~ est prouv~e en (Dualitg, 3.2.4). 

3. Le cas $~n~ral. 

Soient X une vari~t~ alg~brique lisse et purement de dimension N , 

sur k alg~briquement clos. Pour ~noncer le th~or~me de dualit~ de Poincar~, il 

faut tout d'abord d~finir le morphisme trace 

Tr : H2N(x, ~/n(N)) 4~/n 
C 

La d~finition est un d~vissage p~nible ~ partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII 

§ 2 ). On a alors 
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Th~or~me (3ol).-La forme Tr(a U b) identifie chacun des sroupes 

et H2N-i(x, ~/n) au dual de l'autre. 

Hi(x, m/n(N)) 
c 

Soient x E X un point ferm4 et X le localis4 strict de X en x . 
x 

Nous posons, pour U parcourant les voisinages 4tales de x 

(I) Hc(Xx) 2Z/n) =<lim H~c(U, Zg/n) . 

II serait pr4f4rable de consid4rer plutSt le pro-objet "lim" H~(U, ~/n) mais, 
c 

les groupes en jeu 4tant finis, la diff4rence est inessentielle. Comme on a tent~ 

de l'expliquer dans l'introduction, (3.1) r4sulte de ce que 

(2) 
H~(Xx, ~/n) = 0 pour i # 2N et que 

Tr: H2cN(Xx , ZZ/n(N)) "~ > Zg/n est un isomorphisme. 

Le cas oO N=O est trivial. Si N > O , soit Y le localis~ strict en un 
Y 

~Y point ferm~ d'un schema Y lisse purement de dimension N-I , et soit f : X x Y 

un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un). La d~monstration uti- 

lise la suite spectrale de Leray en cohomologie g support propre pour f , pour se 

ramener au cas des courbes. Les "cohomologi~ ~ support propre" consid~r~es ~tant 

d~finies com~e des limites (i), l'existence d'une telle suite spectrale pose divers 

probl~mes de passage ~ la limite, trait~s avec trop de d~tails dans SGA4 XVIII. 

Ici, nous nous contenterons de calculer~ 

Pour tout point g~om~trique z de Y , on a 
Y 

= Hi(f-l(z), ~/n) (Rif! ~/n)z c 

La fibre g4om4trique f-l(z) est une limite projective de courbes lisses sur un 

corps alg4briquement clos. Elle v4rifie la dualit4 de Poinear4. Sa cohomologie 

ordinaire est donn4e par le th~or~me d'acyclicit~ locale pour les morphismes llsses: 
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Hi(f-l(z), m/n) = 

Par dualitY, on a 

H~(f-l(z), m/n) = 

I~/n pour 

pour 

i=O 

i>O 

I m/n(-l) pour i = 2 

0 pour i ~ 2 , 

et la suite spectrale de Leray s'~crit 

H~(Xx, m/n (N)) = H~-2(yy, ~/n(N-I)) 

On conclut par r~currence sur N 

4. Variantes et applications. 

On peut construire, en cohomologie ~tale, un "formalisme de dualitY" 

(= des foncteurs Rf~ , Rf! f~ t , , Rf" satisfaisant diverses compatibilit~s et 

formules d'adjonction) parall~le ~ celui qui existe en cohomologie coh~rente. Dans 

ce langage, les r~sultats du paragraphe precedents se transerivent comme suit: si 

f : X ~ S est lisse et purement de dimension relative N , et que S = Spec(k) , 

avec k alg~briquement clos, alors 

! 
Rf' ~Z/n =m/n [2N](N) 

Ce r~sultat vaut sans hypoth~se sur S . II admet le 

Corollaire.- Si f 

falsceaux Rif! m/n 

est lisse et purement de dimension relative N , et que les 

sont localement constants~ alors les faisceau x Rif~m/n 

sont aussi localement constants~ et 

Rif~m/n = Horn (R2N-if! m/n(N), m/n) 

En particulier, sous les hypotheses du corollaire, les faisceaux 
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Rif~/n sont constructibles. Partant de ig, on peut montrer que, si S est de 

type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alors, pour tout 

morphisme de type fini f : X ~ S et tout faisceau constructible ~ sur X , les 

faisceaux Rif~ ~ sur S sont constructibles (Tho finitude, i.I). 
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