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Programme de la partie 2 du cours

RV

Partie 2 : Analyse et commande des systemes en espace d’état

I.  Introduction a la commande des systemes mécatroniques
Il. Modélisation et représentation d’état
1. Modélisation
2. De l'’équation différentielle a I'’équation d’état
3. lllustration sur un exemple
lll. Représentation d’état
1. La notion d’état d’'un systeme
2. LaVariable d’état
3. lllustration sur un exemple
IV. Résolution des équations d’état
1. Equation de transition
2. Calcul de la matrice de transition
3. lllustration sur un exemple
V. Analyse de la commandabilité
1. Définitions
2. Critere de Kalman
3. lllustration sur un exemple
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Programme de la partie 2 du cours

RV

VI.

VII.

VIII.

XI.

\_

Analyse de I'observabilité

1. Définitions

2. Critere de Kalman

3. lllustration sur un exemple
Analyse de la stabilité

1. Définitions

2. Valeurs propre et stabilité

3. lllustration sur un exemple
Relation entre représentation d’état et fonction de transfert
Formes standard de représentation d’état
1. Forme canonigue commandable
2. Forme modale

3. Forme cascade

Commande par retour d’état

1. Principe général

2. Calcul du gain du controleur

3. lllustration sur un exemple
Observateur et estimateur d’état

1. Principe général

2. Calcul du gain de l'observateur

3. lllustration sur un exemple

4. Couplage controleur-observateur

Partie 2 : Analyse et commande des systemes en espace d’état (suite)
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique

4 )

Exemples introductifs

Exe m p I e 1 adaptive cruise control

0503 Audi

Régulateur de vitesse

Régulateur de distance

audipazsion. com

e clearance —

ACC Vehicle (time gap = clearance / vehicle speed) Target Vehicle

) e N
L1

Forward Vehicle
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique

4 Exemples introductifs N

Exemple 2

Quattro: Robot d’emballage agro-alimentaire

Quad Cell
Quattro s650

Secondary packaging of confection goods
135 ppm

J

(Umﬁ; Cours d’Automatique - MI4 - 2013/2014 O Polytech’Montpellier - A. CHEMORI (chemori@lirmm. fr) @ @

PPPPPPPP Wzl




Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique

4 Exemples introductifs )
Exemple 3 o -
Protection dt{ chemin optique :
. , C?EDOTGQC + air propre et sec
Machine de découpe Laser Y ouazote

AL e S Gy gy S e S L

Téte de découpe

Buse : canalise
>
Tdle & découper |
|

<_/ le gaz
|

= Mouvement relatif
! faisceau-piéce

Materiau éjecte
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques

Automatique

-
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Exemple 4
Le SEGWAY

Exemples introductifs




Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique

4 Exemples introductifs )

Exemple 5

Le disque dur

Plateau

Verrin

T lecture

© - écriture
. Bras et

" —axe de lect.

~. Cable plat
Interface ¥

Jumpers Connecteur d'alim.
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique

4 Définition de la Mécatronique )
@ La mécatronique est la combinaison synergique de :
- La mécanique,
- L'électronique,
- L'informatique temps réel (logiciel), et
- automatique (controle)
@ L'intérét de ce domaine d'ingénierie pluridisciplinaire réside dans : La conception de
systemes automatiques puissants et la synthese de controle de systemes complexes
@ Le terme ‘mechatronics’ (en anglais) a été introduit par un ingénieur de la compagnie
Japonaise 'Yaskawa’ en 1969
@ Le terme ‘mécatronique’ est apparu officiellement en France en 2005 (Larousse 2005)
@ La norme NF E 01-010 (2008) définit la mécatroniqgue comme une «démarche visant
['intégration en synergie de la mécanique, [’electronique, /’automatique et /’informatique
dans la conception et la fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou d 'optimiser sa
fonctionnalité»
\_ %
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques Automatique
4 Mécatronique et pluridisciplinarité N
Modélisation
des systémes \Capteurs
Mécanique Electronique
controle
ontrole
merique
' i Controle .
Simulation Micro-
controleurs
\ Y,
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques

Automatique

simply o e

ProCash 2100xe

3DSMAX SCANLINE

12 V Unipolar Stepper 8.4 V Bipolar
Motor V”S Stepper Motor

=

La mécatronique au quotidien

AC Motor y

-
& )

‘e g
e Pittman DC Motaf’

Standard

Maxon DEMotor with Gearhead an&&w_:é‘de" >
A

-

Gearhead and &ncoder
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Introduction a la commande des systemes mécatroniques

Automatique

-

\_

LCD. LED, CRT, Digital
displays. ...

Graphical displays

Eléments de base d’un systeme mécatronique

DAL, PWM, DC motors, Servo motors, Digital encoders, ADC, Filters, Discrete
Amplifiers, ... Electro valves, ... Position sensars, MEMs, circuits, Amplifiers, ..

Mechanical system

Logic circuits, Microcontrollers, Computer, Control algorithm, ...
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Modélisation et représentation d’état

Automatique

-

Modélisation
@ On considéere le systeme électrique ci-dessous :

@ Peut étre modélisé avec deux équations différentielles

c'd_‘gg” —i(t) — iy (1) ol
LU — _Rip (8) + Ve(t) -

\

passé, de son présent et de ses entrées

\_

@ Lidée de base des représentations d’état est que le futur d’un systeme dépend de son

@ le futur peut alors étre décrit a partir d’'un ensemble de variables bien choisies

J
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Modélisation et représentation d’état Automatique

4 N\

De I’équation différentielle a I’équation d’état

@ On rappelle les équation différentielles du modele :

CLelt) — (1) — ip(t)
LI — —Rig () 4 Ve(t)

@ On considére les variables x1(t) , x>(t) , et u(t) définies par:

z1(t) = Ve(t) , z2(t) =i(t) , ut) =i(¢)
@ Les équations différentielles précédentes peuvent étre réécrites comme suit :

{dwl(t) — 3 (t) — %wQ(t) + %u(t)
%t(i) — xQ(t) = L':Ul(t) - %JJQ(T/)

@ Sous forme matricielle donnent : | () = Az(t) + Bu(t) | W& équation d'état

|

- J
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Automatique

\

Modélisation et représentation d’état

De I’équation différentielle a I’équation d’état
@ Si on considere que la sortie du systeme est la tension aux bornes de la résistance :

VR(t) = y(t) = Rir(t) = Rao(1)

@ Donc, la sortie s'écrit : |y(t) = Cz(t) + Du(t)| W8 équation de la sortie

avec : CZ[O R] D:[O]

@ Pour récapituler, les équations d’état s’écrivent :

Remarques :

@ La représentation d’état n’est pas unique pour un méme systeme physique

@ Lesysteme (A, B,C, D) estdit linéaire a temps invariant (LTI)

O Polytech’Montpellier - A. CHEMORI (chemori@lirmm.fr) ©8 @
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Modélisation et représentation d’état Automatique

4 )

Définition

@ La représentation d’état d’'un systeme dynamique linéaire continu est donnée par :

£(t) = Az(t) + Bu(t) wap équation d’état
y(t) = Cz(t) + Du(t) wwp équation de sortie (appelée aussi équation de mesure)

: la matrice d’état

: la matrice de commande (d’entrée)
: la matrice de sortie

: la matrice de transfert directe

O QT

x(t) : est le vecteur d’état
u(t) : est le vecteur de commande (vecteur d’entrée)
y(t) : est le vecteur de sortie

© 0 0

- J
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Modélisation et représentation d’état

Automatique

-

lllustration sur un exemple )
@ On considere le systeme mécanique suivant (masse-ressort-amortisseur) :
k ™M :Lla masse
IW\‘{_ m Y :laposition de la masse
- k : Coefficient de raideur du ressort
C
v Cv : Coefficient d'amortissement
p— lp —f—y .
F' : Force appliquée sur la masse
@ Par application de la loi de Newton, sa dynamique s’écrit :
my + oy + ky = F
. . x1(t) Yy
" PTr = = .
@ Soit le vecteur d’état : [ 7o (1) ] [ J ]
@ L’entrée de commande : u(t) = F
\_ /

(Um:; Cours d’Automatique - MI4 - 2013/2014 O ~ Polytech’Montpellier - A. CHEMORI (chemori@lirmm.fr) @

PPPPPPPP Wzl

®




Modélisation et représentation d’état Automatique

4 lllustration sur un exemple )
@0Ona: &1 = Y(t) = z2(t)
Ty = §j(t) =7
@ D’aprés la dynamique du systeme :  y(t) = —%y(t) — 2y(t) + %F
@ Donc: 1(t) = 2(?)
Q?Q(t) = —:—le(t) — %mg(t) + nl—%’LL(t)
@ Sous forme matricielle : |z(¢) = Axz(t) + Bu(t)
0 1 0
(a4 el
“m T m m
@ La sortie du systeme est la position de la masse mobile : y(t) = x1(¢)
@ Qui s’ écrit sous forme matricielle : |y(t) = Cz(t) + Du(t)
C=|120 D=0
_ 1 0] 0] )
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Représentation d’état Automatique

4 La notion d’état d’un systéeme et la variable d’état

@ On définit I’état d’un systéeme a I’instant o comme I’information sur le passé

nécessaire et suffisante pour determiner 1’evolution ultérieure du systeme

quand on connait, pour ¢ >1%g , les signaux d’entrée et les équations du

systeme
@ Dans I’exemple du circuit électrique, I’information nécessaire et suffisante

pour résoudre le systeme d’équations est liee aux conditions initiales

‘/C(tO) ) iL(tO)
@ Par conséquent, un ensemble possible de variable d’état est : [Ve(t) , ir(t)]

@ Dimension des variables et des matrices dans un modéle d’état :
Cas multi-variable (m entré p sorties)

Cas mono variable (1 entrée, 1 sortie)
reR" A e R xr cR" A € RXn
nx1 nxXm
yE€R Bek y € RP BeR

CeR*? C € Rpx™

ueR D e Rix1 u € R™ D € Rpxm
\§ J
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Représentation d’état Automatique

4 )

La notion d’état d’un systéeme et la variable d’état

@ On considere le systeme représente par la figure suivante :

K

o) e[
. 7 +
Signal d’entrée 1 T2

4
»

VS

~

v N—"

xs3

@ Ce systeme est composé d’une cascade d’élément différent (méme si on a
utilisé pour cet exemple gue des intégrateurs et des gains)

@ La commande automatique d’un tel systeme peut aller beaucoup plus loin
qu’une simple régulation

@ Un certain nombre de signaux que I’on peut qualifier d’internes au systeme
apparaissent nettement sur le schema

@ Nous les avons baptise : -1 , T2, 3
\_ %
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Représentation d’état Automatique

4 )

La notion d’état d’un systéeme et la variable d’état

@ Il serait intéressant dans ce cas de commander ces signaux internes par
I’intermédiaire du seul signal d’entrée e(t)

@ Le probleme de la commande du systeme ne se reduit donc plus au simple
asservissement du signal de sortie

@ Il peut donc étre considérée comme la maitrise simultanée de 1’évolution des
trois signaux =7 , xo , =3 -

@ On dit que I’ensemble de ces trois signaux forment 1’état du systeme : * = | 22

@ La modeélisation que nous allons associer a cette représentation va ncgcfis
permettre d’envisager la commande de cet état grace au signal d’entrée

@ Nous formulons I’objectif (si cela est possible bien entendu) d’amener le
systeme a un etat donne (r1 , =2, x3 devant converger vers des valeurs
préétablies) grace au signal d’entrée du systeme

@ Les variables internes choisis sont appelées variables d’état du systeme

- J
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Représentation d’état Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

@ Exercice : On considere un systeme représenté par une modelisation sous

forme d’équation d’état s’écrivant :

{:fc(t) = Axz(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

@ Représenter ce systeme par un schéma-bloc
@ Montrer sur ce schema-bloc les différents signaux

@ On considere cette fois-ci le cas particulier d’un systeme représenté par des
equations d’état ci-dessus, avec :

0O 1 O 0
A=|0 0 1 B=|0 C=[10 0] D=0 ]
1 -2 4 1
\_ @ Représenter ce systeme par un schéma-bloc Y,
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Représentation d’état Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

Remarques :

@ Par souci d’allegement d’expressions, les variables d’¢tat, de commande, et de sortie
peuvent étre notées sans la variable de temps, c.a.d :

y=Cx+ Du

@ La représentation d’état d’un systeme n’est pas unique, elle dépend du choix des
variables d’état que nous opérons

t(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

@ Exercice : On considere le systeme représenté par le schéma-bloc ci-dessous. Calculer
les matrices de cette représentation d’état.
2 —1 T
Yy

Uu + \
Q— [ | -
T 2 I3
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

L’équation de transition

@ Résoudre les équations d’état consiste a déterminer 1’expression du vecteur d’état x(t)
en fonction du temps

@ Autrement dit a déterminer les expressions temporelle des n variables d’état
connaissant le systeme (c.a.d A, B, C et D) et connaissant I’entrée u(t) qui lui est
appliquée
@ L’équation de la solution est appelée équation de transition
@ On considére I'exemple d’un systeme décrit par une simple (une seule) équation
différentielle (cas scalaire) : & = ax + bu
@ La solution d’une telle equation différentielle est connue, et a pour expression :

z(t) = ez(0) + [ e®*bu(r)dr

N v J \ y J
libre forcée

@ La premiere partie de cette équation représente la solution libre (régime autonome)
@ La seconde partie représente la solution forcée (régime forcé ou commandé)

- J
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Résolution des équations d’état

Automatique

-

\_

L’équation de transition

Généralisation au cas d’un systeme quelconque :

@ On considere maintenant le systéme représenté par I’équation d’état :
t(t) = Ax(t) + Bu(t)
@ La solution de cette équation s’obtient par généralisation du résultat précedent :
x(t) —\e tz(0 + f eA=7) Bu(r )cg

Y
Solution libre Solution forcée

At

@ Dans cette €criture, le terme e“** représente une matrice exponentielle que 1’on note
en générale ®(¢) et que I’on appelle matrice de transition du systeme

@ Si on connait I’état du systéme a un instant 7 # 0 , on peut calculer son état a un
instant ¢ quelconque :

x(t) = etz (ty —|—f eAt=7) Bu(r)dr

\

J
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

Calcul de la matrice de transition

@ L’opération la plus délicate dans la résolution des équation d’état, consiste a calculer la
matrice de transition

@ Pour cela de nombreuses méthodes existent

@ Les plus classiques sont les suivantes :
v' Méthode 1 : La méthode de la transformée de Laplace

v Meéthode 2 :La méthode de diagonalisation
v Meéthode 3 : La méthode de Cayley-Hamilton
v" Méthode 4 : La méthode de calcul direct (développement de Tylor)

@ Ces méthodes seront détaillées par la suite

- J
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Résolution des équations d’état

Automatique

-

\_

Calcul de la matrice de transition

Meéthode 1 : La methode de la transformee de Laplace :

#(t) = Az(t) + Bu(t) =) pX(p)—z(0) = AX(p)+ BU(p)
[pI — Al X (p) = z(0) + BU(p) | : Matrice d’identité (nxn)
= X(p) = [pI — A|"(0) + [pI — A]"'BU(p)

@ Il apparait clairement, en confrontant cette expression a la solution genérale déterminée
précédemment, soit :

z(t) = eHz(0) + fg eA=7) Bu(r)dr
que la matrice de transition et possede pour transformée de Laplace la matrice [pf — A]~*
et = L7 (pI — A)7']

I1 suffit alors d’inverser la matrice [pI — A], ce qui conduit a une matrice rationnelle en p
dont on calcule la transformée de Laplace elément par élément

\

J
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

0 1 0 ! pP—3p+3 p—-3 1
A=10 0 1| = @I-A4)*'= — 1 > —3p p
1 -3 3 (p—1) P 1-3p p?

1 , . 1
e —te +—t7¢ te' —t7¢e' —t%e
2 2
1 1
|:> el = —r’¢ e —te —17e e +—1°¢
2 2
t 1 2t ~, T 2t t o) t l 2
te +;f e —3te' —t°e e + e +;f e

- J
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

Calcul de la matrice de transition

Meéthode 2 : La methode de diagonalisation :

@ Il est facile de remarquer que le calcul de la matrice de transition est tres simple a
effectuer si celle-ci est diagonale, en effet :

XA 0 ... 0] Mt o0 .. 0 ]
A — 0 )\2 0 — €At: 0 €>\2t 0
0 .0 : 0o . 0
0 ... 0 A, | 0 ... 0 e |

@ Cette constatation nous conduit naturellement a imaginer une méthode relativement
facile pour calculer et : il suffit de diagonaliser la matrice A

@ On considére une matrice d’état quelconque A
@ Les vecteurs propres et valeurs propres de cette matrice sont définies par :

AV = ANV,

V; sont les vecteurs propres et )\; sont les valeurs propres
\ J
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Résolution des équations d’état

Automatique

-

\_

Calcul de la matrice de transition

Méthode 2 : La méthode de diagonalisation :
@ Ces grandeurs sont tres faciles a déterminer, étant donné que les valeurs propres sont les
racines de 1’équation : det[\] — A] =0
@ Soit la matrice modale, formée des vecteurs propres :
T=[WV Vo ... V]
@ La matrice diagonale D formée des valeurs propres de A est obtenue :

A 0 ... 0
p=| ¥ 2 0 =T 'AT = A=TDT!
0 .0
0 ... 0 Ay
@ La matrice de transition est alors calculée par :
CeMt o0 .. 0]
eAt — TeDtT—l — T 0 e>\2t 0 T—l
o . 0

|0 0 et |

\

J
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Résolution des équations d’état

Automatique
4 lllustration sur un exemple )
9 9 AMM=—-1, =4
Vl — ) ‘/2 —
1 1
-2 1 1 —3
R
-1 0 Dt et 0
D:[() _4] |:> € _[O e4t]
At _ o Dte1 _ | 2 1”et 0”—l 1]
& :Te T = [ _ 13 %
1 1 0 e ¥ 5 5
20—t 4 Lo—4t  _2,—t | 2 —4t
eAt — [ —3;—)6 t+3%e—4t %36—t_|_ %36—4t ]

J
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

Calcul de la matrice de transition

Methode 3 : La methode de Cayley-Hamilton :

@ Cette méthode repose sur une des propri€tés d’une matrice, a savoir :

Chaque matrice est toujours solution de son equation caractéristique
@ Elle présente I’avantage d’étre relativement rapide pour des matrices d’ordres peu €leveés
@ On consideére une matrice A , son équation caractéristique s’€crit :

det[)\I—A] =0 = )\”+an_1)\”_1+...—|—a1)\+a020

T

A"+ a, 1A P+ +a1A+agl =0

@ Cette équation permet d’affirmer que pour toute matrice carrée d’ordre n possédant n
valeurs propres distinctes

@ Toute puissance de A supeérieure ou egale a n peut s’exprimer en fonction d’une
combinaison des puissances de A strictement inferieur a n

- J
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Résolution des équations d’état

Automatique

-

\_

Calcul de la matrice de transition

Methode 3 : La methode de Cayley-Hamilton :
@ On peut donc ecrire :
e = fr 1A+ o2 (A A+ LA+ fo(t) =0

@ La recherche des fonctions f;(¢) ne pose aucune difficulté : les valeurs propres de la

matrice A vérifiant obligatoirement cette équation, on construit un systeme de n équations a

n inconnues (les fonctions f;(¢))
@ La résolution de ce systéme permet de déterminer et :

(Mt = [ a (N fi(OM + fo(t)
et = fr 1 (AT fi(t)Ae + folt)

(Mt = s (DA fi (DA + fol0)

\

J
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Résolution des équations d’état Automatique
4 lllustration sur un exemple )
e —2 =2
- ] 3 det]\ [ —A] =0 = M =—1, ) =—4
—2 =2 1 0
A= pA+h0T=10 | 5 30 ] )]
eMt ="t = —f1(t) + fo(t) :> fo(t) = 43 Z)’t
et = et = —4fi(t) + fo(?) filt) = 5 — 5
20—t 4 lo—4t 2t 4 2,4t
et = fi(t) A+ fo(t)] = [ 3%@"5 +3%6—4t %‘Z—t 1 %3@—%
\_ %
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Résolution des équations d’état Automatique

4 )

Calcul de la matrice de transition

Méthode 4 : La méthode de calcul direct (développement de Taylor) :

@ Cette méthode est basée sur I’expression du développement de Taylor a condition que la
matrice d’état soit nilpotente

@ Une matrice carrée est dite nilpotente si: Jk >0tq A" =0 pour n > k

@ Bien évidemment plus k est petit, plus le calcul direct est simple et rapide

@ Le développement de Taylor de e est donné par :

[eAt:I+At+%§t2+...+%?t”+...]

- J
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Résolution des équations d’état Automatique
. )
lllustration sur un exemple
10 2 > |0 0
=loo] = -l
On applique le développement de Taylor, ce qui donne :
1 0 0 2t 1 2t
At _ _ _
ey o I R - S
/

\_
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Analyse de la commandabilité Automatique

4 )

Définition

@ Un systéme d’équation d’état 4 = Ax + Bu est dit commandable (ou complétement
commandable) si pour n’importe quel état initial xo, il existe une commande sans

contrainte permettant de conduire le systeme a n’importe quel état final 1 en un temps fini
X,

A

Exemples:

- La vitesse d’une voiture n’est pas
commandable par le volant

X(1
(‘ (fo) - La direction d’une voiture n’est pas

¢ commandable par I'accélérateur
/X(fl)

@ Peut-on trouver un critere mathématique permettant de déterminer la commandabilité ?

X(h)

X(to)

X>

\_ J
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Analyse de la commandabilité Automatique

4 )

Critere de Kalman

@ Un systéme linéaire invariant dans le temps décrit par I’équation d’¢état : = = Az + Bu

est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité C(A, B) est de rang

lein :
P C(A,B)=[B AB A?’B ... A" 1B]=rang(C)=n

@ Si le rang de la matrice de commandabilité est €¢gale a m < donc le systeme n’est

pas completement commandable

@ Uniquement m états sont commandables

@ n-m états sont non commandables

- J
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Analyse de la commandabilité Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

Soit le systeme représenté par I'équation d’état suivante: & = Ax + Bu

. | -2 =2 B 1
avec : A_[—l _3] B_[_2]

La matrice de commndabilité est formée de deux vecteurs :

1 2

C(A,B) =B AB| = [ o

] = det(C) =9#0 = rang(C) =n=2

Donc ce systeme est commandable

- J
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Analyse de 'observabilité

Automatique

-

Définition

@ Un systeme représenté par les équations d’¢état :

existe un temps fini ¢ telle que la connaissance de u(t) etde y(t) pour 2o - t -

suffisante pour déterminer x

Remarque :

L’observabilité est aussi appelée
détectabilité

On dit systeme observable ou détectable

Autre définition

= Az + Bu

y=Cz+ Du
est dit observable (ou completement observable) si pour n’importe quel état initial xo, il

\

@ L’état x(t) est observable a I’instant ¢ si la connaissance de u(7) et y(7) sur I’intervalle

to - T - T détermine complétement z(t)

\ @ Peut-on trouver un critere mathématique permettant de déterminer 1’observabilité ?

J
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Analyse de 'observabilité Automatique
. )
Critere de Kalman
S . ‘ . & = Az + Bu
@ Un systeme lin€aire invariant dans le temps décrit par I’équation d’état : y = Cx + Du
est observable si et seulement si la matrice d’observabilit¢ O(A,C') est de rang

lein :
P C
CA

CA?

O(A, )

oAt

= rang(0) =n

pas compléetement observable
@ Uniquement m états sont observables

@ n-m états sont non observables

\_

@ Si le rang de la matrice d’observabilité est égale a m < n donc le systeéme n’est

J
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Analyse de 'observabilité

Automatique

-

\_

lllustration sur deux exemples

Exemple 1 :
P {a’c—Ax—i—Bu

y=Cx+ Du

avec : A:[:? :g] B:[_12] C=[1 0] D=0 ]

Selon le critére de Kalman, on doit calculer la matrice d’observabilité :

O(A,C) = [ S ] - [ 5 _02] = det(0) = —240 = rang(0) =n =2

Donc ce systeme est observable

Soit le systeme représenté par 1’équation d’état suivante :

Exemple 2 :
On considere un systeme représenté par 1’équation d’état ci-dessus, avec :

A:[—Ol _02] B:[_l2] c=[01] D=[0]

Sa matrice d’observabilité est donnée par :

O(A,C) = [ CCA]= [8 _12] s det(O) =040 = rang(O) =1<n=2

Donc ce systéme n’est pas observable

\
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Analyse de la stabilité Automatique

4 Définition )
@ On considere le systeme représente par les équations d’état : T = Az + Bu
y=Cx+ Du
li — lim eAt—to) _ lim eAt—to) —
Jim x(t) Jlim e z(tg) =0 , Vz(ty) < Jlim e 0
@ Ce systeme est stable si et seulement si la solution z(t) — 0lorsque ¢ — 0o
@ Le systeme est instable autrement, et la solution diverge.
@ Sous quelle condition lim, ., eAt—t0) = ? h
@ Pour répondre & cette question on va analyser le X(to) " ~-- Solution divergente
cas d’une matrice d’état a valeurs propres 0 .
1
distinctes (diagonalisable)
X
\- /
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Analyse de la stabilité Automatique
N s )
Condition de stabilité
@ On considére la matrice T des vecteurs propres de la matrice A
A 0 0
p=| 0 A 0 =T AT = A=TDT!
: 0 0
0 0 A,
B 6)\1('[5—150) 0 0 7]
Ao (t—
GAlt—to) _ p D(t—to)p—1 _ 0 er2(t=to) o
: 0 : 0
0 0 ernlt=to)

\_

@ La condition : lim, .. eA(t—to) — () est satisfaite si les termes e*:! convergent, c.a.d :

@ Cette condition est satisfaite, si toutes les valeurs propres \; sont a partie réelle négative

J
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Analyse de la stabilité Automatique

4 )

Valeurs propres et stabilité

@ Le résultat précédent est récapitulé dans le théoreme suivant :

. -

Theoreme :
Un systéme linéaire invariant est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de la

matrice d’état A sont a partie réelle strictement négative.

\_ J
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Analyse de la stabilité

Automatique

lllustration sur deux exemples

T = Ax + Bu
y=Cx+ Du
1

B_[O

60

|

Réponse libre

] C=[10] D=|0]

Ao=1+45%3

)\2 1_]\/3

X5

\_

20 30 ~B0
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Relation entre représentation d’état et fonction de transfert Automatique

4 )

Généralités
@ Les systemes linéaire invariants sont géneralement décrit par :
d Fonction de transfert
O Représentation d’état
@ L’objectif est d’¢tablir la passage d’une représentation a 1’autre afin de transposer les
propriétés du domaine de Laplace au cas des représentations d’état
@ On considere les équations d’état représente par :

Tz = Ax + Bu
y = Cx+ Du

@ On introduit la transformée de Laplace (cas de systeme mono-variable et CI=0) :

pX(p) = AX(p) + BU(p)
Y(p) = CX(p) + DU(p)

- J

(Um:; Cours d’Automatique - MI4 - 2013/2014 O ~ Polytech’Montpellier - A. CHEMORI (chemori@lirmm.fr) @ @

PPPPPPPP Wzl




Relation entre représentation d’état et fonction de transfert Automatique

-

\_ transfert )

\

De la représentation d’état a la fonction de transfert

@ La fonction de transfert entrée/sortie equivalente s’¢erit : G(p) = Y(p)

- Ulp)

X(p) = (pI — A)~'BU(p) y
{Y(p) = CX(p)+ DU(p) a Y(p) =[C(pI — A)~*B+ D|U(p)

G(p) = pigy = CpI = H)'B+ D

@ En substituant la matrice inverse par son expression, on obtient :

G(p) = ClCof ! —fg;(z])) B+DQa(p) avec Qa(p) = det(pl — A)

@ Les poles de la fonction de transfert équivalente G(p) correspondent aux zéros de :
det(pl — A) qui représente le polyndme caractéristique de la matrice d’état.
@ Les poles de la fonction de transfert G(p) sont les valeurs propres de la matrices d’¢état A

@ Dans le cas de systeme multi-variables on définit de la méme facon une matrice de
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Formes standard de représentations d’état Automatique

-

Formes standard de représentation d’état

@ Si on considere un systéme d’écrit par sa fonction de transfert, il est possible de
construire tres simplement des représentations d’état de ce systeme en le décomposant en
sous-systemes €lémentaires (des systemes d’ordre 1 mis en série ou en parallele)

@ Soit le systeme :

G(p) = N(P) _ bmp™+bm—1p™ ' 4...4b1p' +bo
D(p) PP tan_1p" I +...+ai1p+ao

@ Dans tous les cas, il est plus simple de raisonner dans un premier temps sur le systeme

7 . L 1 L 1
sans numerateur Gl (p) — W — D"Fan 1p" I+ Faipltao

G(p) = N(p)Ga(p) G(p) = 5 Gi(p) = 7Y

@ Par la suite on verra les trois types de représentations standard suivantes :

1) La forme canoniqgue commandable (forme compagne pour la commande)
2) La forme modale
3) Laforme cascade

\
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Formes standard de représentations d’état Automatique

4 )

Forme canonique commandable

@ Le systeme est vu comme une mise en s€rie d’intégrateurs purs.
@ A partir de I’expression de la fonction de transfert, on retrouve facilement 1’€quation
différentielle associée au systeme :
() +an—1yr T () + -+ aryl () + a0y (t) = u(t)
@ Et la sortie du systeme sera décrite par :
Y(t) = b Y7 () + b1 Y7 () A D1 Y1 (8) +boya (2)
@ Ensuite il est possible de représenter le systeme avec un schéma-bloc
@ Pour cela, on choisit comme variables d’état les sorties des systémes élémentaires, €.a.d
les derivées successives de la sortie.
@ La représentation obtenue est dite ‘forme canonique commandable ’ou bien ‘forme

compagne pour la commande’

- J
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Formes standard de représentations d’état

Automatique

-

Forme canonique commandable

@ Le schéma-boc de cette représentation est le suivant :

G .

(n) y](-n—l) y](-n—Q) ygl)

—

\

J
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Formes standard de représentations d’état Automatique

4 )

Forme canonique commandable

@ La représentation d’état obtenue pour cette forme canonique commandable est :
t(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

0 1 ... 0 0 0 ]
A= 0 0o ... 1 0 B=1| 0
0 0o ... 0 1 0
i —ayp —A1 ... —Ap—2 —anp—1 ] i 1 )
C=|b b1 ... by 0 ... 0]

@ Si m>n alors D#0

@ Toute I’information relative au dénominateur de la fonction de transfert est mémorisée
dans la matrice d’état A

@ — Toute I’information relative au numerateur de la fonction de transfert est mémorisee

dans les matrices C' et D

- J
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Formes standard de représentations d’état Automatique

-

Forme modale
@ Le systeme est vu comme une mise en parallele de n systémes d’ordre 1
@ Pour mettre en évidence cette représentation, il suffit de décomposer la fonction de
transfert G(p) en éléments simples

@ Dans le cas ou tous les poles sont simples et le systéme d’ordre n, prend la forme :

Gp)= 5% t50+ -t o

@ La représentation schematigue dans ce cas sera la suivante :

X0

00
+)0

u(t) - DA o (t)

o L el g

p+AN-1

\_

\

J
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Formes standard de représentations d’état Automatique
4 Forme modale A
@ On choisit comme variables d’état les sorties des systemes €lémentaires
@ La représentation d’état obtenue est dite sous forme modale
_ i _ U
—Xo 0 0 0 1
0 =X\ 0 0 1
dr .
O 0 .o O - )\*n/_ 1 1
& =/ == _ .
Y Io
A B X1
y=[a o Cn-1 | @ avec r =
Y LTn—2

\éléments simples; seules les matrices C et D sont affectees.

@ Si le systeme a des poles multiples, A est diagonale par blocs

@ Si Aest diagonale, les éléments diagonaux correspondent aux poles du systeme

@ La présence d’un numérateur modifie les pondérations dans la décomposition en

J

PPPPPPP

5 ©




Formes standard de représentations d’état Automatique

4 )

Forme cascade
@ Le systeme est vu comme une mise en série de n systémes d’ordre 1
@ Pour mettre en évidence cette représentation, il suffit de factoriser le dénominateur de la
fonction de transfert G(p)

@ Dans le cas d’un numérateur unitaire, on obtient :

L 1

@ Il vient alors la représentation schématique suivante

1 -1 1 -2 1 X0

ult)- D+A0 p+A1 p+An-1| v(t)

@ On choisit comme variables d’état les sorties des systemes €lémentaires

- J

(Um:; Cours d’Automatique - MI4 - 2013/2014 O ~ Polytech’Montpellier - A. CHEMORI (chemori@lirmm.fr) @ @

PPPPPPPP
ME&/




-

Formes standard de représentations d’état Automatique
Forme cascade A
@ On choisit comme variables d’état les sorties des systemes élémentaires
@ La représentation d’état obtenue est dite sous forme cascade
[ A1 1 .. 0 0 ] [ 0 ]
0 —Ap—2 1 0 0
lr R
0 0 -1 1 0
0 0 . 0 =X 1
& ML ) _
Y 0
A B
(1000 ...] "
Yy = .| _
N > b, avec x
Ln—2
C x
@ Si le numérateur n’est pas constant, on perd la forme cascade
@ Le traitement des poles multiples ne pose aucune difficulté
@ La matrice d’¢tat garde une forme similaire Y

\_
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Principe de base

@ Supposons que tous les états du systeme sont mesurables

@ La loi de commande consiste a réaliser un retour d'état sous la forme :
u(t) = —Kx(t) + Ne(t)

@ K : estla matrice de retour d’état

@ Le schéma-bloc du systeme en boucle fermée est le suivant :

e(!

=
—~
=

N (?M x(t)=Ax(t)+ B u(t) w(t), ol AL

- J
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Principe de base

@ Modele d’état de la boucle fermée :

i(t) = Az(t) + Bu(t) u(t) = —Kax(t) + Ne(t)
{y(t) = Cxz(t) + Du(t) i

z(t) = (A — BK)xz(t) + Br(t) ©(t) = Az(t
y(t) = (C — DK)x(t) + Dr(t)
@ Les modes du systeme en BF sont les valeurs propres de la matrice A-BK
@ Le systeme en BF est commandable par r(¢) ssi le systtme en BO est commandable par
u(t) cad: Rang(C(A, B)) = Rang(C(A — BK, B))
La proprieté de commandabilité est invariante par retour d'état

@ La matrice de retour K offre des degrés de liberte pour :

v Imposer un comportement dynamique au systeme
\_ v' Stabiliser le systeme (s'il est instable en BO) )

PPPPPPPP




Commande par retour d’état Automatique

4 )

Principe de base

@ Fonction de transfert équivalente en boucle fermee (BF) :
Gpr(p) = Cpr(pl — Apr) 'Bpr + Dpr
Gpr(p) = (C - DK)(pl — A+ BK)"'B+ D
Gpr(p) =C(pI — A+ BK) !B  Cargénéralement D =0

@ Commande par retour d’état des systéemes commandables :

Théoreme :

Si le systéme (A, B) est complétement commandable, il est possible par le choix de K de

placer arbitrairement les valeurs propres du systeme en BF

@ Dynamique désirée en BF : elle est caractérisée par les poles désirés en BF
A1, BF; A2,BF; --- s M, BF
@ Polyndme caractéristique en BF :
Per(p) =11;1(p—Ni,pr) =p" + Bp—10" " +...+ Bip+ Bo

- J
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Calcul du gain du contréleur

@ Problématique : Trouver la matrice de gain de retour K tel que :
Pa_pk(p) =det(pI — A+ BK) = Pgr(p) =p" + Bn_10""' +...+ Bip+ 3o
@ Cas des systemes mono-variables :

v" On considére I’exemple du systéme suivant :

(o 1 0
Tr = xr + U
0 -2 4

y=1|1 O]x

N\

\
v" Vérification de la commandabilité : le systéme est commandable étant donné que :
C(A, B) =B AB| [ Y ] . det(C) = —16 £ 0 = rang(C(A,B)) =n — 2
v Polesdésirésen BF: \; g = —2—352v3 | Jdopr=-2+32V3
v" Polynéme caractéristique en BF :
Per(p) =TTy (b — Nisr) = (0 +2+72V3) (0 +2 — j2v/3) = p* + 4p + 16
\- /
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Calcul du gain du contréleur

v' Représentation d’état du systéme en BF

i(t) = (A — BK)z(t) + Br(t)
{y(t) = (C — DK)x(t) aveC K =1k ko] (KeR™" | n=2m=1)

v' Matrice d’état en BF :

0 1 0 0 1
ABF—A—BK—[() _2]_[4][k1 k2]$A_BK_[_4]€1 _2_4k2]

v' Polynome caractéristique de la matrice d’état en BF

PA_BK(p) = det(pI —A + BK)

B 1 0 0 1 o b —1
pI—A—l—BK—p[O 1]_[—4k1 _2_4k2]_[4k1 p—|—2+4/~c2]

Pa_px(p) = p? + (2 + 4ky)p + 4k,

- J
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Commande par retour d’état Automatique

-

Calcul du gain du contréleur

v" Placement des p0les en BF : Pour avoir les p6les désirés en BF, il faut que :

Pa_pk(p) = Por(p) W p*+ (2+4ko)p + 4ky = p* + 4p + 16
Par identification on calcule les valeurs des gains :

k=4 k=1 = K=1[k ko=1[4 1

v" Remarque :
Dans le cas genéral de n états, cette approche directe basée sur 1’équation :

PA—BK(p) = det(p] — A + BK)

consiste a résoudre un systeme de n équations a n inconnues

K=1[k ky ... kn

\_

\
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Commande par retour d’état Automatique

-

\_

Calcul du gain du contréleur )
v" Si le systeme est commandable, on peut le mettre sous forme canonigue commandable :
z(t) = Az(t) + Bu(t) To(t) = Acxe(t) + Beu(t)
y(t) = Ca(t) y(t) = Cewe(?)
AC:TC—lATC 0 | 0 0 0
BC — ]—vc—lB avec Ac — 0 0 « e 1 O BC — 0
0 0o ... 0 1 0
("C — ((Tc i —Aag —aq “e —Apn—2 —An—-1 i i 1 i
X.=T.'x Co=[by b1 ... by 0 ... 0]
T. :estlamatrice de passage d’une représentation quelconque a sa forme canonique
commandable
u(t) =r(t) — Kx(t)
/
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Calcul du gain du contréleur

v" Commande dans I’espace d’état défini par les nouvelles variables x.(t)
u(t) =rt)—Kx(t) = u(t) =r({t)—KT.x.(t) = u(t) =r(t)—K.z:(t) , K.=KT,

v" Modg¢le d’état en BF dans ’espace d’état défini par les variables x.(¢)

Zo(t) = (A, — B, K, )x.(t) + B.r(t
() = ( )z () (2) K=k ko oo ko]
y(t) = Cez(1)
I 0 1 0 0 ]
AC_BCKC = 0 0 e 1 0
0 0 0 1
i —aop — kl—c —a1 — ch ce. —Ap—2 — kn—lc —Aap—1 — knc 1

v" Polyn6me caractéristique de la matrice d’étaten BF : A, — B. K,
PAC—BCK'c (p> — det<pI —Ac+ BcKc)

% Pa,—p.k,(p) =p" + (an-1 +kn)p" ' + ...+ (a1 + k2. )p + (a0 + k1) y
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Calcul du gain du contréleur

Pa. B k.(p) =p" + (an_1+ky ) 0" 1 +...+ (a1 + ko,)p+ (ap + k1,)

v" Placement des péles : I’équation caractéristique (pdles désirés)
Per(p) =1l —Ni,BF) = D"+ Boe1d™ P+ ...+ Bip+ Bo

v’ Par identification a partirde : Pa__p_k.(p) = Per(p) on obtient:

ra'n—l + knc — ﬁn—l (knc — ﬂn—l — Qp—1
- -

ay + ko, = B1 ko, = 81 — a1

Lao + k1, = Bo k1, = Bo —ao

v" On calcule ainsi la matrice la matrice de retour K. dans I'espace d'état défini par x.(t)
v"On en déduit la matrice de retour K dans I'espace d'état initial par :

K.=KT. = K=K,/ I

- J
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Commande par retour d’état Automatique
Procédure de mise en ceuvre )
1) Verifier la commandabilité de la paire (A, B)
2) Déterminer I'équation caractéristique du systéeme en BO :
Py(p) =det(pl —A) =p" +an_1p" ' +... +a1p+ao
On en déduit les coefficients a;
3) Choisir les p6les correspondants au comportement désiré en BF
4) Calculer le polyndme caractéristique en BF a partir de ces p6les
Per(p) =11—1(p—Xi,Br) =D" + Bn1p™ * +... 4+ Bip + Bo
5) Deéterminer les gains k;_telsque: k;, =061 —a;—1 , i=1,...,n
6) En déduire la matrice de gain: K =T, 1K,
/

\_
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Procédure de mise en ceuvre

¢ Algorithme de calcul des colonnes de 7',

T, :[Tl,c T, Tn,c] avec Tj.. I., . T, les colonnes de 7,

Les colonnes vérifient les relations suivantes :

I,.=B
Iy e =A+a, 1B
Tyae=(A*+a, 1 A+a,_,])B

Tio=(A"'+a,,4" 2+ +al)B

v" Toute cette procédure est lourde a mettre en oeuvre. On lui préfére la forme compacte de

la formule d'Ackerman.

- J
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Procédure de mise en ccuvre
¢ Formule d'Ackerman

Elle donne directement I'expression de la matrice de retour

K=[0 - 0 1](C (A.»B))_IPBF(A) Solution unique

avecC PBF(A) = Ai’l + ﬁn_lAn_l SRR ﬁ1A+ ﬁo]

¢ Application de la formule d'Ackerman

1. Vérifier la commandabilité de la paire (4, B)
2. Choisir les pbles correspondants au comportement désiré en BF

3. Calculer le polynbme caractéristique en BF a partir de ces pdles

Por(s)=T](s=2A gr)=s"+ B, 1s" L +---+ Bis+ By
=

4. En deéduire P,.(4). Appliquer la formule d'Ackerman

- J
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Commande par retour d’état Automatique

4 )

Calcul de la matrice du pré-filtre N

(1)

Q
~

x() = A x(t)+ B u(t)

K |=

v~ On cherche la matrice N en régime permanent, telle que :
lim y(7) = e(?)

[—aoC
v" Les équations d’état et de sortie en régime permanent s’écrivent :
{ 0=(A-BK)x(t)+ BNe(t)
y(1) = Cx(1)

1

—(A-BK) ™ BNe(r)

. e. B -1
.y(f) = ( (A—BK) BNe(t)

=
—~

~
—

I

-1

- J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

-

\_

Principe général )
@ La mise en ceuvre de la commande par retour d'état a besoin de capteurs permettant de
donner a chaque instant la valeur de I'état z(t).
@ Il arrive souvent que toutes les variables d’état d’un systéme ne soient pas accessibles a
la mesure pour deux raisons : les capteurs sont parfois trop colteux ou difficiles a
réaliser pour des raisons techniques
@ Dans ce cas, I’'implémentation directe de la commande w(t) = r(t) — Kz(t) est impossible.
@ L’idée est donc de reconstruire 1’état z(¢) a partir des informations disponibles, c.-a-d. la
sortie y(¢) et la commande w(t).
@ On utilise pour cela un systeme dynamique permettant d’approximer z(t).
@ Ce systeme est en quelque sorte un capteur logiciel.
@ C’est un algorithme fondé¢ sur un modele du systeme et utilisant une information
pertinente donnée par des capteurs physiques.
/
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Principe général

@ Ce capteur logiciel délivre a chaque instant ¢ une estimation en ligne des variables d'état
non mesurées du systeme.
@ On parle alors :
v" d’observateur d’état
v" de reconstructeur d’état
v d’estimateur d’état, ou encore
v' de filtre.

- J
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Observateur et estimateur d’état

Automatique

-

\_

Architecture de I’observateur

@ L’architecture générale d’un observateur est donnée par la figure suivante :

Y

\

U
> Systéme
S Observateur

prenant en compte non seulement la commande «(¢), mais aussi la sortie du systeme (les

X

_), Capteurs
A
X

_}

mesures) y(¢) dans le but de corriger les ecarts eventuels.

= Ax + Bu
y=Cz+ Du
@ La matrice L est appelée matrice de gain de 1’observateur.

»

T = Ai+ Bu+ L(y — C%)

§ = C%

@ Elle est calculée dans la procédure de conception de I’observateur.

@ L'estimation de I'état se fait en recopiant de facon virtuelle la dynamique du systeme en

>

J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Architecture de I’observateur

@ L’objectif de I’observateur est de trouver I’estimation z(¢) de telle sorte que :
limy_yo0 £(t) = (t)
@ Sachant que x(¢) n’est pas connue, donc Z(t) ne ’est pas aussi.

it

l

observateur

- X = AX + Bu + L [s— )

@ Autrement dit, s1 on définit ’erreur d’estimation e(t) = x(t) — Z(¢), la conception de

I’observateur consiste a trouver la matrice de gain L qui satisfait :

limt_mo G(t) =0

- J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Calcul du gain de I’observateur

@ Si l’on tient compte de la dérivée du signal d’erreur :  €(t) = &(t) — z(¢)
@ Sachantque: z = Az + Bu
2 = Ai+Bu+ L(y—C#)
@ On obtient :
¢ = (Az+Bu)—(AZ+Bu+L(y—C%)) = (Az+Bu)—(Az+Bu+L(Cz—C%))

¢ = (A-ILC)(z—2) WP |é= (A—LOe

@ Nous garantissons la condition de convergence de I’erreur d’estimation vers 0, c.a.d. :
limy o0 €(t) = limy_yo0 (@(t) — 2(t)) =0
Si: det [)\I — (A — LC’)} = 0 possede des poles a partie réelle négative.
@ La procédure de conception de 1I’observateur consiste a trouver la matrice de gain L pour

satisfaire une telle exigence.

- J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

@ On considere le systeme lin€aire représenté par les équations d’¢€tat suivantes :

oL 20
y= 1 olx+[olu

@ La premiere étape consiste a verifier si le systeme est observable :

O(4,C) = [ CCA]: [; g] ~ det(0) =340 = rang(O) =n =2

Le systeme est donc observable.
@ Puis on considére 1’équation caractéristique désirée : A(X) = A% + 28w\ + w?
@ On peut choisir : ¢ =0.8 , w, = 10 pour avoir une dynamique caractérisé par un
léger dépassement et un temps de réponse inferieur a 0.5 sec.
donc: A(X) = A2 + 16X + 100
N /
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

lllustration sur un exemple

@ On considere maintenant 1’équation caractéristique :

Lzzlgil = A(X) = det (A[—(A—LC)) = N+(—6+11)A—4(—2411)+(1+1s)

@ Qui doit étre égale a 1’équation caractéristique désirée :  A(N\) = A% + 16\ + 100

@ Par identification, on en déeduit les valeurs des composantes de la matrice de gain de

’observateur : {l1 — 99

lo =59 '

@ Donc I’observateur sera donn€ par 1’équation suivante : :
.§ |,

§ el =T — I

i 2 3]s 0)us | 2 woa S ) {@ﬂzh
-1 4 1 59 |V T g
S

\ | Temps [Sec] /
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Observateur et estimateur d’état Automatique

-

Couplage contréleur — Observateur

@ L'observateur d’état qu’on a vu est aussi appelé observateur de Luenberger (ou de

Kalman-Luenberger).

de separation .

@ Dans le cas d'une commande linéaire par retour d'état, les travaux de synthese de
commande et de synthese d'observateur peuvent se faire de facon indépendante.

@ En effet, si le systeme commandé est stable, et si I'observateur ainsi congu est stable
c.a.d. les matrices (A — BK) et (A — LC) possedent des valeurs propres a partie réelle

négative, alors le systeme commandé par retour de I'état estimeé (reconstruit) est stable.

\_

@ Cet observateur possede une caractéristique intéressante connue sous le nom de principe

\

J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Couplage contréleur — Observateur

@ On consideére le systeme linéaire suivant (commandable et observable), pourvu d’un

observateur d’état :

&>
I

y(t) = Cx(?) § = C#
@ En réalisant un bouclage par retour d'état :
u(t) = —Kz(t) ( cas de stabilisation r(t)=0)

la dynamique du systeme bouclé s'écrit alors :
z(t) = Az(t) — BKZ(t)
z(t) = (A — BK)i(t) + L(y — C&(t))
@ Si on considere le changement de variable suivant (pour écrire I'erreur de reconstruction)

Z(t) = z(t) — &(t) d’ou, enremplagant, Z(t) = (A — LC)Z(t)

- J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Couplage contréleur — Observateur

@ En ¢crivant un nouveau systeme augmente, constitué de 1'état et de 1'erreur d’estimation,

L W | E]

@ Cette matrice est triangulaire par blocs, et donc le spectre (valeurs propres) du systeme

on obtient :

en boucle fermée est constitué de I'union des spectres des blocs diagonaux, c'est-a-dire
I'union des spectres du systeme d'origine commandg, et du systeme d'origine observeé.

@ Ainsi la synthese d'un systeme commandé par un retour d'état reconstruit par un
observateur est spécifiguement simple pour les systemes linéaires invariants, puisque on

peut synthétiser les deux fonctions séparément.

- J
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Observateur et estimateur d’état Automatique

4 )

Couplage contréleur — Observateur

Remarques :

@ Pour le placement de pdles, on a tout intérét a ce que I'observateur soit plus rapide que le
systeme, de maniere a ce qu'il puisse le poursuivre,

@ Ainsi il faudra que I'abscisse spectrale de I'observateur soit plus négative que celle du
systeme commandeé.

@ Du fait de sa nature dynamique (intégration des signaux de mesure) I'observateur est
aussi utilisé en traitement du signal pour filtrer des mesures. C'est dans ce contexte que
Kalman a publié le filtre qui porte désormais son nom.

@ L'abscisse spectrale ne doit pas étre trop négative, pour limiter la sensibilité au bruit de
I'observateur.

@ En pratique, on utilise des valeurs comprises entre 2 et 5 fois celle de I'abscisse spectrale
du dispositif commandé.

- J
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Observateur et estimateur d’état

Automatique

-

Schéma de commande controleur — observateur

@ Le schéma du contrbleur/observateur est donné par la figure suivante :

pertinence du modele utilisé.

\_

U_), Systeme —X) Capteurs Y >
|__ ................. _I

. \ 2 \ Controleur

| . Observateur X I

| |

I Commande < I Consigne
i <

@ Une commande fondée sur un retour d'état reconstruit n'est pas robuste aux erreurs de
modelisation. Ce fait est assez intuitif car on passe par une approche basée modele pour
reconstruire notre état, par conséquent la précision de I'état reconstruit dépend de la

\

J
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