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El presente libro comprende el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
mediante aspectos tedricos, ejemplos ilustrativos, ejercicios propuestos y asimismo incluye links hacia
aplicaciones de cardcter interactivo elaboradas en software Mathematica y guardadas bajo la version gratuita
Wolfram CDF player. Las “aplicaciones interactivas” son un archivo . cdf que se ejecuta con WOLFRAM
CDF PLAYER y requieren haber instalado en la computadora esta aplicacion WOLFRAM CDFPLAYER.
Ademas de las aplicaciones en CDF player se incluye links y cédigos QR que llevan a videos ilustrativos
de ejercicios y ejemplos resueltos. El objetivo principal del libro es servir como material tedrico-practico
en el estudio de los distintos tépicos de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (EDO1),
donde las aplicaciones en software y videos sean utilizadas como herramienta de apoyo para complementar
dicho estudio y entendimiento de una forma més dindmica e interactiva.

Este trabajo se divide en seis capitulos que comprenden el estudio de elementos bdsicos y teorema
de exitencia y unicidad, ecuaciones diferenciales en variables separables y homogéneas, ecuaciones
diferenciales exactas y con factor integrante, ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y de
Bernoulli, ecuaciones diferenciales con variable ausente y cambios de variable, finalmente el capitulo de
ecuaciones diferenciales especiales (Ricatti, Lagrange y Clairaut).

Se puede acceder desde la pagina principal de la revista digital de Matematica del Tecnolégico de Costa
Rica, https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/. mediante dos opciones a saber: en la
“opcidn 17, el libro viene con un folder CDF con las aplicaciones interactivas €df. y mientras en la “opcién
2” el libro solo es un pdf con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacidn interactiva desde Internet, y el
CDF player la ejecuta de forma directa sin necesidad de descarga de la carpeta con dichos archivos).

PROF. NORBERTO OVIEDO UGALDE.
noviedo@itcr.ac.cr, noviedo2008 @ gmail.com
Escuela de Matemdtica
. Revista digital Matemdtica, Educacion e Internet
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% Instituto Tecnoldgico de Costa Rica. Cartago, Diciembre 2019.
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1.0.1

1.0.2

1.1

1.1.1

Objetivos Especificos

= Comprender los elementos basicos asociados al tépico de ecuaciones diferenciales de primer orden.

» Estudiar mediante ejemplos concretos e ilustrativos el teorema de existencia y unicidad.
Contenidos

= Definicion de ecuacion diferencial.

Orden y grado de una ecuacién diferencial.

Clasificacion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Solucién y tipos de solucidn en una ecuacion diferencial ordinaria.

Problema de valor inicial (PVI) y problema de valor frontera (PVF).

Teorema de existencia y unicidad en ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Conceptos Bdasicos en Ecuaciones Diferenciales

A continuaciéon se muestran los aspectos teéricos relacionados con los elementos bdasicos en las
ecuaciones diferenciales.

Definicién de Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)

Definicion 1.1
Una ecuacién diferencial es una ecuacion que relaciona una funcién desconocida (la variable
dependiente), las variables de las que depende (variables independientes) y sus derivadas respecto de
estas variables independientes.
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En particular si dicha ecuacidn contiene derivadas respecto a una sola variable independiente se le
denomina Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) y si contienen derivadas respecto a dos o mds
variables independientes se le llama Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP).

Ejemplo 1.1 |

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

d
a) d—y + 5y =¢* : EDO de variable dependiente y, variable independiente x.
X

b) y” +y—2x =0 : EDO de variable dependiente y, variable independiente x.

d
c) ' —2x 13 . EDO de variable dependiente x, variable independiente 7.

dt
—
Ejemplo 1.2 |
Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales .
du du . . . . .
a) = " ox : EDP de variable dependiente u, variable independiente y,x
y X
’u  d%u . . . : .
b) = + =— = 0 : EDP de variable dependiente u, variable independiente x,y
dx?  dy?
0? ok d
c) a—xbzt = a—t? — 28—? : EDP de variable dependiente u, variable independiente x, ¢
—

1.1.2 Orden y grado de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Definicion 1.2
El orden de una EDO se define por el orden de la més alta derivada en la ecuacion dada. En general,
el n—ésimo orden de una EDO puede simbolizarse por

F(x,y,y,"...,y™) =0, (1.1)

donde F es una funcién conocida.

Ejemplo 1.3 |

Considere las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias y determinar que orden tienen cada una

de ellas.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias



a) y' =5y +3y =0.

d3y d?y
b) —+2— =P
)dx3+ ) +y=x

¢) M(x,y)+N(x,y) 5 0.

S
dx
Respuestas:

(a) la ecuacién diferencial y” — 5y + 3y3 =0 esdeorden 2.

d’y d?y
(b) la ecuacioén diferencial —5 +2—5 4+ y=x es de orden 3.
dx3 dx?
X 5%

d
(c) toda ecuacion de la forma M (x,y) + N (x,y) d—y =0 esdeorden 1.
x

Definiciéon 1.3
El grado de una ecuacion diferencial ordinaria se define por la potencia sobre y(i), i=1,...,n,

que tiene la mas alta derivada, es decir, la potencia de la derivada de mayor orden que aparece en la
ecuacion dada.

Ejemplo 1.4

Considere las siguientes ecuaciones diferenciales y determine su grado.

a) yY +2 =1y esuna EDO de primer grado pues solo aparece y' y su grado es uno.

b) xy” +6x = (y')?> es una EDO de primer grado pues la expresién de mayor orden es y” y su
grado es uno.

x(y")? 4 (y(™))3 es una EDO de tercer grado ya que la expresion de mayor orden es

¢) (y/)3 .:
() y su potencia asociada es 3.

y
I

1.1.3 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias
Definicién 1.4

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden # es lineal si y solo si puede escribirse de la siguiente
forma :

an (X)) + a1 ()Y 4 4ay (x)y +ao (x)y = g (x) (1.2)

donde ag(x),a; (x),...,a,(x),g(x) son funciones reales continuas que dependen sélo de la
variable independiente x y definidas en un intervalo abierto comtn /, con a, # 0 para toda x € I.
Una ecuacion diferencial que no puede escribirse de la forma 1.2 es No lineal.
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Dentro de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales se distinguen:

= ecuacion diferencial lineal homogénea cuando el término independiente g(x) = 0.

= ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, cuando todos las funciones
a; (x) Vi=1,...,n son funciones constantes.

= ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables si alguna funcién g; (x) no es
una funcién constante, sino una dependiente solo de x.

Ejemplo 1.5
|

Considere las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias y clasificarlas en EDO lineal (con
coeficientes contantes o variables) y no lineal.

@ y' =2y +y=0

d*y dy
b) 22 43D _ o
®) dx? v dx ¢

(©) x3y/// _xzy// + 3xy/ +5y ==x.
d?y
dx?

(e) €y 4+ 2xy =0.

dy
d 1)—=+2=0.
(d) +(x+ )dx+

Oy -2y =x

&y

dx?

() +seny = 0.

(h) y" +y? = cosx.
Respuestas:

De acuerdo a las definiciones dadas anteriormente, se tiene que las ecuaciones diferenciales (a) y
(b) son lineales con coeficientes constantes. Las ecuaciones diferenciales (c), (d) y (e) son lineales
con coeficientes variables. Las ecuaciones diferenciales (f),(g) y (&) son no lineales.

—
Definicion 1.5

Si una ecuacién diferencial de orden »n dada en la forma F <x, %Y s y(”)> = 0 puede expresarse de
manera que la derivada de orden n aparezca despejada, es decir:

YW =6 (x,y,y’,---,y("‘”) (13)

entonces se dice dicha ecuacion diferencial esta representada en su forma normal.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 11



Ejemplo 1.6

|

Para cada una de las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas, escribir en forma normal las ecuacio-
nes diferenciales:

a) y' -2y =x

2

d-y
b) ﬁ—i—senx:O.

¢) y" +y? = cosx.
Soluciones

Se despeja la derivada mds alta en cada una de las ecuaciones diferenciales del ejemplo y obtenemos
su forma normal:

/

(a) yy”" —2y =x, portantoy’ = Zy; + g cony # 0.

> d?
(b) d—); +senx =0, por tanto 7)2) = —senx.
X X
(c) ¥" +y? = cosx, por tanto y"’ = —y? + cosx.

1.1.4 Solucion de una ecuacion diferencial ordinaria

., . . . . / .,
Resolver una ecuacion diferencial ordinaria, F (x, Vo s e y(”)) = 0 de orden n, es hallar una expresién

para la funcién y(x) que satisfaga la relacion de igualdad que determina dicha ecuacién, Vx € I un intervalo
comun.

J

Definicion 1.6
Se llama solucion de una ecuacion diferencial ordinaria F (x,y,y’ , ...,y(”)) =0 en un intervalo

J auna funcién @(x) definida en J que, sustituida en la ecuacién junto con sus derivadas, la
verifica en dicho intervalo, es decir:

F(x,0(x),0x),...0x)")=0, VxeJ (1.4)

Nota: Es importante rescatar que una solucién puede ser definida en alguno de los siguientes intervalos

o Bl o Bl [oc B, [ Bl [et, o] Jox, o], ] =00, B]. ] — o0, B[y ] —o0,00[=R; donde o, f € Ry o < .
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Ejemplo 1.7 |
|

Se puede comprobar que la funcién ¢ (x) = e>* es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden y' =5y en el intervalo | —eo,co.

En efecto, derivando ¢ (x) = e>* respecto de x, se obtiene ¢’(x) = 5¢°*, luego sustituyendo en la

ecuacién diferencial se verifica la ecuacion diferencial: ¢'(x) = 5¢* =5¢ (x), Vx€R.
—

Ejemplo 1.8 |

A |

2

Considere la funcién @ (x) = x° — — y verificar qué es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
X

2
de segundo orden y” — 2= 0, Vx#0.
. L 2 1 .
Derivando dos veces la funcién ¢ (x) = x” — — respecto de x, se tiene:
x

1 2
¢'(x) =2x+ 2 ¢"(x) =2~ pok

Sustituyendo en la ecuacién diferencial, se verifica:

2 2 1 2 2
2__<x2_): _73_2_|_73:0, Vx;éo
X X

2

1 . Lo
Por tanto, ¢ (x) =x”~— — es solucién en cualquier intervalo que no contenga al cero.
X

Ejemplo 1.9 |

Se puede comprobar que toda funcién de la forma @ (x) = Cie™* + Ce?* es solucién de la ecuacién
diferencial y” — y’ — 2y = 0 para cualquier valor de las constantes C; y C.

En efecto, derivando dos veces @(x) = Cje * + Cre?, se tiene que:

(p/ (x) = —Cle‘ix + 2C2€2x,
0" (x) = Cre ™ +4Ce™,

y sustituyendo se verifica en la ecuacion diferencial:

Cie ™ +4Cre™ +Cre™ —2Ce™ —2C1e ™™ —2C2¢* = 0. Vx € R.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 13



Ejemplo 1.10
|

. > c .z
Verifique que la funcién ¢(x) = — + 1, con x > 0 y ¢ una constante real es una solucién de la
X

d
ecuacion diferencial xd—y +y=1.
x

d
En efecto, si sustituimos ¢ en el lugar de y en la ecuacién xd—y +y=1:
by

x%(§+1)+(§+1>:1

, luego simplificando obtenemos:

() + () -

Por lo que ¢ (x) = € 41 es solucién de la ecuacién diferencial
x

dy
A =1
xdx Ty

Observe que el intervalo en el cual la funcién ¢ estd definida I =]0,4-oo[ excluye el punto de
discontinuidad x = 0. De la misma forma podemos ver que la funcién definida ¢ (x) = ¢ + 1 para
X

x < 0 también es solucién de la ecuacién diferencial.
I

Ejemplo 1.11
D

La ecuacion diferencial (y )2 + 1 = 0 no tiene solucién real, pues no existe una funcién real y
derivable que la satisfaga, es decir, no es posible se cumpla que exista y(x) tal que (' )2 sea -1.

—
Ejemplo 1.12
‘ . . . . . 2 . .
Compruebe que si se deriva implicitamente la relacién x” + y*> = 4 con respecto a la variable x y si
g T . X .. . . T .
se sustituye en la ecuacién diferencial y = —=, dicha relacién satisface tal ecuacién diferencial para
—2<x <2

Derivando implicitamente con respecto a x la relacién x? + y*> = 4, con respecto a la variable x se

tiene:
2x+2yy' =0,
,es decir,
d
2x+ 2y—y =0.
dx
dy X .. . .
Por tanto e (y #0), de esta forma se comprueba que tal realcion verifica la ecuacién
X y

diferencial para —2 < x < 2 pues y = +v/4 —x2 .
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Ejemplo 1.13

Sabiendo que en la relacién o familia de curvas
senx+ylny=C-y

la funcién implicita y dependiente de x (con y > 0), y con C una constante arbitraria. Compruebe
que ésta es solucion implicita de la ecuacion diferencial
,  ycosx
~ senx—y

Si en la familia de curvas dada senx+ ylny = C-y despejamos la constante C, se tiene

C— senx+ylny 1]
y

Ahora derivando [1] implicitamente con respecto a la variable x, tenemos

(cosx+y'Iny+y)y— (senx+ylny)y
)
y
de donde simplificando y reordenando términos se obtiene la ecuacién diferencial asociada

0= <= 0 =ycosx+ (y—senx)y

,  ycosx

senx —y
—

Como se observa en los ejemplos anteriores, las soluciones de una ecuacién diferencial pueden venir
dadas como una funcién o una relacién que verifica la ecuacion. De las cuales llamaremos soluciones
explicitas aquellas en donde la solucién es una relacién de la forma y = y(x) y soluciones implicitas
aquellas en donde la solucién es una relacion de la forma g(x,y) = 0. A continuacién se detallan dichas

definiciones.

Definicion 1.7 Solucion Explicita de una EDO de Primer Orden

Sea F(x,y,y’) = 0 una EDO de primer orden. La funcién y = ¢ (x) es llamada una solucién explicita
si se satisface que F (x,¢(x),¢’(x)) = 0 en intervalo comtin J. Algunos ejemplos de este tipo de
soluciones son los mostrados en los ejemplos: 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10.

Definicién 1.8 Solucion Implicita de una EDO de Primer Orden
Una relacién de la forma y(x,y) =0 se dice que es una solucién implicita de  F(x,y,y’) =0 en
cierto intervalo / si para y = ¢ (x) se satisface F(x,¢(x),9’(x)) =0.

En el ejemplo 1.12, la relacién x*> +y?> —4 =0 define dos funciones en el intervalo —2 < x < 2:
y = ++v/4 — x2 (soluciones explicitas). También obsérvese que cualquier relacién x> +y*> —C =0 con

C € R satisface la ecuacion o para cualquier constante C (solucidn implicita).
X oy

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 15



Ejemplo 1.14
N 2
La relacién y — Iny = x> + 1 es una solucién implicita de la EDO y' = Lyl paray >0yx € R,
y p—

/
pues, derivando la relacién dada con respecto a x, se tiene y — L — 2x, es decir, y'y —y = 2xy.
y

2
Luego como y = Ly] y sustituyendo en y'y —y = 2xy se verifica dicha igualdad paray >0 y
y —

xeR.
—
Ejemplo 1.15
N 32
Se puede verificar que y?> —x* +8 =0 es solucién implicita de la ecuacién diferencial y = ZL
y

en |2,+oof.

Observe que al derivar la expresion y> —x> +8 =0 respecto de la variable x se tiene 2yy’ —3x> =0
de donde al despejar y’
3

2y

de donde se observa que satisface la ecuacién diferencial dada, pues

y

3x2 _ 3x2
2y 2
y ademds se verifica Vx € |2, +oo[, ya que si despejamos y en la expresion de la solucién implicita,

se obtiene y = ++v/x3 — 8, la cual esta definida para x > 2.
I

Ejemplo 1.16
D |

X
e
Considere la funcién definida por y = x / t()dt y comprobar es solucién de la ecuacién
0

diferencial xy = y-+xsen(x).

Para calcular y' se usa teorema fundamental de calculo” de donde

y = / ser;(t) dt + sen(x).
0

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene

xy' :x</0xser;(t)dt+sen(X)> = y+xsen(x).

4Si f : [a,b] — R es una funcion continua en [a,b] entonces ( [y f(1)dt)" = f(x)
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Ejemplo 1.17|
Muestre que la funcién
y(x) =1 +e*"/ eVdr [1]
0

es solucion del problema de valor inicial

{y,"‘y = l4e ¥tV
¥(0) !

0
Claramente en la funcién dada y(0) = 1 +¢~° / eVidt = 1, donde se comprueba que satisface la
0

condicién inicial. Posteriormente usando el teorema fundamental del célculo al calcular y' en [1], se

tiene: .
y = —e_x/ eVidt + e FeV®
0

, de donde luego sustituyendo en la ecuacién diferencial del P.V.I se cumple que

X X
—e*x/ eVidt + e eV + 1+ e*"/ eVidt =14 e *HVE
0 0

[EyzE
OF
Puede ingresar al link https://youtu.be/lyGagN1Xtng o en su defecto escaneando el cédigo QR

adjunto para visualizar explicacion de tal ejemplo.
—

En ejemplos anteriores se ha resuelto ejercicios sobre comprobacién o verificacién de si cierta funcion,
una o familia de estas es o0 no solucién ya sea explicita o implicita de una ecuacién diferencial dada, en
préximos capitulos nos encargaremos del problema de hallar la solucién general de una ecuacién diferencial.

Ahora se aborda el problema inverso; a saber, el de hallar la ecuacién diferencial a partir de su
solucién general. Para ello se ilustra tal proceso a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.18|

Determine una ecuacién diferencial cuya solucién general viene dada en forma implicita por xy* =

C o
x+ —, con C constante arbitraria. Note que:

X

2 ¢ 22_ 2
xy'=x+—=xy =x"+C
X

Aplicando derivacién implicita con respecto a x a ambos lados le lo obtenido en paso anterior, se
tiene que la ecuacién diferencial correspondiente es:

2xy? + 2x%yy = 2x
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Ejemplo 1.19
q

Determine una ecuacion diferencial para la siguiente familia de curvas dada por y = A(x — B)?, con
A, B constantes reales.

Si despejamos la constante A, es decir, ()773)3 = A y derivamos implicitamente con respecto a x
. —
"(x—B)3 —3 —B)? 4 3
Y(—B) 3-8 ¥y 3 0 4]
(x—B)° (x—B)* (x—B)*

Dado que ecuacién diferencial buscada debe estar libre constantes A, B, al multiplicar [*] por
3

(x—B)* se obtiene y (x— B) =3y =>x—B — % = 0. y luego derivando de nuevo implicitamente

3(0)° =3y

(v)?

con respecto a x, se tiene 1 = , es decir, la ecuacion diferencial buscada es

(/) =3()2 -3y

i
[z Puede ingresar al link https://youtu.be/PS1f1xPbk-Y o en su defecto escanear el

codigo QR adjunto para visualizar explicacién de tal ejemplo.
—

Ejemplo 1.20
q

Halle la ecuacién diferencial cuya solucién viene dada de forma implicita porlacurvaH: ™ +y=x
con ¢ una constante real.

De forma similar al ejemplo anterior se debe obtener una ED libre de constantes, en este caso
de la constante c. Para ello se procede primero derivando implicitamente la curva H con respecto
a x, de donde [1]: e**c+y' = 1, luego en H despejando e se tiene [2]: ¢ = x —y ademds
[3]:c = @ Ahora se sustituyen [2] y [3] en [1] se obtiene la ecuacién diferencial de orden uno

) ln(xx_ y)

(x—y +y' =1

Observacion 1.1 Note que en estos dos tltimos ejemplos, la idea consiste basicamente en
derivar las veces segun cantidad de constantes que posea la solucién general, asi como efectuar
ciertas maniobras algebraicas hasta llegar a tener una ecuacion diferencial libre de constantes.

Tipos de soluciones en ecuaciones diferenciales ordinarias

Familia n-paramétrica de soluciones (solucion general): Dada una ecuacién diferencial de la forma
F (x, AR y(") = 0 la solucién de dicha ecuacion diferencial que contiene n constantes arbitrarias, es

decir, de la forma g (x,y,Ci,Ca,...C,) = 0 se le conoce como familia n-paramétrica de soluciones. A este
tipo de soluciones se le llama solucién general.



https://youtu.be/PS1f1xPbk-Y
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Ejemplo 1.21|

Por ejemplo y(x) = Cje~* + Cre* es solucién 2-paramétrica (solucién general) de la ecuacién

diferencial ordinaria y” —y’ — 2y = 0 para C; y C, constantes arbitrarias.
—

Ejemplo 1.22
q

2
La familia de curvas solucién y = 5 + C es una soluciéon 1-paramétrica (solucién general) de la

ecuacion diferencial y' = x, las cuales se muestran en la figura 1.1 para ciertos valores de C.
—

2
Figura 1.1: grificas de la familia 1-paramétrica y = Ty C, paray'(x) = x.
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

Solucién particular: es una solucion de la ecuacion diferencial que no contiene constantes arbitrarias

y que se obtiene dando valores numéricos a las constantes de la familia n-paramétrica de soluciones. Por
2

. X . o ST . .
ejemplo paray = > + C solucién 1-paramétrica de la ecuacion diferencial y = x;siC =0, C = —1 se
x? x?
obtienen las soluciones particulares y = S Y= 1 respectivamente y mostradas en la figura 1.2.

Solucién singular: es una solucién de la ecuacion diferencial que no contiene constantes arbitrarias y
no esta contenida en solucién general. No siempre existen; si existe, se trata de la curva llamada envolvente
de la familia de curvas integrales definida por la familia n-paramétrica de soluciones.

Ejemplo 1.23|
2
La funcién y(x) = = es una solucién singular de la ecuacién (y')>—xy'+y=0 en J=R, ya
que satisface dicha EDO y no puede obtenerse de sustituir C por algin valor numérico de la solucién
general y(x) = Cx—C?.
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-3

. X X
Figura 1.2: grificas de soluciones particulares y = -,y y= 5~ 1.
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

En efecto, note que

((£)) ~(2)+(3) - GG

I S
4 2 4
x2 xz
- it a

= 0.

: X z g
Por otro lado, al igualar y(x) = Cx — C? con y(x) = o encontrar un C en comun, se determina

que
2

Cx—C2:%<:>0:x2—4Cx—|—C2.

Sin embargo, al cambiar C por cualquier valor numérico se determina que x debe ser fija, lo cual
. . X
contradice el hecho de que x es variable. Note como en la figura 1.3 y(x) = 7S envolvente de las

curvas solucién de la familia 1-paramétrica y(x) = Cx — C2.
—

Ejemplo 1.24
D |

La relacién x?>+y> =1 es una solucién singular de la ecuacién y = xy’ + /1+ (y/)2, ya que
satisface dicha EDO y no puede obtenerse de sustituir C por algtin valor numérico de la solucién
general y(x) =xC+ v/'1+ C?. En efecto, note que al derivar implicitamente y con respecto a x se

. —X o . . .
obtiene 2x +2yy’ = 0 <=y’ = —. Luego al sustituir este resultado en la ecuacién diferencial se
y

verifica que
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Figura 1.3:

Solucitn 1-Paramétrica

\\\ /2 y=Cx-C 2
NN/ /
S,

//
//

Solucién Singular

KK
‘3‘1;’""""'[[

NS
Wi

y®=—

2
grafica de la solucién singular y(x) = xz y familia 1-paramétrica y(x) = Cx — C2.
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

2 2 2
—X —X X
)+ 1—|—<) — y=—+ H——2
y y y
2 2142
—X X+
= y= + 2y
y y
—x2 1
= y=— )
y y
— _x2+—1 >0
y=-— 5 y
y V2
-2 1
— y=—+=
y y
—x241
<= =
y
2
<= y:y—
y
= y=y.

Por otro lado, al sustituir y(x) = xC ++/1+C? en x*>+y? = 1 para encontrar un C en comdn, se

determina que

P+ xC+V14+C)P =1 = (C+V1+C) =1-x

= PCPH+2CV1+C2+1+C=1-x2

Sin embargo, al cambiar C por cualquier valor numérico se determina que x debe ser fija, lo cual

contradice el hecho de que x es variable. En la figura 1.4

se muestra como y = v/ 1 —x2 es

envolvente de la familia 1-paramétrica y(x) = C.x+ 1+ C2.
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y

IR . .
//////Z'I::{;‘s\‘s\\\\\\ Solucitn 1-Paramétrica
750NN
55N
72555\
I y=CxtV 1+ C?
_ 7 A \\ - x
- 1 * 1
-1p Solucién Singular
2t
I - 1- 2
—3L

Figura 1.4: gréfica de la solucién singular x> +y*> = 1 y la soluci6n general y(x) = C.x+ /1 + C2.
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 9.0.

Observacion 1.2 En este caso, la solucién singular est4 restringida al dominio [—1,1]. De
esta manera, J C [—1,1] donde J es cualquier subconjunto de restriccion del dominio.

Solucion Total de una ecuaciéon diferencial ordinaria de orden 7 : es la que contiene todas las
soluciones de la ecuacién. Esta formada por la solucién general y las soluciones singulares en caso de que
hallan o se puedan determinar.

Observacion 1.3 Por lo general para efectos practicos cuando resolvemos una ecuacién di-
ferencial, suponemos estdn las funciones y derivadas de ella bien definidas para evitar analizar
casos de donde se puede desprender algunas soluciones singulares, con ello, se pide solo solucién
general y no total.

Definicion 1.9
La grafica de una solucién de una ecuacion diferencial se denomina curva integral de la ecuacion
diferencial.

Ejemplo 1.25

Estudiar los distintos tipos de soluciones que admite la ecuacion diferencial

Y =V

Esta ecuacion es sencilla de resolver por el método de variables separables que se verd mds adelante
en apartado de métodos de resolucién para EDO1. Por ahora se admite como la solucién general
VY= % (x+ C), la cual representa una familia de funciones definidas en [—C, +-eo[. De donde dando
valores a C se obtiene soluciones particulares. Por ejemplo, para C = 0 se obtiene la solucién
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particular /y = % definida en [0, +-oo|.

Observe que la funcién y = 0 también es solucion de esta ecuacién diferencial ya que la verifica o
satisface; sin embargo, no estd incluida en la solucién general que hemos obtenido. Se trata de una

solucidn singular.

De acuerdo a lo anterior, se tiene que la Solucion Total de la ecuacién diferencial y'(x)

esta dada por

C
\/y(x) = xt ,C € R: Solucion general;, y =0: Solucién singular.

2

Grdfica Familia de Curvas Solucion

oF
C= c=-1 Vy =2 x+2)
C=-15 C=-0.5 w—
4 o
C=0 =— C=05
c=1 — C=15 m—
3 A
c=2 /
p |
p /
Solucié n particular
Vy =1x-2)
0~ P
Solucié n singular y =0
=1
-2p
—4 -2 2 4
Figura 1.5: Gréficas de la familia de curvas solucién para y'(x) = /y(x).

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

Las correspondientes curvas integrales a la solucidn general y singular se muestran en la figura 1.5.

Ejercicios resueltos de apoyo mediante videos

=
= Videol: https://youtu.be/kF_06DpwBvA %

= Video2: https://youtu.be/sBémXqvfibc

0]

E! 3

oh
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55
= Video3: https://youtu.be/UYIP3z5H1Ho M5#

Ejercicios 1.1 [Ejercicios de Retroalimentacion | .
@ 1.1.1 Considerando a y como la variable dependiente de x, clasificar las siguientes ecuaciones
diferenciales segin el orden y la linealidad:

1. (x2 + eV —|—xy) dx+ (y2 —|—x) dy =0.

2. 3x%y" + 5yx’ — 8y = e*cosx.

3. (x2 —i—yZ) dx+ (3¢" —2y)dy = 0.

d'y d?y dy 3
4. (W) + tanx (@) —exzc —xy=e".
xInx

5_4vi_5/// 8// 3 I _
Yy yo 8y +3yy X1

@ 1.1.2 Escribir en forma normal las ecuaciones diferenciales del ejercicio anterior.

@ 1.1.3 Comprobar si las siguientes funciones o relaciones son solucion de la ecuacion dife-
rencial dada:
1. La funcién ¢(x) = " es solucién de y”(x) — y(x) =0 en | — o0, 4-oo[.
4

2. La funcién y(x) = )16—6 solucién de y'(x) —y(x)x% = 0en | — oo, +oo].

3. Las funciones @; (x) = sen(2x) y ¢,(x) = cos(2x) son soluciones de la ecuacién diferen-
cial y” (x) +4y(x) = 0.

4. Larelacion x+y 4+ ¢® = 0 es solucién implicita de (1 4+ xe®)y' + ye™ = 0.

11 In?
5. La funcién @(x) = % Lo M, para la ecuacién x°y" + 6x%y" +7xy’ +y = x.
X X x

2

6. La relacién x> — 2y? = 3, para la ecuacién x — 2yy’ = 0.

7. Larelacién 2x — 2y — ¢ = 0 para la ecuacién (1 —ye™') + (2 —xe?)y = 0.

@ 1.1.4 Sustituir y = ¢ en la ecuacién diferencial 5y” — 3y = 0 y determina todos los valores
de r para los que @(x) = " es solucién de dicha ecuacién.



https://youtu.be/UYIP3z5HlHo
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® 1.1.5 Considerar la relacién y — 31n (y +4) = x* + C, determine si es solucién implicita de
la ecuacidn diferencial,

dy 2 (y+4)

dx  y+1
y luego comprobar que y = —4 es solucidon de dicha ecuacion diferencial e indicar qué tipo de
solucién es. Finalmente determinar el valor de C para que y(1) = —3.

@ 1.1.6 Dada la ecuacién diferencial 3 (y"” )4 +y? = 0 jexiste alguna familia 2 paramétrica de
soluciones de dicha ecuacion? ;Tiene alguna solucion?

@ 1.1.7 La expresion y(x) =

3 define una familia 1-paramétrica de soluciones de la
—3x

ecuacion diferencial y’ = 3y? ;Hay algtin valor de C para el que y(0) = 0?

@ 1.1.8 Sabiendo que las relaciones (o ecuaciones) dadas definen a y como funcién implicita
de x, compruebe que cada una de éstas es solucion implicita de la correspondiente ecuacion
diferencial.

y
1.1 —ye¥ =C-y, ED: y = .
n(xy) —ye y e S e
2. C-y? =xy+C, ED: (xy2+x)-y':y3—y
3. (y—C)*=C-x ED: 4x(y)?+2xy =y

@ 1.1.9 Dada la ecuacién diferencial 3 (y”')* +y? = 0 ;existe alguna familia 2 paramétrica de
soluciones de dicha ecuacion? ; Tiene alguna solucién?

@ 1.1.10 Compruebe que (x2 —2x+2)(y2 + 1)e22<an(y) = C, donde C es una constante
arbitraria, es solucién general en forma implicita de la ecuacién (xy? —y? +x— 1)dx + (x2y —
2xy 4+ x> +2y —2x+2)dy = 0.

@ 1.1.11 Si curva con ecuacién y> —xy = A es una solucién implicita de la ecuacién diferen-

cial y = ZL halle una solucién particular que satisfaga la condicién y(1) = 2.
y—x

@ 1.1.12 Sabiendo que las siguientes funciones (relaciones o ecuaciones) corresponden a

la solucién general de una determinada ecuacién diferencial,(A, B, C constantes arbitrarias)
encuentre la ecuacidn diferencial respectiva.

1. y=Ax+ Bx?
2. y=Ax>+Bx*+Cx

3. y=Ax>+Be* +x—1
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4. y=x+Asenx
5. y=Ax?+A?

6. (x—A)2+y* =4

1.1.7 El problema de valor inicial

En algunos casos es importante no solo determinar la solucién general de una ecuacion diferencial sino
también se busca una solucién y(x) de una ecuacién diferencial de modo que y(x) satisfaga condiciones
adicionales prescritas, es decir, condiciones impuestas en la y(x) desconocida o sus derivadas. Para ello, se
expone la siguiente definicion.

Definicién 1.10 Problema de Valores Iniciales (PVI)
Si I es un intervalo que contiene a xy, el problema de resolver
d"y

Rt ACO DS YY) con Ly (xo0) = yo.y' (x0) = Y1,y (x0) = yu_i (1.5)

donde yg,y1,- - ,¥,—1 son constantes reales especificadas de manera arbitraria, se llama problema
de valores iniciales (PVI). Los valores de y(x) y sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto xo:
y(x0) = y0.¥' (x0) = y1.---,y" "V (x9) = yn_1 se llaman condiciones iniciales.

El problema que se expone en 1.5 se llama también problema de valores iniciales de 7-ésimo orden.
Por ejemplo, resolver

d .

cTi = f(x,y) sujetaa y(xo) = yo (1.6)
dzy / . /

2 = /(e sujetaa y(xo) = yo. y'(x0) = 3 (1.7)

son problemas de valores iniciales de primer y segundo orden, respectivamente. En el caso de la
ecuacion 1.6, se busca una solucién y(x) de la ecuacién diferencial y = f(x,y) en el intervalo I que
contiene a xo de modo que su grafica pase por el punto (xg,yo), como se muestra en la figura 1.6.

y A

Ml Soluciones de la EDO
Il Solucion que satisface el PVI

Q

(20,%0)

I

>

‘4—]—»‘ z

Figura 1.6: solucion del PVI de primer orden.
Fuente: elaboracion propia con INKSCAPE 0.47.

En el caso de 1.7 se desea encontrar una solucién y(x) de la ecuacién diferencial y” = f(x,y,y") en un
intervalo I que contiene a xy, de manera que su grafica pase no solo por (xg,yo), sino que la pendiente de la
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curva en este punto sea el nimero y;, como se muestra en la figura 1.7.

|\/I
! Wl Soluciones de la EDO

| Il Solucion que satisface el PVI
I m=1uy

y A

Figura 1.7: solucién del PVI de segundo orden.
Fuente: elaboracién propia con INKSCAPE 0.47.

Las palabras condiciones iniciales derivan de sistemas fisicos donde la variable independiente es el
tiempo ¢ y donde y(fo) = yo y ' (to) = y1 representan la posicién y la velocidad, respectivamente, de un
objeto en algin tiempo inicial f.

La estrategia para resolver un PVI para una EDO se resume, (como se muestra en la ecuacion 1.5) por
lo general, en hallar primero una familia de soluciones n paramétricas (solucién general) de la ecuacion
diferencial dada y luego usar las n condiciones iniciales en xg, para determinar valores numéricos de las n
constantes en la familia. La solucién particular resultante se define en algin intervalo / que contiene al
punto inicial xg.

Para efectos de esta seccion, se hara énfasis en los PVI para EDO de primer orden. Por ende, la
estrategia del parrafo anterior se resume en resolver la ecuacion diferencial en términos de un pardmetro,
despejando luego este con la condicién inicial dada.

Ejemplo 1.26|
N

Al resolver el problema de valor inicial: y'(x) = y(x), y(0) = 3, es facil comprobar que y(x) = Ce",
con C una constante arbitraria, representa la solucién general de la ecuacién diferencial y' (x) = y(x)
en el intervalo | — eo, 4-oo.

Lafigura 1.8, muestra la grifica de la familia de curvas solucién generadas a partir de dicha solucién
general. Luego para hallar la solucién particular cuya curva integral pasa por el punto (0,3), se
sustituye la condicién inicial y (0) = 3 en la solucién general, de donde:

3=Ce’ < C =3,

y asi de esta forma la solucién particular buscada es y = 3e*, la cual se muestra en la figura 1.8.
—
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Figura 1.8: gréfica de familia de curvas solucién de y'(x) = y(x) ysolucién del PV.I y' =y, y(0)=3
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 9.0.

Ejemplo 1.27
|

Se puede comprobar que la funcién @(x) = senx — cosx es solucién del problema de valor inicial:
y'+y=0cony(0)=-1, y(0)=1.

En efecto, note que para @(x) = senx — cosx, se tiene que @’ (x) = cosx + senx y que ¢ (x) =
—senx + cosx. Luego, sustituyendo en la ecuacién diferencial se comprueba que —senx+ cosx +
senx — cosx = 0; por tanto, @(x) es solucion de la ecuacién diferencial. Pero ademds: ¢(0) =
sen0—cosO=—1 y ¢'(0) =cos0+sen0 = 1, asi por tanto, se verifican las condiciones iniciales

dadas al P.V.I, su representacion grafica se muestran en figuras 1.9.
—

I S
KX XK

-2t -2t

Figura 1.9: grifica de familia curvas solucién y = Acos(x) + Bsen(x) y gréfica de solucién del PV.I:y" +y =0
cony(0)=—1, y'(0)=1.
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 9.0.
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Ejemplo 1.28 |
b 4
Un PVI puede tener varias soluciones. Por ejemplo, las funciones y =0; y = )1% satisfacen la

d
ecuacion diferencial d—y = xy%, y la condicién inicial y(0) =0, por lo cual, el problema de valor
X

d
inicial d—y = xy%, y(O) = 0, tiene al menos dos soluciones, como se ilustra en la figura 1.10, donde
x

las gréficas de ambas funciones pasan por el mismo punto (0,0).
—

Figura 1.10: dos soluciones del mismo PVI.
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 9.0.

Este ejemplo nos manifiesta que al tratar de resolver un problema de valores iniciales es posible que
existan més de una solucion que satisfaga la condicién inicial dada. En consecuencia, es deseable saber por
adelantado si existe una solucién y , cuando es asi, si la solucién es unica. Para ello, es necesario establecer
un teorema que dé las condiciones suficientes de existencia y unicidad de una solucion de un problema de
valor inicial de primer orden, como se muestra en apartado mds adelante.

1.2 Problema de valores frontera

Otro tipo de problema es resolver una ecuacion diferencial lineal en donde la variable dependiente y
(funcién desconocida) se le imponen ciertos valores a la variable independiente.

Definicién 1.11 Problema de Valores Frontera (PVF)
Un Problema de valores en la frontera (PVF) consiste de una ED de orden n en I

F(x,y,y,y"--y™) = 0 con n condiciones y(x0) = y0,¥(x1) = y1,-- ¥ (Xn—1) = Yu_1

Asi por ejemplo para una ecuacion diferencial de orden dos

d2y

22 = Sy sujetaa y(a) = yo, y(b) = yi (1.8)

se llama un problema de valores en la frontera (PVF). Los valores necesarios, y(a) = yo; y(b) = y1,
se denominan condiciones en la frontera.
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Ejemplo 1.29

q
LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON: Si 7 (¢) es la temperatura de un objeto en un instante

de tiempo ¢, T a es la temperatura del ambiente constante y 3 la constante de proporcionalidad
entonces la ecuacién diferencial asociada a los problemas de enfriamiento (calentamiento) es:

dT (1)
dt

=B(T()-To)

Al resolver dicha ecuacidn se necesita conocer la temperatura del objeto en dos instantes diferentes,
ya que hay dos constantes por determinar: la constante de proporcionalidad 8 y la constante de
integracién. De esta manera un PVF que lo permite resolver es

Cc% =B(T(¢r)—T,) sujetaa T(0) =Ty, T(1r;) =Th (1.9)

La solucién del problema de valor de frontera permite obtener la Ley de Variacion de la temperatura

en funcién del tiempo ( esto es, una ecuacién para T (t)).
—

Ejercicios 1.2 [Ejercicios sobre problemas de valores iniciales y frontera ]

@ 1.2.1 Verificar que y = 3> + ¢~2* — 3x es solucién del problema de valor inicial:
y/'—4y=12x,cony(0) =4, ¥y (0)=1

@ 1.2.2 Comprobar que la funcién ¢ (x) = % sen4x es solucién del problema de valor inicial:
y'+16y =0 con y(0)=0, y(0)=1

@ 1.2.3 Sabiendo que y = Acos(2x) + Bsen(2x) es la solucion general de la ecuacién y” +
4y = 0, halle, para cada caso, la solucidén al problema de valor frontera:

y(E)=10x(F) =2

1.3 Teorema de existencia y unicidad en ecuaciones diferenciales ordinarias de
rimer orden

Ante un problema de valor inicial surgen dos cuestiones fundamentales, ;, existe solucién al problema?,
,es unica? Antes de resolver un problema es interesante saber si tiene solucién y si es inica. Geométrica-
mente, equivale a preguntarse si de toda la familia de curvas integrales existe alguna que pase por el punto
definido por la condicién inicial y si por dicho punto pasa una tnica curva.

Poder asegurar la existencia de una solucién no implica que se sea capaz de hallarla, aunque si es
importante conocer su existencia y unicidad; para ello se utilizard el siguiente teorema que nos garanti-
za la existencia y unicidad de soluciones en un P.V.I para una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden.
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Teorema 1.1 Existencia de una solucién unica: TEU
Sea R un region rectangular en el plano xy definida por a < x < b, ¢ <y < d que contiene el punto

(x0,y0) en su interior. Si f(x,y) y 8—f son continuas en la region R, entonces existe algtin intervalo

Ip =]x0 — h,xo + h| con h > 0 contenido en [a,b], y una funcién tnica y(x), definida en Iy que es una
solucién del problema de valores iniciales. Dichos resultados se pueden reflejar en la figura 1.11

dy
= = f(x,y), = 0. 1.10
7= f(e), y(x0) =y (1.10)
Y I I
] i e e e
| R I
| i I
[ 7 B
I (2o, 90)! |
cr—rt+t———+—+1-—
(. Lo
Cll «—[(—> ;) 5
Figura 1.11: region Rectangular R.
Fuente: elaboracién propia con INKSCAPE 0.47.
Ejemplo 1.30
h 2
Considerando la ecuacién diferencial xy’ =2y se observa que f(x,y) = = de donde por TEU sélo
garantiza la existencia de soluciones en la parte del plano donde x # 0 y ademds por otra parte que
d 2
como a—f = —%} la unicidad también se garantiza en la misma parte.
y X
—
Ejemplo 1.31|
S . ;o : _ 1 :
En la ecuacién diferencial y = 5 se tiene que f(x,y) = ey es continua en
{(xy):x2>y*}. {(x,y) : x> = y*} esté formado por las dos rectas que pasan por el origen: y = x,
y = —x laregion del plano buscadaes R = {(x,y) : |y| < x}
—
Ejemplo 1.32
|

Considere el problema de valor inicial y'(x) = y(x) con y(0) = 3. Se quiere determinar mediante
el teorema de existencia y unicidad para EDOL1 si ;existe solucion tnica?.

d . .
Para ello, observe que tanto f(x,y) =y como —f =1 son funciones continuas en IR?, por tanto

dy

son continuas en un entorno de (0, 3), luego por el Teorema de existencia y unicidad (TEU) se puede
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asegurar que existe un entorno de xo = 0 donde existe solucién y ademds cumple ser tinica. De hecho,

en ejemplo 3.19 se determind que dicha solucién es y = 3¢* y también mostrada en la figura 1.8.
—

Ejemplo 1.33
|

Al considerar el problema de valor inicial, y'(x) = 1/y(x) con y(0) = 0, se puede verificar que no
satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad para EDO1.

En efecto, en el ejemplo 3.20, se determind que la solucién total de la ecuacién diferencial
y'(x) = y/y(x) esta formada por la solucién general \/y(x) = 1(x+C) y la solucién singular
y(x) = 0. Asimismo mediante la figura 1.5 se observa que por el punto (0,0) pasan dos curvas
solucién, y por tanto no hay unicidad.

Ahora se puede comprobar existencia y unicidad del problema y’(x) = 1/y(x) con y(0) = 0 mediante
teorema de existencia y unicidad para (xo,yo) = (0,0). De donde:

) 1
Yy =/, es decir, f(x,y) =/y(x) = y(x)%, y derivando se tiene or

I 2Hw)

: af . : .
Las funciones f(x,y) y == son continuas en el semiplano y > 0, pero no son continuas en un

dy
rectdngulo que contenga a (0,0). En cambio, si podriamos asegurar que V (xo,yo) con yp > 0
existe un intervalo centrado en xg en el que el problema dado tiene solucién Unica. Lo obtenido

anteriormente se puede apreciar mediante la figura 1.12.
—

L

Figura 1.12: region Rectangular R, paray’ = ,/y con y(0) = 0.
Fuente: elaboracion propia con Mathematica 9.0.
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Ejemplo 1.34|

A

Considere el problema de valor inicial y' = —-3++/3x+y con y(a) =b; a,b€eRR.

a) Determinar la regién R del plano real xy para la cual la ecuacién diferencial dada admite solucién
Unica que pase por el punto de la regién R.

C\?2
b) Sabiendo que la solucién general de la ecuacién diferencial propuesta es y = (g) —3x

se puede hallar una solucién para y(—1) = 3? En caso afirmativo, ;, es esta solucién nica? Justifique.
Solucion

a) Buscando la regién R del plano real:

» Lafuncién f(x,y) =+/y+3x—3 escontinuasii y> —3x.

) d 1 . ..
= La funcién of 1 es continua sii y > —3x.

dy  2/y+3x
Se concluye que la regién del plano xy en la cual se garantiza solucién tnica para el problema de

valor inicial propuesto, estd dada por R = {(x,y) € R?/y > —3x}.

x+C
2

2
b) Como la solucién general de la ecuacién diferencial es y = < ) —3x entonces para

y(—1) =3 se tiene que

| 2
3:( ;C> ~3(=1), sii C=1.

Por lo tanto, si hay solucién para el punto (—1,3), la cual estd dada por

1\2
yz(x-iz_ > —3x.

Dicha solucién NO es tnica, pues en y = —3 4 /3x+y se puede verificar que tiene otra solucién

que pasa por el punto (—1,3) ; a saber, la funcién y(x) = —3x, la cual es una solucién singular. De
donde finalmente, se determina que la ecuacion diferencial y = —3 4+ /3x+y tiene al menos dos

soluciones que satisfacen la condicién inicial y(—1) =3, a saber

1 2
yz(x—; ) —3x V y=-3x.

Por otra parte, la grafica dada en la figura 1.13 muestra los resultados obtenidos en dicho ejemplo.
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Figura 1.13: regién Rectangular R, paray’ = —3++/3x+y con y(—1)=3.
Fuente: elaboracién propia con Mathematica 9.0.

Ejercicios 1.3 [Ejercicios de Retroalimentacién]

@ 1.3.1 Realizar un estudio de existencia y unicidad para el problema de valor inicial

dy ()
dx x2
y(0) = 0

® 1.3.2 Dado el problema de valor inicial y' = x*> — xy?, y (1) = 6. Estudiar la existencia y
unicidad de su solucion.

@ 1.3.3 Determinar si se verifica el teorema de existencia y unicidad en los siguientes casos:

Ly = /xy,y(
(

1) =-1.
2.y =x/y,y(1) =1.
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5.y =x*+y*—xy, y(0)=2.

@ 1.3.4 Demostrar que en el intervalo 0 < x < 2, las funciones y;(x) =2, y2(x) =2cosx
satisfacen el problema de valor inicial

1
Y+@-y)? =0
y0) = 2
(Sugerencia: Comprobar que no se verifican las hipétesis del teorema de existencia y
unicidad).

@ 1.3.5 Considere la ecuacién diferencial y = /4 — (x2 +y2) +1n (x* 4+ y?).

1. Determine y grafique la mayor region del plano xy en donde el teorema de existencia y
unicidad (T.E.U) garantiza solucién tnica.

2. Justifique si T.E.U garantiza que existe una solucién que pase por el punto (1,1/3).
@ 1.3.6 Considere la ecuacién diferencial y = 2+/y —x2 + 2x.

1. Determine y grafique la mayor region del plano xy en donde el teorema de existencia y
unicidad (T.E.U) garantiza solucién tnica.

2

2. Compruebe que y = x~ es solucién singular.

@ 1.3.7 Considere el problema de valor inicial

{y'<x> — 24 YTy

y(x0) = Yo

1. Determine y grafique la mayor region del plano xy para la cual la ecuacién diferencial
admite solucién dnica por el punto (xo,yo) de la regién R.

Cc\2
2. Sabiendo que la solucidn general en su forma explicita esta dada por y = 2x — (x + ) .

¢ Se puede hallar una solucién para y(—1) = —2?. En caso afirmativo ;, Es esta solucién
Unica?. Justifique.

@ 1.3.8 Determine la region del plano xy en la cual la ecuacion diferencial

y =24++/y—2x+3

tiene solucién tnica para cada punto (xo,yo) de la regién. La ecuacion anterior posee una
solucién singular. Determinela. ? Afecta la existencia de tal solucion a la unicidad establecida
en el punto anterior?
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@ 1.3.9 Considere el siguiente problema de valor inicial
dy  _ 9_x2_2
rra G

y(x0) = o

entonces

1. Determine la regién R del plano xy sobre la cual podemos garantizar con certeza la
existencia y unicidad de soluciones. Haga una representacion gréfica de la region IR.

2. ¢Garantiza el teorema de existencia y unicidad, solucién tnica en los siguientes casos:
y(1) =2,y(2) = 3 y(+/5) = 2?. Justifique su respuesta.




epal rables y homogéneas

S ™

2.0.1 Objetivos Especificos

= Definir e identificar una ecuacién diferencial en variables separable y homogénea.

= Comprender el proceso de resolucidon de ecuaciones diferenciales en variables separables y homogé-
neas.

= Resolver ecuaciones diferenciales con transformaciones especiales y cambios de variable.

2.0.2 Contenidos

» Definicién de ecuacion diferencial en variable separables.

= Resolucién de una ecuacién diferencial en variable separables.

= Ecuaciones diferenciales con transformaciones especiales y cambios de variable.
= Definicién de ecuacidon diferencial homogénea.

= Resolucién de una ecuacion diferencial homogenéa.

2.1 Formas en ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

En esta seccion se consideran formas equivalentes de ecuaciones de primer orden

Y =fxy). @1

Una de estas es la ecuacion diferencial de la forma

d
M(x.y) +N(x, y)%c =0. 2.2)



Las formas 2.1 y la dada por 2.2 son equivalentes tomando N(x,y) =1y M(x,y) = —f(x,y), pues

d
M(x,y) +N(x,y) d—i =0 puede escribirse como

dy _—M(xy) _
dx W = f(x,y),

con N(x,y) # 0.

d
Por otra parte se tiene que M (x,y) + N(x,y) d—y =0 puede escribirse de forma equivalente como
b

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0, (2.3)

d
pues multiplicando M (x,y) + N(x,y) d—y =0 por dx, se obtiene
x

d
(M(x,y) —|—N(x,y)di;> dx =0<<= M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0.

Esta ultima forma 2.3, se utiliza ampliamente y tiene ventaja de ser simétrica en x e y en el sentido de
que cualquiera de ellas puede ser tratada como variable independiente, segin las circunstancias.

2.2 Ecuaciones Diferenciales en variables separables
Definicion 2.1
Se dice que una ecuacién diferencial de primer orden y' = f(x,y), es de variables separables si

puede ser escrita de la forma y’ = g(x)h(y), donde g(x) y h(y) son funciones continuas de x e y
respectivamente en cierto intervalo comdtn /.

Al dividir entre la funcién /(y), una ecuacion separable se puede escribir en la forma

dy
p(y)a = g(x) (2.4)

1
con donde, por comodidad, p(y) representaa — (h(y) # 0).

h(y)

Siy = ¢(x) representa una solucién de 2.4, se debe cumplir

[ p(o()9w)dx = [ s(x)ax @5

Pero dy = ¢'(x)dx, de modo que 2.5 es lo mismo que

/ p(y)dy = / g(x)dx (2.6)

De donde se tiene que solucion general para este tipo de ecuaciones diferenciales viene dada por

F(y) = /g(x)dx+C.
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Ejemplo 2.1 |

A |

Considere la ecuacion diferencial de—y =x, determine si es de variable separable y encuentre la
X

solucién general.

Note que dicha ecuacién diferencial es de variable separable pues esta dada de acuerdo a la forma
2.4. Asf luego, dado que una antiderivada de g(y) = y* es y? se cumple que
3
a3 _
dx ’

de donde al integrar a ambos miembros con respecto a variable independiente x se obtiene que la
solucién general viene dada de forma implicita por

Definicion 2.2

Una ecuacién diferencial de la forma diferencial: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacién
separable o de variables separables si se puede escribir de la forma:

f(x)g(y)dx+ h(x)k(y)dy = 0. 2.7)

1
Ahora si la ecuacién diferencial 2.7, se multiplica por —————, con (g(y)h(x) # 0):
g()h(x)

f@) o k)

—=dx+ ——=dy =0, (2.8)

h(x) ™ g(v)

k
luego, al tomar ZEX; =n(x)y (g = m(y) la ecuaci6n obtenida anteriormente puede ser escrita:
X 8y

n(x)dx+m(y)dy = 0. (2.9)

donde separando las variables: m(y)dy = —n(x)dx,, luego integrando a ambos lados de la igualdad:

[m@)ay= [-n(x)a,
de esta forma se obtiene la solucién de 2.7 en su forma implicita viene dada por :

F(y) =G(x)+C.

donde F' y G son antiderivadas de m y n respectivamente.

Observacion 2.1 En el proceso de resolucién se pueden perder soluciones con las manipula-
ciones algebraicas. Por ejemplo, el proceso al pasar de 2.7 a 2.8, es valido si h(x)g(y) # 0. Sin
embargo, para los casos cuando 2(x) =0y g(y) = 0 se deben comprobar en la ecuacién original
si alguna de ellas es o no solucién, y en caso de serlo, afiadirla a la solucién general.
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Ejemplo 2.2
q

Comprobar mediante las definiciones dadas anteriormente que las siguientes ecuaciones diferenciales
son de variables separables:

dy » 23 dy 2x-+xy
- = . b) — =
dx Y ® 2= 21,

(d) cos(x)e’dx+ (x+1)dy=0. (e) (xy> —y*>+x—1)dx+ (x>y —2xy+x>+2y—2x+2)dy = 0.

(a) (€)Y =2—xy.

En efecto, facilmente utilizando las definiciones aportadas para ecuaciones diferenciales en variables
separable se comprueba que:

(a) Esta ecuacion se puede reescribir como: d—y =x? (1 + y3) , luego si es una ecuacion separable.
by

d 3—
(b) Esta ecuacidn se puede reescribir como d—y = x(2 n )1)) , por tanto, el término de la derecha se
X y
L - i dy 3y ]
puede escribir como el producto de una funcién de x por una funcién de y: i X+ — T luego si
X Yy

es una ecuacion separable.

(c) Enlaecuacién y =2 —xy no se puede separar la expresién 2 — xy como producto de una
funcién de x por una de y; por tanto, no es una ecuacion separable.

(d) Esta ecuacion es de la forma: cos(x) e’ dx+ (x+ 1)dx =0, luego si es una ecuacion separable.
fx) 46)) h(x)

(e) Note que la ecuacién dada se puede expresar de la forma: (x—1)(y*+1)dx +

———
VACORN (&)
(x2 =57 4F 2) (y+1)dy = 0, luego si es una ecuacién diferencial en variable separable.
—_—
h(x) k(y)
—
Ejemplo 2.3
A
. dy x*+1 : .
Encontrar la solucién general de il y determinar la solucién particular para la cual y =4
X -y

cuando x = —3.

Separando las variables, se puede escribir la ecuacién dada en la forma (2 —y)dy = (x> + 1)dx,
luego integrando la ecuacién anterior se obtiene facilmente la solucion general de la siguiente forma

2 3
/(2—y)dy:/(x2+l)dx<:>2y—y§:%—i—x—i—C. (2.10)
Posteriormente, sustituyendo x = —3 y y =4 en 2.10 se obtiene C = 12, por lo que la solucién
particular requerida es
)3 ¥
— —x+2y——=—12. 2.11
3 Y +2y -7 (2.11)
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Observacion 2.2 Se debe notar que para llegar a la solucién general de 1a EDO del ejemplo an-
2

. . , . —X
terior, se debe considerar que y # 2. Graficamente, las curvas solucién en —— — x+ 2y — Y C

se observan en la figura 2.1 y asimismo que tienen una pendiente vertical en el punto donde y = 2.

Valores para C

- C=-5 — C=3
— C=-4 — C=4
- C=-3 =—C=5
- C=-2
- C=-1
- C=0
- C=1

X - C=2

241

d
Figura 2.1: algunas soluciones particulares de la EDO a_ 5 .
-y

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

Por otro lado, la solucién particular 2.11 puede obtenerse explicitamente mediante férmula cuadrética,

12+ —24x3 —-72x—720 1
v d d = 3 <6i \@JW) la cual se muestra

y dicha solucién serd y =

graficamente a través de la figura 2.2.

Funciones

= Ho-ve 03w )

w

- i[mﬁ\/—so—sx—ﬁ )
-2
X
. . . dy x*+1
Figura 2.2: solucién particular de la EDO que pasa 2 por (—3,4).
X -y

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9.0.

Ejemplo 2.4
|

d
Resuelva el PVI xyd—y:yx+x+y+1, con y(1)=0, x#0.
X
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d
Sien la ecuacidn diferencial dada factorizamos el lado derecho se tiene xyd—y =(y+1)(x+1), luego
X

separando variables con y # —1 e integrando

1
/Ldy = /x—i— dx
y+1 X
y—Inly+1|+C = x+Injx|+C

y—Inly+1| = x+Injx[+C
y = x+hnf(y+Dx+C (x)

de donde (*) representa la solucion general de la ED dada, ahora si en ella se toma y=0, x=1
obtenemos C = —1, de esta forma la solucion al PVI es

y(x) =x+1In|(y+1)x|-1

Observe que y = —1 es una solucién de la ecuacién (sustituya directamente), pero y = —1 no esté

contenida en la familia y(x) = x + In|(y + 1)x|+ C, por lo que es una solucién singular.
—

Ejemplo 2.5
Encontrar una solucién al problema de valores iniciales:

dy e
a1 O

Separando variables en la ecuacién diferencial dada se tiene ahora (1 —y?)dy = x*dx e integramos:

1
/(1 =)y =y-3y'+ G
2 13
/x dx = gx +C
Por lo que la solucién estd dada por:

15 15

y=3¥ =3 = C(*)

donde C = C; — C; es una constante arbitraria. Ahora si utilizamos en en (*) la condicién y(0) = 1

2
para obtener la solucién del problema de valor inicial. obtenemos C = 3

Por lo que la solucién del problema de valor inicial viene dada por :

13 15 2
Y73 T3 T3
Observe que aunque el TEU no garantiza una solucion al problema de valores iniciales en el punto

(0,1) (pues el denominador se anula), esta si existe.
—
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Ejemplo 2.6

A |

d
Resuelva la ecuacién diferencial xd—y = 2y hasta obtener su solucién general.
by
Si en la ED dada separamos variables (y # 0,x # 0), e integramos a ambos lados se tiene

In|y| =2In|x| + K,

yx

— ‘—2 :eK’
X

— |y] =K

= |y| = xX2C (¥) con C= eX constante arbitraria.

Por lo que (*) representa la solucién general de la ED dada. Por otro lado si analizamos el caso
cuando y(x) = O se tiene que esta se desprende de (*) para la constante C = 0, esto indica no es
solucién singular. Ademds se aprecia que y(0) = 0 para todas las soluciones, lo cual se puede

apreciar en la figura 2.3.
—

Grafica curvas solucion de ecuacion diferencial

. . dy
Figura 2.3: soluciones de laEDO x— =2y por (0,0).
Fuente: elaboracién propia con MAT)|C-|EMATICA 11.0.
Ejemplo 2.7 |
Resolver el problema de valor inicial
e’ cosx+cosx+ (e’ senx+e”)y =0, y(m)=0
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Separando variables e integrando se sigue que:

e’cosx+cosx+ (e'senx+e)y = 0
, d
cosx(e’+ 1) + e’ (senx+ l)d—y =0
x
' dy ,
e’ (senx+ 1)d— = —cosx(e’+1)
X
e(senx+1)dy = —cosx(e’+1)dx con senx # 1
e’ J cosx
= —————dx
e’ +1 Y senx + 1
In|e¥ +1| = —In|senx+ 1|+1In|c;|, tome C = In|cy|
In(e’+1) = In <serlicl%|—1> , para senx+1>0

Abhora despejamos y para expresar la solucién en forma explicita

v lei|—senx—1
e = —

senx + 1
es decir,
K —senx
—Inl =
4 n(senx—l—l) (+)

con K = |c;|—1. Se quiere ahora una solucién que cumple con y(7r) = 0, entonces

0= (K250 _y
sen(0+ 1

de donde
K=1

Sustituyendo en (*) obtenemos la solucién del problema de valor inicial viene dada por

1 —senx
=In| ——=
yx) =In (senx+ 1)

Ejemplo 2.8
Determine la solucién de la ecuacion diferencial:
(xy? —y? 4+ x—Ddx+ (¥®y — 2xy + x> +2y—2x+2)dy =0 (1)
Note que la ecuacién (1) se puede expresar como
O+ 1) (x— Ddx+ (x* —2x+2)(y+1)dy=0

de donde se observa es de variables separables y de esta forma:
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el y+1
———d. dy = 0
X2 —2x+2 x+y2—|—1 s
x—1 y+1
————dx = -— d
222 y2+1 J
1 1
:>§ln|x2—2x—|—2| = —<2ln]y2—i—1|—|—arctany> +k
1, 1,
=>§ln(x —2x+2)—|—§ln(y +1)+arctany = k

= In[(x* —2x+2)(y* +1)] +2arctany = 2k

x2—2x+2) (y*+1)]+2arctany o2k

= eln[(
— (x2—2x+2)(y2+ 1) .eZarctany — €2k

Asf la solucién general de la ED dada corresponde a: (x2 —2x+2)(y? + 1) - 23y = C,

Puede ingresar al link https://youtu.be/Z11xBiUBIEY o c6digo QR para visualizar explicién de

tal ejemplo.
—

Ejemplo 2.9 |
Resolver la ecuacién diferencial:
dy  y+1
dx — x+ /Xy
factorizando primero y posteriormente separando variables se tiene que
dy  y+1 oyt
dx ~ VEAVES VAL YD)
1+ d
VY gy = 4%
y+1 VX
1
vyt dy = / x2dx
y+1

Resolviendo la primera integral mediante el cambio de variable /y = ¢ se obtiene:

t+1 262+ 2%
— . xudt = = T dr
/t2+1 / 2+1

B / 21 L2\
N 2+1 2+1
2 2t
= 22— —— dt
/( t2+1+t2—|—1>

= 2t —2arctant +1n(#* + 1) + C

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 45


https://youtu.be/ZllxBiUBIEY

De esta forma y dado que 7= ,/y, se tiene que la solucion en términos de variables iniciales x, y
viene dada por:

2\/y+In(y+1)—2arctan/y+C; =2v/x+C;
= 2(y/y—+/x)+In(y+1)—2arctan/y=C

Esta dltima expresion representa la solucién general de la ecuacion diferencial en forma implicita.

—
Ejemplo 2.10
h d
Determinar solucién general de la ecuacién diferencial xd—y —y =2x%.
x
.. ., dy 2 .
Al multiplicar por dx la ecuacién xd— —y=2x"y setiene
X
xdy —ydx = 2X%ydx <= (2x*y+y)dx—xdy =0,
— y(2¥®+1)dx—xdy =0,
dividiendo por xy # 0, se obtiene que
1 1 2x* +1 1
— (y(2¢* + 1)dx — xdy) = —(0) <> ( i ) dx— () dy =0.
Xy Xy X y
En tal caso, x # 0y y # 0. Luego, se tiene que la solucion esta dada por
2x*+1 1 1 1
/( al )dx—/()dy:C — /(2x+)dx—/dy:C,
X y X y
— 2 +Inlx|—Inly| =C. (2.12)
Esto también puede escribirse en una forma libre de logaritmos escribiendo 2.12 como
X’ +Inlx|—In|y|=C < x*+1n x’ =
<~ In ‘ —(0 7
e |[I|=e
y
= I =efe
y
= Lo e
y
— x=+yeCe x
— xe = +yeC
— +eCxe” = y
— y=Axe". (2.13)

Note que el caso y = 0 esta contenido en la solucién general para el caso A = 0.
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Ejemplo 2.11|
N

Determinar solucién general de la ecuacion diferencial sen(x+y)dx+ seny(cscxdy — cosxdx) = 0.

Al considerar la ecuacién diferencial sen(x + y)dx + seny(cscxdy — cosxdx) = 0 y efectuar
simplificaciones previamente se tiene

sen(x +y)dx +seny(cscxdy — cosxdx) =0
<= (senxcosy+ cosxseny)dx+ (senycscxdy — senycosxdx) = 0
<= (senxcosy+ cosxseny — senycosx)dx + (senycscx)dy = 0

<= (senxcosy)dx+ (senycscx)dy =0

seny

<= (senxcosy)dx + (
senx

)dy:o.

. o senx .
Multiplicando el ultimo resultado por ——, con cosy # 0 se obtiene que
cosy

senx

cosy

senx seny

((senxcosy)dx+ (m) dy) = ——(0) <= (sen’x)dx+ <> dy =0.
senx cosy cosy

En tal caso, cosy # 0, o bien, y # % +km, k € Z. Luego, la solucién esta dada por

1 —cos2
/senzxdx—l—/iseny dy=C <= /(COS x> dx~|—/7senydy:C
cosy 2 cosy
X

2
3 >n X—Hn\cosyl =C
2
= x+2ln]cosy\ =2C
2
x— 0 X—Hn(coszy) =K.

Aqui K = 2C. Por otra parte, se debe notar que se usaron diversas estrategias para hallar dicha
solucidn, entre las que se recuerda la integracién por sustitucioén en

/m dy 'y /costdx,
cosy

y el uso de la identidad

5 1 —cos2x
sen“x = ———
2

2.2.1 Casos especiales que requieren alguna sustitucion

En algunos casos se pueden hacer cambios de variable apropiados que permiten transformar una

ecuacion de la forma d—y = f(x,y), en otra de variables separables, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
by
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Ejemplo 2.12

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

d
d—y =33y 3x. (2.14)
X

La raiz ctbica en la ecuacion diferencial sugiere cambiar la variable dependiente, por ejemplo y a z,
de modo tal que la raiz pueda evitarse.

En este caso, si y — 3x = z° de donde

dy 2dz
— =3+3z7—,
dx oK dx
posteriormente sustituyendo en la ecuacién diferencial 2.14 se tiene
dz
34372—= =3z,
+ 3z i Z
es decir,
dz
2
=71,
Z I Z
al separar variables
2
L 4z =dn,
z—1

posteriormente integrando a ambos lados

2
5+z+ln\z—1 |=x+K.

Finalmente como z = /y — 3x, se concluye que

V(y—3x)2+2yy—3x+2In| {/y—3x—1|=2x+C. (C=2K)

Ejemplo 2.13
A |
. e .dy y—
Verifique que la ecuacién diferencial — =
dx  x+x3%y
de variables separables al aplicar la transformacion zx~

2

se puede transformar en una ecuacién diferencial

I =y (no resuelva esta tltima ecuacién).
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d d
Observe que: wl= y = —Zx*l —x 2= —y, luego de esta forma
dx dx
d 2 d -1_ .. —1)2
y _y—x . % o x-(zx7)
dx  x+x%y dx x+x2-zx]
dz _, ot —xz2x 2 o
e —_— T 74
dx x4x%-zx! L
dZ 1 Zx*l_Z2X71+x71Z+x71Z2
e —X =
dx x+xz
dz _, wl+xlz
—_ Sy l="="=-2
dx x+xz
_ 4z _ 2 !
dx x(1+2z)
1 2d
— jdz == — Ecuacién diferencial en variables separables z(x)
z x

Ejemplo 2.14|

Resolver la siguiente ecuacién diferencial (2\/)Ty—y) dx — xdy = 0, mediante un cambio de
variable apropiado.

La raiz nos sugiere hacer el cambio de variable u?> = xy, asf, u y y son funciones que dependen de x.

. . du dy
luego derivando con respecto a x se tiene que 2ud— =y —l-xd—,
X by
d dy 2udt—
despejando D e obtiene 2 = Tdx — (x #0).
dx dx X

2,\/xy —
Al expresar (21 /Xy — y) dx —xdy = 0 en su forma normal, es decir, y/ = #, luego tomando
X

los cambios obtenidos anteriormente se tiene

d
i _ 2Vur—y
x x

) du . . . .
es decir, 2ud— = 2u, de donde separando variables e integrando a ambos miembros de la ecuacién
X

u=x++c,

finalmente devolviendo el cambio de variable u> = xy se obtiene por solucién general en su forma
implicita
+/xy=x+4c.
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Ejercicios 2.1 [ Ejercicios de retroalimentacion]

@ 2.2.1 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales, en caso de no estar la ED dada en su
forma normal conviene tenerla en dicha forma y’ = f(x,y). Posteriormente ingrese a pdgina

interactiva VARIABLES SEPARABLES 4 para comprobar dichos resultados.?
= 0]

, 66X +1
= 2y+3

3. —cse(y)dx+ (x2+1)dy=0

4.y =x2(y*+1)
@ 2.2.2 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales en variables separables.

t
ﬂdan secxdy =0
cotx

2. (x+xy?)dx+ e ydy = 0.

,  ycosx
T 1-2y

3.y

4. e+ (P +2)yy =0
5. (xy* —y?*+x—1)dx+ (x®y —2xy+x>+2y —2x+2)dy =0
6. (1+x>+y*+x2y?)dy = (1+y*)dx

d
dy _ |
dx

@ 2.2.3 Resuelva el siguiente problema de valor inicial:

1.y =v2x—y+2; cony(2)=1.

7. (1 +x2+y2+x2y2)

5 d_y_y(2x2+1)

Cdx x ’ y(l):l (SOlZy=xe(x2_1))
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@ 2.2.4 Muestre que en la ecuacién diferencial ydx + (1 + yzezx)dy =0 el cambio de
variables u = ye* separa variables, luego obtenga la solucién general de dicha ecuacién

d
@ 2.2.5 Considere la ecuacién diferencial d—y = flax+by+c); b#0
X

a) Demuestre que esta ecuacion se puede transformar a una de variables separables mediante la
sustituciéon z = ax+ by +c.

b) Utilice el resultado anterior para resolver las siguientes ecuaciones:

1.y =sen’(x—y+1)
2.y =2xy—x*—y.

1
r_
~ In(2x+y+3)

Ypuede ingresar de manera directa mediante el link https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/
LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf o en su defecto escaneando el c6digo QR adjunto.

3.y +1

2.3 Ecuaciones homogéneas y transformaciones especiales

Existen algunas ecuaciones diferenciales de variables NO separables las cuales mediante un cambio
adecuado de variables, se pueden transformar en ecuaciones de variables separables, como las que se
muestran en las sesiones siguientes.

2.3.1 Ecuacion diferencial homogénea

Definicién 2.3
Una ecuacion diferencial en la forma m(x,y)dx + n(x,y)dy = 0 es homogénea si y solo si las
funciones m(x,y) y n(x,y) son homogéneas® y del mismo grado.

9Una funcién f(x,y) es homogénea de grado n, con n € R si cumple la propiedad f(zx,zy) = " f(x,y).

Ejemplo 2.15|
q

La ecuacién (x? + y?)dx + (x> —xy)dy = 0 es homogénea de grado dos, pues tanto la funcién
m(x,y) = x> +y* como la funcién n(x,y) = (x> — xy) son funciones homogéneas y de grado dos

ambas, ya que m(tx,ty) = t2(x* +y*) = ?m(x,y) y n(tx,ty) = t*n(x,y).
E—

Definicion 2.4
Una ecuacion diferencial y' = f(x,y), es homogénea si la funcién f(x,y) es homogénea de grado
cero, es decir, si cumple que f(zx,7y) = f(x,y).

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 51


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf

Ejemplo 2.16
|

2 3
La ecuacién diferencial y' = L2y

X=y

es homogénea de grado cero pues,

2tx + 3t t(2x+3 2x+3 2x+3
f(tx,ty) — ; y — ( y) :t0< y> — y Zf(x,y)
x—ty t(x—y) x—y x—y

Definicién 2.5

d d
Una EDO de primer orden es homogénea si tiene la forma d—y =F <X> o la forma d—x =F (x> .En
X X 'y y

X
estas se cumple que tanto F <> como F (X> son funciones homogéneas y de grado cero.
y X

Observacion 2.3 Cuando la ecuacién diferencial esta escrita de la forma normal m(x,y)dx +
n(x,y)dy = 0, suponiendo que n(x,y) # 0 conviene escribirla en su forma diferencial

dy _ m(x.y)
dx n(x,y)’
Algunas operaciones algebraicas tienen validez solo bajo ciertas condiciones, por ejemplo, pasar
d 2
de (x> —y*)dy+ (xy+y*)dy=0 a d—y = —% es valido si y solo si x%> —y? # 0. Los casos
X x> =y

x?> —y? = 0 <= y = +x deben estudiarse por aparte, pues pueden generar soluciones singulares.

Teorema 2.1
Si la ecuacién diferencial de primer orden y' = f(x,y) es homogénea, entonces el cambio de va-

. y . T . .
riable u = = o equivalentemente y = u - x la reduce a una ecuacidn diferencial en variables separables.
X

Demostracion

Al hacer la sustitucién y = ux =y’ = xu’ + u la ecuacion diferencial se transforma en
xu' +u= f(x,xu),

luego como f(x,y) es homogénea de grado cero tenemos que

d
xd—Z—Fu:xof(l,u),

de donde
du du dx

X =f(Lu)—u=— 70— =

la cual es una ecuacién en variable separable. Al final del proceso de integracion, se recuperan las
variables x y y con base en la sustitucién y = ux.
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Ejemplo 2.17|
N

La siguiente ecuacion diferencial xy’ = \/x% —y? 4y, se transforma en una ecuacion de variables
- . . y
separables al utilizar cambio de variable u = =.
X

Primero dividiendo por x, suponiendo x # 0, se tiene

2
Y= 1—@) +2,
X X

. . ., y .
luego, haciendo la sustitucién u = =, se obtiene
X

; du dx
Wxtu=V1—-ltus=s —— = —.

V-2 x

Integrando a ambos miembros de la ecuacién
arcsen(u) = In|x| +1n|C],
g g y g ca e o
haciendo el cambio u = = se tiene por solucién implicita
X

arcsen (X) = In|Cx|.
x

con C una constante arbitraria.

Importante hacer notar que al dividir por xv/1 —u? se pueden haber perdido soluciones: x =0, la
2

cual no es solucién; perosi 1 — — =0 de donde y = £x que si son soluciones singulares.

y2
|

En términos generales, si y’ = f(x,y) representa una EDO y (x,y) es un punto en el dominio de f(x,y),
entonces se puede mostrar que las siguientes propiedades son equivalentes:

1. La EDO de primer orden y’ = f(x,y) es homogénea.

2. f(tx,ty) =1°f(x,y) = f(x,y) para todo ¢ tal que (tx,ty) pertenezca al dominio de f. En este caso,
se dice que la EDO de primer orden es homogénea de grado 0.

3. flx,y)=F (X) of(xy) =G (f) para alguna funcién F o G de variable real.
x

Ejemplo 2.18

Resuelva la ecuacion diferencial: y
y
dx

Observe que la ecuacién diferencial es homogénea puesto que las funciones con cirterio (y? + yx)

(3 +yx) —x*—==0
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y x? son homogéneas ambas de orden 2. Ademds reencribiendo la ED en su forma normal se tiene

dy Y +yx  (y\2 .,y
b2z,

dx X X X
y du dy .
de esta forma tomamos y = = = —x+u = ——, luego sustituyendo en la ED dada:
X dx dx
du 2
—xtu=u"+u
dx
du 2
Ex u
—u~ ! = In|x|+C

como U = —

Lo tpx+C (%)
y

Por lo tanto la solucién general de ED viene dada por (*) y ademds note que las soluciones no estdn
definidas para x = 0 (ni para y = 0, pese a ser esta una solucién singular).

—
Ejemplo 2.19
A |
Resuelva la ecuacién diferencial x-y" —ylIn (X) —y = 0 hasta obtener su solucién general.
X
Tomando L — u =y = u+ u'x. Luego sustituyendo en la ED dada se tiene que
X
ut+u'x—ulnu—u = 0
]
ulnu X
du
:>/ = In|x|+1n|C]
ulnu
—In|n| = In|C- x|
X
De donde se concluye que la solucién general viene dada por
n|2| = cx
X
—
Ejemplo 2.20
Resolver la ecuacion diferencial ,
dy x’e"x +y?

dx Xy
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Escribiendo la ecuacion diferencial de la forma y’ = F (X), es decir,
X

dx
. . y dy dv
de donde se toma el cambio de variable v==<=y=xv— — =x— +Vv
X dx dx
y sustituyendo en ED dada
dv eV +1?
xa +v= ,
Separando variables
’ dx
ve'dv = —

e integrando
ve' —e" =Inlx|+¢
finalmente retomando las variables originales, se tiene que la solucién en forma implicita viene dada
por :
Y Y
yex —xex —xIn|x| = cx

Ejemplo 2.21|

Mostrar que (x> —y?)dx + (xy +y*)dy = 0 es una EDO homogénea y hallar su solucién.

En primer lugar, como las funciones m(x,y) = (x> —y*) y n(x,y) = (xy+»?) son ambas funciones
homogéneas del mismo grado, se cumple que dicha ecuacién diferencial es homogénea. Ademas
por otro lado si se expresa la ecuacion diferencial en su forma normal, es decir, se encuentra f (x, y).
Esto es:

(> =y dx+ (xy+y)dy =0 < (xy+y*)dy = —(x* —y*)dx
d 2,2
zﬁ = iy+§2 con xy+y*>#0. (2.15)

(2.16)

Luego, se puede mostrar la homogeneidad de tres formas posibles. Esto es,

1. Reescribir f(x,y) como F <X>, siendo F una funcién real de variable real. En efecto
x

2 2 V= S| N2 _q
¥y —x y

f(x,y) = ot 7 = xyﬁyz — §2 > = SX) 2 =F (;) (X?é 0)
Yy e (+6)
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2. Reescribir f(x,y) como G (x) siendo G una funcién real de variable real. En efecto
y

2 2 22 2 1 (;)2
yo—x 2 - y X
x’ = = = = = G = 0 .

3. Mostrando que f(tx,ty) = t°f(x,y) = f(x,y) para todo t tal que (tx,ty) pertenezca al dominio
de f.

(ty)? — (1x)? 22 =22 22 —x2) P22
flexty) = 27 2 22 2 2y 5 = f(%y).
(1) (1y) + (19)2 Py +122 2y +y?)  xy+y
Con cualquiera de los tres alternativas, se muestra que la EDO dada es homogénea.
¥ — 22
Para resolver la ecuacién diferencial dada, considérela de la forma y = preR L suponiendo
XyTy
xy+y* # 0. Ahora si dividimos por x> # 0 se obtiene la ecuacién en la forma
,_(P-1
7

luego tomando la sustitucién u = = — y’ =ux+u y sustituyendo en la ecuacion anterior se tiene
X

2 3
=L 8 ()
ux = wtw? = dx u(u+1)’
de donde resolviendo y separando variables se tiene
—u 1
——du = —dx,
2 _u 1T

integrando a ambos miembros de la ecuacién

1
—Elog(uz—u—}—l)— = C+log(x),

finalmente retomando el cambio de variable y = ux, se tendria la solucién general en su forma
implicita

=C+log(x).“

tan—1 21
1 <y2 y )_ an =

“Ctog (L~ 241
2 8\ 2 x+ V3

En la figura 2.4 se muestran graficas de curvas solucién de dicha ecuacion diferencial. EI

Utilice pagina interactiva. HOMOGENEAS2 4 para verificar los resultados.
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Valorespara C
— C=1
— C=2
— C=3
— C=4
— C=5

~——

Y2

xy+y?

Figura 2.4: algunas soluciones particulares de la EDO y' =

Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 11.0.

Ejemplo 2.22

Determine el valor de a de tal forma que la ecuacién 2xz°%dx + a(x*z>*~! — 724" Ndz = 0 se
convierta en homogenéa. Luego resuelva dicha ecuacién diferencial obtenida.

Observe que:

M(x,z) = 2x23% = M(tx,t7) = 2t' 33 = t1H3ep (x,y) [1]

N(x,z) = a(x2Z3a—1 _Za—l) — N(tx,1z) = a(t1+3axzz3a—1 _ta—lza—l) 2]
De [1] y [2] se tiene que para la ED dada sea homogénea debe darse

e —p-l e 14 3a=a—1<=a=-1

Ahora si sustituimos @ = —1 en la ED se tendrfa 2xz 3dx — (x’z~* — z72)dz = 0 una ecuacion
diferencial homogénea que puede ser escrita como

dz 2x773 2z 2- %

dx Xzt —z2 T 22 1 (&)

Z . - .
Tome de esta forma u = = = 7 = ux = 7’ = u/x + u, luego sustituyendo en la ecuacién anterior
X

se tiene
, p 2u p w+u . ;
Ux—+u= s = UX= 5 —uU == ux=——, luego separando variables se tendria
1—u 1—u 1—u
1—u? 1
37du = —dx
u +u X
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= In(u) —In (u2 + 1) =Inx+InC (suponga u > 0,x>0,C > 0)

u
— ln (uz_‘_l> — 1nC..x

“ =Cux

_ —
ur+1

De donde devolviéndose a las variables originales z,x con u = — se obtiene por solucién general
X

x

2 _c
22 +x2 o

Puede ingresar al link https://youtu.be/JZYQVmGMIEo o bien al cdédigo QR dado para visualizar

explicidén de tal ejemplo.
—

Ejemplo 2.23

Ejemplo de ecuacién diferencial homogénea en x(y). Resolver la ED

y-dx+ (ycos (x) —x) dy=20
y

Ingresar al link https://www.youtube.com/watch?v=BcnsrOtPajk&feature=youtu.be o bien

al cédigo QR dado para visualizar explicion de tal ejemplo.
—

2.3.2 Transformaciones especiales

Existen algunos casos donde la ecuacién diferencial puede transformarse a una homogénea con una
sustitucién apropiada. En tales circunstancias, los ejemplos son especificos u obedecen a una estructura.
Para ilustrar este hecho, considere la EDO

dy ax+by+k
— =G| —F— 2.17
dx <Ax—|—By+K> @17)

Primer Caso

SiaB—Ab # 0y G es una funcion real continua en una region abierta, el cambio de variables

ac+bBp+k = 0

Aod+BB+K = 0 2.18)

u = x—a . .
{ con o, f3, soluci6n del sistema {
v = y-p

transformard la EDO en homogénea. En efecto, a partir de 2.18 se despejan las variables x y y obteniendo

X = uta
{y R (2.19)



https://youtu.be/JZYQVmGM9Eo
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de donde el calculo de los diferenciales son

dx = du
{dy — & (2.20)

Sustituyendo 2.19 y 2.20 en 2.17 se tendra que

dy_G<ax+by+k> — dv G(a(u+a)+b(v+ﬁ)+k>

dx  \Ax+By+K du Alu+a)+B(v+p)+K
0
d +bvtaa+bB+k
v au+bv+aa
— =G 2.21
7 du Au+Bv+Aa+BB+K 2.21)
0
PN @—G au-+bv
du Au—+ Bv
d b(L
= Y _g atoly) )
du A+B(2)
dv %
— E—F(;). (2.22)

Es decir, G se puede describir como una funcién F' que solo depende de u y v, como se ha visto, hace
de 2.17 una ecuacién homogénea.

Por otro lado, note que en el paso 2.21 se tiene la condicién de que ambas expresiones se anulen, lo
cual es posible resolviendo el sistema

{ aa+bB+k = 0

Aa+BB+K = 0 (2.23)

o equivalente el sistema
aad+bB = —k a b o\ [ —k
{Aa+B[3 :_K‘:’(A B>’<B>_<—K> (224
cuyo determinante de la matriz de coeficientes es aB — Ab, el cual se ha supuesto que aB — Ab # 0.

Luego, mediante la Regla de Cramer, el sistema de ecuaciones tiene una unica solucién para o y 3
dada por

‘ —k b ' a —k ’

—K B —kB+ Kb A —K —aK + Ak

p— P p— = . 2.2

* a b aB —Ab B a b aB —Ab (2.25)
A B A B

Segundo Caso

SiaB—Ab =0y G es una funcién real continua en una region abierta, es posible el despeje de a o b
en los casos en que A # 0 0 B # 0. De esta manera, se puede considerar la sustitucion

v =Ax+ By, (2.26)
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en donde

dv dy 1 dv A dy
A4 B e 2.27
dx + dx B dx B dx ( )

En efecto, sin pérdida de generalidad sea B # 0 en aB — Ab = 0. Entonces, despejando a se obtiene
que

a=— (2.28)
Luego

dy_G<ax+by+k> — dy

x+by+k
dx  \Ax+By+K

Ax+By+K

B(Ax+ By +K)

b(Ax+ By) + Bk

B(Ax+ By) + BK)

L dv A_ _(bvtBk
- T \Bv+BK

d Abx + Bby + Bk
<:)y:G< x -+ Bby + )

|
[
=~
~
=
+
S

!

dv

Donde 2.29 representa una EDO en variables separadas y G se puede describir como una funcién f que
solo depende de v, cuya solucidn estd dada por

/Bf(f}l;—i—A_/dx:C' (2.30)

En caso de que A = B = 0 se considera la sustitucién

v=ax+by+k (2.31)
en donde
1 d d
v _ L dv_a_dy (2.32)
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En efecto,
dy ax+by+k dy ax+by+k
dx_G<Ax—|—By—i—K> g dx_G K
o Ly a (%)
b dx b K
dv %
& —=bG (—)
dx K ta
d
= d—; =bg(v)+a
d
— T —gx
bg(v)+a
dv
——— —dx=0. 2.33
bg(v)+a * (2.33)
La ecuacién 2.33 representa una EDO en variables separadas, cuya solucion estd dada por
dv
s — [ dx=C. 2.34
/bg(v) +a / * (&39)
Ejemplo 2.24 |

N
Transformar (2x—y—4)dx— (x—2y+1)dy =0 en una EDO homogénea y hallar su solucién.

En primer lugar, se encuentra f(x,y). Esto es se transforma dicha ecuacién diferencial en su forma
normal:

(2x—y—4)dx— (x—2y+1)dy=0 < (x—2y+1)dy= (2x—y—4)dx

dy 2x—y—4
- = 2.35
dx x—2y+1 2.35)
Note que 2- —2—1-—1 = —3 £ 0 luego, se resuelve el sistema
2a—-B—-4 = 0
{ a-2+1 = 0 (2.36)
el cual tiene solucién Unica dada por
o = 3
{ B = 2 (2.37)
El siguiente paso consiste en considerar el cambio de
variables
u = x—3 x = u+3 dx = du
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referenciado en 2.18, 2.19 y 2.20. Luego, se sustituyen los resultados de 2.38 en la EDO 2.35. Esto
es

dy 2x—y-—4 . dv_2w+3)-(v+2)—4
dx  x—2y+1 du  (u+3)—-2(v+2)+1
dv. 2u+6-—v—-2-4

7 G ut3—2v—4+1
— @_ZM—V
du u—2v
dv  u(2-12)
= =1
du u(1-2%)
dv 2-2
GO i 2.
du 1—25 L)

Se sigue que 2.39 representa una EDO homogénea, la cual se transforma a una de variables separables
mediante la sustitucién
v

v=" (2.40)
u

esto permite cambiar v en términos de V manteniendo a ¥ como variable independiente. En
consecuencia

dv %u—v dv. dv v dv dv
& _ar=v_ @V _dv v &v_ @&V o 2.41
du u? du  du u du Mdu Al ( )

Con lo cual, la EDO 2.39 se transforma en

dv 2-1 dv 2-V
- 1—2”:’“CT+V_1—2V‘ (2.42)

Simplificando y resolviendo 2.42, se tiene que

dv V— 2V — v 2-V
" T T 1oy du 1—2V
dV _2V2-2V 42
du 1-2V
udv. _V2-V+1
2du  1-2V
1-2V 2

<— ———dV =-d
VZ_V+1 A

_oy 2
dv — [ Zdu=1nA
/v2 V+1 /u“ n

(2.43)
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<~ —In(V?—V+1)—2Inju| =InA
< —In(V2—V+1)=Inu’+InA
— In(V? -V +1)"! =In(4u?)
1 2
< lnm :ln(Al/i )
= : = Au’ (2.44)
V2—V+1 = AU . o
(2.45)

Recuperando la sustitucién realizada en 2.40, se tiene ahora que

1
= A’ — =A==V —w+u*=C. (2.46)

1
con C = —. Se realiza luego el cambio realizado en 2.38, para dar la solucién obtenida en 2.46 en

términos de las variables iniciales x,y, lo cual solucién general es

(=22~ (-3)y-2)+(x-3)*=C

o8

Observacion 2.4 Puede verificar resultados obtenidos del ejemplo anterior, adémas comple-
mentar teoria mediante pagina interactiva ECUACION DIFERENCIAL ESPECIAL .

Ejemplo 2.25|

xX+y

d -2
Considere la ecuacién diferencial d—x = ———— (1). Verifique que haciendo el cambio de variable

u = x — 2 la ecuacién diferencial se transforma en una ecuacion diferencial homogénea. Luego
resuelva dicha ecuacion diferecial para obtener la solucén de (1).

Solucion?:
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Setienequeu = x—2

L du_dx
dy — dy
d -2
Sustituyendo en d—x = rry-2 obtenemos
by
du y+u
dy y
d
— Zo1ios(Y)
dy
Resuelva la ecuacién diferencial:
du u
= = 142
dy y
S . du i dv
eau = v — =v+y—
=7 Y
d
Sustituyendo en o= + % obtenemos
dy y
+y 1+
V+y— = v
Y
ydv _
dy
d
= dv= 2
y
v = Inly|+c
- Yom ly| +¢
y
x—2
— =lIn|x|+¢
X

@ E 1 Puede visualizar este y otros ejemplos ilustrativos de este tipo de ecuaciones diferenciales de forma interactiva
mediante el CDF player ECUACION DIFERENCIAL ESPECIAL. &
I

Ejercicios 2.2 [Ejecicios de retroalimentacion]

@ 2.3.1 Verifique usando definicion si las siguientes ecuaciones diferenciales son homogéneas,
en caso de no estar la ED dada en su forma normal conviene tenerla en dicha forma y’ = f(x,y).
Posteriormente ingrese a pagina interactiva HOMOGENEAS1 4 para comprobar dichos resultados
en dicha pégina.

%%
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. oxy?+2x
y =
Xy

2. xy’dy — (X +y*)dx =0

3.y = Y 1 cos? (X)
x x

d
4. —(+y°) + (Bx+y?) = =0

4y
dx
2
dy =
5. y—=eX (x+y)

@ 2.3.2 Resuelva de manera algebraica las siguientes ecuaciones diferenciales, en caso de no
estar la ED dada en su forma normal conviene tenerla en dicha forma y’ = f(x,y). Posterior-
mente compruebe lo obtenido mediante pagina interactiva HOMOGENEAS2 4 para comprobar

dichos resultados en dicha pagina.

%%

) 3xy +y?
2x?

dy Y +x*+x?
dx xy? '

Y
3. xy = y+2xex.

4. (x—y)dx+ (x+y)dy =0.

5.9 = ));_T_);
6. — <y—|—xtan (i)) —|—x% =0.

@ 2.3.3 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. (y*+xy)dx—x*dy =0
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2. y(Inx—Iny)dx = (xInx —xIny —y)dy
3. (x*+2xy)y' = —2y* —3xy
4. (2xy+x*+3y2)y' + (> +2xy+3x?) =0
5.0=" +secz()—6)
y y
6. y@ = x+4y637’2x

dy

. (2yxy—y)dx—xdy =0

d
(P AV +y2) —xy x2+y2-£ =0

\]

oo

9. 2x+2y—1)+y(x+y—2) =0 (Sug.tome u=x+y)

10. x2y/ = xy+x2e¥; x>0

@ 2.3.4 Considere la ED 2x*yy’ 4 y* = 4x5, si al aplicar el cambio de variable y = 7 para
cierto n la convierte en ED homogénea. Determine el valor de n y solucion general de la misma

by+h
@ 2.3.5 Considere la ecuacién diferencial y' = f ax+by+h .
dx+cy+k

a) Siac—bd # 0, las rectas ax+by+h =0 y dx+ cy+ k =0 se intersecan en un tnico
punto (xo,yo). Muestre que, en este caso , la sustitucion u =x—xp y v=y—yo
transforma la ecuacion en homogénea en las variables u y v.

b) Cuando ac —bd = 0, pruebe que la sustituciéon z = ax+ by da como resultado una ecua-
cién en variables separable.

@ 2.3.6 Aplique ejercicio anterior para resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y
posteriormente verifique resultados obtenidos por medio de la pagina interactiva ECUACION
DIFERENCIAL ESPECIAL 4 para comprobar dichos resultados en dicha pagina.

2o

1y = 6x+3y—3

 4x48y—2

2. 2x—y+2)dx+ (4x—2y—1)dy=0
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3.y =

,  x—y—1
 x+3y-5

(2x—y—4)dx— (x+y—1)dy=0

(x=y+1)dy—(x+y—1)dx=0

g B2
T 6x—2y
ﬂ:1h+®_9
—5x—2y+3
. (x+y—4)dx+ (x—y+2)dy=0.

dy _ _ x+y+7
Tdx 2(x+y)+1



3.0.1 Objetivos Especificos

Definir e identificar una ecuacion diferencial exacta.

Comprender el proceso de resolucién de ecuaciones exactas .

Definir e identificar una ecuacién diferencial con factor integrante .

Comprender el proceso de resolucion de ecuaciones diferenciales con factor integrante.
3.0.2 Contenidos

» Definicion de ecuacion diferencial exacta.
= Resolucion de una ecuacion diferencial exacta.
= Definicién de ecuacidn diferencial con factor integrante.

= Resolucién de una ecuacidn diferencial con factor integrante.

3.1 Ecuaciones Diferenciales exactas.

Definicion 3.1
Una ecuacién diferencial de primer orden
dy

M(x,y) —|—N(x,y)5 0 o equivalentemente M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (3.1)

es exacta en un rectdngulo R, si existe una funcién F(x,y) tal que el diferencial total de F(x,y)
denotado dF (x,y) “seaigual a M(x,y)dx + N(x,y)dy, es decir, si existe una funcién F (x,y) tal que
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OF (x, JF (x,
dF () = 20 gy OFEY) 4 a1 )+ N xy)a,
dx dy
F F
de donde se extrae, en tal caso que IF(xy) _ M(x,y) y 88()6’)1) = N(x,y), para toda (x,y)
x

perteneciente a la regién rectangular R.

“9En cdlculo diferencial, se tiene que si z = f(x,y) es una funcién con primeras derivadas parciales continuas en una

df(x.y) df(x.y)
dx dy dy

regién R del plano xy, su diferencial (que también llamamos diferencial total) es dz = dx+

De acuerdo a lo anterior, como dF (x, y) =0, la solucién de la ecuacion diferencial que se obtiene por
integracion, viene dada en forma implicita por F (x,y) = C, con C una constante arbitraria.

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para conocer cudndo una ecuacién es
exacta y su demostracién nos proporciona un método para obtener la solucion general:

F(x,y) =C.

Teorema 3.1

Sean M(x,y) y N(x,y) funciones continuas con derivadas parciales de primer orden continuas en un
rectdngulo R. Entonces, la ecuacion M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 es exacta si y s6lo si se verifica:

IM (x.y) _ IN (xy)

; V(x,y) perteneciente a la region R. (3.2)
dy dx

Demostracion.
(=) Supongamos que la ecuacién M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta. Entonces, existe una funcién
F(x,y) tal que:

oF (x.y) _ oF (x.y) _ .
“or =M(xy) 'y oy =N(x,y);
por tanto:
I’F (x,y) _ oM(x.y) 9’F (x,y) _ IN(x.y)
dyox  dy y oxdy  ox

Puesto que las primeras derivadas parciales de M y N son continuas en R, también lo son las derivadas
parciales segundas cruzadas de F' ; por tanto, éstas son iguales y se tiene que:

IM(x,y) _ IN(x.y)
2 T ax V(x,y) €R.

oM ON (x,
(<) Dada la ecuacién M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0, suponga que (r.y) _ IN(x.y)

dy dx
JF (x, dF (x,
trar que existe una funcién F tal que (gxy)dx—f— a(x)))dy = M(x,y)dx+ N(x,y)dy, osea, F debe
X y

satisfacer simultaneamente dos condiciones a saber:

. Hay que demos-

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 69



JF (x,y) JF (x,y)

o~ My) oy 9y~ Ney).
Si BFé()icC,y) = M(x,y) entonces:
Flxy) = [ M(xy)dx=Glxy) + 90 (33)

donde G(x,y) es una primitiva de M(x,y) respecto de x. Ahora, derivamos parcialmente respecto de y la
expresion obtenida para F y la igualamos a N(x,y) :

3F(§J;y) . aGa(’y“’y) +9'(y) =N(x.y),

de donde despejamos ¢’ (y)

dG(x,
#0) = Nixy) - 252, G

Si esta expresion s6lo depende de y, podremos integrar y obtener ¢ (y) que, sustituida en 3.3 nos daré la
expresion de F(x,y).

Queda por demostrar que 3.4 s6lo depende de y. Para ello, comprobamos que su derivada parcial respecto
de x es cero:

0
Ix <N(x’)’) Ty

Método de resolucion

=2 0.

~JG(xy)\ _IN JdJG_JN JJIG_IN IM _
~ dx dxdy dx dyodx Ix dy

Si la ecuacion 3.1 es exacta, existe una funciéon F' de modo que:

M(x,y)dx+ N(x,y)dy = dF (x,y),

por tanto, se tiene que dF (x,y) = 0 y la solucién viene dada en su forma implicita F(x,y) = C,
donde F(x,y) se obtiene siguiendo los pasos vistos en la demostracion del teorema 4.2, con C es una
constante arbitraria.

Ejemplo 3.1

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:
(a) (x* +y* +2x)dx + (2xy + 3y*)dy = 0.

(b) (cosxsenx —xy?)dx+y(1—x2)dy =0, y(0) =2.
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Solucion

(a) Se comprueba primero que se trata de una ecuacién exacta:

0 d
—(xz ~|—y2—|—2x) =2y= —(2xy+3y2).

dy o0x
Por tanto, la solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo F una funcién tal que:
JdF
— =x* 4y +2x = M(x,y), (3.5)
dx
y
JdF
5 ==2xy+3y®> = N(x,y). (3.6)

Se calcula F (x,y). Integrando la ecuacién 3.5 respecto de x se tiene de esta manera:

3
Fxy) = [ (P47 +20dr = T +y+2 +90).

Derivando esta expresion respecto de y, se tiene que:

oF ,
ER =2y +9'(y).

Igualando esta ecuacién a la ecuacién 3.6:

20y +¢'(y) = 20y +3y%,
y despejando ¢'(y)

¢'(y) =3y = o(y) = /3y2dy =y +k.

Se puede tomar k = 0, ya que en la solucién final de la ecuacién diferencial esta constante quedara
suprimida en la constante C. Por tanto, la funcién F buscada es:

3
F(x,y) = % +y?x+x2 4+,

y la solucién general de la ecuacién diferencial es:

3

%+y2x—|—x2+y3 —C.

(b) Se comprueba que la ecuacién es exacta:

d d

a—y(cosxsenx —x?) =2y = B (y(1—=x%)).

Por tanto, la solucién general viene dada por F (x,y) = C, siendo F una funcién tal que:
JdF

— = cosxsenx—xyz, 3.7

Jx
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oF
& =y(1—x?). (3.8)

En este caso, es mds sencillo comenzar integrando la ecuacién 3.8 respecto de y:

1 —x%)y?
Flx) = [y -2y =TT
Derivando ahora esta expresion respecto de x, se tiene
oF )
-— =— Y (x).
5, = v T

Igualando esta ecuacién a la ecuacion 3.7 se tiene:

—xy? +¥'(x) = cosxsenx —xy*,

COSZX

de donde ¥'(x) = cosxsenx y ¥(x)=-— 5

Por tanto,

(1—x%)y*  cos’x
F('x’y) = 2 - 2 ’

y la solucién general de la ecuacién diferencial es:

(1—x2)y? B cos® x

” . =C, o bien, (l—xz)yz—coszx:(]l.

Imponiendo la condicién inicial, y(O) = 2, se tiene que 4 = C; y sustituyendo este valor de Cj, se
obtiene la solucién del problema de valor inicial dado:

4 —cos?x
(1—x2)

2

(1 —x?)y* —cos’x =4 o bien, y* = con 1 —x>#0.

3

Para comprobar y visualizar paso a paso dichos resultados de los ejemplos anteriores, puede ingresar

a pagina interactiva EXACTAS 2.
—

Ejemplo 3.2
‘ 1
Considere la ED F: ( — yz> dx+ (1 +f(x)-Inx)dy = 0 en el intervalo |1, 40|
x X

1. Suponiendo que F es exacta establezca una ED en f{x) y luego determine f{x)

Observe que:
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- ~1
Y y:}My:

M(-x’y) = X2 XT

N(x,y) =1+ f(x) - Inx = Ny(x,y) = Inxf'(x) + ;lcf(x)

Luego para que la ED dada sea exacta debe cumplirse

1 —1
Inxf'(x) + —f(x) = —
() + 70 =
1 1
es d'ecir, f(x) + —— fx) = TR ED Lineal en f(x) (se estudiard en proximas
secciones).

1

Ahora en la ED anterior si la multiplicamos por el factor integrante e/ xlnx = nn%) — I

Iz f/(0) + - f(0) =~

:/(lnx-f(x))'dx:/—xgdx

Inx- f(x) = %%—C

1 c 1
flx) = + — haciendo C = 0 puede tomar f(x) =
xlnx  Inx xInx

2. Sustituya la f{x) obtenida en el punto anterior y resuelva la ED exacta F

1
Cambiando f(x) = Iy 2 F se tiene que resolver ahora la ED exacta:
xXinx

1 vy 1 -
JoF

JF
Note existe una funcién potencial F(x,y) tal que la ED se escribe a—a’x + a—dy =0 (B)
X y

Comparando (A) y (B) se concluye debe darse

JOF 1 'y
w2 W
JdF 1
—> =1+ 2)
y X

Integrando (1) conrespecto a x a ambos lados, se tiene F(x,y) = Inx+ Y4 P(y) para alguna
x

funcién P, luego si la derivamos parcialmente con respecto a y se tiene

oF 1
—_— 4P (y) eigualando a (2)
dy «x

11
I+ -=—+PO)=1=P0O)=PO)=y+K

de donde la solucién generala de F viene dada por Inx—+ i +y+ K =C, es decir,
X
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lnx—l—X—l—y:B, conB=C—-K
by

Ejemplo 3.3
Resolver la ecuacion diferencial:
(ye¥+2x—1)dx+ (xe” —2y+1)dy =0
En un primer momento se verifica que la ecuacién diferencial es exacta:

M(x,y) =ye¥ +2x—1 = M, = y(e¥x) + ¥ =V (xy+1)

N(ry) = 1™ — 2y + 1 = N, = x(e%y) + €® = ¥ (xy+ 1) } = M, =N, —>1a ED es exacta,

luego de esta forma existe una funcién f(x,y) tal que

of =yeV+2x—1 y of =xe”¥ —2y+1
ox dy

: . J :
Si consideramos of = xe®” —2y+ 1 e integramos con respecto a y:

dy
fxy) =e¥—y*+y+h(x) (%)
Derivamos (*) con respecto a x, se tiene:

af  d

5 = [ —y* +y+h(x)] = ey +H (x)

d
Ahora utilizando la condicién 9f _ ye® + 2x — 1 para despejar /' (x):

dx
ye? + 1 (x) = ye? +2x— 1 = I (x) =2x— | = h(x) =x* —x+C;
Sustituimos %(x) en (*) para obtener:
fry) ==y +y+2 —x+C
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial exacta es:

f(x,y):CZ — exy—y2+y+x2—x+C1:C2

= ¥—y +y+x*—x=C

Para comprobar y visualizar paso a paso dichos resultados de los ejemplos anteriores, puede ingresar

a pdgina interactiva EXACTAS f.
—
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Ejemplo 3.4 |
Resolver el problema de valores iniciales:

1 d
(1 e +cosx—2xy> d—z = y(y+senx), y(0) =1

Primero escribimos la ecuacién diferencial de la forma diferencial:

1
—y(y+senx)dx+ < 5 +cosx — 2xy) dy=20
y

1+

de donde se tiene que
(x,) = —x( ) N(x,y) L -2
M(x,y) = + senx xX,y) = +cosx —2x
y ; yy y 112 y
M

:Ty:f@y—l—senx) :>3];]:SCDX2)’

por lo que la ecuacién es exacta y de esta forma existe una funcién f(x,y) tal que

d d
% = —y(y+senx) 'y 8;[ 11,2 + cosx — 2xy
: af . .
considerando o —y(y+ senx), luego integrando con respecto a x, se tiene
X
f(xy) = —y*x+ycosx+h(y)
, . . Of(xy) :
de donde derivando parcialmente f(x,y) con respecto a y, es decir, 5 = —2yx+cosx+H(y),
y
. af 1 .
posteriormente usando que =— = ——— +cosx —2xy, se obtiene
dy l1+y
H(y)= L = h(y) = arctany + C|
1+y?

y de esta forma la familia de soluciones implicitas de la ecuacion viene dada por :
—y*x+ycosx +arctany = C
T
siusamos y(0) =1 ==l +arctanl =C = C =1 —1—1.

Finalmente la solucién al problema de valores iniciales viene dada por

1
—y*x+ ycosx +arctany = 1 + Zn’
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Ejemplo 3.5
|

En el siguiente ejemplo, se desea determinar una funcién g(x) de forma tal que la ecuacién
diferencial (3x* —)?) dx+ (3xy*) g(x)dy = 0 sea exacta.

En efecto , patra para que la ecuacién diferencial dada (3x2 = y3) dx+ (3xy2) g(x)dy = 0 se exacta

debe cumplirse que

oM IN

I 32 a2 2/
5 3v" = 5 = 3yg(x) +307¢ (x)

— —3y" =3y [g(x) +xg'(x)]

= xg'(x) +g(x) =-1¢

d

= )] =-1

= xg(x)=—x+C
C

= gx)=-1+ <

1
En particular, si C = 0 = g(x) = —1 o también, si C = | = g(x) = —1+ —. Note dicha funcién
x

g(x) no es dnica pues involucra una constante arbitraria C que puede tomar cualquier valor en R.

“Este tipo de ecuaciones también se puede ver como una : ED lineal en g(x), la cual se retoma en sesiones posteriores.
I

Ejemplo 3.6 | Ejemplos complementarios mediante videos

|
1. Considere la ecuacién diferencial (y- P(y) + Inx)dx + x—yldy = 0. Halle una funcién P(y) de
y—

tal forma que ED sea exacta cony > 1.

Puede ingresar al link https://youtu.be/bxNLv5UKpLg o en su defecto escanear el cédigo QR
adjunto para visualizar explicacién de tal ejercicio.

2. Determine una funcién N(x,y) de tal forma que la ED (ysenx+ x?y — x)dx+N(x,y)dy =0 sea
exacta y luego resuelvala.

Puede ingresar al link https://youtu.be/VKhLWiW90vw o en su defecto escanear el cédigo QR

adjunto para visualizar explicacién de tal ejercicio.
—
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Ejercicios 3.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

@ 3.1.1 Verifique que las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas, luego resolverlas.
En caso de no estar la ecuacién diferencial en la forma m(x,y)dx + n(x,y)dy = 0 escribala en
dicha forma antes de resolverla hasta obtener solucién general. Posteriormente ingrese a pagina
interactiva EXACTAS .4 para comprobar paso a paso dichos resultados.

1. (2xy* —6x2y?) dx + (3x?y* — 4x%y) dy = 0

2. (e —ycos(xy)) dx+ (2xe® —xcos(xy) +2y) dy =0
(14 €%y +xe'y) dx + (xe* +2)dy =0.

4. (2xy —sec’x) dx+ (x* +2y)dy =0

5. (* —sen(x)) dx+ (2xy —sec?(y)) dy ==

dy 6x2+y
o == 1 1
6 dx 5—3x? awi i) =
2 2 2
7. +2xy—— dx+ (x"+Vx2+1—In(x)—=)dy=0
y
y
8 ( ) (x—2+y2)dxzo
X —yCcosx
9. — =
dx senx+y

10. (sen(xy) +xycos(xy))dx+ (x*cos(xy)) dy = 0

@ 3.1.2 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:

1. (e® —ycosxy)dx+ (2xe?” —xcosxy +2y)dy =0
2. (1+ey+xye)dx+ (xe*+2)dy=0
3. (2xy —sec?x)dx+ (x> +2y)dy =0

2 1
4. Y cosx + —%/ senx + —senxy =0
X X X
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9,

. 2xlnydx+ (x; WP+ 1) dy =0, y(0) = v2

)

x +y?)dx —2xydy = 0

3

2xy + y*)dx + (3x% + 6xy*)dy = 0

oo

- (
- (
. (2xyte? +2xy? + y)dx + (Py*e’ —x*y* —3x)dy =0
- (

Ne)

y+ycos(xy))dx+ (x+xcos(xy))dy =0

@ 3.1.3 Determine el valor de k de tal modo que las siguientes ecuaciones diferenciales sean
exactas

a) (y> + kxy* — 2x)dx + (3xy? +20x%y3)dy = 0

b) (6xy* +cosy)dx + (kx?y*> —xseny)dy = 0

@ 3.1.4 Obtenga una funcién M(x,y) de forma que la ecuacién diferencial
M (x,y)dx+ (xe® +2xy + }C)dy =0,

sea exacta.

@ 3.1.5 Determine una funcién g(y) de tal forma que la siguiente ecuacién diferencial

(8(y) +e)dx+xg(y)(1+sen(y))dy =0,

sea exacta.

@3.1.6 Considere la ecuacién diferencial (3y* + 10xy?)dx+ (6x*~ 'y — 2+ 10x?y)dy = 0 con
a € R. Determine el valor de a de tal forma dicha ecuacién sea exacta y luego resolverla.
@ 3.1.7 Determine los valores de A y de B que hacen exacta la ecuacién diferencial:
(y* —senx —2) dx+ (Axy* + Bycosx —3y*) dy = 0
@ 3.1.8 Obtener una funcién M (x, y) de modo tal que sea exacta la ecuacion diferencial:
M (x,y)dx+ (e*cosy+2cosy)dy =0
@ 3.1.9 Resuelva la ecuacion diferencial

X

X / Y
e+ = —=—— —xe
(y x2+y2>y P+
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@ 3.1.10 Encuentre la funcién f(x) tal que la ecuacién diferencial e*senx + f(x)y* —3 +
(2xy —y?)y' = 0 sea exacta, luego resuélvala.

@ 3.1.11 Halle la funcién P(y) de tal forma que (yP(y) +Inx)dx + %dy = 0 sea una
y R

ecuacion diferencial exacta.

3.2 Ecuaciones diferenciales con factores integrantes

Para una ecuacién diferencial escrita de la forma M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 que no es exacta, en algunos
casos es posible encontrar una funcién p(x,y) tal que al multiplicarla por la ecuacién diferencial, ésta se
convierta en exacta. Es decir,

p(x,y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy = 0,

es una ecuacion diferencial exacta.

Ejemplo 3.7 |

D

Demostrar que la ecuacién diferencial (2¢” + 3xseny)dx + (xey +x%cos y) dy = 0 no es exacta,
pero si se multiplica toda la ecuacién por x se obtiene una ecuacién diferencial exacta.

En efecto, esta ecuacién no es exacta ya que:

d d
3 (2¢” +3xseny) = 2¢” + 3xcosy # ER (xe* +x*cosy) = € + 2xcosy.
y

Si ahora se multiplica la ecuacién por x, se obtiene la ecuacién diferencial:

(2xe” 4 3x* seny) dx + (x*¢” 4+ x’ cosy) dy = 0,
que si es diferencial exacta ya que:

) d :
> (2xe” + 3x? seny) = 2xe’ + 3x2cosy = > (xze} +x3 cosy).
y x

o

Al factor u(x,y) tal que, al multiplicar una ecuacién diferencial por dicho factor, ésta se convierte en
exacta, se le llama factor integrante. Puede abrir p4gina interactiva FACTOR INTEGRANTE .# para
comprobar dichos resultados.

Observacion 3.1 . Ambas ecuaciones tienen esencialmente las mismas soluciones, pero al
multiplicar por el factor integrante 1 (x,y) es posible ganar o perder soluciones. En el siguiente
ejemplo vemos cdmo determinar si se ha ganado o perdido alguna solucién en el proceso.
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Ejemplo 3.8

|

Comprobar que ((x,y) = xy* es factor integrante de la ecuacion:
(2y — 6x)dx+ (3x — 4x*y1)dy = 0, (3.9)

y posteriormente resolverla.

Al multiplicar 3.9 por la funcién xy® se obtiene:
(2xy® — 6x%y?) dx + (3x%y* —4x’y) dy = 0, (3.10)

que si es exacta. (puede utilizar pagina interactiva EXACTAS fpara verificarlo.) l EJ

Al resolver la ecuacién 3.10, se tendria que su solucién serd de la forma F (x,y) = C, siendo F una
funcion tal que

OF
— = 2xy° — 6x%y?, (3.11)
ox

y
OF
— =3x%% —4x%y. (3.12)
dy

Integrando 3.11 respecto de x se tiene que

F(xy) = [ (20 —623)dx = 2y ~ 205+ 9(y).
Derivando esta expresion respecto de y, :

aF_ 2.2 3 /
7y—3xy 4y +¢'(y).

Igualando esta ecuacion con la ecuacion 3.12:

3%y — 4’y + ¢/ (y) = 3x%y* — 4xy,
de donde al despejar ¢ (y) se tiene que ¢'(y) =0,

y de esta forma se obtiene que @(y) =k, tome k = 0.

Por tanto, F(x,y) = x?y> — 2x’y? y la soluci6én general de la ecuacién diferencial 3.10 esta dada por

¥y =2y =C. E‘ J

Como se ha comentado, al multiplicar 3.9 por el factor integrante 1 (x,y) es posible ganar o perder
soluciones. En este caso, al multiplicar la ecuacién 3.9 por xy?, se ha obtenido y =0 como solucién
de 3.10, pero no lo es de 3.9.
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Observacion 3.2 Puede ingresar a pagina interactiva EXACTAS 4 para comprobar paso a paso
dichos resultados.

Cdilculo de factores integrantes
Se ha visto que pt(x,y) es un factor integrante de M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 si se cumple que la ecuacién

p(x,y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy = 0,

es exacta. Por tanto, se verificard que :

I(H(xy)M(xy)) _ I(u(xy)N(xy))

Derivando se tiene:

ou, oM _ du N
dy dy = ox ox’
es decir
u u\ (ION oM

Obtener u de esta ecuacion no es sencillo puesto que a veces se llega a una ecuacion en derivadas parciales
cuya resolucion es mas complicada que la ecuacion inicial. Sin embargo, esta ecuacion se simplifica si se
busca un factor de la forma u (x), es decir u sélo depende de la variable x, o de la forma i (y), es decir que
solo depende de y.

Factor integrante de la forma ~(x)

Suponga que se quiere hallar un factor integrante que s6lo dependa de x. Entonces la ecuacién 3.13 se
transforma en:

JON oM
— ! — .
Nu'(x) < x B ) 1(x),
de donde,
/ M _ IN
Hx) _ oy "o
1 (x) N

Si la expresion de la derecha sélo depende de x y es continua, entonces existe el factor integrante p(x) y se
obtiene integrando esta ecuacidn, es decir:

IM _IN

DO gy

w(x) = el T (3.14)

Factor integrante de la forma ~(y) :

Si ahora se tiene un factor integrante que solo dependa de y, entonces la ecuacién 3.13 queda:
IN oM
Mu'(y) == ——=— .
w(y) ( x oy > u(y)
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De donde ahora:

IN M
W) R

p(y) M

Si la expresion de la derecha sélo depende de y y es continua, entonces existe el factor integrante u(y) y se
obtiene integrando:

w(y) = el (3.15)

Método de resolucion

dM JN
Dada la ecuacién diferencial en la forma M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0, al calcular 57 3
y X
.dM | N .
» Si — # ——, la ecuacidn no es exacta.
dy ox
IM _ N
= Si % depende sdlo de x, entonces un factor integrante es
pix) = el
IN oM
= Si 3)6]‘47@ depende sélo de y, entonces un factor integrante es:
piy)=el o

= Al encontrar el factor integrante, se multiplica toda la ecuacién diferencial por dicho factor y, puesto
que la ecuacién obtenida es ahora exacta, se resuelve hallando la solucién F(x,y) = C segtin los
procedimientos ya anteriormente descritos para este tipo de ecuaciones diferenciales.

= Finalmente es importante verificar si al multiplicar por el factor integrante aparecen o se pierden
soluciones.

Ejemplo 3.9

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@) (26 +y)dx+ (x*y —x) dy =0.
®) y(x+y+1)dx+x(x+3y+2)dy=0.

En efecto, considerando las ecuaciones dadas y utilizando la teoria antes descrita se verifica lo
siguiente para cada una de ellas:

(a) Esta ecuacion no es exacta ya que:
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0 d
5¢z&+yy=1¢5;@%~10=<bw—1)

S-F _1-Qu-1)_ —2p+2 _ 2(l-x) _ 2

En este caso se tiene que

N (Zy—x)  —x(1—-xy) —x(1—xy) x’

por tanto, si existe un factor de la forma gt (x), y esta dado por:

ux) = ol T =572, EJ

Puede ingresar a la pagina interactiva FACTOR INTEGRANTE 4 para verificar dichos resultados
obtenidos.

Al multiplicar la ecuacién diferencial por este factor integrante, se obtiene la ecuacion:

<2+%)dx+ (y—i) dy =0,

que si es exacta. La solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo F una funcién tal que:

oF y
Z—Z-ﬁ-xfz (3.16)
oF _, 1 (3.17)
dy X

Si se integra a ambos lados la ecuacién 3.17, con respecto a y entonces:

F(x.y) =/<y—i>dy=y22—)yc+‘1f(x).

Luego derivando esta expresion respecto de x :

JF y ,
g—;‘f“}’(x).

Igualando esta ecuacién con la ecuacién 3.16 se obtiene:

despejando ¥’ (x) e integrando respecto de x se tiene

Y(x) = 2x,

y de esta forma se obtiene la solucién general

¥y
2 x
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(b) Laecuacién y(x+y+1)dx+x(x+3y+2)dy =0 no es exacta ya que:
d d
a—y(y(x+y+1)):x+2y+1#$(x(x+3y+2)):2x+3y+2.

En este caso:

d d
TN x2y+1-(2x+3y+2) —x—y—1

N x(x+3y+2) ~ x(x+3y+2)’

no depende sélo de x, por tanto, no existe un factor de la forma p(x).

Luego se busca si es posible un factor p(y), y para ello se procede:

2 0.
= _ 2F3y+2—(x+2+1) _ x+y+1 1

M y(r+y+1) Ty D Y
de donde al depender la expresién anterior de solo y, se calcule el factor integrante de la siguiente
forma:

po) =l ==y,

Al multiplicar la ecuacién diferencial por este factor integrante, se obtiene la ecuacion exacta:

y2(x+y+1)dx+xy(x+3y+2)dy =0.

La cual solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo F una funcién tal que

oF

5. =Y (xty+1), (3.18)
JoF

o =xy(x+3y+2). (3.19)

Para hallar F, se integra la ecuacién 3.18 con respecto a x:

22
F(x,y) = / (yz)H—y3 +y2) dx = Ty +y3x+o(y). (3.20)

Para hallar ¢(y), se deriva esta expresién respecto de y

JF
Fe Xy +3y2x + 2px + ¢ (),

e igualando a la expresién dada con 3.19 se tendria:

Xy 43y x+2yx+ @' (v) = xy(x 43y +2).

Despejando ¢'(y) de la ecuacion anterior e integrando con respecto a y se tiene que

©(y) = k siendo k cualquier constante.
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Puesto que se puede elegir cualquier valor constante para k, se elige de esta forma ¢@(y) =0y se
sustituye en 3.20 para obtener la expresion de F, de donde finalmente la solucién general es:

2.2
X
Ty+y3x—|—y2x:C.

Puede verificarse que la solucidon y = 0 también es solucion de la ecuacién diferencial original.

—
Ejemplo 3.10|
Determinar la solucién general de la ecuacion diferencial
(2xy +y*) dx+ (3x* + 6xy° ) dy =0 (1)

En este caso dado que :

M(x,y) = 2xy+y* = aaﬂj = 2x+4y?,

N(x,y) = 3x* + 6xy° — 881;] = 6x+6)°
como —— # a—N, tenemos que (1) no es una ecuacion diferencial exacta. Ahora se buscard un factor

dy ' dX
integrante £ (x), u(y) para (1), a saber:

%—% - 2x + 4y — 6x — 6y°

N - 3x% + 6xy3
—(2y® +4x)
3x% + 6xy3

(2)

La expresién en (2) no es una funcién exclusivamente de x, por lo que no admite factor integrante
1 (x), sin embargo, si uno i (y), como se muestra a continuacion :

%—% _ 6x + 6y — 2x — 4y? (3)
M 2xy + y*
2(y* +2x)
y(y* +2x)
. 2
oy

La expresion en (3) si es una funcién exclusivamente de y, luego un factor integrante es de la forma

g 72 @
efydy — 2y — ny* y2
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Asf: u(y) = y%. Puede ingresar a la pagina interactiva FACTOR INTEGRANTE # para verificar dichos
resultados obtenidos.

Ya que se conoce un factor integrante de (1), multiplicamos dicha ecuacién por y?, se tiene :
(2xy® +3%)dx + (3x*y* +6xy°)dy = 0 (4)
Note la ecuacién diferencial (4) es exacta, ya que :

oM, s ON
By T =5

de donde resolviendo (4) se tiene que la solucion general estd definida implicitamente en la ecuacién

2y +xf=C

Ejemplo 3.11

Determinar la solucién general de la ecuacién diferencial

(3+2)drt ~(+iGa)dy= (1)

Segtn la ecuacién diferencial (1), se tiene que:

y 14+ In(xy
M) =542 Ny =10,
ot N il
dy  x2’ ox  x2

De modo que (1) no es una ecuacion diferencial exacta. Observe que (1) admite un factor integrante

en x, ya que :
M _ N I
Dok _ oEtmE 1,
N - I+In(xy) ~

X

Observe que (2) es exclusivamente funcién de x, por lo que un factor integrante es

= =x l EJ Factor integrante #

luego multiplicamos (1) por p(x) y obtenemos la ecuacion:

[

pi)=e

(Jy—c +2x) dx -+ (1+1In(xy) Jdy = 0

la cual es una ecuacién diferencial exacta y al resolverla se obtiene que por solucion general la curva
definida implicitamente en la ecuacién

yln(xy) +x* =C
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Ejemplo 3.12

Considere la ecuacion diferencial
(2y% 4 4x?y)dx + (4xy +3x°)dy = 0 (1)

Esta ecuacién no es exacta pero admite factor integrante de la forma p(x,y) = x- f(y). Halle funcién
f(y) > 0y luego determine la solucién general de dicha ecuacién diferencial.

En efecto, primero se multiplica la ecuacién diferencial (1) por u(x,y) = x- f(y):

(2xy? +4x°y) f(y) dx + (4x?y+3x*) f(y)dy =0

M(x,y) N(x,y)

Para que la ecuacion obtenida sea exacta, se debe cumplir que M, = N, es decir:

(dxy +433) £ () + (2% +43Y) £(v) = (8xy+ 126 £()

. f’(y)_%
f)
f’y 2
:>/ O E
= In(f(y)) =iny’
= f) =y
w(x,y) = xy*

Ahora al multiplicar u(x,y) = xy* por la ecuacién diferencial se obtiene:

(2xy* 4 4x°y3) dx + (4x%y> 4 3x*y?) dy = 0

M(x.y) N(x,y)
Note que esta ecuacion es exacta pues:
M, = 8xy> +12x3y* = N,

—F:M(x,y) 1] y a—F:N(x,y) [2]. De esta

Por lo que existe una funcién F(x,y) tal que,
ox dy

forma usando [1] entonces tenemos :
F(xy) = / (2xy* + 4% )dx + h(y) = F (x,y) = 5" +x% +h(y)
luego de acuerdo a resultado anterior y [2] debe darse que

4%y’ +3x%y? + 1 (y) = 4%y’ +3x*y* = h(y) =K conkeR.
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Asi
F(x,y) = X'+ +K
— x2y4 +x4y3 (KZO)

Finalmente de esta forma la solucién general viene dada de forma implicita por

DA As

A continuacién se muestra un resumen 1til en factores integrantes de la forma:

y X
p=p(x) p=ply), p=pxy), p=p (;) n=u (y)
Si las funciones M(x,y), N(x,y) en la ecuacién diferencial M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 cumplen con
la propiedad dada en la columna de la izquierda, entonces se dice que dicha ecuacién diferencial admite
factor integrante dado en la columna de la derecha.

Propiedad Factor integrante
Mo
iz 2 = i ) = el 104
IN M
dx  dy ,
P2 = = f(5) u(y) = el 100
oM _IN
. Oy dx _ _ it _
P3: y~N—x-M_f(xy) H(xy) =e tome u = xy
ON oM
. Ox dy o (¥ VY = Jr(3)a) _7
P4: v Ntx M X _f(x> u(x)—e tomeu—x
oM _IN
ps; 909X 2y (x> H <x> = JEID) tomeu=1
y:-N+x-M y y y
Ejemplo 3.13
N

Considere la ecuacion (x?y® 4 2y)dx + (2x — 2x*y?)dy = 0, verifique que no es exacta y que no
admite factor integrante dependiente de solo de x o solo de y, sino admite factor integrante una
funcién f(xy). Luego resuelvala y determine su solucién general.
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M,—N 9xy> M, —N. Ix%y
C Y= lica P1y ad = lica P2.
omo —— 52y no aplica y ademas como —— o no aplica
M, — N, = =
Por otro lado como —2——~ = — sjaplica P3.Asip=¢el® A0 — of Fdu — =3 = x3y3
YN —xM  xy

es un factor integrante de la ED.

Al multiplicar (x?y? +2y)dx + (2x —2x*y?)dy = 0 por i = x~3y~3 se obtiene la ecuacién diferencial
exacta
(x 23y ) dx+ (20 2y =2y Ddy =0 [1]

Dicha ecuacién diferencial [1] al resolverla se obtiene por solucién general

F(x,y) =In[x[—x "%y > =2Inly| =

Ejemplo 3.14|
N

Encuentre los valores de n y m para que x"y™ sea un factor integrante de y>dx+ (xy —x*)dy =0
y verifique para los valores obtenidos, que efectivamente es exacta.

Si en la ED dada y?dx + (xy — x*)dy = 0 multiplicamos por el factor integrante de la forma
x'y™, tenemos la nueva ED:

(xn m+2)dx_|_( n+1 m+1 n+3ym)dy:() [1]

Para que la ecuacién diferencial resultante [1] sea exacta debe ahora cumplirse:
(m+2)xnym+1 (l’l—l—l) n,m+1 (n_|_3) n+2 m
— (m+2—n—1Dx"y"" 4+ (n4+3)x"y" =0
= n+3=0 A m—n+1=0
— n=-3 A m=-4

Asi la ecuacidn diferencial [1] tiene la forma:

(Py Ddx+ (x 2y P —y Ndy=0 [2]

oM oN
De [2] M(x,y) =x3y 2 = — 3 = 23y Ny =xH 33—yt = E —2x 73y 3
y x

Por lo tanto, de esta forma se comprueba que la ecuacién diferencial dada por [2] es exacta.

A
=) v
Tl
., L]
.

Puede visualizar explicacion y solucion general bajo los valores de n y m encontrados de la ecuacién
diferencial asociada. Eso mediante el video a través del link: https://youtu.be/UjYmut0O_KfM o
en su defecto escaneando el cdigo QR adjunto que lleva a pdgina respectiva para comprobar paso a
paso dichos resultados.
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Ejemplo 3.15

|

Hallar un factor integrante de la forma 1 = 1 (x> +y*) para la ecuacién diferencial

—ydx+xdy =0

. M N .
Es facil comprobar que — = = y por tanto cumple no ser una ED exacta. Luego en teoria si se
X

dy
multiplica —ydx +xdy =0 por un factor integrante de la forma 1 = 1 (x> +y?) esta seria exacta,
es decir,

) )
Por lo tanto, debera cumplir EN (—y-n(x2+y?)) = B (x-n (x> +y?)), es decir,
y x

—n (@ +y) =y’ (@ +5%) -2y = N +y) +xn' (P +y?) - 2x
de donde agrupando en términos de 1 y i)’ se tiene
=20 (¥ +5%) = (27 +2°)1' (x> + %)

n'(x* +?) 1

e+ R4y

Importante notar que todos los términos tienen argumento x> + y?, de lo contrario nos se puede
esperar un factor integrante de la forma supuesta.

Ahora si se hace v = x* + y? se tiene

') _ -1
n(v)
dn
— a1
n
luego al separar variables
dn _ —dv
n v
e integrando In|1| = —Inv + Ink. Note que v = x*> +y> > 0 y k > 0 es una constante, de donde

k k
In|=-<=n() ===
A% A%

1 1
Como es suficiente un factor integrante se puede escoger 1 (v) = —, es decir, 1) (x2 + yz) = ook
1% AT Ty
1
finalmente para resolver —ydx 4 xdy = 0 se multiplica por el factor integrante hallado 2o y se
Ty

obtiene la ED exacta

y X
— d dy=0
P x+x2+y2 y

. . X
y cuya solucion general al resolver se obtiene — arctan () =C.
y
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Ejemplo 3. |6| Ejemplo complementario mediante video

N
1. Considere la ecuacién diferencial y - dx + (x*> — xy)dy = 0. Halle una funcién f(y) de tal forma
que ED tenga un factor integrante de la forma y = L;])
x

Puede ingresar al link https://youtu.be/kGrPaa2esqgM o en su defecto escanear el cédigo QR
adjunto para visualizar explicacion de tal ejercicio.

Ejercicios 3.2 [Ejercicios de retroalimentacion|

@ 3.2.1 Verifique para cada ecuacion diferencial que la funcién p dada en cada una de ellas
representa un factor integrante. Posteriormente ingrese a pagina interactiva FACTOR INTEGRANTE 4
para comprobar dichos resultados.

1
a) (ylny+ye*)dx+ (x+ycosy)dy =0 con pu(y) = =

b) (2¢” +3xseny)dx + (xe’ +x>cosy)dy =0 con p(x) = x.

1
¢) (x—y)dx+xdy=0 con u(x) =7

d) —xdx+ (x*y+y*)dy=0 con u(y) = e

e) (2x2+2y? —x)dx+ (x> +y?> —y)dy = 0 no admite factor integrante solo de x ni solo de y,
sino ,LL(X,y) = P

@ 3.2.2 Encuentre el factor integrante i apropiado en cada una de las siguientes ecuaciones
diferenciales, posteriormente resuelvalas hasta obtener su solucin general.

a) ydx+ (3+3x—y)dy=0

b) (ysen(2x) +xy?)dx+ (y* —sen?x)dy =0
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¢) (3xtany —2y3)dx + (x0sec?y+4x3y3 +3xy?)dy =0
d) (2xy+y*)dx+ (3x* +6xy>)dy =0
e) (2xy*e 4+ 2xy3 +y)dx + (x*y*e’ —x2y? —3x)dy =0

f) dx— (ee’ —2x)dy =0

1 1
@ 3.2.3 Compruebe que la ED (—2 + yz) dx + (—) dy = 0 no es exacta. Multiplique por
X Xy

x%y? 1a ED anterior y determine para que valores de las constantes a, b, esta sea exacta y luego
resuelvala.

@ 3.2.4 Halle un factor integrante de la forma p(x,y) = x%y? para la ecuacién diferencial
(x*y? —y) dx + (x*y* —x) dy = 0 y luego determine la solucién general.

@3.2.5 Laecuacién diferencial (xy + Inx) dx+ (xy 4+ xInx) dy = 0 admite un factor integrante
de la forma x™y", determine los valores de m y n y encuentre la solucién general.

@ 3.2.6 Halle el valor de & para que la ecuacién diferencial (6xy* + cosy)dx + (ox?y? —
xseny)dy = 0 sea exacta y resuélvala en dicho caso.

@ 3.2.7 Halle una funcién N(y) tal que A(x,y) = 3xy? sea un factor integrante de la ecuacién
diferencial

1
<£2 - —) dx+N(y)dy = 0.
¥ xy

Luego resuelva la ecuacion la obtenida hasta obtener solucion general

8_M = 8_N 81/[ = _8_N verifique que ! es un fac-
ox —ay Y oy o IR MG PR ING)P

tor integrante de la ecuacién diferencial M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0.

@3.28 Si

@ 3.2.9 Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial, usando un factor integrante
1 (x,y), de la forma indicada.

(@) (y*+ 2xy)dx —x*dy =0 u(xy) =y

(b) (2x3y? +4x?y + 2xy> + xy* + 2y)dx +2(y° + X3y +x)dy =0 u(x,y) = f(x)

(© (3xy+9?) -+ (3xy+ 2)dy = 0 () = flax -+ by)
(d) (x+x*+2x%y* +y*) dx+ ydy =0 w(x,y) = f (ax* +by?)
(e) (Bx+2y+y?) dx+ (x+4xy+5y*)dy =0 w(xy) = fx+y?)

() (¥ +y* + 1)dx — 2xydy = 0 mxy) = f(x*—y*)

1

@ 3.2.10 Verifique que la funcién g (x) = x~' es un factor integrante de la ecuaci6n diferencial

(x+3x>seny)dx +x*cosydy = 0
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y
@ 3.2.11 Encuentre todas las funciones f(x,y) que cumplan f(2018,y) = ﬁ y tales que

(x+y)dx—+y (5 + f(x,y)) dy = 0 tiene por factor integrante a 11 (x,y) = x. Luego resuelva la
ecuacion segin f(x,y)

My_Nx

@ 3.2.12 Demuestre que si N es una funcién g(z) donde z = x + y entonces se cumple

/ g(z)dz . 5
que U =e es un factor integrante para la ecuacion
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

@®3.2.13 Pruebe que si y = ¢(x) es una solucién de la ecuacion diferencial [y* + g(x)] dx+
—2 [ ¢pdx
e

(y—9)?
n diferencial y 4+ y?> = 1+ x? y tsela, junto con el procedimiento indicado antes, para resolverla.

dy = 0, entonces es un factor integrante. Halle una solucién polinomial de la ecuaci6

@ 3.2.14 Muestre que si xy[f(xy) — g(xy)] no se anula en una regién del plano xy, en-

tonces un factor integrante de la ecuacién diferencial yf(xy) +xg(xy)y =0 es u(x,y) =
1

xy[f (xy) — g (xy)]
pruebe que dicha ecuacion es equivalente a y +xy’ = 0. Use esto para resolver las siguientes

ecuaciones diferenciales:

. Si, en cambio, xy[f(xy) —g(xy)] =0 en una regién del plano xy, entonces

1 y(x*y? +2) +x(2—x*?)y =0
2. y(2xy+1)dx+x(1+2xy —x*y3)dy =0

@ 3.2.15 Sea g(x,y) una funcién definida para todo (x,y) con y # 0 y que ademads satisface
que
sen(xy)dx+g(x,y)dy =0

es exacta. Si g(0,y) = 0 para todo y # 0, encuentre g(x,2011)

@ 3.2.16 Considere la siguiente ecuacién diferencial f(¢)dy + (> +y)dt = 0. Se sabe que
tal ecuacién posee un factor integrante de la forma g (7,y) = ¢. Encuentre todas las posibles
funciones f(r). Luego resuelva la ecuacion para las f que encontré

@ 3.2.17 Supongamos que U (x,y) = ¢ sinx es un factor integrante de la ecuacion diferencial

yF (x)dx +x*G(y)dy,= 0.

1. Determine explicitamente a las funciones F' y G.

2. Resuelva la ecuacion original al encontrar el resultado anterior
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o . d :
@ 3.2.18 Laecuacion diferencial ¢’ secy —tany + d_y = () posee un factor integrate de la forma
x

w(z,y) = e"*cosy para alguna constante a. Encuentre a y luego de acuerdo a ello resuelva
dicha ED hasta obtener la solucion general




4.0.1

Objetivos Especificos

= Definir e identificar una ecuacién diferencial lineal de primer orden.
= Comprender el proceso de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
= Definir e identificar una ecuacion diferencial de Bernoulli .

= Comprender el proceso de resolucién de ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

4.0.2 Contenidos

4.1

» Definicién de ecuacion diferencial lineal de primer orden.
= Resolucién de una ecuacion diferencial lineal de primer orden.
= Definicién de ecuacion diferencial de Bernoulli.

=» Resolucién de una ecuacidn diferencial Bernoulli.

Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una clase de ecuaciones diferenciales que aparecen con frecuencia en las aplicaciones es la constituida por
las ecuaciones lineales. Aunque en el tema siguiente se habla de las ecuaciones diferenciales lineales en
general, se verd ahora cémo resolver las de primer orden mediante factores integrantes.

Definicion 4.1
Una ecuacion lineal de primer orden es aquélla que tiene la forma:

ay (x)y +ap (x)y=0b(x), 4.1)




donde a; (x),ap (x) y b(x) dependen sélo de x.

Suponga que a; (x),ao (x) y b (x) son funciones continuas en un intervalo comin / y con a; (x) # 0.
Dividiendo por a; (x) se puede reescribir esta ecuacion en forma candnica:

Y +P(x)y = Q(x), 4.2)

donde P(x) y Q(x) son funciones continuas en dicho intervalo /. Si expresamos la ecuacién 4.2 en
forma diferencial, se tiene:

[P(x)y — Q(x)]dx+dy = 0. 4.3)

Método de resolucion
= Si P(x) = 0 la ecuacion es exacta y también es separable.
= En caso contrario, la ecuacién 4.3 admite un factor integrante de la forma :
1 (x) = el P)ax, (4.4)
Una vez obtenido el factor integrante se tiene las siguientes opciones:

1. Multiplicar la ecuacién 4.3 por i (x) y resolver la ecuacion exacta obtenida.

2. Hallar la solucién de un modo mads rdpido multiplicando 4.2 por pt(x):

R + p(x)P(x)y = p(x)Q(x),
Como al multiplicar la ecuacion 4.3 por p (x) se obtiene una ecuacién exacta, se tiene que  (x)P(x) = u’(x),
de esta forma la ecuacién anterior queda: p(x)y + p'(x)y = u(x)Q(x), es decir,

luego integrando respecto de x se tiene U (x)y = [ u(x)Q(x)dx+ C. Por tanto la solucién general esta
dada por:

y= ()" ( / u(x)Q(x)dx+c) | (45)

Donde p(x) viene dado por 4.4.

Teorema 4.1

Si P(x) y Q(x) son funciones continuas en un intervalo |a, b[ que contiene al punto x¢, para cualquier
valor inicial yo existe una tinica solucién y(x) en ]a, b[ del problema de valor inicial:

Y +P(x)y=0(x), y(x0) =00

cuya solucién viene dada por 4.5 para un C apropiado.
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Ejemplo 4.1
‘ 2
Considere la ecuacién diferencial lineal de primer orden y’ + 2xy — 2xe ™

general.

=0 vy halle la solucién

X

En esta ecuacion lineal P(x) = 2xy Q(x) = 2xe™ *Luego el factor integrante es:

2
— ef2xdx — .

p(x)

2

2
5% X se

Entonces al multiplicar la ecuacién y’ +2xy = 2xe™* por dicho factor integrante {1(x) = e

tiene
exzy’ + ex22xy = 2x,
.od (2
es decir, — (e y) = 2x, de donde
dx
exzy = /Zxdx =x*+C,
y la solucién general es:

_
y=e (¥*+C)

Las curvas solucién se aprecian en la figura 4.1. De donde claramente se puede apreciar que para
valores muy grandes positivos o negativos, sus soluciones tienden a y = 0.

%

Puede verificar resultados obtenidos del ejemplo anterior, adémas complementar teoria mediante

pdgina interactiva LINEAL .
—

Solucid Genera
2
y=e™ (x2 + C)

4L

. ., . 2
Figura 4.1: curvas solucién de la ecuacion y' + 2xy = 2xe™™
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9
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Ejemplo 4.2
|

Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal y' 42y = 3¢*.

En este caso P(x) =2y Q(x) = 3¢". Luego el factor integrante es:

_ edex _ er’

1(x)

multiplicando por p(x) se llega a:
er 'y/ + 62x2y — 3e3x

es decir,

d
a ( 2xy) — 3e3x’

luego,

ey = /3e3xdx =+ C,

y por tanto la solucién general viene dada por:

y=e+C-e ™

Puesto que P(x) =2y Q(x) = 3¢ son funciones continuas en toda la recta real, la solucién es
vilida en todo R.

En la figura 4.2 se muestra la familia de curvas solucién de la ecuacién diferencial dada. En ellas
se aprecia que para valores de x grandes positivos estas curvas solucion tiende a la curva solucion

y = e*, como claramente se obtuvo por medio de la solucién algebraica.
—

Solucién General

y=e* +e2*C

Solucion Particula)
y=e x :
—4 -2 2 4

-4

Figura 4.2: Curvas solucion de la ecuacion y' + 2y = 3¢*
Fuente: Elaboracién propia con MATHEMATICA 9
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Ejemplo 4.3
|

1 2 T
Resolver el problema de valor inicial —y' — —Y = xcosx con la condici6n inicial y <§> =3.
X X

En primer lugar, se expresa la ecuacion en forma canénica:

2
y - = x> cosx (4.6)

entonces de esta forma se tiene que P(x) = — y Q(x) = x*cosxy el factor integrante
x

“(x) = ef_Tzdx = x_z_

luego multiplicando 4.6 por el factor integrante se tiene que x~ 2y’ — 2x 3y = cosx, es decir,

d
= (x"%y) = cosx
x

de donde se obtiene que al integrar a ambos lados con respecto a x :
x 2y = /cosxdx =senx+C,
y por tanto la solucién general viene dada por:
y = x*(senx+C).
Sustituyendo ahora la condicién inicial y (%) = 3, se tiene 3 = ”TZ +C ”TZ <—C= 7% —1,
y la solucién del problema de valor inicial es
y = x*senx + x* <71£ = 1> .

Como P(x) y Q(x) son funciones continuas en el intervalo |0, +eo[, que contiene al punto dado en la
condicion inicial, la solucion es valida en dicho intervalo.

|
6
e
- 1.
VR R i x| s
b 2
L
i
. L 1, 2 . . . L T
Figura 4.3: curvas solucion de —y’ — —y = xcosxy la soluci6n particular obtenida de la condicion inicial y (5) =3

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 9
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Note que la figura 4.3 muestra las graficas de las curvas solucion general y la grafica de la solucion
particular obtenida a partir de la condicién inicial dada, ademds es importante rescatar que en el punto (0,0)
se visualiza claramente no existe solucién tnica, sino infinitas y asimismo no se contradice el teorema de
existencia y unicidad en dicho punto.

Ejemplo 4.4

N

x+2
Resolver 1 i6n dif ial 2)y +2y= .
esolver la ecuacion diferencial (x+2)y’ + 2y 214

Divida la ecuacién dada por x + 2 # 0, esto para escribirla en su forma

2 1

= . 4.7
120 T 2+4 @D

y +

De esta forma, el factor integrante viene dado por 4 = el Fadx = 2nl+2| — (x+ 2)2 (constante de
integracion se escoge como 0).

Posteriormente, multiplicando la ecuacién 4.7 por el factor integrante pt = (x+ 2)2, se tiene

) B (x+2)?
(x—|—2) y'+2(x+2)y—m,
es decir, )
d (x+2)
— 2)%y) =,
& T2 =7y

de donde al integrar con respecto a x en ambos lados y resolviendo se obtiene por solucién general
de la forma implicita

%%

Puede verificar resultados obtenidos del ejemplo anterior, adémas complementar teoria mediante
pdgina interactiva LINEAL .

(x+2)%’y=x+2In(x*+4)+C.

En algunos casos puede que en una ecuacién diferencial dada se deba invertir las variables dependientes
e independientes, es decir, si la ED es en y(x) pueda no resolverse en variable dependiente y, variable
independiente x pero al invertirlas y tomarlas como ED en x(y) esto si sea posible, como lo mostramos a
continuacién por medio del siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.5

|

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial  y = [1] hasta obtener la solucién general.

ey —

Claramente la ED dada por [1] no representa una ecuacion diferencial lineal en variables depen-
diente y e independiente x, es decir, en y(x), sin embargo, de acuerdo con [1] se tiene que
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d 1 d
dy 1 dx_

= — = —x
dx e —x dy

es decir, al invirtir las variables en [1] se llega a una ED de la forma

X(y)+x(y) =€ [

,la cual representa una ecuacién diferencial lineal en x(y).

Ahora resolviendo [2] se tiene en ella i (y) = ¥ que al multiplicarla por dicho factor integrante se
tiene

e X +e-x=e¥ = (e x) = e, luego integrando a ambos lados

e
e-x= > +C
De esta forma se tiene por solucién general
x(y) = %y+C~e*y

con C una constante arbitraria.

s
[S]:

Puede ingresar al link https://youtu.be/UMwdM101I64 o en su defecto escanear el cédigo QR
adjunto para visualizar explicacién de tal ejercicio.

Ejercicios 4.1 [Ejercicios de Retroalimentacién|

@ 4.1.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, luego verifique sus
procedimientos y resultados obtenidos paso a paso mediante pagina interactiva LINEAL.# para
comprobar dichos resultados en dicha pagina.

o

a) xy —4y = x5¢".

b) cosx-y +y-senx =1
—e

/
c = —
) Y +y e

d) y +y-cotx =2cosx
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e) y —y-tanx = e 5N,

1
f) xy +3y= ;ex,y(l) =1.

g) (F+1)y +xy=(1-2x)Vx2+1.

h) y2xX +xy=2y"+1.

@ 4.1.2 Muestre que la ecuacién y' 4+ P(x) = Q(x)e > puede transformarse en una ecuacién
lineal con la sustitucién u = ¢”. De acuerdo a ello resuelva xy’ + 3 = 4xe ™, con y(2) =0

@ 4.1.3 Verifique que la ecuacién lineal y' + P(x)y = Q(x) expresada en la forma M (x,y)dx +
N(x,y)dy =0, no es exacta y admite factor integrante solo en x

@ 4.1.4 Repita el ejercicio anterior, considerando la ecuacion lineal x’ + P(y)x = O(y)

@ 4.1.5 Compruebe que la ecuacién diferencial y—xy’ = y?¢”y’ no es lineal en y(x), pero si
en x(y). Posteriormente resolverla hasta obtener solucién general

@ 4.1.6 Demostrar que ED y' 4+ P(x)y = Q(x)ylny se convierte en una ED lineal mediante
cambio de variable z = Iny, con y > 0. Use lo anterior para resolver xy’ = 2x>y + ylny, con
x>0

4.2 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Definicion 4.2
Se llama ecuacion de Bernoulli a una ecuacion diferencial de primer orden que se puede expresar de
la forma:

Y 4+ P(x)y = Q(x)y", (4.8)

donde P(x) y Q(x) son funciones continuas en un intervalo Ja,b[ y n € R.

Método de resolucion

m Sin=0 o n=1,laecuacién 4.8 es una ecuacion lineal.

= Sin# 0yn #1, entonces se hace el cambio de variable v = y' =",

transformandose de esta forma la ecuacién 4.8 en una lineal para las variables (x,v). Para ello, se divide
primero la ecuacién 4.8 por y", luego,

Yoy Px)y " = 0(x). (4.9)

v d . .
De este modo, tome v=y'"" y — = (1— n)y*"d—y, luego sustituyendo en 4.9 se tiene
X

T FPEY=0(0) = v+ (1-n)P(x)y = (1-n)Q(x),
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que es una ecuacion diferencial lineal de variable independiente x y variable dependiente v.

Observacion 4.1 Se debe tener en cuenta que al dividir por y" se pierde la solucién y = 0,
luego habra que ver si esta solucidn estd contenida en la solucidn general y si no lo esté especificar
que también lo es. Una vez resuelta la ecuacion para v(x) se deshace el cambio.

Ejemplo 4.6 |

Hallar la solucién de las siguientes ecuaciones diferenciales:

@ xy'+y=y’Inx, (x>0).
b) y+y=ey.

Al considerar las ecuaciones diferenciales dadas, se tiene en cada una de ellas lo siguiente:

. . 1 Inx
(a) Expresando la ecuacién en forma normal, se tiene y + —y = —yz
X X

que es una ecuacién de Bernoulli, ya que es de la forma 4.8, con n = 2. Al multiplicar esta
ecuacién por y~2 se tiene

i 1 _ Inx
Y 4oy y=— (4.10)
X X
) ) 1—2 1 . dv _ody .
luego al hacer el cambio de variable v=y ~“ =y ", setiene que T —y I donde realizando
X X
las sustituciones correspondiente en 4.10
dv 1  Inx
dx x  x’
es decir,
dv. 1 Inx
dx x  x’
o 1 Inx L
que es una ecuacion lineal para v con P(x) = —— y Q(x) = —, entonces, la solucién viene dada
X X
por

y=p (%) (/,u(x)Q(x)dx—l—C),

1
con p(x) =el ¥ =k = x-1,

Asi por lo tanto,

1 1 1
v(x) :x/—nzxdx:x(nx-l--l-C) =Inx+14Cx.
X X X

Como v =y~ !, deshaciendo el cambio de variable se obtiene la solucién

1

Y= Inx+1+Cx’
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ademds de la solucién y = 0.

Puesto que P(x) y O(x) son continuas en el intervalo |0, 4-oo[, la solucién obtenida es vilida en
dicho intervalo.

(b) La ecuacién diferencial y' +y = e*y~? es una ecuacién de Bernoulli con n = —2. Por tanto, se
multiplica la ecuacién por y?.

Yy +y =¢, 4.11)

d d
y al hacer el cambio v =y’ — i 3y2—y.
dx dx

Luego al realizar las sustituciones correspondientes en 4.11 se obtiene

l@ + X

3dx
es decir,

d

d—: +3v =3¢,

ecuacion lineal cuya solucidn es

4x 3
v(x) = e’sx/?ae“xdx =3e ¥ (e4 +C> = Zex+Ce’3x.

3

Deshaciendo el cambio inicial v =y’, se obtiene la solucién general

3

3 X —3x
_ — .

y e + Ce

En este caso, y = 0 no era solucién de la ecuacién dada. Como P(x) y Q(x) son continuas en todo el
intervalo real, la solucién obtenida es valida Vx € IR.

3%

Puede verificar resultados obtenidos de los ejemplos anteriores, adémas complementar teoria me-
diante pdgina interactiva® BERNOULLI

“También puede visualizar dicha pagina interactiva, ingresando a la direccién https://tecdigital.tec.ac.cr/
revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf

Ejemplo 4.7

A

Resolver la ecuacién de Bernoulli en la variable dependiente x dada por 2y3x’ —y?x = —3x~!' con

y>0.



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CDFEDO1vf/BERCDF.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1-Internet-Noviedo2018.pdf
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En este caso, la ecuacion es equivalente a

2y°xx’ — y?x? = 3. (4.12)
Sea z = x?, de esta forma 7/ = 2xx’, luego sustituyendo en 4.12 se tiene y37' —y>z = —3, es decir,
7—%=_3y73 (4.13)
y

dy 1
Multiplicando 4.13 por el factor integrante pt(y) = e /5 = =~ se obtiene
y

d
vyl —y2e=-3y"* = d—y[zy_l] =3yt = gy l= —/3y‘4dy+C,

,es decir,
yl=y34+C = z=y+C.

Como z = x? se tiene que la solucién general viene dada por la solucién implicita x> = y*> 4 Cy.

—
Ejemplo 4.8
Resuelva la ecuacién diferencial (xsen(y) +x*sen(2y)) -y = 1y determine su solucién general.

Note que dicha ED puede ser escrita de la siguiente forma

dy 1
dx  xsen(y) +x2sen(2y)

(4.14)

la cual 4.14 no es una ED lineal en y(x), sin embargo, al reescribirla como una ED en x(y) si lo es
como se muestra a continuacién

@y _ 1 dx 5
= 2
dx  xsen(y)+x?sen(2y) dy xsen(y) +x~sen(2y)

de donde se tiene que
2 () —x(y) sen(y) = sen®(2y) - x> (4.15)

esta dltima ecuacion diferencial 4.15 una de Bernouilli en x(y) con n = 2. Ahora si en 4.15 la
dividimos entre x? se tiene

x2-x—sen(y)-x! =sen(2y) (4.16)
Si en 4.16 se toma el cambio de variable v = x~! =/ = —x-x7? y se sustituyen en ella
—v' —sen(y) -v=sen(2y) = +sen(y) -v = —sen(2y) (4.17)

Esta ultima ecuacion diferencial 4.17 una lineal en v(y), la cual al resolverla se tiene por solucién

v(y) = —2(cosy+1)+C-e®?
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Finalmente retomando las variables originales mediante el cambio de variable inicial v =x"! se

tiene por solucion general

Puede ingresar al link https://youtu.be/7pUVLplpIGA o en su defecto escanear el cédigo QR
adjunto para visualizar explicacioén de tal ejercicio.

x 1= —2(cosy+1)+C-e™

Ejercicios 4.2 [Ejercicios de retroalimentacion]

@ 4.2.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, luego verifique sus
procedimientos y resultados obtenidos paso a paso mediante pagina interactiva BERNOULLI..#
para comprobar dichos resultados en dicha pdgina.

1+2x% ,

a) Y+ 2y = ——5—y

23
b) yf =~y =y

¢) X%y +2x%y =y} (1424%)
d) (1+x2)y —xy =xy

e) 3xy —2y =x3y~!

f) xy' +2y+x'% =0 cony(—1)=2

g) 2y°x’ —y’x = —3x"',(y > 0) (Ecuacién Bernoulli en x(y)).
@ 4.2.2 Determine la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

)y _xxtnx)
L. xy +ln(x) = VI (x)

by__ v
Tdx x+y3a2



https://youtu.be/7pUVLplpJGA
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CDFEDO1vf/BERCDF.cdf
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d
3. 3(1 —|—x2)d—§; = 2xy(y> — 1)

4. xy = xy* +y+xy

@ 4.2.3 Encuentre la solucion del siguiente problema de valores iniciales:

{(y2+2y+x2)y’+2x =0
y(1) =0

@ 4.2.4 Una forma generalizada de la ecuacion de Bernoulli es la ecuacion

dy

o) +pEF0) =alx)

a) Haga un cambio de variable que convierta la ecuacion anterior en una ecuacion lineal.

b) Usando lo anterior, resuelva la ecuacién diferencial y' + 1 = 4e Y senux.

@ 4.2.5 Considérese la ecuacion diferencial

y' = 2(tanx)(secx) — (senx)y?

1. Pruebe que y; = sec x es solucién de esta ecuacion diferencial

2. Mediante la sustitucion y = v + secx transforme esta ecuacion diferencial en una ecuacién
de Bernoulli y resuélvala

3. Determine la solucién general de la ecuacion dada inicialmente

@ 4.2.6 Considere la ecuacién diferencial

du 1—x* 4./xarctanx 1
x— + u= VX uz

dx 1+x2 V12

1. Muestre que la sustitucion y = xu transforma la ecuacién on diferencial en una Bernoulli
2. Resuelva la ecuacion de Bernoulli encontrada en la parte anterior

3. Encuentra la solucién de la ecuacién original

@ 4.2.7 Compruebe que la ecuacion diferencial (xy + x2y3) y' =1 es de Bernoulli, cuando
se considera x = x(). También, determine la solucién general de esta ecuacién

@ 4.2.8 Determine la solucién de la siguiente ecuacién diferencial al considerar x = x(y)

(leny—x)y/ =y
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-

Ecuacion diferencial: variable ausente y cambios de variable.

{ : ' ’ . : -

’

5.0.1 Objetivos Especificos

= Definir e identificar una ecuacion diferencial de variable ausente.
= Comprender el proceso de resolucion de ecuaciones diferenciales de variable ausente.

= Usar cambios de variable para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

5.0.2 Contenidos

= Ecuacion diferencial con variable ausente.

» Ecuacién diferencial ordinarias de primer orden mediante cambio de variable.

5.1 EDO con variable ausente de segundo orden

Esta seccion trata las ecuaciones diferenciales de segundo orden en la incgnita y(x), no homogéneas, con
coeficientes variables o constantes, y que escriben como EDs de primer orden en la incégnita v(x) = y'(x).
Por supuesto que tengan soluciones que se puedan hallar por alguno de los métodos cldsicos expuestos en
secciones anteriores.

Definicién 5.1
Una ED con funcién incégnita y(x) es de variable ausente si en ella no aparecen explicitamente x o
y.
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Ejemplo 5.1 |

Las siguientes EDs de segundo orden son ejemplos de ecuaciones diferenciales de variable ausente:

1). x'+2y =0 x#0 y ausente
2). xy'+y =4x x>0 y ausente
3). x%y" = 2xy —2x(y')? x>0y (1) = %;y(l) =1 y ausente
4). 2yy" =1+ (y')? y(2) =1;y'(2) = -1 X ausente
5). Y =y (1+y) y(0) =0;y'(0) = —4 X ausente
6). 2" —(y)>+1=0 x;y ausente
7). w' =y + () X ausente

5.1.1 Algoritmo para transformar una ED de 2do orden de variable ausente en una ED de ler
orden

Se aplica el mismo cambio de variables v(x) = y'(x) a todas las EDs de segundo orden de variable ausente.
A diferencia de otros cambios de variables, en este no requiere despejar y, de lo contrario deberiamos
integrar en v(x) = y'(x) para obtener y. Escogido v =y’ deriva con respecto a la variable independiente
para obtener v/ = y” y sustituye cada ED dada. En algunas EDs con x ausente, después de sustituir v =y
y v/ =" podria ocurrir que se presenten las tres variables x,y, v, debiendo eliminar alguna, en tal caso
siempre es posible eliminar la variable x utilizando la siguiente relacién (regla de la cadena):

podv v dy

dx dy dx
v
=4

En todo caso x o y ausentes, después del cambio de variables anterior resulta una ED de primer orden
con solo dos variables (x,v) o (y,v), de la cual esperamos se puedan obtener soluciones por alguno de los
métodos vistos en lecciones anteriores.

Ejemplo 5.2 |

Resuelva la ecuacion diferencial xy” +2y =0; x #0.

Note que la variable y estd ausente. Se inicia tomando la sustitucién v =y’ entonces v/ = y”. Luego
se sustituye en la ED dada xy” + 2y’ = 0, de donde se obtiene
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x +2v=0 ED de variables separable v(x)

— =
X— = —2v
dx
dv _ s
v x
= In|v| = —2In|x| +1n|A]
= 1In|v| = In|Ax?| note que x % > 0

= v = |Alx?
—v = +Ax?

—v=Bx> donde B = +A

B . . 2
Comov =y estaEDesy = — ., de dondeintegrando se obtiene la solucién general
X

B
y=-—-+C
X

Ejemplo 5.3
q

Resolver laED 3yy'y” =1+ (y')? sujeta a las condiciones { i ,((00)>:_10 .Asumax>0,y>0y

las soluciones crecientes.

Observe que la variable x est4 ausente. Luego tomando la sustitucién v = y’ se obtiene 3yvy' = 1 +v?

se obtiene una ED en tres variables x,y, v, por lo que se recurre a regla de la cadena, es decir, se usa
, dv dv dy dv .
V= —=—.—= —.v, setiene ahora
dx dy dx dy
2

d
= 3yvd—vv =1+ [1], luego separando variables I
y

d
ﬁa’v = 7)) de donde

In(1++?) =Iny+1InC; (C>0)

Nota: se omite el valor absoluto para 1 +13 = 14 (y/)?
~
+

> 0 (y/ > 0), también para y pues y > 0.
=1+’ =Cy
= y)P=C-1=y = (Cy—l)%

Aplicando { i,((oo))z_lo obtiene 0 = (C — 1)% = C=1.LaEDqueday = (y— 1).%, es decir,




Tecnldgico de Costa Rica Profesor: M.Sc. Norberto Oviedo Ugalde

(y—1)3dy =dx

= 3
= x+A, aplicando { i’((o())) :10 = 5(1 —1)

Wit
Wt

3
Integrando luego 5 (y—1) 0+A=A=0

Wit

3
De esta forma la solucién particular de forma explicita viene dada por 2 (y—1)3 = x, y sidespejamos

y en ella se obtiene la solucién explicita

()
i

Puede ingresar al link https://youtu.be/GHiKKdp2i_Y o en su defecto escanear el cédigo QR

adjunto para visualizar explicacién de tal ejercicio.
—

Ejemplo 5.4 |
_2yy// + <y/)2 = 1
Determine la solucién del siguiente problema de valores iniciales: y(0)=1
/
Y(0)=0

Note que la variable x estd ausente. Luego haciendo la sustitucion u = y' = u’ =", se tiene

—2yd—u +u*> = 1 (note hay tres variable y,u,x)
X

d
== —2yu—u =1-u
dy

-2 d
- du:—y
1—u? y

=

Integrando obtenemos que
In(1—u?) =In(y) +c

y al usar la condicién inicial en x = 0, y = 1 y y/ = 0 se tiene que ¢ = 0, con lo cuél la solucién es:

d
y’:i\/y—1:>d—y:i y—1
X

Integrando de nuevo
2v/y—1l=4x+c

Usando la condicién inicial x = 0y y = 1 tenemos que ¢ = 0 con lo cual la solucién del PVI dada es

2¢/y—1==+x
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Ejemplo 5.5

A |
Utilice la técnica de variable ausente (reduccién de orden) para expresar la ecuacion diferencial
yy" + ()2 4+ 1 = 0 como una ecuacién diferencial de Bernoulli (no resuelva la ecuacién resultante).
Considere la sustitucién v = y’, de donde v/ = y”. Ademas, note que:
dv dv dy dv
—_— = .= = — .y
dx dy dx dy
Por lo que la ED queda expresada como:
d
y: L r1=0
dx
d
- y-—v-v+v2+1 =0
dy
dv 1 —1
= —+t-v=—
dy 'y vy
dv 1 -1
= —+-v=—V
dy "y y
la cual corresponde a una ED de Bernoulli cuya forma general para las variables involucradas es
V+P(y)v =00V
—
Ejemplo 5.6
q

Resolver el problema de valor inicial: 2yy” = 1+ (y/)?> =0, y(2) = 1; y/(2) = —1; donde ademis
1
y(x) > 7 X< 3.

Tome v =y’ en la ED:
=2y =1+ ()’

=2y =1 +1?

d
:>2ya‘: =1+12

Como en ED aparece y,dv,dx (involucra tres variables x, y,v) para eliminar x utiliza

a

dv_dv @_dv

a_diy.dx_dy Y

d
Aplica esto a nuestra ED resulta 2yd—v =142
Y
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d
:>2y—v-v:1-l-v2

dy
2vdy _/dy
1+v2 )y

= 1In(1++?) = In|y| +In|A|
= In(1+v?) = In(|A]ly])
—1+4+v* =By donde B =+A

—1+(y)>=By

Aplicando las condiciones y(2) = 1; y'(2) = —1 en estd dltima obtiene
1+(-1)>’=B-1=B=2

Con B = 2 la dltima ED es:
1+(0)=y=+y2y—1

La condici6n y'(2) = —1 tiene signo negativo y por eso considera la solucién

y=v2-1
.
V2y—1

= 2y—1=—x+C

Nuevamente utiliza y(2) = 1 en la solucién

Vv2-1—-1=-2+C
—C=3

La solucién particular es: /2y—1= —x+3

4Si también y esta ausente no requiere de este artificio

Ejemplo 5.7 |

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial: y” = (y')?tan(y) +y

Haciendov=y 'y y'=w/, cony =%

=2
= w' =v*tan(y) +v

= —v?tan(y) —v=0
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= (v —vtan(y) —1)v=0
=V —vtan(y)—1=0 A v=20

seria lineal con el factor integrante:

tanydy
Fly) = e/

/senydy
e/ cosy
Anfcosy|

cosy

multiplicando por el factor integrante se tiene:

=/ cosy—vseny = cosy

d(vcosy)

dy = Ccosy

= VCcosy = /cosydy
— vCcosy = seny +c¢
=y cosy =seny+c

dy
— ——COoSy =seny+c

dx
O gy = dx
seny+c¢
= In|seny+c|=x+b (solucién general)

Ademas se tenia v = 0 = y/ = 0 = y = k y evaluada en la ecuacién diferencial
=" = (y/)*tan(y) +’

= 0= (0)*tan(k) +0

= 0=0

como satisface la ecuacion diferencial, es solucién. Ademds es una solucién que no se puede obtener
de la solucién general, por lo que es una solucion singular

“suponga funcién logaritmo estd bien definida
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Ejemplo 5.8 |
q

1
Resolver x2y" = 2xy’ —2x(y')?, x>0; y(1)= ol y(1) = 1. Est4 ausente y.

Tome v = y' entonces v/ = y”. De donde sustituyendo en la ecuacion diferencial dada, se obtiene

2V = 20— 2x0°

-2

—x?V — 2xy = —2xv? es una ED de Bernoulli, multiplica porv—2
5%

-2
—y ) —yl=— =
X X
Tomau=v! = u' = —v"2/ = —u/ =v~% en lailtima ED resulta:
, 2 2
—U ——u=—-
X X
;2 2
= u +-x=-
u X
S 2d
—ax
Multiplica por el factor integrante 4t = ¢” X = ¢*I"¥ = x? y se obtiene x>u’ + 2xu = 2x
=—d(¥*u) = 2xdx
:>/d(x2u) = /2xdx
—x’u=x>+A
¥ +A
—Uu = 72
%
1 2+A 1 x
Como u = —, se escribe: — = al —g . Cambiando v = y/, se obtiene = = al -12- . Aplicando la
v v X X
o, ] 11’44 :
condicién: y' = 5 en esta obtiene: 1= 12 = A = 1 Sustituyendo A = 1 en la ED:
2
1 X2+A
y= e
1 2+1
:>)7 = x2
/ ‘x2
Y T2t
1
=y =1- 271 divisién de polinomios

—y=x—arctgx+B
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Posteriormente aplicando la condicién y(1) = I:

lzl—arctgx—kB:B:g

donde finalmente la solucién particular asociada al problema de valor inicial viene dada por

v/
y =x—arctgx+ 1

Ejemplo 5.9

Resolver el problema de valor inicial y” + y = 0. Considere solo soluciones crecientes.

Puede observar se encuentra ausente la variable x. Tomando v =y’ entonces v = y”. Aplicado a la
ED:

Y'+y=0
=V +y=0

dv

dx

d dv d d
Como estan dx,y,dv utiliza v_vY_& v para eliminar dx, con esto la ED se escribe:
dx dy dx dy

dv dy
= = =0
dy dx +y
dv
=>d—y v+y=0 que resulta ser una ED separable
dv
—_—y = —
dy 2
—=vdv = —ydy
integrando y el resultado lo multiplicando por 2 se obtiene: v> = —y> +A. Ahora retomando
variables originales se cambia v =y’ para obtener: (y')?> = —y? + A, esta es una ED separable
- 2
y=+VA-y

Considerando que las soluciones son creciente(derivada positiva) se toma : y' = y/A —y?

d
S

VA7
=>/A%:/dx
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Esta integral se calcula por sustitucién trigonométrica (y = v/A senu) y obtiene una solucién general:

arcsenl =x+8B

VA

Y

VA

—y=VA-senB+ VA-cosB-senx

- =senB-cosx+senx-cosB

—y =Cjcosx+ Cysenx

donde C; = VAsenB'y C> = v/AcosB es la solucién general.

Ejercicios 5.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

@ 5.1.1 Resuelva el siguiente problema de valor inicial:

y//+(y/)2 — el,yy/
(1) = 3
(1) =0

@ 5.1.2 Encuentre la solucién del siguiente problema
Y'cos(y) + (y')*sen(y) =y’

(1) =%, y(-1)=2

@®5.1.3 Resuelva el siguiente problema de valor inicial: y” =y (1+y), y(0) =0; y'(0) = —4
@ 5.1.4 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial xy” +y' = 4x, x >0

®5.1.5 Resuelva la siguiente ecuacién diferencial 2y” —(y/)2+1=0, x>0
1

@5.1.6 Resuelva el siguiente problema de valor inicial: yy” = y*y' + (y/)%;y(0) = > y'(0) =
1
@5.1.7 Resuelva el siguiente problema de valor inicial: y”+4y = 0 sujeta a las condiciones { ;)

@5.1.8 Resuelva el siguiente problema de valor inicial: 3yy’y” =1+ ()3, { ));,(((()))) %)

x> 0; y > 0, y con soluciones crecientes

5.2 Ecuacion diferencial ordinarias de primer orden mediante cambio de variable

En algunos casos se pueden hacer cambios de variable dependiente o independiente apropiados que
permiten transformar una EDOI1 en otra que puede ser resuelta de acuerdo a los métodos estudiados.
Consiguientemente se ilustra mediante los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 5.10

|

'o21
Considere la ED (1): y 2y
y

= Inx en el intervalo ]0,+eo[. Aplique el cambio de variable

x . >
7 = — para transformar la ED en una de Bernoulli, luego resuelvala para obtener la solucién

n
general de (1).
Solucién
X X
x . - : ~z—x7 :
Dado que z = o entonces se despeja y = eZ y se deriva para obtener y = e2 5— sustituyendo
ny Z
[
0.2 2xz )
en la ED (1) se tiene: xz — —=Inx
z Z
el
= x7 +z=—z"Inx (2) Ecuacién diferencial de Bernoulli en z(x).
. . . 1 1 , =V :
Para resolver dicha ecuacion de Bernoulli tome v = — =z = — =z = —-, luego sustituyendo
Z v 1%
= 1 1
en la ED (2) se obtiene x(—-) + - = —Inx— = —x/+v=—1Inx
v v 1%
v Inx
=1V —-=—(3) Ecuacién diferencial de Lineal en v(x).
X X
1
.. . /_7dx 1 1 o
Multiplicando ahora por el factor integrante e X =¢ " = — pararecibir (3) en
X

v v Inx

x xr  x?
:>/d(K) = /lenxdx
X

Aplica integracién por partes y obtiene:

1
/d(X):——nx—i— xadx
X X
% Inx 1
= -=——-—-4+C, CeR.
X X X

Finalmente considerando los cambios de variable para devolverse a las variables originales x e y, se
obtiene por solucién general de (1).
Iny

—— =Cx—Inx—1
X
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Ejemplo 5.11]

Usando la sustitucién u = In(y), determine la solucién de la siguiente ecuacién diferencial:
d
xdl—4x2y+2y1n(y) =0 (5.1)
x

Solucion:

/

y ., . . ., . .
= — la ecuacion diferencial se transforma en la ecuacion diferencial
y

Haciendo u = In(y) = v/

lineal:

xe”% —4x%e" +2uet =0

X
= x@74x2+2u20
dx
d 2
— —u+—u:4x: ED Lineal en u(x).
dx x

Resolviendo la ecuacién anterior y usando u(x) = Iny se obtiene por solucién general de 5.1

ux2:x4—l—c

c
= In(y) :x2+;

Ejemplo 5.12|

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

d
—di; =3y/y—3x (5.2)
Solucion:

La raiz cubica en la ecuacién diferencial sugiere cambiar la variable dependiente y a otra por ejemplo
z, de modo tal que la raiz pueda evitarse.

En este caso, si y — 3x = z° entonces al derivar con respecto x se tiene

dy 2 dZ
— =3437"—,
dx tIe dx
de donde sustituyendo en la ecuacion 5.2 se tiene
d
34325 =3,
dx
es decir,
dz
2
=71,
T

al separar variables
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2
£ _dz—dn,
z—1

posteriormente integrando a ambos lados

Z2
5+z+ln\z—l |=x+K.

Finalmente como z = /y — 3x, se concluye que

V(y—3x)2+2yy—3x+2In| {/y—3x—1|=2x+C. (C=2K)

—
Ejemplo 5.13
Resolver la siguiente ecuacién diferencial
(2\/xy —y)dx—xdy = 0. (5.3)

Solucion:

La rafz nos sugiere hacer el cambio de variable u?> = xy, asf, u y y son funciones que dependen de x.

d d
luego derivando con respecto a x se tiene que 2ud—u =y —|—xd—y,
X x
d dy 2udt—
despejando & e obtiene = = —dx - (x#0).
dx dx X

Ahora sustituyendo en la ecuacion 5.3, pero expresada en su forma normal se tiene

214%— _ 2V —y
x x

. du . . . .
es decir, 2u— = 2u, de donde separando variable e integrando a ambos miembros de la ecuacion
x

u=x++c,
finalmente devolviendo el cambio de variable u> = xy se obtiene por solucién general en su forma

implicita

+/xy=x+c.

Ejemplo 5.14

Considere la siguiente ecuacion diferencial de primer orden:
y(2x%/y+2)dx +x(x*\/y+2)dy =0 (1)

(a) Verificar que la solucién general de la ecuacién (1), al utilizar cambio de variable u = x> VY
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viene dada por (xz\ﬁ + 3)xy = ¢, donde c es una constante arbitraria.

Solucién
d —y(2x2/y+2
Al expresar ED (1) en su forma normal se tiene = = y = M (2).
dx x(x2y/y+2)
x2-y 2 '—2
Al tomar la sustitucién sugerida: u = x*/y = u' = 2x,/y + \[y = YAIC 3 *vY) =y
5

Luego sustituyendo en (2) se tiene

2.5 — 4 2y(u+1
_ 2y —hy | 2(ue )

x? - x(u+2)
= 2,/yu —4xy = —2xy51;
= 2,/yu’ =2xy <2— Zi;)
= 2,/yu’ =2xy <2u+u4+—2u—1>

u+3
2 =2
— \fu xy( +2)

2
= 2\/y <Z13> u' = 2xy Note que se tiene ED con 3 variables y como : VY= Z

2
— (u i > « =", ED ahora 2 variables u(x).
x

u+3
2
Lu’ = — ED variables separables
u(u+3) x
/<3u u+3)> ‘= / g
2 1
= gln(u) + gln(u+3) = In(x) +In(c)
— %(u+3)§ =

= 3vVud+3u? =cx
— B +3uk =k k=73
=>x6y% +3x4y = kx®

:>x3y'y%+3xy:k
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Por lo tanto la solucién general de (1) viene dada por

xy(FP/y+3) =k

con k constante arbitraria.
(b) Hallar la solucién particular de (1) que cumple que y(1) = 1.
Solucién

Cony(1) =1 setiene que 1-1(12y/1+3) =k = 4 = k. Entonces de esta forma se tiene que la
solucidn particular es:

(P +3) =4

Ejemplo 5.15
A |
Considere la ecuacién diferencial E: y +xy’ = e y determine la solucién general utilizando
x> +e
el cambio de variable z = ™ .
Solucién
Tomando el cambio 7 = ¢¥
Inz
y=—=
Zx—Inz
= y, = =2 5
X
In Zx—Inz x
Sustituyendo en E se obtiene: " +x= =
X X x“+z
miz n Zzlx —Inz _x
x x2 422

2= _*  (1)ED homog (x)

- = omogénea en z(x).

z X247 s ‘

., . . Z .
Para resolver la ecuacién diferencial (1) se toma v = = == 7z = xv = 7 = v+ xV/, sustituyendo
X

ahora en (1) se obtiene
2

e XV
A% XV = —/—F———F—=
x2 + x2v?
, y
:>XV_72 1%
1+v
.3
’ v
= =——
14+v
1+v2 dx
7 dv=——
\ % X
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1 dx
. x
= —§v72+ln]v| =—In|x|+C

Escribiendo la solucién general E en términos de x,y se tiene

1 =
— (E) +ln‘5‘:—ln\x|+c
2 \x b
y

1 <exy>2 &
= —=|— +1In
2\ x

= —In|x| + C ,es decir,

2

X

Ejercicios 5.2 [Ejercicios de retroalimentacion]

@5.2.1 Considere el cambio de variable u®> = xy para resolver (2\/x_y —y)dx—xdy =0

@ 5.2.2 Considere la ecuacion diferencial

2xy3dx + (X*y* —1)dy =0

a) Muestre que la sustitucion y = z% transforma la ecuacién dada en

zxz3adx+a(xzz3afl _Zafl)dy — O

b) Determine el valor de a tal que la ecuaciéon sea homogénea, luego resuelva la ecuaciéon
diferencial.

@ 5.2.3 Considere la ecuacion diferencial

du 1—x* 4y/xarctanx 1
x— + U= v u?

dx = 1-+x? V1t 22

a) Muestre que la sustitucion y = xu transforma la ecuacion en diferencial en una Bernoulli.

b) Resuelva la ecuacién de Bernoulli encontrada en la parte anterior.
@ 5.2.4 Considere la siguiente ecuacion diferencial de primer orden:
y(2x2\/y+2)dx +x(x*\/y+2)dy =0 (1)

Verificar que la ecuacién general de la ecuacién (1), al utilizar cambio de variable u = x> VY €8
dada por (xz\/i + 3)xy = ¢, donde ¢ es una constante arbitraria
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@ 5.2.5 Considere para x > 0 la siguiente ecuacién diferencial:
1 1 2
S+ = (— +y' - 1)
X X

Verificar que el cambio de variable u = y> — 1 convierte a la ecuacién dada en una ecuacién
Bernoulli. Luego resuelva dicha ecuacion



6.0.1

6.0.2

6.1

Objetivos Especificos

» Definir e identificar una ecuacién diferencial de Ricatti.

= Comprender el proceso de resolucion de ecuaciones diferenciales de Ricatti.

= Definir e identificar una ecuacién diferencial de Lagrange.

= Comprender el proceso de resolucion de ecuaciones diferenciales de Lagrange.
= Definir e identificar una ecuacién diferencial de Clairaut.

= Comprender el proceso de resolucién de ecuaciones diferenciales de Clairaut.
Contenidos

= Ecuacion diferencial ordinaria de Ricatti.
= Ecuacioén diferencial ordinaria de Lagrange.

= Ecuacion diferencial ordinaria de Clairaut.

Ecuacion diferencial de Ricatti

Definicién 6.1
Las ecuaciones de Riccati son de la forma:

Y +a(x)y+b(x)y* = c(x) [1]

donde a(x),b(x),c(x) son funciones continuas en un intervalo comn /.




Observacion 6.1

» Sib(x) =0, Vx €I se tiene ecuacién diferencial lineal y| +a(x)y; = c(x).

= Sic(x) =0, Vx €I se tiene ecuacién diferencial de Bernoulli y’ + a(x)y + b(x)y* = 0.

Teorema 6.1 Transformacion de ED de Riccati a ED lineales o de Bernoulli

Dada una solucién y; (x) de la ecuacién diferencial de Riccati y' + a(x)y + b(x)y? = c(x). Entonces
el cambio de variablle:

1. y=yi(x)+z transforma la ED de Riccati en una ED de Bernoulli.

1
2. y=yi(x)+ — transforma la ED de Riccati en una ED de lineal de primer orden en z(x).
z

Prueba [1]: y =y;(x)+z transforma la ED de Riccati en una ED de Bernoulli.
(i) Si se conoce una solucién y; de la ecuacion de Ricatti, esta se puede reducir a una ecuacién de Bernoulli
mediante el cambio de variable y = y;(x)+z de la siguiente forma:
Y +a(x)y+b(x)y* = ¢(x)

=y +2 +a(x) (y1+2) +b(x) (y1 +2)° = c(x)

=)+ +a)yr +a(x)z+b(x) 07 +2viz+2%) = ¢(x)

=i+ +a(@)yr +al)at b@)yi +2b()nz+b(x)E = c(x)

= (1 +ay +b(0)y1) +2 +a(x)z+2b(x)yiz+b(x)2 = c(x)
(i) Por otro lado considerando y; es solucién de la ED se tiene que ¥} + a(x)y1 + b(x)y? = c(x).

(iii) Sustituyendo lo anterior en la dltima ecuacién se obtiene c(x) + 7' + a(x)z + 2b(x)y 1z + b(x)7*> =
c(x), es decir,

7+ (a(x) +2b(x)y1)z+b(x)z> =0

la cual claramente una ecuacion diferencial de Bernoulli en z(x).
1

Prueba [2]: y =y(x)+ — transforma la ED de Riccati en una ED de lineal en z(x).
b4

1
(i) Al considerar cambio de variable y = y; + — =y =y — 727y sustituyendo en ecuacién diferencial
b4
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dada se tiene:

Y +a(x)y+b(x)y* =c(x)
=~z +a@) i+ )+ +z7 1) =c(x)
= —z % +a(x)y +alx)z "+ b(x) T+ 201z +22) =c(x)
— ) —z 2 +a(x)y1 +a(x)z "+ b(x)y? +2b(x)y1z ' + b(x)z72 = c(x)

= (¥} +alx)y +b(X)y%) —z77% +a(X)Z71 —|—2b(x)y1zfl —}—b(x)zfz = c(x)

(i1) Por otro lado, dado que y; es una solucién de la solucién original se tiene que:

Vi +alx)yi +b(x)yi = c(x)
(ii1) Sustituyendo lo anterior en la ecuacién
(V) +a(@)yr +b(x)y}) —z7 2% +a(x)z '+ 2b(x)y1z L +b(x)z7% = c(x)
obtenemos que:

c(x) =z +alx)z "+ 2b(x)y1z7 "+ b(x)z7? = c(x)
== 727 +a(x)z ' +2b(x)y,z '+ b(x)z2 =0
=7 — (a(x) +2b(x)y1)z—b(x) =0

=7 — (a(x) +2b(x)y| )z = b(x)

la cual claramente representa una ecuacién diferencial lineal en variable dependiente z e independiente x.

Ejemplo 6.1

Resuelva y determine la solucién general de la ecuacion:
Y+ y2 senx = 2tanxsecx

sabiendo que y; = secx es una solucién de la ecuacion.

Se toma el cambio de variable y = secx + z cuya derivada y' = secxtanx + 7 y se sustituye en la
ecuacion original.
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y +y2 senx = 2tanxsecx
— secxtanx + 7 + (secx +z)? senx = 2tanxsecx
=7+ (sec’x +2(secx)z +z°) senx = tanxsecx
=7/ +sec’xsenx +2(secxsenx)z + z*(senx) = tanxsecx
=7+ secxtanx + 2ztanx + z° senx = tanxsecx

=7/ 4+ 2ztanx + 2 senx = 0

Esta ya es una ecuacion de Bernoulli, la cual se reduce a una lineal mediante el cambio de variable
/

_ _ . Z
v=1z"2 =771 con derivada v = —— quedando de esta forma
b4
7 4+ 2ztanx+z%senx =0
Z/
=S+ 27 'tanx = —senx == —V +2vtanx = —senx ==V —2vtanx = senx
b4

Resolviendo mediante factor integrante se obtiene el factor:

_ ef —2tanxdx eZln(cosx) 2

= COS™ x

1 (x)

Si se multiplica la ecuacidn por este factor integrante se obtiene:

/
v —2vtanx = senx

/
=V COSZX— 2vtanxcos2x = SCIIXCOSZX

2 2 2

/
=1 c0os” x — 2vtanxcos” x = senxcos- x

— (vcos’x)’ = senxcos’x

= vcos® = /senxcoszxdx

2 cos® x

=—=vcos” = —
3

COSX 2
—y = _T +csec”x

71 COSX 2
—7z = —T+csec X

+c

1 cos X )
= (y+secx) = —— +csec™x




Tecnldgico de Costa Rica Profesor: M.Sc. Norberto Oviedo Ugalde

. o . . 1
Otra forma de resolver estas ecuaciones es utilizando el cambio de variable y = y; + —, el cual la
%

reduce directamente a una ecuacion lineal.
I

Ejemplo 6.2

Resuelva la ecuacion
y +y?senx = 2tanxsecx

sabiendo que y; = secx es una solucién de la ecuacidén diferencial dada.

1

Se toma el cambio de variable y = secx +z~! cuya derivada y’ = secxtanx —z 27’ y se sustituye en

la ecuacion original.

y + y2 senx = 2tanxsecx
— secxtanx —z 27 + (secx+ z ! )2 senx = tanxsecx
— — 7727 + (sec® x4+ 2(secx)z ! 4+272) senx = tanxsecx
— — 7727 +secxtanx + 2z ' tanx +z 2 +z 2senx = tanxsecx
— — 772/ 4+ 277 ' +tanx+ 7z %senx =0
=7 —2ztanx —senx = 0
—7 —2ztanx = senx

Que es exactamente la misma ecuacion lineal que se encontré midante el otro cambio de variable, y
cuyo resultado, como se calculo anteriormente, es

COSX 2
= —? +csec”x

y devolviendo el cambio de variable se obtiene

(y—secx)™! = —C(;ﬂ + csec’x
Ejemplo 6.3 |
Resuelva y determine solucién general de la siguiente ED
xy' + (14 4xInx)y = 4x + 4x* Inx + (Inx)y* [1]

la cual posee una solucién de la forma ¢ (x) = ax, con a constante por determinar.

Dado que la ecuacion diferencial [1] tiene una solucién de la forma ¢(x) = ax, con a € R, se
empieza por determinar la constante a, de donde @ (x) = ax = ¢’ (x) = a, luego sustituyendo en la
ED de Riccati [1] dada se obtiene:
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xa+ (1+4xInx)(ax) = 4x +4x*Inx + Inx(ax)?
= ax+ (ax +4ax’ Inx) = 4x + 4x* Inx + a>x* Inx
= (2a—4)x+ (4a—4—a*)x*Inx =0

2a—4=0
a>—4a+4=0

de donde resolviendo sistema a = 2 y de esa forma

luego debe darse

¢ (x) =2x
Aplicando a la ED de Riccati el cambio de variables y = u + 2x para obtener:
x(t' +2) + (1 +4xInx) (u+ 2x) = 4x + 4x? Inx + Inx(u + 2x)?

= xu/ +u~+4dxulnx+4x%Inx = u?Inx + 4xulnu + 4x* Inx
= xu' +u=u*lnx

1 In
W+ -u= —xuz
x 2
La cual es una ED de Bernoulli en u(x) y al utilizar el cambio de variable v = u~! se transforma en
1 1
la ecuacion diferencial lineal en v(x) v/ — —v = — E, de donde resolviendola se llega a la solucién
X X

v=Inx+1-Cx

: . 1 .
finalmente retomando los cambios de variable v= — y u = y—2x resulta por solucién general de
u

la ecuacion diferencial [1]

1

o= =
y— Inx+1—-Cx

con C una constante arbitraria.

6.2 Ecuacion diferencial de Lagrange

Una ecuacion diferencial de Lagrange es de la forma
y=x0(") +y()

Para resolver este tipo de ecuaciones se debe derivar toda la ecuacién para poder realizar el cambio de
variable p = y/, si ademds de este cambio se considera x = x(p) se obtiene una ecuacioén lineal para x de la
siguiente forma:
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y=x0()+vy(y)
:>y/ — (p(y/> +x(p/(yl)yll + ]I/j(y/)y//
=p=0(p)+x0'(p)p' + v (p)p'

d
+ w’(p)d%:

dp

=p=9(p) +x¢'(p)

La dltima ecuacién es una lineal que se puedad resolver mediante factor integrante, siempre y cuando
p—@(p) # 0 pues de lo contrario se indefinirfa.

Al resolver la ecuacién lineal se obtiene uuna solucién para x en términos de p y de una constante de
integracién c. Es importante no regresar el cambio de variable, pues al hacerlo se regres a la ecuacion
original. Para este tipo de ecuaciones la solucién es paramética pues queda en términos del pardmetro p.

Para determinar el valor de y en términos del pardmetro p basta con sustituir en la ecuacion original. Asi se
obtiene la solucién.

{x f(p.c)
y = f(p.c)o(p)+vy(p)

Si se considera el caso de que exista p talque p — @(p) = 0 se obtiene una solucién singular que consiste
en las rectas de la forma: y = px+ y/(p)

Ejemplo 6.4 |

Resuelva la ecuacion:
y=2xy —=3(y/)?

Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente, se debe derivar primero toda la ecuacién para
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poder realizar el cambio de variable p = y'.

y=2xy' -3(y)
:>y/ — 2y/ + 2xy// _ 6y/y//
=>p =2p+2xp' —6pp/

Ahora de debe tomar x = x(p) para poder obtener la ecuacién lineal.

dp dp

= 2p+2x— —6p—=

p Pt xdx pdx
dp dp

—0= 2x— —6p—
Ch xdx pdx

d
:>0:p—x+2x—6p
dp

dx 2
—6=—+ —x
dp p
2
=X +-x=6
p

Esat ecuacion lineal se puede resolver con el factor integrante:

2
L=e sdp _ eZln(o) — p2

Resolviendo la ecuacion lineal para x obtiene:
pzx/ + 2p—2x = 6p2
p
—p’x + px = 6p°
= (p*x) = 6p
— pzx = 2p3 +c

=x=2p+cp >

y sistituyendo en la ecuacidn original se obtiene la solucién paramétrica

x = 2p+cp?
y = (2p+cp2)2p-—3p°
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Ejemplo 6.5 |

Resuelva y determine la solucién paramétrica de la ecuacién diferencial:
\—1
()x =)

Esta ecuacién no parece ser de Lagrange; pero si se toma x = x(y) la ecuacion resultante si lo es.

(/= e
— () =¢"
—x = (x)%"

Esta es una ecuacién de Lagrange para x = y@(x') + y(x'), con ¢(x') = 0. Haciendo el mismo
procedimiento anterior, pero derivando respecto a y y tomando p = x/, se obtiene:

x = (x/>26x
— = zx/x//ef + (x/)Zex’x//
—p =2pp'e’ + p*ep’

Ahora se debe tomar y = y(p) para poder obtener la ecuacion lineal.

dp 2 dp
2 V4 D
p=4p el + p e —

d
:>p—y = 2pe” + p*e”
dx
Esta es una ecuacién de variables separables:
dy = (2¢? + pef)dp

y=el+pe +c

y sustituyendo en la ecuacién original de obtiene la solucién paramétrica

y = el+pef+c
x = plel

En la siguiente sesion se estudiard la ecuacién diferencial de Clairaut, un caso particular de la ecuacion
diferencial de Lagrange. Es la que se obtiene al considerar ¢ (p) = p, lo que genera una ecuacién de la
forma

y=xy' +y(y)
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6.3 Ecuacion diferencial de Clairaut

En el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias existen diferentes tipos de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Pricticamente se dividen en 2 tipos, a saber, las resueltas respecto a la derivada y’ = f(x,y)
y las no resueltas respecto a la derivada, en las cuales no es posible despejar dicha derivada, entonces se
tendra que despejar alguna de las otras dos ya sea la funcion dependiente o la variable independiente, es

decir, y = f(x,y’) o0 x= g(y,y’)-

Suponga que f: D C R — R es una funcién real. Si (¢, f(c)) € D la recta tangente a la gréfica de la
funcién en este punto estd dada por

y=fle)=f(x)(x—c)

Observe que esta ecuacién es una familia de curvas uniparamétricas con parametro c. Entonces podemos
encontrar una ecuacién diferencial cuya solucién general sea esta familia de curvas. Siy = f'(¢) y f'(x)
tiene una inversa g(x) cerca de ¢, entonces ¢ = g(y') y podemos reescribir la ecuacion de la recta tangente
como

y=xy'+g() 6.1)
la cual es la ecuacidn diferencial 6.1 buscada y se les conoce como ecuaciones de Clairaut.

Definicién 6.2 Ecuacién de Clairaut

Una ecuacio6n diferencial de primer orden que puede escribirse en la forma y = xy’ + g(y') se conoce
como ecuacién de Clairaut. Donde g(y’) es una funcién continuamente diferenciable respecto a y'.

El interés que presenta este tipo de ecuacion se debe al hecho de que tiene como solucién a una familia
de rectas. Ademads, la envolvente, es decir, la curva cuyas tangentes estan dadas por la familia, también

es solucidn, en este caso una solucién singular, de la ecuacién de Clairaut. En el ejemplo 1.1.5 se ilustra
2
-2 X sl sz
como la relacién y = — es una envolvente (solucién singular) y con solucién general y = C-x — C? de la

ecuacién diferencial (y')> —xy’ +y = 0.

Solucicn 1-Paramétrica

i y:fo(J2

Solucién Singular

yR=—
4

Figura 6.1: grifica de la solucién singular y(x) = % y familia 1-paramétrica y(x) = Cx — C2.
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 9.0.
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Teorema 6.2 Solucién de la ecuaciéon de Clairaut

La ecuacién de Clairaut 6.1 donde g(x) es una funcién derivable, tiene y = C-x + g(C) como
solucién general y como solucién singular

x = —¢)
{y = —vgW)+g) 6.2)

con v un parametro.
Demostracion

A continuacion se ilustra la demostracion del teorema, la cual sirve como base para los procesos de
solucidn de este tipo de ecuaciones diferenciales

= Realice en 6.1 la sustitucién v = y’ para obtener y = x.v+ g(v).
= Derive en ambos lados respecto a x asi, y = xv' + v+ g'(v) - V' de donde obtenemos que
v (x+g'(v) =0 [4]

De [*] surgen dos casos:
I Caso:
V=0=v=C=y=x-C+g(C),lacual serfala solucién general de ED Clairaut y = xy’ +g(y').

Observe que la solucién general se obtiene simplemente sustituyendo en la ecuacién 6.1 la y’ por
constante arbitraria C.

IT Caso:

Si x+ g (v) =0, entonces x = —g’(v) y sustituyendo en y = x.v + g(v) , es decir,
y=-v-g ) +gv).

De esta forma la ED Clairaut y = xy’ + g(y) tiene por solucién general y = x-C + g(C) y singulares
las ecuaciones paramétricas

{x = g
y = —vgv)+eg)

de una curva donde v es el pardmetro. Observe que esta solucién no es un caso particular de la
solucidn general, por lo que se trata de una solucién singular.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 135



Ejemplo 6.6

|

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial y = xy’ — /1 + ()/)? hasta obtener solucién general y
sigular(es).

En efecto se trata de una ED de Clairaut con g(y') = —/1+ ()/)?, por lo que se inicia haciendo
v =1/, posteriromente sustituyendo en la ED dada para obtene y = x-v— /1 +v? []
Derivando [*] con respecto a x

. /
V1412

Dado que v =y, luego en [**] simplificando y factorizando se tiene

y=xvV+v-— [#x]

0= <x—v >
B V142

De donde se desprende lo siguiente:

= v/ =0 = v =C, asi la solucion general viene dada por y = x-C — /1 + C?

v
1+v2
3

" % \/7 —1
= X Vit
Y V1442 V1412

De acuerdo a lo anterior se genera como solucién singular x> 4+ y> = 1, o equivalentemente las
singulares y = ++/1 — x2. La cual se conoce como la envolvente y podemos apreciar en la figura 6.2

X =

4t Solucién General

2r - y=Cx-V 1+C?

\ TP X
- \ / ’ Solucion Singular

| -

Figura 6.2: grifica de la solucién singular y(x) = x*> + y* = 1 y familia 1-paramétrica y(x) = Cx — /1 + C2.
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 11.2.
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Ejemplo 6.7 |
Hallar 1a solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
_ ! N2
y=xy'+ ()

Haciendo el cambio v = y/, luego por teorema antes descrito cse determina que la solucién general
viene dada por

y=Cx+ C?

asimismo para hallar la solucién singular basta tomar g(v) = v?, de donde se obtiene las ecuaciones
pardmetricas

x = —2v

_ 2_ 2 (6.3)

y = —v-2v4vi=—v

de donde si en sistema 6.3 se elevada al cuadrado la primer ecuacién paramétrica ,es decir, x*> = 412
2

. ., , . . .z . 'x

y se sustituye en la ecuacién paramétrica y = —v?, obtiene que la solucién singular es y = 1

2
Claramente cada recta de la familia @ = {y =Cx+C*:Cc ]R} es tangente a la pardbola y = _

4 2
2
y por cada punto de la pardbola y = _xz para una Unica recta de la familia w, lo anterior se puede
apreciar en la figura 6.3.
—

y
u:w

0
""t“e{ "““:‘ Solucion General
R

AR
TGRS — o
% SS

[1775858
U107 25NN
7 NN
III;;;/ \\‘}\\\ Solucion Singular

% \\

7 o} \

§§ e y(X)=$
7 o \

2
Figura 6.3: gréfica de la solucién singular y(x) = _xz y solucién general y(x) = C.x+ C2.

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 11.2.
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Ejemplo 6.8
Determine una solucién singular de la ecuacién diferencial
y=xy'+1-In(y)

Realizando el cambio v =y, se determina de acuerdo a la tedria vista que la familia de soluciones o
solucién general de la ecuacion diferencial dada es

y=Cx+1-In(C)

Identificando g(y') = 1 —In(y’) = g(v) = 1 —In(v), de esta forma la solucién singular estd dada
por las ecuaciones paramétricas

1 1
{x = —g’(/V) Y R _<_V>:V :{x - %
y = —v.g(v)+g(v) y = l'v—i-l*ll’l V):2—ln(v> y = 2—111(1/)

v

de esta forma de acuerdo a dichas ecuaciones obtenidas se desprende la solucién singular

1
y:2—ln<>
X

La familia de curvas de la solucién general y solucién singular se pueden visualizar mediante la

figura 6.4.
—

y
4 -
Solucién General
/ =
/ . y=Cx+ 2
ha 2 4 > X

Solucién Singular

1
—_ yx)=2-In(~)
X

1
Figura 6.4: gréfica de la solucién singular y(x) =2 —1In () y solucién general y(x) = C.x+ 1 —In(C).
x

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 11.2.
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Ejemplo 6.9 |
|

Utilice un procedimiento similar al de la técnica empleada en la resolucién de la ecuacién de
Clairaut, para probar que en la ecuacién diferencial y = y'In(y’) se cumple que y' = e~ 1EV2x

Solucion:

Seav=y,asiy=yIn(y) = y=vin(v)

Derivando
1
y =vVIn()+v- -/
y
= v=VIn(v)+V
d
= v= E‘;(ln(v)—l—l)
1 1
— dx:Mdv
y
In?
= lenv+7v—l—C
1 1)2 1
== x:(n(v);)-i-l( dondeK:C—Z
= In(y)+1=+v2x—k
— _ 1V

En el caso particular en que K = 0 se tiene —> y' = e~ 12V

o8

Observacion 6.2 Puede complementar y visualizar aspectos teéricos, ejemplos ilustrativos y
comportamiento geométrico de curvas solucion en este tipo de ecuaciones diferenciales mediante
la pagina interactiva! CLAIRAUT £

Ejercicios 6.1 [Ejercicios de ED de Ricatti]
@ 6.3.1 Resuelva y determine la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales en
las que se les indica una solucién o forma de esta.

a) y = 1+x% —2xy+y? con solucién de la forma y; = ax+b

2cos?x —sen?x + y?
y

b) v = con solucién y; = senx.

2Ccosx

Thttps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/EDO-NOviedo/CDFEDO1 -Internet-Noviedo2018.pdf
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¢) xy' +x*y* = (4x°Inx — 1)y — 4x>In® x + 21nx + 2 con solucién de la forma y; = alnx.

d) y' —y? + 2xy = x? con solucién polinomial.
e) ¥ +x%+2x—2xy—2y+y>=0 con solucén de la forma y; = ax+b.
f) y/ = 2tanxsecx —y?senx con ¢ (x) = secx una solucién.

g) ¥ = —8xy? +4x(4x+ 1)y — 8x> —4x? + 1 con una solucién polinomial.

1 1
h) y — 5 % + y2 con ¢ (x) = - una solucion.

) 4 ) )
i)y = 3 i + y2 con solucion por determinar.

Ejercicios 6.2 [Ejercicios de ED de Lagrange]

@ 6.3.2 Resuelva y determine la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) y=x(y)*+ ()"
b) y=2x(y')*=3(y')*.
¢) y=x+y =3(/)?
d) y=2xy — ()’

e) x(y/)z = e(yl)71
Ejercicios 6.3 [Ejercicios de ED Clairaut]
@ 6.3.3 Resuelva y determine la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales

1. y=xy —2(y)2, SG {x
y y (y) y = 4p2_2p2:2p2

2. y=xy'—/1+(¥)?

3. y=xy+1-In(y)
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4. y=xy +tan(y)

5.y=(x+4)y+()?
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4
4

>

Soluciones del Capitulo 1

111 @
1. Orden 1, no lineal.
2. Orden 2, lineal.
3. Orden 1, no lineal.
4. Orden 4, lineal.

5. Orden 6, no lineal.

1L1.24M®
d_y _ _xz—l-exy—i-xy
Cdx 24y
5 8 e*cosx
2y =2y S
Y 3xy+3x2 + x2
dy X4y
dx 3e* —2y
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1. Si.

2. Si

6. Si.

7. No.

L4N®  r=x/]

115®

Si es solucién implicita, y = —4. es solucién singular, luego C = —4 cuando y(1) = —3.
116 @

No; Siy(x) =0.

1.1.7 8@ No
1.1.8 @

1L194"®
No; Siy(x) =0.

1.1.10 d@®

L1L11 @
Y —ay=2

LL2 @
1. ¥y —2xy' +2y=0
2. X3y —3x%y" +6xy —6y =0
3. falta
4. y' =14 (y—x)cot(x)
5. ()28 —4x%y =0
6. Y () +y* =4
121 @
1224M®

1.234@®
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1.3.1 @

1324M®

1.33¢M®
1. No.

2. Si.

4. Si.

1.348@

1.3.5 8@

1.3.6 &@®

1.3.7®

1.3.8 @

1.3.98@
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Soluciones del Capitulo 2

221®
2224M®
1. In(seny) = K + cosx o equivalentemente y = arc sen (Ce®**) donde ek = C

42
ex

2
2. In(1+y*) =K+ equivalentemente y*> = Ce¢ " — 1 donde ek = C

3. Iny—2y=senx+C.
4. ¢ (1 —y) =x—+/2arctan (%) +C

5. (3% —2x42) (3% + 1)ePeemnl) = ¢,

6. y=arctanx+C

N
7. y+ 3= arctanx +C

223M0@®

3

Tra SG: W+ln|ye’c| =x+C.SS: y=0

2240@ ED en variables separables u’ =
225 0@
1. arctan(x+y) =x+C
2. SG: tan(x—y+1) =x+CSS: x—y+1=(¥H7) conkeZ
3.
231 4M®
232 M@

2334M®
1. SG: _7" = Inlx|+C

2. SG:x(Inx—1)+ (y—x)Iny =Cy

3. SG: x>y’ +x’y=C
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. SG:

|5 +5 424 1]=3Inx+Ko y*+y2x+x2y+x =CconK =InC

1
SG: izc +t3 sen(2x) =1Inly|+C

2x

ey

SG: 7

=4n|y|+C

. SG: C~x:1/1+\/§
X

9. SG: X*In(Cx®) = (P +y?)?
10. SG: 3Injx+y+1[-2x—y=C
11. SG: y=—xIn <ln <)lc> +C>
5
234M@ = % SG: y= —x3 t?_ré
235 M@
23.6 @

Soluciones del Capitulo 3

3l1¢M®

1.

2.

¥y =23y =C

e¥x —senxy+y> =C
xyet —2y+x=C
x*y—y* —tanx =C

xy> +cosx —tany = C
xy? — 5y +2x% = -2 ffff

2y +y+yVx2+1—ylnx—2lny=C

— arctan <x> =C
y
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2 2

—Xx y
9. — + +=C
5 tysenx+=

10. xsen(xy) =C
324

1. e¥x—senxy+y>=C

2. xye* +2y+x=C

3. x*y+y*—tanx=C

4. x’ysenx =C

3

1 ;
5. x21ny+§(y2+1)7:\/§
2
6. 2 +Inlx|=C
x
7. 2 +x°=0

2
8. e+ + 5 =C
y

y
313¢e
a) k=10
b) k=9

Jl4M® M(x,y) :exyy—%—yz-l-(b(x)

35MN® g(y) =y—cosy

3.6 @ a = 2y la solucién general 3xy” + 5x>y> —2y = C
RN WA o T A=3yB=2

318 ® M(x,y) = e*seny+ k(x)

3194M® e (1—x)+¢e’(1—y) +arctan (x) =C
y

1 1
3110 v® f(x) =1 con Solucién General: —xy’ 4 3x + Ee" sen(x) — Ee" cos(x) — Y —¢

311N Ver video ejemplo complementario.
321 4@

322 M@
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y4

a) FL: u(y) =»? SG:y’ +xy’ - =C

2
b) FIL: u(y) =5 SG :—

4

x*  cos(2x) ¥ 1
T2, ta3ty=C

3

1
o FI: u(x) = 5 SGtan(y) + 2 +* =C

2
d) FL: u(y) = 5 SG: ¥y} +xy° =C

1 2
O FLpu(y)=—  SG:ld+—+S—cC
y y oy
f) FL: pu(y) =¥ SG: xe? —e¥ =C
3234® a=—-1,b=-2. FLpu(x,y)=x'y? scnm@fzgzzc
3240® Se toman a = b = —2. El factor integrante es p (x,y) = x~2y~2. Solucién General es
¥© o1y
T4 42 —c
3 + Xy + 3
1
3250@® m=n=—1, Fl:=—, SG:y+x+Inylnx=C
Xy
326 0@ a=9, SG: 3x*y}+xcosy=C
-1
327 ¢N® N(y)=— SG: ¥ -3xy=C
y
328M®
329M®

1. Paralaecuacion (y2 +2xy)dx —x%dy = 0, el factor integrante es 11 (x, y) = y~2 (n = —2)y la solucién
2

general es x + Y —c

y
2. Parala ecuacion (2x°y? + 4x%y + 2xy? + xy* +2y)dx + 2(y* + x>y + x)dy = 0, el factor integrante
es U(x,y) = ¢ vy la solucién general es

4 2.,2
2¢° <);+x2y—|—xy> =C

3. Para la ecuacion (3xy + y?)dx + (3xy +x?)dy = 0, se necesita que a = b y y el factor integrante es
1(x,y) = a(y+x) y la solucién general es

a (2 + Xy +xy°) =C
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4. Para la ecuacion (x +x* + 2x?y? +y*)dx + ydy = 0, se necesita que a = b y el factor integrante es
(59) = 53t
XY) = 55—
Y = e e
y la solucién general es
—1 X
2b%(x2 +y?) * b2
5. Para la ecuacién (3x + 2y +y?)dx + (x + 4xy + 5y*)dy = 0, el factor integrante es i (x,y) = x +y*
y la solucién general es

=C

E+2y+ 25 o+t 4y =C
6. Para la ecuacion (x> 4y + 1)dx — 2xydy = 0, el factor integrante es
1

y la solucién general es
X

T—ery €
3210 @
3211 0@
32.20@

32.134@

La solucién polinomial de la ecuacién y' +y> = 1 +x? es ¢ (x) = x el factor integrante serfa p(x,y) =
—)CZ —X

— v la solucién general es

(y—x)?

—e*=C

y — X
3214 @

1. Para la ecuacién y(x?y? +2) +x(2 — 2x?y?)y’ = 0 tenemos es factor integrante p(x,y) = TEE
Xy
siempre que xy = 0, y la solucion general es

e = e — 2l
—In|x| — - —=In|y|=c¢
3 322 3P

Si xy = 0, es decir, si estamos en alguno de los ejes, la ecuacion se reduce a y +xy’ = 0 cuya solucién
¢

esy=—.
X

2. Para la ecuacion y(2xy + 1)dx + x(1 + 2xy — x*y*)dy = 0 tenemos el factor integrante

1
uix,y) =
) (oy)*
siempre que xy # 0, y la solucién general es
-1 3
22 By —Infy| =c

Si xy = 0, es decir, si estamos en alguno de los ejes, la ecuacion se reduce a y +xy’ = 0 cuya solucién
C

esy=-—.
X
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32154@

1
(2011)2

3216 @
D

3217 @

g(x,y) = gsen(xy) +

cos(2011x)
2011 —_— —
sen(2011x) 4+ (2011)?

cos(xy) 1 x

- —; ,2011) =
vy 8201 =550

4 2

t t t
Las funciones estdn dadas por f (1) = = + ct~'. La solucién General es — + —y+Cy =

2x +x%cotx
1+y

2 4 2

2. La solucién General es x*ysen(x)e’ = C

3218 @

a=1SG:t+e'seny=C

Soluciones del Capitulo 4

41.18@®
412€M@®

4134®
414 @

415®

4.1.6 O @

421 @

1
a) SG:—=C-¢" +1
y

1
b) SG: — =
y

2
Sx

24

SP: €y:4—73

X

SG: = 4cC
y

SG: Iny=x(2x+C)

+C-x°

1
) SG:y ' =C-e" 4 -
X

d) SG:y ! =

2
e) SG:y* = gx3+C-x

C

X2+

-1

4
3
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f) SP:F =X (2)( —E)
)
422M®

1. SG: y?1In*(x) = x* + 2xIn(x) — 2x+C

4y
2. SG:x = oy
1
3. SG:y=
V1+C-(1+x)
X -
4. SG: == —x+1+C-¢*
y

423 MN® Se debe considerar x = x(y) para que quede una ecuacién de Bernoulli cuya solucién
general es x> = —y? + Ce™ y la soluci6n particular que satisface y(1) =0 es x> = —y>+e™
424 4@

1. El cambio de variable es z = f(y) y la ecuacién lineal es 7' + p(x)z = g(x).

2. Enel caso de y + 1 = 4e V' senx la ecuacion después del cambio es 7/ 4+ z = 4senx. La solucion

general es ¢ = 2cosx+ 2senx+ce ™.

425M®

1. Demostrativa.

2. La ecuacién después del cambio es v/ +2vtanx +v?>senx = 0. La solucién general es

vl= _eo +ccos 2 x
3
3. La solucién de la ecuacion original es
(y—secx) ™' = —Cog’ﬁ +ccos 2 x

42.6 @

4 arctanx

2x
— =0.
2 Y

sz % . /
1. La ecuacién después del cambio es y' —

2. Lasolucién general de la ecuacion anterior es 1/y = (arctan”x) V142 +cV1+22
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3. La solucién de la ecuacién original es /xu = (arctan®x)v/1 4 x2 +cv/1 4 x2

427 \® Al hacer el cambio x = x(y), se obtiene la ecuacién x’ = xy —I—x2y3, cuya solucién general
2

viene dada por x ! = —(y* —2) +C-e( 2

428 @ Tomamos Iny en lugar de Inx en la ecuacién. Haciendo el cambio x = x(y) se obtiene la

ecuacién yx' = x*Iny — x. La solucién general es xl=—Iny—14+Cy

Soluciones del Capitulo 5

511 @ Solucién particular: —2¢> =x—3

1
51.2M@ Solucién particular: 3 In (tan (% + %)) =x+1
51.3M@® Solucién particular: y=2|_ le3"
o Coly+4] 2

514M® Solucién general: y = x>+ Alnx+B
51.5M@® Solucién general: y = —2In(1 —Be*) +x+C

2y—3

2
51.6 @ Solucién particular: 3 In

‘:x+m4

51.7@® Solucién particular: arcsen ly—o =2x+ g

3
2
51.84M@® Solucién Particular: y = <\ / 3x> +1

5214®
522M4@
5234@
a)
b)
5244M®

525¢80@®




Tecnlégico de Costa Rica

Profesor: M.Sc. Norberto Oviedo Ugalde

Soluciones del Capitulo 6

63.14M®

—1
a) SG: — =x+C
y—Xx

—senx

1
b) SG: = +Ccosx

y—senx 2

¢) SG: =x*>+Cx

y—2lnx

d)

e)

g)

h)
)

6324M®
a) SG:
b) SG:
¢) SG:
d)

e)
633 M@
a) SG:
b) SG:
¢) SG:

d)
€)
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