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1. ESTRUTURAS HIPERESTATICAS LINEARES

1.1.INTRODUCAO

Entende-se por estrutura a parte da construgdo responsavel pela estabilidade e pela
resisténcia a agdes externas. A estrutura submetida a agdes externas deve tanto apresentar
seguranga quanto a ruptura dos materiais utilizados como também quanto a estabilidade
global ou parcial de todos seus elementos; além disso deve demonstrar bom desempenho
estrutural, no que diz respeito a deformacdes e durabilidade, de acordo com o fim e vida

util para a qual foi projetada.

Definido o sistema construtivo e o tipo de material a ser utilizado, seja concreto
armado ou protendido, madeira, ago, argamassa armada ou alvenaria estrutural, a primeira
fase de um projeto estrutural ¢ a Analise Estrutural. O objetivo geral da Analise Estrutural
pode ser descrito como:

e Dada uma estrutura, com caracteristicas geométricas (geometria, dimensdes) e
mecanicas (vinculagdo, propriedades dos materiais) conhecidas, submetidas a certas
acoes, que podem ser tanto cargas (forcas ou binarios) como deformagdes impostas
(recalques de apoio, deformacdes devido a variagdo de temperatura ou retracao, ...),

e Determinar os deslocamentos (translacdes e/ou rotagdes) de todos os pontos da
estrutura; os esforgos internos decorrentes das deformagdes produzidas por estes
deslocamentos (esforgo axial, cortante, de flexdo e de tor¢do) e determinar também as

reagdes vinculares.

A primeira etapa da Andlise Estrutural consiste em estabelecer o modelo estrutural
a ser adotado. As estruturas podem ser tratadas globalmente, ou divididas em diversos
elementos. Com relagdo a suas dimensdes, as estruturas podem ser classificadas em

reticuladas, laminares e tridimensionais.

A estrutura ¢ reticulada quando uma dimensdo predomina em relagdo as outras
duas. Sdo em geral denominadas barras, cujo eixo, que pode ser reto ou curvo, ¢ muito
mais longo do que as dimensdes da sec¢ao transversal.

A estrutura ¢ laminar quando duas dimensdes predominam em relagdo a terceira.
Tém-se como exemplo as chapas, as paredes, as placas e as cascas, sendo sua espessura

bem menor do que suas outras dimensoes;
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A estrutura ¢ tridimensional quando nenhuma dire¢do ¢ predominante. E o caso de

blocos de fundag¢ao, alguns tipos de barragens, etc ...

As estruturas podem ainda ser classificadas em hipoestaticas, isostaticas

(estaticamente determinadas) ou hiperestaticas (estaticamente indeterminadas).

As estruturas sdao consideradas hipoestaticas quando seus movimentos de corpo-
rigido ndo sdo restringidas e elas ndo atingem portanto uma configuracdo de equilibrio
estavel. Elas sdo consideradas quando sdo restringidas a movimentos de corpo-rigido € o
nimero de incdgnitas a determinar ¢ igual ao niimero de equacdes de equilibrio estatico. E
finalmente, elas sdo consideradas hiperestaticas quando sdo restringidas a movimentos de
corpo-rigido e o nimero de incognitas a determinar ¢ maior do que o nimero de equagdes

de equilibrio estatico.

Serd admitido nesta disciplina que as estruturas sdo lineares, ou seja, apresentam

pequenos deslocamentos e deformagdes e sdo compostas de material eldstico-linear.

A maioria das estruturas utilizadas na pratica ¢ hiperestatica ou estaticamente
indeterminada. O grau de hiperestaticidade da estrutura sera definido no proximo item, 1.2.
As estruturas hiperestaticas podem ser analisadas através de dois métodos cldssicos da
Andlise Estrutural: Método das Forcas e Método dos Deslocamentos, ou ainda por um
método aproximado conhecido como Processo de Cross; estes métodos serdo descritos

brevemente no item 1.3.

O objetivo geral desta disciplina € capacitar o aluno a analisar estruturas reticuladas
hiperestaticas, com énfase em estruturas planas, determinando seus esfor¢os internos e
deslocamentos generalizados. Serdo apresentados nesta apostila os trés métodos de
resolugdo de estruturas hiperestaticas, sendo o Método das Forgas apresentado no Capitulo
2, 0 Método dos Deslocamentos no Capitulo 3 e o Processo de Cross no Capitulo 4. Como
objetivo especifico, pretende-se introduzir o aluno na utilizacdo de programas

computacionais para Analise Estrutural, através do uso do Programa Educacional ANEST.
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1.2.GRAU DE HIPERESTATICIDADE

O grau de hipertestaticidade de uma estrutura pode ser externo ou interno. O grau
de hiperestaticidade externo (g.) ¢ dado por
g, =r—e—nr, (1.1)

sendo » o numero de reagdes, e o numero de equagdes da estatica e nr o numero de

equacdes provenientes de rotulas. Este ultimo € expresso por

nr=b-1, (1.2)

sendo b igual ao nimero de barras ligas a rétula.

O grau de hiperestaticidade interno (g;) ¢ igual ao niumero de esforgos internos

necessarios ao tragado de diagramas, conhecidas as reagdes.

1.1.1. Estruturas externamente hiperestaticas

| 2 ]

= :2
—6-3-2=1 .
8 ge=4+7—10 g =3-3-1=1

1.1.2. Estruturas internamente hiperestaticas

i

ﬂ_i_@_
ﬂ_%@_ 53

g, =3 g, =r+b-2n
g, =3+6-8=1

O
O

[eXe)

—gi:6
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1.1.3. Estruturas externa e internamente hiperestaticas

>
{
P
]
8§=8.1&; i
g=(4-3)+3=4
e jaay
g=8. 18,
g=(6-3)+6=9

1.3.METODOS DE RESOLUCAO DE ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

1.1.4.Método das Forgas (ou dos Esfor¢os ou da Flexibilidade)

Incognitas: forcas
Equacdes: compatibilidade de deslocamentos *
Processo: liberam-se os vinculos excedentes ou hiperestaticos

Sistema de equacdes (matricialmente): matriz de flexibilidade da estrutura

Obs: Métodos dos 3 momentos — caso particular, vigas continuas
* Deslocamentos: podem ser obtidos por:
Método de Integracao direta;
Método de Mohr;
Teorema de Castigliano;
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV); { ?;ﬁg{;fiz Kurt-Beyer
Tabelas;

Obs: Os dois ultimos métodos (PTV e Tabelas) serdo os mais utilizados.

1.1.5.Método dos deslocamentos (ou das deformagdes ou da rigidez)

Incognitas: deslocamentos (dos noés, ligagdes entre barras)
Equagdes: equilibrio de for¢as em torno dos nos
Processo: fixar todos os deslocamentos dos nos possiveis (graus de liberdade)

Sistema de Equacgdes (matricialmente) — Matriz de rigidez da estrutura.
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Obs: Método mais adequado para implementagdo computacional, sendo o mais utilizado

atualmente.

1.1.6.Método de Cross

E um método aproximado, baseado no Método dos Deslocamentos.
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2. METODO DAS FORCAS

1.4 ESTRUTURAS EXTERNAMENTE HIPERESTATICAS

1.1.1. Estruturas uma vez hiperestaticas (g. = 1)

Seja uma viga engastada-apoiada como mostrado na Figura 2-1. Esta viga apresenta
rigidez a flexdo igual a EI e grau de hiperestaticidade externo (g.) igual a 1. Para
determinar os esfor¢os internos desta estrutura pelo Método das Forgas, ¢ necessario
determinar o seu sistema principal. A determinacdo deste sistema consiste na substitui¢ao
das vinculagdes excedentes por suas respectivas forcas reativas de tal modo que as

condig¢des de compatibilidade de deslocamentos sejam respeitadas.

Figura 2-1: Viga engastada-apoiada

A Figura 2-2 apresenta dois sistemas principais possiveis para a viga engastada-
apoiada mostrada na Figura 2-1. A condi¢do de compatibilidade para o sistema principal da
Figura 2-2a ¢ o deslocamento vertical nulo em B, enquanto que para o sistema principal da

Figura 2-2b a rotacdo no ponto A que deve ser nula.

MA
q \(\
BRI
(@) (b)

Figura 2-2: Sistemas principais com os respectivos hiperestaticos

Supondo-se que a estrutura esteja sujeita a pequenas deformagdes, pode-se
determinar o valor dos hiperestaticos pela superposi¢cdo dos efeitos do carregamento
externo e do hiperestidtico em questio (BEER e JOHNSTON 1982; POPOV 1978;
TIMOSHENKO 1967). Adotando-se o sistema principal da Figura 2-2a, sabe-se que o
deslocamento produzido por uma carga uniformemente distribuida em uma viga engastada

(Figura 2-3b) ¢ de
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4 2.1
- ql ’ (2.1)
8EI
e que o deslocamento produzido na mesma estrutura por uma carga concentrada Rg ¢ de
SR — _RBZ3 . (2.2)
" 3EI
q q

LA

AW B = A e ey —
T — A,
(@)

]
®)
Figura 2-3: Superposigdo dos efeitos

Sabendo-se que o deslocamento vertical no ponto B € nulo, tém-se

A, =N +A% =0, (2.3)
ql' R 0 (2.4)
8EI 3EI

2.5
R, =%ql. 3)

Conhecida a reagdo em B, em seguida pode-se determinar os esforgos internos na

estrutura, utilizando a viga isostatica mostrada na Figura 2-4.

q
A B
3
‘< ! ;ql

Figura 2-4: Sistema principal com o valor do hiperestatico determinado

A fim de formalizar o Método das Forgas para o sistema uma vez indeterminado da
Figura 2-1, adota-se o sistema principal da Figura 2-2a. Aplicando-se um carregamento

unitario no ponto B, este se deslocara de dp (Figura 2-5). Portanto, aplicando-se uma forca

Rp, obter-se-a um deslocamento igual a (Rg. 0p).

R
! U
1

[
Figura 2-5: Deslocamento produzido por uma forga unitaria
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Chamando-se de J5 o deslocamento em B provocado pela carga uniformemente

distribuida A%, e chamando de 551: o deslocamento em B provocado pela carga

concentrada unitaria (Figura 2-5) tem-se

SC 1R, 5% =0. (2.6)
Logo
_5_15 (2.7)
B 5}1;

Neste curso, sera adotada a convencdo proposta por SUSSEKIND, sendo os

hiperestaticos denominados de R;, Ry, R; ou X, X;, Xj... (incégnitas do problema) e os

deslocamentos generalizados de &, . O indice 7 indica o local onde ocorre o deslocamento

generalizado e o indice j indica a causa deste deslocamento.

Os deslocamentos generalizados provocados pelo carregamento externo
apresentardo o indice j igual a zero (J,,). Portanto, para o exemplo da Figura 2-2a, o
deslocamento na dire¢do do hiperestatico X; provocado pelo carregamento externo ¢

expresso por J,, e o deslocamento na dire¢do do hiperestatico X; provocado pela forga

unitaria € expresso por 0.

B
Al
B

/ .

I

Sistema principal e hiperestatico (0) @
Figura 2-6: Decomposicdo dos efeitos das cargas e hiperestaticos sobre a viga

O deslocamento no ponto B na direcdo do hiperestatico 1 ¢ nulo, portanto a

condic¢do de compatibilidade de deslocamentos ¢

5,4+ X, -5, =0. 2.8)

Logo

X, :_@‘ (2.9)
511

No exemplo da Figura 2-2a
(2.10)
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1-I° (2.11)
T3EI

11

Substituindo os valores na equagdo acima, tém-se

ol (2.12)
(_8151}
1= T:
3EI
3 (2.13)
)(v1 =—§q1.

Outro sistema principal possivel seria o da Figura 2-2b, na qual o hiperestatico X;

representa 0 momento no engaste A.

Figura 2-7: Sistema principal e hiperestatico

Sabe-se que a rotagdo no ponto A da viga engastada-apoiada (Figura 2-1) ¢ nula.

Portanto, a soma da rotacdo causada pela carga distribuida com a rotagdo causada pelo

hiperestatico X; deve ser nula (Figura 2-8) (0, =0, ou seja, 8, =0).

Il
>

q 0) (\5 1)
11
A A
“ ] A

T A

(®) ©)

Figura 2-8: Superposicdo dos efeitos do carregamento externo e do hiperestatico
Utilizando a nomenclatura proposta por SUSSEKIND e supondo que J; € positivo
no sentido de X;, obtém-se de tabelas que a rotagdo em A (ponto 1) produzida por uma
carga distribuida (Figura 2-8b) ¢
gl (2.14)

24E1
e arotagdo em 1 (ponto A) produzida pelo momento unitario aplicado em 1 (ponto A) é

10
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1-/ (2.15)
n=t-—.
3EI
Utilizando-se a condi¢dao de compatibilidade de rotagdo, t€ém-se
O+ X,:6,=0, (2.16)
A 1.1 (2.17)
— q + = 0 ,
24E1 3EI
I? (2.18)
x, =L
8

sendo X; o momento reativo em A e o seu sinal positivo indica que o sentido arbitrado esta

correto.

Para serem determinados os esfor¢os internos da estrutura, emprega-se o sistema

principal utilizado

ql’

O
H, A lH

)

> |

k-

q
WVVVIVYY
[

Calculo das reagdes
ql’

w y a8 _al a5,
| B

2 I 2 8 8

4\ qr
y -2t_ 8 _al_al 3,

v, 2 I 2 8 8
Calculo do momento maximo

O momento ¢ maximo quando o esforgo
cortante ¢ nulo.

oo | W V

—ql
8‘1

Tomando-se um segmento de viga acima e

Grest,

DMF

> efetuando-se o equilibrio de forgas e
momentos, t€m-se

3 3
F=0.V=qgx—2gl=0, x="1.
2 s 8

2
e 43
8 8 2\ 8
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1.4.1.1. Exemplo 1- Pértico plano

Tragar os diagramas de esforgos do portico plano mostrado na Figura 2-9.

50 kN (-

= D
EI

3m El El

YA VAN
A | m_ =B

Figura 2-9: Portico uma vez hiperestatico

Para determinar os diagramas de esfor¢os do portico plano ilustrado pela Figura 2-9
¢ necessario primeiramente determinar as suas reagdes. Como o portico € hiperestatico,

utilizar-se-4 o0 Método das Forgas para a determinagdo das reagdes redundantes.

Para a aplicacdo do Método das Forgas, supdem-se que o material segue a lei de
Hooke e que as condigdes sdo tais que os pequenos deslocamentos devidos a deformacao
da estrutura ndo afetam a acdo das forgas exteriores e sdo despreziveis no calculo das
tensoes. Com estas duas restricdes, os deslocamentos de um sistema elastico sao fungdes
lineares das cargas exteriores. Se as cargas crescem numa certa propor¢do, todos os
deslocamentos crescem na mesma propor¢ao (TIMOSHENKO 1967; POPOV 1978; BEER
e JOHNSTON 1982).

Para resolver o portico da Figura 2-9 pelo Método das Forgas, substitui-se o vinculo
redundante por sua respectiva forca reativa, tornando a estrutura isostdtica como o

mostrado na Figura 2-10b.

S50kN ¢ 50 kN
D
EI
3m EI EI 3m
Xl
Alm———m B - m g
(a) (b)

Figura 2-10: Portico com a sua estrutura principal e o seu hiperestatico
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Da Figura 2-10a, sabe-se que o deslocamento horizontal do ponto no qual esta
sendo aplicada a forca X; ¢ nulo (5;= 0). Como o material ¢ eldstico e a estrutura esta
submetida a pequenas deformagdes, pode ser usada a superposicdo dos efeitos devidos aos
carregamentos. Portanto o deslocamento horizontal no ponto 1 (onde esta sendo aplicado o
hiperestatico) provocado pelo carregamento externo mais o deslocamento horizontal no
ponto 1 provocado pelo hiperestitico X; deve ser nulo para que a condicdo de

compatibilidade de deslocamentos no ponto 1 seja obedecida.

5 =06,+X5,=0 (2.19)
50 kN
=
1
S

L\ L SAN
# ‘¢ *{ SF
(a) B0 (b)

Figura 2-11: Deslocamentos provocas na estrutura pelo carregamento externo € por uma carga unitaria.

Para determinar o valor do hiperestatico X, ¢ preciso, primeiramente, determinar os
deslocamentos generalizados 3;¢ e 011. Estes deslocamentos podem ser encontrados através
do Principio dos Trabalhos Virtuais (TIMOSHENKO, 1967; POPOV, 1978; SUSSEKIND,
1994). Segundo o teorema do Principio dos Trabalhos Virtuais aplicados aos corpos
elasticos, o trabalho virtual das forgas externas ¢ igual ao trabalho virtual das forgas

internas para quaisquer deslocamentos virtuais compativeis com os vinculos da estrutura.

W, = W, (2.20)

A escolha do estado de carregamento deve ser tal que a carga virtual P associada ao
deslocamento & (que se deseja calcular) fornega um trabalho virtual de forcas externas
igual a
P-S. (2.21)

Em uma estrutura , primeiramente aplica-se uma for¢a imaginaria ou virtual P na
direcdo que se deseja calcular os deslocamentos. A for¢a P causa esforcos internos virtuais

de flexao (M), tracdo ou compressao (N ), de cisalhamento (;) e de torcao (f) atraveés

do corpo.
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Em seguida, com a forga virtual atuando sobre a estrutura, aplicam-se as forgas
reais ou induzem-se as deformagdes especificas. Estas deformagdes podem ser provocadas
pelo carregamento, pela variagdo de temperatura, por recalques dos apoios ou

modifica¢des impostas na montagem.

O trabalho externo realizado pela forca virtual P, movendo-se de 4 na dire¢do dessa

forca ¢ igual ao trabalho total realizado nos elementos internos pelas forgas virtuais

(M ,N Ve f). O trabalho realizado pela forga virtual ¢ dado pela deformagao de todos
os elementos dx ao longo da estrutura. Compreende-se por deformagdo as deformagdes

devidas a flexdo, ao esfor¢o normal ao cisalhamento e a torgao.
W, = [Mdp+ [NA+[0dy + [ Tao, (2.22)
! ! ! !

sendo do as rotacdes devidas ao carregamento real, A os alongamentos ou encurtamentos
devidos ao carregamento real, y as deformagdes angulares e 0 as deformagdes devidas as

torgoes.

P.5= Iﬂgdx+Iﬁ%dx+!z?édx+]?%dx, @23)
) / / 1 t

onde M,N,V e T sdo os esfor¢cos produzidos pela carga virtual; M, N, V e T sdo os

esforcos produzidos pelo carregamento real; E ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal, G ¢

o modulo de elasticidade transversal, I ¢ o0 momento de inércia da se¢do transversal em

relagdo ao seu eixo que passa pelo seu baricentro; A ¢ a area da se¢do transversal e J; €

momento de inércia a torcao.

Na pratica, a contribui¢do de algumas parcelas de deformacao pode ser desprezada
em relagdo as outras, dependendo da sua importancia relativa. A deformagao devido ao
cisalhamento pode ser negligenciada para a maioria de vigas e pilares normalmente
utilizados na construgdo civil, porém esta parcela de deformacdo ¢ importante para
estruturas em madeira, estruturas com vaos curtos, em estruturas com cargas elevadas. A
parcela de deformacdo axial pode ser desprezada em pecas que ndo trabalhem

fundamentalmente com esfor¢o normal.

Neste exemplo somente serdo conservadas as deformacgdes relativas a flexao.

Portanto
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MM dx.
EI

(2.24)

F.(S:j
1

Efetuando-se a integracdo das deformagdes ao longo das trés barras do poértico da

Figura 2-10 e considerando a for¢a virtual igual a 1, tem-se

MM, (2.25)

1.6 = dx,

MM, M,M,
it

dx, +j
212 / 373

Para a determinacdo do deslocamento generalizado &9, tém-se os estados de
deformacgdo e¢ de carregamento mostrados na Figura 2-12. Visto que a solucdo dessas

integrais sao encontradas em tabelas como propoe SUSSEKIND (1994).

Estado de deformacgao Estado de carregamento
50 °F | o R
. REAL | ' VIRTUAL '
: 50 : ! '
N A 1IN | _P=1
o VAN —X As—
30 30
150 3 3
+ _
150 3 3
+

™ _
™
Figura 2-12: Estados de deformacdo e de carregamento para o calculo de 9y

As reagoes e os esforgos solicitantes mostrados para os estados de deformacgao e de
carregamento (Figura 2-12) sdo determinados utilizando-se as equacdes de equilibrio de

estatica, como estudado na disciplina ECV 5219—Analise estrutural 1.

Apoés a determinagdo dos momentos nas barras efetua-se a combinagdo, barra a
barra, desses esfor¢os a fim de se determinar o valor tabelado das integrais da equacao

acima (Tabela 2-1).
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Tabela 2-1: Combinagdo dos diagramas de momentos fletores

Barra 1 Barra 2 Barra 3

3
150 V 150

Li1i=3m

- ==

T —

j MMdyx, = %llj\_/[M jﬂdez - %zzﬂM j MMdyx, =0
I,

I

l

Como a rigidez a flexao ¢ constante ao longo de toda a estrutura, pode-se escrever

EI-(1kN)S,, = [ MM, + [ MMy, + | MMdsx, (2.26)
/ ! !

Das combinac¢des mostradas na Tabela 2-1, obtém-se:

EI1KN)- 8, =3 (3 mf1 SORN- )30V m) 4 (5 m)1SOKN - )~ 34N ). (227
EI(1KN)S,, =450 kN* - m* —450kN* - m’ (2.28)
S0 =T kn (2.29)

O célculo do deslocamento horizontal em 1 devido a carga unitaria na direcao do
hiperestatico X; (8;1)¢ efetuado a partir dos estados de deformacdo e de carregamento

mostrados na Figura 2-13.

As reagdes e os esforgos solicitantes mostrados para os estados de deformacao e de
carregamento (Figura 2-13) sdo determinados utilizando-se as equagdes de equilibrio de

estatica.

Apoés a determinacdo dos momentos fletores nas barras, efetua-se a combinacao,
barra a barra, desses esfor¢os a fim de determinar o valor tabelado das integrais da equagao
acima (Tabela 2-1).

EI(LN)3,, = [ MMd, + [ MMdx, + | MMds, . (2.30)

l 3 I
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Estado de deformagao Estado de carregamento
REAL VIRTUAL
1 P=1
PaS AN PN AT
3 3 3 3
3 - 3 3 3

o ™)

Figura 2-13: Estados de deformacdo e de carregamento para o calculo de dy;

Tabela 2-2: Combinag@o dos diagramas de momentos fletores para o calculo de dy;

Barra 1 Barra 2 Barra 3
_3 _3 _3 _3
-3
[ MM =§11A_4M [MMa, =1 mM [MMax, =§I3A_4M
1 b I

Das combinag¢Oes mostradas na Tabela 2-2, obtém-se:

1 1 (2.31)
EI-(1kN)-6, =53 )=3)=3)+(5 J=3)-3)+ 56 -3)-3).
EI(1kN)S,, = 9kN? - m* + 450kN” - m* + 9kN* - m’ . (2.32)
5 = 63 (2.33)
EI

Substituindo os deslocamentos generalizados 0j;9p € 0;; na equagdo de

compatibilidade, tém-se
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234
——1575kN-m3+X1-§kN-m3=o, (239
El EI
235
_1ST5_ s (235)
63
X, =25kN. (2.36)

Para a determinacdo do deslocamento generalizado &,;, ndo € necessario tragar

novamente o diagrama de momento fletor, basta fazer

MM, (2.37)
é‘ll: J. #dxa

barras

sendo M, o diagrama dos momentos fletores devido a carga unitaria na dire¢do do

hiperestatico X;.

Para a determinacdo do deslocamento generalizado 8¢, tem-se

2270 gy
El

sendo M, o diagrama dos momentos fletores devido ao carregamento externo.

MM, (2.38)
10 = I

barras

Portanto o valor dos deslocamentos generalizados ¢ dado por

MM, (2.39)
= I dx .
/ EI

barras

Apo6s o valor do hiperestatico X; ter sido determinado, as reacdes e os esforgos

internos no portico isostatico sao calculados utilizando-se as equagdes de equilibrio da

estatica.
Sm > F,=0, H,=25kN
50
Y F, =0
g V=V,
Ha=25 25 2M, =0
—A A (5m)V, =50 kN x3m =150 kN - m
Va=30 Ve=30 Vy=30kN=V,

Figura 2-14: Reagdes de apoio do portico plano

Apbs a determinacdo dos esfor¢os internos, sdo tracados os seus respectivos

diagramas como mostrado na Figura 2-15.
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-75
+75 Z
- ) - + +
+75 )
+ - + -30 +
DMF(KN*m)
DEN (kN) DEC (kN)
30 +25
(a) Diagrama de esforgo normal (b) Diagrama de esforgo cortante ~ (b) Diagrama de momento fletor

Figura 2-15: Diagrama de esforgos do portico plano

1.1.1.1. Exemplo 2 - Pértico plano

Determinar os diagramas de esfor¢os do portico plano mostrado na Figura 2-16,

cujos elementos estruturais apresentam uma sec¢ao retangular constante de 20 cm x 40 cm e

moédulo de elasticidade de 2-10’ k—]\zf No calculo dos deslocamentos generalizados,
m

considerar as deformacgoes devidas a flexao e ao esfor¢o normal.

40 kN
3m 3m

H

4m
6m

1

Figura 2-16: Portico plano
Para a determina¢do do diagrama de esfor¢os do poértico hiperestatico mostrado na
Figura 2-16, primeiramente as reagdes de apoio devem ser calculadas. Utilizando o Método

das Forgas para isto, tem-se que determinar inicialmente o sistema principal a ser utilizado

(estrutura isostatica mais o carregamento externo) (Figura 2-17)
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40 kN

X1
AS

Figura 2-17: Sistema principal e hiperestatico do portico plano da Figura 2-16

Sabe-se que, para estruturas elasticas submetidas a pequenas deformagdes, o
deslocamento total da estrutura pode ser determinado pela soma dos deslocamentos de
cada uma das agdes. Portanto, os deslocamentos do poértico isostatico da mostrado na
Figura 2-17 pode ser determinado como sendo a soma dos efeitos mostrados na Figura
2-18, sendo 99 o deslocamento na dire¢do do hiperestatico X; devido ao carregamento e
011 o deslocamento na direcdo do hiperestatico X; devido a carga unitaria na dire¢do do

hiperestatico X;.

40 kN 40 kN

l l

+ X1

X1 1
AS A AS

Figura 2-18: Superposigéo de efeitos

Da Figura 2-16, sabe-se que o deslocamento em 1 ¢ nulo (8;=0), resultando na

equacdo de compatibilidade de deslocamentos

So+X,-6,=0. (2.40)

Neste exemplo serdo consideradas no célculo dos deslocamentos generalizados 6;
as contribui¢des do esfor¢o normal e do momento fletor. Portanto

MM, NN, (2.41)
0, =I ’dx+j Ldx,
El 3 E4

i
i
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sendo E o mddulo de elasticidade do material; A a secdo transversal das barras e 1 o

momento de inércia da se¢do transversal.

O momento de inércia da secao retangular da barra ¢

s , : 2.42
;o bh’ _(02m)-(04m) —0,001067m" | -
12 12

A area da secao transversal ¢

A=b-h=(0,2m)-(0,4 m)=0,08m". (2.43)
[

EA=160-10"kN - n?*, (2.44)
EI=2]133-10"N-m’. (2.45)

O calculo dos deslocamentos generalizados ¢ realizado a partir dos diagramas dos
esfor¢os normais e fletores da situacdo 0 (devido ao carregamento externo) e da situagdo I
(devido ao hiperestatico X;). Os diagramas dos esfor¢os Ny € My sdo mostrados na Figura

2-19 e os diagramas N; e M; sdo mostrados na Figura 2-20.

40 kN
@ \%MMMMHMW
@ 60
Ha=0 @
A 20
A
VAN 20
20
. ® @

Figura 2-19: Diagramas Ny, M, devido ao carregamento

As reagdes e os esfor¢os internos mostrados na Figura 2-19 e na Figura 2-20 foram
calculados a partir do poértico isostatico utilizando unicamente as equagdes de equilibrio da

estatica.
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o (IR
4 -6

© (IS
@ 4m

2m +1/3
LS

13 =

Figura 2-20: Diagramas N, M, devido a carga unitaria na direcéo 1

173

O célculo do deslocamento generalizado 8¢ sera realizado pela equagao

5 J,NNOd J, de (2.46)

sendo Ni=Nje Mi=M, (Figura 2-20).

A Tabela 2-3 mostra a combinacao dos diagramas de esfor¢os normais N, e Np.

Tabela 2-3: Combina¢ao dos esforgos N1 e Ny para o célculo de 8y

Barra 1 Barra 2 Barra 3
-20 i
Combinagao
- + nula
Li=4m
J.N1Nodx1 =LN,N, IMNde3 =LN\N,
I I

A Tabela 2-4 mostra a combinagao dos diagramas de esfor¢cos normais M; € M.

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET




ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 26
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes

Tabela 2-4: Combinag¢do dos esforgos Mje M, para o calculo de &y

Barra 1 Barra 2 Barra 3

Combinagao Combinagao

nula _ /‘ nula

I‘]VINde} =L,N\N,

b

2.47
5, = J‘NNd jMMde, ( )
VB4 ) EI
_+40 900 (2.48)
YT 3E4 EI
40 900 (2.49)

S, = - =(0,083-107*) — (421,94 -10*) =—421,86 - 10 *(m)
Y 3.160-10*  2,133-10* ( )= ( ) (m)

O calculo do deslocamento generalizado J,; sera realizado utilizando a equagao
NN, 2.50
S, j Ly + j M i (2:50)

(Flgura 2-20).

A Tabela 2-5 mostra a combinagdo dos diagramas de esfor¢os normais N; e N; cujo

valor da contribuicdo ¢ dado por

‘!-%dx = ﬁ{@ m)@@ +(6mY=1)-1)+ (6m)(_ %j(_ %ﬂ _ 3% . 2.51)

Tabela 2-5: Combinag¢do dos esforgos N e N; para o calculo de 3y,

Barra 1 Barra 2 Barra 3

1 1
3 Y 1 1
3 3 3 — 3

+ + - 1 ) )

-1

[ NN =N,V [ NN, =,N N, [ NNk, = LN,
I I I

A Tabela 2-6 mostra a combinagdo dos diagramas de momentos fletores M; e M,

sendo o valor da integral dos momentos na barra 2 ¢ dada por
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1 (2.52)
[ MM dx, =g(6 m)[4-(2-4+6)+6-(2-6+4)]} =156
l
e a contribui¢do total devido ao momento fletor ¢ dada por
2.53
Idezi[@(—4)(—4)+156+@(—6)(—6)}, (2:53)
 El EIl 3 3
2.54
j—dMlMl x:i[ﬁ+156+%}=—736. (239
 El EIl 3 3 3-E1
N, N, MM 2.55
5, = [==tde+ [ dx, (259
1 EA  ET
64 736 64 736 (2.56)
o, = + = o+ T
9EA 3EI 9-160-10° 3-2.133-10
511=O,044-104+115,02-1041 =115,06-104. (2.57)
Tabela 2-6: Combinagéo dos esfor¢os M; e M, para o calculo de &,
Barra 1 Barra 2 Barra 3
b4 6 6 6
Li=4m I3=6m
[>=6m
1 1
_[MlMldxl =—LIMM, J.MM dx =ll M, (ZMIA +MIB)+ leMlde =—LMM,
b 3 1l S ’ MlB(2M13+M1A) Iy 3

Substituindo os deslocamentos generalizados 09 € 0;; na equagdo de

compatibilidade, tém-se

1575 63 2.58
———kN-m’+X,-—kN-m’ =0, 2.58)
EI EI
(~421,86-10) (2.59)
X, =- —~
115,06-10
X, =+3,67kN . A reagdo hiperestatica ¢ positiva (2.60)

Apos a determinagdo da reacdo hiperestatica, determinam-se as reagdes do portico

1sostatico (Figura 2-17) utilizando as reagdes de equilibrio da estatica cujos valores sao

mostrados na Figura 2-21.
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40 kN H, =367kN
3m 6V, —40-3-3,67-2=0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, y V,=212kN
| V, =188 kN
| &
: O
| 367
1 ;A%r
18,8 N
4
21,2

Figura 2-21: Reagdes no do portico mostrado na Figura 2-16

Conhecendo-se as reagdes ¢ possivel determinar os esfor¢os internos e tragar os
seus graficos respectivos (Figura 2-22). Os esforcos internos podem ser determinados pelo

principio das superposi¢ao dos esfor¢cos segundo as expressdes mostradas na Figura 2-22.

-3,67 22,0
+1878 -14’7 ............
* 147
-22,(
) ) +41,65
-21,2
+
-18,8
-3,67
-21,2 L
+3,67
N =N, +X,N, V=V, +X,V,(kN) M=M,+XM,
(a) Diagrama de esfor¢o normal (b) Diagrama de esforco cortante (c) Diagrama de momento fletor

Figura 2-22: Diagrrama de esforgos internos do portico plano da Figura 2-16

Neste exemplo, se o esforco axial fosse desprezado, a diferenga no resultado da
reacao hiperestatica seria 0,02% (o que ¢ muito pequeno). Como exercicio didatico, devera
ser recalculado os hiperestaticos considerando somente a contribuicdo dos momentos

fletores.
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2.1.1.Estruturas duas vezes hiperestaticas (ge = 2)

1.4.1.2. Exemplo 1 - Viga engastada com dois apoios

A Figura 2-23 apresenta um exemplo de estrutura duas vezes hiperestatica. O grau
de hiperestaticidade ¢ determinado segundo o item 1.2 Esta estrutura apresenta cinco

reacoes externas: 3 reagdes verticais, 1 reacao horizontal e um momento (Figura 2-24)

Figura 2-23: Viga engastada com dois apoios

O grau de hiperestaticidade ¢ determinado pela expressao

g, =r—e, (2.61)
sendo 7 o nimero de reagdes ¢ e o nimero de equagdes da estatica. Portanto o grau de

hiperestaticidade da viga mostrada na Figura 2-23 ¢

g =5-3=2 (2.62)

como foi afirmado anteriormente.

Ma
H L2 X
A
A L] —B L7 -
A\
RA RB RC

Figura 2-24: Reagdes da viga

A viga mostrada na Figura 2-23 apresenta diversos sistemas principais possiveis

como ilustra a Figura 2-25.
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&Y £

6]3_0
0c=0
GA—O
BCZO
9A=0
0c=0
6A=0

0; =0, ou
0;91

Figura 2-25: Sistemas principais possiveis da viga mostrada na Figura 2-23

O sistema principal mostrado na Figura 2-25d costuma ser conveniente,

especialmente quando o carregamento ou a rigidez sdo diferentes nos dois vaos. Este

sistema apresenta condi¢des de compatibilidade de rotagcdo similar ao Método dos Trés

Momentos.

O sistema principal mostrado na Figura 2-25a apresenta a visualizacdo mais facil

dos efeitos do carregamento e dos hiperestaticos (Figura 2-26)

0) q D B 1 2 81 :
lHlUlHlHlUJlHlJ% I ] 1 ,
I Y /
- L T | L, L
O Xjvezes X,vezes

¢

Figura 2-26: Deformagéo do carregamento e dos hiperestaticos

As condi¢des de compatibilidade de deslocamentos fornecem um sistema de duas

equacgdes e duas incognitas:
0,=0->0,+X,-0,+X,:6,=0,

0,=0—>0,,+X,-0,,+X,-0,,=0.

O sistema de equagdes pode ser reescrito como

(2.63)
(2.64)
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{511 X, 468, X, =-6, (2.65)
0y - X, + 0, - X, = =0y ‘
que pode ser reescrito sob a forma matricial:

{511 512} {Xl} {810} (2.66)
. = — ou

821 O22] X2 820

0-X=-9,, (2.67)

onde 8 ¢ a matriz de flexibilidade, X € o vetor de esforcos ou forgas (incognitas) e 8, € o

vetor de deslocamento devido a a¢do do carregamento.

Para se obter o vetor de incognitas € necessario inverter a matriz de flexibilidade da

estrutura:
X = _5—160 , (2.68)

sendo &' = K a matriz de rigidez da estrutura.

J4

Em geral, para vigas continuas, ¢ mais conveniente adotar o sistema principal
mostrado na Figura 2-25iv, conforme serad visto no proximo exemplo. Os coeficientes §;
podem ser obtidos por diversos métodos, neste curso sera usado o Principio dos Trabalhos

Virtuais (PTV).

1.4.1.3. Exemplo - Viga continua com trés vaos

Seja a viga continua com trés vaos, com dois graus de hiperestaticidade e rigidez a

flexao (EI) constante (Figura 2-27).

20 kN/m
40 kKN
10 kN/m

4 A § D

3m 2m 2m 3m

Figura 2-27: Viga continua com trés vaos

O sistema principal adotado para a resolu¢cdo do problema ¢ representado pela

Figura 2-28. O sistema apresenta as rotagdes relativas entre as barras ligadas pelas 1 e 2
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como sendo nula. Destas condi¢des resultam as equacdes de compatibilidades expressas

por
0, = (95 —(95 =0, (2.69)
5. =0 —6° =0, (2.70)
X, X2
v 2 v N \‘/ /72N Y
VA VA
3m 2m 2m 3m R

Figura 2-28: Sistema principal da viga continua mostrada na Figura 2-27.

A Figura 2-29 apresenta os diagramas de esfor¢os da situagao 0 (My) para o sistema

principal da Figura 2-28.
20kN/m

10kN/m \rOkN
Y

<

0 NF~

9=11,25

)

8 40.4 =40 20.9=22,50
4 8

Figura 2-29: Momentos fletores do sistema principal causados pelo carregamento.

A Figura 2-30 apresenta os diagramas de momentos devidos a um momento

unitario aplicado na dire¢ao dos hiperestaticos X.

'1 O,

Figura 2-30: Momentos fletores devido a um momento unitario aplicado na direcdo do hiperestatico X;

A Figura 2-31 apresenta os diagramas de momentos devidos a um momento

unitario aplicado na dire¢do dos hiperestaticos X, Os momentos
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ATTTR A—éﬁlgl—ﬁ@

Figura 2-31: Diagrama de momentos devidos a um mom. unitario aplicado na diregdo dos hiperestaticos X,

Para se obter a rotagdo relativa na rétula 1, aplicam-se os bindrios unitarios. Faz-se
0 mesmo para a rétula 2. Portanto, para obter-se rotagdo relativa na rotula 1 devido ao

carregamento 0, ou seja 0y, utilizando PVT, basta fazer

M M 2.71
0, = j- 0 dx, ( )

EI

visto que o esforco axial € nulo neste exemplo. Procede-se analogamente para determinar

barras

os demais coeficientes d;.

O sistema de equagdes de compatibilidade é

{é‘l()+ Xl'é‘ll + Xz'é‘lz = 0 . (2'72)
520+X]'521+X2'5ZZ = O

Para a determinacdao de 09 procede-se a combinacdo mostrada na Tabela 2-7,

resultando
EIl-5,, = %(3 m)—1)-11,25 + %(4 m)1+0,5)(-1)40),

51,25 (2.73)
510 == .
EI

Tabela 2-7: Combinagao dos diagramas de momentos para o calculo de 8,9

Barra 1 Barra 2 Barra 3

1 I
A : Combinacio nula
: 11,25 40

[ M M dx, = %leleax [ M M dx, = %zz (1+a)M M,
U

b
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Para a determinagdo de 0y procede-se a combina¢do mostrada na Tabela 2-8,

resultando

EIl -6, = %(4m)(1 +0,5)(—1)40)+ %(3711)(— 1)-22,5,

5, = _%_ (rad) (2.74)

Tabela 2-8: Combinagao do diagrama de momentos para o calculo de &,

Barra 1 Barra 2 Barra 3
— 1 1 k
Combinacao nula v v
40 22,5
[ M M dx, = %zz (I+a)M,M, | [M,Mdx, = %gMsz
h L

Para a determinagdo de 0,; procede-se a combina¢do mostrada na Tabela 2-9,

resultando
EI-65, = %(3m)(_1)(_1)+§(4m)(_ 1)-1),
5, = 3% . (rad/kN) (2.75)
Tabela 2-9: Combinagdo do diagrama de momentos para o calculo de 3
Barra 1 Barra 2 Barra 3

-1 -1
_ + Combinagao nula
: -1 -1

[ MM ax, = %lelM1 [ M M dx, = ézleMl
b

Iy

Para a determinagdo de &,; procede-se a combinagdo mostrada na Tabela 2-10,

resultando
1
B1-6, = Lam)1)-1),

3EI
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Tabela 2-10: Combinacdo do diagrama de momentos para o calculo de d;,

Barra 1 Barra 2 Barra 3

Combinag¢ao nula ‘ _ Combinagao nula

[ M M, dx, = élele

b

Para a determinacdo de 0,; procede-se a combinagdo mostrada na Tabela 2-11,

resultando

EI-6, =%(4m)(_1)(_1)+§(3m)(_1)(_1),

7 (2.77)
0,, = — .(rad/kN.m
22 3E[ ( )
Tabela 2-11: Combinagdo do diagrama de momentos para o calculo de &5,
Barra 1 Barra 2 Barra 3
1 -1 L
Combinag¢ao nula _
: -1 1
1 1
[ MM ax, = SLMM, [ M M dx, = LM M,
2 l'&
Substituindo os deslocamentos generalizados na equagao (2.72), obtém-se
| 51,25 +_X1+1X2_0 2.78)
3
7
] 62 5+—X1+—X2—0
3
X, =15,60 kN -m . (2.79)
X,=2233kN -m. (2.80)

Os esforcos podem ser obtidos a partir do sistema principal, isostatico, empregando

o principio da superposi¢ao dos efeitos
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M=M,+X, M, +X,-M,. (2.81)

Os valores maximos (e minimos) do momento fletor correspondem aos pontos onde
o esfor¢o cortante muda de sinal. Portanto, ¢ necessario conhecer as reacdes e, a partir
delas, tragar o diagrama de esforco cortante da viga. As reagdes podem ser calculadas a
partir dos trechos da viga continua (Figura 2-32), cujos momentos fletores internos foram

determinas a partir dos hiperestaticos.

Como atividade didatica, devem ser calculadas as reagdes nos apoios e concluidos

os diagramas de esforgos cortantes € momentos fletores.

40 kN 22,33 kN'm 20 kN/m
N/ 15,6 kN'm
B, C C
A ) (o
3im é 2m 2m Q 3m D
T~

Figura 2-32: Trechos da viga continua

40 kKN i 20 kN/m

Figura 2-33: Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores da viga da Figura 2-27.

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 37
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof* Poliana Dias de Moraes

1.4.1.4. Exercicio

Uma viga continua de quatro vaos tem, a esquerda, uma parte em balango como se
vé na figura. Determinar as reagdes ¢ tragar os diagramas dos esforcos internos da viga , no

espaco indicado da Figura 2-34. I, = 4375 cm’ e L,=4102 cm®.

5kN 150 kN

AR

Y
AP

— o _—

Figura 2-34: Viga continua de quatro vao e seus esfor¢os internos
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1.1.2. Estruturas trés vezes hiperestatica (g. = 3)

Seja o poértico plano bi-engastado mostrado na Figura 2-35, do qual deseja-se
determinar os esforgos internos e tragar os respectivos diagramas. Este portico apresenta 6

reacoes devidas aos engastamentos em A e B, portanto o seu grau de hiperestaticidade (gy)

¢ igual a 3.
| q
C D
N
A 777777 177777 B

Figura 2-35: Portico plano bi-engastado

Um dos sistemas principais possiveis para o portico mostrado na Figura 2-35 ¢

aquele mostrado pela Figura 2-36.

F
—
X3
X1 ﬂ;\
177777 /|\
X2

Figura 2-36: Sistema principal do portico mostrado na Figura 2-35

As condicoes de compatibilidade do sistema principal da Figura 2-36 ¢

deslocamentos horizontal e vertical e rotagdo nulos no ponto B, o que resulta 5, =0,

0,=0¢e0,=0.

Para determinar os esfor¢os no ponto B, usar-se-a o principio da superposi¢do dos
efeitos das cargas sobre o sistema principal (isostatico), segundo o esquema mostrado na
Figura 2-37. Superpondo a contribuicdo de deslocamento dessas cargas e aplicando as
condi¢des de compatibilidade para o ponto B da estrutura real (Figura 2-35), obtém- se o

sistema de equagdes
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0, =0, + X, 0, + X, 0, +X;-6,; =0 (2.82)
0,=0,+X,-0,,+X,-0,+X;-0,,=0,
0,=0,+X,:0,,+X,:0,+X,:0,,=0

que na forma matriz € expresso como sendo

531 532 533 XS 530
8- X=-8,..X=-8"9,, (2.83)
onde & ¢ a matriz de flexibilidade, X ¢ o vetor das forcas (incognitas) ed, ¢ vetor de

deslocamento devido ao carregamento (conhecidos).

@ (3)

Figura 2-37: Efeitos devidos ao carregamento atuante na Figura 2-36

1

Conforme foi visto anteriormente, os coeficientes 0; podem ser obtidos pelo
Principio dos Trabalhos Virtuais. Para o portico plano, desprezando esfor¢o por

cisalhamento, tem-se
(2.84)

MM, NN,
8y = | —Hdx+ [—Ldx,
! EI 4 EA

sendo E o modulo de clasticidade do material; A a segdo transversal das barras, 1 o

momento de inércia da se¢do transversal e / todas as barras da estrutura.

Como M;.M; = M;.M;, tem-se d; = 9;;, ou seja, a matriz de flexibilidade é sempre
simétrica, o que ja foi demonstrado anteriormente (Teorema da Reciprocidade de Betti-

Maxwell, SUSSEKIND, 1994a).

Para uma estrutura com g, = 3, deve-se determinar 6 coeficientes da matriz 6 (8,1,
822, 833, O12, 813, O23) € 3 coeficientes do vetor for¢a 8¢ (810, 820, 830). Resolvendo-se o

sistema de equagdes (2.82) obtém-se X.
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1.1.2.1. Exemplo 1: Portico bi-engastado

Determinar o diagrama de esfor¢os do portico bi-engastado mostrado no Figura

2-38, desprezando a contribui¢cdo do esfor¢o axial.

llo kN
C
D
1 m
5 kN
>
1 m

Figura 2-38: Portico bi-engastado

O sistema principal escolhido para a resolugao do poértico (Figura 2-38) é mostrado

na Figura 2-39.
10 kN

5kN

>

lf\ X
Td 2
\ AT

A B
Figura 2-39: Sistema principal e hiperestaticos do portico da Figura 2-38

Para a determinagdo dos deslocamentos generalizados 0;, € necessario a
determinagdo das reacdes e dos esforgos internos causados pelo carregamento (sistema 0) e

pelo hiperestatico X, (sistema I).

Utilizando-se as equacdes de equilibrio, determinam-se as reagdes ¢ os esfor¢os
internos do portico isostatico do sistema principal causadas pelo carregamento (Figura

2-40) e pelo hiperestatico X, (Figura 2-41), X, (Figura 2-42) e X3 (Figura 2-43).
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10 kN
10 kKN.m 5kN.m
\ 5
| 10
L5y
\
| 13,33 kN.m
\
\
A JAN A
A 2 Mo
3
A S
3
2
3

Figura 2-40: Reagdes e diagrama momentos internos do sistema 0
i O,

nulo

Figura 2-41: Reagdes e diagrama momentos internos do sistema I

®

1

1
< N
Vi yAN

Figura 2-42: Reacdes e diagrama momentos internos do sistema II
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nulo

AN
e 1 N
3 3

v

Figura 2-43: Reacdes e diagrama momentos internos do sistema II1

Desprezando-se o esfor¢o axial, a expressdo para os deslocamentos generalizados ¢
dada por

, (2.85)
s = [ g
El

O deslocamento generalizado 8o € obtido pela combinagdo apresentada pela Tabela
2-12
EI-5, =%(2m)(—l)(10)+é(3m)(—1)(2-10+5)+%(3m)(—1)(2-10+5),
El-6,,=-10-125-4,45

26,95 (2.86)
Oy =~ :
EI

Tabela 2-12: Combinacao dos diagramas de momentos fletores para o calculo de d;¢

Barra 1 Barra 2 Barra 3

10 2 1

Combinaga

+ 10 ++ 0
+ I/ nula
5

6,67

[0, v, = %ZIMIMO [ 1, i, = %ZZMI (2m +M?)+ élz (1+a)M,M
I b
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O deslocamento generalizado &, ¢ obtido pela combinagao apresentada pela Tabela

2-13

1 1 1 1
EI-§5,, :§(2m)2-10+5(3m)-2-(10+5)+5(3m)-2-6,67+g(1m)(1+2-2)-5,
EI-0o,, :ﬂ+45+20+§

3 6

82,5 (2.87)
Oy == :
EI
Tabela 2-13: Combinagdo dos diagramas de momentos fletores para o calculo de &y
Barra 1 Barra 2 Barra 3
2 10 2 5
+
2 + +
2 1
W
5
m L 6,67
1
1 A B 1 1 A B

I M, M dx, = %11 MM, | MMy, =gle2(M0 + M| )+512M2M0 [ 0,0, = ol (M +2M2)M,
I L ks

O deslocamento generalizado 8, ¢ obtido pela combinacao apresentada pela Tabela

2-14
1

EI- 5, =g(2m).1.(10+2.5)+%(3m)(

EI-8,,=10+556+2,5,

2

1+—J-1-6,67+1(1m).1.5,
3 2

18,06 (2.88)
530 = El
Tabela 2-14: Combinacdo dos diagramas de momentos fletores para o calculo de 33
Barra 2a Barra 2b Barra 3
=
I 2 1 5
10 5 + |+
+
+
1 6,67

&

1
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1 1 2 I
[ M0, = g12M3(2M(;‘ +M7)| [ MM dx, = o (1 + 5jM3M0 [ MM dx; = 1M M
12 12 13

Efetuando o mesmo procedimento, determinam-se os deslocamentos generalizados:
EI-§, :(Zm)-l-l+§(3m)-l-1:3,

EI-5,, =B(2m)-2-2]2+(3m)-2-2=17,33,

E]-533=%(3m)-1-1+(3m)-1-1=3,

EI-5,, =—%(2m)-1-2—%(3m)~1-2=—5,

EIl-5,, =—é(3m)~1~1=0,5,

EI-§5,, =%(3m)~2-1+%(2m)-2-1=5.

(2.89)
De posse dos deslocamentos generalizados, ¢ possivel obter o sistema de
compatibilidade
3X,-5X,-05X,-2695=0 (2.90)
=5X,+1733X, +5X, +825=0,
05X, +5X, —3X, +1806=0
3 -5 =05| |X, 2695
-5 1733 5 |-1X,p=9-825
-05 5 3 X, —-18,06

Resolvendo o sistema, obtém-se

X, | =033 (2.91)
X, ={-598;.
X, 3,89

Os esfor¢os podem ser obtidos por
N=N,+NJX, + N, X, + N;X,,
V=V,+VX +V,X,+V, X, e (2.92)

M=M,+M,X, +M,X, +M,X,.
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Como exercicios didatico, devem ser calculadas as reacdes do portico e tragados os
diagramas de esfor¢cos normais, cortantes e momentos fletores, especificando os valores dos

momentos maximos € os locais onde eles ocorrem.

Figura 2-44: Diagrama de esforgos normais
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Figura 2-45: Diagrama de esforgos cortantes

Figura 2-46: Diagrama de momentos fletores

1.5.ESTRUTURAS INTERNAMENTE HIPERESTATICAS

2.1.2. Exemplo 1- Trelica plana

Seja a trelica mostrada na Figura 2-47, cuja rigidez a trag@o de suas barras (EA) ¢
constante. Esta trelica ¢ internamente hiperestatica de grau 1 (g; = 1). Portanto, apresenta
uma Unica incognita hiperestatica a ser determina. Esta incognita ¢ o esforco normal em

uma das barras.

20 kN

2m

A\
2m f

Figura 2-47: Trelica plana internamente hiperestatica

Para a determinagao do sistema principal da trelica mostrada na Figura 2-47, corta-
se uma das barras, colocando-se o esfor¢o interno atuante na sec¢ao(Figura 2-48). No caso
de uma trelica, o esfor¢o interno ¢ o normal. A condi¢do de compatibilidade ¢ dada pelo

deslocamento relativo nulo entre a secdo a esquerda e a secdo a direita.
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5% =57 =0 ou (2.93)
5t =5" (2.94)

Jas 2

Figura 2-48: Sistema principal e hiperestatico da treli¢a plana

A determinacdo do esforg¢o interno X; se dara pela superposi¢do dos efeitos e

utilizando as condi¢des de compatibilidade de deslocamento (Figura 2-49)

5,=6,+X,-5, =0, (2.95)
v % (2.96)
R
511
20 kN
=
0
_|_

o = )

Figura 2-49:Superposicédo dos efeitos do carregamento e do hiperestatico X;

Como as barras de uma trelica estdo sujeitas unicamente a esfor¢os normais,
considera-se somente a contribuicdo desses esforcos no calculo dos deslocamentos
generalizado. Sendo

NN, (2.97)

barras

onde j = 0 ¢ o carregamento.

Entdo, para a obtengdo dos deslocamentos generalizados, ¢ necessario determinar
os esforcos axiais devido ao carregamento (sistema 0) e devido ao hiperestatico X;
(sistema I). Estes valores foram calculados utilizando as equagdes da estatica de equilibrio

de forgas.
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Os esforcos nas barras devidos ao carregamento sdo determinados a seguir e

mostrados na Figura 2-50.

NoD N 20 > F,=0..N,=20

-

No A N
D F,=0:.N,=20
Na

2 D F,=0.N, =20
T

No B N;=0
Nsxi : ZFX=0.-.N5-‘2E+20=0

20-2

2 LN =T

! ot

2 SNy =-2072

D F, =0

Ns-*zﬁ+20=o

—20\5-*25+20=0 OK

5 20 kN
C =

D
z
1 3 3 =
(e\]
+

20kN Al B

* &
20 kKN 20 kN

Figura 2-50: Reagdes e esforgos normais nas barras devidos ao carregamento

Os esforcos devidos ao carregamento unitario na direcdo do hiperestatico X; sdo

calculados a seguir e mostrados na Figura 2-51

No N 4—2—. 2 V2
D Ty EPTIERTNI
] N; ZFx:O:NZH-‘ZE:o;NZ:_‘ZE

ZFy:O N, =-

No Ni
A T 1
.%5 Ny D Fx=0 N,=-

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes

49

NG
CO i\v&‘%_f > Fx=0 Ns-f—\fzo.'.stl
~ > Fy=0 N3-‘E—‘25=0.-.1-‘25=‘25 OK
V2
2
A2
q 2
+1 %
A2 2
2 +1 2
<
AT E B
2 .

Figura 2-51: Reagdes e esforcos internos devidos a carga unitaria na direcdo do hiperestatico X;

O célculo do deslocamento relativo na direcdo 1 devido ao carregamento (d10) €

dado por

(NN LS .
5“"!(&4)[. dx—EA;NINO I

(2.98)

e o calculo do deslocamento relativo na dire¢do 1 devido ao esfor¢o unitario na dire¢do 1

(311) € dado por

(NN LS .
S5, _I(EA),. dx = EA;NINI I

li

(2.99)

E recomendével organizar uma tabela como a Tabela 2-15. Ela permite o célculo

sistematico dos esforcos em cada barra e dos deslocamentos generalizados.

Tabela 2-15: Célculo dos deslocamentos generalizados &g € 013

Barra / (m) EA No N1 (NoN]ll)/EA (NlNlll)/EA N (kN)
1 2 EA +20 22 2042 1 7,93
2 E4 EA
2 2 EA +20 22 2042 1 7,93
2 E4 E4
3 2 EA 0 V2 0 1 -12,07
2 E4
4 2 EA +20 P 2042 RS 7,93
2 E4 EA
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5 22 EA — 2042 1 _ 80 232 -11,21
EA EA

6 22 EA 0 1 0 212 17,07
EA
2 164,85 9,66
EA EA

Substituindo os deslocamentos generalizados na equagdo de compatibilidade,

obtém-se

_ 2.100
164,85 i X, 9,66 —0, ( )
EA EA

X, =17,07 kN . (2.101)

Os esfor¢os normais finais sdo obtidos por

N=N,+X,-N,, (2.102)
cujos resultados sdo apresentados na ultima coluna da Tabela 2-15.
2.1.3.Exemplo 2 - Pértico com tirante

Seja um portico com tirante, uma vez hiperestatico, cuja rigidez a flexao das barras

(EI) é 2-10* kN -m e arigidez a tragdo do tirante (EA) é 10* kN (Figura 2-52)

*30 kN

EI EI
3m
TIRANTE
N C D
(EA),
3m EI EI
N

N
A”/%” 4m 4 m MQ”

NI N J
I~ < N

Figura 2-52: Portico com tirante

Para a determinagdo do sistema principal do pértico mostrado na Figura 2-52,
secciona-se o tirante, colocando-se os esforgos internos, no caso, o esfor¢o normal (Figura
2-53). A condi¢do de compatibilidade ¢ dada pelo deslocamento relativo nulo na secdo do

corte.
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5=0 (2.103)

Figura 2-53: Sistema principal e hiperestatico do portico mostrado na Figura 2-52

O efeito do carregamento e do hiperestatico X; sobre o sistema principal pode ser
determinado por superposi¢do de efeitos, sendo calculados separadamente os efeitos da

carga e do hiperestatico sobre a estrutura (Figura 2-54).

Para o sistema (0) (Figura 2-54), tomando o elemento ACE do portico e fazendo o
equilibrio de forcas na vertical, determina-se a reacdo vertical em A. Fazendo-se o
equilibrio de momentos em torno do ponto E, obtém-se o valor da reagdo horizontal em A
como sendo

15-4-H-6=0,
H =10kN. (2.104)

Para o sistema (I) (Figura 2-54), tomando o elemento ACE do pértico e fazendo o
equilibrio de forgas na vertical, determina-se a reagdo vertical em A, que ¢ zero. Fazendo-
se o equilibrio de momentos em torno do ponto E, obtém-se o valor da reacao horizontal
em A como sendo

H-6-1-3=0,
H=05. (2.105)
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l30kN
+ X o—g—1> 41—3—0
oS SO
H=0,5 0,5
H H e +—
- > - Vi V1
[T Vi

s e

Figura 2-54: Superposi¢ao dos efeitos do carregamento e do hiperestatico

Figura 2-55: Diagramas de momentos fletores devido ao carregamento e & carga unitaria no tirante

E importante lembrar que, no sistema principal, o esfor¢o normal no tirante devido

ao carregamento ¢ nulo (No = 0) e que o esfor¢co normal no tirante devido a for¢a unitaria ¢

1 (N; = 1). Neste exemplo, o esfor¢o axial nas barras do portico ¢ desprezado visto que

EI>>EA, porém ndo podemos fazé-lo para o caso do tirante. Logo, a expressdo para o

calculo dos deslocamentos generalizados ¢ dada por

N,N, (2.106)

I 4dx+ ——dx .

Barras Tirante ( )

Portanto os valores dos deslocamentos generalizados sdo

So=—r2l-L3m.30.15-1 5m30.150 40
B3 3
So=-220__ 2% _ 120.10'm=-12-10" m
El 210

(2.107)
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1-1-
5 = all 355+l m-1,5-1,5}+ 8 m
EI |3 3 (EA),
2.108
11=£+ 8 _ 124+ 84:14-10’4:1,4-10’3m/kN (2.10)
EI  (EA), 2-10* 10
A equagdo de compatibilidade ¢
O +X,-6,,=0 (2.109)
e substituindo-se os valores calculados, obtém-se
~12-10° + X, -1,4-107° =0 (2.110)
12 2.111
X, =—==857kN (2.111)
4
As reacdes (R) e os momentos finais (M) podem ser obtidos por
R=R,+R -X, ¢ (2.112)
M=M,+M,X, (2.113)

Como exercicios didatico, devem ser calculadas as reacdes do portico (Figura 2-56)
e tracados os diagramas de esfor¢os normais (Figura 2-57), cortantes (Figura 2-58) e
momentos fletores (Figura 2-59), especificando os valores dos momentos maximos e os

locais onde eles ocorrem.

5,715 kN 5,715 kN
K F

15 kN 15 kN

Figura 2-56: Reagdes e esfor¢o normal no tirante
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N=28,57kN

Figura 2-57: Diagrama de esforgos normais nas barras e no tirante

Figura 2-58: Diagrama de esforgos cortantes

Momento nulo

Figura 2-59: Diagrama de momentos fletores
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2.1.4. Exemplo 3 - Quadro bi-apoiado

Seja o quadro bi-apoiado mostrado na Figura 2-60a. Esta estrutura se caracteriza
por ser trés vezes hiperestatica. Isto pode ser constatado por meio de um corte virtual de
uma barra do quadro. Na secdo deste corte aparecerdo os esforgos internos normal (N),

cortante (V) e momento fletor (M) (Figura 2-60b).

M M
El

I N N 4
v
v
3m EI El im
EIl
4 m [e)e) 4 m o0
%—:ﬂ- . am &
(a) Quadro bi-apoiado (b) Se¢do no quadro bi-apoiado

Figura 2-60: Quadro bi-apoiado

Para determinar os esforgos internos nas barras do quadro bi-apoiado, pode-se

utilizar a sec¢do apresentada na Figura 2-60b. Chamando N =X, V = X2 e M =X

17 37

tém-se as incognitas hiperestaticas internas e tem-se o sistema principal (Figura 2-61).

X§> <KX3
X Xl\)l(\

2
X2

3m

R

Figura 2-61: Sistema principal e hiperestaticos

A condicao de compatibilidade ¢ dada pelos deslocamentos relativos nulos na se¢ao

do corte. O deslocamento horizontal relativo 6, =0, o deslocamento vertical relativo

0, =0 e a rotagdo relativa na se¢do do corte o, = ( E_ HD)= 0. Estas condi¢cdes podem

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 56
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes

ser desacopladas em 4 sistemas utilizando-se a superposicao de efeitos (estrutura linear)
(Figura 2-62).
0=0 (2.114)

O efeito do carregamento e do hiperestatico X; sobre o sistema principal pode ser
determinado por superposi¢do de efeito, sendo calculado separadamente o efeito da carga e

do hiperestatico sobre a estrutura (Figura 2-62).

Superpondo os efeitos dos esfor¢os mostrados na Figura 2-62 e aplicando as
condi¢des de compatibilidade, t€ém —se:
0,=0,+X,0,+X,0,+X,0,=0 (2.115)
0, =0, +X,0,,+X,0,, + X;0,;, =0,
0, =05+ X605, + X,0,, + X305, =0

sendo J,, o deslocamento relativo na secdo devido ao carregamento externo.

5 kN/m

YWYV

1 i =AS

0) 0] (In) (110)

(X<} [eXe) oo

0|
ol

Figura 2-62: Efeitos do carregamento e dos hiperestaticos

Os deslocamentos generalizados sao calculados por

MM, NN, (2.116)
&= [ = Hdx+ [ Tl
Barras E] Barras EA

mas desprezando-se o esfor¢o axial, tem-se

MM, (2.117)
5, = [ ——Ldx,
Barras E]

Para se encontrar os coeficientes o;, calculam-se inicialmente os diagramas de

momento fletor My, M;, M, e M3 para os sistemas 0, I, II e III, respectivamente.
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5 kN/m 5 kN/m
LY v \4 Y _10 110
3m [
3 4m —
T -10 -10
IO KN 10 kKN
Figura 2-63: Reacdes ¢ diagrama de momentos para o sistema 0
-3
Reagdes Nulas A
3 -3
Figura 2-64: Reacdes e diagrama de momentos para o sistema |
-2
1 1 +2
-2
N
| I~~~ 2
1+2
Reagoes Nulas A
-2
Figura 2-65: Reagdes e diagrama de momentos para o sistema 11
‘ﬁ - + +
+1 +1
+1 +1

Reagdes Nulas

Figura 2-66: Reagdes e diagrama de momentos para o sistema III
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A partir dos diagramas de momentos flexores dos sistemas 0, I, II e III (Figura
2-63, Figura 2-64, Figura 2-65 e Figura 2-66, respectivamente), calculam-se os

coeficientes J,;. A Tabela 2-16 apresenta a combinacdo dos diagramas de momentos

flexores utilizada para o calculo de 9.

Tabela 2-16: Combinagdo de momentos para o calculo de 8,

Barra 1 Barra 2 Barra 3 Barra 4
- 10 | Combinagao
| | | nula
_ 3
[ .0, :%IIMIMO [ MM dx, =1,M M, [ 2, v, :%Z3M1MO
b
I l

EL&O:{%(&@JOG}+Gm)3Jm

210 (2.118)
10 EI :

A Tabela 2-17 apresenta a combinagdo dos diagramas de momentos flexores

utilizada para o calculo de d,0. Esta combinagdo apresenta valores finais nulos (J,, =0),

visto que resultam da combinac¢ao de uma fungdo simétrica com uma fungdo anti-simétrica.
A integral do produto de duas funcdes de (x) em que uma ¢ simétrica e a outra ¢ anti-
simétrica em rela¢do a um eixo transversal a x no meio do intervalo de integragdo ¢ sempre
nula (Figura 2-67).

L 2.119
[f(r)-gx)=0. G

Isto vem a simplificar o célculo de deformagdes em estruturas simétricas. Se o

diagrama M, for simétrico em relagdo ao eixo de simetria da estrutura ¢ M ; for anti-

simétrico (ou vice-versa) entao

(2.120)

MM,
5= | dx=0.
‘ Barras EI

Para este exemplo, tém-se que My, M; e M3 sdo simétricos e M, ¢ anti-simétrico.

Portanto, pode-se afirmar, sem efetuar 0s calculos, que
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do9 =0,81 =821 =0ed3p =873 =0. Quando M, eM; sdo simétricos, pode-se calcular

o produto dos diagramas para metade da estrutura e multiplicar por 2.

Lembrando —se que

(2.121)
sen mx sennxdx=0 e

(2.122)
cos mx cos nxdx=0,

SN Oy

sem=0em,n#m.

-a

L2 L2
Figura 2-67: Fung@o f{x) simétrica e fung@o g(x) anti-simétrica

Tabela 2-17: Combinac¢do de momentos para o calculo de &,

Barra 1 Barra 2 Barra 3

-2 -1 2
Combinagao
nula

-10

(funcao
simétrica +
fung¢ao anti-

simétrica)

.[MZMdel =1 M,M, _szModxg =LM,M, fungdo simétrica + fungado
h A anti-simétrica)

A Tabela 2-18 apresenta a combinacao dos diagramas de momentos utilizada para o

calculo de 839, resultando
El-5,, = 2[—(3171)-1-10—(2m)-1-10—%-(2111)-1-10},

11333 (2.123)

S. =
30 E]
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Efetuando as demais combinagdes, obtém-se
2.124
E1-511=2-{%-(3m)-3-3+(2m)-3-3}=54, (2.129)

1 2.125
E1-522=2-(3m)-2-2+4-§-(3m)-2~2=34,67, (2.125)
El-5,=2-[3m)-1-1+(2m)-1-1+(2m)-1-1]=14 e (2.126)

2.127
EI-é'B:2-[—%-(3m)-3-1—(2m)-3-1}:—21. (2.127)
Tabela 2-18: Combinacdo de momentos para o calculo de 839
Barra 1 Barra 2 Barra 3 Barra 4
-2 -1 1
N .
1 + 1
| | BIINS _}-10
10 * | L

[ MM ydx, = ,M M | [ MM dx, = ,M M| [ MM dx, =M M, [ MM i, = Ly,
A I, L i 3

Substituindo os coeficientes na equagdo de compatibilidade (Equagdo 2.128), tém-

N
511 S12 13 |[X 910
021 620 623 § X2 p=—1620 >
1031 32 033 || X3 530
54 0 -21](X, -210
0 3467 0 {x,t=—1 0
-21 0 14 |(x, 113,33
Do sistema de equagdes acima tira-se

X, =0,

(2.128)

(2.129)

(2.130)

como era esperado, pois ¢ uma estrutura simétrica com carregamento simétrico (V = 0, no

eixo de simetria).

Rearranjando as equagdes, tém-se

X, =—1,78 kN

(2.131)
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X, =543kN . (2.132)

A Figura 2-68 apresenta o carregamento, as reacdes internas e os esforcos internos

calculados a partir do Método das Forgas.

5,43
L pe—— — —
1,78 1,78

)

4m

10 kN/m 10 kN/m
Figura 2-68: Quadro plano com suas reagdes e esforcos internos

Os esforgos internos finais no quadro plano € obtido por superposi¢do de efeitos, de

tal modo que
E=E,+E -X +E,-X,+E,-X,. (2.133)
Como exercicio didatico, devem ser tragados os diagramas de esfor¢os normais
(Figura 2-69), cortantes (Figura 2-70) e momentos fletores (Figura 2-71), especificando os

locais onde os esforgos cortantes sdao nulos, os valores dos momentos maximos e os locais

onde eles ocorrem.

OO
e

Figura 2-69: Diagrama de esforgos normais
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OO
i

Figura 2-70: Diagrama de esforgos cortantes

Os momentos internos finais no quadro plano ¢ obtido por superposicao de efeitos,

resultando no grafico de momentos fletores mostrado na Figura 2-71.

-4,57 -4.57
-4,57 — \[ — -4,57
5,43
+0,77 +0,77
N /T
10,77 10,77

Figura 2-71: Diagrama dos momentos internos finais do quadro plano

Exemplos tipicos de quadro sdo caixas d’agua. Nem sempre sdo quadros bi-
apoiados. Quando apoiados sobre o terreno, ou enterrados, tém-se as chamadas estruturas

auto-equilibradas (Figura 2-72).

O procedimento utilizado para quadros pode ser também aplicado a porticos,

mesmo extremamente hiperestaticos, o que sera conveniente se forem simétricos.
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5 . Empuxo de terra
VAR (enterrada)
=
ou Caixa
vazia
_> <—
A A
5
Figura 2-72: Exemplos de quadros
2.1.5.Exemplo 4 - Portico bi-engastado
5kN/m v kKN/m
X3
: : | X
T le/ X, |
3m -
\L 177777777 /77777777 177777777 177777777

< 4m ——>
Figura 2-73: Portico bi-engastado e seus sistema principal e hiperestaticos

A priori ja4 sabemos que X, =0 e que os coeficientes 85,0, ¢ 8,3 sdo nulos
também, o que facilita. Mesmo que o carregamento ndo fosse simétrico &, # 0 teriamos
8,1 €853 nulos, 0 que j& representa uma vantagem no sistema principal escolhido. Se o
carregamento fosse anti-simétrico teriamosd,, #0edy =037 =0 0 que implica em
X, =0 ¢ X, =0. Estas conclusdes podem ser extrapoladas para qualquer estrutura

simétrica em que a se¢do S de corte encontra-se no eixo de simetria (perpendicular a
barra). Se o carregamento for simétrico V = 0. Se o carregamento for anti-simétrico: M = 0

eN=0
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2.1.6.Exemplo 5 - Estrutura simétrica com carregamento simétrico

A Figura 2-74 ilustra o caso de uma estrutura simétrica com carregamento
simétrico. Esta estrutura possui 6 reagdes de apoio e uma rotula situada sobre o eixo de

simetria, portanto o seu grau de hiperestaticidade € igual a 2.

X

\ /4

glknuTAA \ A

Figura 2-74: Estrutura simétrica com carregamento simétrico

Na secdo de simetria de uma estrutura simétrica com carregamento simétrico, o
esfor¢o cortante ¢ nulo (V = 0), mas como ¢ rotulada 0 momento ¢ nulo (M = 0) (Figura
2-74). Portanto, cortando-se a estrutura na se¢do S, tem-se apenas 1 incognita hiperestatica

(X1). Esta incognita é o esforco axial (N) (Figura 2-75)

>

uﬂun A A A A A

I

Figura 2-75: Sistema principal e hiperestatico da estrutura ilustrada na Figura 2-74

>

A condicdo de compatibilidade ¢ de deslocamento horizontal nulo no eixo de
simetria 6, =0 . Portanto a equag@o de compatibilidade ¢ dada por

0,+0,-X,=0.

Voltaremos a falar de simetria mais adiante.
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2.1.7.Exercicios

Determine os esfor¢os nas barras das treligas hiperestaticas abaixo.

a) 10 kKN
20kN D EY F
=1 ' 2EA ()
EAl |5,
EA EA
A EA L
R
2 |, 2m
b) 10 kKN
20kN D
— 10 Ew F'w‘
2 m
A Y
AR
2 |, m
c)
10 kKN
20kN D V
0. E
A
3m
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2.2. TIRANDO PROVEITO DA SIMETRIA

2.2.1.Estruturas simétricas com carregamento simétrico

2.2.1.1. Exemplo 1 -Viga bi-apoiada

+

ql’

ANTI-SIM

Figura 2-76: Viga bi—ai)oiada com carregamento simétrico

7

0=0, 0, =max, 0, =0

Figura 2-77: Condicdes de contorno de deslocamento para o eixo de simetria da viga

0=0¢e 0, =0

Resolve-se apenas a metade da estrutura (Figura 2-78a) e tracam-se os diagramas.

Depois estende-se para a estrutura toda lembrando que os diagramas N e M sdo simétricos

e V é anti-simétrico.

q
A A MB
F ™~
Ay | Hp

2
Ra

(a) Estrutura isostatica equivalente

q

A A\ 4 y
F : %‘)iF

la

2
(b) Solugdo da estrutura isostatica equivalente
Figura 2-78: Estrutura isostatica equivalente e sua solugdo
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2.2.1.2. Exemplo 2 - Pértico bi-engastado

Seja por exemplo o poértico da Figura 2-79, cujo grau de hiperestaticidade ¢ igual a

3 (g, =3). Se for utilizada a sua estrutura equivalente, tem-se uma estrutura com g, = 2.

O portico apresenta, no seu eixo de simetria, rotacdo ¢ deslocamento horizontal

nulos (6 =0 e §,, =0). Nao sdo deslocamentos relativos.

p “4 P P
NI Ao M
A A ‘ } H
F F F
—>
b b
TTIIW TR TR

Figura 2-79: Portico bi-engastado e sua estrutura equivalente

Liberando os vinculos do apoio &E da estrutura equivalente, resolve-se apenas a

metade da estrutura, ou seja, a estrutura equivalente (Figura 2-80).

P
sz
1 <—X1

T
Figura 2-80: Estrutura equivalente

As equagoes de compatibilidade de deslocamentos sao dadas por
510+X1'511+X2'512=09 (2.134)

Oyp+X,:6,,+X,-6,,=0. (2.135)

A vantagem em relagdo a cortar a secdo no eixo de simetria e considerar os
esforcos internos € que se trabalha apenas com a metade da estrutura. Cortando a estrutura

(Figura 2-81), ter-se-ia um grau de hiperestaticidade g, =3. Neste caso, o carregamento

pode ser qualquer. Se o carregamento for simétrico, entdo X; = 0 e o procedimento €
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equivalente a usar o apoio EE Tém-se duas incognitas hiperestaticas. No entanto, deve-se

trabalhar com a estrutura inteira e com os deslocamentos relativos (Figura 2-81).

e

/77777777 JT7T77777
Figura 2-81: Pértico bi-engastado seccionado

2.2.2. Estruturas simétricas com carregamento anti-simétrico:

P
a a a a
F F F F
— VY — ¢
VAW F 3F
( F 3Fj L Bl it
n 4 4
4 4 p P | P
) 2
P+ -
2 @ Simétrico
_P
2 _Pa
2
|_ @ Antissimétrico
+
Paa
2
F
i I
frlo @ Antissimétrico
-F

Figura 2-82: Viga bi-apoiada com carregamento anti-simétrico

A deformada da viga bi-apoiada (Figura 2-82) ¢ ilustrada pela Figura 2-83. No eixo

de simetria, a rotagdo e o deslocamento horizontal sdo diferentes de zero (8 #0 e 6, #0),

enquanto que o deslocamento vertical é nulo (6, =0).
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\R@\\\ ............... “ééw

Figura 2-83: Deformada da viga bi-apoiada da Figura 2-82

Logo, a estrutura equivalente ¢ mostrada na Figura 2-84. Resolvendo-se apenas esta

metade da estrutura, estendem-se os diagramas para a estrutura inteira, lembrando que V ¢

lP
F
—

& 2

a L a
A

simétrico € N e M sdo anti-simétricos.

Figura 2-84: Sistema equivalente da viga ilustrada na Figura 2-82

2.2.2.1. Exemplo 3 - Pértico bi-engastado

Seja o portico bi-engastado e com carregamento anti-simétrico mostrado na Figura
2-85a. Este portico apresenta grau de hiperestaticidade igual a 3. Ele pode ser resolvido
utilizando-se o sistema equivalente da Figura 2-85b. Este sistema apresenta somente um

grau de hiperestaticidade (g, =1) (Figura 2-85b e Figura 2-85c) e cuja condi¢do de

deslocamento ¢ 6, = 0.

P P P
a l a a
T a IR
P X
77777777 177777777 77777777 177777777
(a) Pértico bi-engastado (b) Sistema equivalente (c) Sistema a ser resolvido

Figura 2-85: Portico bi-engastado e seu sistema equivalente

2.2.3.Estrutura simétrica com carregamento qualquer

Qualquer carregamento pode ser decomposto em uma soma de um carregamento

simétrico com outro anti-simétrico como ilustrado na Figura 2-86.
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d >< a) 1 > < 1 b) 1
2 2 5
\ A 4 VY_ N l# lll ‘ Vl y V‘ V‘l"
A Ar A A 4
F F F F
F = 2 2+ 2 4 13
—>| —> — > >
Vi /7717777 JTTTTTTTT e Vi JTTTITTT]
Simétrico Antissimétrico

Figura 2-86: Decomposicao de um carregamento em um parcela simétrica e outra anti-simétrica

A parcela do carregamento simétrico (Figura 2-87a) tem grau de hiperestaticidade

igual a 2 (g, =2) e apresenta diagramas de esfor¢o normal (N) e de momentos flexores

(M) simétricos, enquanto que o diagrama de esfor¢o cortante (V) ¢ anti-simétrico. A

parcela do carregamento anti-simétrico (Figura 2-87b) tem grau de hiperestaticidade igual

al (g, =1) e apresenta diagramas de esfor¢o normal (N) e de momentos flexores (M)

assimétricos, enquanto que o diagrama de esforco cortante (V) ¢ simétrico.

a
2
X
Y V¥ VYV ¥ V% ‘)Xl
F2
= N
M
Hy ] M
— >/
TRA (@)

a
2

F/2

Hy | WMa

> 7777

TRA (b)

A

T

o

Figura 2-87: Parcelas simétrica (a) e anti-simétrica (b) do carregamento

Alguns sistemas estruturais tém dupla simetria. Neste caso, resolve-se apenas um

quarto da estrutura. A Figura 2-88a apresenta um quadro com dupla simetria cujo grau de

hiperestaticidade ¢ igual a 3, porém os seus sistemas equivalentes mostrados na Figura

2-88b e Figura 2-88c possuem grau de hiperestaticidade igual a 1.
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L s Pl

1l
]
c

(a) (b) (c)

Figura 2-88: Quadro com dupla simetria

A

(c)

(@) (b) TP/ 2

Figura 2-89: Estrutura com dupla simetria

2.2.3.1. Exemplo numérico

Resolver o portico bi-engastado submetido a um carregamento assimétrico (Figura

2-90).
30 kN
20kN l .
3m
JTTTITITT s 7
f am 1

Figura 2-90: Pértico bi-engastado submetido a carregamento assimétrico
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30
10 v 10 10 - 10
Vi /77717777 i mm
(a) Carregamento simétrico (b) Carregamento assimétrico

Figura 2-91: Decomposi¢do do carregamento mostrado na Figura 2-90
Resolucdo da parte simétrica
ll 5 15
X2
10 l
> X1

[T [77777777
(a) Sistema equivalente da parcela simétrica (b) Sistema principal e hiperestaticos
Figura 2-92: Sistema equivalente a ser resolvido

15 30
o |
0 30 —
2
K
60 T
10
977777 D
T 60
15
(a) Sistema principal e carregamento (b) Momentos devidos ao carregamento
Figura 2-93: Situaggo 0
1
+
1 %
> [ EE—
(a) Hiperestatico X, (b) Momentos devidos ao hiperestatico X,

Figura 2-94: Situaggo I
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— ) +
T®
s

(a) Hiperestatico X, (b) Momentos devidos ao hiperestatico X,
Figura 2-95: Situaggo II

Resolugdo da parte anti-simétrica

10 10
] JAN
Xy

\4

A7 /77
(a) Sistema equivalente da parcela anti-simétrica (b) Sistema principal e hiperestaticos

Figura 2-96: Sistema equivalente a ser resolvido

10

R nulo
30|
10
Vi
30
(a) Sistema principal e carregamento (b) Momentos devidos ao carregamento

Figura 2-97: Situagdo 0
T T
1
G
2
m Dz
1

(a) Hiperestatico X; (b) Momentos devidos ao hiperestatico X
Figura 2-98: Situagdo I
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1.2. GRELHAS

As grelhas sdo estruturas planas reticulares que suportam cargas perpendiculares ao
seu plano. Devido a essas acdes, seus elementos estruturais estdo submetidos
principalmente a esforgos internos cisalhantes (V), a momentos fletores (M) e torcores (T).
As parcelas mais importantes na consideragdo da energia de deformagao sdo os momentos
fletores e torgores. Portanto, no calculo de grelhas hiperestaticas utilizando o Método das

Forcas, a expressao para o calculo dos deslocamentos generalizados ¢ dado por

(2.136)

jM"M"d +ijde
L= X X
0= GJ,

1.2.1. Exemplo 1- Estrutura simétrica — carregamento qualquer

Seja grelha mostrada na Figura 2-99, cujas rigidezes a flexao (EI) e a tor¢ao (Gly)

sdo constantes para todas as barras e E/ =1,5-GJ .

Figura 2-99: Grelha simétrica

A grelha mostrada na Figura 2-99 apresenta grau de hiperestaticidade igual a 3
(g, =3) e estd submetida a esfor¢o cisalhamento (V), a momentos fletor (M) e torgor (T).

Cortando a barra 2 no eixo de simetria, obtém-se o sistema principal ilustrado pela
Figura 2-100, cujas condigdes de compatibilidade sdo rotagdo relativa nula (5, = 0), giro

relativo nulo (6, = 0) e deslocamento vertical relativo nulo (J; = 0) na segao.

-

. Xl/\
V3 | X1 W |
My 2
57 X2 (T)
A
X1 (M)

Figura 2-100: Sistema principal e hiperestaticos da grelha mostrada na Figura 2-99
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Aplicando o principio da superposi¢ao dos efeitos na estrutura mostrada em Figura

2-100, obtém-se
M > (m i> (1)
1 1 Al
1

0)
q ® yZ
X1 . ! Xz. X? 1V

Figura 2-101: Carregamento externo e hiperestaticos

Efetuando-se a superposicao das cargas mostradas na Figura 2-101 e aplicando-se
as condi¢des de compatibilidade de deslocamentos, tem-se o sistema de equacdes
0, =0,,+X,0,,+X,0,+X,0,;=0 (2.137)
0, =0, +X,0, +X,0,, +X;0,; =0.
0, =03, +X,0;, +X,0, +X;0,;, =0

Para a determinagdo dos deslocamentos generalizados 6;, sdo necessarios o0s
diagramas de momentos fletores e torgores causados pelo carregamento externo (0), e

pelos hiperestaticos (I, II e III) (Figura 2-102, Figura 2-103, Figura 2-104 e Figura 2-105)
1](1/0
>

Q
0\\\

v

@

Figura 2-102: Diagramas de esfor¢os devidos ao sistema (0)

& >
Observa-se que, a aplicacdo de um binario conjugado simétrico (1 no eixo de
simetria resulta em esfor¢os de flexdo (M) simétricos e esfor¢os de tor¢ao (T) anti-
simétricos (Figura 2-103).

™S\

12([ /O

1
L
\g\/; 1 o
A ’711/
1 o
(S) & (As)

)

Figura 2-103: Diagramas de esforcos devidos ao sistema I
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1
7

1
-1
A\O
i\ a,
(AS. ) & (AS) (S)

T

1](1 /O

Figura 2-104: Diagramas de esforcos devidos ao sistema II

~
7 N
~
-3
1/ 0\)\0
(AS) (A.S) (S)

M, -3 T,
Figura 2-105: Diagramas de esforcos devidos ao sistema I1I

A determinacdo dos esforcos generalizados se da utilizando as equagdes 2.138 e

2.139.

O,= I ’dx+j i ’dx (2.138)
(2.139)

5= J

Tabela 2-19: Combinacao dos diagramas M;M,
Barra 1 Barra 2 Barra 3
Combinagao " 1 Bl 1 i 1 Combinagao
nula = + nula

90 90:
— 2335 =20.9/8

le M, = %(3711)-1-(— 90)+§(3m)-1-(22,5)= -90
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Tabela 2-20: Combinagdo dos diagramas T, T
Barra 1 Barra 2 Barra 3
90 . ~ . ~
Combinacao Combinagao
nula Nula
+ 1
[7,-17, = (3m)-1-(-90)=270
Tabela 2-21: Combinagdo dos diagramas M,;M,
Barra 1 Barra 2 Barra 3
1 Combinagao Combinagao
1 SD: nula nula
1
[m,-m, :E(3m)-(—1)~(—180)= 270
Tabela 2-22: Combinacédo dos diagramas M3;M,
Barra 1 Barra 2 Barra 3
18 90 : @
k 3 3 22,5 Combina¢a
+
3 > T 0
>~ Nula

[My-m, = %(3m)~(—3)-(—180)= 540

[My-m, =

1

26m)-(-3)-(-90)+ 2 (3m)-(-3)- (225)

[7,-7, = (3m)-(-3)-90)=810
le M, =S com AS =0
[7,-1, =45 com s =0
[M,-M, =S com 45 =0
[T, =4S com § =0
[, My =2-[Bm)1)3)} =9
[r,-1,=0

[M, M, =2-[Bm)1)1)} = 6
|71 =2-[Bm)1)1)] =6

[M, M, =6

= 0,

[1,-1,=6

=0,,=0

=0
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[M M =4 {% (3m)(3)(3)} =36
7.7 =2 [BmB))] =54

Agora, calculam-se os coeficientes Ef o, € monta-se o sistema de equacdes de
)

compatibilidade.

EI-5,, =-90—(270-1,5) = —495
EI-8,, =270+0=279,

EI-8,, =742,5+(810-1,5)=1957.5,
EI-5,, =6+(6-1,5)=15,

EI-6, =0,

EI-8,,=0,

EI-6,, =6+(6-1,5)=15,
El[-5,,=9+0=9,

El-6,, =36+(54-15)=117.

Substituindo os deslocamentos generalizados no sistema de equagdes 2.137, obtém-

se

15-X,+0+0=495
0+15-X,+9-X,=-270 ;
0+9-X,+117X, =-1957,5
cujas incognitas valem

X, =433kN-m
X, =-835kN-m.
X, =-16,09 kN

As reacdes (Figura 2-106) e os esforcos internos finais sdo dados por
E=E,+EX +E,X,+EX,,
ou seja,
R=R,+R X, +R X, +R,X,,
M=M,+M X +M,X,+M,X,,

T=T,+T X, +T,X, +T,X,.

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)
(2.144)
(2.145)
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>
Figura 2-106: Reagoes finais da grelha

-56,61

4
8,35

DEC (kN)

L'€Y~

A
@
©

Figura 2-108: Diagrama de esfor¢o cortante da grelha
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Figura 2-109: Diagrama de momento tor¢or da grelha

1.2.2. Exemplo 2 - Grelha simétrica com carregamento simétrico

Seja a estrutura mostrada na Figura 2-110. Ela € uma vez hiperestatica. Tém-se My

simétrico e Ty anti-simétrico, isso implica em 0,, =0,, =0, X, =X, =0 (Te V)ea

M =0 (X, #0).

Figura 2-110: Grelha simétrica com carregamento simétrico

1.2.3. Exemplo 3 - Grelha simétrica com carregamento anti-simétrico

Seja a estrutura mostrada na Figura 2-111. Ela é 2 vezes hiperestatica. Tém-se M,

anti-simétrico e Ty simétrico, o que implica em 0,,=0, X, =0 (M), X, #0 (T) e

X, #0 (V)
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A
P T}
g\i/iﬁ
:

Figura 2-111: Grelha simétrica com carregamento anti-simétrico

Resumindo, estrutura simétrica, com secdo S de corte no eixo simétrico e
carregamento simétrico apresenta Mg # 0, Ng # 0, Vs = 0 e Ts = 0. Porém se o

carregamento for anti-simétrico, a estrutura apresenta Mg =0, Ng=0, Vg # 0 e Ts # 0.

2.3. VARIACAO DE TEMPERATURA

A variagdo de temperatura pode produzir deformagdes e tensdes internas em uma
estrutura. A relacdo fundamental que governa o comportamento das estruturas quando
submetidas a efeitos térmico ¢
(2.146)

Ewtal — Etérmica E mecdnica

com a deformagdo total (€wi) produzindo deslocamentos na estrutura e a deformagado

mecanica (Emecanica) gerando tensdes internas (o).

A deformagdo total da estrutura governa o formato deformado da estrutura (J)
através das condi¢des de equilibrio ou das considera¢des de compatibilidade. O estado de
tensdes de uma estrutura depende somente das deformagdes mecanicas. Em estruturas que
ndo apresentam carregamento externo e que sao livres para se deformar termicamente, a
deformacao total ¢ dada por
(2.147)

Ewotal — Etérmica

com deslocamentos oriundos desta deformagao.

Em estruturas nas quais as deformagdes térmicas sao impedidas completamente e

ndo apresentam nem carremento externo, nem tensdes térmicas, nem plastificagdo, tem-se

=0 (2.148)

Erotal — Etérmica E mecénica

com a deformacao mecanica (Emecanica) gerando tensdes internas (o).
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Das equagdes 2.146 a 2.148 pode-se concluir que o comportamento da estrutura
submetida a um aquecimento ¢ governado pela maneira como a estrutura responde as
deformacdes induzidas pelo aquecimento de seus membros. As deformacdes térmicas podem
ser dilatagcdo térmica ou de encurvamento. A dilatacdo térmica se manifesta sob a forma de
aumento do comprimento do elemento estrutural causado pela elevagdo da temperatura do
eixo da peca. Ja o encurvamento térmico € provocado por um gradiente de temperatura ao
longo da espessura do elemento estutural.

Se a estrutura tem vinculagdo insuficiente para a expansdo térmica, apresenta uma
resposta ao aquecimento dominada pelo deslocamentos (Figura 2-112a). Os gradientes
térmicos induzem ao encurvamento dos membros que tém as extemidades livres para girar,
produzindo, neste caso, uma resposta ao aquecimento caracterizada por grandes deflexdes
(Figura 2-113a-b).

Membros cujas extremidades s3o vinculadas contra a translacdo produzem
deformagdes mecanicas opostas a expansao térmica e portanto tensdes de compressao (Figura
2-112b). O encurvamento produzido pelo gradiente de temperatura, em membros cujas
extremidades sdo impedidas de girar, gera momentos sem deflexdo ao longo do elemento
(Figura 2-113c). O encurvamento térmico em elementos que permitem o giro das

extremidades mas ndo permitem a translacdo produz tracdes internas (Figura 2-113Db).

AT uniforme P - AT uniforme <P
"\
L A\ L L
- A LL -~ O
(a) Viga bi-apoiada (b) Viga com deslocamento axial impedido
Figura 2-112: Vigas submitidas a um aquecimento uniforme

OF ~
oL

T,>T,
T,>T
A P, 2701 T, P s T, oren
T, B A 5 A -
2
(a) Viga bi-apoiada (b) Viga com deslocamento axial (b) Viga com extremidades
impedido impedidas de girar

Figura 2-113: Vigas submetidas a um gradiente de temperatura
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2.3.1.Deformagdes em estruturas isostaticas

A variacdo uniforme de temperatura em estruturas isostaticas provoca uma

deformacao especifica axial (Figura 2-114) no elemento dado por

2.149

gt=%=a-AT ou ( )
] X

du=a-AT.dx, (2.150)

sendo a o coeficiente de dilatacdo térmica do material, AT a variagdo de temperatura.

dx du

g
Figura 2-114: Deformagéo térmica

Uma varia¢do nao uniforme de temperatura (AT, e AT;) (Figura 2-115) provoca

uma deformagao especifica longitudinal dada por

/] \ jk‘ bs = +
/ &
,/l \\\ y 0 g¢

dx AT,

| ! y

Figura 2-115: Deformagdo térmica devida a uma variacdo ndo uniforme de temperatura

E, =& TP, (2.151)
sendo €, a deformagdo especifica do eixo da pega e ¢-y a deformagdo devido ao
encurvamento térmico. A deformacao especifica axial ¢ dada por

go=a AT, (2.152)
sendo a o coeficiente de dilatacdo térmica do material e A7, a variagdo de temperatura no

eixo da peca.
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Considerando que ¢ = tg¢, a rotagdo da sec¢do transversal devido ao encurvamento

¢ dada por
(AT, —AT,) (2.153)

:a-—’
¢ h

sendo a o coeficiente de dilatagdo térmica do material e AT, a variagdo de temperatura

interna e externa e h € a altura do elemento.

2.3.2.Exemplo 1 - Portico isostatico submetido a varia¢do de temperatura

Seja o portico isostatico mostrado na Figura 2-116 sujeito a um gradiente de

temperatura uniforme sobre todas as barras. As barras tém modulo de elasticidade (E) igual

\

a 2,0-10" kN/m* e coeficiente de dilatagio térmica de 107°/C. As suas secdes

transversais s de 20 cm x 50 cm. Determinar o deslocamento do pdrtico em B (3p) ,

sabendo que ele foi construido a 15 °C (Ty).

T.=10°C
PR
@ T,=25°C
4 m
@ ©
_______________ Al ]B
i 6m

Figura 2-116: Pértico isostatico sujeito & um gradiente de temperatura

Pode-se calcular o deslocamento horizontal do ponto B pelo Principio dos
Trabalhos Virtuais. No apoio B, aplica-se uma carga unitdria na direcdo que se deseja
conhecer o deslocamento (Figura 2-117a). Em seguida, impde-se a estrutura uma
configuracdo deformada virtual, que coincide com a deformada da estrutura real. Nesta
situacdo, o trabalho realizado pelas forgas externas (virtuais) sobre os deslocamentos reais
serd igual ao realizado pelos esforcos internos (virtuais) sobre as deformagdes (reais).

We =W, (2.154)
sendo o trabalho das forgas externas ¢ dado por

W, =P, (2.155)

e o trabalho das forcas internas ¢ dado pela integral sobre todas as barras da expressao
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W,=[N-du+[M-db. (2.156)

Dessa forma

1-8, = [N-du+[M-do. (2.157)
+4 +4
+1 / \
+4
A B P=1
A A
=
(a) Estrutura virtual (b) Diagrama de esfor¢o normal (c) Diagrama de momento fletor
devido a carga virtual devido a carga virtual

Figura 2-117

Tem-se que determinar du e d@ presentes na equagdo (2.168). A deformagdo
especifica (¢) ao longo da altura da se¢ao ¢ dada por

E=¢,+@-y, (2.158)
como ilustrado na Figura 2-118.

b At.=-5°C

h
y l At; =+10°C € = 0 E=OXYy
Figura 2-118: Deformagdes devidas ao gradiente de temperatura
du ¢ dado por

du=c¢, -dx=a-AT, -dx (2.159)
e dO por
do = ¢ -dx (2.160)

a.(ATi—ATe) (2.161)
»= 7

sendo a coeficiente de dilatacdo térmica, AT, a variacdo de temperatura sobre o eixo do
centro geométrico da secdao, ¢ a curvatura do elemento estrutural, AT; e AT, sdo as

variagoes de temperatura internas e externas e h ¢ a altura do elemento estrutural.

Dos dados do problema (Figura 2-118), tira-se que as variagdes de temperatura

externa, interna e no centroide sao
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AT, =10-15=-5°C (externa),

AT, =25-15=+10°C (interna),

AT, = (l 02_ 5) =+2,5°C (centroide),

du=25a-dx.

do = ¢ -dx = OGS 15w 50 g a
0,5 0,5

1-8, = [N-2,5a-dx+[M -30a-dx.
1-8, = 2,5 [ Ndx +30a [ Mdsx.

As integrais acima correspondem as areas dos diagramas de esfor¢o normal e fletor
do portico (Figura 2-117)

Logo, o deslocamento do ponto B ¢ dado por
0y = AN x25-a + AM x30-a
5, =6x25x107 +40x30x107° =1215x10"m.

O deslocamento do ponto B foi causado unicamente pela variagdo de temperatura.
Nao havia nenhuma carga aplicada a estrutura. Neste exemplo (estrutura isostatica),
observa-se que os esfor¢os internos (M, N e V) sdo nulos na estrutura real. Nao ha esforgos

no poértico somente deformagao térmica.

2.3.3.Exemplo 2 — Portico hiperestatico submetido a variagao de temperatura

Seja o portico hiperestatido mostrado na Figura 2-119, cujas barras tém moédulo de
elasticidade (E) igual a 2,0-10" kN /m’ e coeficiente de dilatacdo térmica (o) de10™/°C .

A secao transversal dessas barras ¢ de 20 cm x 50 cm. Determinar os esfor¢os internos do

portico devidos as deformagdes térmicas. Sabe-se que o portico foi construido a 15 °C (T,).
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T.=10°C
@ T1,=25C
4m
® ®
A | B
/7747777 77777777
6 m

Figura 2-119: Portico hiperestatico submetido a um gradiente de temperatura

A estrutura € uma vez hiperestatica. Empregar-se-4 o Método das Forgas para o
calculo dos esforgos. Para isso, primeiramente determina-se o sistema principal (isostatico)
substituindo-se um vinculo pela reacdo correspondente. Apds, desmembra-se o
carregamento externo (sistema 0 - o campo de temperatura) e o hiperestatico (sistema I)
(Figura 2-120).

T.=10°C

T;=25°C
= + Xlo

Figura 2-120: Superposicao dos efeitos

Calcula-se o deslocamento na direcdo 1 (do hiperestatico X;) devido ao
carregamento externo (Sistema 0 - variagdo de temperatura). Este deslocamento ja foi

calculado no Exemplo 1 (item 2.3.2), sendo igual a

S0 =1215x10"m. (2.162)

Em seguida, calcula-se o deslocamento na direcdo 1 devido a carga unitaria na
direcdo 1 (Figura 2-121a)
: M,.M 2.163
5ll—jN1N1dx+I “—Ldx, ( )

) E4 EI
sendo N; e M; os esfor¢os normal (Figura 2-121b) e fletor (Figura 2-121c) devidos a carga

unitaria.
Dos dados do problema, tira que

A=(0,2m)-(0,5m)=0]1m?,
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3
/=02 m)l-go,s ") _ 00021 m,
EA=2-10° kN e

EI =4,17-10* kN -m*.

1 1 | | (2.164)
o =—(1-1-6m)+— 2:|=-4-4-4m|+4-4-6 m|=3331x10""m/kN ,
EA El 3
+4 +4
+1
/ \
+4
RA = 1
«— | I
A N .
(a) Carga unitaria (b) Diagrama de esforco (c) Diagrama de momento fletor
normal
Figura 2-121: Carga unitaria e seus esfor¢os normal e fletor
A equacdo de compatibilidade ¢ dada por
S, +X,6,=0, (2.165)
12,15-107 +33,31-107 - X, =0,
X, =-0,365kN . (2.166)

As reagdes e os esforcos nas barras podem ser calculados empregando-se o

principio da superposicao dos efeitos.

-1,46 kNm
| 1,46 kNm | -1,46 kKNm
-0,365 kN
0,365 kN 0,365 kN
— —
=3 N
R:RO+X1.R1 N:NO+X1.N1 M:M0+X1.M1
(a) Reagdes finais (c) Esforgos normais (b) Momentos finais
finais

Figura 2-122: Reagdes e esforcos finais no portico
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3. METODO DOS DESLOCAMENTOS OU METODO DA RIGIDEZ

3.1. INTRODUCAO

Neste método determinam-se inicialmente os deslocamentos e indiretamente, a
partir destes, os esforcos; as incognitas sdo os deslocamentos.

O método pode ser usado para analisar qualquer estrutura, isostatica ou hiperestatica.
A Tnica estrutura que ndo pode ser resolvida por este método € a viga bi-engastada.

No caso de estruturas reticuladas, que sdo formadas por barras ligadas por pontos
nodais denominados “nds”, o nimero de incognitas serd o numero de deslocamentos nodais
ou o numero total de “graus de liberdade” (GL) de todos os nds da estrutura.

Define-se grau de liberdade de um n6 a direcao possivel deste se deslocar. No caso de
estruturas planas, no plano XY (Figura 3-1a), existem trés diregcdes possiveis de deslocamento
para cada no: translacdo paralela ao eixo X; translagdo paralela ao eixo Y e rotagdo em torno
do eixo Z (Figura 3-1b).

Em uma extremidade livre, assim como numa extremidade ligada a um vinculo,

também existe um no.
y 3 1
RN

X No
z 2
(a) Sistema de referéncia (b) Diregdes possiveis de deslocamento
Figura 3-1: Sistema de referéncia e dire¢oes possiveis de deslocamento

No caso de vigas, ndo serdo considerados deslocamentos axiais, portanto cada nd

terd apenas 2GL: translacdo paralela ao eixo Y (1) e rotagcdo em torno do eixo Z (2) (Figura

3-2).

24

I

Figura 3-2: Graus de liberdade de uma viga

Quando existirem forcas horizontais aplicadas nas vigas, estas serdo modeladas
como portico plano.
O método consiste em inicialmente fixar a estrutura, introduzindo-se vinculos

ficticios, tornando a estrutura cinematicamente determinada. Consideram-se as cargas
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aplicadas nas barras e calculam-se os esfor¢cos causados pelas cargas para a estrutura fixa

(sistema principal).

Impdem-se em seguida os deslocamentos nos nds e calculam-se os esforgos
decorrentes destes na estrutura. Por superposi¢cdo de efeitos calculam-se os esforgos totais
que devem estar em equilibrio com as forcas externas aplicadas nos nés. Chega-se a um

sistema de equagdes de equilibrio de forgas em torno dos nds da estrutura.

Para estruturas reticuladas, o Unico sistema principal possivel ¢ obtido pela fixagao
de todos os nos. E por isto que este método ¢ mais conveniente para utilizagdo em

programas computacionais de que o Método das Forgas.

3.1.1. Exemplo - Portico plano

O portico da Figura 3-3a apresenta 6 graus de liberdade, enquanto o da Figura 3-3b

apresenta 10 graus de liberdade.

3 6 3 6 9
— L LS ad Y D
2 I T5 2[ I 5 T 8

5 nos
A D
(a) Portico de 4 nos (b) Pértico de 5 nos

Figura 3-3: Pérticos planos

3.2. VIGAS -SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE
3.2.1. Exemplo 1 - Viga engastada-apoiada
Seja a viga engastada-apoiada de rigidez a flexdo EI mostrada na Figura 3-4a. Esta

viga apresenta apenas um grau de liberdade, a rotacdo em B (0p) (Figura 3-4b). As vigas

de maneira geral apresentam 2 graus de liberdade por no.
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¢¢qll| ”( ;.)
1 AB \%

(a) Viga engastada-apoiada (b) Deformada da viga engastada-apoiada
Figura 3-4: Viga engastada-apoiada e sua deformada

A

AMNNY

ANNNNNY

Primeiramente fixa-se a estrutura e calculam-se os esforcos de engastamento
perfeito. Calcula-se, para a estrutura fixa, o esfor¢co (momento) que surge na barra na

direcdo do GL devido ao carregamento externo (Figura 3-5).

2
LAV RN 1 A \ql/12
7

% AR AR JV JV v IR Mg=-q¥12

o

Figura 3-5: Esforcos devidos ao carregamento externo

Em seguida, impde-se o deslocamento O no nod e calculam-se os esforgos
correspondentes. Como na verdade a estrutura ndo ¢ fixa, o nd6 B sofre um deslocamento
0. Impde-se este deslocamento no nd e calcula-se o esfor¢o correspondente na barra, na

direcdo do GL (Figura 3-6). Este esforco serd proporcional ao deslocamento imposto (0g)

proporcionalidade esta dada pelo coeficiente de rigidez da barra (4E% ).

B M40,
Z =X ‘)
Z v

E)B eB

Figura 3-6: Esfor¢o devido ao deslocamento Og imposto

Finalmente efetua-se o equilibrio de forgas em torno do né B. Por superposi¢ao de
efeitos calcula-se o esforgo total na extremidade da barra e iguala-se a forga (momento)
aplicada no no

2
al* 4l _ 3.1)

Resolvendo-se esta equagdo, cuja incognita ¢ 65 obtém-se:

/ gl *
0= :

T 4E 12
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_ g’
5 48 EI

De uma maneira geral, pode-se escrever a equacgdo de equilibrio de forcas:

Fo,+S-d=F, =4 (3.2)
sendo Fgp 0 esfor¢co de engastamento perfeito; S o coeficiente de rigidez; d o deslocamento

e A a agdo (forga ou binario) aplicada no né.

Para sistematizar o Método dos Deslocamentos, ao invés de se impor os
deslocamentos reais, impdem-se deslocamentos unitdrios na direcdo dos GL. Para d; = 1

4FEI : 4EI
tem-se Mp = e = S11 (Figura 3-7). Logo, para d; - O tem-se My = T.GB ou Mg =

S11.6s = Sy1.d;, onde S;; representa o esforco na barra na direcdo 1 causado por um

deslocamento unitario na dire¢ao 1.

g %11%:) Sii

d1:1

Figura 3-7: Esfor¢o na barra causado por um deslocamento unitario

De uma maneira geral, tem-se para um grau de liberdade a seguinte equagdo de
equilibrio de for¢as na direcdo 1:

Fip, +Sn 'dl = Al' (3.3)

Como sera visto mais adiante, para muitos graus de liberdade encontra-se um
sistema de equagdes de equilibrio de forcas:

{Fep} +[S].{D} = {A} (3.4)
onde {Fgp} ¢ o vetor de esforcos de engastamento perfeito; [S] € a matriz de rigidez da
estrutura; {D} ¢ o vetor de deslocamentos nodais ¢ {A} € o vetor de agdes nodais. Cada
coeficiente S; da matriz de rigidez (onde: i = efeito, j = causa), representa o esfor¢co na
barra na dire¢do ou GL i, causado por um deslocamento unitdrio na dire¢cdo ou grau de

liberdade ;.
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3.3. VIGAS - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO

Os esforcos de engastamento perfeito podem ser encontrados pelo Método das
Forgas. Seja o exemplo da viga bi-engastada com carga distribuida (Figura 3-8). Tém-se 4

incognitas (desprezando esforco axial) e 2 equagdes de equilibrio estatico (ge = 2).

Ma [\‘ (qMB
Al vyvvy JV AR
2 S

TR Ry {

Figura 3-8: Viga bi-engastada

O sistema principal estd mostrado na Figura 3-9, e, por simetria, obtém-se que X; =

X.

X, 1 X,

- o
YYyVvYYy v
/
\4—»‘
Figura 3-9: Sistema principal e hiperestaticos
Tabela 3-1: Tabela de diagramas de momentos fletores
ﬂ -1 I& A 1
8
Situacdo 0 (M,) Situacdo 1 (M;) Situagdo 2 (My)
(a) (b) (©)
Efetuando-se a combinagdo dos diagramas de momentos fletores da Tabela 3-1,

obtém-se

2 3
EIS, = EIS,, = _é.z.i _ 4

1
ElS,, = EIo,, = gl e
ElS,, = ElJ,, = %Z.
As equagdes de compatibilidade sao dadas por

5, =8,+8,-X,+5,-X,=0¢ (3.5)
5, =8, +0y X, +5, X, =0, (3.6)
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Substituindo-se os coeficientes d; nas equagdes de compatibilidade 3.5 e 3.6,

chega-se ao sistema de equagdes:

3
il 2
3 6 24

3
Ly Ly _al
6 3 24

2 3.7

Resolvendo, tem-se que X, :% =X,. 6.7

Portanto os esfor¢os de engastamento perfeito sdo os indicados na Figura 3-10.
Existem tabelas de esfor¢os de engastamento perfeito para barras bi-engastadas submetidas

a varios tipos de carregamento (que podem ser consultadas diretamente).

QIz/lz/\) q | A\
é VYV V VYV Y

2 S

e

Figura 3-10: Esfor¢os de engastamento perfeito

1.3.  VIGAS - COEFICIENTES DE RIGIDEZ

Os coeficientes de rigidez podem também ser encontrados pelo Método das Forgas,

impondo-se deslocamentos unitarios nos graus de liberdade.

Seja por exemplo o caso da viga engastada e apoiada vista no item 3.2.1, onde se
deseja encontrar o coeficiente S;; (esfor¢o na extremidade da barra na dire¢do ou grau de
liberdade 1 causado por um deslocamento unitdrio imposto na diregdo 1 ). Fixa-se a
estrutura e impde-se um deslocamento unitario no grau de liberdade 1 Figura 3-11. A
Figura 3-11 mostra o sistema principal, estrutura fixa (que ¢ duas vezes hiperestatica) com
d=1.

S“:?

Figura 3-11: Viga engastada-apoiada e seu sistema principal
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Pelo Método das Forgas, eliminando-se os vinculos excedentes na viga acima,

obtém-se o sistema principal (Figura 3-12), cujas condi¢des de compatibilidade sdo J, =1

ed, =0.

Figura 3-12

O diagrama de momento devido ao carregamento externo (q = 0) ¢ nulo. O
diagrama de momentos devido ao momento unitario na dire¢do do hiperestatico X; esta
mostrado na Figura 3-13 (situagdo 1) e o diagrama de momentos devido ao momento

unitario na dire¢dao do hiperestaticos X2 (situagdo 2) estd mostrado na Figura 3-14.

K ADI E

(a) Momento unitario (b) Diagrama de momento
Figura 3-13: Momento unitario e seu respectivo diagrama (M)

1

CA A 1 -

(a) Momento unitario (b) Diagrama de momento
Figura 3-14: Momento unitario e seu respectivo diagrama (M)

A partir dos diagramas de momentos mostrados nas Figura 3-13 e Figura 3-14,
calculam-se os deslocamentos generalizados
Eld19 =EIdp9 =0

EIS, = EIS,, =—-1

1
3
EIS,, = EIS,, = —é |l

Das condigdes de compatibilidade, obtém-se o sistema de equagdes

EI(S,, + X,0,, + X,0,,) = EI6, = EI -1= EI (3.8)
EI(S,, + X0, + X,0,,)=EI6, =E[-0=0

Substituindo-se os coeficientes d; encontrados nas equacdes de compatibilidade (3.8), chega-

se ao sistema de equagdes (3.9), cuja solucdo ¢ dada pelas equacdes 3.10 e 3.11.
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3.9
1)(1 —1)(2 = EI 39)
3 6
—LX1 +£X2 =0
6 3
3.10
X, =g e ( )
3.11
X, _2EL (3.11)
[
: . . 4E] :
Portanto o coeficiente de rigidez é S|, = X, = O esforco na extremidade da

barra ¢ igual a rea¢do no engaste e observa-se que na outra extremidade o esfor¢o ¢ a

metade.

3.4. VIGAS - SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE

3.4.1.Exemplo 1 - Viga continua

Seja a viga continua mostrada na Figura 3-15, com dois graus de liberdade d;, d»

(ndo considerando deslocamento horizontal).

P] M P2
2 o & @ ,, )
1 1 L L,
2 2 2 2
(a) Viga continua (b) Convengao de sinais

Figura 3-15: Viga continua

Aplicando-se o Principio de Superposi¢ao de Efeitos, inicialmente fixa-se a
estrutura, aplicam-se as cargas nas barras e calculam-se os esfor¢os de engastamento
perfeito (situacdo 0). Usando-se as tabelas de esforcos de engastamento perfeito, obtém-se

FEPI € FEPZ (Figura 3-16)
FEPI FEPZ
lpl m le m

S
: E

Figura 3-16: Momentos de engastamento perfeito
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Em seguida impode-se um deslocamento unitario no grau de liberdade 1 (d; =1 e d,

= 0). Encontram-se os esfor¢os correspondentes, que sdo os coeficientes de rigidez S;; no

GL1 e S;; no GL2 (Figura 3-17),

Sll 821
0 A

Figura 3-17: Deslocamento unitrio em 1

e impoe-se um deslocamento unitario no GL2 (d; = 0 e d, = 1). Encontram-se os esforgos
correspondentes, que sdo os coeficientes de rigidez Sj» no GLI1 e S,, no GL2 (Figura
3-18)

S12 Szz

N
§

Figura 3-18: Deslocamento unitario em 2

AN

Por equilibrio, a soma dos esfor¢os em um né em uma certa dire¢do ou GL tem que

ser igual a acdo aplicada neste mesmo n6 na mesma direcao. No grau de liberdade 1, tem-

se

Fop +8,:d, +S,-d,=4 =M. (3.12)
Analogamente, no grau de liberdade 2, tem-se

Fiopy +8,,:d +8,-d,=4,=0. (3.13)

Este sistema de 2 equacdes e 2 incognitas pode ser escrito matricialmente:

{FEPI} [Sn Slz} {dl} {M} (3'14)
+ . = ou

FEPZ S21 SZZ d2 O

{Fep} +[S].{D} = {A}, (3.15)
onde {Fgp} ¢ o vetor de esforcos de engastamento perfeito; [S] € a matriz de rigidez da
estrutura; {D} € o vetor de deslocamentos nodais ¢ {A} é o vetor de agdes nodais ou agdes
externas aplicadas diretamente nos nos (forgas ou binarios). O produto [S] {D} equivale

aos esfor¢os internos causados pelos deslocamentos nos nos, e a soma {Fgp} + [S] {D} ¢ o

total de esfor¢os internos, que devem estar em equilibrio com as agdes externas.
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Resolvendo-se o sistema de equagdes 3.15 obtém-se o vetor de deslocamentos
nodais {D}:
[S].{D} = {A} - {Fep}
{D} = [ST".{A - Fer} (3.16)

Se a estrutura for isostatica ou hiperestatica, a matriz [S] poderd ser invertida
sempre, logo, do sistema de equagdes obtém-se {D}. Se a estrutura for hipoestatica, a

matriz [S] sera singular (det [S] = 0) e o sistema de equacdes nao tera solugdo.

3.4.2.Exemplo 2

Seja a viga continua mostrada abaixo na Figura 3-19, cuja rigidez a flexao (EI) das
barras é constante e igual a 72 x 10° kNm”. Trata-se de um sistema de 2 graus de liberdade,

conforme mostra a Figura 3-20a, submetido as acdes nodais, mostradas na Figura 3-20b.

16kN 12 kKNm 20kN
2 v m A 4
2 yAN AN
1,5m 1,5m 2m 2 m

Figura 3-19: Viga continua

d; d
: N SN R QD
A B C A=-12 A=0
(a) Graus de liberdade (+) (b) Ac¢des aplicadas nos nos

Figura 3-20: Graus de liberdade e a¢des aplicadas nos nos

Fixa-se a estrutura, aplicam-se as cargas nas barras (Figura 3-21) e encontram-se os

120

esforcos de engastamento perfeito (Figura 3-22).

) l16
2

[TTTHTTT
7777777
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Figura 3-21: Sistema principal

, 20 -4
16:3 _

s ARy
Ts 8[ Lo IOT Ig Tlg 10

(a) Esforgos nas extremidades das barras (tabelas) (b) Esforgos de engastamento perfeito
Figura 3-22: Esforcos de engastamento perfeito

10

Momentos de engastamento perfeito nos GL 1 e 2:m Fgpi =4 ¢ Fgpy =-
10.. {Fgp } = s
—-10

Aplica-se em seguida d; = 1 (d, = 0) e encontram-se os esforcos correspondentes
(Figura 3-23).

Si Sy 4EV/L, = 4x72x10%/4

! 5 A B

4El/1, = 4x72x10%/3

2EI/l, = 36x103
S, =168 x103

(a) (b)
Figura 3-23

=S,

Aplica-se ap6s d; = 1 (d; = 0) e encontram-se os esfor¢os correspondentes (Figura

3-24)
Sis S 2EI/12=36X103 = Slz
2 Q Q | nulo I | |
2 S~ | U 5
4EV1, = 72x10
=Sy
(@) (b)
Figura 3-24

Aplicando-se superposicao de efeitos, escreve-se o sistema de equagdes de
equilibrio de for¢as para os nds. No né B (grau de liberdade 1) tem-se que:
Fop+8,,-d, +S,-d, =4, (3.17)
e no n6 C (grau de liberdade 2):

Fopy +8,,-d, +S,,-d, =4,. (3.18)

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 100
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof* Poliana Dias de Moraes

Ou, matricialmente:
{Fm} {Sn Su} {dl} {Al} (3.19)
+ . = ou
FEP2 S21 S22 d2 A2
4 168 36| ., (d,] ([-12 (3.20)
+ 107 - = .
-10 36 72 d, 0

ou

168 36| , [d] [-12—4)] [-16

36 72 d, 0 +10f |10

ou

d,| _[-0,14x107 (3.21)
d,| | o021x107 |

A partir dos deslocamentos nodais d; e d,, pode-se encontrar os esfor¢os nas barras
multiplicando-se os coeficientes de rigidez de cada barra pelos deslocamentos sofridos nas
suas extremidades e somando-se o resultado com os esfor¢os de engastamento perfeito nas
extremidades das barras. As reagdes de apoio também podem ser calculadas a partir dos

deslocamentos nodais, conforme sera visto mais adiante.

Neste exemplo, a estrutura foi considerada globalmente. Entretanto, fica mais facil
dividir a estrutura em elementos e tratar cada elemento separadamente, formando-se depois
o sistema de equacgdes de equilibrio da estrutura, levando em conta a contribui¢dao de todos

os elementos, como sera visto no item 3.7.

3.5. TRELICAS - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE

3.5.1.Exemplo — Barra de material homogéneo e secao transversal constante submetida a

carga axial

Seja uma barra discretizada por um elemento de treliga, que coincide com o eixo
longitudinal da barra, com 2 nos na extremidade (Figura 3-25). Como a barra ¢ fixa a
esquerda, o deslocamento horizontal do n6 2 ¢ nulo, u> = 0. O sistema fica reduzido,
portanto a um sistema com apenas 1 grau de liberdade (GL), o deslocamento horizontal do

no 1, u;.
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Figura 3-25: Barra de secdo transversal constante

Em analogia a uma mola elastica de rigidez k, deve-se ter que a for¢a aplicada P ¢

proporcional ao deslocamento u;, sendo esta proporcionalidade dada pela rigidez axial da

barra ou do elemento (Figura 3-26). pode-se entdo escrever a equagao de equilibrio de

forcas para o n6 1, na direcdo 1:

Figura 3-26

Supondo conhecida a rigidez axial da barra, que € o inverso da flexibilidade, sendo

esta obtida, por exemplo, a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais:
3.22
=4 (3.22)

[
Pode-se obter entdo a solu¢do da equagdo de equilibrio de forgas para este sistema

de 1 GL:
y _£_il (3.23)
"k EA

3.6. TRELICAS — SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE

3.6.1.Exemplo - Barra composta de duas hastes de materiais, comprimentos e se¢des

diferentes submetida a carga axial

Seja agora uma barra composta de duas hastes, de materiais, comprimentos, €

secoes diferentes (Figura 3-27).
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' P
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/ [ | L |
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1 2
Figura 3-27

Esta estrutura pode ser idealizada pela associacdo de dois elementos de trelica de
rigidez diferente, k; e k>, interligados por nos, o que corresponde a um sistema discreto de

trés pontos materiais ligados por duas molas elasticas diferentes (Figura 3-28)

k; k,
AN~ —
—
Figura 3-28
Sendo as constantes elasticas das molas
= E 4 e k= E, A, . (3.24)
1 ll ’ 12

Como a extremidade a esquerda ¢ fixa, trata-se de um problema de 2 graus de
liberdade, (u; e uz). As equagdes de equilibrio de forcas em torno dos nos da estrutura
resultam em um sistema de 2 equagdes e 2 incdgnitas, de tal forma que pode-se escrever

S, u +S,u,=4,=0 (3.25)
{Snul +S,u, =4, =P’
ou entdo, sob a forma matricial:

[S].{D} = {A} (3.26)

A matriz de rigidez da estrutura [S] pode ser obtida da seguinte maneira. Impoem-

se os deslocamentos u; = 1 ¢ u, = 0 a estrutura (Figura 3-29), obtendo-se assim os

coeficientes S, =k, +k, e S,, =—k,.

S]I SZ]
— —
k; k; k, k,
- > —» -
AV~
Uu;=
Figura 3-29

Impdem-se em seguida os deslocamentos u; = 0 e u; = 1 a estrutura (Figura 3-30),

obtendo-se assim os coeficientes S;> = -ky € Sy = k».
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Si2 Ay
—_— —_—
k, k,
-— —
TAYAVAY RYAVAVAYES
UZ = 1
Figura 3-30

Substituindo-se os coeficientes S; no sistema de equagdes de equilibrio de forgas,

vem

ky+ky, —k,|[u,] [0 (3.27)
—k,  k, lu,] P

Resolvendo-se o sistema de equagdes (3.27), obtém-se as incognitas do problema, u; e u;.

Para estruturas compostas de muitas barras, em vez de se tratar a estrutura
globalmente, como neste exemplo, divide-se a estrutura em elementos. As matrizes de
rigidez de cada elemento sdo calculadas entdo isoladamente e, a partir destas, obtém-se a
matriz de rigidez da estrutura, somando-se os coeficientes correspondentes aos mesmos
graus de liberdade. Para uma estrutura com um total de n graus de liberdade, o sistema de

equacdes de equilibrio da estrutura sera nxn.

3.7. DIVISAO EM ELEMENTOS — SISTEMA DE COORDENADAS

As estruturas reticuladas sdo divididas em elementos ligados entre si por pontos
nodais denominados nos, aonde se supdem concentradas todas as forgas de ligacdo entre
elementos. As agdes e deslocamentos sdo discretizados nos nos e a composigao destes
elementos para constituir a estrutura resulta em um sistema de equacdes algébricas que ¢

tratado matricialmente.

No caso do método dos deslocamentos, estas equagdes sao equagdes de equilibrio
de forcas em torno dos nds. Uma estrutura com N nos, em que cada né tem M graus de
liberdade (GL), resultara em um sistema de NxM equagdes algébricas, incluindo-se as

direcdes restringidas por vinculos.
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3.7.1.Modelagem - Algumas consideracdes sobre divisdo da estrutura em elementos

Cada elemento ¢ representado por uma linha reta, que coincide com o eixo da barra,

ligando 2 n6s que ndo podem ocupar a mesma posi¢ao no espaco.

Uma extremidade livre, assim como uma extremidade vinculada a um apoio

também é considerada um no.

A nocdo de nd pode ser generalizada quando for conveniente, dividindo-se uma
barra em dois elementos separados por um no ficticio. Deve-se criar um no ficticio sempre
que houver descontinuidade de tipo de material ou de tipo de se¢do de barra. Pode-se
também criar um né ficticio sob uma carga concentrada, conforme mostra o exemplo

abaixo, mas nao € necessario.

20kN 20kN
2 o i RO 2 l 4
@ © ot o 1o°
@
© @ ®

1 5 1 6
777977 77977 ey Y- P
(a) 5 nods e 4 elementos (b) 6 nos e 5 elementos

Figura 3-31: Exemplo para divisdo em elementos para portico plano.

3.7.2.Sistema de coordenadas

Para estruturas reticuladas utiliza-se o sistema de coordenadas cartesianas. A
estrutura ¢ definida em relagcdo a um sistema global de coordenadas (X,Y,Z) e os elementos
em relacdo a um sistema local (x,y,z ou xr, yr zr). Os trés eixos cartesianos sao
perpendiculares entre si e formam um sistema destrogiro (satisfazem a regra da mao
direita). No sistema local, o eixo local x (ou x1) coincide com o eixo longitudinal da barra
passando pelo centroide da se¢do e o sentido positivo deste eixo € definido pela incidéncia
dos nds no elemento (do no inicial para o n6 final), conforme mostra a figura para um
exemplo de portico plano (Figura 3-32). Em geral o eixo vertical da se¢do ¢ denominado

eixo y (ou yr) e o horizontal eixo z (ou zp).

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 105
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof* Poliana Dias de Moraes

]
0] ® X

5 © 6

® © Sistema Local
O]
3 4
z
©] B CNJA imieia] —
v o arra 7 : No inicial = 5

. 5 N6 final =7
X /7777 /7777
Z

Sistema Global
Figura 3-32: Sistemas global e local de coordenadas de um pértico plano

3.7.3.Graus de liberdade

Com relacdo ao sistema de coordenadas globais, definem-se os graus de liberdade
de cada no da estrutura: translacdo paralela ao eixo X (UX); translagdo paralela ao eixo Y
(UY); translagdo paralela ao eixo Z (UZ); rotacdo em torno do eixo X (RX); rotacdo em

torno do eixo Y (RY); Rotagdo em torno do eixo Z (RZ).
RY
0%

Uz UX RX

RZ
Figura 3-33: Graus de liberdade

3.8. TIPOS DE ESTRUTURAS RETICULADAS

Estruturas reticuladas sdao aquelas em que uma de suas dimensdes predomina sobre
as outras duas. As estruturas reticuladas podem ser classificadas em seis tipos: vigas,
trelicas planas, pérticos planos, trelicas espaciais, grelhas e porticos espaciais. Cada tipo
apresenta caracteristicas geométricas e mecanicas especiais. Quando os eixos das barras
situam-se em um plano e se deformam neste mesmo plano as estruturas sdo classificadas

de planas, caso contrario sdo classificadas de espaciais.

Deve-se ressaltar que para que as estruturas planas (no plano XY, por exemplo) se
deformem no mesmo plano em que se situam os eixos de suas barras (x) ¢ necessario que o

eixo vertical da secdo das barras (y) seja um eixo de simetria. Desta forma os eixos da
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secdo transversal (X, y) sdo eixos principais de inércia e o centrdide coincide com o centro
de toda se¢do, ou seja, se as forcas aplicadas (concentradas ou distribuidas) situarem-se no
plano XY (ou xy) e os bindrios também atuarem no plano XY, em torno de um eixo
paralelo a Z, as barras se deformarao no plano XY ou xy (deformacao por flexao, axial, por

cisalhamento), ndo haverd torcdo. Caso contrario, se y ndo for um eixo de simetria, havera

tor¢do e a barra se deformard portanto fora do plano XY.

Nesta disciplina as barras das estruturas reticuladas serdo consideradas
prismaticas, ou seja, de se¢do transversal constante, e de eixo reto. Em geral as ligagdes de
barras de trelicas planas ou espaciais sdo articuladas e as ligagdes de barras de vigas,
grelhas, porticos planos e espaciais sdo rigidas, mas pode haver algumas ligagdes

articuladas.

Os deslocamentos em uma estrutura sdo causados pelos efeitos acumulados das

deformacdes de todos seus elementos conforme descrito no que se segue.

3.8.1.Deformacodes

Seja uma barra de eixo longitudinal x, comprimento / e se¢do transversal circular
com eixos y (vertical) e z (horizontal), de material elastico-linear (mddulo de elasticidade
E e de cisalhamento G) submetida aos seguintes esforcos: axial paralelo ao eixo x (N),
flexdo em torno do eixo z (M,), cortante paralelo ao eixo y (Vy) e tor¢do em torno do eixo
x (T).
| y A Vy

Figura 3-34

Estes esfor¢os provocam as seguintes deformacdes correspondentes em um

elemento infinitesimal dx da barra:
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\ / \
| / \ l
1
|
|

_

/ \
| / \ dx

dx du ! dx ' T dx

Axial ) Flexdo Cisalhamento Torcdo
Figura 3-35: Tipos de deformag@o em uma barra

Nas trelicas planas e espaciais haverd apenas esfor¢o e deformagdo axiais se as
cargas forem aplicadas diretamente nos nds, caso contrario haverd também flexao e esforgo

cortante, sendo que a deformagao axial predomina.

No caso de vigas e porticos planos predomina a deformagao por flexdo, em geral
despreza-se a deformagdo axial em vigas. Como as barras de estruturas reticuladas sdo em
geral longas, costuma-se desprezar as deformacdes por cisalhamento, mas pode-se também
considera-las no caso de vigas ou pilares-parede. Sera admitido nesta disciplina que os
deslocamentos sofridos pelos eixos das barras sdo pequenos, ndo havendo, portanto
interagdo entre esfor¢o axial e de flexdo nos porticos planos e espaciais (desprezam-se os
efeitos de segunda ordem). Nas grelhas e porticos espaciais em geral predomina também a
deformagdo por flexdo, mas em barras rigidas a tor¢cdo, como as se¢des em caixdo, a
deformacao por tor¢ao pode tornar-se significativa. Sendo os dois eixos da se¢do das barras

eixos de simetria, ndo havera interacao entre flexao e torcao.

3.8.2. Exemplos de estruturas reticuladas planas

o] 13! e } 1 o

1 i 1
(a) Viga continua (b) Trelica plana (c) Portico plano
3.8.3.

Figura 3-36: Estruturas reticuladas planas
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3.8.4. Exemplos de estruturas reticuladas espaciais

(a) Grelha (b) Trelica espacial (c) Portico espacial
Figura 3-37: Estruturas reticuladas espaciais

3.8.5.Elementos de estruturas reticuladas

Caracteristicas — Graus de Liberdade no Sistema Local

3.8.5.1. Viga

(2 GL por n6 > translagdo paralela a y e rotagdo em torno de z)

Geometria: estrutura plana em que o eixo longitudinal das barras (x) estd contido no
eixo XY e ¢ sempre paralelo ao eixo X. O eixo y da secdo transversal das barras deve ser um
eixo de simetria de maneira a garantir que as barras ndo sofram tor¢do; os eixos da secao
transversal serdo assim eixos principais de inércia e o centro de gravidade coincidird com o
centro de tor¢ao da secao.

Ligacgdes: as barras sdo em geral rigidamente ligadas entre si.

Cargas: as forcas aplicadas podem ser concentradas ou distribuidas e situam-se no
plano XY (que coincide com o plano xy das barras). Os binarios aplicados devem ter seus
vetores-momento (seta dupla) normais ao plano XY (paralelos ao eixo Z).

Deformacdes: atendidas as condigdes acima, os elementos de viga se deformardo no
plano xy, ndo sofrendo tor¢do nem flexdo fora do plano. As deformacdes per flexdo
predominam e no caso de vigas longas, em que a relacdo altura da se¢ao(h) / comprimento do
vao (1) for pequena, pode-se desprezar o efeito da forca cortante. As deformagdes axiais nao

serdo consideradas.
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Esforcos: a viga estara submetida a esfor¢co cortante e momento fletor; ndo sera

considerado o esfor¢o axial..

Y
Y 4
2 '
X O T
: /| §
Sistema Global

Figura 3-38: Viga

No caso da viga estar submetida a esforco axial significativo, esta deve ser tratada

como portico plano
3.8.5.2. Trelica Plana

2 GL/ n6 = translagdo paralelaaxeay

Geometria: estrutura plana em que o eixo longitudinal das barras (x) esta contido no
plano XY e pode ter uma orientagao arbitraria em relagdo ao eixo X.

Ligacgoes: as barras sdo articuladas, ou seja, ligadas entre si por rotulas.

Cargas: as forgas aplicadas podem ser concentradas ou distribuidas e situam-se no
plano XY. Os binarios aplicados devem ter seus vetores -momento (seta dupla) normais ao
plano XY (paralelos ao eixo Z). Pode haver forcas aplicadas diretamente nos noés ou nas
barras, mas ndo pode haver bindrios aplicados diretamente nos nds (apenas nas barras).

Deformagoes: as deformagdes axiais predominam; pode haver também deformacgao
por flexdo, mas a de cisalhamento sera sempre desprezada.

Esforgos: se s6 houver forgas aplicadas diretamente nos nos e forgas axiais ao longo
das barras, as barras estardo submetidas apenas a esforco axial. Se houver forcas transversais
e bindrios ao longo das barras havera esforco cortante ¢ momento fletor também (obtidos

considerando-se as barras como vigas bi-apoiadas).

et

\

S N

Sistema Global
Figura 3-39: Treliga plana
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3.8.5.3. Trelica Espacial

(3 GL/ n6 - translagdo paralela a x, y, z)

Geometria: idéntica a treliga plana, exceto que as barras podem ter qualquer dire¢do
no espago.

Ligagoes: as barras sdo ligadas entre si por rétulas.

Deformagoes: as deformagdes axiais predominam; pode haver também deformacgao
por flexdo, mas a de cisalhamento sera sempre desprezada.

Esfor¢os: se s6 houver forcas aplicadas diretamente nos nos e forcas axiais ao
longo das barras, as barras estardo submetidas apenas a esfor¢o axial. Se houver forgas
transversais e binarios ao longo das barras havera esforco cortante e momento fletor

também (obtidos considerando-se as barras como vigas bi-apoiadas).

(://'m$
‘X}

v W

\/”V

7 X

Sistema Global
Figura 3-40: Trelica espacial

3.8.5.4. Portico Plano

(3 GL/ n6 > translagdo paralela a x ¢ a y e rotagdo em torno de z)

Geometria: estrutura plana constituida de barras prismaticas, situadas no plano XY,
com orienta¢do arbitraria em relacdo ao eixo X. Assim como nas vigas, considera-se que o
eixo vertical (y) da se¢do transversal das barras ¢ um eixo de simetria e, portanto, y € z sao
eixos principais de inércia.

Ligacgoes: as barras sdo em geral rigidamente ligadas entre si.

Cargas: como nas vigas, as forcas atuam no plano XY e bindrios atuam
perpendicularmente ao plano XY (dire¢do 7).

Esforgos internos: de flexao, axial e corante.

Deformagdo: as deformacdes por flexdo predominam e ocorrem no plano XY.

Consideram-se as barras longas; desprezam-se, portanto, as deformagdes por cisalhamento.
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As deformacdes por flexdo e axial sdo consideradas independentemente uma da outra (nas
estruturas lineares nao havera interacao entre esforgo axial ¢ flexao).
/ +
o (>
X

Q)

X

1N

Sistema Global
Figura 3-41: Pértico plano

3.8.5.5. QGrelha

(3 GL/n6 > translagio paralela a z e rotagdo em torno de x ¢ de y)

Geometria: estrutura plana (plano XY) composta de barras continuas que se
interceptam mutuamente.

Cargas: ao contrario do portico plano, todas as forgas atuam normalmente ao plano
XY e todos os bindrios tém seus vetores (seta dupla) no plano da grelha (XY).

Esforcos internos: de flexdo, tor¢ao e cortante.

Deformagdo: predominante por flexao (deformagdes por tor¢do e por cisalhamento
sdo secundarias). Considera-se que cada barra tem dois eixos de simetria na se¢do
transversal, um estd no plano XY e o outro paralelo a diregdao Z. Isto implica em que os
esfor¢cos de momento torgor e fletor ajam independentemente e também implica que as

barras se deformem por flexdo na diregdo Z.
z V4
j Y X I / y
X 5 /’ L 5// T

Sistema Global

Figura 3-42: Grelha

3.8.5.6. Portico Espacial

(6 GL/ n6 - translagdo paralela a x, y, e z e rotagdo em torno de X, y, z)
Geometria: tipo de estrutura mais geral, ndo ha restri¢do na posi¢cdo dos nds, barras
ou dire¢des das cargas. No entanto considera-se que a se¢do transversal tem dois eixos de

simetria (eixos principais) de forma a ndo ocorrer interagao entre flexao e torgao.
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Ligacgoes: as barras sdo em geral rigidamente ligadas entre si.

Esforcos internos: axial, de tor¢do, esfor¢o cortante nas duas dire¢des principais e
também de flex@o nas duas dire¢des principais.

Deformagdo: por flexao, axial e por tor¢do; no caso de barras longas pode-se

desprezar a deformagao por cisalhamento.

O,/ s
9'//,q /(:Q
N\

A N

PN
s 4 \
z X Ns
Sistema Global
Figura 3-43: Portico espacial

1.4. RESUMO DO METODO DOS DESLOCAMENTOS PARA ESTRUTURAS
RETICULADAS DIVIDIDAS EM ELEMENTOS

Cada elemento serd considerado isoladamente. Serd calculada a matriz de rigidez
do elemento nao-restringido, em relacdo a todos os graus de liberdade do elemento,
inicialmente no sistema local de coordenadas [S; ].

Quando houver cargas aplicadas ao longo dos elementos ou barras, serd calculado o
vetor de esforcos de engastamento perfeito (para o elemento fixo), inicialmente no sistema
local. {Fpgp}.

Em seguida, através de uma transformagado de coordenadas, encontra-se a matriz de
rigidez do elemento no sistema global [Sg] e o vetor de esfor¢os de engastamento perfeito
no sistema global {Fggp}.

Levando-se em conta a contribui¢cdo de todos os elementos sera formado o sistema
de equacdes de equilibrio para a estrutura nao-restringida, em relagdo a todos os GL
possiveis (inclusive os restringidos por apoios).

{Fep} +[S1.{D} = {A}’ (3.28)
sendo

s =" % Isal;

Elementos

{FEP }* =" Z ” {FGEP}

Elementos
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" "

e > a soma dos coeficientes (que correspondem ao mesmo GL da estrutura) dos
Elementos

elementos que concorrem no mesmo no. Se uma estrutura tem N nos, € cada n6 tem M GL,

o sistema (3.28) resultante terd NxM equacdes.

Em seguida serdo impostas as condigdes de contorno, encontrando-se o sistema de

equacdes de equilibrio para a estrutura restringida:

{Fep} +[S].{D} = {A} (3.29)

Resolve-se o sistema de equagdes (3.29) e obtém-se o vetor de deslocamentos:
[S].{D} = {A} - {Fgp}
{D} =[ST".{A - Fep}
A partir de {D} obtém-se as reagdes de apoio utilizando-se o sistema (3.28), encontra-se o
vetor de deslocamentos nas extremidades de cada elemento, no sistema local, {u.}, e os

esfor¢os no elemento no sistema local:

{AL} = {Frep}+ [Sc] {uc} (3.30)

1.5. MATRIZ DE RIGIDEZ DE UM ELEMENTO NO SISTEMA LOCAL
(ESTRUTURAS RETICULADAS PLANAS)

1.5.1. Elemento de viga

Seja o elemento de viga com 2 graus de liberdade por né mostrado na Figura 3-44,

cujo sistema local coincide com o sistema global.

avL
2 (J) (1) @ ............ » XL

1
| T
3
Figura 3-44: Elemento de viga com 2 graus de liberdade por no
O elemento (i) (Figura 3-44), tem n6 inicial J e n6 final K, comprimento / e o
momento de inércia da secdo transversal ¢ /. O vetor de deslocamentos nodais do

elemento ¢ dado pela equagdo (3.31) e a matriz de rigidez do elemento no sistema local ¢

expressa pela equagao (3.32):
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u, (3.31)
u
{uL }4x1 = uz
3
Uy
(3.32)

I~}
oy

[
S}
551
%)

[S L ]4x4 =

LI
ZIZIRZ IR
[
ZIZIRZ IR
ZZIRZ I
E-N

Para se obter os coeficientes da matriz de rigidez, Sy, inicialmente fixam-se as
extremidades do elemento e impde-se u; = 1 (Figura 3-45a); impoe-se em seguida u; = 1
(Figura 3-45b).

S S
oY N 9 N

Isi k. s s,

(@) (b)

Figura 3-45: Imposi¢ao dos deslocamentos unitarios u; e u,

Impde-se apos o deslocamento unitario us = 1 e por fim impde-se uys = 1 (Figura

3-46a e b respectivamente) com o elemento fixo nas extremidades.
S
Sa3 m s [\824 mSM
AR e | I AN
g w
2 i
S
TS” TSB T ; TSM

(@) (b)

Figura 3-46: Imposi¢ao dos deslocamentos unitarios uz € uy

Todos os coeficientes de rigidez, Spj podem ser calculados pelo Método das
Forgas. Os coeficientes Sa4, S24, ou So, S42 j& foram encontrados anteriormente no item
3.4. Os demais coeficientes podem ser encontrados por equilibrio e sabendo-se que S;; = S;;

(matriz de rigidez ¢ simétrica).

Impde-se inicialmente u, =1 e, conforme visto anteriormente, tém-se que
4EI 2EI

S,=—— €Sy =—".
22 1 42 ]

Por equilibrio tém-se que (z M,=0e Z F,=0)
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4E1 2EI 6EI 6El
=T == e s

. 4EI 2EI
Analogamente, ao impor-se us = 1 tém-se que S,, =T e S, =1 e por

equilibrio obtém-se os coeficientes

—GEI + 6EI (3.33)
S43 =S34 = 2 Sy =8, =

Por simetria obtém-se os coeficientes:

—6EIL + 6FI (3.34)
Sp3 =83 = 12 € S, =S, = I

Por equilibrio obtém-se os coeficientes restantes.

Da Figura 3-45a, obtém-se os coeficientes

6E] 6E] (3.35)
S :l_z’ 41 = JE
6EI
[\821 = 1_2
% g _GEl
4 7 T2
LV
1:l: _E
TS“ Ss1
Figura 3-47
M, =0 6El 6EI —12EI (3.36)
T 8y =— 12+12 +l= g
F =0, +12EI (3.37)
Z y Sll = S31 21—3
Da Figura 3-46a obtém-se os coeficientes
g —_SHE 6 El

Figura 3-48
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—6E] —6E] (3.38)
Sy = JE Si = JE
6ElI O6EI —12E1 12E7 (3.39)
S31:S13:_( JE + B j+l:l—3 S33:_Sl3=+l—3

Portanto a matriz de rigidez do elemento de viga (ndo-restringido) no sistema local

é
[ 12EI  6EI 12EI  6EI | (3.40)
JE I - JE 2
6EI  4EI  6El  2EI
[s,]., = I? [ I’ l
L Jaxa 12EI  6EI 12EI 6EI |’
- JE - 2 JE - 2
6El  2EI  6EI  4EI
L P i I? [ ]

Esta matriz de rigidez ¢ singular, ndo ¢ inversivel. E necessdrio restringir o
elemento para resolver o sistema de equagdes de equilibrio deste. Nao existe, portanto,

uma matriz de flexibilidade para elemento ndo-restringido.

Os coeficientes da diagonal de [S;] sdo sempre positivos. Para este elemento a

matriz de rigidez no sistema local coincide com o global.

1.5.2. Elemento de trelica

Seja o elemento de barra de 2 graus de liberdade por n6 formado pelos nés J e K
(Figura 3-49). Em geral, o sistema local ndo coincide com o sistema global; o vetor de

deslocamentos nodais € {uy }x;€ a matriz de rigidez € [ Sy ]4xa.

Figura 3-49
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O elemento tem comprimento / e a area da se¢do transversal € 4. Inicialmente, fixa-

se 0 elemento a movimentos de translacdo, lembrando que as ligacdes sdo articuladas

(rotagdes nao produzem esfor¢os nos elementos).
L

Figura 3-50

Impde-se u;= 1 (Figura 3-51a) e obtém-se

EA (3.41)
T
EA 342
ZFx=o:S31=—S”:—T, ( )
€ 821 2841 =0. (343)

Impde-se u; = 1, movimento de corpo rigido, (Figura 3-51b) e obtém-se S;, = Sy, =
S32=S4,=0

S
S]l 831 L»
Ml E 1
S3;
Tsﬂ TSM O

Tszz
S4»

(a) (b)

Figura 3-51: Imposigdo dos deslocamentos unitarios u; € u,

Impde-se uz = 1 (Figura 3-52a), calculam-se

£4 (3.44)
S
ZFx =0 S = EA (3.45)
S
S, =8,=0 (3.46)

Impde-se uy = 1 (Figura 3-52b) (movimento de corpo rigido), calculam-se Si4= Sy4

= S34=Sus
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Si3 g: E S33 Sy
e —
1 Sl4 1

e
823 S43
T S44
SZ4

(a) (b)

Figura 3-52: Imposi¢ao dos deslocamentos unitarios uz € uy

A matriz de rigidez do elemento de treliga plana no sistema local pode entdo ser

escrita:
3.47
EA | EA (3.47)
[S ] 0 0 0 o
L 14x4 =
EA o EA
[ /
0 0 0 0

1.5.3. Elemento de portico plano

Seja o elemento de poértico plano com 3 graus de liberdade por no6, formado pelos
nods J e K (Figura 3-53). O vetor de deslocamentos nodais €¢{ur }ex1 € @ matriz de rigidez ¢

[Si]exs. Em geral o sistema local ndo coincide com o sistema global do elemento.

Figura 3-53: Elemento de poértico plano

A matriz de rigidez do elemento de pdrtico plano pode ser encontrada superpondo-
se a matriz de rigidez do elemento de viga com a matriz de rigidez do elemento de trelica
plana, uma vez que ndo ha interagdo entre esforco axial e de flexdo (pequenos
deslocamentos, estrutura linear).

GL 1 do elemento de viga > GL 2 do elemento portico plano
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GL 2 do elemento de viga > GL 3 do elemento portico plano

GL 3 do elemento de viga > GL 5 do elemento pértico plano
GL 4 do elemento de viga > GL 6 do elemento portico plano
GL 1 do elemento de trelica = GL 1 do elemento portico plano
GL 3 do elemento de treliga = GL 4 do elemento portico plano

Portanto, no sistema local, a matriz de rigidez do elemento de pértico plano, fica

? 0 0 —% 0 0
0 12E1 6EI 0 _ 12EI  6EI
P ? & ?
6EI 4FE] 6EI 2FE1
0 - 0 - —
[5,)os = g v 3.48
' —ETA 0 0 % 0 0 (3.48)
12E1 6EI 12E1 6EI
L rr
6EI 2EI 6EI 4EI
- 0 - =
L I’ [ ? [
3.9.MATRIZ DE ROTACAO - TRANSFORMACAO DO SISTEMA DE
COORDENADAS

Seja por exemplo um elemento de portico plano, cujo eixo local x;, faz um angulo 6

(+ no sentido anti-horario) com o eixo global xg da estrutura:

Urg

" ') 0 Yy ') 0
Pl o 4
;\uLz

u
up G2

Vetor de deslocamentos {uy } ¢y Vetor de deslocamentos {ug} e
(a) Sistema local (b) Sistema global
Figura 3-54: Sistema de coordenas

Decompondo-se os deslocamentos ug; € ug; nos eixos X € yr, tem-se:
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Figura 3-55

Comparando-se a Figura 3-54a com a Figura 3-55, observa-se que

U, =ug cosl+ug,  -send e

Uy, =—ug -send+ug, -cosd. (3.49)

Ug

u
Uma vez que a resultante dos vetores de translacao { “}:{ } ¢ a mesma.

U, Ugy
Observa-se também das Figura 3-54a e b que ur3 = ugs € uLe = Uge, pois a rotagdo do nd J

assim como do nd K ¢ a mesma no plano (X, yL ou Xg, Xg)-

Matricialmente pode-se escrever

u;, cos@ sen@ O||lug
J J
U, =|—send cos@ 0 ug, ou {“L }3x1 :[R]3x3{”6}
Uy, 0 0 1||ug, (3.50)
Analogamente para o né K tém-se
U, cosd sen@ O0||ug, {K} _[R] {K}
Uy p=|—send cos@ 0 u;s ou Ui f3a = s Ue
U, 0 0 1 ||ug 3.51)

Escrevendo-se agora a relagdo entre o vetor de deslocamentos nodais do elemento

no sistema local, {u L }, e o vetor de deslocamentos nodais do elemento no sistema global,

{ug }, vem:
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u,| [ cos® send 0 0 0  0|[ug
U, —senf cos® 0 0 0 O0flug,
U, 0 0 1 0 0  O0]fug —
U, - 0 0 0 cosO sen® O]|ug, o {uL }M ) [ER]M {uG }M
U s 0 0 0 —senf cosO O ||ugs
ugel |0 0 0 0 0 1]|uge
ou

U fua | _ [Rl,.s 0 U 3
{{{MIK}}M}_[ 0 [R]MH{{”gixl} (3.52)

A matriz [R]exe € chamada de matriz de transformacao de coordenadas do sistema

global para o sistema local ou matiz de rotagdo (0 positivo do eixo global para o local

+m no sentido anti-horario). Observa-se que a matriz inversa [R]” pode ser obtida

substituindo-se 0 por -0 (rotacdo inversa no sentido horario, do local para o global).

[cos® —sen 0 O 0 0
senf cos6 O O 0 0
[sy{]—lz 0 0 1 0 0 0 . (3.53)
0 0 0 cos® —senf O
0 0 0 sen® cos® O
0 0 0 0 0 1

Uma vez que cos(-0) = cos0 e sen(-0) = -sen0, observa-se que [R]" = [R]", ou seja,

a matriz [%R] € uma matriz ortogonal. Portanto{ug} = [R] {ur} = [R]" {u}.

Para o elemento de treliga plana, t€ém-se dois graus de liberdade por n6. Nao se
considera o grau de liberdade de rotagdo do n6 pois este ndo resulta em esforgo na barra.

K4
o * {»

\\w

+

Local Global
Figura 3-56
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A matriz de transformacao ¢é

cos®  senb 0 0 (3.54)
[SR]M _ —send cosO 0 0 .
0 0 cosO  senO
0 0 —senB cosO

3.10. MATRIZ DE RIGIDEZ DE UM ELEMENTO NO SISTEMA GLOBAL

Seja por exemplo um elemento de portico plano. Supondo que nao haja cargas
atuando ao longo do elemento, os esfor¢cos nas extremidades do elemento dependem

apenas dos deslocamentos nodais. As equagdes de equilibrio no sistema local e global se

escrevem:
{AL} = [Si] {ur} (3.55)
{Ac} = [Sc]-{uc}, (3.56)

Apg 6{\ \ ALy @ Agy

A
i G3 i
Ap, \ Ars @ I
A
(J\ Ag, m G5
ALI/

\ ALZ I AG2

(@) (b)
Figura 3-57

sendo {ArL} e {Ag} os vetores de esfor¢cos mostrados na Figura 3-57a e Figura 3-57b
respectivamente, [S;] e [Sg] as matrizes de rigidez {u.} e {ug} os vetores de

deslocamentos.

Ja foi visto no item anterior que

{ur} = [R].{uc} (3.57)
e analogamente

{AL} = [R]{Ac)
{Ac} =[RT{AL} = [R]'{AL} (3.58)

Substituindo-se (3.57) em (3.55) tem-se:
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{AL} = [SL].[R]. {uc} (3.59)
Pré multiplicando (3.59) por [R]", vem:

[RT" {AL} = [R]".[St][ R].{uG} (3.60)
Substituindo-se (3.58) em (3.60):

{Ac} = [RI"[SL]1L K] {uc} (3.61)

Comparando agora as equagdes (3.61) e (3.56), obtém-se a matriz de rigidez do
elemento no sistema global:

{Sa} = [R]".[SL].[ K] (3.62)

Apesar desta expressao ter sido desenvolvida para o elemento de poértico plano, ela
¢ genérica e, portanto, valida para todos os tipos de estrutura reticulada (sendo que para
cada tipo de elemento tem-se uma matriz de rotagdo e uma matriz de rigidez no sistema

local diferente).

3.11. VETOR DE ESFORCOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO NO SISTEMA
GLOBAL

Para formar o vetor de esforcos de engastamento perfeito da estrutura, deve-se
transformar os esforcos de engastamento perfeito de todos os elementos do sistema local

para o global. Analogamente a equagao (3.58), tem-se:

{Feep} = [R]" .{FLep} (3.63)

3.12. SISTEMA DE EQUACOES DE EQUILIRIO PARA A ESTRUTURA NAO-
RESTRINGIDA

As equagdes de equilibrio de forgas generalizadas (ou agdes) em torno dos nos,
para a estrutura com apoios podem ser escritas

{A} = {Fep} + [S].[D], (3.64)
sendo {A} as agdes aplicadas nos nos; {Fgp} os esfor¢cos nas extremidades dos elementos

devidos as cargas atuando nos elementos para a estrutura fixa (esfor¢os de engastamento

perfeito); [S].[D] os esfor¢os devido aos deslocamentos nodais.

Estas equagdes podem ser reescritas para a estrutura nao-restringida (sem apoios):

{A}" = {Fep}" +[S]".[D] (3.65)
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Ambos sistemas de equagdes acima sdo considerados no sistema global de todos os

elementos, que sdo formuladas em relacdo aos graus de liberdade dos elementos. A relagao
entre os graus de liberdade do elemento e os graus de liberdade da estrutura sera efetuada

através da regra da correspondéncia.

3.12.1. Montagem da matriz de rigidez da estrutura

A matriz de rigidez da estrutura ndo-restringida (sem consideragdo dos apoios),
[S]*, ¢ formada a partir das matrizes de rigidez dos elementos no sistema global:
nelms nelms @ (3 . 66)

[S]* _n ;m(if [SL](i)iR(i) n_n Z[SG] "

i=1

sendo nelms correspondente ao nimero de elementos da estrutura.

A matriz [S]* ¢ entdo formada “somando-se” a contribui¢do de todos os elementos,
isto €, os coeficientes S*ij , cujo primeiro indice “T’corresponde a um grau de liberdade de
um né da estrutura, sdo encontrados somando-se os coeficientes das matrizes de rigidez
[Si] dos elementos que concorrem a este mesmo no6 correspondentes ao mesmo G.L.” i ™.
Deve-se entdo identificar qual o G.L. na extremidade do elemento que corresponde a um

G.L. de no na estrutura.

3.12.2. Exemplo — Portico plano

7 D21
7 :> m
8
i—> D19
5 m 6 D15 D20
4 <E> »- »D16
m D14 D13 ‘D17
3 4 Dgf\ ( D12
> » D10
A D7 A
C ) o
D11
1 2 D3 D6[
A R
A A
D1
D2 D5
(a) (b)

Figura 3-58
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Por exemplo, para o portico plano da Figura 3-58, concorrem no nd “5” trés
elementos: (4), (6), e (7), cujos graus de liberdade nas suas extremidades (vetor de

deslocamentos {ug}), no sistema global estdo apresentados a seguir:

UuGs UGs
o Q_u»(m
uﬁr{\ UGs
3 ©) \uos
@ uf}/\ UGs m
Uacs ue 5 @ 6 UuG:
Uacs —EGI
'/_ \ Ua: 5 [
3 —_— Uc: UuGs
uc:
ua:
Figura 3-59

Para o elemento (6) o sistema local coincide com o global, ja para os elementos (4)
e (6), deve-se transformar o vetor de deslocamentos do sistema local para o sistema global,

como mostrado abaixo para o elemento (4):

ULs

Ls

a2
N g k:
=]
Figura 3-60
u,l [0 1.0 0 0 0lfug
u,| |-1 0 0 0 0 0ffug
usl [0 01 0 0 Offug
U, 0 00 0 1 0}lug,
u, 0 00 -1 0 0fug
U] [0 00 0 0 1]ug
fug b= [R]{ug (3.66)

A diregio generalizada, ou G.L. 14 da estrutura (D14, que é o segundo G.L. do n6
5), correspondem as diregdes:

5 do elemento (4);
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2 do elemento (7);
2 do elemento (6).

A dire¢do 15 (D;s) da estrutura correspondem as dire¢des:
6 do elemento (4);
3 do elemento (7);

3 do elemento 6.

. * . . A . . ~
O coeficiente S 14,15 que exprime a influéncia de um deslocamento na diregdo 15
sobre o esforco na direcao 14 (forca vertical no no 5), serd a soma dos coeficientes de

influéncia das matrizes [Sg] dos elementos (4), (7), € (6) correspondentes.

* - Q® 7 (6)
Siis =Se. +Sg. +S¢) (3.67)

os lados da equag@o (3.67) acima por D,;(=ug =u( =ug

Para compreender fisicamente o sifniﬁcado desta exsressﬁo, multiplicam-se ambos

£

—_Q® (C)) @) (@) (6) (6)
Siis Dis =Sg,, ug, +Sg, ug, +Sg, Ug, (3.68)

sendo que S*14,15 D5 (que é uma parcela de Aj4) representa a forca na direcao 14 devido a
uma rotacdo no né 5 (=Djs), cuja magnitude ¢ igual a soma das for¢as nos elementos (4),
(7), e (6) na direcdo correspondente a 14 (5, 2 e 2 respectivamente), devido a esta rotagdo

do no 5 nas extremidades dos mesmos.

@

SG2s UGs
D15

5 S ©
SGas UGs
SGss UGs

s 5

° S*14,15 D15
L~ Parcela de A4

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV 5220 127
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof* Poliana Dias de Moraes

Figura 3-61

* . A ’ .y .
Para S 14,5 contribuem trés elementos que concorrem no no 5, ja para o coeficiente
* . . . * . . ~
S 1421 contribui apenas o elemento (7), pois S 1421exprime a for¢a na dire¢do 14, causada

por uma rota¢do unitaria no GL 21 (existe um tnico elemento que liga o GL 14 ao GL 12).

. * y . ~ r 3 r
Verifica-se que S 14,19 € nulo, pois ndo ha nenhum elemento ligando o né 5 ao qual
pertence a diregdo 14. Isto ocorrera com varios outros coeficientes, o que explica o fato dos
coeficientes da matriz [S] se agruparem em uma “banda” (faixa) em torno da diagonal

principal, os demais coeficientes fora desta banda sao nulos.

3.12.3. Regra da correspondéncia

A regra da correspondéncia relaciona a numeracdo dos deslocamentos das
extremidades dos elementos ({ug}), com a numeragdo dos deslocamentos nodais da
estrutura ({D}). Em cada elemento (i) os deslocamentos sdo numerados de 1 a 2 x NGL/no6

(NGL/n6 = ntimero de graus de liberdade por no):

1 2 NGL/né NGL/né6+1 = 2 x NGL/nd
elemento i
®
N6 J inicial N6 K! final
Figura 3-62

Na estrutura, os deslocamentos sdo numerados na ordem dos nds, sendo que, em
cada n6 hd “NGL/mno6”, deslocamentos em ordem determinada pelos eixos do sistema

GLOBAL.

3.12.4. Exemplo 1 — Pértico plano

Numero de graus de liberdade por né ¢ igual a trés
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SO CIINAN

215 K
19 1
o 20 2 ST
®
15 18 \ UGe, K uG
£ 13 (© AR 4
6
" 17 @ TuGs
@ ®
9 UaGs, Us
M1 @ I e
3 J 3J-2 u
G2
8 37-1
v ©) @
3vT 6/ N
- W _1, 7 Elemento = 2 x NGL/Mo6
z = 2 x 353 =06
5 5
Figura 3-63

Tomando-se o elemento 7 como exemplo, que liga o n6 5 ao n6 7 (J=5; K=7)

Regra da Correspondéncia

Tabela 3-2: Correspondéncia dos nos

GL da estrutura GL do elemento i ({ug})
({D}*) (ligando J¥ a K),

31V _2=13 1

3 -1=14 2

319 =15 3

3K -2=19 4

3KP-1=20 5

3KY =21 6

3.12.5. Exemplo 2 - Elementos de trelica

E].A]/L] =10 Dz =9
Ez.Az/Lz =30 D3 =9
E, A,
E, A,
/ ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
| L | R
\ \ !
(a)

(b)

Figura 3-64: Elemento de trelica
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Os elementos de barra utilizados na modelagem da barra tracionada estdo

mostrados na Figura 3-65a, sendo que cada n6 apresenta um grau de liberdade (translacao

horizontal).
D, M D, D, 2 D,
> *— —»e *o—
Ugi Yoz Ug, Ug,
(a) Elemento 1 (b) Elemento 2

Figura 3-65: Elementos da estrutura tracionada

N6 J: GL da estrutura=1J
EA  —EA

_| 1 1
[SL]_ —EA %
1 1

[SS)]z[sg]{ 10 —10}

-10 10
sel-bel-| % )

Regra da correspondéncia:

Tabela 3-3: Regra da correspondéncia: GL da estrutura correspondente ao GL dos elementos

Elemento 1 2
J=2>K 122 223 uG
J 1 2 1
K 2 3 2

A matriz de rigidez da estrutura nao-restringida (sem apoios) ¢ formada levando-se
em conta a contribui¢ao dos dois elementos, somando-se os coeficientes das matrizes de

rigidez no sistema global, que correspondem ao mesmo grau de liberdade da estrutura:

10 -10 0 10 -10 0
[s']=[-10 10430 -30 - [s']=[-10 40 -30
0 -30 30 0 -30 30

3.12.6. Exemplo 3 — Elementos de viga

Seja a viga continua mostrada na Figura 3-66, cujo nimero de graus de liberdade

por no € igual a dois.
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A A

D, D, D Dy Dy,

£ a)fﬁ\ ) (j\ 3) £ @) )
NN

Figura 3-67: Graus de liberdade da estrutura

N6 J: GL da estrutura =2J-1 e 2J

UGz UGy Ugo UGy
AN R NN O NN
1 2 1 2
T ug, Ium T Ugi Ium
(a) (b)

Figura 3-68: Elementos de viga utilizados na modelagem — graus de liberdade dos elementos

Regra da correspondéncia:

Tabela 3-4: Regra da correspondéncia: GL da estrutura correspondente ao GL dos elementos

Elemento (1) 2) 3) @ ”

J>K 1>2 23 354 45

2K - 1 3 5 7 5 :
1 2 3 4 3 4 5 6
OO0 0 0O X X X X|3

2_

sq'= |0 O O 02 Sef= | X X X X| 4

O 0 0 03 X X X X|5
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5
o
[SeI’=  |@
o
o
1 2
0 O
[ U
O O
oo
[S*¥]=0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0000 -

0000

W

8 7 8 9 10
® 5 A A A A|T
@6 Sel'= A A A A8
e’/ A A A A9
@ 38 A A A Al
4 5 6 7 8 9 10
XOXX X o 0o o0 0|3
xOxx X 0 0o 0 0 |4
X X+r@ X' @ @ ° 0 0 |s
------ X X*reXxee® @ (0 016
0 o ® @A @ A A A |7
0 ® O O ), & LA A8
0 0 0 A A A A |9
0 0 0 A A A A |10

Os coeficientes da matriz de rigidez da estrutura ndo restringida sdo formados a

partir dos coeficientes das matrizes de rigidez no sistema global de cada elemento, usando-

se a regra da correspondéncia e somando-se os coeficientes que correspondem ao mesmo

grau de liberdade da estrutura nos nés onde concorrem os elementos.

ol 2
Si3 —SG33 +SGll
* ql 2
S34 = SG34 +SG12

* ol 2
Si =SG,, +S

G22
Q2 3
SSS _SG33 +SG11
Q2 3
Se6 = SG44 +SGzz

* Q2 3
Ss¢ =SG,, +5 etc...

G2

3.12.7. Exemplo 4 - Viga continua

Repetir o problema anterior mudando a numeragao dos nds.
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D, Dy D, D, Dy
£ Q @ o o ¥ )
N |
D, D, D, Dy D
Figura 3-69: Graus de liberdade da estrutura
Regra da correspondéncia:
Tabela 3-5: Regra da correspondéncia: GL da estrutura correspondente ao GL dos elementos
Elemento (D) 2) 3) 4) ug
J—oK 124 42 225 523
2 -1 1 7 3 9 1
2]) 2 8 4 10 2
2K -1 7 3 9 5 3
2K 8 4 10 6 4
1 2 7 8 7 8 3 4
OO0 g 0O X X X X|7
Sd=\gp o g o2 SP=| X X X X |38
O O 0O O 7 X X X X 3
O O o 0O)s X X X X| 4
3 4 9 10
3 9 10 5 6
Si-|e @ o @4 AA A Al
¢ c o o oo Sel'*=| A A A a|l0
e 6 0 © 10 A A A A|S
A A A A6
Matriz de rigidez da estrutura nao-restringida
S;3 = Sé33 + Sé]] SzS = S4G33
S =56, + Sty Ses = Sa, - etc...
S>;7 = 81(333 + Sé]] S;9 = 82333 + Séll
S7s = Sle4 + Séu
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 0 0 O O 0 0

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV 5220 133
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana IL-hs de Moraes

2 |0 0O 0 0 0 0 O O 0 0

3 |0 0 X+ @ X+@ O 0 X X () o

4 |0 0 X+ @ X+@ 0 0 X X () o
[S*]= 5 |0 0 0 0 A A 0 0 A A

6 |0 0 0 0 A A 0 0 A A

7 (O O X X 0 0 o+ X O+ X 0 0

8 IO O X X 0 0 o+ X O+ X 0 0

9 |0 0 () () 0 0 0 0 @ A @+ A

10 |0 0 () o 0 0 0 0 @+t A @+ A

3.12.8. Exemplo Numérico

Seja a viga continua ilustrada na Figura 3-70, que ¢ o mesmo exemplo calculado
anteriormente sem dividir a estrutura em elementos.A viga tem secao transversal constante

com rigidez a flexdo EI = 72 x 10°kNm®.

16 kN 12 kNm 20kN
.l |
2 A A
o 15Sm o 15m 2m , 2m \
D, D, D,
Fg @ Y O L)

1 T 2 3 T
D, D, D;
Figura 3-70: Viga continua — geometria, carregamento e graus de liberdade da estrutura

Divide-se a estrutura em dois elementos como mostrado na Figura 3-71:.

Uga Ugy

O NN @ )

9
2
T Ug, Ium T Ugy Tum

Figura 3-71: Graus de liberdade dos elementos

Regra da correspondéncia

Tabela 3-6: Regra da correspondéncia: GL da estrutura correspondente ao GL dos elementos

‘ Elemento ‘ (1) (2)
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Matriz de rigidez de cada elemento (sistema local coincide com global):

Elemento 1

J>K 122 223

2)J-1 1 3 1
2] 2 4 2

2K -1 3 5 3
2K 4 6 4

l1:3m

Elemento 2 /,=4m

s']=10°

st =10

6
27

A W N =

=27

12 3 4
32 48 -32 48
48 96 —48 48
1-32 —48 32 -48
48 48 —48 96
3 4 5
135 27 —135
27 o 27
1-13,5 —27 13,5
27 36 27

Matriz de Rigidez da estrutura ndo-restringida

[s*]=10°-

[s*]=10°"-

1
32
48

-32

48

32
48
-32
48
0

0

2
48
96

-48
48
0

48
96
-48
48
0
0

3 4 5
-32 48 0
—48 48 0

32+13,5 —48+27 —13,5

—48+27 96+72 =27
~13,5 -27 13,5
27 36 ~27
-32 48 0 0 |
—48 48 0 0
455 -21 -13,5 27
-21 168 -27 36

13,5 =27 135 =27
27 36 -27 72|

Vetores de esfor¢cos de engastamento perfeito

6

0

0
27
36

=27
72

AN L AW N~

AN L bW N~

AN DN B~ W
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135

P/ /8 P/ /8
P m
AR
Elementol /;=3m g §
t i, 12t
|
'P/Z |P/2
P/ /8 P/ /8
L0 P
Z| l R
Elemento2 L =4m g g
t i, 12t
! |
'P/Z P2
8 | —>1

{FéPG }: {FEIPL }: 6|>2 GL da estrutura

{FépG }= {FEZPL }= 18 :: GL da estrutura

-10|—>6

FEP4

—
r

®© B O

g

Vetor de Esforcos de engastamento perfeito da estrutura: (ndo-restringida)

1( 8 8
21 6 6

(F }*23 8+10 | |18
T 41-6+10 4
50 10 10

6| —10 -10

)

EP3

)

EP3

Sistema de equagdes de equilibrio para a estrutura ndo-restringida: (6 equacdes, 6

incognitas)

' N

6
/oL

I k

Figura 3-72 Vetor de deslocamentos nodais da estrutura ndo-restringida

{Fep} +[S]".{D} = {A}

'T ({D})
5
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O vetor {D}* mostrado na Figura 3-72 inclui os deslocamentos nodais D4 e D¢, que
sdo as incognitas do problema e os deslocamentos nodais restringidos por vinculos que sdo
conhecidos D; =D, =D3;=Ds=0.

O vetor {A}* inclui as agdes aplicadas nos nds, que sao conhecidas, nas dire¢des

livres. A4 = -12 kN.m e Ag = 0 e também as reagdes de apoio R;, Ry, R3, Rs, que sdo

incognitas:
8 32 48 -32 48 0 0 |(D,=0] [R,
6 48 96 —48 48 0 0 ||D,=0| |R,
18] g5, |732 —48 455 -21 -135 27 'D3=0 _ R,
4 48 48 -21 168 -27 36 D, A,=-12
10 0 0 -135 -27 135 -27||D,=0| |[R,
-10 |0 o0 27 3 -27 72| D A, =0

3.13.SISTEMA DE EQUACOES DE EQUILIBRIO PARA A ESTRUTURA
RESTRINGIDA

Para considerar a estrutura restringida, deve-se impor as condi¢des de contorno, ou
seja, deslocamentos nulos nas dire¢des restringidas por apoios. No sistema de equagdes de

equilibrio para a estrutura nao-restringida.

{Fep} +[S]{D"} = {A}, (3.69)

isto equivale a eliminar as colunas de [S ] correspondentes aos GL restringidos por apoios,
. *, . . .. , .
e, conseqlientemente, como [S ] é simétrica, eliminar também as linhas que correspondem

aos GL restringidos.
O sistema de equagdes resultantes fica
{Fep} +[S]{D} = {A} (3.70)

Por exemplo, seja a viga da Figura 3-73 que tem um total de 4 graus de liberdade.
As direcdes ou graus de liberdade 1 e 2 sdo restringidas. Neste caso, os esforcos de
engastamento perfeito do elemento ou da estrutura sdo

P/2 (3.71)

P//8
{FEPG }: {FEPL }: P/2

-Pl/8
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D, D, R, A,
p ovwy g O
g/ 1/2 1/2

Figura 3-73 Viga engastada e livre; vetor de deslocamentos e vetor de agcdes nodais para a estrutura nao-

restringida

Para a estrutura nao-restringida tem-se:

{(Fep} +[S].{D"} = {A"} (3.72)
P/2 Sll SlZ Sl3 S14 Dl Al Rl

P//8 N S,, S, S, S, D, B A, B R,

P/2 [ ]Sy Sy, Sy S| |Ds| |A[ ] o

~PI1/8] |S, S, S, S.| |D, A, — Mo

Fazendo-se D; = 0 e D, = 0 no sistema (3.72), obtém-se

P/2 +(S;,x0) +(S;,x0)+S;;D, +S,D, =A| =R, (i)
PI/8 +(S;,x0) +(S;,x0) + S;,D, +S,,D, =A, =R, (ii) (3.73)
P/2 +(8;,x0) + (S;,x0) +S;,D, +S;,D, = A =0 (iii) .
—Pl/8+(S;,x0) +(S;,x0)+S;;D, +S,,D, = A, =—Mo (iv)

Observa-se que os coeficientes da coluna 1 e da coluna 2 de [S]” sdo multiplicados

por zero, portanto estas colunas podem ser eliminadas.

Eliminando-se também as linhas i e ii de [S]’, obtém-se o sistema de equacdes de

equilibrio para a estrutura restringida, em rela¢do apenas as dire¢des ou GL livres (iii e iv):

{P/2} [S; S;} {D3} { 0 } (iii)

Ll . | = ou

-PU8) |S;,, S, ||D.) |-Mof (i)

{Fep} +[S].{D} = {A} (3.74)
logo {D}=[S]".[{A} — {Frp}]

D
Resolvendo-se este sistema de equagdes (3.74) obtém-se {D} = {D3 } Inserindo-se
4

D3 e D4 nas equagdes (i) e (ii) obtém-se as reagdes de apoio R; e R,.
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O sistema de equagdes (3.72) pode ser escrito na forma: (D = deslocavel; R =

restringida).

firief o oo

Da segunda linha = {Fgp}p + [Spp].{D} = {A}, onde [Spp] ¢ a matriz de rigidez
da estrutura restringida, [S], e {Fgp}p € 0 vetor de esforcos de engastamentos perfeito da

estrutura restringida, {Fgp}; resolvendo-se este sub-sistema de equagdes obtém-se {D}.

Inserindo {D} na primeira linha do sistema (3.75) 2 {R} = {Fgp}r *+ [Srp].{D},

obtém-se as reagdes de apoio da estrutura.

Nem sempre o sistema de equacdes estd assim “arrumado”, com as diregdes

restringidas no inicio ou no final. Seja por exemplo a mesma viga, agora bi-apoiada:.

P D, D, A, A,

- s AN A
p 12, 127 ID ID

b T

Figura 3-74 Viga bi-apoiada; vetor de deslocamentos e vetor de agdes nodais para a estrutura ndo-restringida

Para a estrutura nao-restringida tem-se:
{Fep} " +[S]".{D}" = {A}, (3.76)

* * ~ ~ . . ~
{Fep} e [S] nl3o mudam em relagdo ao exemplo anterior, mudam as direcdes

restringidas:.
P/2 S S S Sy D, =0 A, R, | ()
P//8 S, S, Sy» S,| |D, A, 0 | (i) (3.77)
+ . = =
P/2 S, Sy, Sy Sy, D,=0 A, R, | (iii)
—-Pl/8 S,; Ss S, Su) Dy A, —Mo| (iv)

Impdem-se as condi¢gdes de contorno na estrutura, eliminando-se as colunas 1 e 3
de [S]* e por simetria as linhas 1 e 3 também (i e iii) no sistema de equagdes (3.75), o que

“sobra” € o sistema de equagdes da estrutura restringida:
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{PZ/S} [szz SMHDZ} { 0 } (3.78)
+ . = ou

-PI8) S, S.[|D,] |-M,

{Fep} +[S]{D} = {A} (3.79)

cuja solucdo fornece o vetor de deslocamentos nodais da estrutura:

(3.80)

Inserindo-se D, e D4 nas linhas (7) e (ii7) do sistema de equagdes (3.77), obtém-se
as reagdes de apoio R; e Rs. No proximo item apresenta-se a continuagdo do exemplo
numérico de viga continua, visto no item 3.12.8, obtendo-se agora as reagdes de apoio da

estrutura.

3.14. REACOES DE APOIO DA ESTRUTURA

3.14.1. Exemplo numérico

Seja a viga analisada anteriormente no item 3.12.8 (Figura 3-75)

16 kN 12 kNm 20kN
) M |
2 A A
1 1’5 m ! 1’5 m 2 m | 2 m !
T 1 | T
Figura 3-75

2 D 4 R2 A4:- 12 A6:‘

D D,
FQ @ Y @ LN o Do

b 3 A j i

R,

(a) Graus de liberdade (a) Agdes
Figura 3-76: Graus de liberdade e a¢des da estrutura

Impondo-se as condi¢des de contorno no sistema de equagdes de equilibrio da

estrutura nao-restringida.
{Fep}" +[S]7.{D}" = (A} (3.80)

Equivale a eliminar as colunas 1, 2, 3 ¢ 5 de [S] "easlinhas 1, 2, 3 e 5 do sistema

(3.80); obtendo-se assim:
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4 168 36| ., (D,] [-12
+ -10° - =
—10f |36 72 D, 0
168 36] s [Da]_[-12-4] _[-16
36 72| D, | |0 +10 10
D] _ 4 [168 36 " [-16
D, | 36 72| |10
168 36] 1 72 -36]_[667 -333]
36 72| 168-72-367 | =36 168 | |-333 15,56
D, [ 667 -333](-16] ([-140]
=10 = -10"rad
D, ~3,33 15,56 || 10 208,9
D -0,14 3.81
e ’ 10 rad ( )
D, 0,21

O que confere com os valores encontrados anteriormente, no item 3.4.2.

Para se obter as reacdes de apoio, inserem-se os deslocamentos D4 e Dg no sistema
de equagdes (3.80), para a estrutura ndo-restringida:
=8+10°x48xDy+0xDg=8-48x0,14=128kN
Ry =6+ 10 x 48 x Dy + 0 x Dg=- 0,72 kN.m
R;=18+10° x [(-21) x D4+ 27 x Dg] = 18 + 8,58 = 26,58 kN (3.82)
Rs=10+10°x [-27 x D4- 27 x Dg] =10 - 1,86 = 8,14 kN

Verificacdo do equilibrio

2Fy=0 1,28 + 26,61 + 8,11 =36 .. 36 =36 OK (3.83)
2 M1 =0 814 x7+2658x3-12-20x5-16x 1,5—- OK (3.84)
0,72=0
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3.15. ESFORCOS NOS ELEMENTOS NO SISTEMA LOCAL

3.15.1. Elemento de Portico Plano

o)

DY

T

Figura 3-77: Sistema local

Os esforcos totais nos elementos sdo encontrados superpondo-se os esforcos de
engastamento perfeito (causados pelas cargas que atuam ao longo dos elementos com as

extremidades fixas) aos esforcos causados pelos deslocamentos nodais:

{AL} = {Frep} + [SL] {ur} (3.85)
Depois de resolvido o sistema de equagdes:

{Fep} +[S] {D} = {A} - {D} =[S]" [{A} — {Fep}] (3.87)
obtém-se o vetor de deslocamentos nodais {D}, em relacdo aos GL da estrutura, e,

inserindo-se os deslocamentos nulos dos apoios, forma-se o vetor {D}*. Para se obter os

esforgos em cada elemento, utiliza-se primeiro a Regra da Correspondéncia para se obter

{ug} a partir de {D}* e, em seguida, a equacdo (3.57), vista anteriormente, para se

encontrar o vetor de deslocamentos nodais no sistema local, em cada elemento:
fuc} = [%].{uc}

Inserindo-se esta equagdo na equacdo (3.85), obtém-se assim os esfor¢os totais em

cada elemento:.

(A1} = {Frep} + [S] [R] {ug}. (3.86)

Apesar desta equagdo (3.86) ter sido encontrada para o elemento de Poértico Plano,

ela € genérica, sendo valida para qualauer tipo de elemento.
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3.15.2. Exemplo numérico

Continuando o exemplo numérico da viga continua,, pode-se obter o vetor {D}* a
partir do vetor de deslocamentos {D}, encontrado no item 3.14.1 (ver equagdo 3.81):

0
0
0
D*! = (3.88)
D% —0,14x1072
0
0,21x10 -3

Através da Regra da Correspondéncia sabe-se que para o elemento 1:

D, 0 1
D] 0 2
M= 72l (3.89)
U
wak = 0 3
D,| (-014-107] 4
e para o elemento 2:
D, 0 1 (3.90)
* -3
{UG}(z): D4 _ _0,1410 2
D; 0 3
D, 0,21-107 | 4

A Figura 3-78 mostra graficamente o vetor de deslocamentos nodais {ug} na

extremidade dos elementos 1 e 2 e a deformada aproximada.
0 0,14%10%  0,14*107 0,21*107

D (D 2\ T fé\

IO T ——

(a) (b)

Figura 3-78 Deslocamentos nodais e deformada aproximada dos elementos 1 (a) ¢ 2 (b).

Como para o elemento de viga [R] = [I], a equagao (3.86) fica:

{AL} = {Frep} + [SL] {uc} (3.91)

Utilizando-se a equacdo acima para cada elemento, obtém-se entdo os esforgos
totais, sendo as for¢as em kN e os momentos em kN.m:

Elemento 1: (ALY = {Frept D+ [S]Y {ugt? (3.92)
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8 32 48 -32 48 0 1,28
6 48 96 -—-48 48 0 -0,72
A }= + 10° x A=
8 -32 —-48 32 -48 0 14,72
-6 48 48 —-48 96 ||-0,14x107° —-19,44
Elemento 2 (ALY = {Frept® + [S1] @ {ug}® (3.93)
10 13,5 27 -13,5 27 0
10 27 72 =27 36 ||-0,14x107°
ALY = +10° x
10 -13,5 27 135 =27 0
-10 27 36 =27 72 || 021x107°
11,86
7,44
{AL}= 8,14
0
Os esforgos nas extremidades dos elementos 1 e 2 estdo ilustrados na Figura 3-79
abaixo:

0,72 : 16,00 7,44 : 20,00 0

, 19,44
I 1,28 @ T14,72 III,S6 @ T 8,14

(a) Elemento 1 (b) Elemento 2
Figura 3-79: Esforcos nos elementos 1 (a) e 2 (b).

A partir destes esfor¢os nas extremidades e das cargas aplicadas nos elementos
pode-se tragar os diagramas de esforgos internos na viga continua:

+11,86

+1,28
L+ 1

-8,14
-14,72

Figura 3-80: Diagrama de Esfor¢o Cortante (kN)
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19,44

- RNU7.44

N /
+0,72 +
+2,64

+16,28

Figura 3-81: Diagrama de Momento Fletor (kN.m)

3.15.3. Exemplo 3 — Trelica plana

Seja a trelica plana mostrada na Figura 3-82, cujas rigidezes a tragao das barras sao
(EA)1 =4, (EA),=3 e (EA); =5. Considere a incidéncia dos elementos como sendo

1:2>1 2:32>2 3:32>1

L.=3
Figura 3-82: Treli¢a plana

1) Calcule: as matrizes de rigidez no sistema local [Sy ], as matrizes de rotacdo [R] e
as matrizes no sistema global [Sg] dos elementos da trelica;

2) Forme a matriz de rigidez da estrutura [S*] usando a regra da correspondéncia;

3) Obtenha a matriz de rigidez da estrutura restringida [S] e

4) Resolva o sistema de equagdes [S] {D} = {A}, obtendo o vetor de deslocamentos{D}.
Resolugao:

Matrizes de Rigidez no Sistema Local
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Para todos os elementos, tem-se que
(EA)
=
Zi
Portanto todas as matrizes no sistema local sdo iguais a
1 0 -1 0
0 0 0 0
o]_[e@]_[a®] .
bL]_bL] [SL] _1 0 1 O
0 0 0 O
Matrizes de Rotagao
0O 1 0 0
[SR(])] _|-10 0 0
Elemento I 6=90° cos6=0 sen0 = 1 0 0 1
0 0 -1 0
1 0 0O
[gR(Z)]:[I]: 01 00
Elemento2 0=0° cosO=1 sen0=0 001 0
0 0 01
06 08 O 0
(R O]=|-08 06 0 0
Elemento 3 0 =53° cos®=0,6 send=0,8 0 0 06 08
0 0 -08 0,6
Matrizes de Rigidez no Sistema Global
Elemento 1 [0 fr"] [s[s"]-
o -10 of1 0 -10f0 1 0 O o 0 0 ofo0 1T O O (O O O O
1 0 0 0po0 0 0 Of)-10 0 O |1 O -1 Oj)-1 0 0 O |0 1 0 -1
0 0 0 —1|-10 1 00 0 0 1| [0 0 0 © 0 0 1] [0 0 0 0
O 01 00 O O O[O O -10 -1 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 1

Blemento 2 g7}l 1 s Jor -8

1
S

0

S O O O
S O O O
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Blemento 3 5 - T Tor T
(06 -08 0 O 1 0 -1 006 08 O O
0 0,8 0 0 0O 0 0 0|-08 0,6 0 0 3
0 0 06 -08)/-10 1 0/ 0 o0 06 08|
0 0 08 060 0 0 0f 0 0 -08 06
06 -08 0 0 [06 08 -06 -08 0,36 048 -036 -0,48
0,8 0,6 0 0 0 0 0 0 3 0,48 0,64 —,048 -0,64
0 0 06 -08/-06 —-08 06 08 -036 —-048 036 048
L 0 0 08 06 | 0 0 0 0 -0,48 -0,64 048 0,64
Matriz de Rigidez da Estrutura
Regra da Correspondéncia
Elemento |(1) (2) (3) GL elemento
J>K 2->1 3->2 3->1 {uc}
2) -1 3 5 5 1
2] 4 6 6 2
2K -1 1 3 1 3
2K 2 4 2 4
[ < (3 (1) (3) (0] (6] (3) (3)
SG33+SG33 SG34+SGs4 SG31 SG32 SG31 SG32
1) (3) 1 1 (3) (3)
SG44 + SG44 SG41 SG42 SG41 SG42
M 4@ ) L@ @) @)
[s]*: SGll SG33 SG12 SG34 SG31 SG32
O 4@ (2) ()
SGzz SG44 sG41 SG42
Simétrica 2 +qO® @ +q®
SG11 SGn SG12 SG12
2 4+ q®
L SG22 SG22_
Portanto, tem-se que
(036 048 0 0 -036 —048]
1,64 0 -1 -048 -0,64
. 1 0 -1 0
[S] = o
Simétrica 1 0 0
1,36 1,48
| 0,64 |

Para se obter a matriz de rigidez da estrutura restringida deve-se eliminar na matriz

acima as colunas (e as linhas também, devido a simetria) correspondentes as dire¢cdes

restringidas (3, 4, 5 e 6 neste exemplo), resultando em:
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0,36 0,48
[S]= .
0,48 1,64

O vetor de acdes também deve ser restringido, eliminando-se as linhas 3, 4, 5 ¢ 6:

Pode-se entdo escrever o sistema de equagdes da estrutura restringida:
036 048](D,] (2
[S].{D} ={A} ou =] L
0,48 164 ||D,| |0

Resolvendo-se este sistema de equagdes, obtém-se o vetor de deslocamentos nodais

da estrutura:

D,] [036 048] (2] ([82/9
(D} =[S]".{A} .. = = .
D,| |048 164| |0 [-8/3

A partir deste vetor de deslocamentos nodais obtém-se as reagdes de apoio da

estrutura e os esfor¢os nos seus elementos.

3.15.4. Exemplo 4 — Portico plano

Seja o portico da Figura 3-83 cujas barras tém secao transversal constante de 12 x
40 cm e material homogéneo com modulo de elasticidade E = 5x10° kN/m®. Calcule os

deslocamentos nodais e as reagdes de apoio do portico.

40 kN.m
24 kN/m

Nisusnswy
2 @ 3

32&'@ @:l—>2
ym @ :2—>3

U

4m

Figura 3-83: Pértico plano

A estrutura ¢ dividida em dois elementos e 3 nds. Cada no tem trés graus de

liberdade, como mostra a Figura 3-84, logo o sistema de equagdes para a estrutura nio-
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restringida tem um total de 9 equacdes. Considerando os apoios restam apenas 2 diregoes
livres, logo para o portico restringido o sistema de equagdes de equilibrio tera 2 equagdes e
2 incognitas, que sdo os deslocamentos do nd 2 nos graus de liberdade 5 e 6, mostrados

na.Figura 3-85.

Figura 3-84: Graus de liberdade por no6

6 9
A 3 L\ .7
s @ s

(D
3
e
B

Figura 3-85 Graus de liberdade da estrutura

Matriz de rigidez dos elementos no sistema local

(600 0 0 600 0O 0 |
0o 6 12 0 6 12
5.7 <[5, = 10" 0 12 32 0 1216
600 0 0 600 0 0

0 6 -12 0 6  -12

0 12 16 0 120 32 |

Matriz de rotacao dos elementos

0 1.0 0 00
-1 00 0 0O
Elemento 6 =90° cos6=0 senf=1 [SR]l _ 001 0 00
1 0 00 0 1 0
0 00 -1 00
0 00 0 01
Elemento 0=0° [R] = h] _

Matriz de rigidez dos elementos no sistema global
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6 0 -12 -6 0 -12] 1
600 0 0 -600 O 2
-12 0 32 12 0 16 3
S lzmlTs 19{1:102'
[Se] =[®=]"[s. ][] 6 o0 1 6 o 1l
0 -600 O 0 600 0 5
—12 0 16 12 0 321 6
4 5 6 7 8 9
600 0 0 -600 0 O] 4
0 6 12 0 -6 12 5
0 12 32 0 -12 16 6
[Sc] =[s.] =10°
-600 O 0 600 0 0 7
0 -6 —12 0 6 12| 8
0 12 16 0 -12 321 9
Regra da Correspondéncia
Elemento 1 2 {uG}
J—-K 1-2 2—-3
3]-2 1 4 1
3J-1 2 5 2
3] 3 6 3
3K-2 4 7 4
3K-1 5 8 5
3K 6 9 6
Indicados  nas matrizes &/]e nos vetores {FGEP }

—_—

No vetor de a¢des aplicadas nos nos, {A}", conhece-se A5=0, A6=-40
E no vetor de deslocamentos nodais, {D}, sdo incognitas D5=?, D6=2

Montagem da matriz de rigidez da estrutura [ST
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t 2 3 4 5 6 7 8 9
6 0 -12 -6 0 -12 0 0 o071
0 60 0 0 -600 0 0 0 0] 2
12 0 2 12 0 6 0 0 0|3
—6 0 12 6+600 0+0 1240 -600 0 0 | 4
[s"]=10>- 0 -600 0 0+0 600+6 0+12 0 -6 12| 5
“12 0 16 1240 0412 32432 0 -12 16| 6
0 0 0 -600 0 0 600 0 0|7
0 0 0 0 6 -12 0 6 -12| 8
0 0 0 0 12 16 0 -12 32] 9

Vetor de esforcos de engastamento perfeito no sistema local:

16 (324)/8=16 0
/M 132 e 16
> 4 R > 16
Elemento > — > '
1 0 é = = E 0 {FLEP} 0
16
16[ 16I
—-16
32 [24(49))/12=32 0
24 kN/m 48
o L ITTTTIT TR 0 )
Elemento b4 Y YV V A AN {F }2 3
e N LEPS =
2 “ N 0
48 48 48
-32
Vetor de Esforcos de Engastamento Perfeito no Sistema Global
0 -1 0 0 0 Offo0 -16] 1
1 0 0 0 0 Ofl16 0 2
Elemento 1 1 ir , 100 1 0 0 O0}]16 16| 3
ol =B Rl =0 0 o0 O o o=l
0 0 01 0 0|16 0 5
0 0 0 0 0 1j[-16 -16| 6
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0
48
32

0
48

-32

Elemento 2 {FGEP }2 = {FLEP } =

O 0 9 N N b

Vetor de Esfor¢os de Engastamento Perfeito da Estrutura

~16 ~16) 1
0 0| 2

16 16| 3

~16+0 —16| 4
{Foep] =1 0+48 t=148 ¢ 5
~16+32 16| 6

0 0| 7

48 48 | 8

~32 ~32| 9

Sistema de equacdes de equilibrio para a estrutura nao-restringida

-16 6 0 -12 -6 0 -12 0 0 0 |[D, R
0 0 600 0 0 -600 0 0 0 0 ||D, R.
16 -12 0 32 12 0 16 0 0 0 ||D, R.
~16 -6 0 12 606 0 12 -600 0 0 ||D, R,
48 ¢+10°-| 0 -600 0 0 606 12 0 -6 12 D=1 0
16 -12 0 16 12 12 64 0 -12 16 ||D,| |-4
0 0 0 0 -600 0 0 600 0 0 ||D, R.
48 0 0 0 0 -6 -12 0 6 —12||D, R,
-32 0 0 0 0 12 16 0 -12 32]D, R,

Restringe-se a estrutura impondo-se as condi¢des de contorno na estrutura:

. . . &
D,=D,=D3=D4=D=Ds=Dy=0, 0 que corresponde a eliminar as colunas e linhas de [S] no
sistema acima, correspondentes as direcdes restringidas por apoios. Obtém-se assim o

sistema de equacdes equilibrio de forcas para a estrutura restringida:

48 , [606 127(D; 0
+107 - =
16 12 64||D,| |-40
10.[606 12][Ds] _ [-48
12 64||D,| |-56
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Resolve -se o sistema de equagdes, obtendo-se os deslocamentos nodais:
1 [64 —12][-48] _[-0,0621-107
102 38640| 12 606 ||-56 ~0,8634-10°
D, =-0,06-107m =-0,62 mm

D, =-0,86-10"rad = 0,5°

Para se obter as reagdes de apoio, inserem-se estes deslocamentos no sistema de

equacdes de equilibrio para a estrutura ndo-restringida:

R, -16 0 -12 -5,64 kN
R, 0 , |—600 0 |[-0,062 5 37,26 kN

= +10° - 1077 =
R, 16 0 16 ||—0,863 219 |kN-m
R, -16 0 12 -26,36] kN
R, 0 0 0 0 kN

) ~0,062)

Rep=4 48 ;+10°|-6 —12 0.863 -107 =< 58,73 kN
R,| |-32 12 ’ ~46,56| kN -m

As reagdes de apoio estdo ilustradas na Figura 3-86. Recomenda-se verificar o

equilibrio da estrutura, aplicando-se as 3 equacdes de equilibrio da estatica.

40 kN.m 24 KN/m 46,56 kN.m
O (
T
26,36 kN S
I 58,73 kN
32kN
—
2,19 kN.m
564kN /T
D E—///////4
T 37,26 kN

Figura 3-86 Reac¢des de apoio no portico.
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4. PROCESSO DE CROSS

Baseado no método dos deslocamentos
Equagao de equilibrio de for¢as em torno dos nés

O Processo de Cross ou da Distribuigdo de Momentos consiste em obter os esfor¢os
nas barras por equilibrio de nd, distribuindo o momento total no n6 (o aplicado mais os de
engastamento perfeito das barras que concorrem no né) de acordo com a rigidez das barras.
Este processo foi proposto por Hardy Cross, em 1932, no artigo intitulado Analysis of
Continuous Frames by Distribuing Fixed End Moment, publicado no Proceedings of
Americal Society of Civil Engineers (Transactions). Concebidos principalmente para o
calculo de sistemas de nos fixos cujos nos estdo submetidos unicamente a rotagdes, o
método foi generalizado para os sistemas de nos deslocavéis, ou seja, que podem sofrem

translacgoes.

4.1. PRINCIPIOS DO PROCESSO

O processo desenvolvido por Cross ¢ inspirado em um processo matematico de
resolugdo por aproximagdes sucessivas dos sistemas lineares. Supde-se, inicialmente, que
os noés da estrutura estdo bloqueados e ndo podem sofrem nenhuma rota¢do. Depois da
aplicacdo das cargas, os nds sao liberados sucessivamente, os quais sofrem rotacdo. Em
seguida, o no liberado ¢ bloqueado antes de passar ao no seguinte. Estas operacdes sdo
repetidas até que a liberagdo dos nds ndo provoque mais rotagdes. Isto significa que o
estado de equilibrio foi atingido.

Segundo Cross, a idéia principal do processo de resolugdo de estruturas
hiperestaticas resume-se em simples operagdes aritméticas, o que nao ¢ inteiramente
verdadeiro. O processo de Cross, para vigas de se¢do constante, depende da solugdo de trés
problemas: a determinagdo dos momentos de engastamento perfeito, da rigidez de cada
viga e do fator de distribuicdo de carga de cada membro da estrutura em consideragao.

Sobre o Método de Distribuicdo de Momentos, Cross escreveu que deveria ser
imaginado que todos os nds da estrutura ndo pudessem girar e que os momentos de
engastamento perfeito nas extremidades das barras fossem calculados para esta condigao.

Para cada n6 da estrutura, distribui-se os momentos de engastamento perfeito
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desequilibrados entre os membros conectados na proporcao de cada rigidez. Multiplica-se
o momento distribuido para cada membro para o nd pelo fator de distribui¢do de carga.
Distribui-se somente a carga recebida. Repete-se este processo até que os momentos
transportados sejam tdo pequenos que possam ser negligenciados. Somam-se todos os
momentos das extremidades das barras de cada membro a fim de obter o momento
verdadeiro. Para um estrutura com um tnico né a solugdo ¢ exata, mas para mais de um no,

a solugdo ¢ aproximada (Processo Iterativo).

4.2. MOMENTOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO

Os momentos de engastamento perfeito ja sdo conhecidos e podem ser encontrados
em tabelas na bibliografia indicada. A Tabela 4-1 apresenta a expressao de alguns

momentos de engastamento em fun¢do do carregamento e do tipo de vinculacdo das barras.

Tabela 4-1: Momentos de engastamento perfeito

B A

:

7777777,

AN
>
jos]

N

q JE B B
AT I I e M=+t My =2, =45

\<—l>{

2 Pab
lP MA:+P?2b M, =+ (1+b)
A B ,
" | 5 M, :_Pazb
l
- ! |
2
M MA:—Mé(z—ﬁj M, = M3,
A (\\ B / [ 2 72
- 2 e D M, :_M%(2_3_aj

[

q

A B

\<‘l>|
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4.3. RIGIDEZ DAS BARRAS E COEFICIENTES DE TRANSMISSAO

A rigidez de uma barra (k) em n6 é o valor do momento aplicado nesse né capaz de

provocar um giro unitario neste no.

4.3.1.Barra bi-engastada

A rigidez da barra bi-engastada (Figura 4-1b) ¢ dado por

4.1

o qual equivale a0 momento que surge no nd A devido ao giro unitario desse mesmo no.

O giro unitario do ndé A produz o aparecimento de um momento no n6 B de mesmo
sentido da rotagdo em A (Figura 4-1b). Desta forma, o coeficiente de transmissdo de um
momento de um nd para outro nd engastado, supondo a barra com inércia constante, &
definido como sendo a relagao

M, 1 (4.2)

M, 2
sendo Mp e M, 0s momentos nas extremidades B e A da barra, devido ao giro unitario na

Lip = >

extremidade A.

o=1
4FE]
A g E B R S
- ! - K /2EI
/
(a) Viga (b) Momentos devidos ao giro unitario em A

Figura 4-1: Viga bi-engastada

4.3.2.Viga engastada-rotulada

(a) Viga (b) Momento devido ao giro unitario em A
Figura 4-2: Viga engastada-rotulada
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4.4. CONVENCAO DE SINAIS

Sera utilizada a convengdo de Grinter. No calculo de equilibrio dos nos serd
considerado positivo 0 momento que atua no né no sentido horario (mantendo a convengao

de esfor¢o positivo na extremidade da barra no sentido anti-horéario).

sz— D | REA

A A 4 A A 4 A

(") W12 o b a2

(a) No no e na barra (b) Momentos de engastamento perfeito
Figura 4-3: Conven¢@o de momentos positivos

4.5. COEFICIENTES DE DISTRIBUICAO

Seja o portico plano indeslocavel mostrado na Figura 4-4. O tUnico grau de

liberdade da estrutura ¢ a rotacao (¢) do no A.

DD
s
J ()

B C
/77777777
Figura 4-4: Pértico plano indeslocavel

Devido a atuagdo do binario M (Figura 4-5a), as barras irdo se deformar e os
esfor¢os internos nas extremidades das mesmas serdo proporcional a rigidez das mesmas e

a rotacdo sofrida pelo n6 A (Figura 4-5b).

77T [7I777777
(b)

Figura 4-5: Pértico sujeito a um binario M
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No no, estes momentos atuam com o sentido inverso pois representam os esforgos
das barras sobre o n6 (Figura 4-6). Para que haja equilibrio deve-se ter ZM ,=0.

kip+k,p+k;p—M =0 ou

(k, +k, +hk,)-o=M . 4.3)
ou
Sko=M. (4.4)

AR
A7

k)¢
Figura 4-6: Momentos atuando no né A da Figura 4-5b.

Como M e k; sdo conhecidos, logo obtém-se o valor da rotacdo ¢ em A.

__M (4.5)
Sk
Os momentos nas extremidades dos elementos sdo determinados por

4.6

M, =kp=k =— (4.6)
Zk

4.7

M2:k2¢:k2£e 7
zk,-

M, =kp=k, (4.8)

Zk

Donde podemos concluir que um binario aplicado no né ira se distribuir pelas
barras que concorrem neste nd proporcionalmente a rigidez de cada uma das barras deste
no.

Chama-se de coeficiente de distribui¢do (j3;), da barra i, a relagao

k, (4.9)
fres
Portanto
M,=pM. (4.10)
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J4 foram introduzidos todos os conceitos necessarios a utilizacdo do processo de
Cross. No caso de existirem cargas atuando ao longo das barras, os esfor¢os de

engastamento perfeito devem ser levados em conta no equilibrio dos nos.

4.6. PROCESSO DE CROSS PARA ESTRUTURAS INDESLOCAVEIS

4.6.1.Processo de Cross para um né apenas (um grau de liberdade-rotacao)

O Processo de Cross ¢ baseado no Método dos Deslocamentos. Consiste em obter
os esforcos nas barras fazendo-se equilibrio de esfor¢os (momentos) em torno dos nds: o
momento atuante no nd (momento aplicado diretamente no ndé + momento de
engastamento perfeito, devido a cargas nas barras) ¢ distribuido pelas barras que

concorrem no no de acordo com a rigidez das barras.

Fixando-se os nds, calculam-se os momentos de engastamento perfeito devidos as
cargas nos elementos (transferidos para os nds utilizando-se a convenc¢ao de sinal de
Grinter - horario +) e somam-se aos momentos aplicados nos nos. Depois calculam-se a
rigidez das barras (k;), coeficientes de distribui¢dao (B;) e coeficientes de transmissao (¢,).
Em seguida distribui-se 0 momento total no no pelas barras usando-se os coeficientes de
distribui¢do de forma a obter equilibrio no n6 (2M=0). Os momentos obtidos nas barras
ligadas ao n6 devem ser transmitidos para a outra extremidade de acordo com seu

coeficiente de transmissdo. Finalmente, traga-se o diagrama de momentos fletores.

4.6.1.1. Exemplo 1- Pértico

Seja o portico indeslocavel mostrado na Figura 4-7, cuja rigidez a flexdo (EI) ¢

constante.

20 kN/m

/ 4m / 7,5 m /
/ 7 7

Figura 4-7: Pértico indeslocavel
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Para resolver a estrutura da Figura 4-7 utilizando o Processo de Cross,

primeiramente fixa-se o n6 e calculam-se os momentos de engastamento perfeito da

estrutura.

(7.5) 4.11)
_+20-075)° _ +93,75 kN.m

MA
M, =-93,75 kN.m

Apo6s determinam-se as rigidezes das barras (Adotar EI=30):

k1=4%=24= (4.12)
K, =4£=40 o (4.13)
3
k3=%:16, (4.14)
O coeficiente de distribui¢do B; ¢ dado por
Kk (4.15)
B = Sk
Logo,
24
B = 20" 0,30,
B, = % =0,50 e
16
=—=0,20.
5=3
O somatorio de todos os 3; deve ser 1:
D B=1 (4.16)

Em seguida efetua-se o equilibrio do nd, obtendo-se assim o momento nas barras
(Figura 4-8).

+93,75 93,75
0,20 K
-0,3-93,75 E
0,5
-0,5 - 93,75

i

Figura 4-8: Equilibrio do n
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Apds os momentos nas barras terem sido determinados, efetua-se a transmissdao dos
momentos para as outras extremidades (Figura 4-9), obtendo-se os momentos finais. Nas

barras, os momentos finais, M > 0 (anti-horario +) e M < 0 (horério -).

19375 s -93,75

020]-1875  —=» K 938

28,12/ & /10,50[+75,0 §-103,13
46,88
O’i/ ¢0,5
-14,06 23,44

B

17777,
Figura 4-9: Distribui¢do dos momentos

O diagrama de momento fletor do portico da Figura 4-7 é mostrado na Figura 4-10.

103,13

28,12
46,88

14,06 l23,44

Figura 4-10: Diagrama de momentos fletores

O site http://isabtp.univ-pau.fr/~clb/rdm/isa2/Codes/HTML/cross/cross.html

apresenta uma animagao referente ao Processo de Cross para vigas continuas. Ela permite
ao aluno compreender a distribuicdo de momentos ente os nés quando utilizado o Processo
de Cross. Aconselha-se descobrir o Processo de Cross através deste site, acompanhando os

exercicios nele resolvidos e resolvendo aqueles que sao propostos no estudo dirigido.
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4.6.1.2. Exemplo 2 - Viga continua

Seja a viga continua mostrada na Figura 4-11, cuja rigidez a flexao (EI) é constante.

18 kN
12 kN/m
Avllllvwrv AC
B
}< 3.0m >T<l,5 m >‘< 3.0m :

Figura 4-11: Viga continua

Para resolver a viga continua da Figura 4-11, primeiramente, fixa-se o giro do n6 B
(Figura 4-12a) e calculam-se momentos de engastamento perfeito devidos as cargas nas

barras (Figura 4-12b e c¢). Ver Tabela I de SUSSEKIND, 1994, v.3, pagina 17.

I“‘N RkNm 1BkN b
. Pa

12 KN/m { 150 kKN'm My=+——(I+b)
[TTTL[ T cllllllll/§§v (D var

A 3,0 = 15 m, X 4 \A B = i C

m m,, | 30m —3 30m
- LS m g o 30m -
(a) Viga com o giro em B impedido (b) Mom. de eng. perfeito (b) Mom. de eng. perfeito em B
em B

Figura 4-12: Viga continua e os seus momentos de engastamento perfeito

Verifica-se que o n6 B da viga estd desequilibrado de uma parcela AMp, como
ilustrado na Figura 4-13. Esta parcela desequilibrante do momento deve ser repartida entre as

barras que concorrem neste nd na proporcao dos coeficentes de distribuicao.

Figura 4-13: Viga continua com os momentos de engastamento perfeito em cada tramo

Entdo calculam-se os coeficientes de distribuicao a partir das rigidezes das barras

(usar EI=9) a fim de efetuar o equilibrio do no6 (Figura 4-14).

L/ RS R PO
I3 15
AL K P PP

I, 45 15

Dk, =15

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 162
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes
tgy=0 B tgc =0
A <  |oe6 04 | —>

C
i = A

Figura 4-14: Coeficientes de distribuicdo e de transmissao

Apos, calcula-se a parcela desequilibrante do momento no né e distribui-se esta
parcela entre as barras concorrentes a este nd, na proporc¢ao dos coeficientes de distribui¢ao
AM , =15-13,5=15
M, - (-0,6)-(1,5)=-0,9
M, —»(-0,4)-(1,5)=-0,6

Efetuando-se o equilibrio dos momentos, encontra-se 0 momento no apoio interno

igual a 14,4 kN.m (Figura 4-15)

A [06 = 04 | facs O C
iy = JAN
-13,51+15,0
0« -0,91-0,6 —0
144 1144

C

12 KN/m 18 KN
e !
AN A A

Figura 4-15: Equilibrio e transmissdo dos momentos

As reacdes podem ser obtidas a partir da equagdes de equilibrio da estatica, como
mostrado na Figura 4-16. A partir dos valores das reacdes ¢ possivel determinar o ponto de
momento maximo e tragar o diagrama de esforco cortante da viga.

14,4 kKN'm 14,4 kKN-m

12 kN/m 18 kKN

A‘uu,w;\v (\ / "
| 3,0m >T ‘<15 m>‘< 3,0m :

118 1871 18x3 _ 18xLS _ 4

14,4 43 45
14,4

3 =48 481 45 =32 327

o = RTINS T

R, =132kN R, =380 kN R.=28kN|D F, =54 kN

Figura 4-16: Reacdes da viga continua

O diagrama de momentos fletores da viga continua ¢ ilustrado na Figura 4-17. O

Aluno deve tragar o diagrama de esforcos cortantes no espaco indicado desta mesma
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figura, especificando a posi¢cdo dos esfor¢os cortantes nulos e calculando os valores dos

momentos positivos maximos.

\ d‘“
8,4 kKN-m

Figura 4-17: Diagramas finais de momentos fletores e esfor¢os cortantes

4.6.1.3. Exemplo 3 — Viga continua com engaste

Seja a viga mostrada na Figura 4-18, cuja rigidez a flexao (EI) é constante.

401N 10 kN/m
B A

rllllJrJerllllvv v yC
r

AZ
gk 2,0 m@< 2,0m >T< @ 8,0 m

Figura 4-18: Viga continua com engaste

Para resolver esta estrutura pelo Processo de Cross, inicialmente, fixam-se os nos
deslocaveis. Neste caso, fixa-se o n6 B (Figura 4-19) e determinam-se os momentos de

engastamento perfeito em cada barra (Figura 4-20).
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40N 10 kN/m
B A

Aﬁ rllllwrerVrllllwrerC
2@ 2,0m9< 2,0m>_+< @ 8,0 m -

Figura 4-19: Viga com o giro do nd B restringido

20 kN'm 40kN  20kN-m SOKN-m 10 kN/m
fi2)) AL 1NN NN
gk 2,0m - 2,0m>F e @ 8,0 m :

Figura 4-20: Momentos de engastamento perfeito

<
—

r yC

AN

Apbds os momentos engastamento perfeito terem sido determinados, passa-se a
determinagdo das rigidezes das barras. A partir delas serdo calculados os coeficientes de
distribuicao (B;) e de transmissao (usar EI=8).

_4El _4-8

k, 8
L 4
L, 8

2

Dk =11

i=1
8

=—=0727

Pi=1
3

===0273

A =11

t,=05¢et,=0.

De posse dos momentos de engastamento perfeito, do coeficiente de transmissao e
de distribui¢do, passa-se ao equilibrio do né B e a transmissdo dos momentos para as

outras extremidades da barra.

Figura 4-21: Momentos de engastamento perfeito

A diferen¢a dos momentos aplicados no n6 ¢ AM , =460, portanto a parcela que

cabe a cada barra é M, =-0,727-60 =-43,62 ¢ M, =—0,273-60 =-16,38 (Figura 4-22).
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tga =05 tge=0
4 pll 0,727 | 0,273 s
2 a JAN

+20 =20 +80
21,81 « -43,621-16,38 -0
-1,81 -63,62 | +63,62
40 kN C 10 KN/m

e C o T T T

Figura 4-22: Equilibrio do n6 B e transmissdo dos momentos

Efetuado o equilibrio do né B, obtém-se os momentos no engaste A e no apoio B.
Dessa forma, as reacdes nos apoios podem ser determinadas utilizando as equagdes de
equilibrio da estatica e o diagrama de momentos pode ser tragado pendurando-se na linha
de fechamento o diagrama de momentos das cargas atuantes nos tramos (Figura 4-23),
considerando estes tramos vigas isostatica. O aluno deve completar a Figura 4-23,
indicando o valor dos momentos positivos nos tramos e tracando o diagrama de esforgos

cortantes no espaco indicado.

63,62 kN'm

1,81

Figura 4-23: Diagramas finais de momentos fletores e de esforgos cortantes
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4.6.1.4. Viga continua com balanco e momento aplicado no nd

Seja a viga mostrada na Figura 4-24, cuja rigidez a flexao (EI) é constante.

20 kN-m
40 kN 10 kN/m 30 kN
2 0 BA A
HZ,Om S 2.0111,}< 8,0 m 1,0 |

Figura 4-24: Viga continua em balanco

Para resolver esta estrutura pelo Processo de Cross, fixam-se os nds deslocaveis
(Figura 4-25). Neste caso, fixa-se 0 n6 B e determinam-se os momentos de engastamento
perfeito em cada barra (Figura 4-26). O balango pode ser substituido por um sistema

equivalente composto por uma for¢a € um momento aplicado no apoio C (Figura 4-25).

20 kN‘m 30 kKN
40 kKN 10 kKN/m 30 kN'm
e l (LTI TITL0 1J®N

2}4 2,0 m<2< 2,0 mBg @ 8,0m ,%C

Figura 4-25: Viga continua equivalente

20 kN'm 40kN  20kNn SOKN'm 10 kN/m 15 KN-m 30 KNt
2\ (e PRIV LT T e £\
Ag 20 20 EB é\}_LOm—,‘é Béy 8.0m L€
— l‘IlI " ,Um
(a) Barra 1 (b) Barra 2 (c) Barra 2

Figura 4-26: Momentos de engastamento perfeito nas barras

O momento do balango (em C) de 30 kN.m deve ser transmitido para a outra

extremidade da barra BC (0,5-30 AN -m =15 kN - m) (Figura 4-27b).

20 20 20 80 30 30 30 /2.0\'
DOV MDA e
Barra B %6 Wé ¢ .no' Barra kls/‘
(a) Momentos nas extremidades das barras e nos nos (b) Momentos totais no n6 B

Figura 4-27: Momentos nas extremidades das barras e nos nos

No6 B ndo esta equilibrado (Figura 4-27b), sendo o momento desequilibrante dado
por

AM , =+20+80-20-15=+65.
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Para que haja equilibrio, deve-se somar os momentos devido ao fato do no6 ser deslocavel e

girar, causando esfor¢os nas barras 1 ¢ 2. O equilibrio do né ¢ efetuado pela distribui¢ao da

parcela desequilibrante (AMp) (Figura 4-28)

/2010w

ty, = 0,5 tye =0
2 «— 0,727 | 0,273 -
2 A A
+20 201480
-15
-23.63 <« -47261-17,74 N 0
-3,63 -67,26{+47,26
l40kN ~ (\ 10 KN/m m
TR &
‘?g%; AR PK A

Figura 4-28: Equilibrio do n6 B e transmissdo dos momentos

M, =-f,-AM , =—0,727 - 65 =—-47,26 ¢
M, =-f,-AM, =-0273-65=-17,74.

O momento total na extremidade da barra (1) ¢
—-20-47,28 =-67,26

e na barra (2) ¢

-15+80-17,74 = +47,26 .

A descontinuidade entre os esforc¢os nas barras ¢ devida ao momento aplicado (Figura 4-24).

O n6 C nao deve ser equilibrado, pois, a priori, ele ja estd equilibrado. Nao ha
momento externo aplicado no né (M=0) e os esfor¢os na barra a direita ¢ a esquerda sao
conhecidos, iguais em moddulo e de sentidos opostos. O apoio C esta livre para girar, nao
surge nenhum esfor¢o nas barras devido a rotacdo do apoio (¢ diferente do apoio B, que ¢
um apoio interno e ndo esta livre para girar). No entanto o esfor¢o na barra (2) na
extremidade direita devido ao balango deve ser transmitido para a extremidade esquerda,
uma vez que esta fica engastada ao fixarmos o n6 B durante o Processo de Cross (ou

M¢étodos dos deslocamentos).

Os momentos finais na estrutura sdo ilustrados na Figura 4-29. O aluno deve
completar o grafico de momentos, calculando os valores dos momentos positivos

maximos. Deve também calcular as reacdes e os esfor¢os cortantes que atuantes na
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estrutura e tragar o grafico correspondente os esforcos cortantes no espago reservado na
Figura 4-29.

67,26 kN-m

Pab _ 49,/ 47,26 kKN'm

3,63

>
ANNNN\\\Y
@!

>
™.

Figura 4-29: Diagrama final de momentos fletores da viga continua

4.6.2.Processo de Cross para dois ou mais nos

J4

Agora estudar-se-4 o Processo de Cross para dois ou mais nés. O processo ¢
iniciado pelo né mais desequilibrado e os momentos que surgem devido a rotagao do no
sdo somados para equilibrar este nd. Estes momentos sdo transmitidos aos nds adjacentes
pelos coeficientes de transmissdo. Passa-se para o proximo no desequilibrado e assim
sucessivamente até se chegar a um valor desprezivel de momento a ser transmitido (~0,1).

Trata-se de um processo iterativo.
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4.6.2.1. Exemplo 1 — Viga continua

Seja a viga continua mostrada na Figura 4-30, cuja inércia ¢ constante. Para
resolver esta estrutura pelo Processo de Cross, fixam-se os nos deslocaveis. Neste caso,
fixam-se os no6s B e C e determinam-se os momentos de engastamento perfeito em cada
barra (Figura 4-31).

30kN/m

4m - 3m - 4m

Figura 4-30: Viga continua

30><42 30% 4

RO o
%225 E g _40§

Figura 4-31: Momentos de engastamento perfeito das barras

Deve-se calcular a rigidez das barras, em seguida os coeficientes de distribuicao e

transmissdo (EI=12).

k1:3ﬂ:9,
4 m

k, :ﬂ:w,
3m

k3:ﬂ:12,
4 m

t,=0,1,=05¢t =0,5.

Deve-se calcular a rigidez relativa das barras que concorrem em cada nd a fim de
determinar o coeficiente de distribuicdo. No n6 B, esses parametros sdo dados por
k, =9, k, =16,

3k =25,
i=1

B, =036 ¢ 3, =0,64.

No n6 C, esses parametros sdo dados por

k, =16, k, =12,
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o

B, =057 ¢ B, =043,

Determinam-se as parcelas desequilibrantes nos ndés B e C, respectivamente
AM , =-60+225=-375¢
AM, =+40-225=+17,5.

Inicia-se o processo pelo n6 mais desequilibrado (n6 B). Como agora o equilibrio
do n6 B depende ndo apenas da rotacdo em B, mas também da rotagdo em C, ao
equilibrarmos o n6 B, como anteriormente, ndo chegaremos aos esfor¢os finais. No
entanto, transmitindo-se 0 momento da barra (2) para o n6 C, fazendo-se o equilibrio deste,
transmitindo o momento da barra (2) para B e assim sucessivamente, chega-se aos esforgos
finais nas barras, converge-se para o equilibrio final dos nds. Cada vez que se procede a

um equilibrio de n6 passa-se um traco abaixo dos momentos equilibrantes (Tabela 4-2)

Tabela 4-2: Processo de Cross para uma viga continua

1036 064 | 0,57 (043 |
é A AY: é C D
-60 | +22,5 -22,5 1400 -40,0
AMg=-37,5 +13,5+24,0 N +12,0
-8,41 <« -16,82 | -12,68 N -6,34  AM=+29,5
AMp=-8,41 +3,03 | +5,38 - +2,69
-0,77 «— -1,53 |-1,16 - -0,58  AM=+2,69
AMg=-0,77 +0,28 | +0,49 - +0,25
-0,07 “— -0,14 1-0,11 - -0,06 AM=+0,25
AMg=-0,07 +0,03 | +0,04 - +0,02
0« -0,01 |-0,01 -0
-43,16 | +43,16 -26,04 | +26,04 -46,98 Momentos
finais

° Y e

A partir dos momentos finais obtidos da Tabela 4-2, traca-se a linha de fechamento
do grafico de momento fletor e sobre essa linha penduram-se os diagramas de momentos

devidos aos carregamentos.
4.6.2.2. Exemplo 2 — Portico indeslocavel

Seja o portico indeslocavel mostrado na Figura 4-32, cujo médulo de elasticidade ¢

constante.
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30

4m 30kN | @

Para resolver

30 kN/m
kN|
I c

21 e 10) EE

A
17777777 4m
I m

3m

/

Figura 4-32: Pértico indeslocavel

o portico da Figura 4-32, primeiramente fixam-se os nés B ¢ C ¢

determinam-se os momentos de engastamentos perfeito nas barras e do balango (Figura
4-33).

kl
k2
ks

k4

30 (-30) ) m3ox42
30 No 30x4
é o

C12 C
54 12 R Z
§+40 -40 § g Zero E

2\ C

b -15 N

(=]

A Zero
o0
? +15
2/ T D

\A T

Figura 4-33: Momentos de engastamento perfeito das barras ¢ do balango

Determinam-se as rigidezes das barras para calcular os coeficientes de distribuicao

nos nds (EI =1).

_4EI_1
4 m ’
_4EI_1
4 m ’
3,
3m
_3EL_,
3m '
Nondé B

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 172
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes

ﬁl :ﬁz =0,5
t,=t,=05
enono C

ﬂ2=ﬂ3:ﬂ4:1/3
t, =05 t,=t,=0

O nd mais desequilibrado € o n6 C e € a partir dele que se deve comecgar o Processo

de Cross.
Tabela 4-3: Processo de Cross para o portico indeslocavel
C
B [0,5 PREEEN /3] |13 E £
0,5 13/ ™~
-15,00| +40,00 40 Barra 3
AMg = +1,67 +6,67 «— +13,34|+13,34 +13,34
-0,83 -0,83 - -0,42
AMp =+0,07 +0,07 «— +0,141+0,14 +0,14
-0,035 -0,035 - -0,018
-15,87| +45,87 +0,006 | +0,006 +0,006
-26,961+13,48 +13,48
D
A AANN\Y
AN\
+15,00
-0,42
__ 0,018
+14,56

A Figura 4-34 ilustra os momentos que atum nos ndés em equilibrio B e C. O

somatorio dos momentos e, cada nd € zero.

o(Der (D
&

14,87 13,48
(a)No B (b)No C
Figura 4-34: Momentos nos nds do portico indeslocavel

Uma alternativa para a realizagdo do Processo de Cross em porticos € a realizagao

da Tabela 4-4. Esta tabela de conter os nds ou apoios, as barras ou as suas extremidades, o
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coeficiente de distribui¢do, o coeficiente de transmissdo e os momentos de engastamento

perfeito.
Tabela 4-4: Tabela de execugdo do Processo de Cross
t= 0,5 t= 095
No A N6 B (-30 kN-m) No C No D No E
Barra 1 Barra 1 Barra 2 Barra 2 Barra3 | Barra4 | Barra4 | Barra 3
Coef. distr. 0,5 0,5 (1/3) (1/3) (1/3)
Mom. gng. +15 -15 +40 -40
AMp=+1,67 +6,67 «+13,34 +13,33 +13,33
-0,42 «-0,83 -0,83—> -0,42
AMg=+0,07 +0,07 «+0,14 +0,14 +0,14
-0,018 «-0,035 | -0,035—> -0,018
+0,006 +0,006 +0,006
+14,56 -15,87 +45,87 -26,96 +13,48 +13,48

Atingido o equilibrio dos ndés do portico, determinam-se os momentos nas
extremidades das barras. Estes momentos formam a linha de fechamento do diagrama de
momentos. Sobre as linhas de fechamento penduram-se os diagramas de momentos

origindrios do carregamento externo (Figura 4-35)

Como exercicio, o aluno deverd tracar os graficos de esfor¢os normais e esforcos
cortantes (Figura 4-36 e Figura 4-37), localizando, com as distancias, os pontos de esforgos
nulos e conseqiientemente os pontos de momentos fletores maximos. Os valores dos

momentos maximos devem ser calculados e especificados na Figura 4-35.

48,87

Figura 4-35: Diagrama final dos momentos fletores do portico indeslocéavel
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174

Figura 4-36: Diagrama de esforgos normais

Figura 4-37: Diagramas de esforgos cortantes

Para estruturas com mais de 2 nos, aplica-se 0 mesmo procedimento. Inicia-se pelo
nd mais desequilibrado e passa-se para os demais, sempre na mesma seqliéncia como

ilustrado na Figura 4-38 Ver SUSSEKIND (1994), Vol. 3 —4 Ex II.1, pagina 198.

7 [ 1 [ 1 L 1
2 4 4 4 A
30 90 1°
ou
7 [ ] [ ] [ 1
2 4 4 4 JAN
20 1° 20

Figura 4-38: Seqiiéncia de distribui¢do de momentos
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4.6.3. Exercicios propostos

4.6.3.1. Exercicios 1

Determine as reagdes e¢ os diagramas de esfor¢os normais e cisalhantes e de
momentos fletores do portico plano indicado na Figura 4-39 (os graficos devem ser feitos
em escala). A tabela para efetuar o Processo de Cross necessita ser completada com os
coeficientes de distribuicdo ¢ os momentos de engastamento perfeito. As barras do portico

tém rigidez a flexao constante.

30 kN
10 kKN/m
Y l l l l Yy Y VY é
EI E E
5 B Jo H(©
A D
TR 6 m T 4m
Figura 4-39
t=20,5
t=0,5 t=0,5 t=20,5
£ l £ l ¢ \ 4
No A No B No C No E No D
Barra 1 Barra 1 Barra 2 Barra 2 Barra 3 Barra 4 Barra 4 Barra 3
Coef. distr.
Mom. eng.
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4.6.3.2. Exercicio 2

Determine as reacdes e os diagramas de esfor¢os normais e cisalhantes e de
momentos fletores do portico plano indicado na Figura 4-40 (os graficos devem ser feitos
em escala). A tabela para efetuar o Processo de Cross necessita ser completada com os
coeficientes de distribuicdo e os momentos de engastamento perfeito. A rigidez flexao dos

pilares ¢ o dobro das vigas.

10 kN/m

VllllJVJV“V éE
LB (2) mE c El(4)E

3)

Y A D
T 6 m T 4m
- — -
Figura 4-40
t=0,5
t=0,5 t=0,5 t=10,5 i
No A No B No C No E No D
Barra 1 Barra 1 Barra 2 Barra 2 Barra 3 Barra 4 Barra 4 Barra 3
Coef. distr.
Mom. eng.
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4.6.3.3. Exercicio 3

Uma viga continua de 3 trés vaos iguais (Figura 4-41), dos quais um ¢ submetido a
uma carga concentrada e outro a uma carga distribuida. O seu modulo de elasticidade ¢ E e
a inércia da se¢do transversal ¢ I. Pede-se resolver a estrutura pelo processo de Cross,
tragar em escala os diagramas de momento fletor e cortante e determinar o valor das

reacdes de apoio.

10,0 kN/m

Figura 4-41: Viga continua de 3 véos

Resposta parcial :

N6 A N6 B N6 C N6 D Noés
AB BA BC CB CD DC Barras
3/7 4/7 4/7 3/7 Coef. Dist
-15 +80 MEP
+6,43 +8,57— +4,29
-24,09 «—-48,17 -36,12
+10,32 +13,77— +6,89
-1,97 -394 -2,95
+0,84 +1,13—> +0,57
«-0,33 -0,24
0 +2,59 -2,59 -40,69 +40,69 0

4.6.3.4. Exercicio 4

Uma viga continua de 3 trés vaos iguais (Figura 4-42) tem moddulo de elasticidade
E e inércia da secdo transversal I. Pede-se resolver a estrutura pelo processo de Cross,
tracar em escala os diagramas de momento fletor e cortante e determinar o valor das

reacdes de apoio.

5,0 kN/m
VYV YV VYV VWY WV W WY Y VYV Y Y VY YV Y YWYV WV WYY Y VYWV VY Y D
2 Q. b 4,0 & 4,0 &
T< 4,0m ,Um :‘ ,Uum :

Figura 4-42: Viga continua com 3 vaos
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Resposta parcial: Observar que o carregamento e a estrutura podem ser

considerados ¢ simétricos, portanto os momentos fletores nos nés B e C devem ser iguais.

A precisdo dos resultados vai depender do nimero de iteragdes efetuadas.

4.6.3.5. Exercicio 5

N6 A N6 B N6 C N6 D Nos
AB BA BC CB CD DC Barras

3/7 4/7 4/7 3/7 Coef. Dist
-10 +6,66 -6,66 +10 MEP

+1,43 +1,91—> +0,95

-1,23 «—-2.45 -1,84
+0,53 +0,70
0 -8,04 +8,04 -8,16 +8,16 0

Uma viga continua de 3 trés vaos iguais (Figura 4-43) tem modulo de elasticidade

E e inércia da secdo transversal I. Pede-se resolver a estrutura pelo processo de Cross,

tragar em escala os diagramas de momento fletor e cortante e determinar o valor das

reacdes de apoio.

1,5 m|20,0 kN

10,0 kN

\

D

s

Cé 4,0m »ﬁ%&.

B
—_ 4,0 m »‘A“ 4,0 m | 4,0 m LB
Figura 4-43
Resposta parcial:
No A No B No C No D Nos
AB BA BC CB CD DC Barras
3/5 2/5 2/5 3/5 Coef.
Dist
-15 +10 -10 MEP
+3,0 +2,0-> +1,0
+1,84 «+3,6 +5,4
-1,08 +-0,72—
-13,08 +13,08 -54 +5,4

4.6.3.6. Exercicio 6

As vigas continuas a seguir (Figura 4-44, Figura 4-45 ¢ Figura 4-46) t¢tm modulo

de elasticidade E e inércia da secdo transversal 1. Pede-se para resolver as estruturas pelo
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processo de Cross, tracar em escala os seus respectivos diagramas de momento fletor e

cortante e determinar o valor de suas reac¢des de apoio.

Figura 4-45

3,0 kN/m 3,0 kN/m

Figura 4-46

1.6. EXPLORANDO A SIMETRIA

1.6.1. Vigas continuas simétricas
1.6.1.1. Eixo de simetria passando por um apoio — Carregamento simétrico

Seja a viga continua com carregamento simétrico mostrada na Figura 4-47. Como o
esforgo axial ndo esta sendo considerado, a estrutura pode ser considerada simétrica.
Lembrando que M e N sao simétricos e V anti-simétrico, para carregamento simétrico,

pode-se considerar metade da estrutura e substituir o apoio C por um engaste.
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Figura 4-47: Viga com carregamento simétrico

Resolve-se esta metade, fazendo equilibrio do né B (1 nd, lembrando que o DMF

da estrutura toda sera simétrico e o DEC sera anti-simétrico)

P q
él_B ]

Figura 4-48: Sistema equivalente da viga mostrada pela Figura 4-47

>

E bom lembrar que sobre o eixo de simetria de uma viga a rotag¢do ¢ nula (Figura

4-49)

Pl f’ f
= : | mas =
A n & A |§7 §§ +4 E
Rotagdo e deslocamentos sdo nulos

Figura 4-49: Viga simétrica e seu sistema equivalente

1.6.1.2. Eixo de simetria passando por um apoio — Carregamento anti-simétrico

Seja a viga continua com carregamento simétrico mostrada na Figura 4-50.
Considerando a estrutura simétrica e lembrando que para carregamento anti-simétrico M e

N sdo anti-simétricos e V, simétrico, pode-se considerar metade da estrutura deixando C

como apoio simples. E como se rotuldssemos o apoio C (5 B> 5 A )
uma vez que C o momento fletor deve ser nulo. Resolve-se apenas esta metade (Figura

4-52), lembrando que, para a estrutura toda, o DMF sera anti-simétrico e o DEC, simétrico.

AY A4
B ééc D

Figura 4-50: Viga continua com carregamento anti-simétrico
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Lembrando que, em uma viga simétrica com carregamento anti-simétrico, o
deslocamento vertical sobre o eixo de simetria ¢ nulo (Figura 4-51).
Pl T) ﬁlp
é 12 | A

n 2 =12 =

Figura 4-51: Viga simétrica com carregamento anti-simétrico e sistema equivalente

P

A

B N

Figura 4-52: Estrutura equivalente da viga mostrada na Figura 4-50.

Na viga da Figura 4-50, se houver um momento (M) aplicado em C, resultard em

M, ) . )
um momento 7 com o mesmo sentido na metade da estrutura. Devido a simetria da

estrutura, cada metade resiste a metade do momento aplicado. Como ilustrado na Figura
4-53.

f\vs tfm
& A B 0 2.5 tf
2,5 tfmC, AN ‘> 2,5 tfm N JA A 7 o

Figura 4-53: Momento fletor aplicado em um no

1.6.1.2.1. Exemplo

Seja a viga da Figura 4-54, cuja rigidez a flexdo (EI) ¢ constante. (Ver

SUSSEKIND. Vol. 3 Exemplo I1.2 pag. 201). Determine seu o diagrama de momentos.

50 kN/m
i 30 kN/m 30 kKN/m

\ v
A B C D E F G H
ZmA 6m é 4m _6m TR 6 = 4m é 6m é 2m
m

Figura 4-54: Viga continua simétrica com carregamento simétrico

A viga da Figura 4-54 pode ser resolvida utilizando a estrutura simplificada

apresentada na Figura 4-55. (Resposta: M, =—69kN-m, M, =-92kN-m e
M, =-178 kN -m)
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60 kN 30 kN/m

(O]

60 kN.m> B /\C D

50 kN/m

E

777777777

Figura 4-55: Estrutura equivalente da viga mostrada na Figura 4-54

1.6.1.3. Eixo de simetria ndo passa por um apoio — Carregamento simétrico

Para resolver uma estrutura simétrica quando o eixo de simetria ndo passa por um
apoio (Figura 4-56), pode-se considerar metade da modificando-se a rigidez da barra

seccionada em fun¢ao do carregamento (se simétrico ou anti-simétrico).

AZI /\9 =1
X!

\% EI
N 1 /R

Figura 4-56: Viga bi-engastada

Quando a estrutura tiver carregamento simétrico, ¢ bom lembrar que as rotagdes
nos apoios da viga (Figura 4-57) tém sentidos contrarios. Para determinar a rigidez da
estrutura simplificada, pode-se empregar o principio da superposicao dos efeitos como
mostrado Figura 4-58, resultando nos esfor¢os mostrados na Figura 4-58c, ou seja, a

. . D 2EI
rigidez da barra para o carregamento simétrico k = et

A q

Figura 4-57: Rotagdes nos apoios

91 2kl 2L
4ET 2 MEI R 25 4 2E1C2 MEI |7 4_151 = Q l /\é
o e DU e SO LN E

(@) (b) (©)

Figura 4-58: Superposi¢io das rotacdes da viga mostrada na Figura 4-56

1.6.1.3.1. Exemplo
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Seja a viga continua ilustrada na Figura 4-59, cuja rigidez a flexdo (EI) ¢ constante.

Pode-se calcular esta viga utilizando-se a estrutura simplificada ilustrada na Figura 4-60.

Sabe-se que o DMF ¢ simétrico e o DEC ¢ anti-simétrico.

P X P q

A L8 Ac _ Ab AF F

Figura 4-59

No sistema da Figura 4-60, efetua-se somente o equilibrio de dois nés: o n6 B e o

n6é C. Considera-se o comprimento total da barra CD para o cdlculo do momento de

engastamento perfeito em C. As rigidezes das barras sdo k, = 3EI, 5 :ﬂ e
L5 2,5
o = 281
4
Y (
A AB AC >
Figura 4-60

1.6.1.4. Eixo de simetria ndo passa por um apoio — Carregamento anti-simétrico

No caso de viga com eixo de simetria que ndo passa por um apoio € o carregamento
¢ anti-simétrico, também se pode considerar metade da estrutura para carregamento,

modificando-se a rigidez da barra seccionada em fun¢ao do carregamento.
9 =1
@ NS
EI R
2\ ! QN

Figura 4-61: Viga bi-engastada

Pode-se empregar o principio da superposicdo dos efeitos como mostrado Figura
4-62, resultando nos esfor¢os mostrados na Figura 4-62c, ou seja, a rigidez da barra para o

C 6EI
carregamento anti-simétricok = —.
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9-1 65% 621
P

@Cj MEI R ? Ry 7 MEI ?‘)4[& - Q @ l
AN 1 ED 1 ! | 2 S

(a) (b) (c)

Figura 4-62: Superposi¢do de efeitos da viga da Figura 4-61

1.6.1.4.1. Exemplo

Seja a viga continua ilustrada na Figura 4-63, cuja rigidez a flexao (EI) € constante.

Pode-se calcular esta viga utilizando-se a estrutura equivalente ilustrada na Figura 4-64. O

X
9 /' \Mo

A\ Y

2m 2m
éA 2m _B2m _C 3Im %D %E AF
P
[¢]

Figura 4-63: Viga simétrica com carregamento anti-simétrico

DMF ¢ anti-simétrico e o DEC é simétrico.

No sistema da Figura 4-64, efetua-se somente o equilibrio de dois nés: o n6 B e o

no C. Considera-se toda a barra CD para o calculo do momento de engastamento perfeito

em C. As rigidezes das barras sdo k, = 3ﬂ, k, = % ek, = @ No caso do binario
M
aplicado M, =M, = —TO
P
q
A 4

NA B C

Figura 4-64: Viga equivalente

1.6.2. Porticos planos simétricos
1.6.2.1. Eixo de simetria que passa por uma barra vertical

Seja o portico plano mostrado na Figura 4-65, cujo modulo de elasticidade (E) ¢

constante. O momento de inércia [, =1, [, =1 € Iy =1,
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A\ B P)EQ D G E

\ 7

G
77777
Figura 4-65: Portico plano simétrico

Se o carregamento for simétrico, considera—se metade da estrutura engastada em C
(Figura 4-66). Neste caso, o diagrama de momento fletor da estrutura ¢ simétrico e o

diagrama de esfor¢o cortante € anti-simétrico.

B

A§ eC

F

Figura 4-66: Estrutura equivalente do portico plano

Observa—se que, devido a simetria, deve—se ter Mgc = Mcp, portanto para que haja

equilibrio no n6 C, deve—se ter Mg = 0 (Figura 4-67)
MBcQ S Q Mcp
) /I )
0

Figura 4-67: Momentos fletores no né C

Se o carregamento for anti-simétrico, considera-se metade da estrutura e a barra
vertical CG com metade da inércia original. As demais barras ndo mudam (Figura 4-68). O
diagrama de momento fletor da estrutura inteira ¢ anti-simétrico, enquanto que o diagrama
de esfor¢o cortante ¢ simétrico. Observa—se, no entanto, que o momento fletor final na

barra vertical CG sera o dobro do valor encontrado no esquema acima.

Se houver um binario (My) aplicado em C, deve —se dividi-lo ao meio e aplicar

My/2 em C no esquema simplificado da Figura 4-67.

PROGRAMA ESPECIAL DE TREINAMENTO - PET



ANALISE ESTRUTURAL II - ECV5220 186
Prof* Henriette Lebre La Rovere
Prof® Poliana Dias de Moraes

IgF
(Inc)/2
F
G
77777

Figura 4-68: Estrutura equivalente do portico plano
Visto que Mpc = Mcp (mesmo sentido) devido a anti—simetria, na estrutura real
(Figura 4-69a)

2 My +M . =M,,

enquanto que, na estrutura simplificada (Figura 4-69a), tem-se a metade da equacdo acima

n Mo/2 My/2

Mac_§ l {" ) Mep MBCQ }T DMCD
MCG/2LX' JMCG/Z
e

(a) Real (b) Simplificado
Figura 4-69: Momento aplicado em um n¢ situado no eixo de simetria

1.6.2.2. Eixo de simetria que passa por uma barra

E anélogo ao caso da viga simétrica visto na sec¢do 1.6.1. Resolve-se a metade da

2EI

estrutura. Para um carregamento simétrico a rigidez da barra BC ¢ k. = BC e para um
BC
e ., 6EI .
carregamento anti-simétrico € k. = ; .
BC

23

A§ B C %D

E F

Figura 4-70: Portico plano com um eixo de simetria
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1.7. MOMENTOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO PARA O CASO DE
RECALQUES

Em vigas bi-engastadas (Figura 4-71), os momentos de engastamento perfeito para

. 6E1
o caso de recalque em um dos apoios sdo M , =M , = +Z_2A
6EIA
/ I’
N B KN s
N ZB g e 9
A e E oEIA
[ i \} I

4

Figura 4-71: Viga bi-engastada

Em vigas engastadas-apoiadas, para o recalque B (Figura 4-72), o momento de

engastamento perfeito ¢ M , = +%A; para o recalque em A ¢ M , =— 351 A (Figura
4-73).
3EIA
El G I
AY B N B

ﬁ WANS ﬁ ........... WA

| .

A [ i AN

Figura 4-72: Viga engastada-apoiada com recalque no apoio B

EIl
Ag N A§ B
AL
- tﬁ“m
JB
Figura 4-73: Viga engastada-apoiada com recalque no apoio A
1.8. PROCESSO DE CROSS PARA  ESTRUTURAS

DESLOCAVEIS

Serdo considerados apenas porticos planos como exemplos (Figura 4-74a). O
esforgo axial serd desprezado.As deslocabilidades tratam—se apenas de translagdes no
Processo de Cross. Estas deslocabilidades devem ser impedidas através de apoios do 1°

género, surgindo reacdes de apoio (Figura 4-74b).
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vy
@]
vy

Apagaay!

77A 77;77A

(a) (b)
Figura 4-74: Portico plano
Aplica-se em seguida o método dos deslocamentos considerando superposicdo de
efeitos. Fixa-se a estrutura e calcula—se a reagdao de apoio devido ao carregamento Ry € o

diagrama de momento fletores Mo usando o processo de Cross (Figura 4-75)

B C Rio
>
q
Rp
—>
A 'RA

Figura 4-75: Poértico plano com deslocamento restringido

CI'OSS—)MB As MCD

ql}
My, =R, 'lAB - 2AB +M

qlfw

MBA_MAB+

ZCD
YF,=0>R,=...
Apods impde-se a deslocabilidade A; na direg@o restringida (Figura 4-76) e obtém-
se, por Cross, M; e R;. Deve-se utilizar tabelas para obtencdo de momentos para

engastamento perfeitos nas barras devido a recalques impostos.
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A,
B —
D
A \‘éé\\\
AN

Figura 4-76: Portico plano com deslocmanto imposto

Como A; ndo ¢ conhecido, impde-se uma deslocabilidade unitéria e calculam-se os
momentos M; e Ry nas barras usando Cross. A reagdo final serd M, -A, e R, -A,. Faz-se

em seguida o equilibrio de for¢as horizontais no n6 C, usando superposi¢ao de efeitos.
R,+R,-A =0,
RIO

A =—220
Rll

sendo R ¢ a parcela de reagdo devido ao carregamento externo ¢ R;; € a parcela de reacao

devido a deslocabilidade.

Os momentos finais no portico sdo encontrados por superposicao de efeitos:

M=M,+M,-A,.

No caso de mais de uma deslocabilidade, procede-se analogamente (Figura 4-77):

—» y y RlO
ql—— l P, F —> l P, Ryo
> s

A 4

A

\4

»
»
>

N A TR TR

(a) (b)

Figura 4-77: Portico plano com mais de uma deslocabilidade
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-6 e

Figura 4-78: Libera¢ao das deslocabilidades do portico

As equacdes de equilibrio sao
RIO +R11A1 +R12A2 =0
Rzo + R21A1 + RzzAz =F
ou matricialmente:
INEININ] NS
RZO RZ] R22 AZ F .
Resolvendo-se o sistema de equacdes obtém-se A; e A.

Para a determinagdo do momentos finais dos porticos com mais de duas
deslocabilidades, procede-se analogamente ao que ja foi explicado, sendo os momentos
finais do portico dados por

M= M,+MA, +M,A,

1.8.1. Exemplo

Seja o portico plano da Figura 2-1, cuja rigidez a flexdo € constante.

lSOkN
B
| 2m 2m
12kN/m —» 3m
4m
> D
g A\RNRN\Y
1A

AV

Figura 4-79: Portico plano com nds deslocaveis
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Para se resolver o portico mostrado na Figura 4-79, primeiramente impedem-se os
deslocamentos por meio de apoios do primeiro tipo (nos quais vao aparecer reagdes). Em
seguida fixa-se a estrutura e calcula-se a reagdo de apoio (Rjo) devido ao carregamento

(situagdo 0)e o diagrama de momentos fletores (M), usando o Processo de Cross (Figura

4-80, Tabela 4-5).

1301(1\1

[ ] |—>
Ric

12kN/m

D

Ro

vYevyey

A

A\\V

Figura 4-80: Poértico com a deslocabilidade do né C restringida (sistema 0)

Tabela 4-5: Processo de Cross para o portico para o sistema 0

0,5 0,3
0.5 415 15 05]
16 |43,75 «<— +15 +715

v\ 137 [-138 = 0,69 +0,35
40,17 «—— +034 +0,02

20,08 |-009 —= -0,04
b o AT
b

+16
-0,69
-0,04

O célculo dos esforcos nas barras e reagdes para o sistema (0) € feito separando-se

as barras e aplicando-se os momentos encontrados pelo Processo de Cross (Tabela 4-5),
como ilustrado pela Figura 4-81.

R,(4m)+1527+12-(4m)-2=0

R, = 382 3a6kn
4

R,(3m)+787=0

R, =-2,62 kN

Fazendo o somatorio de forgas na dire¢ao x
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-23,46-2,62+48+R,, =0

R, =-21,92 kN
17,45 30kN 7,87
C ) Ruio
—
_q 17,45 f\7’87
12kN/m
—
Rop

| iy —
) T
15,27
Figura 4-81: Carregamentos e momentos internos atuantes nas barras do portico

Agora, impde-se a deslocabilidade A; = 1 na direcdo restringida (Figura 4-82) e

obtém-se M, e Ry; pelo Processo de Cross (sistema I) (Tabela 4-6). Os momentos devidos
a recalques nas barras sao

6FEI1
My, =M, =——=54(+)
Ly
3E]
M, = — = 48 (+)
D

Mas
Figura 4-82: Deslocabilidade A, imposta ao portico
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Tabela 4-6: Processo de Cross para o sistema |

0.5 0,5
+54 03] 135 0 [05] a8
| 27 27 = -172 -17,3
. 43 +§12 s Y22
. 3
vr o — LM
r +0.3 +03 — +0,15
V@B 005 N\
i 295

+54
13,5

422
+0,1

O célculo dos esforgos nas barras e reagdes para a situacao (I) é feito separando-se

as barras e aplicando-se os momentos encontrados pelo Processo de Cross (Tabela 4-6),
como ilustrado pela Figura 4-83.

R, (4m)=428+31,6="74,4

R, =18,6 kN

R.(3m)-29,5=0

R, =983 kN

Fazendo o somatorio de forgas na dire¢ao x

R,-R,—R.=0

R, =2843 kN
31,6 29.5
31,6
N 7{\ 29,5
<—
R

J—

42,8 RA

Figura 4-83: Esfogos nas barras devidos a situagao I

O valor de A ¢ dado por
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RIO +R, 'Al =0
-21,92+28,43-A, =0
A, =0,77

Os momentos finais sdo dados por
M=M,+0,77-M,.
Para a barra AB, o momento em A ¢
M =My +0,77-M7,
M{® =1527+0,77-42,8 = 48,23.

O momento em B é

M? =-17,45+0,77-31,6 = 6,88

E o0 momento em C da barra CD é

M =787+0,77-29,5=30,59.

De posse desses momentos pode-se tragar o diagrama de momentos fletores do portico

30,59

30,59

304 _ 4,
FLECHAS | 24 "
T 04
8
688 I3
48,23

DMF (kN.m)

Figura 4-84: Diagrama final de momentos fletores do portico da Figura 4-79
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