EJERCICIOS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS
DE PRIMER ORDEN

A. CANAHUIRE C.



Contenido

1 Ejercicios 1
1.1 Ecuaciones de variables separables . . . . . . . .. ... ... ... .. 1
1.2 Ecuaciones reducibles al tipo de variables separables . . . . . . . .. 2
1.3 Ecuaciones diferenciales homogéneas . . . . . . . .. .. ... ... 4
1.4 Ecuaciones reducibles a ecuaciones homogéneas . . . . .. .. ... 5
1.5 Ecuaciones diferenciales homogéneas generalizadas . . . . . . . . .. 6
1.6 Ecuaciones exactas — factores de integracion . . . . . . .. ... .. 7
1.7 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden . . . . . . . . . .. 8
1.8 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli . . . . . .. ... ... . ... 9
1.9 Ecuaciones diferenciales de Riccati . . . . .. ... ... ... ... 10
1.10 Ecuaciones diferenciales de Lagrange y Clairaut . . . . . . . . . .. 11
1.11 Otras formas . . . . . . . . . . . ... 12

2 Soluciones 13
2.1 Explicacién del ejercicio 27 . . . . . . ..o oL 20
2.2 Explicacién del ejercicio49 . . . . . . ..o 21
2.3 Explicacién del ejercicio 76 . . . . . ..o 22
2.4 Explicacién del ejercicio 115 . . . . . . .. .00 23
2.5 Explicacion del ejercicio 118 . . . . . . . .. ..o 24
2.6  Explicacion del ejercicio 119 . . . . . . . . .. ..o 25
2.7 Explicacién del ejercicio 125 . . . . . . ... 26

Lista de Figuras

1
1 (z+2) = Z(y + 1) es la envolvente de la familia de rectas y = kz—(k—1)2. 23

2 La curva 423 —27y = 0 es la envolvente de la familia de rectas: y = kx+kvEk 24
3 Curva oz +y=+c,parac=2. . . . . .. ... ... ... .. 25

Setiembre del 2017

Adolfo Canahuire Condori
Licenciado en Fisico Matematicas



ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

1 Ejercicios

1.1 Ecuaciones de variables separables

Este tipo de ecuaciones se presentan en la forma:

= 1) )

9(y)

La funcién y = y(z) debe ser diferenciable en un intervalo abierto de R. Esta
funcion y su derivada y’ deben satisfacer la ecuacién (1). La solucién de la ecuacion
diferencial (1) se halla al integrar

9(y)dy = f(z)dx, (2)

obteniéndose:
G(y) = F(z) + k. (3)

Donde G(y) y F(z) son las antiderivadas de g(y) y f(x) respectivamente, y k
representa la combinacién de las constantes de integracion.

Ejercicios
L (z+1)(y*—1)de — (2 — 1) dy = 0.
2. (y* — 25) dx 4+ 10vx2 — 25 dy = 0.
3. 2y(8 — y*)dz + (16 — z*)dy = 0.

4.y = x(4 — 2%)(5 + 8y + 4y?)

5.1+ [(9—22)(9— )] gy =0
zy(2+ y?)
6. ¢ = 2T I)
y 1— 24
e
(1 + 223)

y(r +2)*(x +3)(y - 2)



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

tan® 2z
9. ¢ =0
v sec? 3y
x
arctan§
10, ———= "=0
In(y—1) ty
11, 4 = In (2% — 25)
In (y? — 25)
, 1
12. ¢ = ; y(0) =—1

(1 +y)(1 + cos2x)

1.2 Ecuaciones reducibles al tipo de variables separables

Forma de la ecuacién diferencial Sustitucion

y' = flaz + by +c) u=ar+by+c
, ar + b ar +0b

yzf(cy—l—d) :Cy—i—d

y' ="y fax™ 4 by™) u = az” + by™

y =y fley™) u=e"y"

y' =e"f(e"x) u= ey

v = f(y+az™ 4+ b) —anz™ " u=y+ ax"

Ejercicios

13. y' = tan? (6z + 6y + 5)
4. ¥ =1+ cos(2x —y + 2)
15. y = (v + 2y — 3)'/3

cos (x — y)

16. ¢ =
4 1+ cos(x —y)

17. y = csch? (x +y — 3)

1

8. ¢y=—"
Y (x — 4y +3)?
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

19. v = \/bx + 2y + 10

y—2 y—2
21. ’::2( ) ( )
y or 1) T o1

_9 2
22,y =22 YT
y+2 x-—2

2y +1 2y +1

232’:( )1( )

y T+ 2 i T+ 2

24. 3y = 24(22° + 32*)

25. yy = 2?(3x3 + 2y%)?

1. 1
2. o — 22 3(_ 3 L —2)
y =y 395 29
z, 4
27. y,:e?)y (e“y® —2)
z,,2
e“yc —1
o5y = y(CV 1)
v=y ery? +1
5 y,_66r+263my+3y2

Y
30. ¢ = e¥(2e¥x — 3)

31. ¥ = e¥(z%e® — 2zeY)

ze¥ — 1

32 4 = y( )
y ¢ zey +1

33. o — In(ze ¥)+1

xz

34. v =2(y + 32° + 15) — 1524

35. ¢ = (y — 228 +5)2 — (y — 228 +5) + 1627
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.3 Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una funcién z = f(z,y) se llama funcion homogénea de grado n, si cumple con la
propiedad:
fQz, Ay) = X' f(z,y). (4)

Yy = f(x,y) es una ecuacién diferencial homogénea, si la funcién f(x,y) es ho-
mogénea de grado cero.

La ecuacién diferencial M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es homogénea, si las funciones
M (z,y) y N(x,y) son homogéneas del mismo grado.

La sustitucién y = vz hace que una ecuacion diferencial homogénea pueda ser re-
suelta como una ecuaciéon de variables separables. Se demuestra que una ecuacién
diferencial homogénea puede ser presentada en la forma:

-5

Ejercicios

36. y(2? — y*)dx + x(2? + y*)dy =0

xry
37. ¢ = —————
Tyt
2
Ty —y
38. ¢ = —— 2
y x? —xy + y?
g9, o = Y= 2yt 4y
Y 3 — 22y + xy?
10, 4 = x4+ 23y + 2%y 4 2y + oyt

ry(z? + 2y + y?)
41. <y+ \/9x2—y2)da:—:cdy:0

-1
42, zy =y 4 xe V/* (Sen Y4 cos g)
x x

3. (y—x)y =2

oy =Yy 1+ cos (y/x)

x 1 — cos (y/z)
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.4 Ecuaciones reducibles a ecuaciones homogéneas

Una ecuacién que se presente en la forma

, a1x + by + ¢
— , 5
y f(a2$+b2y+02) (5)

puede ser reducida a una ecuacion diferencial homogénea si se traslada el origen de
coordenadas (0,0) al punto (xg,yo). El punto (z¢,y) es el punto de interseccién
de las rectas a1z + by + ¢ =0y asx + by + ¢o = 0.

Luego de este traslado de coordenadas, los ejes z y y son sustituidos por & y
respectivamente, entonces:

ZL’:§+J/’0
Y=Y+

La ecuacién homogénea a resolverse sera en términos de las variables & y .

Por otro lado, se deben hacer las consideraciones pertinentes cuando las rectas
a1x+by+c1 =0, asx +bay + co = 0, son rectas paralelas; en este caso la ecuacién
es reducida a una ecuacién diferencial de variables separables.

Ejercicios
45, = 22Ty TS3
' T+y—=6
16 y,:2x—y+3
' x—2y—3
T+y—3 rT+y—3 y—1
gy = By, (28
4 T — 2 n T — 2 +x—2
20 —y+3
48, ¢f = ————
Y T —2+5
19 y,:<x—y—1>2_x—y—1
' r+y+1 r+y+1
0 TTYF3 rty+s3
Y r+y+3 r—y+3
51 ,m—l—y—l_(a:+y—1>—1
’y_x—y—l r—y—1
1\2 1
59, y,:<x+y+ ) _rty+ 1
r+y—1 r+y—1
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.5 Ecuaciones diferenciales homogéneas generalizadas

Estas ecuaciones se presentan como:
y m, n
y = Liamy) (6)

La sustitucion v = x™y" las transforma en ecuaciones diferenciales con variables
separables.

Ejercicios
53. ¢ = g( Sy? 4+ 1)
x
Y
54. yf = ———
YT (1)

55. 1y = % (z*y® +22°y — 1)

56. y(2zy + 1)dx 4+ z(xy — 1)dy =0
57. y(52%y — 2)dx + x(3z°y — 2)dy = 0

58. (3z%y3 + 2y)dx + (52*y? + 3x)dy = 0

0. W — y<x6y4—3x3y2—|—3>
VT 20yt + 232 — 2
y(2 /1 — by —3)
60. v =
4 2z
61 o — 4y tanh (23y*) — 323y°
Y= 4oyt

o =25 (5)'

cos (z3y° 4+ 1) — 3z%y°

63. v =
Yy 5ty
4
v 1) -]
64. 1/ = L
y 3
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.6 Ecuaciones exactas — factores de integracion

Una ecuacién diferencial

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (7)
es exacta si OM ON
8—y($7y) = %(Ly)- (8)
Si (7) no es exacta, pero,
1 /0M ON i 1 /OM ON
(G ) =@ o (G ) = )

Los factores de integracién para (7) son:
uw) = e T 5 () = eJawan (10)

En ciertos ejercicios, debe identificarse el diferencial de alguna expresiéon conocida.

Ejercicios
65. (2° —y)dz — (x — y°)dy =0
66. (9 + 2%y*)(dx + dy) = 3(zdy + ydx)
67. (22 + ycos (zy))dx + (2y + x cos (zy))dy = 0
68. rdy —ydr =x*(de —dy); y(1) =0
69. y(322 + y?)dx + x(2? + 3y?)dy = 0; y(1) =1
70. (3xy* — 1)dx + 2*ydy =0
71 (y* 4 2)dx + (xy — y*)dy = 0
72. (xye® 4+ 10)dx + xe"dy =0
73. wydr — (2?2 —y —1)dy =0
74. (2%y® + 5)dr — Py*dy = 0
75. [2—(z4y)Pldr+2 [1—(z+y)*|dy=0;  Sugerencia: pu = p(z+y)

76. (vy —y* + 1)dr + (zy — 2> + 1)dy = 0 ; Sugerencia: p = p(xy)
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.7 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
Estas ecuaciones se presentan como:

Y +plr)y = q(z). (11)

La solucién de (11) se halla con la férmula:
y = e ?@ (/ e Dq(z)dx + k) : (12)

Donde: ¢(x) = /p(x)d:c, y k es una constante de integracion.
Por otro lado, si una ecuacién diferencial se presenta en la forma:
y' = fx)e" + g(x), (13)

haciendo la sustitucién u = e, esta ecuacion puede ser resuelta como una
ecuacion lineal de primer orden.

Ejercicios
77. y = (cscx — cotx) y + tan (—x)
2y

8.y +————=3
y+:c(2+3a:) v
79. Yy + Y _ g2
rlnx

2
80. g/—i—xz_ly:xQ—l; y(2) =0

8l 4 ——2  — a2y f2—ax—1
VI 42z +2
2

82. y = (tanz)y + 22 cos® &
83. zy +y = z%cos (v + 2)

8y
4. o =
8 y+x2—16 T
Ty 9 1
y x2+1+:€(~”€+),y() 3

86. v = x3e — 2

87. vy = (senz + cosx)e¥ + tanz

88. ¢y =vaz—-1le ¥+

2 —1
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.8 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Tienen la forma:
Y +plx)y = q(z)y", (14)

donde n es un ntimero arbitrario. Con la sustitucién z = y'™, la ecuacién de
Bernoulli (14) puede ser resuelta como una ecuacién diferencial lineal de primer
orden.

Ejercicios

89. ¢ + Y = 3y ~?

3r+1
Y -3
90. y + —F— =
y+16—x2 y
2zy
/ . 1/2
91.y——x2+4—xy

92. ¢ +y tanhg = %3 senhg

93. ¥ + (csc2z)y = (cot 2z) y~!

, 62xy .

94. Yy — m = (Sen5x)y
95. v = (z — 1)y — J
X

96. ¥ + (tanz)y = (e tanz)y?

97. yf = (cota)y +y*; y(r/2) =1
98. (P +z+1)y +2e+1)y=(a®+z+1)VHy"2
99. 2oyy = 2*y? + 4
100. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x,y) perteneciente a

y(ry — 1)

una curva C, es . Si esta curva pasa por el punto (1, 1), hallar su

ecuacion.
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.9

Una ecuaciéon diferencial general de Riccati se presenta en la forma:

Ecuaciones diferenciales de Riccati

y' = p(x)y® + q(x)y + r(z).

(15)

Si para esta ecuacién se conoce una solucién particular y;(z), la sustitucién

permite transformarla en una ecuacién diferencial de Bernoulli.

y=z+mn

Ejercicios
3 3
101, o/ = 29> — —: - _
) Yy an a1 2
1
102. ¢/ = —2¢% + — - _
Y y+ 2 Y1 21’
103, 4 = 2+ & _ !
Y=Yy +$y+ 5 Y1 =
104, oy =92 + (26" + 1)y + €2*; y, = —¢*
105, ff = g2ty —1— o =1
1 1
106. y' = — v = —y+20; =2’
1 1
1 yl:m‘*lnx yQ_xlnxy+3x2; n=a"
2z 2 1
108. ¢ =y ; === 1)=1
V=Vt e vty ey vl
4z 4 1
/I 2_ N . _
109y_y £U4—1y x4_17 yl T
1 3x?
1]'0 y/:x3_1y2_x3_1y+6x, y1:3$2
1 1 25 5
111. o/ = 2 — _ .
Y= te+1Y T rr10Y s+l z+10°
1 1 1
N2y = =3+ 2y 73 n=13

y1 =95

(16)

A. Canahuire C.
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.10 Ecuaciones diferenciales de Lagrange y Clairaut
Una ecuacién diferencial de Lagrange se presenta en la forma:

y=xzf()+90) (17)
Haciendo 3y = p,

y=zf(p)+9(p), (18)

y derivando (18) con respecto a la variable p, y reordenando los términos se llega

a la ecuacion lineal,
dt _ f'o) _ 90

dp p—f)"  p—f)

resolviéndola, se obtiene x = x(p); y para hallar y = y(p), se sustituye x en (17).
Una ecuacion de Clairaut tiene la forma:

y=zy +9(y). (20)

Siguiendo el mismo procedimiento hecho en la ecuacion de Lagrange, se tiene:

) _
{x— g(p) Haciendo p = k, {x g'(k)

(19)

y=xp+g(p)

k es una constante, despejandola, se llega a la solucién “singular” de (20).

Ejercicios

13 y=z(y)’ +y

114, y =22y’ + —
y —1

115. y = z(y’ —seny’) + (1 — cos y')?
116. y =ay — (v — 1)?

117. y = xy/
y=uxy + s
yl
118. y=ay + —o
1+ (y')?

119. y =2y + /'y

120. Hallar la ecuacion de una curva, tal que la suma de las interseciones de sus
tangentes con los ejes coordenados es siempre igual a una constante c.

121. Hallar la ecuacién de una curva, tal que el area del tridngulo rectangulo
formado por su tangente, con los ejes coordenados es constante, e igual a ¢

A. Canahuire C. Péagina 11



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

1.11 Otras formas

o Sila ecuacién diferencial es de la forma: z = f(y'), se introduce el pardmetro
p, haciendo y' = p, entonces:

z = f(p)
y=/ff@%@+k

o Sila ecuacién diferencial es de la forma: y = f(y'), se introduce el pardmetro

p, haciendo y' = p, entonces:
!/
/f@hm+k
p
(

Tr =
y = f(p)

o Si la ecuaciéon diferencial es de la forma: f(x,y’) = 0, y es posible despejar
la variable z, entonces la ecuacién se reduce una de la forma =z = g(y/); en
caso contrario se hace y' = ¥(t), obteniéndose = = ¢(t), luego:

y = /\I/(t)gp’(t) dt + k.

o Si la ecuacién diferencial es de la forma: f(y,y’) = 0, y es posible despejar
la variable y, entonces la ecuacién se reduce una de la forma y = ¢(y'). Si
esto no es posible, se hace y = ¢(t), obteniendo y' = W(t), y:

¢'(t)
x:/\y(t) dt + k

Ejercicios

122. In(z —2y) — (v')*=0
123. y — (/)% =0

124, (*4+ 1)y 2+ 32y 2 —1=0
125. vy 2 —P(yPy * = 1) = 1=0

126. 3y = arcsen (;)

A. Canahuire C. Péagina 12



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

2

—_

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(@ 1)y — 1)

Soluciones

-1+,

(x4 va? =25 )(y —5)

y+95

=k

(25) (25 =

(22 —4)? + arctan2(y + 1) = k

T B (9 _ y2)5/2 .
9(9 — 22)1/2 5 B
(L+2°)(2+y%)
=k
(1 —a?)y?
I24(8 _ y3) B

P+ 203)F

I [(:v +3)2(y® — 3% + 3)] 6

= k
(x +2)? ZL‘+2+

3tan?2z + 61n (cos 2z) + 4tan 3y = k

—1)y!
xarctang —y+In [%} =k
(5 2@ =5

(y +5)92(y = 5)v=°
(1+y)*=tanz
sen2(6z + 6y +5) — 2(6x — 6y —5) =k

2r—y+2
5 =

T + cot k

3[2(x+2y—3)* —1]" + 6In [2(x + 2y — 3)/* + 1] = 162 + &

y—sen(z—vy) ==k

y—tanh(z+y—3) =k

A. Canahuire C.

Péagina 13



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

18. 4y —In——— =
Y nx—4y+5

19. 2¢/57 + 2y + 10 — 51n <5+2\/5x+2y+10> — %+ k

20. (z+y—1n[(x+y—1)7+1] +2arctan(z +y—1) =3z +2y + k

21.

22. <y+2)2:ln(m—2)2+k

2 + 1
23. 1n< y+2): (x+2)+1

24. 5ln (122° + 18y* + 5) = 122° + k

2(32° + 2y?)

25. arctan =23+ k

26. 2(z° 4 3)y® — 3 = ky?e”/®

z,3
e*y 1

27. 1 — = k

nexy3_1 exy3_1 T+

Bey? -1 5
29. 4x —2ye " +1In (14 2ye ™) =k
30 —1 =k 1

" (2evr —1)2 v

31< ev )\/5<2xey—1—\/5>_k
S \zev —1 2zey — 14+ /5

2y
32. In <#y—|—1> + 2 arctan ({Eey) =k

33. z(lnz —y) =k

34. y+ 3x° + 15 = ke

A. Canahuire C. Péagina 14



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

y—2x8+4_

T TR et
y—218+5 ‘

35.

36. (%)2 +In (2y)? = k

37. ln(x—y)—zzk
)

38 6 - 1)2 —ny? =k

2

39. ln<$—)+g—£:k

y/) oy
1

40. g(%f—i-%—ln(y—kx):k

41. Inxz — arcseni =k
3z

42. e¥/* sen ¥ In kx
T

2y — (1 -5

13- 2y — (14+V5)z

44. cos (y) =kx—1

T

45. 22% — 2xy —y* + 62 + 12y = k

46. 2* —zy+y* +3x+3y =k

47. In (%) — k(z—2)

48. 3(x —2y) +In(6x —3y+7) =k

1
49. In [(y+ 1)(32% +y* + 2y + 1)] + 2V/3 arctan y\/g =k
x

50. y [y? — 5(z +3)2]° = k

[y? +3(x — 1)’
)
52. (z+y—3)*+8n(z+y+1)=4x+k

ol. =k

A. Canahuire C. Pagina 15



Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

53.

54.

59.

96.
57.

58.

99.

60.

61.

62.

63.
64.
65.

66.
67.
68. y =

69.
70.
71.

y2

x2(223y? + 5)

y(zy +2)
i

=k

1 Ty

| =k
ny—i-ljL nx2y+1

2 3

ey 2P
Y

2?2 (2dy —1) =k

ZL‘8y12

20%y? + 1 -

I 1 1
1“(;) +xs—y2(xs—yz—2>=k

1— /1 — aby?

.9
5 = kx

x3y

senh (z3y*) = k!

RN 2 — gt
<?) +In W =k
sec (23y® + 1) + tan (23y> + 1) = kx
e L ne =k
28 — 6y + 1S =k
r+y= arctan%—l—k

z? +y? +sen(zy) =k

z(r —1)
r+1

wy(z® +y°) =2
25 (bry* —2) =k

Bz —y* +4) /2 +2=k

A. Canahuire C.
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Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

72. ye* +10lnx =k
2 _2y—1
13
Y
2,3
74, TSy
T
B ——tr+2y==~Fk
(z +y)? ’
76 LY
C2ry+1
1
. n(cosx) + cosx + k
1+ cosx
243z |1 2 4
78, y = Z ’ [§$2—§x+§ln(2+3x)+k]
1 /1
79. yz—(—x31nx :c3—|—k;>
Inz \3
1 -1 -1
w0y EH D=1 = 1]
3(z—1)
k
8l. y = Tt
Va2 +2r+2+c+1
82. y =cosz [(2? — 2)senx + 2z cosx + k]
1
83. y = —[(2® — 2) sen (z + 2) + 2z cos (z + 2) + k]
T
4 2
84.y:if4 %—8x+321n(:c—|—4)+k
L s 2

86.
87.

88.

e = ke” 422+ 1

e =cosz(In(cosz) — x + k)

y _ x_1<12 k‘)
e oo 2x +x+

A. Canahuire C.
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89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

3 _ 3z
Y _31'—1—1(33:6 —l—k:)

A _
yt =4,/ x<4arcsen§—\/16—x2+k>
4+ 4

2\/172\/x2+4<\/x2+4+k)

1
cosh = Y3 — Zcoshl) =k
3 2 3

o 2w +cot2r —csc2r+k

Y csc2x — cot 2x
1 18 24
y 0 = YT (k: — 2—962“:(2 sen5x — 5cos br) — 5 cos 5:70)
1
y =
z(k—x+Inx)

- 5cos? x
v e *(2cos2x +senzx) + k

_ senw
4= 1+ coszx

YV = (x2+a;+1)\/§*1[k:— (V2 - 1)(%3+%2+x)}

y: = k_2 — 4(:10_2 — 1)

zy +1

(e
y=e¢ k— e

A. Canahuire C.
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.
118.
119.
120.

121.

2xe”

k— e

y=1+

1
= 2%(1 )
4 x(+kx+1

3lnz
=2%(1 )
Y x<+1+kx3
- 2¢ — 1
v= 2 —r—1
1r22+1 1 T —1\"1
A e oni)
rla?2—1 x r+1
23 —1
= 322
4 x—'—k’—x
. 2(10z + 1)(z + 10)
Y k— (z+ 10)2
= ()
y_:n3 kx? —3
re kg y= (k) 4
(r—1) (p—1)

xZﬁ%Pn@—l%—g%T+kL y=§ﬁm@—1%—gl—+k}+—i—

(1 —cosp)(p—senpcosp + k)

) (1 )( p )( npcosp + k)
— COS — sen —senpcosp +
y= PAP p2p + (1 — cosp)?
sen® p

(e 427 = 3y +1)

y=1-(Vr—1)°
43 — 27y =0
VT 4+ Y =+/c

2
=—, parax < 0.
Y 13 p

A. Canahuire C.
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1
122. 2 =p+2pe” | y= §p2—|—(p2—1)ep2+k'

123. x=(p+1)eP + k, y=p2P

1
124.3:2;—1; y=k—Int = y=h(z+1)+k

3 4
125. = = gsec5t—gtan3t+sect—tant+k, y =sec’t — tant

126. x =psenp; y=(p*—1)senp+ pcosp+k

2.1 Explicacién del ejercicio 27

z, 4
y'z%( ””y3—2).

En el resumen a donde pertenece este ejercicio, se menciona el siguiente caso: Si

y = yf(e®®y™), la sustitucion u = e**y™ la convierte en una ecuacién diferencial

de variables separables.

ex 5 X X x
y/:y[ (e y3—2)] =yf(ey’) = u=ey’
u/:3emy2y/+ery3
u =u(u—2)+u
u' = u(u— 1)*
du
—— =/ d k
e Sl s
U 1
1 — = k
nu—l u—1 T
Por consiguiente:
x,,3 1
In ——Y =z +k,

eryd —1  emyd — 1

es la solucién de la ecuacién diferencial.
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2.2 Explicaciéon del ejercicio 49
, (r—y—1\?2 z—y-—1

<:E+y+1> r+y+1
Esta ecuacion diferencial es reducible a una ecuaciéon homogénea haciendo una
traslacion del coordenadas. El origen de las coordenadas xy debe ser trasladado al
punto (0, —1), este punto es la intersecciéon de las rectas t—y—1 =0y z+y+1 = 0.
Asi, con x = £y y = ¢ — 1, la ecuacion planteada se transforma en una ecuacién
diferencial homogénea:

W = <§—¢>2_§—¢ 7

£+ §+

y con la sustitucion ¢ = v€, esta ecuacion es reducida a una ecuacién de variables
separables.

U+§U,_2v2—2v
-~ (v+1)?
202 — 20
/——_
= Er Y
el = _v(v2 + 3)
(v 12
Integrando,
/df / (v+1)%dv
=c
(v2+3)
lnf—l——lnv—i——ln(v —|—3)—|—— arctan —— = c

37073 Vi "

In&3v(v? +3) +2v3 arctanizk:
&( ) 7

Sustituyendo v por

E?

In (% + 3¢2) + 2¢/3 arctan %g — k.

Finalmente, recordando que £ = x y ) = y + 1, se llega a la solucién general en su
presentacion implicita.

= k.

1
In [(y+1)(32% + 5 + 2y + 1)] +2V/3 arctan ¢
V3x
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2.3 Explicaciéon del ejercicio 76

La ecuacién

(zy — v + Vdo + (vy — 2* + 1)dy = 0
no es exacta, pues las derivadas parciales M, = x — 2y y N, = y — 22 no son
iguales. Pero:

M, — N, 3(z—y) 3

M — yN B 2xy(x —y) + (x — y) B 2cy + 1 = flwy).

Esto hace pensar que el factor de integracién para la ecuacion diferencial planteada
puede ser de la forma p = u(xy).

La expresién
M, — N,

M —yN’
tiene su razon de ser. Pues si se asume que multiplicando una ecuacion diferencial
no exacta Mdx + Ndy = 0, por un factor de integracién p, la nueva ecuacién

wMdr + p Ndy =0,

debe ser exacta, esto es: M, + g, M = pu Ny+p, N, y suponiendo que p = p(zy),
entonces al aplicar la regla de la cadena en las derivadas,

ty = 'z,
Po = 1Y,

se deduce la féormula para el factor de integracién p.

p My +p oM = p N, + p' yN

w M, — N,

R

W xM —yN

= o Fay)d(zy)
Volviendo a nuestro problema, u = (2zy + 1)_3/ 2. ahora esto implica que la ecuacién
diferencial

xy — >+ 1 xy —a® +1
dy =0

oy + 177 T ay+ 1P

es exacta, y al resolverla como tal, se obtiene la solucion pedida,

r+y

v 2zy +1

= k.
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2.4 Explicacién del ejercicio 115

La ecuacién diferencial de Clairaut planteado en este ejercicio es:
/ / 2
y=zy —(y — 1)

Haciendo ' = p, se tiene y = xp — (p — 1)?, donde la funcién g(p) = —(p — 1)* y
g (p) = —2(p — 1). Ahora la solucién de la ecuaciéon diferencial es hallada a partir
de:

x=—g(k) o r=2k—1)

y=—kg'(k)+g(k) y=2k(k—1) = (k- 1)

Al despejar la constante k£ de las anteriores igualdades, se obtiene lo que viene a
llamarse la solucién “singular” de la ecuacién diferencial propuesto en este ejercicio.

(z42)? = i(y +1).

La parabola descrita por la ecuacion anterior, es la “envolvente” de la familia de
rectas y = kx — (k — 1)?, donde k € R. Esto se muestra en la Figura 1.

101

Xq1dLt

. 1
Figura 1: (z +2)? = Z(y + 1) es la envolvente de la familia de rectas y = kx — (k —1)2.

Recuérdese que la envolvente de una familia de curvas (rectas, circunferencias,
hipérbolas, etc.), es una curva con la condicién de cada miembro de la familia es
tangente a esta envolvente en un determinado punto. En otras palabras: para cada
punto perteneciente a la envolvente, existe un miembro de la familia de curvas que
es tangente a esta envolvente.
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2.5 Explicacién del ejercicio 118
y=zy +y'\Vy.

Para resolver esta ecuacién de Clairaut, se hace 3y = p

y=xp+py/p, p>0.

3
En este caso: g(p) = py/p . ¢'(p) = 5\/]_) . Luego:

3 3
rT=—7 r=—=Vk
VP 2
1.e.
1 1
y=—5pV/p y = —§k\/E

Donde k es una constante positiva, deduciéndose que x < 0, y < 0, y la solucién

singular es:
4 =27y =0, donde: <0 y y<0.

La pardbola ctibica 42® — 27y = 0 es la envolvente, en el tercer cuadrante, de la
familia de rectas: y = kxz+kv'k, con k € R. Describiendo esta familia de rectas en
la Figura 2: Todas las rectas tienen pendientes negativas, aquellas cuya pendiente
k tome valores en el intervalo abierto (—1,0) son la que més se acercan al eje
x; mientras que aquellas cuya pendiente pertenezca a (—oo, —1] se van haciendo
paulatinamente més verticales. En el punto (0, 0) la envolvente no es diferenciable.

=

illiil.ﬁﬁil'i,l"i,i'i'i'.;,-;;,;;” 2 4
T4
,’," J ,,’,’1’,%

|
i

I

Figura 2: La curva 423 — 27y = 0 es la envolvente de la familia de rectas: y = kz +kVk
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2.6 Explicacién del ejercicio 119

vy —vo =Y (x0) (x — xp) es la ecuacién de la recta tangente a la curva, asumiendo
que esta recta corta al eje y en el punto A, e intersecta al eje x en el punto B, las
coordenadas de estos punto se deducen de la siguiente forma:

=0 = y=y+y(@)(—z) = A=(0, yo— ¥ (z0)x0)

Yo Yo
—0 > mn- o B (-2 0)
Y T Y (wo) T Y(wo)

La condicién del problema dice:

! Yo
Yo — ¥ (z0)wo + 20 — — =,
Yy (z0)
pero, si estas consideraciones se hacen para cualquier punto (x,y) que se encuentre
sobre la curva, el problema se simplifica a la ecuacion diferencial:

Y

y—y'erx—?:c.

Esta ecuacién, es una ecuacion diferencial de Clairaut,

)Y
=zy + :
Y=t

Haciendo ' = p, su solucion es:

c

xr = > —1+ :
(p—1)? \
cp cp
y= + ;
(p—12 p-1
siempre que p # 1. Finalmente
se obtiene la ecuacion: 4 ! 2
VI +y = e Figura 3: Curva \/2+4,/y = /c, parac = 2.
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2.7 Explicacién del ejercicio 125

y2y/ 2 yQ(yZy/ 3 1)2 —1= 0

Esta ecuacién es de la forma f(y,y’) = 0, al reescribirla como una diferencia de
cuadrados igualado a la unidad,

2
(yy')* = [(yy)* —v]” =1,
se puede recurrir a la identidad trigonométrica: sec?t — tan?t = 1.

yy = sect,
(yy')’ —y = tant,

Al combinar conveniéntemente las anteriores igualdades, se obtiene:

y = p(t) = sec®t — tant,

sect

'=0(t) = —M——.
y (*) sec3t — tant

Luego:

:c:/gplw dt + k

dt + k

_ [sec’t(3secttant — 1)
a sect
sec3t —tant

(3sec’ttant — sect)(sec®t — tant) dt + k

w\

4
= gsec5t—gtang’t—i—sect—tant—i-k

Asi, las ecuaciones paramétricas:

3 5 4 3
x:gsec t—gtan t+sect —tant + k,

Yy = sec’t — tant,

son la solucién del problema. La ecuacién planteada en este ejercicio es una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, pero no es lineal.
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