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Introduccion

Matematicas I aporta los conocimientos basicos de Algebra Lineal e Integracion
que son necesarios en los estudios en Economia (L.E.) y Administracion y Direccion de
Empresas (L.A.D.E.).

Esta publicacion recoge problemas resueltos propuestos en exdmenes de
Matematicas I de ambas licenciaturas en la Facultad de Ciencias Econémicas y
Empresariales de la U.P.V. entre los afios 2001 y 2010. Los problemas estan
organizados en diferentes secciones siguiendo el esquema de los temarios de ambas

asignaturas.

LICENCIATURA DE ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS (L.A.D.E.)

Temario

I.- ELEMENTOS DEL ALGEBRA LINEAL

1. Matrices: Definiciones basicas. Operaciones con matrices. Traspuesta
de una matriz. Matrices escalonadas. Rango de una matriz.

2. Determinantes: Determinante de una matriz cuadrada. Desarrollo de un
determinante por los elementos de una linea. Propiedades. Aplicaciones de los
determinantes.

3. Sistemas de ecuaciones lineales. EI metodo de Gauss: Definiciones
basicas. Expresion matricial. Sistemas homogéneos. El método de Gauss.
Teorema de Rouché. Regla de Cramer. Interpretacion geométrica.

4. Espacio vectorial: Subespacios vectoriales. Sistemas libres y
generadores. Bases. Variedad lineal.

5. Espacio Euclideo: Producto interno. Norma. Angulo de dos vectores.
Sistemas ortogonales. Bases ortonormales. Teorema de Gram-Schmidt.

6. Aplicaciones lineales: Definiciones basicas. Representacion matricial de

una aplicacion lineal. Composicion de aplicaciones lineales. Isomorfismos.



I1.- INTEGRACION

7. Integracion de funciones acotadas sobre conjuntos acotados:
Integral de una funcion sobre un intervalo. Integrabilidad de las funciones
continuas. Propiedades de la integral.

8. Teoria del calculo de integrales: Primitivas o antiderivadas. Regla de
Barrow. Cambios de variable en la integracion. Integracion por partes.

Q. Integrales impropias. Integrales impropias de 1* especie. Integrales

impropias de 2% especie. Caso general.

Referencias Bibliogréaficas Basicas:

Matematicas para el Analisis Econdmico. Sydsaeter y Hammond, Editorial
Prentice Hall, 1996.

Algebra Lineal y Geometria Cartesiana. Juan de Burgos, Editorial Mc Graw Hill,
2000.

Algebra Lineal y Teoria de Matrices. Barbolla y Sanz, Editorial Prentice Hall,
1998.

LICENCIATURA DE ECONOMIA (L.E.)

Temario

1. Matrices: Definiciones basicas. Operaciones con matrices. Traspuesta
de una matriz. Matrices escalonadas. Rango de una matriz.

2. Determinantes: Determinante de una matriz cuadrada. Desarrollo de
un determinante por los elementos de una linea. Propiedades. Aplicaciones de

los determinantes.



3. Sistemas de ecuaciones lineales. EI método de Gauss: Definiciones
basicas. Expresion matricial. Sistemas homogéneos. El método de Gauss.
Teorema de Rouché. Regla de Cramer. Interpretacion geométrica.

4. Espacio vectorial: Subespacios vectoriales. Sistemas libres y
generadores. Bases. Variedad lineal.

5. Espacio Euclideo: Producto interno. Norma. Angulo de dos vectores.
Sistemas ortogonales. Bases ortonormales. Teorema de Gram-Schmidt.

6. Aplicaciones lineales: Definiciones basicas. Representacion matricial
de una aplicacién lineal. Composicion de aplicaciones lineales. Isomorfismos.
7. Diagonalizacion: Cambio de base. Valores y vectores propios.
Condiciones de diagonalizabilidad. Polinomio caracteristico. Método operativo

de diagonalizacion. Diagonalizacion de matrices simétricas.

Referencias Bibliogréaficas Basicas:

Algebra Lineal y Geometria Cartesiana. Juan de Burgos, Editorial Mc Graw Hill,
2000.

Algebra Lineal y Teoria de Matrices. Barbolla y Sanz, Editorial Prentice Hall,
1998.



MATEMATICAS | (LAD.E.yL.E)

Seccién 1. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

1.- (enero 2010-LE)

546 9

o . 4 1 2 4
a) Calcular el siguiente determinante: 111 0
5 551

X=2y—-z+t=3
b) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales: < X+y—-z—-2t=0
3X=5y—-2z+2t=8

546 9 5469 6
2 4124212
a = = = =
111 o ®EsRTL 1 1 0 >
s 5051 o001 !
X—-2y—-z+1t=3
b) <{X+y-z-2t=0
3Xx=5y—-2z+2t=8
1 -2 -1 113 1 =2 -1 113
(AB)=[1 1 -1 210|—==—|0 3 0 -31-3
3 -5 2 28/ """ {0 -8 1 8,38
1 -2 -1 113
|
E,=3E;+8E, >0 3 0 _3:_3
00 3 0,0
X=2y—-z+t=3
3y=3t=-3;z2=0,y=-1+t,Xx=1+t.
32=0

Luego la solucion del sistema es:

{(X,Y,2,)eR*/2=0,y=—1+t,x=1+t} = {(1+t,—1+1,0,t),t e R}.




Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

ax+by+z+t=2
. —X+3z2-t=2 )
2.- (febrero 2009-LE) Sea el sistema (=0 siendo a,beR.
X—Z+t=

2X+Yy+22+2t=5

a) Clasifica el sistema para los diferentes valores de a y b.

b) Paraa=1yb=0 encuentra el conjunto de soluciones del sistema utilizando Gauss.

a) La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada A\B asociadas a este sistema son las

siguientes:
a b 1 1 a b 1 112
-1 0 3 -l 10 3 -112
A= (AlB)= :
1 0 -1 1 10 -1 110
2 1 2 2 2 1 2 2,5

Para calcular el rango de la matriz A, primero calculamos su determinante

a b 1 1
-1 3 -1 fa 1 1

-1 0
det(A)=| = =—b[1 -1 1|+|-1 3 -ll=—2+2a.

2 2 2011 -1 1
2 1 2

Puesto que det(A)=-2+2a se tiene que:
Sia=#1, rg(A)=4= rg(A| B) y el sistema es compatible determinado.

Si a=1 entonces rg(A)=3.

-1 0 3
0 -1|=2=0.
2 1 2
Para calcular el rg(A| B)
1 b 1 2
-1 0 3 2
=2Db.
0 -1 0
2 1 2 5

Entonces, si b=0, rg(A|B)=3 ysib#0, rg(A| B)=4.

En conclusion:




Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

e a=lyparatodob, rg(A)= rg(A| B) =4: sistema compatible determinado S.C.D.
e a=1yb=0,rg(A)= I’g(A| B) =3 : sistema compatible indeterminado S.C.I.

e a=1lyb=#0,rg(A)=3%4= rg(A| B) : sistema incompatible S.I.

1 0 1 112 10 1 112
10 3 -112 00 4 014
b) A\B= T — !
10 ~1 1 00 -2 01-2
2 1 2 2,5 01 0 0,1
10 1 112 101 112
01 0 011 01 0 011
—> | —> |
00 4 014 0 0404
00 -2 0;-2 00000
X+2+t=2
t=1-x
Por tanto, < y =1 :>{ .
y:Z:
47 =4

La solucidn del sistema es:

{(X,y,z,)eR*/t=1-x;y=z=1} ={(x,1,1,1-X),x e R}.

3.- (junio 2009-LE)

a) Una empresa compra 2 unidades del articulo A, 3 unidades del articulo By 5
unidades del articulo C. Si sabemos que el gasto total es de 2875 euros, que el precio del
articulo B es el doble del precio del articulo A y que el precio del articulo C es el triple
del precio del articulo A, ;podemos averiguar los precios de los articulos? Si es cierto,
calctlalos. ;Podemos averiguar los precios de los articulos si nos dicen que se han
pagado 345 euros en concepto de IVA al 16% para las unidades de A y B y al 7% para

las unidades de C? Si es cierto, calculalos.

2 0 1 3
. 0 -1 6
b) Calcula el rango de de la matriz .
1 1 2 0
2 3 4 3




Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

a) Variables: X =precio unitario del articulo A, y =precio unitario del articulo B,
Z =precio unitario del articulo C.

Restricciones:
2X+3y+5z2=2875
y =2X
z=3Xx
Resolucion: x =125 euros, Y =250 euros, Z=375 euros.

Modelo ampliado: hallar X, y, Z que cumplan (mismas variables):

2X+3y+52=2875
y =2X
z=3X
0,16(2x+3y)+0,07(5z) =345
El sistema no es compatible: no podemos calcular los precios para que se cumplan todas

las restricciones.

b) Calculamos el determinante de la matriz dada:

20 1 3

2 1 3 12 1 3
1 0 -1 6

=—|1 -1 6/+3|1 -1 6/=0,
1 1 2 0

2 4 3 |1 20
2 3 4 3

luego su rango es como mucho 3.

-1|=3#0.

—_ = N
—_— o O

Conclusion: el rango es 3.



Seccibn 2. Espacios vectoriales. Espacio euclideo

1.- (febrero 2010-LADE) Sea el subespacio vectorial
S = {(x, y,z)eR’ /<(x, Y, z)/(l,l,—2)> = 0}

a) Dar 2 vectores de S.

b) (Para que valores de a el vector (1,a,2)eS?

¢) Calcular una base y la dimension de S.
d) Decir razonadamente si los siguientes sistemas de vectores son o no una base de S.

LY base ortonormal de S?

((.1.-2); (021,012 (110
111 2 1
<($’£’$MO’£’$)>; ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

e) Sea el subespacio vectorial T = {(X +yY+22,3X+Y,2X+y+ Z)/ X,Y,Z€ R} , [esta

TcS?

a) Los vectores deben cumplir <(x, y,z)](l,l,—2)>=0 & X+y-2z=0
x=0,y=0=2=0;(0,0,0)eS
x=0,y=2=12=1;(0,2,1)eS

b) (L.a,2)eS siysolosi ((1,a,2)(11,-2))=0

(La,2)|(LL-2))=1+a-4=0<a=3.

c) S ={(x,y,z)eR3:<(x,y,z)|(1,1,—2)>=0}={(x,y,z)eR3: X+ y—2z:0}=

={(x.y.2)eR: x=-y+22}={(-y+22,y.2): y,2€R} =
={y(-11,0)+2(2,0,1): y,zeR}.

El sistema <(—1, 1,0),(2, 0,1)> es un sistema generador de S y ademas es libre ya que

-1 2
rgp1 0(=2
0 1




Espacios vectoriales. Espacio euclideo

Por tanto es una base de S y dim(S) = 2.

d) o <(1,1,—2)> No es una base puesto que es un sistema de un vector y dim(S) = 2.

Y puesto que no es una base de S tampoco es una base ortonormal.

* {(0.2,1),(1.1,-2))

Comprobamos si los vectores del sistema pertenecen a S:

<(0, 2,1)] (1,1,—2)> =0, luego (0,2,1)€S . <(1,1,—2) | (1,1,—2)> =—2%0, por tanto

(L,1,-2)eS
Como el segundo de los vectores no pertenece a S, el sistema no es una base de S y por

tanto tampoco es una base ortonormal de S.

. <(—1,1,0),(1,—1,1)>

Comprobamos si los vectores del sistema pertenecen a S:

((-1,1,0)[(1,1,-2)} =0 luego (~1,1,0)eS. {(1,-L1)[(L1,-2))=—2=0 luego

(L,-11)eS
Al igual que en el caso anterior, el segundo del los vectores del sistema no pertenece a S

por lo que el sistema no es una base de S y por tanto tampoco una base ortonormal de S.

(F55FF)

Comprobamos si los vectores del sistema pertenecen a S:

1 0
S5
Puesto que r ] 7 =2 los dos vectores son linealmente independientes.
averg) Vi V5 P
1 1
VAAG
Por tanto el sistema dado es una base de S. Para ser una base ortonormal ademas deben

ser vectores ortogonales cuya norma sea 1. Pero,

10



Espacios vectoriales. Espacio euclideo

BB U5

no es una base ortonormal de S.

<( L 11 j /(0, 2 ]>:—3 #0 luego no son ortogonales y el sistema dado

3 <(1, 0,0),(0,1,0),(0, 0,1)> . No es una base ya que es un sistema de tres vectores

y la dim(S) = 2. Y puesto que no es una base de S tampoco es una base ortonormal.

e)  T={(x+y+22,3x+y,2x+y+2)/X,y,zeR}=
{x(1,3,2))+y(LL1)+2(2,0,1) | x,y,zeR}.
Entonces <(1, 3,1)),(1,1,1),(2,0,1)> es un sistema generador de T.

1 12
Dadoque rg| 3 1 0 |=2 entonces dim(T)=2, siendo por ejemplo <(1,3,2),(1,1,1)>
211

una base de T. También son bases de T <(1,3,2),(2,0,1)> y <(1,1,1),(2,0,1)> .
Para que T < S los vectores de la base de T tienen que pertenecer a S,
((1L3.2)](LL,-2))=0 = (1,3,2)eS ((LL1)[(LL,-2))=0 = (LLI1)eS

Por lo tanto se cumple que T  S..

2.-(mayo 2010-LADE ) Sea S el subespacio vectorial generado por el sistema ((1,0,2,1),
(1,1,0,1)).

a) Encuentra (si es posible) un vector (X,y,z,t) tal que ((1,1,1,1), (x,y,z,t)) sea una base
de S. Por otra parte, ;(1,2,-2,0)eS?

b) Calcula una base del conjunto T={xe R*| X es ortogonal a todos los vectores de S}.
¢) Calcula una base ortonormal de S.

d) Encuentra dos vectores X, ye R* tales que ((1,0,2,1), (1,1,0,1), X, ¥) sea una base

de R*.

En primer lugar, nétese que los vectores ((1,0,2,1), (1,1,0,1)) son libres (ninguno de
ellos es combinacion lineal del otro) luego constituyen una base de S, y por tanto, la

dimension de S es 2.

11




Espacios vectoriales. Espacio euclideo

a) Para que el sistema de vectores ((1,1,1,1), (X,y,z,t)) sea una base del conjunto S
necesitamos:
(1) (1,1,1,D)eS, (i) (xy,z,H)eS (i) ((1,1,1,1), (X,y,z,t)) sea un sistema de

vectores libres.

Veamos si (1,1,1,1)€S.
1 11 1 1 1 1 1 1
; 0 1 1_r o 1 1| 01 1 _3
2 011790 2 21|7%0 0 3|7
1 11 0 0 O 0 0 O

por lo tanto (1,1,1,1)¢S,

Luego no existe (X,Y,z,t) tal que el sistema de vectores ((1,1,1,1), (X,y,z,t)) sea base de S.

¢ De igual manera veamos si (1,2,—2,0)eS

1 1 1 I 1 1 1 1 1

- 01 2 “rg 0 1 2 rg 0 1 2 _3
2 0 =2 0 -2 -1 0 0 -1
1 1 0 0 0 -1 00 O

luego (1,2,—2,0)¢S.
b) T = {x e R* | x es ortogonal a todos los vectores de S} =
= {6y, 2,0) e R :((%,,2,1)[(1,0,2,1)) =0, ((x.,2,t)[(1,1,0,1)) =0} =
= {(x,y,z,t)eR4:x+22+t=0, X+ y+t:0}.

Resolvemos el sistema de ecuaciones :

X+22+t=0
X+y+t=0

1 0 2 110 1 0 2 110 X+2z2+t=0 X=-27-t
- - - .
1 1T 0 110 01 -2 010 y—2z=0 y=2z2

Entonces

T :{(x, y,2,t)eR*:x=-2z-t; y:ZZ} ={(-22-t,2z,7,t):2,teR} =

={2(-2,2,1,0)+t(~1,0,0,1): z,t e R}.

12



Espacios vectoriales. Espacio euclideo

Luego el sistema de vectores <(—2,2,1,0),(—l, 0, 0,1)> es generador de T, y ademas es

libre ya que
-2 -1
r 2 0 2
N1 ool
0 1

Podemos concluir que es una base de T.

¢) Aplicando el teorema de Gram-Schmidt a la base de S ((1,0,2,1), (1,1,0,1))

obtenemos:
1
=—(1,0,2,1).
Y, Jg( )
1 1
=(1,1,0,1)-((1,1,0,1)|~—=(1,0,2,1) )—=(1,0,2,1)=(1,1,0,1) ——=—(1,0, 2,1
(010 -{ (1100 1002} (1020 =(11.01)-F—(.020
1
=—(2,3,-2.2
3( b b 9 )
L2322
y, = 3 (2,3,—2,2)

‘1(2,3,_2,2)” Va1

(O8]

Por lo tanto el sistema de vectores <—(1 0,2 1) !

7

(2 3,-2 2)> es una base

ortonormal de S.

d) Buscamos dos vectores X, ye R* que juntamente con ((1,0,2,1), (1,1,0,1) ) formen
un sistema libre.

El sistema ((1,0,2,1), (1,1,0,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)) es un
sistema generador de R*. De estos seis vectores buscamos 4 que contengan a los dos

primeros y que formen un sistema libre.

1110
01 01 P 11
=(-1)""2 0 o=2(-1)"| [=220
2.0 0 0 10
110
1100

13



Espacios vectoriales. Espacio euclideo

Por tanto el sistema de vectores{(1,0,2,1), (1,1,0,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0)) es una base
de R*.
También es una respuesta correcta cualquier sistema formado por 4 vectores, de los

6 vectores iniciales, que sea libre.

3.- (enero 2010-LE)
a) Indicar razonadamente si el sistema <(1,—1, 2),(1,0, 1)> es una base de los siguientes
subespacios vectoriales:
i) A={(XY,2)eR’/x-2=0;y+z-x=0}}.
i) B={(x+z,—x-Yy,2x+y+2)/X,y,zeR}.
b) Considerando los mismos subespacios vectoriales del apartado anterior

1)  Calcular una base ortonormal de A.

ii)  Calcular un vector (X,y,z)e R ortogonal a todo vector de A.

iiiy ¢Ests Ac B?

a) 1) Opcion 1: El sistema no es una base de A ya que (1,—1,2) ¢ A (no cumple la
ecuacion X—2 =0).

Opcidn 2: Resolviendo el sistema de ecuaciones,

A={(x,y,2)eR’/ x—2=0; y+z—x:0}={ }={(X,0,X)/XER}=
{x(1,0,1)/ x e R}
Una base de A es por tanto (1,0,1) (es un sistema generador de A y libre). Luego
dimA=1. El sistema <(1,—1,2),(l, 0, 1)> no es una base de A ya que tiene dos vectores.
1) B={(X+2,-X—VY,2X+Yy+2)/X,y,2eR} =
={X(L,-1,2)+ y(0,-1,1)+ z(1,0,1)/ X, y,z € R} .
Por tanto, <(l,—1, 2),(0,-1,1),(1,0, 1)> es un sistema generador de B. Como

1 0 1
rg| -1 -1 0 |=2, setiene que la dimension de B es 2, luego una base de B es
2 1 1

14




Espacios vectoriales. Espacio euclideo

cualquier sistema libre formado por dos vectores pertenecientes a B, por ejemplo

<(l,—1, 2),(1,0, 1)> . La respuesta es si.

b) 1) <(l, 0, 1)> base de A. Usando Gram-Schmith: <( )> base ortonormal de A.

1oL
V272
i1) (X,y,Z) es ortogonal a todo punto de A si es ortogonal a su base. Luego:

((xy.2)

ejemplo, (1,0,-1) 6 (0,1,0) 6 (0,0,0), etc.

(1,0,1)> =0 X+2=0< x=-z.Como sblo nos piden un punto, por

iii) Ac B si se cumple que la dimension de A es menor o igual que la de B (cierto,
ya que sabemos que las dimensiones de Ay B son 1 y 2, respectivamente) y si los

vectores de una base de A pertenecen a B (cierto, el vector (1,0,1) esunabasede Ay

pertenece al subespacio vectorial B). Luego Ac B.

4.- (Junio 2010-LE) Sea el subespacio vectorial
S={(xY,2)eR’:((%Y,2)[(1,-1,2)) =0} .

a) Encuentra dos vectores de S.

b) (Para qué valores de a se cumple (1,-3,a)e S ?

¢) Calcula la dimensién y una base de S.
d) De entre los siguientes sistemas de vectores indica cuales son bases de S y cuales

no (razonando la respuesta). ;Cuales son bases ortonormales de S?
(LLO);  ((0,2,,(2,0,-1)); ((1,-1,-1),(=1,1,0));

2 1 I -1 2
Oa_a_ | T T 5 191’0 ) 2’0>_1 s 0)2’1 .
54l 23] maeana
e) SeaT={(Xx+2y+2,3x+2y+12,X)/X,Y,Z € R} un espacio vectorial. ;Se cumple

que T<S?

a) Los puntos de S son los que cumplen la ecuaciéon X—Yy+2z =0. Por ejemplo:

(1,1,0), (2,2,0), (0,2,1), (-2,0,1).

15




Espacios vectoriales. Espacio euclideo

b ((1.-3,a)

(L-1,2))=1+3+2a—>4+2a=0<a=-2.

) S={(XY,2)eR’/x-y+2z=0={(X,y,2) e R’ /x=y-22} =
={(y—22, yaz)/yazER}Z{y(19150)+z(_2a091)/y92ER}'

Por tanto {(1,1,0),(~2,0,1)) es un sistema generador S; ademés es libre ya que

Luego este sistema es una base de Sy su dimension es 2.

d) Como dim S=2, para tener una base de S se necesitan 2 vectores libres que

pertenezcan a S.

° <(1,1,0)> no es base, ya que tiene un Unico vector.

e ((0,2,1),(2,0,~1)) es un sistema formado por dos vectores:
b (09 29 1)9 (27 09 _1) €eS?

((0,2,1)|(1,-1,2)y=0 y {(2,0,-1)| (1,-1,2)) =0.

0 2
Luego los dos vectores pertenecen a S. Ademas rg| 2 0 |=2 luego el sistema es libre
1 -1

y por tanto una base de S. Sin embargo no es una base ortonormal de S ya que no es

ortogonal: <(0,2,1) | (2,0,—1)> #0.

° <(1, —-1,-1),(- 1,1,0)> es un sistema formado por dos vectores:
,(1,=1,-1),(-1,1,0)€ S ? {(1,-1,-1)| (1,-1,2)) =0 pero ((-1,1,0)| (1,-1,2)) =20,

luego no es una base de S.

(o5 7w

16



Espacios vectoriales. Espacio euclideo

1,-1, 2)> = 5 # 0. Por tanto uno de

S R CE X

los vectores no pertenece a S. Luego este sistema no es una base de S.

o <(l, 1,0),(2,0,-1),(0,2, 1)> es una sistema formado por 3 vectores luego no puede

ser una base de S.

e) T={(X+2y+2,3Xx+2y+2,X)/X,y,2e R} =
{x(1,3,)+y(2,2,0)+ z(1,1,0)/ X, y,ze R} .
Sistema generador de T: <(1,3,1), (2,2,0),(1,1, 0)) . Este sistema no es libre ya que
(2,2,0)=2(1,1,0). El sistema <(1,3, 1),(1,1,0)> es una base de T, luego la dimensién de T
es 2. Falta comprobar que los vectores de la base de T pertenecen a S:

((1,3.0](1,-1,2)) =0 y ((1,1,0)

1,-1, 2)> =0. Conclusion: T < S.

5.- (enero 2009-LADE) Sean los conjuntos
A={(%Y,2,t) e R*: X+2y+2=0, X+2y+t =0}
B={(X.y.z,) e R*: x-2+t=0, 2y +t=0} y
C={(x+2y,X-y,2x=3y.3x+Yy): X,y e R}
a) Calcular una base ortonormal de A.
b) Calcular (x,y,z,t) € R* de manera que <(X, y,z,1),(3.1, 1,—2)> sea una base de B.

c¢) Calcular una base y la dimension de AN B..

d) (Existe algiin valor de a para el que se cumpla que (1,a,9,a) e C ?

e) Encontrar un punto (X, y,z,t) e R* cumpliendo que (x,y,z,t) Ay (X,Y,Z,t)¢B.

X+2y+z=0
—>Z=—-X=-2Yy,t=-X-2y

X+2y+t=0
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Luego A={(X,y,—X—2y,—x-2Yy), X,y e R} ={x(1,0,-1,-1)+y(0,1,-2,-2) X,y e R}

1 0
. 0 1 .
Sistema generador: <(1,0,—1,—1)(O,1,—2, —2)> . rg L o7 2 — libre, y por tanto es
-1 -2

una base de A.

Base ortonormal: y, = L(1, 0,-1,-1)

3

1

z,=(0,1, —2,—2)—<(0,1,—2,—2)‘$(1, 0,—1,—1)>%(1, 0,-1,-1)=

—(0.1, —2,—2)—%%(1,0,—1,—1) —1(-43.-2,2)
3 (—4,3,—2,—2)
Y2 = 53 .

b) B={(x,y,z,t)eR4:x—z+t=0, 2y+t=0}
Resolvemos el sistema:

t=—-2y,x=z-t=z+2y —>(z+2y,y,2,-2y)

LuegoB={(z+2y,y,2,-2y),y,ze R} ={y(2,1,0,-2)+2(1,0,1,0),y,z e R}
2

Sistema generador: <(2,1, 0,-2)(L, 0,1,0)>. Y rg

S = O =
Il
\S]

-2
Luego el sistema es libre y base de B. dimB =2
Para que <(X, Y, Z,t),(3,l,1, —2)> sea una base de B es suficiente (y necesario) que el
sistema sea libre y que (X,Y,z,t) y (3,1,1,—2) pertenezcan a B. (3,1,1, —2) € B (cumple
las ecuaciones). Y como (X, Y, z,t) podemos tomar cualquier vector de B que sea libre

con (3,1,1,—2), por ejemplo (2,1,0,—2) 0 (1,0,1,0).
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X+2y+2=0 1 2 0|0
- . X+2y+t=0 1 2 0 1|0
c) AN B es la solucion de este sistema:
X-2+t=0 1 0 -1 110
2y+t=0 0 2 0 1/0
1 2 1 00 1 2 1 0|0 1 2 1 0|0 1 2 1 0|0
0 0 -1 1{0 0 2 0 1/0 0 2 0 1/0 02 0 1/0
— — - —
0 -2 -2 1/0 0 -2 -2 1/0 0 0 -2 2|0 0 0 =2 2/0
0 2 0 1(0 0 0 -1 1/0 0 0 -1 1/0 0 0 0 0]0

Z=ty= _71'[; X=0—> (0,_71t,t,tj - base:<(0,_71,l,lj> . Dimension: 1.

d) (1,a,9,a) e C si se verifica que la matriz ampliada
1 211
1 -1]a
A|B=
2 3|9
lI]a

Esta asociada a un sistema compatible, esto es, sirgA = rgA| B.
Es inmediato comprobar que rgA = 2, para cualquier valor de a.

1 2 1 1 -1 4

1 -1 al=0<a=4,pero|2 -3 9/=4=0.Luego rgA|B es 3 para todo a.
2 -39 3 1 4

El sistema es siempre incompatible, y entonces para ningun valor de a, (1,a,9,a)eC.

€) (XY,2,) g Ay (X,Y,2,t) ¢ B si

1 0|Xx 2 1|X
0 1|y 1 0|y
1 2|z 7] 0 1]z
1 =2t =2 ot

son las matrices ampliadas asociadas a sistemas incompatibles.
Es sencillo demostrar que, por ejemplo, para (X, Y, z,t) =(1,0,0,0) ambos sistemas son
incompatibles. Otra respuesta correcta: el punto(1,0,0,0), ya que no verifica las

ecuaciones de A ni de B.
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6.- (junio 2009-LADE)

a) Sea E el subespacio vectorial de R* cuya base es el sistema <(1,1,1,1),(1,1,1,0)>

1) Calcular otra base del subespacio E.

i1) Calcular un vector de E de norma 1.

i11) Calcular un vector de E, distinto del vector nulo, ortogonal a (1, L1, 0) .
iv) Demostrar que E = {(a, a,a,b)eR*/a,be R}
v) (Para qué valores de a € R el vector (l, a,1,2) ekE?

b) Decir si la siguiente afirmacion es cierta: “si S es un subespacio vectorial de R* tal

que dim(S)=3 y (X;,X,,X;) es un sistema de vectores de R* lincalmente

independientes, entonces <X1,X2,X3> es una base de S”. Razona la respuesta.

a) 1) Cualquier otro sistema formado por 2 vectores linealmente independientes de E

constituyen una base de E (ya quedim(E)=2). Por ¢jemplo:

((2,2,2,2),(2.2.2,0)), ((1L1,1,1),(0,0,0,1)), {(2,2,2,1),(0,0,0,-1))

if) Por cjemplo: (ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁj, (%%%oj (0,0,0,1) o (0,0,0,~1)
ii) Si x e E = x=ar(1,1L,L1)+B(L11,0)=(ar + B+ Box + B2
Para que ademas (x| (1,1,1,0))=0 se tiene que cumplir que
<(a+ﬂ,a+ﬁ,a+ﬁ,a)|(1,1,l,0)>=3(a+ﬁ)=0 = a=-f.
Por ejemplo: (0,0,0,1), (0,0,0,1), (0,0,0,2)....
iv) Una base del subespacio E es ((1,1,1,1),(1,1,1,0)).
Una base del conjunto {(a, a,ab)eR*/a,be R} es <(1,1,l,0),(0, 0, O,l)> . Ambos

vectores pertenecen a E: el vector (O, 0, 0,1) € E ya que es el segundo vector de la base

de E que se daba en el enunciado; puesto que
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Rg =2 = (0,0,0,1)€E.

e e -y
- O O O

O = =

Ambos vectores son linealmente independientes y como dim(E)=2 el sistema
constituye una base de E = E = {(a, a,a,b)eR*/a,be R}
v) Puesto que E = {(a, a,a,b)eR*/abe R} se tiene que (1,a,1,2) € E para a=1

yb=2.
b) Falso. Los tres vectores linealmente independientes deben ademas pertenecer a S para

constituir una base de S.

7.- (febrero 2009-LE) Sea <(1,l, D), (1,-1, O)> , base del subespacio vectorial A.

a) Encuentra una base ortonormal de A.

b) Encuentra, si es posible, un vector U tal que <(O,1,1), u> sea una base de A.

c) Encuentra, si es posible, un vector v tal que <(3,1, 2),v> sea una base de A.

a) Los vectores (1,1,1),(1,—1,0) son ortogonales: <(1,1,1)

(1,-1,0))=0.

Dividiendo cada vector por su norma se obtiene una base ortonormal
(l.l__L](J___L(q
NERVERNEWARNC NI

b) El vector (0,1,1) no pertenece al subespacio A ya que el sistema de ecuaciones cuya

1 0/0
matriz ampliada es A|B =|1 —1|1 | es incompatible. En efecto, se tiene que rgA =2
1 011
y como
1 1 0
1 -1 1j=-1=0,
1 0 1

el rango de A|B es 3.
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Por tanto, cualquiera que sea U, <(0,1,l), u> no es base de A.

c) Elvector (3,1,2) pertenece al subespacio A ya que el sistema de ecuaciones cuya

1 03
matriz ampliada es A|B =|1 -1|1| escompatible. En efecto, se tiene que rgA=2 y
1 02
como
1 1 3
1 -1 1]=0,
1 0 2

el rango de A|B es 2.

Y como dimA=2, basta con encontrar otro vector de A linealmente independiente con

(3,1,2). Por ejemplo, el vector (1,1,1) (ya que no es combinacion lineal del vector

(3,1,2)). Entonces, <(3,1,2),(1, 1,1)> es una base de A.

8.- (Junio 2009-LE) Sean los siguientes espacios vectoriales:
S={(x,y,2)eR’/x+y=12} T={XxY,2)eR’/x=0,y=0}
V={(x,y,2)eR*/x-y=0}
a) Para cada uno de estos subespacios calcula la dimension y encuentra una base.
b) (Secumple TcV? ;yTcS?

c) (Para qué valores de ae€ R se cumple (a,a,a)eV ?

a) S={(Xy,2) eR 1x+y=2z}={(XY,X+Yy), Xy e R} = {x(1,0,)+ y(0,1,1),x,y e R}

Los vectores <(l, 0,1),(0, 1,1)> generan el subespacio vectorial S y son linealmente

1 0
independientes ya querg| 0 1 |=2; por tanto forman una base de S y la dimension de
1 1

Ses?2.
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T={(X,y,2)eR’:x=0,y=0}={(0,0,2),ze R} ={2(0,0,1),z e R} .
El vector <(O, 0, 1)> genera el subespacio vectorial T y es linealmente independiente, por

lo tanto forma una base de T y la dimension de T es 1.
V={(Xy,2) e R :x=y =0} ={(X,X,2),X,2€ R} =
V={(X,y,2)eR*/x-y=0={(X,X,2)/X,ze R} = {X(1,1,0) + 2(0,0,1),X,Z € R} .

Los vectores <(1,1, 0),(0,0, 1)> generan el subespacio vectorial V y son linealmente

1 0

independientes, yaque rg( 1 0 |=2, por lo tanto forman una base de V y la dimension
0 1

de Ves 2.

b) T <V : El vector que genera T es miembro de una base de V, luego T V.

T & S: El vector que genera T no pertenece a S, ya que 0+0 = 1.
Otra forma de ver que T & S es estudiando si se puede expresar el vector que genera T
como combinacion lineal de la base de S
a=0
(0,0,1)=a(1,0,1)+b(0,1,1) =><b=0
a+b=1
Lo cual es imposible, esto es, sistema incompatible.
c) Los vectores de V tienen la primera y la segunda componentes iguales, luego el

vector (a,a,a)eV paratodo aelR.
Otra forma de hacer este apartado: como el rango de la matriz

1 0 a
1 0 a
0 1 a

es 2 paratodo ae€ R, el vector (a,a,a)eV .
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9.- (enero 2008-LADE)

a) En R"se considera el subespacio vectorial E cuya base es <(1,1,1,1),(1,1,1,0)> .

1) Calcular una base ortonormal del mismo.

ii) ;Para qué valores de aeR el vector (2,1,1,a)e E ?

ii1) Calcular el conjunto E y demostrar que E =S, siendo

S :{(x,y,z,t)eR“:x—2y+z:0,x+ y—2z:0}.

iv) Dar una base de todos los puntos X € R* ortogonales al conjunto E.

b) Decir si la siguiente afirmacion es cierta: si (X1 , X, X3> es un sistema mutuamente

ortogonal de R® entonces constituye una base de R’. Razona la respuesta.

X (1,1,1,1) |

. _ X 1
VoV YT Warerar 2
1 1
z, =% —(Xy,)Y, =(1,1,1,0)—<(1,1,1,0)‘5(1,1,1,1)>5(1,1,1,1) =

-3
4

V4
Y, ==
© ozl \/12 P o(3) V12

ettt

(1,1,1,1)

31 11
= 1,1,1,0 - 1,1,131 = ==
( )73 (L (4 4

N

1 12
. 111 . . . .
i1) (2,1,1,a) cE<s A|B = Lol es la matriz ampliada asociada a un sistema
1 Oja
1 1 2
compatible. Como |I 1 1|=-1#0 tenemos que rgA=2#3= rgA|B para todo a. Por
1 0 a

tanto el sistema es siempre incompatible. Luego para ningtin valor de a (2,1, 1, a) ekE.
iii) E={x(LLL1)+y(L11,0),x,y e R} ={(X+y,X+Yy,X+Y,X),X,y e R}.

El conjunto S es la solucion del sistema:
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X=2y+z=0
X+y—-2z=0
) 1 -2 1 0[0 1 -2 1 0|0
Resolvemos el sistema: - .
1 1 -2 00 0 3 -3 0|0

3y-3z=0—>y=z2
Y entonces X—2y+2=0—>X-22+2=0->Xx=12
Por tanto S = {(Z, z,2,t),2,te R} . Una base de S es <(1,1,1,0),(0, 0, 0,1)> . Entonces

dimE =2=dimS y como los dos vectores de la base de E pertenecen a S (cumplen las
dos ecuaciones), se tiene que E=S.
iv) Un punto es ortogonal a todos los puntos de E si es ortogonal a los vectores

de la base de E. Por tanto tiene que cumplir:

<(x, y,z,t) (1,1,1,1)> =0 vy <(x, y,2,t)

X+y+z+t=0
X+y+z=0

(1,1,1,0)) =0.
ot=0,Xx=-y-2z.

Es decir: {(—y -2,Y,2,0)y,2¢ ]R} . Una base: <(—l,1,0,0),(—1, 0,1,0)> )
b) La afirmacion es falsa, ya que si alguno de los vectores es el 0 entonces el sistema no

es libre y por tanto no es una base. Por ejemplo, <(1, 0,0),(0,1,0),(0, 0,0)> .

10.- (junio 2008-LADE)

a) Calcular una base y la dimension del subespacio vectorial
S ={(x, y,z,t)eR* :x—-2y+z+t=0, y-3t =0} )
b) (Eselconjunto T = {(X, y,z)eR’:x= 22} un subespacio vectorial de R’?
¢) Sea U un subespacio vectorial de R’ y <(1,2,—1),(0,1,1)> una base de U
i) ¢Para qué valores de a se verifica que (1,1,a)eU ?

ii) ;Para qué valores de b se verifica que <(0, 1,1),(2, O,b)> es una base de U?

ii1) Calcular una base ortonormal de U.

iv) Escribir un subespacio vectorial V (de R*) tal que dimV =1y V cU .
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{x—2y+z+t=0
a)

— y=3t,x=—-2+5t > (-z+5t,3t,7,t),z,teR.
y-3t=0

Entonces, las soluciones del sistema se pueden escribir de la forma:

(—z+5t,3t,2,t)=2(-1,0,1,0)+1(5,3,0,1).
Luego un sistema generador de S es <(—1,0,1,0),(5,3,0,1)>.
-1

Como rg =2 el sistema es libre y por tanto una base de S.

— O W W

0
Como la base de S esta formada por dos vectores la dimension de S es 2.
b) T= {(x, y,z)eR :x= 22} no es un subespacio vectorial.
(4,0,2) eT,(l,O,l) €T y sin embargo (4,0,2)+(1,0,1) = (5,0,3) gT yaque 5#3°.

Luego T no cumple que x+Yy €T, para todo X,y € T , y por tanto no es un subespacio

vectorial.
1 01

¢) i)(LLa)eU < AB=| 2 1|1 | eslamatriz ampliada asociada a un sistema
-1 1ja

compatible.

|A/B|=a+2—>a+2=0<a=-2. Luego

a#-2—>rgA=2#3=rgA/B—>S.I.
a=-2—->rgA=2=rgA/B=n°colA— S.C.D.

Entonces (1,1,a)eU < a=-2.
ii) Como la dimensién de U es 2, el sistema <(0,1,1),(2,0,b)> es una base de U si

es libre y los dos vectores pertenecen a U.

0 2
0 2
rgj1 0|=2yaque { O‘ =2#0, luego el sistema es libre para todo b.
1 b
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1 00
(0,1,1) eUs A|B =| 2 1|1 | es la matriz ampliada asociada a un sistema compatible.

-1 1|1

Como ‘A|B‘ =0, se tiene que rgA =2 =rgA|B. Por tanto (0,1,1)eU .

1 02
(2, 0, b) eU < A|B =| 2 1|0 | es la matriz ampliada asociada a un sistema compatible.
-1 1jb

Como ‘A|B‘ =b+6, se tiene que

bx-6—>rgA=2=3=rgA/B—S.I.
b=—-6—>rgA=2=rgA/B=n°colA— S.C.D.’

Por tanto (Z,O,b) eUsb=-6.
Entonces el sistema <(O, 1,1),(2, 0,b)> es una base de U para b=—6.

1
~(1.2,-1)=—=(1.2.-1).

iy X (2] 1
k2] e -

1

%(1,2,—1)>%(1,2,—1)=

:(0,1,1)_%%(1,2,_1):(0,1,1)%(1,2,_1):(_%,g,gj.

Z,=X, —<x2 |y1>y1 = (0,1,1)—<(O,1,1)

1 1
“(-1,4 ~(-1,4
(A7) (14T

=L - ———(-14,7).
Y, ||22|| Hé(_1’4’7)H \/1+16+49 \/&( )

36

iv) Para que se verifique que dimV =1y V cU se tiene que cumplir que el vector
de la base de V pertenezca a U. Asi que es suficiente con escribir un subespacio

vectorial de dimension 1 cuya base sea un vector de U. Por ejemplo, (1,2,—1) eU,

luego una opcion es

Y, ={(x,2x,—x),XG]R}.
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11.- (junio 2008-LE) Sean los conjuntos A={(x,y,z)e R * : x+2y+z=0},
B={(x,y,2)e R > : 2x+3y+4z=0} y C={(x,y,2)e R * : x+3y-2z=0}.

a) Prueba que si X,yeA entonces X+yeA.

b) Encuentra una base ortonormal de A.

¢) Encuentra dos base de AnB.

d) Encuentra una base del conjunto de todos los vectores ortogonales a A.

e) Encuentra los valores de a para los cuales (2,1,a)e AnC.

a) A={(xy,2)eR*: x+2y+z =0}
XA X=(X,X%,X% ) X +2X, + X =0 (1)
YyeADY=(Y.Y, Y)Y +2Y,+Y; =0 (2)
Tenemos que demostrar queX+Y = (X + Y, X, + Y, X, + Y;) € A
Para probar que X+Y verifica la ecuacion que caracteriza a los puntos de A es

suficiente comprobar que esta igualdad es cierta: (X1 +VY, ) + 2(X2 +Y, ) +(X3 + y3) =0

Y la igualdad es cierta ya que es el resultado de sumar las igualdades establecidas en (1)
y 2).
b) A= {(xy,2)eR’: x+2y+2=0} = {(x,y,2)e R’ : z=—x-2y} =

={(X, ¥,7x2y), x,ye R } = {x(1,0,-1) +y(0,1,-2), x,ye R }.

Entonces ((1,0,—1), (0,1,—2)) es un sistema generador de A. Como

1 0
rgp 0 1 |=2
-1 2

el sistema es libre y por tanto una base del conjunto A.

Aplicando el teorema de Gram-Schmidt obtendremos una base ortonormal de A.

% _(L0.1)

y = =
Skl V2
1

Z,=%—(X|y,)y,= (0,1,—2)—<(0,1,—2)|$(1,0,—1)>%(1,0,—1)=
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2 1

=(0,1,—2)—\/§\/5( ,—1)=(0,1,-2)—(1,0,-1)=

(L) (cLL-)
E RN

y, = X2_<X2|Y1>y1 _
ol A

(1,0,—1) (—1,1,—1)
Luego, < NG

¢) APB={xeR>: xeA y xeB} ={(x,y,2)e R*: x+2y+z=0, 2x+3y+4z=0}

> es una base ortonormal de A.

Resolvemos el sistema:
X+2y+2=0 1 2 1]0 1 2 110
{2x+3y+4z=0 ” [2 3 4 ‘ 0] ” (0 12 ‘ 0} ”
{x+2y+z:0_) y = 2z
-y+2z=0 X =-2y-2 =-2(22)-2 = -5z
Entonces AnB = {(x,y,2)e R 3x=-5zy= 27} =
={(-52,22,2),ze R} = {z2(-5,2,1),ze R }.
Por tanto dos bases de ANB son por ejemplo: ((=5, 2, 1)) y ((—10, 4, 2)). También es
una base ((5, -2, -1)).
d) Sea S el conjunto de todos los vectores ortogonales a A:
S={(xy,D)eR: {(xy,2): (5,2, 1))=0} = {(xy,2)e R’ : —5x + 2y + z=0} =
={(x,y,20)eR>:2=5x— 2y} ={(X, y, 5X 2y) : X, ye R } =
={x(1,0,5) +y(0, 1, -2), X, ye R }.
Luego una base del conjunto de todos los vectores ortogonales a A puede ser
((1,0,5), (0,1,-2)).
e) Encuentra los valores de a para los cuales (2,1,a)e ANC.
(2,1, eAnC < (2,1,a)eA y (2,1,a)eC.
A={(x,y,2)e R : x+2y+7=0} y C={(x,y,z)e R’ : x+3y—2z=0} entonces,
e (2,1,a)eA < x+2y+z=0. Sustituyendo: 2+2+a=4+a=0<a=—4.
e (2,1,a)eC < x+3y—2z=0. Sustituyendo: 2+3 -2a=5-2a=0<a=>5/2.
Como no se pueden dar los dos valores de a al mismo tiempo, podemos concluir que no

existe ningun valor de a tal que (2,1,a)e ANC.
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12.- (febrero 2007-LADE)
a) Calcula una base del conjunto A={(x,y,2)e R > : ( (x,y,2) | (2,-1,1)) = 0}.
b) Calcula una base del conjunto

B={(X+z+t,2x+y+3z+t,—x+y-2t),X,y,2,teR}.
c) Sea <(1, 2,—1),(1,3,0)> una base de un subespacio vectorial S.

1) Calcula los valores de a para los cuales (1,1,a)eS.
1) Calcula una base ortonormal de S.

111) Calcula un vector (x,y,z)e R * ortogonal a todo punto de S.

iv)  Sea T={(x.0,x),xeR}.;Esta T = S?

a) A:{(x, y,z)e R’ :<(x, y,z)‘(2,—1,1)>:0} :{(x, y,2)eR 1 2x—y+2 :0}

:{(x,y,z)e]Ri3 Ty =2X+ z} ={(x.2x+12,2),x,2e R}

1 0
Sistema generador de A: <(1,2,0),(0,1,1)> .Como rg|2 1|=2,elsistema es libre y
0 1

por tanto una base de A.

b) B :{(x+z+t,2x+ Y432+t -X+y-2t),X, y,z,teR}.

Sistema generador de B: <(1, 2,-1),(0,1,1),(1,3,0),(L1, —2)> . Como

1 0 1 1
rgj 2 1 3 1 |=2,lasbasesdeB son los sistemas formados por dos vectores
-1 1 0 =2

libres de B, por ejemplo
((1.2,-1),(0,1,1)).
¢) i)(1,1,a)eS<(1,1,a) es combinacion lineal de <(1,2,—1),(1,3,0)> &

1 1
< el sistema de ecuaciones cuya matriz ampliada es A| B=|2 3
0

1
1 |esun
-1 a

sistema compatible<> rgA=2 = rgA| Boa=-2.
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i1) Utilizando el método de Gram-Schmidt:

7 7

iii) (x,y,2)e R® es ortogonal a todo punto de S si

<(x, y,2) (1,2,—1)> =0 vy <(x, y,2)

(1,3,0))=0.

Esto es,
{x+2y—z:0
S X=-3y, 7=-Y.
X+3y=0

Por ejemplo, (-3,1,-1).

1 1)1

iv) Una base de T es (1,0,1). Como el sistema | 2 3| 0 |es incompatible, se
-1 01

tiene que (1,0,1) ¢S, yportanto T & S..

13.- (mayo 2007-LADE) Dados los vectores de R® v;=(1,0,1), v,=(2,1,m), v3=
(3,1,1),v4=(2,1,1),conme R,
a) (Existe algin valor de m tal que el sistema (v, V2, V3, V4) sea libre? Razona la
respuesta.
b) Existe algin valor de m tal que el sistema (v;, V,, V3 ) sea libre? Razona la
respuesta.
c¢) Param=0y utilizando algunos de los vectores del sistema (v, V2, V3, V),
encuentra una base de R”.
d) Sea A el subespacio vectorial de R’ cuya base es el sistema (v;, V3 ):

1) Calcula el conjunto A.

ii) Encuentra una base ortonormal de A.
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a) Para ninguno, puesto que en R’ cualquier sistema con mas de tres vectores
necesariamente es ligado.

1 2 3
b) (Vi,Va,Vv3) libre « rgj0 1 1[=3< m=0
1 m 1

c) Las bases de R’ son sistemas formados por tres vectores libres de R, por ejemplo

((1,0.1),(2,1,0),(2,1,1)).

d) 1) Si es el sistema (v, V3 ) es una base de A, los puntos de A son aquellos que
puedan ser expresados como combinacion lineal de (v, V3 ) , es decir:
A={24(1,0,1)+2,(3.L1), 4,4 eR} ={(4 +34, 4,4 +4,), 4,4 e R}
(1,0,1)
2

22:(3,1,1)_<(3,1,1)§(1$1)>(1,\%1) :(3’1’1)_i(1,0,1)_

i1) Utilizando el método de Gram-Schmidt: y, =

14.- (enero 2006-LADE)

a) Calcula los valores de a para los cuales (1,1,0) pertenece al espacio vectorial
generado por el sistema de vectores <(1, 2, 1), (3,1, a)) .
b) Dado S ={(x,y,z)eR3 :3x—y+z=0},

1) Calcula una base de S.

i1) Calcula los valores de a para los cuales ((1,2, —1), (3,1,a)) es una base de S.
¢) Calcula los valores de a para los cuales ((1,2,—1), (3,1,a)) es ortogonal. ;Existe
algun valor de a para el cual ||(1,2, -1)||=|(3,1,2)]| ?
d) Encuentra un vector (x,y,z)e R tal que {(X,y,2), (1,2,—1), (3,1,a)) sea libre para

todoaeR.
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a) (1,1,0) pertenece al espacio vectorial generado por {(1,2, —1), (3,1,a)) si es

combinacion lineal de ambos vectores; para esto, el sistema de ecuaciones cuya matriz

1 3]l
ampliada es A| B=| 2 1|1 | tiene que ser un sistema compatible.
-1 al0

Como rgA=2y ‘A|B‘ =a—2, se tiene que:

a#2, rgA=2+#3=rgA/Y — sistema incompatible <> S.I.
a=2, rgA=2=rgA/Y =n°col.A — sistema compatible determinado <> S.C.D.

Luego (1,1,0) pertenece al espacio vectorial generado por {(1,2, -1), (3,1,a)) < a=2.

b) i) S ={(x,y,z)eR3 :3x—y+z=0}={(x,y,—3x+ y),x,ye]R}.Luego un

1 O
sistema generador de S es <(l,0,—3), (0,1,1)>. Como rg| 0 1 |=2,elsistema
-3 1

<(l,0,—3), (0,1,1)> es libre y por tanto una base de S.

11) La dimension de S es 2, luego el sistema ((1,2, —1), (3,1,a)) es una base de S

st es libre y ambos vectores pertenecen al conjunto S.

1 3
Como rg| 2 1|=2,paratodo a, ((1,2,-1), (3,1,a)) es libre para todo valor de a.
-1 a

(1,2,-1) €S ya que cumple la ecuacién: 3x—y+z=0—>3-2-1=0
(3,1,a) €S si cumple la ecuacion:
3IX—-y+z=0->9-1+a=0a=-8
Luego (3,1,a)eS<a=-8.
Por tanto, el sistema ((1,2, —1), (3,1,a)) es una base de S<>a =-8.

c) El sistema ((1,2,-1), (3,1,a)) es ortogonal si <(1,2,—1)| (3,1,a)> =0.

Como <(1,2,—1)| (3,1, a)> =3+2-a=5-a, se tiene que es ortogonal siy solosi a=5.

(1,2, D[ =vT+4+1=+6,y|[3,1,a)|| = V9 +1+a> =+10+a>,
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y evidentemente no existe ninglin valor de a cumpliendo que Je=+10+a>.
d) El sistema ((X,y,2), (1,2,-1), (3,1,a)) es libre para todo a si

x 1 3 x 1 3
rgiy 2 1(=3<l]y 2 1|#0,paratodo a.
z -1 a z -1 a
0 1 3
Por ejemplo, (X,y,z)= (0,0,1), yaque|0 2 1/=-5#0, paratodo a.
1 -1 a

15.- (junio 2006-LADE) Sean los conjuntos A={(x,y,z)e R® : x-3y+2z=0}, Bun
espacio vectorial generado por ((0,1,1), (1,0,1)) y C={xeR"> : (x| (1,2,1))=2}.

a) (Es C un subespacio vectorial de R *?

b) Calcula una base de A.

c) Calcula una base ortonormal de B.

d) Calcula ANC.

e) Calcula un vector xe R tal que (X, (0,1,1), (1,0,1)) sea una base de R °.

a) C no es un subespacio vectorial ya que <(0,(),O)

(1,2,1)> =0+2, luego ((0,0,0))C

b) A={(x.y.z)eR’:x-3y+22=0} ={(3y-22,y,2),y.z € R} . Luego un sistema

3 -2
generador de A es ((3,1,0),(-2,0,1)). Como rg| 1 0 |=2, el sistema ((3,1,0),(-2,0,1))
0 1
es libre y por tanto una base de A.
0 1
¢) ((0,1,1), (1,0,1)) es un sistema generador de B. Como rg| 1 0 |=2, el sistema
11

((0,1,1), (1,0,1)) es libre y por tanto una base de B.
Para calcular una base ortonormal, aplicando Gram-Schmidt,

x, (L) 1

o)~ E(0,1,1).

Yy, ==
-
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Z, =X, = (X[y, )y, = (L0,1)- <(1,0,1*i2(0,1,1)>L2(0,1,1):(1,0,1)—%(0,1,1):(1,—%,%).
)
(-34)

1 2 11
Luego una base ortonormal de B es { —(0,1,1 ,—(1,——,—) .
<ﬁ( Y5\

N\»—‘ N\»—‘
N\»- l\)\»—‘

y
o IIZzII ‘

j” 53

d) ANC ={(xy,2)e R > : x-3y+22=0, ( x | (1,2,1))=2}=
={(x,y,2)e R*: x-3y+2z=0, x+2y+z=2}

) . ) ) X=3y+2z=0
Luego el conjunto ANC es la solucion del sistema de ecuaciones:
X+2y+z2=2

La solucién de este sistema de ecuaciones es {( 6 _572 ,%, zj ,Z€ R}Z AC.

e) El sistema ((x,,2), (0,1,1), (1,0,1)) es una base de R’ si es un sistema formado por 3

vectores libres R >. Y es libre si

X 0 1 X 0 1
gy 1 0|=3<ly 1 0/=0.
z 1 1 z 1 1
0 0 1
Por ejemplo, (x,y,2)=(0,0,1),yaque|/0 1 0 =-1#0.
I 11
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16.- (febrero 2005-LE)
a) Calcular una base de los siguientes subespacios vectoriales:

i) S={(a-2b,a+b+c,3b+c),ab,ceR}.
i) T = {x eR*:(x|(2,-1.0)) = 0} .
i) U ={(x.y,zt) e R* :x=z+t=0; x+y -t =0.
b) Sabiendo que el sistema {(2,-1,0), (1,2,1)) es una base de un subespacio vectorial V:
1) Calcular una base ortonormal de V.
i1) ¢Para qué valores de a, el sistema ((3,1,1), (1,a,-1)) es una base de V?
iii) Sabiendo que el sistema <(1,1,2,1),(2,3,3,5),(2, La,1),(1, 2,1,b)> es un

sistema generador de un subespacio vectorial W (a,be R), calcular la dimension

de W para los distintos valores de a 'y b.

a) i) S={(a-2b,a+b+c,3b+c),a,b,ceR}=

{a(1,1,0)+b(-2,1,3)+¢(0,1,1)/a,b,c e R}

1 -2 0
Sistema generador de S: <(1,1,0),(-2,1,3),(0,1,1)> y rg|1 1 1|=2 = sistema
0 3 1

ligado. Por tanto una base de S es <(1,1,0),(-2,1,3)> ya que

1 2
rgqpl 1 |=2.
0 3

11) T ={X€R3 :<X‘(2,_1.0)>=O}={X€R3 :2X—y=0}={XER3 Zy:2X}=
{(x,2x,2) / x,z € R} ={x(1,2,0)+2(0,0,1)/x,z € R}
Sistema generador de T: <(1,2,0),(0,0,1)> y ademas

10
rgl2 0|=2
01

Luego <(1,2,0),(0,0,1)> es una base de T.
iii) U ={(x,y,2.t) e R* : x= 2+t =0; X+ y—t=0}
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I 0 -1 110 1 0 -1 110
A\B = - -
I 1.0 -1(0 0O 1 1 =210
X—-2+t=0 X=z-t
— —
y+z-2t=0 y=-z+2t
U={(xy,z,t) € R*: x=z-t,y=-z4+2t,zt € R}= {(z-t, -z+2t,z,t): 2t € R}=
(2(1,-1,1,0)+ t(-1,2,0,1): 2,t eR}
Sistema generador de U: <(1,-1,1,0), (-1,2,0,1)> y ademas

1 -1

rg o2 =2
1 0
0 1

Luego <(1,-1,1,0), (-1,2,0,1)> es una base de U.

b) 1) Como ambos vectores son ortogonales se tiene que una base ortonormal de V es:

(L(2,—1,0), =S (1,2,1))

Vs J6
2 1 3
i1) (3,1,1) € V puestoque -1 2 1/=0y entonces (3,1,1) es combinacion
0 1 1
lineal de los vectores de la base de T.
2 1 1
(l,a,-1) e V=a=-3 (puestoque -1 2 a|=0 < a=-3)

0 1 -1

Para a=-3, ambos vectores pertenecen a V, son linealmente independientes y puesto que

dimV=2 = <((3,1,1), (1,-3,-1)) base de V.

1 2 21 1 2 2 1

I 31 2 0 1 -1 1

1i1) - -
2 3 al 0 -1 a-4 -1
1 510D 0 3 -1 b-1
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1 2 2 1 1 2 2 1

01 -1 1 01 -1 1
%

0 0 a-5 O 0 0 2 b-4

0 0 2 b-4 0 0 a-5 0

Si a= 5 = dim W = 3 para cualquier valor de be R .
Sia#5y b=4 = dim W =3.
Sia#5y b#4 = dim W =4,

17.- (junio 2005-LE)

a) Dado el sistema de vectores <(1, 0,-1),(2,1, 1)> , decir si forman una base de los

siguientes conjuntos (justificar la respuesta):

i) T={(a,—2a,-a),aeR)}.

ii) U :{(x,y,z)eIR3 :x—yzl}.

i) V ={xeR’:(x|v) =0}, siendo v =(1,-3,1).
b) Calcular una base del conjunto

X :{(x,y,z,t)eR4 DX+ y—z:O;x—2y—z+t:O}.

a) Los vectores del sistema <(1, 0,-1),(2,1, 1)> son linealmente independientes ya que

1 2
rgq 0 1(=2
-1 1

)T = {(a, —2a,—a), ac ]R} , Sistema generador de T : <(l,—2,—1)> , por lo que
dimT=1, el sistema de vectores <(1,0,—1),(2,1,1)> no puede ser base de T.
i) U = {(X, y,z)eR’:x—y= 1} , El conjunto U no es un subespacio vectorial.

U es una variedad lineal puesto que es el conjunto de soluciones de un sistema de

ecuaciones no homogéneo. Las variedades lineales no tienen definidas bases.
i) V = {x e R* : (x|v) = 0}, siendo v = (1,-3,1).

Entonces <( X,Y,2)

(1,—3,1)>:O & X-3y+2=0 < x=3y-z
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V= {(X, y,z)eR’:x=3y- Z} ; un sistema generador de V: {(3,1,0),(-1,0,1)) ; como

ninguno de los dos vectores es combinacion lineal del otro, el sistema también es libre y

por tanto es una base de V. Entonces dimV=2

Los vectores del sistema <(1, 0,-1),(2.1, 1)> pertenecen a V ya que

(LO~D)|(1L-3.1))=0y ((2,11)

independientes (demostrado en el apartado a)), y la dimV=2 = <(1,0,—1),(2,1,1)> es

(1, —3,1)> =0. Ademas son linecalmente

base de V.
b) X ={(x,y,z,t)eR4:x= z—y,t=3y}=

={(z-v.¥,2,3y),y.2ze R} ={y(-1,1,0,3)+2(2,0,1,0),y,z e R}
Por tanto un sistema generador de X es ((-1,1,0,3),(1,0,1,0)). Como

-1

1
rglozz
0 1

0

el sistema es libre. Luego una base de X es ((-1,1,0,3),(1,0,1,0)).

18.- (enero 2004-LE) Sea S={(ax-y+az, x+3z, 2x+y+27), x,y,ze R }, ae R.

a) Calcula los valores de a para los cuales dim(S)=2.

b) Calcula los valores de a para los cuales (-3,1,3)€S.

c) Sea{(2,1,-2),(1,0,1)) un sistema generador del subespacio vectorial T. Calcula una
base ortonormal de T.

d) Encuentra S, un subespacio vectorial de R’, tal que dim(S)=2, (1,1,1)¢S y

(1,0,0)¢S. Razona la respuesta.

a) Un sistema generador de S es: <(a,1,2),(—1, 0,1),(a,3,2)>, luego

a -1 a
dimS=2<rg|l 0 3|=2oa=-2.
2 1 2
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b) (-3,1,3)€S si es combinacion lineal de los vectores del sistema generador, es

decir, si el siguiente sistema de ecuaciones es compatible:

a -1 a-3
AB=|1 0 3|1
2 1 23

Paraa#-2,esun S.C.D., yparaa=-2,es S.C.l..Luego es un sistema compatible para
todo valor de a.
c) El sistema <(2,1,-2), (1,0,1)> es una base de T ya que es generador y libre:
2 1
rgl 1 0(=2
-2 1

Utilizando el método de Gram-Schmidt, una base ortonormal es :

1 1
-(2,1,-2),—= (1,0,1) ).
(31275 o)

d) Por ejemplo un subespacio vectorial cuya base sea<(0,1,0) (0, 0,1)> .La

dimension del subespacioes 2y (1,1,1)¢S y (1,0,0)¢S (no son combinacion lineal de

los vectores de la base).

Otro ejemplo: S = {(X, y,2X), Xe ]R} . Este subespacio vectorial tiene dimension
2 (es sencillo comprobar que <(1,0,2), (0,1,0)> es una base de S). Ademas (1,1,1)¢S y

(1,0,0)¢S ya que no son combinacion lineal de los vectores de la base.

19.- (junio 2004-LE) Sea S={(x,y,2)e R’ : y=2x-z}.
a) Calcula una base de S.
b) Responde razonadamente a las siguientes preguntas:
1) ((1,-1,1)eS?
i1) ¢Es ((1,1,1), (3,4,2), (-1,-5,3)) un sistema generador de S ?
i) (Es ((-2,-5,1), (2,0,4)) una base de S ?
c) Sea T={(x,\y,2)eS: z=Y -4x}. Calcula dos puntos de T distintos del (0,0,0).

(Cuadl es la dimension de T?
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a) S={(xy.2)e R*: y=2x-z}={(x,2x-2,2)x, 2 € R}.

10
Luego un sistema generador de S es <(1,2,0),(0,—1,1)> .Como rg|2 —1|=2,el
0 1
sistema anterior es también libre, y por tanto una base de S.
b) 1) (Opcion 1) Los puntos de S son los que cumplen que y = 2X - z; como el punto

(1,-1,1) no cumple esta ecuacion, no pertenece a S.
(Opcion 2) El punto (1,-1,1) pertenece a S siy solo (1,-1,1) es combinacion

lineal de los elementos de la base, esto es, si el sistema de ecuaciones cuya matriz

1 0|1
ampliadaes |2 —1|—-1| escompatible. Como el rango de la matriz de coeficientes de
0 1)1

este sistema es 2 y el de la ampliada es 3, el sistema es incompatible, y por tanto el punto
(1,-1,1) no pertenece a S.

i1) Como dimS =2, todo sistema formado por dos 0 mas vectores de S que
contenga a dos vectores libres es generador de S. Los vectores del sistema ((1,1,1),
(3,4,2), (-1,-5,3)) pertenecen a S ya que los tres cumplen la ecuacion y = 2x - z. Como los
dos primeros son libres, el sistema es generador de S.

ii1) Como dimS=2, todo sistema formado por dos vectores libres de S es una

base de S. Los vectores del sistema ((-2,-5,1), (2,0,4)) pertenecen a S ya que cumplen la

-2 2
ecuaciony =2x-z. Y rg| =5 0 |=2, luego son libres, y por tanto una base de S.
1 4

¢) Un punto (x,y,2)€T si cumple estas dos condiciones: ( X,y,2)eSy que Z=Y - 4x.

Como los puntos de S son los que cumplen que y = 2X — z, se tiene que (X,y,2)eT si es

y=2X-12
Z=Yy—-4x

Resolvemos y tenemos que T= {(X,3X,—X), Xe R} .

solucion del sistema de ecuaciones:

Por ejemplo los puntos (1,3,-1) y (2,6,-2 ) pertenecen a T. La dimT=1 ya que el sistema

<(1,3,-1)> es generador y libre, luego una base de T.
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1.- (febrero 2010-LADE)

2 01
a) Sea funa aplicacion lineal cuya matriz asociada es M ( f ) = ( L1 J

1) Calcular una base y la dimension del conjunto Im( f ) . Demuestra que
Im(f)=R’

ii) ¢Para qué valores de a el vector (1, 0, a) € Ker( f ) ?

iii) Siendo la aplicacion lineal h(x,y)=(x+Y,Y,2X+Y). (Existe algin
(X, ¥) eR* tal que h(x,y)=(0,1,1)?, ;y tal que h(x,y)=(1,1,1)?

En caso afirmativo calculalos.

iv) Calcular la matriz asociadaa foh.;Es f oh lineal e invertible? En caso

afirmativo calcula ( fo h)f1 .

b) Calcular la matriz asociada a la aplicacion lineal g R >R que verifica

9(0,0,2)=(2,4,0), g(1,1,-1)=(1,3,1) y (X,0,—x) € Ker(g) para cualquier x € R

20

a) i)dimlm(f)zRg[l o

j =2 . Una base de Im( f ) es, por ejemplo, el sistema

de vectores <(2,1),(O,1)> . Dado que la base del conjunto Im( f ) esta formada por dos

vectores linealmente independientes de R* entonces Im( f ) =R*.

i) (1,0,a) e Ker(f)< f(1,0,a)=(0,0); f(1,0,a)=(2+a,1+a)=(0,0).
Por lo que llegamos al siguiente sistema,

2+a=0
1+a=0

Que es un sistema de ecuaciones incompatible. Luego no existe ningun valor de a

para el que el vector (1,0,a) e Ker( f).

4
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iii) — Para comprobar si existe (X, y) € R* tal que h(x,y)=(0,1,1), dado que

X+y=0
h(x,y)=(X+V,Y,2X+Y), llegamos al siguiente sistema: y=1
2x+y=1

El sistema es incompatible, por lo tanto no existe ningin (X, Y) € R? tal que

h(x,y)=(0,L1).

— h(x,y)=(1,1,1). Estudiamos el sistema de ecuaciones lineales,

X+y=1
y=1
2x+y=1

Es un sistema compatible determinado, rg (A) =rg (A| B) =2 =n" incognitas.

Si resolvemos el sistema obtenemos que X=0, Y =1 es la solucion del sistema.

owtemomonan-(2 1o 13 )

f ohes una aplicacion lineal ya que es la composicion de dos aplicaciones

lineales, ademas f oh es invertible ya que,

4
M(feh)=|]

3
‘:12—9:37&0.
3

Entonces ( f Oh)_1 (%,y) =(X— y,—X"‘% y)

b) Aplicando las propiedades de las aplicaciones lineales y la definicion del Ker(g)

tenemos,
9(0,0,2)=2g(0,0,1)=(2,4,0) = ¢(0,0,1)=(1,2,0).
g(laoa_l) = g(la 03 0) - g(Oa 091) = 9(1,0,0)—(1, 250) = (05 Oa 0) = g(lsoa 0) = (19230) .
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9(L1,-1)=g(0,1,0)+9g(1,0,-1) = g(0,1,0)+(0,0,0)=(1,3,1) = g(0,1,0)=(1,3,1).

Luego M(9)=

S N =
—_— )

1
2
0

2.- (junio 2010-LADE)

a) Sea la siguiente aplicacion lineal,
f: R > R
(X, Y,2) >(x+2y—2,2x+3y+2,3y-97)

i) (Es funa aplicacion invertible? En caso afirmativo, calcula la aplicacién f -
ii) Calcular (X, Y, Z) eR’ tal que f (X, Y, Z) = (l, 2, 0) . (Existe algun (X, Y, Z) eR’?
tal que f(x,y,2)=(1,10)?
iii) Calcular alguna base de Im(f) y de Ker(f).
iv) Discute para qué valores de ae R, (a,l,l) € Im( f ) y para qué valores
(a,1,1) e Ker(f).
b) Encontrar una aplicacién lineal f :R’—R® tal que f(2,0,0)=(4,2,2)y

f(1,1,0)=(11,0).

a) )f: R » R esinvertiblesiysélosi‘M(f)‘;to.

1 2 -1
IM(f)=2 3 1|=0
0 3 -9
Luego f no es invertible y no existe f'.
i1) — Buscamos (X, Y, Z) e R’ que satisfaga el siguiente sistema de ecuaciones,
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X+2y—z=1
2X+3y+z=2
3y-9z=0

Las soluciones del sistema son:

{(x,y,z)e]R3 | x=1—52,y=3z}= {(1-52,32,2) |2 R}.
Por lo tanto, f (1—52,32,2) =(1,2,0) para cualquier ZeR.

—Si f(x,y,2)= (1,1, 0) entonces (X, y,Z) satisface el siguiente sistema de

ecuaciones,
X+2y-z=1
2X+3y+z=1
3y—9z=0

Este es un sistema incompatible, por lo tanto no existe ningtin (X, Y, Z) eR’ tal

que f(xy,z)=(110).

iii) — Im(f) {f(x,%z)ux,%z)eﬂy}:

{(x+2y-2,2x+3y+2,3y-97)|x,y,zeR} =

={x(12,0)+y(2.3,3)+2z(-1,,-9)| x,y,zeR}

1 2 -1
rgql2 3 1 |=2
0 3 -9

El sistema de vectores ((1,2,0),(2.3,3)) es una base del conjunto Im(f).
— Ker(f)z{(x,y,z)eIR3]f(x,y,z):(OJLO)}=
={(x.y.2) e R’ |x+2y—-2=0; 2x+3y+2=0; 3y-92=0}=
={(x, y,z)eR3|x=—Sz,y=3z}= {(-52,32,2)| ze R} ={z(-5,3,1)| zeR}.

Luego <(—5, 3,1)> es una base de Ker(f).
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v) — (a,l,l) € Im( f ) . Tenemos que ver para qué valores de a el sistema

siguiente es compatible,

X+2y—z=a 1 2 -1 1 2 —-1fa
2x+3y+z=1,A=|2 3 1| (AB)=[2 3 1|1
3y-9z=1 03 -9 03 91

Como el rango de la matriz A es 2, el sistema es compatible si el rango de la

matriz ampliada es 2. Se tiene que:

1 2 a
2 3 1l|=6a-4
0 3 1
Luego (a,l,l)elm(f)<:>6a—4:O<:>a:§
T (a’l’l) € Ker( f) = f(aalal):(o,o,o) . Ademés,

f(a,11)=(a+12a+4,-6)=(0,0,0).

Luego no existe ningtin valor de a tal que (a, 1,1) € Ker( f ) .

b)  Dadoque f esunaaplicacion lineal se tiene,
f(2,0,0)=2f(1,0,0)=(4,2,2); por tanto f(1,0,0)=(2,1,1).
f(1,1,0)=f(1,0,0)+ f (0,1,0)=(2,1,1)+ f (0,1,0)=(11,0); por tanto
f(0,1,0)=(-1,0,—1)

Luego una aplicacion lineal que satisfaga las dos condiciones impuestas podria

ser, por ejemplo, una que tenga como matriz asociada la matriz,

2 -1 1
M(f)=l1 0 1
1 -11
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3.- (enero 2010-LE)
a) Calcular la matriz asociada a la aplicacion lineal h:R> - R’ que verifica
h(l,—l) = (2,1,2) y h(0,2) = (—2,2,2) .

1 23

b) Sea funa aplicacion lineal cuya matriz asociadaes M(f)=| -1 0 1.
1

1) Calcular una base y la dimension del conjunto Ker( f ) .
1) Encontrar los valores de a para los cuales (1,1,a)e Im( f ) .
iii) Sea g (X, y) = (X, Y, X— y) . Calcular ( fo g)(2, 1) y la dimension del conjunto

Im(fog).

a) Para calcular la matriz asociada a la aplicacion lineal h,
h(0,2) =2h(0,1) =(-2,2,2) por tanto h(0,1)=(-1,1,1)

h(1,—1) = 1h(1,0)—1n(0,1) = h(1,0)— (L, 1, 1) = (2,1,2)
= h(1,0)=(2,1,2)+(-L1,1)=(1,2,3).

1 -1
Luego: M(h)=|2 1
3 1
I 2 3)\(x 0
b) 1) Ker(f)= (X,y,Z)€R3/ -1 0 1| y|=|0|;.Resolvemos el sistema,
1 1 1)\z 0
X+2y+3z=0
—X+2=0p;y=-2ZyX=2,
X+y+z=0
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Ker(f)={(xy,2)eR’/y=-22,x=2}={(z,-22,2)/ 2 € R} . Luego ((1,-2,1)) es una

base de Ker( ) y por tanto dimKer( f)=1.

I 2 3)\(x 1
i) Si (L,,a)e Im(f) entonces | =1 O 1|y |=|1 | esun sistema compatible.
1 1 1)\z a

El rango de la matriz de coeficientes es 2. Como,

I 21
-1 0 1j=2a
1 1 a

se tiene que el rango de la matriz ampliada es 2 siy s6losi a=0.

Luego el sistema es compatible sélo cuando a=0.

iii) 9(2,1)=(2,L1), entonces

(fo0)(21)=f(9(21))= 1 (211
2 I 2 3)\2 7
M(f)|1]=[-1 0 1]1|=-1
1 1 1 1){1 4
Por lo tanto, (fog)(2,1)=(7,-14)
4 -1
dimIm(fog)=rgM(fog)=rg|0 1 |=2.
2 0
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4.- (junio 2010-LE)
a) Calcula la matriz asociada a la aplicacion lineal h:R> —R* que verifica,
h(O,—l,O) :(l,—l), h(3,0,0) :(3,6) y h(2,3,1) =(0,0).

1 1 3

b) Sea f una aplicacion lineal cuya matriz asociada es M ( f ) =1 0

1 -1 1
1) ¢Para qué valores de a se cumple que (2, a,—l) € Ker( f )?

ii) Encuentra los valores de a para los cuales

{(xy,0)eR’: f(x,y,2)=(2,8,0)} =.
iii) Siendo ¢ (X, Y, Z) = (X+ Z,X— y) , calcula (g of )(1,—1,0) y la dimension del

conjunto Ker(go f).

a) h(0,-1,0)=-h(0,1,0) =(1,—1) ; por tanto h(0,1,0)=(-11).

h(3,0,0) =3h(1,0,0) = (3,6) ; por tanto h(1,0,0)=(1,2).

h(2,3,1) = 2h(1,0,0) + 3h(0,1,0) + h(0,0,1) = 2(1,2) + 3(~1,1) + h(0,0,1) = (0,0) ; por
tanto, h(0,0,1)=(1,-7).

I -1 1
Luego M(h):(2 | _7)

b) i) (2.a-1)eKer(f) < f(2,8,-1)=(0,0,0)

1 1 3)2 0 2+a-3=0
<1 0 2| aj=0<4:2-2=0
1 -1 1){-1 0 2—-a-1=0
Luego, a=1.

i) {(x,y,2)eR’/ f(X,y,2)=(2,a,0)} = . Tenemos que ver para qué valores el

sistema de ecuaciones siguiente es incompatible,
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11 3)(x) (2 1 1 3 11 312
1 0 2| y|=|al, A=|1 0 2| (AB)=|1 0 2ia
1 -1 1){z) 0O 1 -1 1 1 -1 1,0

Como el rango de la matriz A es 2, el sistema es incompatible si el rango de la
matriz ampliada es 3. Se tiene que,

I 1 2
I 0 aj=-2+2a.
I -1 0

Luego el sistema es incompatible si a #1.

iii) M(ge f)=M(g)M(f).
g(x, y,z):(x+ z,x—y) entonces g(l,0,0) z(l,l), g(O,l,O) =(0,—l) y

g(0,0,1)=(1,0).

1 0 1
Por tanto M(g)z( j

1 -1 0
101113204
M(gof)=M M(f)= 1 0 2|=
e <g><>(110]1 X G

1
2 0 4 2
(gof)(ls_lao):(o 1 IJ _01 :[—lj.

Ker(ge f)={(x,y,2)eR*/(go f)(X,y,2)=(0,0)} =

0 4

2
={(X,y,2)€R3/(
01 1

X
j y :(gj}:{(x,y,z)eR3/2x+4z:O, y+2=0}=
z
={(-2z2,-2,2)/2e R} ={z(-2,-1,1)/ ze R}.

Base de Ker(go f):((-2,-11)). dimKer(go f)=1.

Otra forma de calcular la dimension de Ker ( gof ) :
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2 0 4
imK of)=3- M(gof))=3- =3-2=1.
dimKer(go f) rg( (g )) rg[0 | J

5.- (enero 2009-LADE)

a) Calcular M (g) sabiendo que @ ‘R* >R’ esuna aplicacion lineal que verifica las

condiciones:
al) (1,-2) e Ker(g). a2) 9(0,1)=(1,-1,2)
-2 -1 a
b) Seaf unaaplicacion lineal tal que M(f)=| @ 0 2| aeR;
4 1 0

i) Calcular los valores de a y b para que se cumpla que f no es un isomorfismo y
que f(1,b,0)= (0, —2,2) )
ii) Para a=2, calcular una base y la dimension del conjunto Ker(f).
ii1) Para a=-2, calcular una base y la dimension del conjunto Im( f )
iv) Calcular los valores de a para se cumpla
{(x, y,z)eR’: f(xy,2) =(1,1,0)} =0,

v) Calcular ( fo g)(2, —4).

a) (1,-2)eKer(g)< g(1,-2)=(0,0,0)

9(1,-2) = g(1,0)-2g(0,1) = 9(1,0)—(2,-2,4) = (0,0,0) luego g(1,0)=(2,-2,4).

2 1
M(@)=|-2 -1].
4 2
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-2 -1 a
b) 1i)fnoesunisomorfismo <>|a 0 2/=0<a’-4=0<a=2o0a=-2
4 1 0
-2 -1 ajfl -2-b
f(Lb,0O)={ a 0 2|b|=| a
4 1 O0O)MO 4+b

f(1,b,0)=(0,-2,2) &b=-2,a=-2

Por tanto, la respuesta es para b=-2,a=-2.

-2 -1 2)\(X 0
i) Ker(f)=4(x,y,z)eR’/[ 2 0 2| y|=|0
4 1 O0)\z 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones,
—2X—-y+2z=0
2X+2z=0 se obtiene que Yy =4z, X=-2Z.
4x+y=0

Luego Ker(f):{(x, y,2)eR’/y=4z,x :—22} ={(-22,42,7),2¢R}

Una base de Ker(f) es ((-2,4,1)) y dimKer(f)=1.

i1i1) Un sistema generador de Im( f ) , dado que conocemos M ( f ) , €S

<(—2, —2,4),(—1,0,1),(—2,2,0)>
Como el rango de este sistema de vectores es 2, una base por ejemplo es

((-2.-2,4),(-1,0,1)) y dimIm(f)=2

-2 -1 a\(x 1
iv) {(xy.2)eR’: T (xy,2)=(LL0)}=@<=|a 0 2[y|=|1] esun
4 1 O0)\z 0

sistema incompatible.

1¥ caso si a#2 ya#-—2 entonces [gA=3=rgA/B vy el sistema es compatible
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2° caso si a=2 entonces r'JA=2=rgA/B vy el sistema es compatible

3% caso si a=-2 entonces rgA=2#3=rgA/B vy el sistema es incompatible

Respuesta: a=-2.

2
v (fog)2,—4)=M(f og)(4

-2 -1
=la O
4 1

2
=M(f>M(g)(_4j=

S O O
Il
S O O

por a)

Otra forma: ( f o g)(2,—4) = f (g(2.-4))=f(2(9(1,-2))) = £(0,0,0)=(0,0,0)

6.- (junio 2009-LADE) Sea f : R’ — R’ la siguiente aplicacién lineal,

f(x,y,z)=(ax+by+zy+cz,2x),a,b,ceR.

a) Calcula los valores de a, b y ¢ para que f sea un isomorfismo.

b) Calcula los valores de a, b y € para los cuales se verifican simultaneamente las dos

condiciones siguientes (O,l,l) € Ker( f ) y f (1,1,1) = (O, 0,2).

¢) Paraa=0,b=1c=1,

i) Calcula una base ortonormal del conjunto Im( f )y otra de Ker( f ) .

ii) Calcula el conjunto {(X, Y, Z) eR’: f (X, Y, Z) = (3,3, 2)} .

iii) Calcula los valores de d para que {(X, y,2)eR*: f(x,y,2)= (l,d,l)} =0.

d) Sea g:R’—>R’® definida por @ (X, Y, Z) = (X+ z, y) . Calcula los valoresde a, by c

para los que (g of )(1,1,1) =(3,1).
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a b 1

a) fisomorﬁsmosiysélosi‘M(f)‘;to<:> 0 I c[=2bc-2#0 luego
2 00

b-cxlyaeR.
b) (O,l,l)eKer(f) & f(0,1,1)=(b+1,l+c,0)=(0,0,0), b=c=-1y aeR.
Si f(l,l,l):(0,0,Z) como f(l,l,l)=(a+b+l,1+c,2) deducimos, teniendo en

cuenta lo anterior (b =c=-1), que entonces a=0.

¢) Seana=0,b=1,c=1

)— Im(f)={(y+zy+22X)/xy,zeR]

Luego <(1, 1,0),(1, 1,0),(0, 0,2)> es un sistema generador y <(1, 1,0),(0, 0,2)> es
una base. Puesto que es un sistema ortogonal, <(%,%,0),(O, 0, 1)> es una base

ortonormal de Im( f ) i

— Ker(f)z{(x, y,2)eR’ :(y+z,y+z,2x)=(0,0,0)} =

+z2=0 >
y x=0

y+z=0 {y:—z
2x=0

Ker(f)={(0,y,—y)/yeR} = ((0,1,-1)) Base de Ker(f) =

<[O,%,—%)> Base ortonormal de Ker ( f).

ii) {(X y.z)eR’: f(x, y,2)=(3,3,2)}={(x, y.z)eR’:(y+z,y+ z,2x):(3,3,2)};

y+z=3 _3_y
y+2=3; {y;_l ;{(1,3-2,2),ze R} ={(1,3,0)+(0,-2,2),z € R}
2x=2 -

iii){(x, y,z)eR’: f (X, y,z):(l,d,l)} =
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:«ny;)eR%(y+Ly+zgxy:UJLU}:Q

y+z=1
y+z=d
2x=1

El anterior sistema tiene que ser un sistema incompatible, luegod #1.

d) (go f)(LLY)=g(f(LL1))=g(a+b+1L1+c,2)=(a+b+3,1+c)=(31).

Entonces a+b=0y c=0.

7.- (febrero 2009-LE) Sea la aplicacion lineal f(X,Y,z)=(x+2y,x+3z,y-2).

a) Encuentra el conjunto de puntos (X, Y, Z) eR’ cuya imagen es f (X, Y, Z) =(3,4,5).
(Es un subespacio vectorial? ;Es una variedad lineal?

. . . O -1
b) (Es f un isomorfismo? En caso afirmativo encuentra la aplicacion inversa .

¢) Encuentra una base de Im( f ) . ¢Se cumple Im( f ) cR’*? ;Se cumple

R3clm(f)?

D{(xy.2) R/ f(x,y,2)=(3,45)} ={(x.,2) e R*/(x+2y,x+32,y - 7) =(3,4,5)|
Resolviendo el sistema compatible y determinado, obtenemos que s6lo existe un
punto(—29,l6,1 1) cuya imagen es (3, 4, 5) .
Este conjunto no es un subespacio vectorial, pero si es una variedad lineal de

dimension 0 (trasladado del subespacio vectorial {(O, 0,0)} ).

b) El determinante de la matriz asociada es:

120
IM(f)=[t 0 3|=-1=0,
01 -1

55




Aplicaciones lineales

Luego es un isomorfismo.

1

12 0Y (3 2 -6
M(f")=(M(f)) =1 0 3| =[-1 1 3
01 1) -1 1 2

Por lo tanto, f7'(X,Y,2)=(3X-2y—6Z,—X+Yy+3Z,—X+Yy+22).

o) Im(f)={(x+2y,x+3z2,y-2)/xy,zeR}

Se cumple siempre que Im( f ) es un subespacio vectorial con dimension
dim(lm(f))=rgM(f)=3, luego Im(f)=R3.

<(l, 0,0),(0,1,0),(0,0, 1)> es un sistema generador y como el rango del sistema es

tres es una base. Otra base es por ejemplo, <(1, 1,0),(2,0,1),(0,3, —1)>.

8.- (junio 2009-LE) Sea f :R® — R’ una aplicacion lineal, siendo
f(2,0,0)=(2,0,-2), f(0,1,0)=(-1,1,-1), f(0,0,1)=(0,1,-2)
a) Encuentra M (f).
b) Encuentra el conjunto de puntos (X, Y,z) € R’ cuya imagen es:
f(xy,2)=(0,1,-2)

¢) Encuentra {(X,Y,2)eR’/ f(x,y,2)=(0,0,0)}. ;Cual es su dimension?

a) fesaplicacion lineal,
f(2,0,0)=2f(1,0,0)=(2,0,—2) = f(1,0,0)=(1,0,~1).

Por tanto, la matriz a asociada a f es:

1 -1 0
M(f)=| 0 1 1
-1 -1 -2
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b) {(XVY,2)eR’/f(X,Yy,2)=(0,1,-2)}

1 -1 0)(x 0 X=y=0
X =
0 1 1 (yl=|1|=>qy+z=1 :>{ ly
z=1-
-1 -1 2)\z -2 —X—-y-272=-2 y

Se tiene entonces
{(xY,2)eR/ f(x,y,2)=(0,1,-2)} ={(X,y,2) eR*/x=y, z=1-y} =
={(Y.y,1-y)eR’/yeR} ={(0,0,1)} +{(y,y,~y)eR*/y e R}

¢) {(xVy,2)eR’/f(xY,2)=(0,0,0)}

I -1 0)(x 0 X=y=0
0 1 1 |y|=|0|=y+2=0 =>X=y=-17,
-1 -1 2){z 0 —X—-y—-2z=0

Entonces

{(x,y,2)eR*/ f(X,y,2)=(0,0,0)} ={(X,y,2) e R’ /x=y=—-2} =
={(Y,Y,-Y)/yeR}={y(L,L,-1)/yeR}.

Una base de este subespacio vectorial es <(l,l, —1)> , por tanto, su dimension es 1.

9.- (enero 2008-LADE) Sea f :R’ >R’ tal que f (X, Y, Z) = (ax, by +z,cy+ Z) donde
a,b,celR

a) Para a=0, b=1, c=1 calcula una base ortonormal de Im( f ) y otra de Ker( f ) )
b) Calcula los valores de @, b, ¢ para los cuales(l,l,l) € Ker( f )

¢) Calcula los valores de @, b, C para los cuales dim Im( f ) =2.

d) Sea g:R’ >R’ definida por @ (X, Y, Z) = (X+ Y, X+ Z) . Calcula los valores de

a, b, ¢ para los que se verifique que (go f)(0,1,1)=(2,0).
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0 0
a) M(f)=l0 1
0 1

—_— = O

— dimlm(f)=rgM (f) luego dimIm( f)=1y una base de |m(f):<(0,1,1)>.

Entonces una base ortonormal de Im / / )>
' <( 27/

— Ker(f)={(x.y.2)eR’/y+2=0} ={(X, y.-y).X.y € R}
Luego una base de Ker(f): <(l, 0,0),(0,1,—1)> y dimKer ( f)=2. Como el

anterior sistema de vectores es ortogonal, una base ortonormal de Ker( f ) es:

(000 (0.} 5= Y5}

b (LL1)eKer(f)e f(1,L1)=(0,0,0), f(LL1)=(ab+lc+1)

Luego tienen que ser a=0, b=-1, c=-1

¢) dimlm(f)=2 < rgM(f)=

=a(b-c)
1 caso:si a=0yb=c dimim(f)=2.
2°caso:sia=0yb=c dimlm(f)=1.
3%caso:siaz0yb=c dimlm(f):Z.
4°caso: si a=0yb=c dimlm(f)=3.

Luego la respuesta correcta es para a=0yb#Cjuntocon a=0yb=c

d) (gof)(0.L1)=g(f(0,,1))=g(0,b+Lc+1)=(b+1Lc+1)=(2,0)

<b=1, c=-1 ycualquier aeR.
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10.- (junio 2008-LADE) Sea f una aplicacion lineal cuya matriz asociada es:

1 1 1
M(f)z 2 1 a |, donde aeR,
1 2

a) ¢Para qué valores de ay b se verifica que (b,3,1) € Ker( f ) ?

b) (Para qué valores de a se verifica que dimKer( f ) =1?

c¢) Para a=35 calcular una base del conjunto Im( f ) .

d) Para a=1 calcular el conjunto {(X, y,z)eR*: f(x,y,2)= (3,5,0)} .

e) Sea g:R’ >R definida por g (X, Y, Z) =X—Y+3z. Calcular para a=1

(g0f)(2,0,1).

1 1 1)\b 0 b+4 0
a) (b3 1)eKer(f)=|2 1 a|3|=|0|<|2b+3+a|=|0].
1 2 2/\1 0 b+4 0

Y esta igualdad es cierta siy solosi b=—4ya=35.
b) dimKer(f)=n°colM(f)-rgM(f)=3-rgM(f).

Luego dimKer(f)=1 < rgM(f)=2.

I 1
Como ‘M(f)‘:S—a, y 5 1‘z—l;d'&(),setieneque rgM(f):2<:>a=5.

c) Elsistema <(1,2,1),(1,1,2),(1,5,—2)> es generador del conjunto Im( f ) Ademas,

1 1 1
rgM(f)=rg|2 1 5 |=2
1 2 2

Luego la dimension del conjunto imagen es 2, y algunas bases son, por ejemplo,

<(1,2,1),(1,1,2)>, <(1,2,1),(1,5,—2)> <(1,5,—2),(1,1,2)>
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d) {(X, Y, Z) eR: f (X, Y, Z) = (3,5, 0)} coincide con la solucion del sistema,

11 1)(x) (3) [x=2
21 1 |y|=|5|={y=0.
1 2 2)\z) \o z=1

{(x, y,z)eR’: f(x, y,z)=(3,5,0)} =(2,0,1).

2 11 1)(2
e) (gof)(20)=M(g)M(f)]0|=(1 -1 3)|2 1 1 |0]|=
1 12 21

2
=(2 6 —6)0|=-2
1

Otra forma de resolverlo: (g of )(2,0,1) = g( f (2,0,1)) =g (3,5,0) =-2.

11.- (junio 2008-LE) Sean las aplicaciones lineales,
f(X,y,2)=(2x+y-2,Xx=2,2x-y-32) y 9(X,¥,2) =(2X+y—2,X—7,2X—Y).

a) Calcula los valores de a para los cuales (2, a,l) € Im( f )

b) Calcula una base del conjunto Ker( f ) .

c) ¢Se verifica que Ker(f)c Im(f)?

d) (Esginvertible? En caso afirmativo, calcula la aplicacion ¢ .

e) Calcula el conjunto de los Vectores(x, Y, Z) tales que (g of )(X, Y, Z) = (1,1,1).

2X+y—z=2
a) (2,al)elm(f) < X—Z=a_ es un sistema compatible.
2X-y-37=1

Resolviendo por Gauss,
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2 1 -1]2 2 1 -1 2 2 1 -1 2
1 0 -1ja|—>|0 2 =2 -1 |—»>|0 2 2 -1
2 -1 311 0 -1 -1]2a-2 0 0 0 |4a-3

Do , 3
Si el sistema que representa es compatible entonces a = Ik

Luego (2,a,1)elm(f) < a:%'

b) Ker(f):{(x,y,z)eR3/f(x,y,z):(O,O,O)} -

:«&yg)eR?K2x+y—Lx—zﬂx—y—3ﬂ:{Q0ﬁ»
Resolviendo el sistema,

2Xx+y-2=0
X—2=0
2x-y—-3z=0

Obtenemos, X =12, Y =—2. Por tanto,
Ker ( f):{(x, y,z)eR’/x= z,y=—z} ={(z,-2,2)/zeR}={z(1,-1,1)/ 2R}

Una base de Ker( f ) es, por ejemplo: <(1,—1,l)>

¢) Ker(f)cIm(f) < (L-L1)elm(f).

2X+y—-z=1
(1,-1,1)e Im(f) = X—Z=-1¢ es un sistema compatible.
2x—-y-3z=1

Pero rgA=2< rgA| B =3 luego el sistema anterior es incompatible y por tanto

Ker( f ) no esta contenido en Im( f ) .

2 1 -1
d) ‘M (g)\ =|1 0 -1=-3#0, por tanto g es invertible.
2 -1 0

Haciendo célculos obtenemos que:

61



Aplicaciones lineales

. -1 1 -1
-1 —_
M =—|-2 2 1
(M(9)) =3 ,
-1 4 -1
Luego,
-1 1 -1)\(x —X+y—-2
-1 -2 2 1]y =%1 —2X+2y+12
-1 4 -1)\z —X+4y-1z

De donde obtenemos que:

g™ (x, Y,z)=?(—x+ y—2,-2X+2y+2,~X+4y—12)

2 1 -1)2 1 1) (33 0
&) M(gef)=M(g)M(f)=|1 0 —-1f1 0 -1|=|0 2 2]
2 -1 0o)\2 -1 -3) (32 -1

Luego los vectores (X, Y, Z) tales que (g of )(X, A Z) = (1,1,1) seran las soluciones

del siguiente sistema de ecuaciones,

33 0)(x) (1
02 2|yl=1]
32 -1)lz) U

Pero el sistema anterior es un sistema incompatible (FgA=2 # rgA| B=3) por

tanto no existe ningin (X, Y, Z) tal que (g of )(X, Y, Z) = (1, l,l) )
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12.- (febrero 2007-LADE)
a) Calcula la matriz asociada a la aplicacion lineal h:IR*> - R’ que verifica:

h(2,-1)=(331) vy h(2,0)=(2,4,2).

1
b) Sea f una aplicacion lineal cuya matriz asociada es M ( f ) =| 2
-1

—_— = O
S W =

i) Calcula una base y la dimensién del conjunto Ker ().

ii) Encuentra los valores de a para los cuales (1,1,a) e Ker(f).

iii) Encuentra los valores de @ para los cuales (1,1,a) e Im( f).

iv) Calcula el conjunto {(X,y.2)e R’/ f(x,y,z)=(11-2)}.

v) Siendo g(X,y)=(X-Y,X+Y,Y), calcula ( f ©g)(2,1) y la dimensién del

conjunto Im( fo g) .

a) h(2,0)=2h(1,0)=(2,4,2) por tanto h(1,0)=(1,2,1)

h(2,~1) =2h(1,0)~h(0,1) = 2(1,2,1)~h(0,1) = (3,3,1) por tanto h(0,1)=(~1,1,1).

I -1

Luego M(h)=[2 1

1 1
I 0 1)x 0
b) i) Ker(f)=4(x.y,z)eR’/| 2 1 3| y|=|0
-1 1 0)\z 0

Resolviendo por Gauss,

1 0 1|0 1 0 1j0 1 0 1|0
2 1 310|—=|0 1 1|0|—>|0 1 1|0].
-1 1 0]0 0 1 1|0 0 0 010

63




Aplicaciones lineales

Luego Ker(f)={(-z,-z2),z€R}.

Base de Ker(f): <(—1,—1,1)>, dimKer (f)=1.

i) (LLa)eKer(f) < f(1,1,a)=(0,0,0).

I 0 1)1 I+a
2 1 3| 1|=3+3a].
-1 1 0)la 0
Luego (LL,a)eKer(f)<a=-1
I 0 T)(x 1
i) (LLa)elm(f) < | 2 1 3|l y|=| 1] esun sistema compatible.
-1 1 0)\z a

Y ese sistema es compatible cuando a=-2.

W) {(0y.2) B/ T (9.2) =(11,-2)} =
:{(x,y,z)eRS/x+z=1, 2X+y+3z=1, —x+y:_2}
Luego y=-1-2, X=1-z.

{(x, y,z) e R’/ f(x, y,z):(l,l,—z)} ={(1-2,-1-2,2)/zeR}

1 0 1)1 =1) (1 0
WM(feg)=M(f)M(g)=|2 1 3|1 1]|=3 2
11 0)lo 1) o 2
1oy, (2
(fog)(21)—>|3 2 (J: 8 > (fog)(2,1)=(2.8,2).
0 2 2

dimim(feg)=rg|3 2|=2.
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13.- (mayo 2007-LADE) Sea f : R’ — R’ una aplicacion lineal tal que

1 1 a
M(f)=|-2 0 3|
11 -1

a) Calcula los valores de a para que f sea un isomorfismo.

b) Calcula los valores de a y b para que {(X, Y, Z) eRY/f (X, Y, z) :(l,b,2)} =,

(2.-3.4)} .

c) Para a=1, calcula el conjunto {(X, y,z)eR*/ f(x,y,2)
d) Paraa=2,calcula (fof)(1,-12).

e) Para a=-1, calcula una base de Im(f) y otra de Ker(f).

a) f esunisomorfismo < ‘M(f)‘¢0<:>a¢—1

I 1 a)x 1
b) {(x,y,z)eR3/f(x,y,z):(l,b,z)}:@ <elsistema|—2 0 3 ||y |=|b]es
1 1 -1){z 2

incompatible < rgA=rgAB < rgA=2yrgA[B=3 (dado que rgA>2) <

a=-1 ybeR

9) {(X, y,z)eR*/ f(xy,2)=(2, —3,4)} es el conjunto formado por las soluciones del

sistema,
X+y+z=2 Xx=0
—2X+32=-3;=>1 y=3
X+y—z=4 z=-1

{(x, y,2) R’/ f(x, y,z):(2,—3,4)}={(O,3,—1)}.

d M(fef)=M(f)M(f)=|2 0 3|20 3|=|1 1 -7
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Y (fof)(1,-1,2)=(4,-14,10).

e) Ker( f ) coincide con las soluciones del sistema de ecuaciones siguiente,

X+y—-2=0
—2X+32=0¢.
X+y-z=0

Luego Ker(f)= {(—3y, Y, —2y)} y una base de Ker(f): <(—3,1, —2)>.
Por otra parte Im( f)={(x+y—2z,-2x+3z,x+y-12),X,y,zeR}.
Un sistema generador de Im( f ): <(l,—2,1),(1, 0,1),(—1,3,—1)> y algunas bases

son por ejemplo: ((1,-2,1),(1,0,1)), ((L-2.1).(-13,-1)), ((-13,-1),(10,1)).

14.- (enero 2006-LADE) Sea f (X, Y, Z) = (X+ Y, X+2y+2z,ax+ y—Zz) es una
aplicacion lineal.

a) Encuentra los valores de a para los cuales (2,-2,1) e Ker(f).

b) Encuentra los valores de a para los cuales (2,1,1)e Im(f).

c) Encuentra los valores de @ para los cuales f(2,-1,1)=(1,2,3).

d) Encuentra los valores de @ para los cuales Ker (f)={(0,0,0)}.

¢) Para a=2,calculael conjunto {(X,y,2) e R/ f(x.y,z)=(1,4,-1)}

f) Para a=2, calcula una base de Im(fof).

a) (2,-2,1)eKer(f)e f(2,-2,1)=(0,0,2a—4)=(0,0,0).

Luego (2,-2,1)eKer(f) < a=2.
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X+y=2
b) (2,l,l)elm(f) < X+2y+2z=1¢es un sistema compatible.
ax+y-2z=1

Clasificando el sistema anterior se tiene que:

a#2, rgA=3=rgA/Y =n°col.A sistema compatible y determinado
a=2, rgJA=2#3=rgA/Y sistema incompatible

Luego (2,1,1)6 Im(f) & ax2.

c) Como f (2,—1,1):(1,2,281—3) se tiene que f(2,—1,1):(1,2,3) s a=3.

I 1T 0)(x 0
d) Ker(f)= {(O, 0,0)} < |1 2 2| y|=|0] esunsistema compatible
a1l 2)\z 0

determinado (<:> dimKer(f)= O) )

Clasificando el sistema anterior se tiene que:

a=2, rgA=3=n°col.A sistema compatible y determinado

a=2, rgA=2 sistema compatible e indeterminado

Luego Ker(f)={(0,0,0)} < a=2.

e) {(X, y,z)eR*/ f(x,y,2)=(L4, —1)} es la solucion del siguiente sistema de

ecuaciones,
I 1T 0}\x 1
I 2 2|yl|=4
2 1 2)\z -1

Resolviendo obtenemos que y=3-2z, X=2z2-2.

Asi que, {(x y,z)eR*/ f(x, y,z):(1,4,—1)}:{(22—2,3—22,2), ZGR}:.
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1 1 0 I 1T 0 3
M(fof)=M(f)M(f)=|1 2 2 [{1 2 2|=|7 7
21 2){2 1 =2 -1 2 6
2 3 2
Como rg| 7 7 0|=2,la dimensién del conjunto Im(fof)=2,yuna
-1 2 6

algunas bases son, por ejemplo, los sistemas <(2,7,—1), (3,7,2)>, <(2, 7,-1),(2,0, 6)>,

((2.0,6),(3,7,2)).

15.-

(junio 2006-LADE) Sea f una aplicacion lineal cuya matriz asociada es

00 a 0
M(f)=|4 3 =2 0.
100 b

(Para qué valores de a,beRes f un isomorfismo?
(Para qué valores de a,beR se verifica que f (—l, 0,1,1) = (O, b,O) ?
(Para qué valores de a,b € R se verifica que (1,0, 2,1) S Ker( f ) ?

¢Para qué valores de a,b e R se cumple que dimKer ( f )=dimIm( f)?

Para a=1yb=1, calcula el conjunto {(X, y,z,t)eR*/ f(xy,2,t)= (1,5,2)} .

b)

Para ninguno, ya que f :R* — R’ y la matriz asociada no es cuadrada.

f (—1,0,1,1) =(a,—6,—1+b) , ya que

-1
00 a 0 a ) (0 a=0 a=0
f(-L0L)=|4 3 2 0] '|=| =6 |=|b|e) 6=b 1b=—6
1o o b | -1+b) lo) [-1+b=0 [b=1
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Luego se tiene que para todo valor de @, b f(-1,0,1,1)#(0,b,0).

La respuesta es: para ningun valor de a'y de b.

o) (1,0,2,1)eKer(f)e f(1,0,2,1)=(0,0,0). Como f(1,0,2,1)=(2a,0,1+b),ya

que
1
a 0 2a
0
3 20| 1= 0|,
0 0 b) 7] lI+b

Se tiene que (1,0,2,1)6 Ker(f) o a=0yb=-1.

d) dimKer(f)=n°colM(f)-rgM(f)=4-rgM(f)y dimim(f)=rgM(f),
se tiene que:
dimKer ( f)=dimIm(f) < rgM(f)=2.
Calculando el rango de M (f) obtenemos ,

a =0, para todo b, rgM(f)=3
a=0, paratodob, rgM (f)=2

Luego dimKer ( f )=dimIm(f) < a=0, paratodo b.

e) {(X, y,z,t)eR*/ f(xy,z,t)=(1, 5,2)} es la solucion del siguiente sistema de

ecuaciones,

—~ N < X

4t -1
Resolviendo: Z=1, sz, X=2-t.

Asi que, {(X, Y, Z,t)eR4/ f (X, y,Z,t)=(l,5,2)}—{(2—t,%,1,tj,t ER}.
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16.- (febrero 2005-LE)
a) Sea f una aplicacion lineal tal que f(1,2)= f(2,1)=(3,-3). Calcular f(X,Y).

b) Sea g una aplicacion lineal tal que

1 0
M(g)=|2 1 3
0 1

1) Calcula el conjunto Ker(g) , una base del mismo y su dimension.

i1) Calcula una base del conjunto Im( g) . Encuentra un vector que no pertenezca
al conjunto Im(g) .

ii1) ;Para qué valores de ae R se cumple que no existe ningiin (X, Y, Z) eR’ tal
que 9(x,y,2)=(a,0,2)?

iv) Encuentra una aplicacion lineal h: R> — R? tal que (h oQ ) (1, 1 0) = (3, 1) )

a) Como f(1,2)=f(1,0)+2f(0,1)=(3,-3) y f(2,1)=2f(1,0)+ (0,1)=(3,-3)
= £(1,00=(1,-1) yf(0,))=(1,~1)

Entonces,
1 1
M(f)= oo f(xy)=(X+y,—x-y)
I 1 0)x
b) i) Ker(f)=1(xy.z)eR/|2 1 3| y|=|0
0 1 1I)\z 0
=7
Resolviendo el sistema, { .
y=—¢

Ker(g):{(x,y, JeR /x=12 y_—} {(z-2.2),2€R]}
Sistema generador de Ker < >

Base de Ker(g): ((1,-11)) dimKer(g)=1
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ii) Im(g)={(x+y,2x+y+3z,y+2)/x,y,2eR} =

{x(1,-2,0)+y(1,1,1)+2(0,3,1)/x,y,zeR}

Sistema generador de Im(g): ((1.—2,0),(1,11),(0,3,1))

Bases Im(g), algunos ejemplos:

((1,-2,0),(LL1)), ((1,-2.0).(0,3,1)),((1,1.1),(0,3,1)) = dimIm(g)=2
Respecto a algln vector que no pertenezca a Im(g), por ejemplo:

(0,0,1) & Im(g)

I 1T 0)x a
iii) (%, ¥,2)eR/| 2 1 3|y |=|0|-=D = el sistema debe ser
0 1 1)z 2

incompatible. rgA =2, luego el sistema es incompatible si y s6lo si rgA| B=3.

1 1 Ola 1 1 0Ola 1 1 0 a
-2 1 30[—>|0 3 32a|—>|0 1 1| 2 |=sia#3 elsistemaes
0O 1 12 01 1|2 0 0 02a-6

incompatible.

Si a#3 no existe ningan (X, Y,z) € R’ tal que g(X,Y,z)=(a,0,2).

I 1 0)(1 2
iv) (hog)(1,1,0)=(3,1) = M (h)| - A VIR B
) (a0 = M) 2 13 1= ([ = M|\

Otra forma: (hog)(l,l,O):h(g(l,l,O)) dado que g(1,1,0)=(2,—1,1) entonces,
(hog)(l,l,O):h(2,—1,1):(3,1)

Un ejemplo de una aplicacion h que satisfaga lo anterior:

M(h):((l) X D;h(x,y,z)=(x+z,z);yaque h(2,-1,1)=(3,1)
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17.-

(junio 2005-LE) Sean las aplicaciones lineales:

f(Xayaz):(y+zax_y+zax+2’z) y g(xa yaz):(zx_y+zay_3z)'

a) ¢Son las aplicaciones f y g isomorfismos?
b) Calcula (go f)(1,0,—1).
¢) Calcula una base del conjunto Ker(g).
d) ((1,-2)eIm(g)?
e) Calcula la dimensién de los subespacios vectoriales Ker(f) e Im(f).
f) (Para qué valores de ac R se cumple que (8,1,1)eIm(f)?
0 1 1
a) M(f)=|1 -1 1|.Dadoque|M(f)=0,f noesun isomorfismo.
1 0 2
La aplicacién g no es un isomorfismo puesto que g: R’ - R>.
b) (gof)(L0,~1)=g(f(L0,-1))=g(-10,-1)=(-3,3)
<) Ker(g):{(x,y,z)eR3/g(x,y,z)=(0,0)}:
:{(x,y,z)eR3/2x—y+z=0,y—3z=0}={(x,y,z)e]R3/x:z,y:3z}=
={z(1,3,1)/ 2R}
Base de Ker(g): ((13,1)).
d) (L,—2)elIm(g) siexiste (X, ¥,z)eR’/g(x,y,2)=(1-2);
9(xy,2)=2x-y+z,y-32)=(1,-2)
1
Resolviendo el sistema obtenemos { 2.
y=-24+3z
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El sistema es compatible e indeterminado ( g ( A) =rg (A| B) =2 <n° de incdgnitas) por lo tanto

(1,-2)eIm(g).
0 1 1

e) rgM(f)=rg|1 -1 1|=2;entonces,
1 0 2

dimKer(f)=3-rgM(f)=1y dimim(f)=rgM(f)=2.

f) Tenemos que estudiar para qué valores de a € R, existe algun (X, Y, Z) eR’ tal

que f(xy,2)=(y+z,x-y+2z,x-2z)=(a,L1)

Es decir, cudndo el sistema resultante es compatible.

0 1 1 0 1 1/|a
rqfl -1 1 |=rgjl -1 1 |1 | a=0
1 0 -2 1 0 2|2

18.- (enero 2004-LE) Sean las aplicaciones lineales

f(xy)=(ax—y,x+3y,bx), g(x,y)=(3x.2x+y), a,beR.

a) Calcula los valores de ay b para los cuales f (1,1) = (1, 4,3).

b) Calcula los valores de ay b para los cuales la dimension del ntcleo es 1, es decir,
dimKer (f)=1.

c) Calcula los valores de ay b para los cuales (1, 0,0) € Im( f ) )

d) Calcula los valores de ay b para los cuales no existe ningun (X, y) e R tal que
f(x,y)=(0,0,1).

e) Para a=0yb=1,calcula (fog)(L-1)y {(x,y)eRz/(f og)(x,y):(—1,3,0)}.
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a) f(L1)=(a-14,b). Luego f(L1)=(143)<=a=2yb=3.

a -1 0
X
b) Ker(f)z{(x,y)eRZ:f(x,y)=(0,0,0)}.Esdecir: 1 3 (jz 0
b o )M Lo
a -1
Entonces, dimKer(f)=2—rg 1 3
b 0
a -1
Luego dimKer(f)=1<rg|1 3 |=1.
b 0
Yel rgM(f)=1<:>a—_?lyb=O
AsiquedimKer(f):1<:>a=_?1yb=O.
a -1 1
X
) (1,0,0)elm(f)=|1 3 ( j= 0| es un sistema compatible
b 0 0

Para b#0 yaeR,el sistema es incompatible.

-1
Para b=0ya=# 3 el sistema compatible y determinado.

Para b=0ya= 3 el sistema es incompatible.

Luego (1,0,0)e Im(f)<b=0 ya;t_?l.

a -1 N 0
d) No existira ningan (x,y)e]R2 tal que f(X, y):(0,0,l) s |13 y =0 |es
b 0

un sistema incompatible.
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-1

Para a # 3 ybeR, el sistema es incompatible.
-1 . . .

Para a= 3 yb#0, el sistema compatible y determinado.
-1 ) . .

Para a= ? yb =0, el sistema es incompatible.

-1 -1
Luego a;t? ybeR, o a:? yb=0.

s oy [
e) M(fog)=M(f)-M(g)= (2 J: 9 3
1 300

2 1

(fog)(L-1)=| 9 3 CJZ 6

3 0
Luego ( fo g)(l,—l) =(-1,6,3).
{(X, y) eR*/(fo g)(X, y) = (—1,3,0)} es la solucion del sistema de ecuaciones

cuya matriz ampliada es:

-2 -1-1
9 3|3
3 00

La solucion de este sistema es: X=0, y=1.

Luego {(X, y)eR*/(fog)(x.y)=(~13.0)}={(0.1)}
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19.- (junio 2004-LE)

a) Sea f una aplicacion lineal tal que M ( f ) = a,beR.

2

S O D
—_— e O
NN W

i) Calcula los valores de ay b para los cuales f esun isomorfismo.

i1) Calcula los valores de ay b para los cuales no existe ningun (X, Y, Z) eR’ tal
que f(xy,z)=(113)
iii) Para @=0 y b=5, calcula una base de Im( f) y una base de Ker(f).
iv) Dada una aplicacion lineal g tal que ¢ (1,3) = (l, 4, 6) yg (2,1) = (2,3,2) ,
calcula M (g) Y para a=0y b=5, calcula (f o g)(1,3) .
b) Encuentra, razonando la respuesta, una aplicacion lineal f :R* — R’ tal que

f(1,1)=(2,3) y f no sea un isomorfismo.

a) 1) Una aplicacion lineal es un isomorfismo si y so6lo si es biyectiva, esto es, si y s6lo

si ‘M(f)‘;to. En este caso,

M(f)=2a-a’=a(2-a).

Luego ‘M(f)‘¢0<:>a¢2ya;t0,beR.

ii) No existira ninglin (X, Y, Z) eR’ tal que f (X, Y, Z) = (1, 1,3) =

a b 3)x) (1
< elsistema |0 1 a|l y|=|1]|esincompatible.
0 1 2){z 3

Si a#2ya#0,beR, el sistema es compatible y determinado.
Si a=2,beR, el sistema es incompatible.

Si a=0yb#-2, el sistema es incompatible.

Si a=0yb=-2, el sistema es compatible e indeterminado.

Luego a=2,beR, 6 a=0yb=-2,
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0 5 3
iii) — Se verifica que dimIm(f)=rgM(f)=rg|0 1 0|=2
01 2
Una base de Im(f) es <(5,1,1), (3,0,2)>.
0 5 3)\x 0
— Ker(f)=9(x,y,z)eR*/|0 1 0| y|=|0|r=
01 2)\z 0
Sy+3z=0
=4(x,y,2)eR’/ y=0 ={(x,0,0),xe R}
y+2z=0

Una base de Ker( f ) es: <(l, 0,0)>.

iv) 9(1,3)=9(1,0)+39(0,1) =(1,4,6) y 9(2,1)=29(1,0)+g(0,1)=(2,3,2)

Resolviendo, se obtiene:

1 0
9(1,0)=(1,1,0) y g(0,1) = (0,1,2). Luego M(g)=| 1 1.
0 2
0 5 31 O 5 11
M(fog)=M(f)-M(g)=|0 1 0|1 1|=|1 1
O1 210 2 1 5
5 11 . 38
Como |1l 1 (3J= 4 ,setieneque(fog)(1,3)=(38,4,16).
1 5 16

b) Como f(1,1)= f(1,0)+ f(0,1), vale cualquier aplicacion lineal cumpliendo que

f(1,0)+ f(0,1)=(2,3) y tal que M ( f)|=0.

20
Por ejemplo f(1,0)=(2,3) y f(0,1)=(0,0), en cuyo caso M(f)=(3 OJ y

f(X,y)=(2x,3x).
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20.- (febrero 2001-LADE) Dadas las aplicaciones lincales
f(xy)=(x+y.2x=y) y 9(X,y,2)=(x+2,y-12),
a) Calcula las matrices M (fog), M(fog)y M(fof™).
b) Calcula los siguientes conjuntos:
{(xy.2)eR/g(x.y.2)=(LD} y {(x.y)eR*/f(xy)=(LD}.
¢) Sean los conjuntos,
A={(xYy.2)eR’/g(x.y.2)=(1,2)}, B={(x.y.2) eR*/g(x,Y.2) =(a.b)}

Dar unos valores de a y b para los cuales AN B = y otros para los cuales

ANB=J.

2) M(f)=[; _IJ,M(Q)=[(1) (1) _IJ’M(f_l):(M(f))_IZ%[; _IJ

I 1T O
M(f<>g)=M<f)-M(g)=(2 s 3)

0 4 11 1 0
M(f~eg)=M(f )~M(g)=§(2 1 J

e ea (10
M(fof)y=M(f)-M(f )_|2_[O J.

b) —{(x,y,z)eR3/g(x,y,z)=(l,1)}:{(x,y,z)eRS/(x+z,y—z):(l,1)}
X+Z:1} luego X=1-2, y=1+z2
y—-z=1
Por lo que {(x,y,z)eR3/g(x,y,z)=(l,1)} ={(1-z,2+1,z),2€R}
—{(xy)eR/f(xy)=(LD}={(x.y)eR*/x+y=1, 2x-y =1}

2 1
Luego X=—, =—
goX=3. Y73
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Aplicaciones lineales

21
Por lo que {(X, y) eR*/f (X, y) a, 1)} {(3 3]}
De otra forma, puesto que f es una aplicacion invertible,

{(xy)eR*/f(xy)=(1,)}= (L)
()5l AL = ren-5)

c) A= {x, z)eR’/g(x,Y.2) (1,2)}={(x,y,z)e]R3/x+z=1,y—z=2}

(

{(1-2,2+2,2)/ 2R}
B={(x.y.2)eR’/g(x.y.2)=(@b)| ={(x.y.z) eR’ /x+2=a,y—z=h]
={(a-z,b+2,2)/zeR]

AmB:{(x,y,z)eR3/x+z:1,y—z:2, X+7z=a, y—z=b}

AN B # . Estos sistemas son compatibles solo para a=1 y b=2.

ANB={. Incompatibles para a=1 o b#=2.
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Seccion 5. Integracion

1.- (febrero 2010-LADE)

a) Clasifica la siguiente integral I para los diferentes valores de aeR.
\/ Xx—a’

b) Calcula el valor de la integral I para a=-1 ypara a=2.
\/ x—a’

a) Para cualquier a, fijo, f (X) =i/x—a’, esta definida y es continua para todo X.
Pero f //— es continua para todo X, salvo en el punto x = a’, donde no esta
x—a’

definida al anularse el denominador. En este caso la funcion no es acotada en torno al
2 J 2 .7

punto X =a“, pues para valores de X muy proximos a a- los valores de la funcion se

hacen tan grandes como se quiera, al acercarse a cero el denominador. Por lo tanto,

* si —1<a’<1,lafuncidn no estd acotada en el intervalo [—1, l] , que es acotado.

Como —1<a’ <1 siysolosi —1<a<l, para estos valores de a la integral es
una integral impropia de 2* especie.
* Para los demas valores, cuando a<—1 6 1< a , la funcion es continua en

[—1, 1] , luego la integral es propia.

b) Para a=-1, la integral es impropia de 2? especie, teniendo como punto singular
X =1, donde la funcion es no acotada. Por ello,
r 2 2

2 2 2
3(r-1)° 3(-2)° 328 3

2

3(x—1)? _

J.,/x (-1)? Hl'l.\/x lr;r 2 ‘1=}ij}1 2 2 2 2%

Para a =2, la integral es propia. Se tiene:

! 2 2
_|30-4)° 3(-1-4)°|_3 3§_S§
2 2 2

2

3(x—4)°

I\/x 22_‘[3/X—4= 2
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Integracion

2.- (mayo 2010-LADE )

a) Clasifica (sin calcular) la siguiente integral para los distintos valores de a >0
I X T dx

(% -1)

b) Calcula el valor de la integral anterior para a = 12 y para a=2.

a) La funcion f(x)= % es continua en R salvoen X=—-1 yen X=1, donde

(*-1)
no esta definida al anularse el denominador. En torno a estos puntos la funcion no esta
acotada, pues para valores de X muy proximos a 1 y a -1, los valores de la funcion se

hacen tan grandes como se quiera al acercarse a 0 el denominador. El intervalo de

integracion es acotado. Por tanto:

* si 0<a<l,lafuncién f(x)= ﬁ es continua y estd acotada en [-a,a] y
X" -1

la integral es una integral propia.

: . X .
* sil1<a,lafuncion f(x)=——— escontinuaen [—a, a] salvo en
(1)
x=-11le [—a, a] , ¥ no esta acotada. Podremos descomponer la integral en suma

de integrales impropias de 2° especie.

b) - Para a= 1 R f (X) = % es una funcion continua en el intervalo [—l,l} ,
(x*-1) 2’2

acotado. Por tanto la integral es propia:

N | —

1
X 1
IER A
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-Para a=2, f (X) = - €s continua en [—2, 2] salvoen X=-1 yen

(x*-1)
X =1, donde no esta definida al anularse el denominador, y no esta acotada.

Podemos descomponer la integral como suma de integrales de 2* especie de la

siguiente manera (el punto 0 es opcional y se puede escoger cualquier punto

entre [-1,1]):

2 0 1
d _d X4 d dx =
ey I (x 1) X+I1(x2_1)3 e ”I (x _1) '
r 0 r 2
m_ :[(xz)il)S dX+lim__ . Jr‘(xz)il)S dx+lim__ }[(xzilf dx+lim__ . !ﬁdx
Calculamos el primero de los limites:
lim j X _dx=lim | ——— |=tim U S -

(k1) Ay T a(r 1) 4-1y

Luego la integral es divergente.
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3.- (enero 2009-LADE)
X
3[1 _ XZ

X

3[1_X2

0
a) Clasifica la integral I dx para los distintos valores de a<0.

dx para los distintos valores de b > 0.

b
b) Clasifica la integral I
0

b

9) Calcula los valores de @y b (a <b)para los que la integral _[ X

3 1_X2

dx es

propia.

X

3[1_X2

1
d) Calcula la integral I dx.
-1

a) Puesto que ¥1-X> =0<> x=1,x=—1, la funcién f (x)= es continua

3 1 _ X2
en R salvo en los puntos X =1y X =—1. En torno a estos puntos la funcion no esta
acotada. Ademas:

le%[a,O],yaque a<o0.
x=-le[a,0]<=a<-I.

X
3[1_X2

es impropia de 2° especie si a<—1,y es propiasi —1<a<0.

dx , puesto que el intervalo de integracion [a, 0] es acotado,

0
Luego la integral I

b) En este caso:

x=—1¢[0,b], yaque b>0.
x=1e[0,b]=b>1.

X
3[1_X2

es impropia de 2* especie si b>1, y es una integral propia si 0 <b<T1.

dx, puesto que el intervalo de integracion [0, b] es acotado,

b
Luego la integral I
0
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c) En esta situacion,

x=-le[a,b]<>a<-lyb>-1,yaquea<b.

x=le[a,b]<a<lyb>1,yaquea<b.

De manera similar a los casos anteriores, la integral es propia si

* b<-1,yaque a<b.
* a>1,yaque a<b.
* -l<a<b<l.

1

d) '[13/le2

continua en [—1,1] salvo en los puntos x =1,Xx =—1 y no esta acotada).

dx es impropia de 2* especie (como se ha comentado, la funcion es

I X dx:_?lj.—2x(1—x2)%dx:— =

3[1_X2

= lim + lim =
y—>-1* y—I1~
y 0
3 31y 3Y1-yt) 3
= lim - |(+lm| —————|=0
y->-1'| 4 4 y—l 4 4
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4.- (junio 2009-LADE)

1
a) Clasifica la integral I
0

dx
(x-1)°

para los distintos valores de aeR .

5 g2 +2X ;0 x<—1
b) Clasifica y calcula la integral I f(x)dx, siendo f(x)=< 3x ; —-1<x<1.
” 1 . o x>1
a) El intervalo de integracion [O, l] es acotado.
Si a>0 la funcién f(x)= % 1)a es continua en el intervalo de
integracion salvo en el punto X=1¢€ [0,1] , en torno al que no esta
acotada. Por tanto la integral es impropia de 2% especie.
Si a<0 la funcién es continua y, por tanto, acotada en el intervalo [O,l] ,
por lo que es una integral propia.
-1 1 2 1
b) f(xX)dx = j o2 2Xdx + j 3xdx + J. de , €s una integral impropia de 1* especie:
—o -1 1 X

-1
I e?*2Xdx es una integral impropia de 1* especie, por tratarse de la

integral de una funcidn continua y acotada sobre recinto no acotado.

1 2 1

J.3XdX, J. 4—dX son las dos integrales propias ya que se trata de integrar
X

LTk

funciones continuas en recintos acotados.

a—>—w0

;[:ez*“dx +:l[13xdx + J?%dx = lim Iez*“dx +j'l3xdx + J?%dx =

lim

a—>—w© 2

2

3
S S I T Loud2t-a 1 a0kia
RS 3 2 3

1
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Integracion

5.- (enero 2008-LADE)

a) Completa los huecos para que IDD ﬁ dx sea una integral:
X—1
1) Propia.
i) Impropia de primera especie.

iil)  Impropia de segunda especie.
1v) Impropia combinada de primera y segunda especie.

2

b) Clasifica, para los distintos valores de a € R, la integral _[ ( )
HiX—a

5,y calcula el

valor de la integral para a=1.

C) Clasifica y calcula j. ﬁ
2| X" =5

a) La funcion f (X) = ~ es continua en R salvo en X =1, donde no esta

(x=1)

definida al anularse el denominador. En torno a este punto la funcién no esta acotada.

Por tanto:
1) la integral es propia si se integra la funcion en un recinto acotado que no
. 1
contenga el valor x=1, por ejemplo I —— dx.
(x-1)
i1) la integral es impropia de 1? especie si se integra la funcion en un recinto no

. +o0 1
acotado que no contenga el valor x=1, por ejemplo_[ x——l)z dx.

1ii) la integral es impropia de 2? especie si se integra la funcidon en un recinto

. [2]
acotado que contenga el valor x=1, por ejemplo I @ﬂ _ dx.
X

(x-1)°
1v) la integral es impropia combinada de 1? y de 2% especie si se integra la

funcién en un recinto no acotado que contenga el valor x=1, por

. o]
ejemplo J W dx
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es continuaen R salvoen x=a,

b) En este caso, la funcion f (x)= -

(x-a)
donde no esté definida al anularse el denominador. En torno a este punto la funcién no

esta acotada. Por tanto
* si a<—2 6 a>2,laintegral es propia.

* si —2<a<?2 laintegral es impropia de 2% especie.
Si hacemos a=1 se tiene:

T dx L dx T dx
= + dx =
o Yom o Yo

t 2
. dx . dx
=lim_ - I—x 1)2 +1lim, . }[—(X—l)2

1.[ ox lim ——t =lim —;+L = —0
S(x-1p T (=, L (- 3

2
Luego J‘ 5 es divergente.

X

Puesto que x> —5=0< Xx=+5¢ [—2,2], la funcion f (x) :ﬁ es
x> -5

c)

continua y estd acotada en [—2, 2], que es un intervalo acotado. Por tanto es una integral

propia.
Tx 17 2x 2 -2 1 -1
l[z(xz_s)z dx:E_.[z(Xz_s)2 dx=—_22x(x2_5) dX=—§(x2—5) 72:0
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6.- (junio 2008-LADE)
4

Ix+2a

6
a) Clasifica y calcula I dx para a=-3.
0

6
4
b) Clasifica dx para los distintos valores de aeR .
! Ux+2a P
1
¢) Clasifica y calcula I3xe1_xzdx :
0
¢ 4
a) La integral dx es impropia de 2% especie puesto que la funcion es
!ﬁx—6

continua salvo en el punto X=06, y no estd acotada en el recinto de integracion, el

intervalo acotado [0, 6] )

6 4 y 4 y *yd 3 277y
———0x=lim | ——=dx=1i 4(x—6) P dx=1im4—(x-6)3 | =
!%X—6 Hn!%x—6 im | 4(x-6) e 2( )}

y—6~ y~>670 y—6~ 0
y
= 1lim 63 —62} =i (63 —62—6336)=—6336.
lim63/(x=6)" | =lim| 63/(y—6)" ~63/36 |63
b) Puesto que x+2a=0 siy sélosi X=-2a y, ademas, —2ae[0, 6],siy solo si

ae [—3, O], entonces la funcion f (X) = %/m es continua en R salvo en el punto

X =-2a, y no esta acotada. Luego:
* siae [—3,0] es una integral impropia de 2% especie.
* siag [—3, 0] es una integral propia (funcion continua y acotada en intervalo de

integracion acotado).

. _x2 . .
c) La funcion f (X) =3xe!™ es continua en el intervalo [O, 1], acotado. Por
tanto esta integral es propia. Ademas:

1 1 1
I&@Pﬁdx:—gj—bekﬂdx::§€“{]::§&+§e1:——+—e.
0 2 0 2 0 2 2 2 2
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X

2+e si X<a

7.- (febrero 2007-LADE) Sea f(x)=1 1 ) (aeR)
- S1 X>a
Ux
a+2
a)  Clasifica I f (x)dx (la integral de f en [a, a+ 2]) paratodo aeR.
b) Paraa=0, clasifica y calcula las siguientes integrales:

1

i) if(x)dx; ii) jf(x)dx.

-1

a+2 a+2

a)  Eneste caso, I f(x)dx = I % El recinto de integracion [a, a+ 2] es acotado.

: 2 Ix
La funcion f(X) es continua salvo en X =0, y no estd acotada. Ademas 0 [a, a+ 2]

siysolosi a<0<a+2,esdecir, 2<a<0. Por tanto

* la integral es impropia de 2? especie siy s6lo si —2<a<0;
* en otro caso, es decir, cuando a<—-2 6 a>0, es una integral propia.
b) i) La funcion f (x)= (2 +e ) , es una funcién continua y est acotada en el

intervalo de integracion [—1, 0] , que es acotado. Luego la integral es propia.

}1f(x)dx:.(il(2+ex)dx:2x+exjo1 :0+e°—(—2+e“):1+2—e‘l :3—é.

1 0 1
ii) J-l f (x)dx 2.[(2 + ex)dx +£%dx , €s una integral impropia de 2*

especie (integral de una funcién continua salvo en el punto X=0, y no acotada, en un

intervalo acotado).

1 0 1

J‘ f(X)dx='[(2+ex)dx+£%dx=3—é+!%dx.

-1 -1

| W

1 ! 237 1
jidx=1imjidx:hmx =lim§3x2} =1imi(1_ayz)=
2 ey x o e 2/3] 0 v 2 )

1
Luego I f(X)dX=3—l+%:%_l
€ e

-1
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3 ;si x<0,
8.- (mayo 2007-LADE) Sea la funcion f(xX)=4 1

Vi

;s x>0,

a) Clasifica y calcula las integrales I f(x)dx y I f(x)dx.

—00

b) Calcula, utilizando el método de integracion por partes, la integral I XIn xdx .
1
0 0
a) I f(x)dx = j 3e”*dx . Es una integral impropia de 1* especie: la funcion es

continua y esta acotada, y el intervalo de integracion es no acotado.

p 0
I3e2xdx= lim '[3ezxdx_ lim > } = lim {3 2 2a:| 3

a—>—o a0 ) a—>—o| 2

_Iw f (x)dx = J. 3e”*dx + i% dx + J.% dx . Es una integral impropia
combinada:

* la primera y la tercera integrales son impropias de 1* especie puesto que, en
ambos casos, la funcion de integracion es continua y acotada y el recinto de integracion
es no acotado.

* la segunda es una integral impropia de 2? especie puesto que la funcion es

continua salvo en X = 0, y no estéd acotada, y el intervalo de integracion esta acotado.

b

}3e2*dx+dex+Tde:é+ lim j‘deHlmJ‘ =—+ lim 3(4x)%}1 +1lim 3(4x)%}
J S ax ! 3ax 2 a0 ax b r 2 a0 8 . b8

1

La integral es divergente puesto que el ultimo limite no existe.

b) Definiendo u=Inx y dv = xdx , tenemos

1 X ,
du =—dx V= e Sustituyendo:
X

2

2 2 2
lenxdx :X—lnx—JX—ldx :X—Inx—X—+C , de donde
2 2 X 2 4

T e e 1 e 1
jxlnxdx —1nX—— = 4= 4
2 4 2 4 4 4 4

1
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1
9.- (enero 2006-LADE) Sea f (x)=1{(x—2)’ con ackR.

2x

3
a) Para a=l1, clasifica la integral I f(x)dx.
0
3
b) ;Para qué valores de a>0 es I f (x)dx una integral impropia?
0

3
c) Para a=3 calcula, si es posible, J. f(x)dx.
0

3 1 3
a) Para a=1 se tiene que J‘f(x)dx=j;dx+J‘e“dx.
0 1

0 (X - 2)2
Luego es una integral propia porque cada una de estas dos integrales es propia: el

intervalo de integracion esta acotado y las funciones son continuas y estan acotadas en

el intervalo de integracion.

3

b) J. f (x)dx es una integral impropia de 2% especie siempre que a =2, ya que en
0

este caso el punto X =2 pertenece al intervalo de integracion y la funcion,

f (X) =1 , N0 es continua en X =2 y no esta acotada en torno a ese punto.
(x-2)

c) Para a =3 la integral es impropia de 2% especie:

if(x)dx;;dx:j 1 dx+j ! dx =
0

£(><—2)2 2 (x=2)" S (x=2)
Lo 3 1 P 1 T
lim [———dx+ lim [——dx =lim———| + lim———| =
yggl’ 0 (X _2)2 X+ ylar?* Y (X _2)2 X VLHZI’ (X—2)}0 " ygg (X —2):|

M e ol G M

Luego no existe la integral, es divergente.
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10.- (junio 2006-LADE) Clasifica y calcula las siguientes integrales:

a) j X’ —1

Ix—1

b)j2

c) T4e‘2xdx .
0

4
a)  Lafuncion f(x)=5x> (X3 - 1) es una funcion continua en el intervalo [0,1]

1
acotado, por tanto la integral I 5x° (X3 —1)4 dx es una integral propia.

3 1) :
jSXz(X3—1)4dX=§j.3X2(X3—l)4dxzu :0—_—1:1.
0 0

3 3 3

b) Lafuncion f (X) = es una funcion continua en el intervalo [O,l] acotado,
Ix-1

dx es una

salvo en el punto X=1.Y no esta acotada. Por tanto la integral J

2
o AUx—1

integral impropia de 2% especie.

'! %dx - gﬂ%dx
= lim 33/(x—1)’ lj = 1im(3.3/(y—1)2 —(—3)) =(0-(-3))=3.

y—l y—l

c) I4e‘2xdx es una integral impropia de 1* especie ya que la funcion f (x)=4e™
0

es continua y acotada, y el intervalo de integracion [O,oo) no esta acotado.
I4e“dx i [ 4e*dx = lim—2e > || =lim(-2¢ —(=2))=2.

y%w y— y—x
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11.- (febrero 2001-LADE) Clasifica y calcula, si es posible, las siguientes integrales:

a) }

b) dx
ey
¢ 2x . . ., :
a) j N dx es una integral propia puesto que la funcion es continua y el
1 VX +

intervalo de integracion est4 acotado. Es una integral inmediata:

j 2X dx:jz (x +1)/dx—“ X +1 \/7 F

4/5 4/5 4/5

1

3

b

,w(x—z)s

dx es una integral impropia combinada de 1* y 2* especie ya que el

intervalo de integracion no esta acotado y la funcidon no es continua en X=2 y no esta

acotada.

:hm[(o_z)*‘_(a_z)4J+hm{(b_z)“_(o_z)“}hm((s 2)* (c-2) Jz
a—>—o — — b—2~ —4 — 2t — —4

Como las dos ultimas integrales son divergentes, la integral propuesta es divergente.
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12.- (junio 2001-LADE)

1
a) Calcula Ix(l— X)5 dx
0

b) i) Clasifica las siguientes integrales para cada valor de aeR :
1 ©
'[ X dx J. x#dx
0 1

ii) Calcula, si es posible, las integrales anteriores para a =2 .

ii1) Calcula, si es posible, las integrales anteriores para a =—2 .

a) Es una integral propia inmediata:

jX(l—x)de=_x'(l_X)6|l+j(l_x)6dx=0+Lx)71:i
q 6 | 1 6 6-7 42

0 0

1
b) 1) I x*dx , es una integral propia para a > 0. Para a<0, es impropia de 2* especie
0

ya que la funcién es continua salvo en X=0 y no esta acotada.
o0
J. x2dx , es siempre impropia de 1* especie ya que el intervalo de integraciéon
1

(1,0) no esta acotado. (Nota: el punto X=0 no esta en el intervalo de integracion asi

que nunca es impropia de 2 especie).

1i)_[ xdx=2| =1 =1
0 0 3
® y X3 y y3
J x*dx = 1imj X*dX = lim—| = lim— —— = o, divergente.
| y—oy yoo 3 yoo 33
1 1 ! 1 1
iii) I X2dX = lim I XdX = lim —| =-1+ lim — = o, divergente
0 y»O*y y—>0t — y—0" Y
@ y X! y
[x7?dx = 1im [ X?dx = lim = =lim—~+1=
| yoo y—o0 -1 | y—o y

94




Seccion 6. Diagonalizacion

N OO

1 1
1.- (enero 2010-LE) Sea A=|2 0
1 1

a) (Es diagonalizable la matriz A? En caso afirmativo, calcula las matrices P y D tales
que P'AP=D.

b) (Existe algun valor de a para el que (3, -6, a) sea un vector propio de la matriz A?

a) Primero calculamos los valores propios, que corresponden a las raices del

polinomio caracteristico:

-2 1 0
pA=|A-All=| 2 -2 0 [=Q2-D[-A1-1)-2]=2-)2-)(1+1).
1 1 2-1

Luego los valores propios son A =2 (doble) y A=-1 (simple).

*  Como A=-1 essimple se tiene que dimS(—1)=1.
*  Ahora calculamos dim$(2):

-1 1

Entonces, dimS(2) =n°col(A-21)-rg(A-21)=3-2=1= mult(2) y por

tanto A no es diagonalizable.

b) (3, -6, a) es un vector propio de A si:

1 1 03 3 -3=341
2 0 0 —6|=A]|-6|,es decir, 6=-61=>A=-l,a=1.
1 1 2)\a a -3+2a=al

Por tanto (3, -6, 1) es un vector propio asociado al valor propio A =-1.
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1 0 a
2.- (junio 2010-LE) Seala matriz A={3 3 -3].
1 0 2

a) Para a=2, ;es diagonalizable la matriz A? En caso afirmativo, calcula la matriz
diagonal D semejante a A.

b) (Existe algiin valor de a para el que 4 sea un valor propio de la matriz A?

a) El polinomio caracteristico de la matriz A cuando a=2 es:
1-2 0 2
p(A) :|A—M | =3 3-4 B|=01-HB-1)2-1)-2C3-1)=
1 0 2-4
=B-)((1-2)2-2)-2)=3-A)(A*-31)=AB-1)(A-3).
Los valores propios de A, es decir, las raices del polinomio caracteristico son
A=0y A =3 (doble). Como son reales, solo tenemos que la dimension del subespacio

espectral asociado a 4 =3 coincide con su multiplicidad.

20 2
dimS(3)=3-rg(A-31)=3-rg| 3 0 -3|=3-1=2.
1 0 -1

Luego A es diagonalizable y una matriz diagonal semejante a A es:

300
D=0 3 0
0 00

b) Si A=4 esun valor propio de la matriz A, entonces es una raiz del polinomio

caracteristico:

-4 0 a
|A-4l|=| 3 3-4 -3|=—6+a
10 2-4

Luego A =4 es un valor propio de la matriz A si a=6.
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1 0 3
3.- (febrero 2009-LE) Sea la matriz A=|{3 -2 a|, dondeaeR.
3 0 1

a) Encuentra los valores de a para los cuales -2 es un valor propio de A y halla su
subespacio espectral asociado.

b) Calcula los valores de a para los cuales (1,5,—1) es un vector propio del valor
propio 4.

c) Para a=3, ;jes A diagonalizable?

a) Calculamos las raices del polinomio caracteristico para la matriz A:
1-2 0 3
A-2l|=| 3 -2-2 a |=(2-A1-21)-9]=0, {
3 0 1-2

4 =-2 (doble)
A=4

Por tanto, 4 =-2 es valor propio de la matriz A para todo a. El subespacio

espectral S(—2) son las soluciones del sistema:

3
3
3

oS O O
N < X
Il
oS O O

3
a
3

* Para a=3, S(-2)={(X.¥.—X)/ X,y e R}
* Para a#3, S(-2)={(

(0.y.0)/y e R}

b) Si (1,5,—1) es un vector propio asociado al valor propio 4 =4 se cumple que:

1 0 3)\1 1
Ax=Ax=|3 -2 a|| 5 |=4| 5 |, sistema incompatible cualquiera que sea a.
30 1){-1 -1

c¢) Si a=3 los valores propios de Ason A =-2 (doble)y A=4. dimS(4)=

3 03
dim S(-2) =3 —-rango(A+2l)=3-rango|3 0 3|=2.
303

Por tanto, para a =3 la matriz A diagonalizable
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4.- (junio 2009-LE) Sea A=

D NN O
oS = O
S N D

a) (Para qué valores de a es A diagonalizable?

b) Para a=0, calcula una matriz diagonal semejante a A.

a) Hallamos las raices del polinomio caracteristico:

-1 0 a
A-Zl]=]2 1-2 2|=2*(1-1)-a*(1-A)=(1-A)[1*-a’]=
a 0 -1
A=1.
=(1-A)A+a)(l-a)=0={i=a.
A =-—a.

Se tiene: si a=0 valores propios 1 y 0 (doble).
si a=1 valores propios 1 (doble) y -1.
si a=—1 valores propios 1 (doble) y -1.
En cualquier otro caso (a= 0, a1, a#—1), se obtienen 3 raices reales distintas
por tanto A es diagonalizable.

* a=0, la dimension del subespacio espectral S(1) es 1. Calculamos la dimension

del subespacio espectral S(0),

0 00
dimS(0)=3-rg(A-01)=3-1rg|2 1 2|=2
0 00

Luego coincide con la multiplicidad del valor propio, por tanto A es diagonalizable.

-1 0 1
x* a=1,dimS(-1)=1y dimS(1)=3-rg(A-1)=3-rg| 2 0 2 |=1
1 0 -1

Por tanto, A no es diagonalizable.
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-1 0 -1
¥ a=-1,dimS(-1)=1y dimS(1)=3-rg(A-1)=3-1rg| 2 0 2 |=2
-1 0 -1
Por tanto, A es diagonalizable.
En resumen, A es diagonalizable para a#1
b) Si a=0, por el apartado anterior, una matriz diagonal semejante a ella es:
1 00
D=0 0 O
0 00
0 1 1)(0 0 0)0 1 1
Ademas D=P'AP=|1 -2 0|2 1 2|1 -2 0 |dondeP eslamatrizde
0 0 -1){0 0 0){O 0 -1

paso, formada por las vectores de la base de los subespacios espectrales S(1) y S(0).

2 2 6
5.- (junio 2008-LE) Sealamatriz A=|0 a 4-a|eM,,acR.
0 a -a

a)  Calcula los valores de a para los cuales A es diagonalizable.
b) Para a=4, ;es A diagonalizable? En caso afirmativo, encuentra todas las

matrices diagonales semejantes a A.

a) Calculamos las raices del polinomio caracteristico:
2-4 2 6
A-Al]=| 0 a-2 4-a|=(2-4)[(a-2)(-a-4)-a(4-a)]=(2-2)[ 4" —4a]
0 a -a-A
A=2
o1 A=4a=2/a
A=—J4a=-2a
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* Sia<0: A=2a y A= —2+/a no son valores reales. En consequencia A no es

diagonalizable.

* Sia=0: 1=0 (doble)y A =2 (simple). Luego A es diagonalizable si y so6lo si

dimS(0)=2.
2 -2 6
dimS(0)=3-rg(A-01)=3-rg|0 0 4|=3-2=1.
0O 0 O

Por tanto A no es diagonalizable
* Sia=1: A=2 (doble)y 4 =-2 (simple). Luego A es diagonalizable si y s6lo
si dimS(0)=2dim S(2).

2-2 2 6 0 -2 6
dimS(2)=3-rg(A-21)=3-rg| 0 1-2 3 |=3-rg|0 -1 3 [=3-1=2
0 I -1-2 0 1 -3
Luego A es diagonalizable
* Si a>0 y a=1:existen tres valores propios reales y distintos. Luego A es

diagonalizable

En resumen, A es diagonalizable siy sdlosi a=10a>0y a=1.

b) El polinomio caracteristico es
2-4 2 6
A-All=| 0 4-2 0 |=(2-2)(4-1)(—4-2)
0 4 —4-1

Cuyas raices son A =2, A =4, A =—4 reales y distintas, luego A es diagonalizable.

Todas las matrices diagonales semejantes a A son:

2 0 0 2 0 0 4 0 O 4 0 O
04 0, |0 -4 0|,]{0 2 01},|0 -4 04,
0 0 4 0 0 4 0 0 4 0 0 2

4 0 0) (=4 0 0
0 2 0[,]0 4 0
0 0 0 0 2
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a 0 o0
6.- (febrero 2005-LE) Seala matriz A=A=|-1 0 2 |eM,, aeR.
0 0 a
a) Calcula los valores de a para los cuales A es diagonalizable.
b) Para a =1, calcula una matriz diagonal semejante a A y una base de R *
formada por vectores propios de A.
c) Calcula los valores de a para los cuales 4 =4 es un valor propio de A.

(@a-4) 0 0
a)  pu(A)=[A-al]=| -1 -2 2 |=(a-2)(-4)(a’-2)
0 0 (a-2)

Raices del polinomio caracteristico: A =a, 0, a’

* Si a#0,1, las raices del polinomio caracteristico son simples, luego A

diagonalizable.

* Si a=0, las raices del polinomio caracteristico son 4 =0 (triple).

0 0 O
dimS(0)=3-rg(A-11)=3-rg| -1 0 2 |=3-1=2.Luego A no diagonalizable.
0 0 0

* Si a =1, las raices del polinomio caracteristico: 4 =1 (doble) y 4 =0 (simple).

0O 0 O
dimS(0)=3-rg(A-11)=3-rg| -1 -1 2|=3-1=2.Luego A diagonalizable.
0O 0 O

0 0 0)x 0
b) S(l) son las soluciones del sistema | -1 -1 2|l y |=| 0|, es decir,
0 0 0)\z 0

S(1)= {(x, y,z)eR*/x =—y+2z} ={(-y+22,y,2):y,zeR}. Luego una base de

S(1) es ((~1,1,0),(2,0,1))

1 0 0)x 0
S(0) son las soluciones del sistema | =1 0 1|y |=[0 |, es decir,
0 0 1)\z 0
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$(0)={(x.y.2)eR*/x=0,2=0}={(0,y,0): y e R}.
Por tanto, S(0)= <(0, 1,0)>
Base de vectores propios de A= <(—1,1,0),(2,0,1),(0,1,0)>

Matriz Diagonal semejante a A:

1 00 1 00 0 00
01 0{6/0 0 016/0 1 O
0 00 0 0 1 0 0 1

c) Opcion 1. Si A =4 es un valor propio de A, entonces

(a-4) 0o 0
|A-4l|=| -1 -4 2 |=(a-4)(-4)(a’-4)=0.Luego a=2,-2,4

0 0 (a’-4)

Opcion 2. Si A =4 es un valor propio de A, entonces 4 es raiz del polinomio

caracteristico p(4)=|A—Al| (calculadas en el apartado a): 2=a,0,a’. Por tanto,

A =4 es un valor propio de Asi a=2,-2,4.

102



Diagonalizacion

2 a 1
7.- (junio 2005-LE) Sealamatriz A=|0 -1 3|eM,, aeR,
0 2 0
a) Calcula los valores de a para los cuales A =-3es un valor propio de A.
b) Calcula los valores de a para los cuales (0,1, l) es un vector propio de A.
C) Calcula los valores de a para los cuales A es diagonalizable.
a) Calculamos los valores propios de A; es decir, las raices del polinomio
caracteristico:
2-4 a 1
A=Al|=| 0 -1-4 3|=(2-2)(2-1)(2+3)
0 2 -1

Raices del polinomio caracteristico 4 =-3 (simple) y A =2 (doble).

Independientemente de los valores de a, 4 =—3 es un valor propio de A.

2 a 1)(0 a+l 0
b) 0 -1 3| 1|=| 2 |=4|1|.Luego, A=2ya=-1.
0 2 O)t1 2 1

c) Raices del polinomio caracteristico 4 =-3 (simple) y 4 =2 (doble).

dim$(-3) =1
0 a |1
dimS(2)=3-rg|A-21|=3-{0 -3 3
0 2 -2

*  Sia=-1, dimS(2)=2
*  Siaz-1,dimS(2)=1

Por lo tanto A es diagonalizable si a=—1.
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8.- (enero 2004-LE)

a) Sealamatriz A= eM,, a,beR,

o O o
— e O
[\S T <D R OS]

i) Calcula los valores de a 'y b para los cuales A =3 es un valor propio de A.

ii) Calcula los valores de @ y b para los cuales (0,1,1) es un vector propio de A.

iii) Para a=0, ;es la matriz A diagonalizable? En caso afirmativo, encuentra
una matriz diagonal semejante a A.
iv) Para a=b=0, calcula todos los vectores propios asociados al valor propio

A=0.

3 0
b) Escribe, razonando la respuesta, una matriz no diagonal semejante a (0 1] .

a) 1) A =3 es un valor propio de la matriz A si y s6lo si |A—3| | =0y

|A—3I|=(a—3)(2—a). Luego A =3 esun valor propio de A, para a=3 y be R y para

a=2ybeR.
1) (0,1,1) es un vector propio de la matriz A si y solo
a b 330 0 A=3
0 1 afl|{=Al1]|.Luegoqa=2
0 1 2)\1 1 b=-3

ii1) Para calcular los valores propios de A planteamos el polinomio

caracteristico:
-2 b 3
A-2l|=|0 1-2 0 |=-A(1-2)(2-1)
0 1 2-1

Los valores propios son 4 =0, 1, 2, todos simples y reales, luego A es diagonalizable.
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Una matriz diagonal semejante a A es:

oS o O
oS = O
N OO

iv) El subespacio espectral asociado al valor propio 0 es la solucion del

sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz de coeficientes es

0 0 3
A-0-1={0 1 O0].
0 1 2

La soluciénes y =0,z =0. Luego S,(0) = {(X, 0,0),x e ]R} y una base es: <(1,0,0)>.
Por tanto, los vectores propios asociados al valor propio 0 son los puntos de la forma

(,0,0),x € R, menos el punto (0,0,0).

2

3
b) Por ejemplo (0 J , ya que sus valores propios son 3 y —1, reales y simples,

3 0
luego es diagonalizable, y por tanto semejante a [0 j

a 0 b
9.- (junio 2004-LE) Seala matriz A=A=|0 -a 0|eM,, a,beR.
0 1 a
a) Calcula los valores de a y b para los cuales A es diagonalizable.
b) Para a=2 y b=0, calcula una matriz diagonal semejante a A y una base de R *

formada por vectores propios de A.

a-4 0 b
a) |A-Al|=] 0 -a-41 0
0 1 a-4

=(a-1)(-a-2)(a-1).

Por tanto los valores propios de la matriz A son: 4 =a (doble) y 4 =—a (simple) .

Casos:
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* Si a=0, entonces el unico valor propio es A =0 (triple). Como

0 0D
rgq(A-0-1)=rg|0 0 0|#0,
0 10
se tiene que dimS,(0) =3-rg(A—0-1) = 3 =mult(0), luego la matriz A no es

diagonalizable en este caso.

* Si a0, los valores propios son 4 =a (doble) y A =—a (simple) . Luego A sera
0 0 b
diagonalizable si dimS,(a) =2 =mult(a). Como rg(A—-a-l)=rg|0 —-2a 0|, se
0O 1 O

tiene que rg(A—-a-1)=2,sib#0,y rg(A-a-1)=1,sib=0.
Luego dimS,(a)=1,sib#0, y dimS,(a)=2, sib=0. Es decir,
dimS,(a)=2=mult(a) paratodo a=0yb=0.

Entonces A es diagonalizable si a # 0 y b = 0.

b) En este caso se cumple que a # 0 y b = 0, entonces, por el apartado anterior, la

matriz A es diagonalizable. Como los valores propios son:

A =2 (doble) y A =-2 (simple) , se tiene que una matriz diagonal semejante a A es

20 0
D=0 2 0
0 0 2

Para calcular una base formada por vectores propios calculamos el subespacio

espectral asociado al valor propio 2, es decir, la solucion del sistema de ecuaciones

0 0 O
homogéneo cuya matriz de coeficienteses A—2-1={ 0 —4 0. La solucion es
0 1 0

y =0. Luego S,(2)={(x,0,2),x,Z € R} y una base es: <(1,0,0),(0,0,1)>.
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El subespacio espectral asociado al valor propio -2 es la solucion del sistema de

4 0 0
ecuaciones homogéneo cuya matriz de coeficienteses A+2-1 =0 0 0/.La
0 1 4

soluciébnes x =0,y =-4z. Luego S,(-2)= {(O, —42,7): 7€ R} y una base es:

((0,-4,1)).

Por tanto, una base formada por vectores propios es: <(1, 0,0),(0,0,1),(0,—4, 1)>
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