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Prologo

Este libro se ha hecho para uso y disfrute de los alumnos de segundo
de bachillerato de la opcién cientifico-tecnolégica. Se trata de la deci-
motercera edicién. Espero que tengais la bondad de perdonar los errores
que he cometido al hacerlo.

También agradezco de corazén la colaboracién de algunos compane-
ros y companeras que tuvieron conocimiento de la primera versién gra-
cias a la Sociedad Extremena de Educacién Matematica “Ventura Reyes
Prosper”, la cual no sélo comunicé la primera edicion, sino que ademas
me permitié obtener los enunciados de todos los anos y asi ayudarme

a clasificarlos. Agradecer a Batildo Requejo Fernandez, coordinador de

selectividad, el aportarme los enunciados de los ejercicios. Destacar el
ofrecimiento gratuito de Bernardo Calero Primo para elaborar las grafi-
cas antiguas que estaban un poco cutres.

También agradecer las correcciones, aportaciones e ideas de la coordinadora permanente de
selectividad, asi como de todos aquellos que los vais viendo y me los comunicais.

La posibilidad de trabajar por examenes y volver a los enunciados, tras consultar la solucién,
es una idea de mi alumna Ana Villalba, un enlace al final de la solucién de cada problema que te
lleva de nuevo al examen de partida.

Algunos ejercicios tienen incorporado un video que te explica el mismo. Mi intencién es que
poco a poco todos lo tengan. A lo largo de este ano iré aumentando el numero de ejercicios que lo
tienen.

Si quieres hacer algin comentario, comunicar algin error o decir algo que se te ocurra, puedes
ponerte en contacto conmigo en vicente@vicentegonzalezvalle.es.

Este libro se ir4 actualizando con los exdmenes que cada ano vaya poniendo la universidad,
incorporando este afio los del curso 2018, los segundos de la EBAU. Ademas este afio se ha actua-
lizado el resumen teorico y de la materia. Puedes obtener la version actualizada en la pagina
http://www.vicentegonzalezvalle.es.

Por si te es tutil te recomiendo ver el curso de moodle que tengo ubicado en el aula virtual de
mi centro En el podrés encontrar mas material, asi como videos de muchos tipos de ejercicios. Para
acceder pulsa en la categoria de 2° de bachillerato y después en el curso de Matemaéticas II que me
tiene como profesor. Cuando te pida la contrasena accede como invitado.

Este trabajo se ha hecho utilizando BTEX y su frontend para linux Kile. Para los graficos se
ha usado el software de Geogebra. Gracias a todos los que han hecho posible estos programas y los
han compartido gratuitamente con los demaés.

Este ano sigue teniendo un indice que nos permite elegir cada uno de los exdmenes y desde ahi
acceder a las soluciones de los problemas, y al final un indice tematico, clasificando los ejercicios en
cuatro bloques: Analisis, algebra, Geometria y Probabilidad y Estadistica.

Se trata de un trabajo que ofrezco a la comunidad educativa, pero es conveniente saber que se

emite bajo una licencia Creative Commons en la que tienes que tener presente que:
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Tu eres libre de:

= copiar, distribuir, comunicar y ejecutar ptublicamente la obra.

= hacer obras derivadas.
Bajo la siguientes condiciones:
Atribucion Debes reconocer y citar la obra de la forma especificada por el autor o el licenciante.
No Comercial No puedes utilizar esta obra para fines comerciales.

Licenciar Igual Si alteras o transformas esta obra, o generas una obra derivada, sélo puedes

distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

s Al reutilizar o distribuir la obra, tienes que dejar bien claro los términos de la licencia de esta

obra.

= Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los
derechos de autor.
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RESUMEN TEORICO

1. Definicién de funcién continua: Una funcién es continua en un punto a si existe el valor
de la funcién en dicho punto, el limite de la funcién cuando x tiende a a¢ y ambos valores son

iguales, es decir:

fla) = 1m f(z)

T—ra

Una funcién es continua en un intervalo abierto si lo es en cada uno de sus puntos. Seré
continua en el intervalo cerrado si lo es en el intervalo abierto y es continua por la derecha en

a y por la izquierda en b.

2. Teorema de Bolzano: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma en

sus extremos valores de signo contrario, entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) =0

f(a)

a \
f(b)

3. Teorema de los valores intermedios (Teorema de Darboux): Si f(z) es una funcion
continua en el intervalo cerrado [a, b] y k es cualquier namero tal que f(a) < k < f(b), entonces

existe al menos un numero ¢ € (a, b) tal que f(c) = k.

@)

k

f(c)=k

f(b) -~

4. Teorema de Weierstrass: Si f(z) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b], la
funcion toma un valor que es méximo absoluto y otro valor que es minimo absoluto en [a, b],
es decir, existen dos valores ¢ y d en [a,b] tal que f(d) = m < f(z) < M = f(c) para todo
x € [a,b)].
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10.

11.

Definicién de derivada: Sea f(x) una funcion definida en un intervalo [a, b] y sea xg € (a, b).

Se dice que f es derivable en xg, si existe el limite:

T—TQ r — X

Si hacemos h = & — zg es evidente que cuando x — zg tenemos que h — 0. En ese caso el

limite anterior quedaria:

Podemos utilizar cualquiera de los dos limites para calcular una derivada.

Interpretacion geométrica de la derivada: La derivada de la funcién en un punto (a, f(a))

es la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto:

myg = f'(a)

Usando la ecuaciéon punto pendiente tendriamos que la ecuacién de la recta tangente se cal-

cularia:

Continuidad y derivabilidad: Si una funcién f(x) es derivable en « = a, entonces f(z) es
continua en r = a.
Por el contrario una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable. Digamos que

ser derivable es “pedirle” algo méas a la funcién que ser continua.

Regla de la cadena: La regla de la cadena es una férmula para derivar funciones compuestas.

Si tenemos dos funciones g y f tenemos que:
(g0 f)(x) =g (f(z))- f'(x)

Teorema de Rolle: Si f(z) es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a,b) y f(a) = f(b),

entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

f(a)=f£(b)
f'(c)=0

"N °®

Teorema del valor medio del calculo diferencial o de Lagrange: Si f(z) es una funcion

P

continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un ¢ € (a, b) tal que

Puedes verlo graficamente en la figura 1

Monotonia: Estudiar la monotonia de una funcién es estudiar en qué intervalos la funcién

es creciente y en cuales es decreciente.
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Pendiente de la Pendiente de la
recta tangente recta secante

_ f(b) — f(a)
b

—a

f'(e)
(a,f(a)

Figura 1: Vista gréfica del teorema del valor medio

a) Funcion creciente: Una funcion f es creciente en un intervalo (a, b) si para cualquier par
de nameros z1, z2 del intervalo (a,b), z1 < 2 = f(z1) < f(z2).
Si f es una funcion continua en [a, b], derivable en (a,bd) y f'(x) > 0 en todo el intervalo,

entonces la funcion es creciente en [a, b].

b) Funcion decreciente: Una funcion f es decreciente en un intervalo (a, b) si para cualquier
par de numeros z1, z2 del intervalo (a,b), z1 < 2 = f(z1) = f(z2).
Si f es una funcion continua en [a, b], derivable en (a,b) y f'(z) < 0 en todo el intervalo,

entonces la funcion es decreciente en [a, b].
12. Maximos y minimos relativos:

a) Mdzimo relativo: Una funciéon f tiene un maximo relativo en x = ¢ si existe un intervalo
abierto (a,b) tal que ¢ € (a,b) y f(c) > f(x) para todo x € (a,b); x # c.
Si f es derivable en x = ¢, f'(¢) =0y f”(¢) < 0 habra un maximo relativo en x = c.

b) Minimo relativo: Una funcion f tiene un minimo relativo en « = ¢ si existe un intervalo
abierto (a,b) tal que ¢ € (a,b) y f(c) < f(x) para todo x € (a,b); x # c.
Si f es derivable en x = ¢, f'(¢) =0y f”(¢) > 0 habra un minimo relativo en z = c.

13. Puntos de inflexion: Un punto de inflexién es un punto en el que la grafica cambia de tipo
de curvatura.
Si f es derivable hasta la tercera derivada y en un punto x se cumplen que f”(z) =0y f"'(z) #

0, entonces la funcién tiene un punto de inflexién en z.

14. Regla de L’Hépital: Sean f y g dos funciones derivables en un entorno de a.

!
Siel lim f(x) =0y el lim g(x) =0, y existe el lim f/ (;z:), entonces:
r—a r—a r—a g ({E)
. f(= . f'(=
lim = lim
z—a g(x T—a g ({E)

También es aplicable, como se menciona antes, a la indeterminacién del tipo —. Con ciertas
00

modificaciones pueden resolverse el resto de los tipos de indeterminacion.
15. Funcién primitiva: Una primitiva de una funcion f(z) es otra funcion F(x) tal que F'(z) = f(z).

16. Integral indefinida: La integral indefinida de una funcion f(z) es el conjunto F(z) + K de

todas sus primitivas. Se representa por:

/f(x)d:n:F(:c)+K tal que F'(z) = f(z) y K € R
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Integracion por partes: El método de integraciéon por partes se basa en la derivada de un
producto y se utiliza para resolver algunas integrales de productos. Hay que descomponer la

integral en dos partes, a una la llamaremos u y a la otra dv. Aplicaremos la siguiente férmula:

/udvzuw—/vdu

Teorema del valor medio del calculo integral: Si f es una funcién continua en [a, b],

entonces existe un ¢ € [a, b] tal que:
b
| t@yde=f)- - a)

Puedes verlo graficamente en la figura

Area de la funcién
\ N\ A=13.01
f(c)

Area bajo f(c)

A =13.01

Regla de Barrow: Si f es una funcion continua en [a,b] y G es una primitiva suya, entonces:
b
| @)de =) - @)
a

Definiciéon de matriz: Una matriz es una tabla de ntimeros distribuidos en filas y columnas.

Se representa por:

a11 a2 -+ Qln

a1 Q22 - a2n
A= (aij)mxn -

Am1 Am2 Amn

Se dice que es de dimensiéon m X n, es decir, que tiene m filas y n columnas.

Matriz traspuesta: Dada una matriz de dimensién m x n se llama matriz traspuesta a la

matriz de orden n x m que se obtiene al intercambiar las filas por las columnas.

Producto de matrices: Dadas dos matrices A y B, tales que el numero de columnas de la

matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B, es decir,
A € men y B € MTLX;D

se puede realizar el producto A - B, resultando una matriz C' que tiene el mismo ntmero de
filas que A y el mismo nimero de columnas que B, es decir, C' € M, xp.
Cada elemento de esta matriz C' se obtiene multiplicando cada fila de A por todas y cada una

de las columnas de B.
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23.

24.

Matriz inversa: Una matriz cuadrada de orden n se dice que es regular o invertible, si existe

otra matriz cuadrada del mismo orden, a la que denominamos A~!, de tal forma que:
A A=At 4=1

siendo I la matriz unidad de orden n, esto es,

Para que una matriz tenga inversa tiene que cumplir que |A| # 0. En este caso la matriz

inversa se calcula de la siguiente forma:

At = @ [Adi(A)!

donde Adj(A) es la matriz adjunta de A, cuyo elemento ij-ésimo es el menor de orden n-1
obtenido quitando a la matriz A la fila y la columna en las que esta dicho elemento.

Propiedades de los determinantes:

a) Linea nula: Si una linea es nula el valor del determinante es cero.

b) Linea igual o proporcional: Si tenemos dos lineas iguales o proporcionales el determinante

vale cero.

c) Linea combinacion lineal de las demds: Si hay una linea que es combinacion lineal de las

demaés el determinante vale cero.
d) Cambiar dos lineas paralelas: Si intercambiamos dos lineas paralelas, su determinante

cambia de signo.

=27 = = =27

~N =
co ot N
S o W
e
Tt 00 N
S O w

e) Cambiar una linea por una combinacion lineal: Si en una matriz se cambia una linea
por una combinacién lineal de ella (sin multiplicarla ni dividirla por ningin ntimero) con
las restantes, su determinante no varia. Esto nos permite hacer ceros aplicando Gauss

siempre que no multipliquemos por nada la linea que vamos a cambiar.

Fy=F3—2F;

N &~ =

2
)
8

o O W

1 2
2 1
7 8

o O W

f) Determinante de la matriz traspuesta: El determinante de una matriz y su traspuesta

coinciden.

Al = 4

g) Determinante de la matriz inversa: El determinante de la matriz inversa es igual al

inverso del determinante de la matriz.

1
A= —
A7 A
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25.

26.

27.

28.

h) Multiplicacion por un nimero: Si multiplicamos una linea de una matriz por un ntimero,

el valor del determinante de dicha matriz queda multiplicado por dicho ntimero.

1 10 3 1 2 3
4 25 6 |=5-14 5 6
7 40 0 7 8 0

El primer determinante se diferencia del segundo en que hemos multiplicado la segunda
columna por 5. En la practica lo que podemos hacer es lo que vemos en el ejemplo

anterior, es decir, sacar factor comtin un nimero que esté multiplicando a linea.

i) Determinante del producto de dos matrices: El determinante del producto de dos matrices

es igual al producto de los determinantes.
|A- B| = [A]-|B|

Rango de una matriz: El rango de una matriz es el nimero maximo de columnas (filas
respectivamente) que son linealmente independientes. El rango de una matriz es el méximo

orden de sus menores no nulos.

Sistemas de Cramer: Un sistema decimos que es de Cramer si tiene el mismo nimero de
ecuaciones que de incognitas y el determinante de la matriz de lo coeficientes es distinto de

cero. En un sistema de Cramer, cada incognita es el cociente de dos determinantes:

a) El determinante del denominador es el determinante de la matriz de los coeficientes.

b) El determinante del numerador es el que resulta de sustituir, en el determinante de los
coeficientes, la columna correspondiente a los coeficientes de la incognita que se despeja,

por lo términos independientes.

o Al
;=

Al
Donde z1, 22, --- ,x, son las incognitas del sistema.

Teorema de Rouché-Frébenius: Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y sélo
si el rango de la matriz de los coeficientes (C) es igual al rango de la ampliada (A):

Un sistema es compatible <= Rg(C) = Rg(A)

Consecuencias del teorema: Sea A - X = B un sistema de ecuaciones y n el nimero de
incognitas. Entonces ocurre:

a) Si RgC = Rg A =n = El sistema es compatible determinado.

b) Si RgC = Rg A < n = El sistema es compatible indeterminado.

c) Si RgC < Rg A —> El sistema es incompatible.
Definiciéon de vector: Un vector fijo es una segmento orientado. Se representa por E El
punto A es el origen y el punto B el extremo. Las caracteristicas de un vector son:

a) Mddulo: Es su longitud. Se representa por |ﬁ|

b) Direccion Es la direccion de la recta que lo contiene.

c) Sentido El que va del origen al extremo.
Un vector libre es, pues, el conjunto de los vectores del espacio que tienen mismo moédulo, mis-

ma direccién y mismo sentido. Y cada vector fijo que pertenezca al vector libre lo llamaremos

representante de ese vector libre.
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29. Combinacién lineal: Un vector ¥ es combinacion lineal de un conjunto de vectores i, us, - - , Uy,

si podemos encontrar nimeros reales x1, xs,- - ,x, de tal forma que:
=121 Ul +To-Up+ -+ Ty - U

30. Operaciones con vectores:

a) Suma de vectores: Para sumar o restar vectores analiticamente se suman o se restan sus

coordenadas.

Geométricamente se haria como se ve en la grafica 2.

SUMA DE VECTORES

C D
g
B CD
_—
AB
— e
A AB + CD

Figura 2: Suma y resta de vectores

b) Producto de vectores por un escalar: Para multiplicar analiticamente un nimero por un
vector, se multiplica el niimero por las coordenadas del vector..
Geométricamente el resultado es un vector que tendria la misma direccion que el vector,
el médulo queda multiplicado por el niimero y el sentido serd el mismo si el niimero es

positivo y el contrario si es negativo.

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

4

31. Propiedades de las operaciones con vectores:

a) Suma:

<y
_|_
g
1
=1
_|_
=
_|_
&

- Asociativa: @ + (
- Elemento neutro: @ + 0 =
- Elemento opuesto: @ + (—i) = 0
- Conmutativa: @+ 7 = v
b) Producto por escalares:
- Asociativa: k- (k' -@) = (k- k') -4
- Distributiva respecto a la suma de vectores: k - (4 4 ¢) =
k

- Distributiva respecto a los escalares: (k + k') - 4 =

- Elemento unidad: 1 -4 =1
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32. Dependencia e independencia lineal de vectores: Dado un conjunto de vectores v1,v3,- -« , Un,
se dice que estos vectores son linealmente dependientes si existen ntimeros aq,as, - - , 0y, NO

todos iguales a cero, tal que:
a1 -1 +ag- U+ -+ a, Uy =0

Si la tnica forma de conseguir eso es que todos sean nulos decimos que los vectores son

linealmente independientes.
Mas concretamente, un conjunto de vectores es linealmente dependiente si uno de ellos puede

ponerse como combinacién lineal de los demés. Si ninguno puede ponerse como combinacién

de los demas el conjunto se dice que es linealmente independiente.

33. Producto escalar. Propiedades. El producto escalar de dos vectores no nulos, es el nimero

que se obtiene al realizar el siguiente producto:
w0 =ldl- |0 - cosa

donde « es el angulo que forman los dos vectores.
Si alguno de los vectores es el vector nulo el producto escalar es cero.
Si tenemos las coordenadas de los vectores, es decir, si @ = (z1,y1,21) ¥y U = (22,y2, 22) €l
producto escalar queda:
U-T=x1 -T2+ Y1 Y2 +21- 22

El producto escalar tiene las siguientes propiedades:

L . e L2
a) El producto escalar de un vector por si mismo es un ntimero real positivo: @-4 = |@|” > 0
Si 4 = 0 el producto escalar sera cero.
b) Conmutativa: @ -0 =74

¢) Asociativa: k- (@-0) = (k-@)-7=u- (k-0

g

d) Distributiva: @ - (V+ @) =4 -0+ @ -
34. Producto vectorial. Propiedades: El producto vectorial de dos vectores linealmente inde-
pendientes es un vector que se representa por @ x ¥ que tiene las siguientes caracteristicas:
a) Mddulo: Se obtiene con el siguiente producto:

|@ x 9] = |d| - |0] - sena

donde « es el dngulo que forman los vectores @ y .

b) Direccion: La ortogonal a los dos vectores @ y .

—

c) Sentido: El de avance de un tornillo que rota de @ a v.

Si los vectores son linealmente dependientes el producto vectorial es el 0.
Analiticamente, si tenemos que 4@ = (x1,y1,21) ¥y U = (x2,y2,22), €l producto vectorial se

calcula usando la siguiente férmula:

it 7 k
Uxv=|x1 Y1 21
T2 Y2 22

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:
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35.

36.

x U

<y

a) Anticonmutativa: @ x ¥ = —

b) Asociativa: k- (¢ x 0) = (k- @) x ¥ =4 x (k- 0)
c) Distributiva: @ x (0 + @) =d x 0+ 4 x @
d) Interpretacion geométrica: El modulo del producto vectorial de los vectores @ y U es el

area del paralelogramo definido por @ y v.
A =i x v
Analogamente, el drea de un tridngulo determinado por tres puntos A, B y C se calcula

A:%‘EX@’

Producto mixto: El producto mixto de tres vectores es el nimero que se obtiene al realizar

usando la férmula:

las siguientes operaciones:

—

[@, ¥, W] =4 - (0 x &)

Analiticamente, si tenemos que @ = (x1,¥1,21), U = (2,Y2, 22) y W = (x3,ys, 23), el producto

mixto se calcula usando la siguiente férmula:

1 Y1 21
[@,U,W] =] 2o ya 29
r3 Ys =3

Interpretacion geométrica: El volumen de un paralelepipedo determinado por tres vectores,

i, Uy w, es el valor absoluto del producto mixto de esos tres vectores.

=1

V= [[@, v, o]

Anéalogamente, el volumen de un tetraedro determinado por cuatros puntos A, B, C'y D se

v | )

Ecuaciones de la recta: Una recta queda determinada por un punto y un vector director.

calcula usando la férmula:

cualquier otra forma puede reducirse a esta. Sea A(ai,as,a3) dicho punto y @(vy,vs,v3) el

vector. Las distintas ecuaciones de la recta son:

a) Ecuacion vectorial: £ = d+t - U donde t € R. En coordenadas tendriamos, (z,y,2) =
(a1,a2,a3) +t(v1,v2,v3)
b) Ecuaciones paramétricas: Igualando coordenada a coordenada obtendriamos la dicha

ecuacion:
r=a;+t-v;

T y=as+t-ve ; tER

z=uag+1t-vs

c) FEcuacidon continua: El pardmetro ¢ tiene que valer lo mismo en todas las ecuaciones, luego
despejando en cada una e igualando todo obtenemos esta ecuaciéon. Si una coordenada

del vector es cero se ‘permite’ poner cero en el denominador.

xr —ax Yy —as Z — as

U1 V2 U3

d) FEcuaciones implicitas: De la anterior doble igualdad sacamos, igualando dos a dos, dos

ecuaciones. Otra forma de expresar las ecuaciones implicitas es poner la recta como corte
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de dos planos, es decir,
Ar+By+Cz4+D =0
Arz+By+Cz+D =0

37. Ecuaciones del plano: Un plano queda determinado por un punto y dos vectores o un punto
y su vector normal. Cualquier otra forma puede reducirse a esta. Sea A(aq,ag, a3) dicho punto

y @(u1,u2,us) y v(v1,va, v3) los vectores citados.

a) Ecuacion vectorial: ¥ =d+ \- @+ p - U, donde A, u € R. En coordenadas tendriamos,
(2,9, 2) = (a1, a2, a3) + A(u1, uz, uz) + p(v1,v2, v3)

b) Ecuaciones paramétricas: Igualando coordenada a coordenada obtendriamos la dicha

ecuacion:
T=a;+A-u+p-v

T y=as+AXus+pu-ve ; A, p€eR
z=az+ A -usg+pu-v3

c) Ecuacion general o implicita: Tiene la siguiente forma Az + By + Cz + D = 0. Para

obtenerla, se desarrolla el determinante:

r—ay Y—az ZzZ—as
Uy Uo us =0

U1 V2 U3

d) Ecuacidn si conozco el vector normal: El vector normal, 7i(A, B, C), es ortogonal a cual-

quier vector ﬁ donde A y X son puntos del plano, por tanto la ecuacién saldra de
A(x—a1)+ Bly—a2)+ C(z—a3z) =0

Es obvio observar que las coordenadas del vector normal coincidiran con los coeficientes

de x, y y z respectivamente.
38. Posiciones relativas entre rectas y planos:

a) Posicion relativa entre dos rectas: Sila recta r viene determinada por A(as,as,as) y por
@(u1,u2,uz) y la recta s por B(by,be,b3) y por ¥(vy,vs,v3), para estudiar la posicion

relativa de las dos rectas seguiremos los siguientes pasos:

e Si el vector 4 y el vector ¥ son proporcionales entonces las rectas son paralelas o
coincidentes. Para distinguir esto ultimo utilizamos el vector 1@ . Si este también es
proporcional a los anteriores entonces seran coincidentes. Si no lo es seran paralelas.

e Silos vectores @ y ¢ no son proporcionales entonces las rectas se cortan o se cruzan.
En el primer caso los vectores @, Uy ﬁ son linealmente dependientes (estédn en el
mismo plano) y en el segundo, dichos vectores seran linealmente independientes. En

la préctica calcularemos el determinante:

by —a1 by—ax b3z—as
M = (5% U2 us
U1 V2 U3
Si sale cero las rectas se cortan, pero si sale distinto de cero las rectas se cruzan.

b) Posicion relativa entre una recta y un plano: Sila recta viene determinada por A(a1, as,as)
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y por ¥(v1,vs,v3) y el plano tiene ecuacion general # = Az + By 4+ Cz = D, es decir, el
vector normal es 7i(A, B, C) se tiene que
e Si¥-71=0= ¢ L 7 se pueden dar dos casos:
- Si A € m = la recta esta contenida en el plano.
- Si A ¢ m = la recta es paralela al plano.
e Si U7 # 0 = la recta corta al plano en un punto.
c) Posicion relativa de dos planos: Dados los planos 7 = Ax + By+ Cz+ D =0y 7' =

A’z + B'y + C'2 + D’ = 0 pueden darse tres casos.
A B C D

e Si Y o] = los planos son coincidentes.
A B C D
e Si TS B oD = los planos son paralelos.
A B A
e Si YU #* 5 © bien T #* g = los planos se cortan en una recta.

d) Posicion relativa de tres planos: Consideremos los planos m = Az + By + Cz+ D = 0,
7 =Ar+By+Cz+D =0y x"=A"c+ B'y+ C"2+ D" = 0. Para estudiar la
posicién relativa de estos tres planos vamos a considerar el sistema que forman dichos

planos. Tendremos en cuenta también lo visto en el apartado anterior.

A + By + Cz + D = 0
Az + By + Cz + D =0
A//l' + B//y + C//Z + D// O

Se nos pueden producir los siguientes casos:

- RgC = RgA = 1 = El sistema serd compatible indeterminado y necesitaremos
2 parametros, por lo que el conjunto de soluciones serd un plano (uno cualquiera
de ellos). Este caso es facil distinguirlo, pues las ecuaciones de lo tres planos seran

proporcionales.

- RgC =1 # 2 = RgA = El sistema sera incompatible y pueden producirse dos
casos que distinguiremos mirando las ecuaciones de los planos y comparandolas dos

a dos (aplicamos lo visto en el apartado anterior)
o Tres planos paralelos.
o Dos coincidentes y uno paralelo a ellos.

- RgC = 2 = RgA = El sistema es compatible indeterminado y necesitard un para-
metro. Por tanto los planos se cortan en una recta. Una vez mas pueden producirse

dos casos, que distinguiremos mirando las ecuaciones de los planos:
o Dos coincidentes y uno que los corta.
o Los tres planos son distintos y se cortan en una recta.

- RgC = 2 # 3 = RgA = El sistema sera incompatible y distinguiremos de nuevo

dos casos, que una vez mas aclararemos mirando las ecuaciones de los planos.
o Los tres planos se cortan dos a dos formando una superficie prismatica.
o Dos planos son paralelos y uno los corta.

- RgC = 3 = RgA — Sistema compatible determinado y por lo tanto los tres planos

se cortan en un punto.

39. Distancias: En este apartado vamos a ver las férmulas que nos permiten calcular las distan-
cias entre los distintos elementos del espacio. Vamos a considerar los puntos A(ay, as, a3), B(by, ba, b3)

y P(p1,p2,p3). Asi mismo seran @ y ¥ vectores directores de rectas. Tendremos



XXI

a) Distancia entre dos puntos: La distancia entre dos puntos es el médulo del vector que

une los dos puntos:

d(A, B) = ]ﬁ‘ —\VAB-AB= /(b —a1)® 1 (bs —a2)2 + (bs —a3)?

b) Distancia de un punto a una recta: Si el punto es P y la recta viene determinada por el

punto A y el vector ¥, la formula que nos permite calcular la distancia es

‘Aﬁxﬂ
d(P,r) = ————
(P,r) 7
c) Distancia entre dos rectas: La distancia entre dos rectas es la menor distancia entre ellas.
Por tanto, si las rectas se cortan o son coincidentes la distancia es cero. Si son paralelas
serd la distancia de un punto cualquiera de una de ellas a la otra. Si las rectas se cruzan

la distancia la calcularemos con la siguiente formula:

7.0

|@ 2 T

d(r,s) =

d) Distancia de un punto a un plano: Si tenemos el punto P(pi,pa,ps) y el plano 7 =
Ax + By + Cz+ D = 0 la distancia viene dada por:

_ |Ap1 + Bpa + Cps + D)

N 7y 2 o

e) Distancia de una recta a un plano: Si la recta esta contenida en el plano o lo corta la
distancia sera cero. Si la recta es paralela al plano la distancia sera la de cualquier punto

de la recta al plano.

f) Distancia entre dos planos: Si los planos se cortan o son coincidentes la distancia sera
cero. Si los planos son paralelos la distancia serd la de cualquier punto de uno de los

planos al otro.

40. Angulos: Para el caso de las rectas y los planos vamos a utilizar los vectores directores de
las rectas (@, ¥) y los vectores normales de los planos (77, n’). Comencemos por el calculo del

angulo que forman dos vectores.

a) Angulo formado por dos vectores: Para calcular el angulo que forman dos vectores usamos

la expresion del producto escalar

—

U

£

_,| — (x = arc cos m

w-0=|u-|0 cos a = cos a =
0

g

b) Angulo formado por dos rectas: Si las rectas son paralelas o coincidentes el angulo for-
mado es cero. Si se cortan o se cruzan el dngulo se calcula con la siguiente féormula:

|@ - U] -
5 —— (0 = arccos ———;
|l - |7] |l - |7

cos o =

c) Angulo formado por una recta y un plano: Si la recta esta contenida en el plano o es
paralela a él, el angulo sera cero. Si la recta corta al plano el angulo formado se calcula

usando la siguiente féormula:

@ 7|
sen o = ———; — (@ = arcsen

— —

|l - |7| |l - |7|

|_‘ _’|

u-n
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d) Angulo formado por dos planos: Si los planos son coincidentes o paralelos el angulo sera

cero. Si los planos se cortan el dngulo se calcula usando la siguiente féormula:

|7 | |7 1|
COSO&ZiﬁO{:aI‘CCOSi
|7l - n'] 7] - [n]

41. Paralelismo y perpendicularidad:

a) Paralelismo:

e Fntre rectas: Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son proporcionales.

e Recta y plano: Una recta es paralela a un plano si su vector director es ortogonal al

vector normal del plano.
e FEntre planos: Dos planos son paralelos si sus vectores normales son proporcionales.
b) Perpendicularidad:
e Entre rectas: Dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son ortogona-
les.

o Entre recta y plano: Una recta es perpendicular a un plano si el vector director de

la recta es proporcional al vector normal del plano.

e Entre planos: Dos planos son perpendiculares si sus vectores normales son ortogo-

nales.

42. Recta que corta perpendicularmente a otras dos: Para calcular dicha recta vamos a
seguir los siguientes pasos:
a) Se hallan los vectores directores @ y ¥ de las rectas r y s.
b) Un vector director de la recta que estamos buscando seria el producto vectorial de @ y
U= U X U.
¢) Vamos a expresar la ecuacion de la recta en forma general, es decir, como corte de dos
planos:

e El plano 7 que contiene a la recta r y al vector 7.

e El plano n’ que contiene a la recta s y al vector 7.

<l

o

<l
-

43. Regla de Laplace: La probabilidad de un suceso A, de un espacio muestral F, formado
por sucesos elementales equiprobables, es igual al nimero de casos favorables dividido por el

numero de casos posibles.

P(A) = N° de casos favorables al suceso A

N° de casos posibles
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

Probabilidad condicionada: La probabilidad del suceso B condicionada por el su-

ceso A es la probabilidad de que se realice B sabiendo que ha ocurrido A.

P(ANB)
P(B/A) = ————=
(B/A) = —50p
Las probabilidades condicionadas, en los diagramas de arboles, son las probabilidades de las

segundas ramas y sucesivas.

Sucesos dependientes e independientes: Los sucesos A y B son independientes si la
probabilidad de uno de ellos no depende de que se haya verificado el otro. En otro caso se

llaman dependientes.

Regla del producto o de la probabilidad compuesta: Dicha regla dice que si Ay, As, Ag, - - -

son sucesos dependientes, entonces:
P(AiNAsNnAsn---NA,) =

= P(A)) - P(A3/Ay) - P(A3/A; N A) - P(A /A1 N Ao -0 Ap_y)

En la practica, dice que la probabilidad de un camino es igual al producto de las probabilidades

de las ramas que forman dicho camino.

Regla de la suma o de la probabilidad total: En la practica dice que si un suceso
estd formado por varios caminos, la probabilidad de dicho suceso es igual a la suma de las

probabilidades de los caminos que lo forman.

Teorema de Bayes: El teorema de Bayes dice que si Ay, Ao, -+ A, es un sistema completo
de sucesos y S es un suceso cualquiera para el que se conocen las P(S/A;), entonces:

P(A;/S) = ————=
En la practica se tienen que dividir la probabilidad del camino que contiene a A; y a S entre

la probabilidad de que ocurra S, que no es otra que la suma de todos los caminos que contiene
as.

Distribuciéon de probabilidad de una variable discreta: La funcion de probabilidad de
una variable discreta es una distribucién teérica que asocia a cada valor, x;, de la variable

aleatoria su probabilidad, p;. Se representa por f(x;) = P(x;) = p;
Parametros de una variable discreta: Podemos dar como calcular tres parametros:
n
= Media: p= > pix;
i=1

n
» Varianza: V = Y fiz? — p?
i=1

= Desviacién tipica: o = V'V

Distribucién binomial. Caracteristicas: Una distribucién binomial de n pruebas o
ensayos es una distribucion discreta que se representa por B(n,p) y tiene las siguientes carac-

teristicas:

a) El suceso de cada prueba solo tiene dos posibilidades: El suceso A, que se llama éxito y

su contrario que se llama fracaso.
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92.

33.

54.

95.

36.

b) La probabilidad de éxito se representa por P(A) = p y la probabilidad de fracaso por
P(A) = q, donde ¢ = 1 — p. Dichas probabilidades son constantes durante cada prueba

del experimento.

c) El resultado de cada prueba es independiente de los resultados obtenidos en las pruebas

anteriores.

Calculo de la probabilidad en una distribucién binomial: Si tenemos una distribucién

binomial B(n,p) cuya variable es z, la probabilidad de obtener k éxitos es:

Parametros de una distribucién binomial: En este caso concreto los parametros podemos

calcularlos con las siguientes formulas:
= Media o esperanza mateméatica: u =np
= Varianza: V =npgq
= Desviacién tipica: o0 = VV
Distribucién de probabilidad de una variable continua: Una funcién de probabilidad
de una variable continua es una distribucién teorica que esta caracterizada por dos funciones:
la funcién de densidad y la funcién de distribucion.
a) Funcion de densidad: Es una funcion que tiene las siguientes caracteristicas:
i) f(z) > 0 para todo valor x de la variable.
ii) El area comprendida entre el eje X y la funcion f(x) en su dominio es 1.

b) Funcién de distribucién: Es la funciéon que mide la probabilidad de que la variable

tome valores menores o iguales que un cierto valor de x:

Distribucién N(0,1): Una distribucién normal estandar es la que tiene p = 0, y desvia-

cion tipica o = 1. La variable se representa por la letra z y su funcién de densidad es

Calculo de la probabilidad en una distribucién normal estandar. Caso general:

Dicho caso es aquel en el que se cumple k > 0, P(z < k) = P(z < k)

Estas probabilidades se calculan utilizando una tabla. Los demas casos pueden reducirse a

aplicaciones de este.
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57. Distribuciéon N(u, o). Tipificacion de la variable: Si la distribucién normal no es estan-
dar, puede tipificarse, es decir, transformar en una distribucion N(0,1). Para ello se aplica el

cambio de variable:
T —p
o

z =
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JUNIO 2000
Opcion A

1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 2lnzds
1

Solucién

2. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M. Hallar un
sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal principal de la nueva matriz

asociada sean nulos:

N = O
== W

Solucién

3. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1,2) al plano que pasa por los puntos de
coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

Solucién

4. Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =z —In (x? — 1) y representar su

grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos (maximos y minimos relativos).

Solucién
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JUNIO 2000
Opciéon B

. Definir el concepto de derivada de una funcién f(x) en un punto x = a, y explicar su relaciéon

con los méaximos relativos de la funcion.
Solucién

. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta que pasa por los puntos de
coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

Solucion
. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incoégnitas que sea incompatible.
Solucién

. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunferencia 22 +y% = 1 y el eje OX,
que aparece rayada en la figura .

Solucién
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SEPTIEMBRE 2000
Opcion A

1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices que no pueden

sumarse ni multiplicarse.

Solucion
2. Representar graficamente la funcion
f(x):2x3—%2—m+%
i, Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?
Solucion
3. Determinar una funcion f(x) cuya segunda derivada sea f”(x) = xe®.
Solucion

4. Hallar la ecuacion de una circunferencia que, siendo tangente a la recta y = /3 z, sea tangente
3
al eje de abcisas en el punto (3,0). (Indicacién: tg60° = /3, tg30° = %)

Solucién
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SEPTIEMBRE 2000
Opciéon B

1. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcion f(z) = 2~ Y/2Inz.

Solucién
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el parametro a:
(a —3)x + 4z = 2
T - 2z = -1
- 4+ ay + 2z = a
Solucién
3. Calcular, con el cambio de variable t? = z + 3, el valor de:
/ 6 zdx
1 VT + 3
Solucién

4. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacion = 4+ y + z = 3, que corte a la recta

de ecuaciones z = 0, z = 0, y que también corte a la recta de ecuaciones z =1, y = 0.

Solucién
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JUNIO 2001
Opcion A

1. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relaciéon con los conceptos de angulo y
distancia entre dos puntos.

Solucién
2. Representa la grafica del polinomio
f(x) =22 + 32% — 0'2
i, Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas positivas?
Soluciéon

3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién = — 2y + z = 1 y que también sea
paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas (2,0,1),(0,2,1) y (1,-1,0).

Solucién

4. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana limitada por la parabola

y = 3ax?® + 2z, la recta y = 0 y la recta 2 = a tiene area (a® — 1)2.

Solucién
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JUNIO 2001
Opciéon B

. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtn el valor del parametro a:

ar — ay + az =a
(3—2a)z 1
x 4+ (a-1)y =0
Solucion
. Calcular el valor de:
/ U rdx
0o e
(puede hacerse con el cambio de variable ¢t = —2% y con el cambio de variable t = 22).
Solucion

. Dadas las funciones f(x) = 22 + 7 y g(z) = senz + cosz, calcula la derivada en x = 0 de las

funciones f(g(z)) y 9(f()).

Solucién

. Calcular un vector de modulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas (1,0,2) y

(2,1,0).

Solucién
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SEPTIEMBRE 2001
Opcion A

1. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que una décima, una raiz

positiva del polinomio 23 + z — 1
Solucion

2. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuaciéon z + z = 2 y corte perpendicular-

mente a la recta de ecuaciones x +y =0,y + z = 2.

Solucion
3. Determinar todos los ntimeros reales x para los que es positivo el determinante
3 -3 T
l1—2 z+1 -1
2 0 T
Solucion

3

4. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva y = z° — z y su tangente en

el punto de abscisa x = 1. Calcular su area.

Solucién
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SEPTIEMBRE 2001
Opciéon B

. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su relacién con el concepto de

integral definida.

Soluciéon
. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde
(1) (2 3)
Solucién
. Entre todos los rectangulos de area dada jcuél es el de perimetro minimo?
Solucién

. Qué angulo deben formar dos vectores no nulos € y ¥ para que ambos tengan el mismo

moébdulo que su diferencia € — 7.

Solucién
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JUNIO 2002
Opcion A

1. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z = a y explicar su relacion

con el crecimiento de la funcién.

Solucion
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin el valor del parametro a:
a y + (a+1) 2 =a
a x + zZ =a
+ a zZ =a
Solucién

3. Representar graficamente la figura plana limitada por las pardbolas y = 4 — 22, y = 22 — 4.
Calcular su area.

Solucién

4. Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al vector € de coordenadas
(1,1,3).

Solucién
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JUNIO 2002
Opciéon B

. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2z + (22)~!, determinando los intervalos donde

es creciente.

Soluciéon
. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde
1 2 1 2
A= ,B=
0 1 3 4
Solucién
. Calcular el valor de la integral
1
/ re *dx
0
Solucion

. La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y su vértice V' esta
situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base. Calcular el dngulo que forman los
planos ABV y BCV.

Solucién



XXXVI

SEPTIEMBRE 2002
Opcion A

1. Representar la gréfica de la funcién f(z) = 23 + 273, determinando sus extremos (maximos

y minimos relativos).
Soluciéon

2. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regiéon donde la coordenada z es

positiva, por la recta x = 1, la hiperbola xy = 1, y la recta 6y — x + 1 = 0. Calcula su area.
Soluciéon

3. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M. Hallar un
sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por encima de la diagonal principal

de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M=] -1 0 2
0 4 4
Solucion
4. Determinar si el plano 3x—2y+z = 1 es perpendicular a la recta de ecuaciones —x = 3y + 3z,y + 2z = —1.

Determinar también si es paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, —1,1)
y (-1,-1,0).

Solucién



XXXVII

SEPTIEMBRE 2002
Opciéon B

1. Enuncia la regla de L’Hopital y calcula el limite

. 1—cos(2mx)
lim —————=
z—1  (x—1)2

Solucién
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin los valores del parametro a:

ay + az =0
x + 2z =0
dc — 2y + az =a

Solucién

3. Calcular el drea del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de coordenadas (1,0, 1),
(2,0,2),(3,1,3) y (1,2,1).

Solucién
4. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (2% + 1)_1 x que se anule en x = 2.

Solucién



XXXVIII

JUNIO 2003
Opcion A

1. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales sean linealmente
dependientes
r + y + =z =1
3r + 2y + 2z =1
y + 2z =a

Solucién

2. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta y = x — 2 y la pardbola de

ecuacién y? = x. Calcular su area.
Solucion

3. Representar graficamente la funcion f(x) = e* — ex, determinando sus extremos relativos

(maximos y minimos relativos). ;Existe algin valor de x en que f(z) sea negativo?
Solucién

4. Determinar una constante a para que el plano de ecuacion ax + y + z = 2 forme un angulo

de /3 radianes con el plano z = 0.

Solucién



XXXIX

JUNIO 2003
Opciéon B

. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio z* — 422 — 1 tiene alguna raiz

real negativa.

Solucién
. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el logaritmo neperiano:
2
/ ¢ dzx
e z(lnx)
Solucién

. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 —x? que sea paralela a la recta de ecuacién
20 +y = 4.

Solucién

. Calcular dos numeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente matriz A tenga

rango 2:

w O N
= Ot N
S Q S

Solucién



XL

SEPTIEMBRE 2003
Opcion A

Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible

e indeterminado. Interprétalo geométricamente.
Solucién

Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y un circulo. Determinar el lado

del cuadrado y el radio del circulo para que la suma de sus areas sea minima.
Soluciéon

Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de variable t = e~ %):

/1 dr
o €*+1

Solucién

Sabiendo que los lados de un rectangulo ABC'D miden 1 y 3 metros, calcular el producto
escalar de los vectores C § y Aﬁ, y el médulo del producto vectorial de los vectores C' § y
—
BA.

Solucién



XLI

SEPTIEMBRE 2003
Opciéon B

. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2 filas y 2 columnas,
tales que A - B no coincida con B - A.

Solucién

. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo a la recta de
ecuaciones r +y = 1,y + z = 2, y también sea paralelo a la recta que pasa por los puntos de
coordenadas (1,1,0) y (0,1,1).

Solucién

. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva y = e*, su recta tangente en

el punto de abcisa x = 0, y la recta x = 1. Calcular su area.
Solucién
72-

. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcion f(z) = e®z

Solucién



XLII

JUNIO 2004
Opcion A

1. Definir el concepto de primitiva de una funcion. ;jExiste alguna primitiva de la funcién f(z) =

2~! que no tome ningtn valor positivo en el intervalo 1 < < 2?
Solucion

2. Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0); (0,1,1);

(1,2,0). Determinar la distancia del punto (2,1, 1) a dicho plano.
Soluciéon

3. Determinar el mayor area que puede encerrar un tridngulo rectangulo cuyo lado mayor mida

1 metro.
Solucion
4. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:
1 1
A =
1 1

Solucién



XLIII

JUNIO 2004
Opciéon B

. Qué relacion hay entre los coeficientes de las ecuaciones
ar+by+cz=d,dzx+by+cdz=d
de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.
Soluciéon

. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos nulos y tal que

ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.
Solucion

. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regiéon donde la abcisa x es positiva,

por la curva y = 2% 4+ x , y por la recta y = 2x. Calcular el 4rea.
Solucion

. Si la grafica de una funcion f(z) es:

y=f(x)

representar aproximadamente la gréfica de la derivada f'(z).

Solucién



XLIV

SEPTIEMBRE 2004
Opcion A

1. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz con 3 filas y 4

columnas que tenga rango 2.
Solucién

2. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas
(1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también sea paralela al plano = + 2y + 3z = 0, y que no esté
contenida en ninguno de estos dos planos.

Solucién

3. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer cuadrante (x > 0,y > 0) por

la recta y = z y la curva o = y3. Calcular su area.
Soluciéon

4. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y tal que un lado de
la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de sus lados para que el area total de

sus 6 caras sea minima.

Solucién



XLV

SEPTIEMBRE 2004
Opciéon B

1. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuaciéon x = cosx tiene solucién

positiva.
Solucién

2. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un coeficiente no nulo

por 07;y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

Solucion
3. Calcular el valor de la siguiente integral:
2
/ ry/22 — 1dx
1
(puede hacerse con el cambio de variable 22 — 1 = ¢3,
Solucion

4. Determinar los puntos de la curva plana y> = 2z en que la recta tangente es perpendicular a

la recta y + 6z = 0.

Solucién



XLVI

JUNIO 2005
Opcion A

1. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea
compatible e indeterminado.
r 4y +z a
z -y +z =1
r =3y +z =0

Solucién
2. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas y = e*, y = e~ %, y por la
recta x = 1. Calcular su area.
Solucién
3. Hallar la derivada en z = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = (1 +x)~ 1.
Soluciéon

4. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta

x—1 'y z-1

1 1 -1

Solucién



XLVII

JUNIO 2005
Opciéon B

1. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea incompatible.
Interprétalo geométricamente.

Soluciéon
2. Calcular el valor de la siguiente integral:
/ ) ln—fdx
1
(puede hacerse por partes).
Soluciéon

3. Representar graficamente la funcion f(z) = x — 2senz en el intervalo —7 < z < 7, determi-

nando sus extremos (méximos y minimos relativos).
Solucién

4. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el coseno del angulo PAC,
donde P es el punto medio del lado BC:

Solucién



XLVIII

SEPTIEMBRE 2005
Opcion A

1. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial. Usarlo para demostrar que para

cualesquiera nimeros reales x < y se verifica que cosy — cosz <y — x.

Solucién

2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

[

w

I
8 & w

Solucién

3. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0); (0,1,0) y (0,0, 1) respectivamente

a) Calcular el area del tridngulo que forman los puntos A, B y C.

b) Determinar el dngulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién

4. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z + 1)22=/2 que se anule en z = 1.

Solucién



XLIX

SEPTIEMBRE 2005
Opciéon B

. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible e indeter-

minado. Interpretarlo geométricamente.

Solucion
. Hallar la derivada en el punto « = 0 de la funcion f(f(z)), donde f(x) = senx.
Solucion

. Hallar un vector de modulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas (0,1,1) y
(2,1,0).

Solucién

. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta © —y = 1 y por la curva de
ecuacion y = y/x — 1. Calcular su area.

Solucién



JUNIO 2006
Opcion A

. Calcula
1+x—e€*
=0  sen2x

Solucion

4

. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = z*, su recta tangente en el

punto (1,1) y el eje OY. Calcular su &rea.
Soluciéon

. Determina la relaciéon que debe existir entre a y b para que los puntos de coordenadas
(1,0,0), (a,b,0), (a,0,b) y (0,a,b) estén en un plano.

Solucién

. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A+ I, donde I es la matriz unidad. Demuestra que

la matriz A es invertible.

Solucién



LI

JUNIO 2006
Opciéon B

. Define el concepto de méaximo relativo de una funcién f(z) y enuncia su relacion con las

derivadas sucesivas de f(x).
Solucién
. Halla una primitiva de la funcion f(z) = ze®.

Solucién

. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2, 3) y por la recta de ecuaciones
r+y=1Ly+z=1.

Solucién

. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y — z = 2
x + (1+by — bz = 2b
r + by + (1+bz = 1

segun los valores de b.

Solucién



LII

1.

SEPTIEMBRE 2006
Opcion A

Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

r 2y —z =1
r +y -z =1

T —z =1
Solucién

Calcula el angulo que forma el plano z + y + z = 0 con la recta de ecuaciones x +y = 1,
y+z=1.

Solucién

Dada la funcién
senx + sen(x + 1)

f(z) =

cosx — cos(x + 1)

en el intervalo 0 < x < 2m, calcula su derivada, simplificindola en lo posible. ;Es constante

esta funcion f(x)?
Solucién

Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcion

@) = /1 “tat

Solucién



LIII

SEPTIEMBRE 2006
Opciéon B

. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas (1,0,0) y (0,1,0), y sea paralelo

a la recta
z 4y +z =2

T -y +z =2
Solucién

. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que no tenga ningin

coeficiente nulo.
Solucién

. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x) = (1+22)~tx. A partir de los resultados obtenidos, dibuja la grafica de la funcién f(z).

Solucién

. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcién f(x) = cosz, en el intervalo

T 7r
—3 <z< 57 ¥ por la recta y = % Calcular su area.

Solucién



LIV

JUNIO 2007
Opcion A

1. a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

b) Dada la funcién h(z) = e5"/(#) calcula el valor de su derivada en x = 0, sabiendo que

f0)=0y f/(0)=1.

Solucion
2. Representa graficamente el recinto plano limitado por las pardbolas y =1 — 22 ey = 222 y
calcula su éarea.
Solucion
3. a) Calcula el rango de la matriz A, segtin los valores del pardmetro a
1 2 3 a
2 4 6 8
3 6 9 12
b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.
Solucion

4. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que el punto P = (0,a,b) esté en el
plano determinado por los puntos A = (1,0,0),B = (1,1,1) y C = (0,2, 1).

Solucién



LV

JUNIO 2007
Opciéon B

1. Determina los puntos de la parabola y = 22 que estdn a minima distancia del punto P = (0,1).
Solucion

2. Calcula el valor de la integral

10
/ (. —2)Y3da
3

Solucién

3. a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtn los valores del parametro a:

xr  +y +z =a
z 4y Haz =1
r +ay +z =1

Solucion
4. Escribe un vector de modulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas (1,2,1).

Solucién



LVI

SEPTIEMBRE 2007
Opcion A

1. a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcion f(z) = 23+ 2? — 2 — 1 satisface las hip6tesis en el intervalo [—1, 1]
y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya existencia asegura el Teorema de
Rolle.

Solucién

2. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 223, su recta tangente en

el origen de coordenadas y la recta x = 2. Calcula su area.

Solucién

3. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Sisabemos que el determinante de la matriz 24 es [2A] = 8. ;Cuanto vale el determinante

de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |24| = 8, siendo A la matriz

T 1 1
A= z+1 2 2
T 2—x 1

Solucién

4. Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano x +y + 2z = 1

con los ejes coordenados.

Solucién



LVII

SEPTIEMBRE 2007
Opciéon B

1. a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(z) = 322 + 1 en el
intervalo [0, 3]

Solucién
2 —x.

2. Para la funcion f(z) =z e

a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oo.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c¢) Con los datos anteriores, haz una representacion aproximada de la gréfica de la funcién

flx)=a% e "
Solucién

3. Calcula la matriz X tal que A2 - X = A, donde
1 2
A =
1 1

4. a) Determina la posicion relativa de plano  — y + z = 2 y la recta de ecuaciones

Solucién

y+1 242

b) Calcula la distancia entre la recta y el plano anteriores.

Solucién



LVIII

JUNIO 2008
Opcion A

1. a) Enuncia la condicion que se debe cumplir para que una recta y = [ sea asintota horizontal

de una funcién f(z) en +oc.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +o0o y en —oo) de la funcién

3r—1

2 —1

fx) =
Solucién
2. Calcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el cambio de variable ¢t = In(z))

¢ 1
/1 x (14 ln(az))dm

donde [n denota el logaritmo neperiano.
Solucion

3. Discute, en funcion del parametro a, el sistema de ecuaciones (NO es necesario resolverlo en

ningun caso)

- + 2y + z =
ax — Yy + 2z =
2z + (a—1)z =

Solucién

4. Sean 4 y ¥ dos vectores ortogonales de modulo 4 y 3 respectivamente. Calcula el modulo de

los vectores 4 + ¥ y 4 — ¥, indicando los resultados tedricos en que te basas para ello.

Solucién



LIX

JUNIO 2008
Opciéon B

1. Calcula el siguiente limite:

Solucién

2. a) Representa graficamente el recinto plano limitado por la recta y+2z—6 = 0 y la parabola
y=—x%+2z+3.

b) Calcula su area.

Solucién
3. Determina el rango de la matriz A segtn los valores de b:
-1 2 b
A= b -3 -1
0 2 1
Solucién

4. Sean @ y b dos vectores no proporcionales del espacio real tridimensional. ; Qué relacion existe
entre las direccciones de @ y b y la direccion de su producto vectorial? j Cuédnto vale el modulo

del producto vectorial de @ y b?

Solucién



LX

SEPTIEMBRE 2008
Opcion A

1. a) Calcula el siguiente limite
. In (502 + 1)
lim ———~

z—0 €T

b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente funcién sea

continua:
a st =20
fz) =
n (x2 + 1)
. si x#0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.
Solucién

2. Calcula la funcion f(x) cuya gréfica pasa por el punto (0,1) (es decir, f(0) = 1) y que tiene
2z

x2 41"

como derivada la funcion f'(z) =
Solucién

3. a) Define el concepto de rango de una matriz.

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combinacion lineal de las

dos primeras

Solucién

4. a) Determina la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular al plano z +y = 1.

b) Calcula el punto donde la recta obtenida corta al plano dado = +y = 1.

Solucién



LXI

SEPTIEMBRE 2008
Opciéon B

1. Halla los puntos de la curva de ecuaciéon y = 2 — 222 + 1 donde la recta tangente es paralela
alarectay+z—2=0.

Solucion
2. a) Define el concepto de primitiva de una funcion.
b) Di, razonando la respuesta, si las funciones F(x) = senz y Fy(x) = —cos®x son primi-
tivas de una misma funcion.
Solucién
3. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segun el valor del parametro a:
ax + ay = 0
T + zZ = a
-2y + az = a
No es necesario resolver el sistema en ningin caso.
Solucién

4. a) Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,1,1) y corta perpendicu-

larmente a la recta
x—1 'y z+1

2 1 1

b) Calcula el punto donde se cortan la recta y el plano.

Solucién



LXII

JUNIO 2009
Opcion A

1. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A es |A| = 2. Calcula

los siguientes determinantes:

a) [24].

b) [A-1].

d

)
)
c) |A- At| (At es la traspuesta de la matriz A).
) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de A.
)

e) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segunda

multiplicada por 2.

Solucién
2. Dadas las rectas
. zT+y+2=0 - r + y + =z
N z—y+z=1 | oax + + bz
determine la relaciéon que debe existir entre a y b para que:
a) ry r’ sean paralelas.
b) r y 7’ sean perpendiculares.
Solucién

3. a) Diga cuando un punto (zo, f(z¢)) es de inflexion para una funcion f(x).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(z) = ax® — 322 + bx + 1 para que su grafica

pase por el punto (1, 1), teniendo aqui un punto de inflexion.

c) Diga, razonadamente, si en el punto (1,1) la funcion p(z) es creciente o decreciente.
Solucién

4. a) Exprese f(z) = z - |z| como una funcion definida a trozos y dibuje su grafica de forma

aproximada.
b) Calcule la integral definida f_ll x - |z|dx.

c) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(x), el eje OX, la recta

r=—1ylarectax =1.

Solucién



LXIII

JUNIO 2009
Opciéon B

1. Calcule los méximos y minimos relativos de la funcién f(z) = § + cosz en el intervalo

0 < x < 2m. Tenga en cuenta que los dngulos se miden en radianes.

Soluciéon
2. a) Escriba la férmula, o regla, de integracion por partes.
b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida
/ z?cosxdx
Soluciéon
3. Determine el rango de la matriz A siguiente segin los valores del pardmetro b:
0 b b
A= 0 1
b -2 0
Solucién

4. a) Calcule el punto de corte del plano IT: 2z + y = 0 y la recta
T = A

rig o y= -2
z= 1 4+ A

b) Determine la recta s que esta contenida en el plano IT y corta perpendicularmente a r.

Solucién



LXIV

SEPTIEMBRE 2009
Opcion A

1. Considere las matrices:

a) Diga razonadamente cudl es el rango de la matriz A - B.

b) Clasifique y resulva el sistema de ecuaciones:
A-B-X=0

Solucién

= A
z+y=0
2. Considere las rectas r: { y = - A ys: { Y
r—z=
z= 1
a) Compruebe que r y s son coplanarias.

b) Obtenga las ecuaciones de la recta que corta a r y a s, y es perpendicular a ambas.
Solucién

3. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del niimero real a, la
ecuacion 2 — 12z + a = 0 no puede tener dos soluciones distintas en el intervalo cerrado
[-2,2].

Soluciéon
4. Dada la parabola de ecuacién y = —x2 — 2x + 3, sea r su recta tangente en x = —1 y sea s su

recta tangente en x = 1.

a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola, la recta r y

la recta s.

c¢) Calcule el area de dicho recinto.

Solucién



LXV

SEPTIEMBRE 2009
Opciéon B

1. a) Calcule el limite

,oet—1
lim
x—0 x

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente funcion sea conti-

nua:

r—1
¢ st x#0
x
fz) =
c st x=0
Solucion
2. a) Calcule una primitiva de la funcién racional
1
fe) =10
b) Calcule la integral [ —L—dxz (puede utilizarse el cambio de variable ¢ = senx).
Solucién
1 1
3. Considere la matriz A = a b ¢
a®> v

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad
Al = (b—a)(c—a)(c—b)

b) {Qué relacion debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea igual a 17

Justifique la respuesta.

Solucion
r= 1 4+ A
4. a) Compruebequelarectar: y= A esperpendicular al plano Il : z +y 4+ z = 1.
z = A

b) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano II es igual a v/3 unidades.

Solucién



LXVI

JUNIO 2010
FASE GENERAL
Opcién A

1. a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién e* = —2x2+2 tiene soluciones.
(Puede ser ttil dibujar las gréficas de las funciones f(x) = e y g(z) = —222 + 2.)

c) Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna solucion de la ecuacion
e® = —22% + 2.

Solucién

2
T 4

2. a) Represente, de forma aproximada, la recta x = 1 y las curvas y = SY=0Y senale el

X

recinto plano limitado por ellas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

Soluciéon
3. a) Discute el sistema de ecuaciones lineales:
2 — y + =z
-r + y — z = 0
(T z
b) Resuelve el anterior sistema.
Solucién

4. Calcula el angulo que forma el plano v/3z — z = 3 con la recta de ecuaciones = +y = 1,

y —x = —1 (Los dngulos se miden en radianes)

Solucién



LXVII

JUNIO 2010
FASE GENERAL
Opcién B

1. a) Escriba la "regla de la cadena" para la derivacion de funciones compuestas.

b) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la funcién

1 — cosx
=In| —= 0<
f(zx) n(l—l—cosx)’ r<m
Solucién
2. a) Diga cuando una funcién F'(x) es primitiva de otra funcion f(z).
b) Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = ze® que cumpla F(0) = 0.
Solucion
3. Determine el rango de la matriz A segun los valores de b:
1 2 1
A= b+1 1 1
1 b b—-1
Solucion

4. De todos los planos que pasan por los puntos P = (0,0,—1) y @ = (1,0,0), calcule uno que
sea paralelo a la recta de ecuaciones x +y=1,z—2=0

Solucién



LXVIII

JUNIO 2010
FASE ESPECIFICA
Opcién A

1. Calcule el limite

et —xcosr — 1

lim
z—0 senx — x + 1 — cosx

Solucién

2. Calcule, utilizando la formula de integraciéon por partes, una primitiva F'(x) de la funcion
f(x) = 2%~ que cumpla F(0) = 0.

Solucién

3. a) Defina el concepto de rango de una matriz.

b) Calcule el rango de la matriz

-1 1 1
A= 1 2 -1
-2 1 2

c) Diga, razonadamente, si la segunda columna de la matriz A anterior es combinacién

lineal de las otras dos columnas.
Solucién

4. Determine la relacién que deben cumplir A y p para que la distancia del punto P = (A, 1, u)
al plano determinado por los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,0) y C = (0,2,1) sea igual a 1.

Solucién



LXIX

JUNIO 2010
FASE ESPECIFICA
Opciéon B

1. a) Defina la nocién de minimo relativo de una funcion.

b) Para cada x sea h(x) la suma de las coordenadas del punto (z, f(x)) de la gréfica de
f(z) =2+ 23 + 22 — 2 + 1. Calcule los extremos relativos de h(x).

» ;Tiene h(z) algin extremo absoluto? Razone la respuesta.
Solucién

2. a) Represente, de forma aproximada, la curva y = 2 + 222 + 1 y la recta tangente a dicha
curva en el punto Qo = (—1,4).

b) Senale el recinto plano limitado por el eje OY y por la curva y la recta del apartado

anterior, y calcule el area de dicho recinto.

Solucion
3. Discute, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones
br + by = 1
3x + bz = b-2
-y 4+ z = b-3
(no es necesario resolverlo en ningtin caso).
Solucion

DD

4. Dados los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,0) y C = (0,2,1), sea r la recta que pasa por A y
B, y sea II el plano que pasa por C'y es perpendicular a r. Calcule el punto Py en el que se

cortan r y II.

Solucién



LXX

SEPTIEMBRE 2010
FASE GENERAL
Opcién A

1. Diga, razonando la respuesta, qué valor debe tomar ¢ para que sea continua la funcién:

c siz=0
f@=9 .
e —1—ux .
—Q — siw #0
Solucion
2. Calcule el valor de la integral
2 p—1\¥?
[
1 8
Solucion

3. a) Diga, justificando la respuesta, si es de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

y - z 1
—x + 4z = 0
2y — z =1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.
Solucién

4. Fijados los puntos A = (1,0,0) y B = (0,1,0), obtenga la relaciéon que deben cumplir los
namero reales A y u para que el punto P = (A, u1,0) sea tal que el triAngulo ABP tenga area

igual a 1.

Solucién



LXXI

SEPTIEMBRE 2010
FASE GENERAL
Opcién B

1. Halle todos los puntos de la grafica de la funcién f(x) = 2® + 2% + 2 + 1 en los que su recta

tangente sea paralela a la recta de ecuacion 2z — y = 0.
Solucién

2. a) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola y = 222 y la

parabola y = 2 + 4.

b) Calcule el 4rea de dicho recinto.
Solucién

3. a) Sean By C matrices cuadradas de orden 3. Diga cuéndo, por definicién, C' es la matriz

inversa de B.

b) Diga razonadamente si la matriz

N

I
S = =
—_ O
_ = O

tiene inversa, y si la respuesta es afirmativa calcule la matriz A=1.
Solucién

4. Sea 6 el dngulo formado por los vectores @ = (A, 1,0) y ¥ = (1, ,0), donde A y p son nimero

reales.

a) Obtenga la relacion que deben cumplir A y p para que se cumpla que cosf = 0.

b) Obtenga la relacion que deben cumplir A y u para que se cumpla que senf = 0.

Solucién



LXXII

SEPTIEMBRE 2010
FASE ESPECIFICA
Opcién A

1. Considere las funciones f(z) = sen’z y

* 1
)= dt, 0 <z <1

Calcule la derivada de la funcion F(z) = g(f(z)), 5= < « < §. Simplifique en lo posible dicha

derivada.

Solucién

2. a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la hipérbola zy = 1, su

recta tangente en el punto (1,1) y la recta z = 2

b) Calcule el area de dicha region plana.

Soluciéon
3. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones
r + vy = a+1
—2r — y + az = -2
(a+l)z + y — =z = 2
(no es necesario resolverlo en ningtn caso).
Solucion

4. Considere las rectas 7‘:{ . y s:{ Y .
y=z =z

Obtenga un punto P de r y un punto @ de s tales que el vector 1@ tenga modulo igual a 1

y sea ortogonal al vector (—1,0,1)

Solucién



LXXIII

SEPTIEMBRE 2010
FASE ESPECIFICA
Opcién B

1. a) Estudie el dominio, los extremos relativos, la curvatura (intervalos de concavidad y de
convexidad) y los puntos de inflexién de la funcién f(x) = In(1 + 22) (In denota el

logaritmo neperiano).

b) Represente la grifica de f(z) = In(1 + 2?) utilizando los datos obtenidos en el apartado

(a).

Solucién
2. Calcule las primitivas de la funciéon
_ 1
f(z) = prampertL e 0
(Puede utilizarse el cambio de variable ¢ = e”.)
Solucién
3. Determine el rango de la matriz A segin los valores de a:
0 1 2
A= a+1 -1 a-2
-1 a+1 2
Soluciéon

4. a) Determine el plano IT que pasa por el punto (1,0,1) y es perpendicular a la recta de

ecuaciones z +y+z2=0,z—2z=1.

b) Calcule el punto en el que se cortan r y II.

Solucién



LXXIV

JUNIO 2011
Opcion A

1. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Pruebe que cualquiera que sea la constante a la funcién f(x) = 2% — 522 + 7z + a cumple
las hipotesis de dicho teorema en el intervalo [1, 3]. Calcule un punto del intervalo abierto

(1,3) cuya existencia asegura el teorema de Rolle.
Solucién

2. a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la curva y = —2(x — 1)3,
su recta tangente en el punto (1,0) y la recta x = 0 (Puede ser 1til calcular los cortes de

la curva y = —2(x — 1)3 con los ejes coordenados.)

b) Calcule el 4rea de dicha figura plana.

Solucién
. z 1 .
3. Calcule las matrices de la forma X = < 0 > que cumplen la ecuacion:
10
X Xt=
0 1
donde X! es la matriz traspuesta de X
Solucion
. . ) L . z=0
4. a) Estudie, en funcién de los parametros a y b, la posicion relativa de la recta r : { 0
y =

yelplanolI=z+y+az = 0.

b) Para cada una de las posiciones obtenidas, diga cémo es el sistema formado por las tres
ecuaciones
x =0, y =0, r+y+az=5>

Solucién



LXXV

JUNIO 2011
Opciéon B

1. a) Enuncie el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcule el punto al que se refiere dicho teorema para la funcion f(z) =e® +1 en el
intervalo [0, 1].

Solucién

2. a) Estudie las asintotas, los extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcion

flz) =xze ™.
b) Represente, utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, la grafica de la funcién
f(z) =ze ™.
Solucion
3. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones
- + 2y + z =
x + (a—1y + az = 0
ar + 29 4+ z = -1
(no es necesario resolverlo en ningtin caso).
Solucién
+y=0 v=1
x =
4. Considere las rectas 7 : Y yr:g y=2X\
r—z=1 N
z =

a) Determine el plano IT que contiene a la recta r y corta perpendicularmente a la recta s.

b) Calcule el punto donde se cortan el plano II y la recta s.

Solucién



LXXVI

SEPTIEMBRE 2011
Opcion A

1. a) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matriz A siguiente es combinacién lineal

de las dos primeras columnas:

1 2 -3 0
A= 0 1 -1 1
-1 0 1 -1

b) Calcule el rango de la matriz A.
Solucién

2. Sea r la recta que pasa por los puntos A = (1,0,0) y B = (1,—1,0), y sea s la recta que pasa
por los puntos C' = (0,1,1) y D = (1,0, —1).

a) Calcule el plano IT que contiene a s y es paralelo a r.

b) Calcule la distancia entre las rectas r y s.
Soluciéon

3. Determine valores de los pardmetros a y b para que la funcion f(x) = a cos?z +bx> + 2% tenga

un punto de inflexién en z = 0.
Solucién

4. Calcule, utilizando la féormula de integracién por partes, una primitiva F(z) de la funcion
f(x) = 2% - Inz? que cumpla F(1) = 0.

Solucién



LXXVII

SEPTIEMBRE 2011
Opciéon B

1. Discuta, en funcién del pardmetro b, el sistema de ecuaciones

y + bz = 1+45b
x + z = 3-b
bx — by = 1-b

(no es necesario resolverlo en ningtin caso).

Solucién

2. a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por los puntos A = (1,0,0) y
B(-1,0,-1).
b) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya distancia al punto
C = (0,—1,0) sea igual a 1.

Solucién
3. Calcule el limite
, ef—e -2
lim ———
z—0 sen?x
Solucién
4. a) Represente, de forma aproximada, la grafica de la funcion f(z) = ze® 1. Sefiale el
recinto plano limitado por dicha grafica, el eje OX, la recta z = —1 y la recta x = 1.

b) Calcule el area del recinto del apartado anterior.

Solucién



LXXVIII

JUNIO 2012
Opcion A

1. Discuta, en funcién del pardmetro a, el sistema de ecuaciones

r —y + 2z = a
- + Yy — az =
x +ay +(14+a)z = -1

(no hay que resolverlo en ningin caso).
Solucién

2. Calcule todos los vectores de modulo 2 que son ortogonales a los vectores @ = (1,—1,—1) y
v=(-1,2,1).

Solucién

2

3. a) Determine el punto (z,y) de la pardbola y = 2* en el que la suma x + y alcanza su

minimo valor.

b) Explique por qué dicho minimo es absoluto.
Solucién

4. a) Calcule los puntos de corte de la recta 2y — x = 3 y de la recta y = 1 con la rama

hiperbélica zy = 2, x > 0.
b) Dibuje el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.

c¢) Calcule el area de dicho recinto.

Solucién



LXXIX

JUNIO 2012
Opciéon B

1. Calcule la matriz inversa de la matriz A = B? —2-(C, siendo

1 0 1 1 0 0
B=|o0 -1 0], C=11 1 -1
1 0 1 -1 1
Solucién
2. Calcule la distancia del punto P = (3, —1,2) a la recta
r—y+z=1
T
r+2=0
Solucién

3. Considere la funcion f(z) = |z| + |z — 2|.

a) Exprese f(z) como una funciéon definida a trozos.
b) Dibuje la grafica de f(x).

c) Escriba el intervalo abierto de la recta real formado por los puntos en los que f(x) es

derivable y se anula su derivada.
Solucién

4. Calcule la siguiente integral de una funcién racional:

2
/gj +1dx.
2 -1

Solucién



LXXX

SEPTIEMBRE 2012
Opcion A

1. a) Calcule el siguiente limite (In denota el logaritmo neperiano):

lim z-lnx
x—0t

b) Estudie los extremos relativos, las asintotas y el signo de la funcion f(xz) = z-In x definida

en el intervalo abierto (0, +00).

c) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b) represente de forma aproximada
la grafica de la funcion f(z) del apartado b)

Solucién

2. a) Diga cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(z).

b) Haciendo el cambio de variable t = v/x — 1, calcule la primitiva de la funcion f(z) =z - Vo — 1
cuya grafica pasa por el punto (1,0) del plano.

Solucién

3. Calcule los valores de a para los que el determinante de la matriz B es igual a 32, |B| = 32,
siendo B=2-A%y

Solucién

4. Dados el plano II de ecuaciéon x 4+ z = 1 y los puntos A = (1,0,0) y B = (0, 1,0), calcule los
valores de ¢ para los que el punto P = (0,0,¢) cumple “area del tridngulo ABP”="distancia
de P a II".

Solucién



LXXXI

SEPTIEMBRE 2012
Opciéon B

_1‘2

1. a) Estudie las asintotas de la funcion f(z) =e
b) Calcule los extremos relativos y los puntos de inflexion de f(z).

c¢) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b), haga la representacion grafica

aproximada de la funcion f(z).
Solucion

2. Calcule, utilizando la formula de integracion por partes, una primitiva F'(x) de la fucnion
f(x) = (z +1)? senz que cumpla F(0) = 1.

Solucién
3. ;Existe alguna matriz X = ( v ) que cumpla
z
1 2 1 1
X =X-
11 1 -1
y sea NO nula? Razone la respuesta.
Solucién

4. Sea II el plano determinado por los puntos A = (1,0,0), B =(0,1,0) y P = (0,0,¢), y sea la

{ rT—y=3
recta r:

a) Obtenga la ecuacion implicita de II.
b) Determine los valores de ¢ para los que r y II son paralelos.

¢) Determine los valores de ¢ para los que r y II son perpendiculares.

Solucién



LXXXII

JUNIO 2013
Opcion A

a) Encuentre, razonadamente, un valor del parametro a para el que sea compatible deter-
minado el sistema de ecuaciones:

ax + 2y + z = a+1
(a+)x — y — az = -1
- + y + =z = 2a

b) Resuelva el sistema para el valor de a encontrado.

Solucién
2. Sean en R? los vectores € = (2,0,0), @ = (1,0,—1) y ¥ = (—2,3, —2).
a) Calcule el producto vectorial € x .
b) Calcule el seno del angulo 6 que forman €'y 4.
c) Calcule el angulo ¢ que forman @ y .
Solucién

3. Estudie si larecta r de ecuacién y = 4z—2 es tangente a la grafica de la funcion f(x) = 23 + 22 —x + 1
en alguno de sus puntos.

Solucién

4. a) Halle, utilizando la férmula de integracion por partes, una primitiva de la funciéon f(z) =1+ Inz.

b) Calcule el area de la region plana limitada por la curva y = lnz, la recta horizontal
y = —1, y las rectas verticales c =1 y =z =e.

Solucién



LXXXIII

JUNIO 2013

Opciéon B
1. Dadas las matrices
1 0 -1 0 O
A= -1 -1 11, I= 0 1 0 ,
0 1 1 0 O

pruebe que la matriz inversa de A es A1 = —A2+ A+ 21,
Soluciéon

2. a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto P = (1,—1,0) y es

paralela alos planos Iy =z +y=2ylhbh =z —-y+2=1.

b) Calcule también las ecuaciones paramétricas de r y un vector director de 7.
Soluciéon

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Demuestre que alguna de las raices del polinomio P(z) = z* — 8z — 1 es negativa.

¢) Demuestre que P(x) tiene también alguna raiz positiva.
Solucién
4. Calcule la siguiente integral de una funcién racional:

/Ldm
24+ —2

Solucién



LXXXIV

SEPTIEMBRE 2013

Opcion A
-1 3 =z Y
1. Dadas las matrices A = 2 3 0 y B = -2 1 -2 |, estudie si existen
0 1 1 2 x Y

numeros reales x e y tales que la matriz B es la inversa de la matriz A.
Soluciéon

2. En R3, calcule la distancia del punto P = (1,—1,2) a la recta r que pasa por los puntos
A=(0,-1,1) y B=(1,0,1).

Solucién
3. a) Defina a trozos la funcion f(z) =2 — x - |z| y represéntela graficamente.
b) Estudie la derivabilidad de f(z) en toda la recta real.
c¢) Calcule la funcion derivada f’(z) para los valores de = que exista.
Solucién

4. Calcule el valor de la integral definida

1
2
/O <962f_1 + (2z — 1)6302730 + 27rsen(27rx)) dx .

Solucién



LXXXV

1. a)

b)

SEPTIEMBRE 2013
Opciéon B

Estudie para cuéles valores del parametro m es compatible determinado el siguiente

sistema de ecuaciones:

l1-2m)zx — y — z = -1
m-1z + y — 2z = 2
mlx + y + z = 3

Resuelva el anterior sistema de ecuaciones para m = 0.

Solucién

2. Fijados los puntos A = (1,1,0) y B = (1,0, 1), calcule todos los puntos de la forma X = (0, A, u)
para los que el tridngulo ABX es equilatero.

Solucién

Estudie el dominio de definicion, las asintotas, los extremos relativos y los puntos de

inflexion de la funcion 3

flz) = W

Represente la funcion f(z) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a).
Solucién

Dibuje el recinto plano limitado por la pardbola y = 1 — 22, el eje OX, la recta z =0

y la recta x = 2.

Calcule el area de dicho recinto.

Solucién



LXXXVI

JUNIO 2014
Opcion A

1. a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

z 4y —4z = 2
2t —y —z =
r -2y +3z = -1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

Solucién
. z=0 r4+y=1
2. Considere en R? las rectas 7 : , S: Y .
z=0 r—y=1
a) Obtenga un vector director de la recta s.
b) Obtenga el plano II que contiene a 7 y es paralelo a s.
c) Obtenga el plano I que contiene a r y es perpendicular a s.
Soluciéon

3. a) Enuncie la condicion que se debe cumplir para que una recta x = a sea asintota vertical

de una funcién f(z).

b) Calcule las asintotas verticales y horizontales (en —oco y en +00) de la funcion

24z —1
2 —x—2"

f(x) =
Solucién

4. Calcule el area de la region plana limitada por la grafica de la funcion f(x) = cosz, el eje
OX y las rectas x =0, = = 27.

Solucién



LXXXVII

JUNIO 2014
Opciéon B

1. a) Calcule el determinante de la matriz

1 0 1
A= 0 0 2
0 -1 0

b) Calcule la matriz inversa de A.

c¢) Calcule el determinante de la matriz B = %A?’ sin obtener previamente B.
Solucion
2. a) Dado el plano II; de ecuacion z = 0, escriba las ecuaciones de dos planos Iy y I3 tales

que los planos II;, I, y II3 se corten dos a dos pero no exista ningin punto comin a los

tres.

b) Clasifique el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos II;, Il y II;.
Solucién

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién cosx = 22 —1 tiene soluciones

positivas.

¢) ;Tiene la ecuacién cosz = 22 — 1 alguna solucién negativa? Razone la respuesta.
Solucién
4. Calcule la siguiente suma de integrales definidas
2 _9 2
/ —dr + / (— senz - €% 4 cos?x - ese“w) dx ,
1 T ™
cuyas integrales indefinidas asociadas son inmediatas.

Solucién



LXXXVIII

JULIO 2014

Opcion A
1 0 -1 5 0 -5
1. Considere las matrices B = 0 -1 o[, C= 0 1 1
—1 0 1 -5 -1 5

a) Calcule la matriz A = 3B? — C.

b) Halle la inversa A~! de la matriz A.

Solucién

r+y+2=0

sea paralela al
r—y—z=1

2. a) Calcule el valor del pardmetro k para que la recta r : {

plano II de ecuacién kx +y + kz = 1.

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia de la recta r al

plano II.
Solucion

3. a) Estudie el dominio de definicion, las asintotas, los extremos relativos y los puntos de

inflexion de la funcion
(x+1)3

2

flz) =

b) Represente la funcién f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a).
Solucién
4. Calcule la siguiente integral definida de una funcién racional:

e+1
-2
[
2 4 —3r+2

Solucién



LXXXIX

1.

JULIO 2014
Opciéon B

Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incognitas
r—y=3
cuya solucién es el punto Py = (2, —1) de R2. Sea S’ el sistema que se obtiene al afiadir a S
una tercera ecuacion ax + by = c. Conteste razonadamente las siguientes preguntas:
a) jPuede ser &’ compatible determinado?

b) jPuede ser S’ incompatible?

c¢) ;Puede ser &’ compatible indeterminado?

Solucién

}

2. En R3, considere los cuatro puntos A = (0,1,1), B = (-=2,0,-1),C = (=1,1,0) y D = (-2,2,1),

3.

4.

y sea r la recta que pasa por C'y por D.

a) Obtenga ecuaciones paramétricas de r.

b) Halle los puntos P de la recta r para los que el tridngulo APB sea rectangulo en su

vértice P.
Solucién

a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando el anterior teorema a la funcion f(xz) = senz, pruebe que cualesquiera que

sean los nimeros reales a < b se cumple la desigualdad senb —sena < b — a.
Solucién

a) Dibuje el recinto plano limitado por la parabola y = 22 — 2 y la recta y = .

b) Calcule el area de dicho recinto plano.

Solucién



XC

JUNIO 2015
Opcion A

1. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

T + y = b
-2z — y + (b—-1)z = =2
bx + y — z = 2

(no es necesario resolverlo en ningtn caso).

Solucién

) 0
2. En R3, considere el plano II : az + by + cz = d, la recta r : { . 0 y el punto P = (1,0, 1).
y =

a) Obtenga cémo deben ser los nimeros reales a, b, ¢, d para que el plano IT contenga a la

recta r.

b) Supuesto que II contiene a r, pruebe que la distancia del punto P a IT es menor o igual
al: d(P,1I) < 1.

Solucién

3. a) Estudie los extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién f(z) = In (1 + z2).

b) Estudie sila recta r de ecuaciéon y = —r—1+In 2 es tangente a la grafica de f(z) = In (1 + 22)

en algan punto de inflexion de f(z).
Solucién

4. Calcule la siguiente suma de integrales definidas

e—1 1 T
/ dxr + / cos x - 5" T dx
0 T + 1 0

Solucién



XCI

JUNIO 2015
Opciéon B

1. Determine la relacién que debe existir entre los parametros = e y para que las matrices

1 1
A= < 315 ) y B= ( T ) conmuten, es decir, para que A- B = B - A.

Y Y

Solucién

2. Dados en R3 los planos II) =z +y —2z=1y Iy =2 — y + z = 1, obtenga el conjunto H de

los puntos de R? que distan igual de dichos planos.

Solucién

Enuncie el teorema de Bolzano.

Utilizando el teorema de Bolzano, encuentre un intervalo de la recta real en el que la

funcion polinémica p(z) = 32 — z + 1 tenga alguna raiz.

Utilizando el teorema de Bolzano, demuestre que las graficas de las funciones

f(x) =e® +1In(1+2%) y g(z) = e* + 1 se cortan en algiin punto.
Solucién

Represente, aproximadamente, la grafica de la funcion g(r) = sen (2z) definida en el

intervalo [0, 7].

Calcule el area de la region plana limitada por la grafica de la funcion g(z) = sen (2z),
el eje OX y las rectas z =0, x = 7.

Solucién



XCII

JULIO 2015
Opcion A

1. a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = 2® + 2 el anterior teorema, pruebe que cualesquiera que
sean los nimeros reales a < b se cumple la desigualdad a — b < b® — a?.

Solucién

2. a) Diga cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(z).

b) Diga cémo puede comprobarse, sin necesidad de hacer derivadas, si dos funciones F'(x)

y G(x) son primitivas de una misma funcion.
c) Diga, razonando la respuesta, si las funciones

senx + cosx 1 —sen?z

Pla) = SREEESE Gy =

senx cosT -senz
son primitivas de una misma funcion.

Solucién

3. Resuelva la ecuacién matricial AX 4+ 2B = C| siendo
2 1 4 1 9 4
A= , B= , C= .
-1 -1 -1 3 2 6

4. a) Calcule las ecuaciones parameétricas de la recta r que pasa por los puntos A = (0,1,1) y
B=(1,1,-1).

Solucién

b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los planos Iy = z+y=-2 y

Ilh=2x—2=1.

Solucién



XCIII

JULIO 2015
Opciéon B

1. a) Estudie el dominio de definicion y las asintotas de la funcion

2 —4r+3

fla) = ==

b) Estudie si la gréfica de la funciéon f(z) corta a alguna asintota oblicua suya.

c) Represente, aproximadamente, la grafica de f(z) utilizando los valores f(1) y f(3), y los

datos obtenidos en los apartados a) y b).

Solucién
2. Calcule la siguiente integral definida de una funcién racional:
/1+V5 r—1
——— - d.
14v3 T2 —2x

Solucién

3. Determine el rango de la matriz A segun los valores de b:

1 b+2 1

A= 2 1 1

b+1 1 b
Solucién

4. Sean €, i y ¥ vectores en R? tales que € x @ = (1,0,—1), @ x &= (0,1,1).

a) Calcule el vector (¢ x @) x (¥ x €).

b) Calcule el vector W = € x (24 — €+ 37).

Solucién



XCIV

JUNIO 2016
Opcion A

1. Considere la funcién f(x) = sen? z (tenga en cuenta que el dngulo x se mide en radianes).

a) Estudie los extremos relativos de f(z) en el intervalo 0 < = < .

b) Estudie los puntos de inflexion de f(z) en el intervalo 0 < z < T

2
Soluciéon
2. Calcule la primitiva F(z) de la funcién
f@) = 25— 20" 4 22 cos(a?)
x) = — 2ze x cos(x
e—x2
que cumpla F'(0) = 1.
Solucién
3. Discuta, en funcion del pardmetro b, el sistema de ecuaciones
3y + bz = b-2
bx + by = 1
—x + 2z = b-3
(no es necesario resolverlo en ningtn caso).
Soluciéon

4. Considere en R? los puntos A = (1,1,—1) y B = (0,1,1) y los planos II; : z +y = 0 y
Iy :z—2=0.

a) Calcule las ecuaciones parameétricas de la recta r que pasa por los puntos A y B.

b) Obtenga un punto P de la recta r cuya distancia al plano II; sea el doble de su distancia
al plano Iy, esto es, d(P,II;) = 2d(P,II5).

Solucién



XCV

JUNIO 2016
Opciéon B

1. Considere la funcién definida a partir de los parametros «, 5 € R:

2?2 —3x 4+« six <0
f(z) = ,
— 22+ pr+p+1 siz>0

a) Obtenga la relacion que debe haber entre « y 8 para que f sea continua en z = 0.
b) Calcule o y 8 para que f sea derivable en = = 0.

c¢) Para los valores « y 3 obtenidos en el apartado (b), jes f’ derivable en 2z = 0?7 Razone

la respuesta.

Solucién

2. a) Calcule los puntos en los que la recta y =  — 1 y el eje OX cortan a la parabola
y=—x%+ 6z —5.
b) Dibuje, aproximadamente, el recinto plano limitado entre la pardbola y = —x2 4+ 6z — 5
ylarectay =x—1.

c¢) Calcule el area de dicho recinto plano.

Solucién
0o 2 =2 1 0 1
3. Considere las matrices A= 2 -1 2 , B= 0 1 0
2 2 0 -1 0 1
a) Calcule la matriz C' = 24 — B2.
b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
Solucién

4. Sean en R? los vectores @ = (1,1,0) y © = (—1,0,1).

a) Calcule el producto vectorial @ X .

b) Obtenga un vector €7 de R que cumpla cos (el, a’).

- =

¢) Obtenga un vector €3 de R® que cumpla sen (6/2,\7)>

Solucién



XCVI

JULIO 2016
Opcion A

1. Determine los nimeros reales a y b sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales

ar + by + 3z = 2
r + 2y — 2z =0
3r — y + z =1

tiene al menos dos soluciones distintas.

Solucién

2. En R3, sea II el plano de ecuacién z — z = 2, y sea r la recta que pasa por los puntos
A=(1,0,0)y B=1(0,0,0b).

a) Calcule un vector director de la recta r.

=

C

d

)
) Determine b para que r y II sean perpendiculares.
) Determine b para que r y II sean paralelos.

)

. Esta r contenida en IT para algiun valor de b7 Razone la respuesta.

Solucién

3. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Dado un namero real A, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio P(z) =

23 + x + X no tiene dos raices distintas.

¢) ;Tiene el polinomio P(z) = ® + x + ) alguna raiz? Justifique la respuesta.

Solucion
4. Calcule el valor de la integral definida
e 1
—d
/0 V1

donde a = (e—1)2. [El calculo de la integral indefinida puede hacerse con el cambio de variable

t = /z (es decir, z = t?), o también con el cambio de variable u = /z + 1.]

Solucién



XCVII

JULIO 2016
Opciéon B

0 1 -1 2

1 -1 2 0
1. Dadas las matrices A = y B = ( ), obtenga las matrices X que

cumplen la igualdad AX + B2 — 24 = 0.

Solucién

2. En R?, considere el punto P = (1,0,1) y los planos II; = x+2z =0, Il = y — 2z = 0. Obtenga

un plano I3 que cumpla a la vez las siguientes condiciones: (i) P € II3; (ii) II; corta a I3 en

una recta; (iii) los planos IT; I y II3 no tienen puntos en comin.

Solucién

Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales de la

funcién
20 —1

—.T2+LL' :

fz) =

Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximadamente, la

grafica de la funcion f(x).
Solucién

Escriba la “regla de la cadena” para la derivacién de funciones compuestas.

Calcule la derivada de la funcion

f(z) =In(cos’z) , ——<z<

T T
2 2"

Obtenga, utilizando el apartado b), una primitiva G(z) de la funciéon g(x) = tgz que
cumpla G(0) = 1.

Solucién



XCVIII

JUNIO 2017
Opcion A

1. a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

3z -5z = 3
3r —3y +2z = 0
2¢c —y —z =1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

Solucién
2. Sean en R? los vectores €= (0,1,0), @ = (3,-2,2) y 7= (0,1, 1).
a) Calcule el producto vectorial € X .
b) Calcule el angulo ¢ que forman @ y .
c) Demuestre que la familia de vectores {€, , v} es linealmente independiente.
Solucién

3. a) Estudie el dominio de definicién, los extremos relativos y las asintotas de la funcién

2 +1

1
f(ff):17+;: -

b) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximada-

mente, la grafica de la funcion f(x).
Solucién

4. Utilizando el cambio de variable 1 + 22 = 2, calcule una primitiva F(z) de la funcién

flz) = que cumpla F'(0) = 0.

x
V1+ x2

Solucién

5. En una poblacion se sabe que el 80 % de los jovenes tiene ordenador portatil, el 60 % tiene
teléfono movil, y el 10 % no tiene portatil ni maovil. Si un joven de esa poblacién tiene teléfono

movil, calcule la probabilidad de que dicho joven tenga también ordenador portétil.

Solucién



XCIX

JUNIO 2017
Opciéon B

1. Considere las matrices

(3) s () o),

a) Obtenga la matriz A - B y calcule su rango.

b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones
A-B-X=0.
Solucién

2. En R3 se consideran las rectas de ecuaciones:

Jx+2y =0 z+1 y—3 z—1
T : = .
r —2z=-8 -2 a -1
a) Halle el valor de a para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de a obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las rectas

rySs.

Solucion
3. Calcule, aplicando la regla de I’'Hopital, el limite
lim sen(2z) + (1 —2)2 -1 .
=0 In(cos x)
Solucion
4. a) Calcule los puntos en los que las dos curvas y = %, y = —22 cortan a larecta x =0 y
alarecta x=1.
b) Calcule el area de la region plana limitada por las curvas y = €*, y = —x?, y por las

rectas x=0,x=1.
Solucién

5. Una asociacion deportiva tiene 1000 socios, el 40 % de ellos mujeres. Estan repartidos en tres
secciones y cada socio sélo pertenece a una secciéon. En la seccién de baloncesto hay 400 socios,
120 de ellos mujeres, en la de natacién hay 350 socios, 180 de ellos mujeres, y en la de tenis
estan el resto de los socios. Calcule la probabilidad de que un socio seleccionado al azar sea

varén y de la seccién de tenis.

Solucién



JULIO 2017
Opcion A

1. a) Calcule el determinante de la matriz

0 1
A= -1 0
2 0 -1
b) Obtenga el determinante de la matriz B = %A‘l sin calcular previamente B.

c¢) Calcule la matriz inversa de A.

Solucién
=0 r4+y=1
2. Considere en R? las rectas r: , S v .
y=20 z=0
a) Obtenga un vector director de la recta s.
b) Obtenga el plano II; que contiene a r y es paralelo a s.
c) Obtenga el plano I que contiene a r y es perpendicular a s.
Solucién

3. a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = 1/2? el anterior teorema, pruebe que cualesquiera que

sean los ntimeros reales 1 < a < b se cumple la desigualdad a + b < 2a2b?.

Solucién
4. Calcule una primitiva F'(x) de la funcion
2
f(z) = T—wi—l — e~ % 4+ 2z cos(x?)
que cumpla F'(0) = 0.
Solucién

5. En un libro con 3 capitulos, el primero consta de 100 péaginas y 15 de ellas contienen errores.
El segundo capitulo, de 80 paginas, tiene 8 con error, y en el tercero, de 50 paginas, el 80 %
no tiene ningun error. Calcule la probabilidad de que una pagina elegida al azar no esté en el

capitulo dos y no tenga errores.

Solucién



CIl

JULIO 2017

Opciéon B
1. Considere el sistema de ecuaciones
T + vy = 0
T — 2z =1
ar +by +cz = 1

Obtenga valores de los parametros a, b y ¢ en los siguientes casos:

a) Para que el sistema sea compatible determinado.
b) Para que el sistema sea compatible indeterminado.

c) Para que el sistema sea incompatible.
Solucién
2. Considere en R? los puntos A = (1,2,1), B=(-2,-1,-3),C = (0,1,—-1)y D = (0,3, 1),
y sea r la recta que pasa por Ay B.

a) Calcule ecuaciones paramétricas de r.

b) Obtenga un punto P de la recta r tal que la distancia de C' a P sea igual a la distancia
de D a P.

Solucién

3. Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales de la funcién

20+ 1
22+

f(z) =
Solucién

4. a) Represente, aproximadamente, la grafica de la funcion f(z) = 22 — 1 definida en el

intervalo cerrado [0, 2].

b) Calcule el drea de la regién plana limitada por la grafica de la funcion f(x) = 22 — 1, el

eje OX y las rectas x =0, z = 2.
Solucién

5. El 40 % de la poblacion activa de una ciudad son mujeres. Se sabe que el 20 % de las mujeres
y el 12% de los varones esté en el paro. Elegida al azar una persona entre la poblacion activa
que no esta en paro, calcule la probabilidad de que dicha persona sea mujer.

Solucién



CII

JUNIO 2018 - ANULADO
Opcion A

1. a) Discute, en funcién del del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales

r + y - =z =1
z 4+ ay + az =1
ax + 3y + 2 =a

b) Resuelve el sistema para a = 2.
Solucién

2. Una nave espacial sigue una trayectoria aproximadamente recta dada por la ecuacién

r=x+1= g = 2z + 1. Se acerca a un asteroide situado en el punto P = (1,1, 2). Calcule:

a) La distancia minima a la que la nave pasa el asteroide.

b) El punto de la trayectoria de la nave mas cercano al asteroide.

Soluciéon
3. a) Estudie el dominio, las asintotas y crecimiento-decrecimiento de la funcion
1
@)= 22 +2x —8
b) Represente la grafica de f(z) utilizando el apartado anterior.
Solucién

c) Calcule el area del recinto plano limitado por la funcion f(z), el eje de abscisas (OX) y

las rectas x = —1, x = 1.
Solucion

4. Se conoce que el ganado caprino padece un 10% la tuberculosis. La prueba de tuberculosis
caprina no es completamente fiable, ya que da un 10 % de positivos en cabras realmente sanas
y también da negativo en el 5% de cabras enfermas.
a) Calcule la probabilidad de que la prueba sea positiva.

b) Calcula la probabilidad de que una cabra elegida al azar esté sana sabiendo que en la

prueba ha dado positiva.

Solucién



CIII

JUNIO 2018 - ANULADO
Opciéon B

2 1 1 2
1. Considere las matrices A = , B= .
-1 1 3 4

a) Demuestre que la matriz A tiene inversa y calcula A~!.

b) Resuelve la ecuacién matricial AX + B? = A
Solucién

2. Sean r la recta dada por el punto P = (2,—4,1) y el vector ¥ = (3,—4,0), y el plano
II:7z —y=28.

a) Demuestre que r y II se cortan y calcule el angulo que forman.

b) Calcule el plano que contiene a r y es perpendicular a II.
Solucién

3. a) Estudie los extremos relativos (méaximos y minimos) y los puntos de inflexion de la

funcion f(x) =xze".

Solucién

b) Calcule la primitiva F'(z) de la funcién f(z) = ze™* que cumple F(0) = 0.
Solucion

4. La edad de los habitantes de Altojardin se distribuye normalmente con una media de 36 anos

y una desviacién tipica de 12 anos.

a) Calcule el porcentaje de habitantes de Altojardin entre 30 y 48 afios.

b) ;Qué edad tiene la reina de Altojardin sabiendo que el 67 % de los habitantes tiene més

edad que la reina?

Solucién



Clv

JUNIO 2018
Opcion A

1. a) Discuta, en funcion del pardmetro A, el sistema lineal de ecuaciones

r + 2y — z =0
Ar + oy + z =1
r + y + Az =1

b) Resuelva el sistema para A = 1.

Solucién

1 -1 -1
2. SeanelplanoH:y+z:0y1arectar:x—f _ 5 :Z1 .

a) Calcule la interseccion del plano y la recta.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P = (1,0,0), es paralela la plano I y es

perpendicular a la recta r.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano y demuestre, usando dicho teorema, que la funcion

f(z) = 23 + x — 3 tiene una raiz real positiva.
Solucién

b) Calcule la primitiva F(z) de la funcién f(z) = (z + 1)e™® que cumpla la condicion
F(0)=0.

Solucién

4. En una red social el 55 % lee noticias deportivas, el 65 % lee noticias de informacion, y el 10 %
no lee las noticias deportivas ni las de informacion. Tomando al azar una persona de esta red
social:

a) Calcule la probabilidad de que lea noticias deportivas y de informacion.

b) Sabiendo que lee noticias de informacion, calcule la probabilidad de que también lea

noticias de deportes.

c¢) Sabiendo que lee noticias de deportes, calcule la probabilidad de que no lea noticias de

informacion.

Solucién



Ccv

JUNIO 2018

Opciéon B
-2 =2 0 1 0 1
1. Considere las matrices A = 2 1 2 |,B= 0 1 0
0o -2 2 -1 0 1

a) Calcule la matriz C = —3A4 + B2

b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
Solucién

2. Sean el punto A = (1,0,1) y la recta r dada por el punto B = (—1,0,2) y el vector
7= (~1,1,0).

a) Calcule la distancia del punto A a la recta r.

b) Calcule el 4rea del tridngulo de vértices A, B 'y O siendo O = (0,0, 0).

Solucion
3. a) Estudie el dominio, las asintotas y méximos y minimos de la funcion
1
f(z) = 2]

b) Represente la grafica de f(z) utilizando los datos del apartado anterior.

Solucion
c) Calcule una primitiva F(z) de la funcion f(x).

Solucién

4. A una prueba de oposicion se han presentado 2500 aspirantes para 300 plazas. Las calificacio-
nes que han obtenido los aspirantes tienen una distribucién normal de media 6,5 y desviacién
tipica 2. Calcule:

a) La nota de corte para los admitidos.

b) La probabilidad de que un alumno elegido al azar tenga una nota mayor que 9.

Solucién



CVI

JULIO 2018
Opcion A

1. Sea la matriz A que depende del parametro a € R

0o 1 1
A= a 0 a
-2 a O

a) Determine el rango de la matriz A segin los valores del parametro a.

x 1
b) Para a = 1 resuelva, si existe solucion, la ecuacion matricial A| y | =] 1
P 1

Solucién

2. Sean los puntos A = (2,0,1), B = (2,0,3) y la recta r dada por el punto C' = (1,0,2) y el
vector ¥ = (—1,0,0). Determine los puntos P de la recta r para los cuales el area del triangulo
ABP es 2.

Solucién

3. Sea la funcién
x siz >0,
f(@) = |z =

—T six<O0.

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(z).

b) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de f(x) y justifique si en el punto

2 =0 la funcién f(z) tiene un minimo relativo.
Solucion

¢) Dibuje el recinto plano limitado entre las funciones f(z) = |z| y g(z) = 2 — 22 y calcule

su area.
Solucién

4. En un centro comercial el 35% de los clientes utiliza carro. El 70 % de los que utilizan carro

son hombres y el 40 % de los que no utilizan carro son mujeres.

a) Calcule la probabilidad de que un cliente elegido al azar sea mujer.

b) Sabiendo que un cliente elegido al azar ha sido hombre, qué probabilidad hay de que

utilice carro.

Solucién



CVII

JULIO 2018
Opciéon B
1 0 1 1 0 1
1. Sean las matrices A= | 2 2 2 |yB=]11 1 1
0o -1 1 0 1 1

a) Calcule la matriz X tal que X = A2 + B2 — 24B.

b) Halle la inversa de la matriz A.

Solucién
_ _ 9 —y—2=2
9. Sean las rectas r = — 3:y 5:Z ys= vy
3 -1 4 20+ 2y —z=4
a) Estudie la posicion relativa de dichas rectas.
b) Halle la distancia entre ambas rectas.
Solucion
3. Sea la funcién f(x) = z1n(x) para z > 0.
a) jSe puede definir f(0) para que f(z) sea continua por la derecha de = 07
b) Estudie los maximos y minimos relativos de f(x) para z > 0.
c) Halle, si existe, la recta tangente a f(z) en z = 1.
Solucién
d) Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = zIn(z).
Solucion

4. Se estima que en una partida de bombillas el 10% son defectuosas. Si se eligen al azar 6

bombillas de esta partida, calcule:

a) la probabilidad de que ninguna sea defectuosa.
b) la probabilidad de obtener méas de 2 defectuosas.

¢) la media y la destivacion tipica de la distribucion.

Solucién
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Capitulo 1

Analisis

1.1. Funciones y continuidad

1.1.1. Representar graficamente la funcién

J;Q

5
— o3 =
flo)=22" =5 —a+ o

. Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?

- Solucién:

Para poder representarla vamos a estudiar su derivada. Tenemos que
fl(z)=62% -z —1

Igualando a cero resulta:

1+y1+24 1+5 | 122
12 12

622 —x—1=0= =

127 73

(Septiembre 00)

Construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada y conocer asi donde crece y donde

decrece y sus méximos y minimos.

()] ()

+ - +

/!

En consecuencia:
C — L U L +
- Crece —00, —— —
° 73 97 0
(-3:3)
- Decrece — | — 3

1
- Maximo — (—37 7)

18

1 41

- i 1 p— —_——
Minimo — (2, 216)



2 1. Andlisis

También es obvio que lim f(z) = —co y que lim f(z)=+oc0
T——00 T— 400
Podemos hacer una tabla de valores para afinar la representacion, pero aqui no la pondremos.

La grafica resultante podemos verla en la figura 1.1

1

/N

-1

2

Figura 1.1: Representacion grafica de la funcién f(z) = 22° — % -z + >

Para ver la ultima parte del ejercicio usaremos el Teorema de Bolzano. Sabemos que como mucho

tendra tres raices reales (pues es un polinomio de grado 3) y por los datos recabados con anterioridad

. , . , . 1 11 1
y mirando la grafica las raices estaran en los intervalos | —oo, 3733 y 5,—1—00 . Es
evidente que hay una positiva garantizada (la contenida en el ultimo intervalo) y otra negativa
(en el primero). Veamos que ocurre con la otra. Nos basaremos en el teorema de Bolzano para ir

tanteando y comprobando donde esté.

) 1 41

Tenemos que f(0) = 7 >0y f <2> =318 < 0. Por tanto la tercera raiz se encuentra en el
1

intervalo (0, 2) y es positiva.

Volver al examen

1.1.2. Representa la grafica del polinomio
f(x) = 22% 4 32% — 0'2
. Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas positivas?
(Junio 01)

- Solucién:

Vamos a hacer un breve estudio del polinomio para su representacion:
- Domf =R — Como en todos los polinomios.
- Simetria — No tiene.

- Continuidad — Continua en todo R.

Asintotas — No tiene, como le ocurre a todos los polinomios.

- Corte con los ejes:



1.1. Funciones y continuidad 3

e Eje X: Al ser un polinomio de grado 3 puede cortar al Eje X en un maximo de tres
puntos. Vamos a orientarnos donde estaran usando el teorema de Bolzano.
o f(-2)=-16412-02<0
o f(-1)=-24+3-02>0
o f(0)=-02<0
o f(1)=2+3-02>0
Por tanto corta en un punto entre (—2, —1), en otro entre (—1,0) y en otro entre (0,1).

e Eje Y: (0,-0'2)

- Vamos a estudiar la derivada:
f'(z) = 62% + 62

Esta derivada se anula en x =0 y en z = —1. Por tanto:
| (—00,-1) | (=1,0) | (0, +00)
622 + 6z + — +
/ N\ /

De aqui deducimos que:

e Crece — (—00,—1) U (0,400)
e Decrece — (—1,0)
e Maximo — (—1,0'8)

e Minimo — (0,—02)

Su representacion grafica podemos verla en la figura 1.2

/

Figura 1.2: Representacion grafica de la funciéon f(z) = 223 + 322 — 02

La respuesta a las preguntas finales ya la hemos hecho cuando realizamos el estudio del corte

con el Eje X, es decir, hay dos raices negativas y una positiva.

Volver al examen

1.1.3. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que una déci-

@ (Septiembre 01)

ma, una raiz positiva del polinomio z3 +z — 1


https://www.youtube.com/watch?v=mauNDqFveNo

4 1. Andlisis

- Solucién:

El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Para buscar la raiz positiva que nos piden vamos a tantear utilizando el teorema de Bolzano.
Siempre que nos pidan buscar una raiz positiva o negativa tomaremos el cero como uno de los
valores. Nuestra funcion es f(z) = 2% + 2 — 1 y es facil observar que la funcién es continua en todo

R, y por tanto, lo es en cualquier intervalo que cojamos. También se cumple que:

fO)=-1y f(1)=1
Vamos a comenzar a tantear para “acorralar”’ la raiz.
» f(0'5) = —0'375 < 0 = La raiz esté en el intervalo (0’5, 1).
» f(0'7) = 0043 > 0 = La raiz estd en el intervalo (0'5,0'7).
= f(0'6) = —0'184 < 0 = La raiz est4 en el intervalo (0'6,0'7).

La raiz, con un error menor que 0’1 esta contenida en el intervalo (0'6,0/7). Valdria cualquiera,

pero parece que por el valor que toma la funcién en él podiamos tomar 0'7.

Volver al examen

1.1.4. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio z* — 422 — 1 tiene

alguna raiz real negativa.

(Junio
- Solucién:
El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen teérico que hay al principio
del libro.
Vamos a aplicar el mismo para comprobar que la funcién tiene, al menos, una raiz negativa.
Como ya dijimos en el ejercicio anterior uno de los valores a tomar sera el cero.
Este hecho es evidente, pues basta con comprobar que la funcién toma valores de distinto signo

en -5y 0.
- f(=5)=625—-100—1> 0.
- f(0)=-1<0.

Luego, segin el teorema de Bolzano, como f es continua en [—5,0] y toma valores de signo
contrario en —5 y 0, entonces existe un ¢ € (—5,0) en el que f(c) =0y por lo tanto tiene una raiz

negativa.

Volver al examen

1.1.5. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuacién = = cos x

tiene solucion positiva.

(Septiembre 04)

- Solucién:

El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Pasamos a la segunda parte. Como ya dijimos en el ejercicio anterior uno de los valores a tomar

seréa el cero.

03)
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Consideramos la funcién f(z) = cos  — z. Evidentemente su dominio es todo R y es también

continua en todo su dominio. Ademas:
» f(0)=1-0=1>0
m f(1)=cos1—-1=0999847 -1 <0

Por tanto, esta funciéon cumple las hipdtesis del teorema de Bolzano, y segin el mismo, tiene
que tener una raiz en el intervalo (0,1), y por tanto positiva.
Si no queremos apurar tanto podemos tomar x = 2,3, --- en lugar de x = 1, pues como el coseno

estd comprendido entre —1 y 1, al restarle la x elegida dara negativo.

Volver al examen

1.1.6.
a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién e¢® = —22% + 2 tie-

y

ne soluciones. (Puede ser 1util dibujar las graficas de las funciones f(z) = €”

g(z) = —22% +2.)

c) Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna soluciéon de la

ecuacién e® = —2z2 + 2.

(Junio 10 - Fase general)
- Solucién:

a) El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen tedrico que hay al

principio del libro.

b) Vamos a considerar para resolver este apartado la funciéon h(z) = e®+2x2—2. Representaremos

las dos funciones como nos aconsejan. Omitimos los calculos a realizar y el resultado es:

g(x)=-2x2+2

\)Z 14 16 1

Figura 1.3: Representacion gréfica de las funciones e* y —22% + 2

Hay que encontrar dos valores en los que tenga signo contrario la funcién h construida ante-
riormente. No es mala idea utilizar el 0 como valor siempre que sea posible; pero ademés en

este caso es aconsejable a la vista de las graficas. El otro valor puede ser el 1.

Tomados estos valores tenemos que es obvio que la funcion es continua en [0, 1] y ademés:
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o h(0)=¢"—2=-1<0
e h(l)=e+2—-2=e>0

En consecuencia, en virtud al teorema de Bolzano existe un valor en el intervalo (0,1) en el

que la funcion h(z) tiene un cero, es decir, es solucion de la ecuacion planteada.
c¢) El intervalo anterior vale para este apartado.

Volver al examen

1.1.7.
a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Demuestre que alguna de las raices del polinomio P(z) = 2* — 87 — 1 es negativa.

c¢) Demuestre que P(z) tiene también alguna raiz positiva.
(Junio 18)

- Solucién:

a) El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen tedrico que hay al

principio del libro.

b) Vamos a ver cuanto vale P(0) y luego tendremos que buscar un valor negativo de z en el que

la funcion tome un valor de distinto signo que en P(0).
P0)=-1<0
Basta con coger x = —1 para encontrar el primer intervalo.
P(-1)=14+8-1=8>0
Luego, segtn el teorema de Bolzano, habra una raiz en el intervalo (—1,0) y por tanto negativa.
¢) Razonaremos de forma similar para la raiz positiva. Esta vez nos vale z = 3.
P(3)=81-24—-1=56>0
Por tanto hay una raiz en el intervalo (0,3) y por tanto positiva.

Volver al examen

1.1.8.

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién cos v = 22 — 1 tiene

soluciones positivas.

c¢) ;Tiene la ecuacién cos r = 22 — 1 alguna solucién negativa? Razone la respuesta.

(Junio 14)
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- Solucién:

El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Vamos a resolver el segundo apartado. Para ello vamos a considerar la funcién f(z) = cos z — 2% + 1.
Las raices de la ecuaciéon que nos piden coincidiran con los valores donde se anula esta funcion.

Se trata, obviamente de una funcién continua. Veamos que cumple los demés requisitos del
teorema de Bolzano, es decir, vamos a ver si podemos encontrar un intervalo positivo en los que la
funcién tome valores de signo distinto (cuando nos piden valores positivos o negativos es una buena
idea tomar como uno de los valores el cero).

En nuestro caso tenemos:

F0)=cos0—02+1=1-0+1=2>0

= dc € (0,27) donde f(c) =0
f2m) =cos 2 —4m? +1=2— 472 <0 } (0,2m) 1)

Para responder al tercer apartado tenemos varias opciones. Una de ellas seria darnos cuenta que la
funcion f(z) es par, luego si tiene un valor ¢ positivo donde hay una raiz, el valor opuesto a éste
también anulara la funcion.

También podemos hacer como anteriormente.

f(0)=cos0—-02+1=1-0+1=2>0

— 3¢ € (—27,0) donde f(c) =0
f(27r)cos(27r)47r2+1247r2<0} (=2m,0) fe)

Volver al examen

1.1.9.
a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Utilizando el teorema de Bolzano, encuentre un intervalo de la recta real en el que

la funcién polinémica p(z) = 32° — z + 1 tenga alguna raiz.

¢) Utilizando el teorema de Bolzano, demuestre que las graficas de las funciones

f(x)=e®+In(1+2%) y g(x) = e® + 1 se cortan en algiin punto.

(Junio 15)

- Solucién:

El teorema de Bolzano puedes encontrarlo en el punto 2 del resumen teérico que hay al principio
del libro. Veamos el segundo apartado.

Tenemos el polinomio p(z) = 32® — x + 1. Es evidente que esta funcién va a ser continua en
cualquier intervalo que cojamos, pues lo es en todo R. Tenemos que encontrar pues, dos valores de
x en los que el polinomio tome valores de distinto signo.

Facilmente vemos que p(0) = 1. Se trata de buscar otro valor de x en el que el polinomio tome

3 mantiene el signo del valor de x que sustituyamos.

valor negativo. Sabemos que z

Basta, por tanto, con tomar x = —1 para que el polinomio tome valores negativos, pues
p(—1) = -1

Como se cumplen las hipotesis del teorema para el polinomio en el intervalo [—1,0], podemos
asegurar que dicho polinomio tiene al menos una raiz en el intervalo (—1,0).

Veamos por ultimo el tercer apartado.

Para poder aplicar el teorema de Bolzano tenemos que tener una sola funcién. Vamos a construir

la funcién f —g. Donde esta funcion se anule tendremos que las dos funciones toman el mismo valor.

(f=9)(x) =0 = f(z) —g(z) = 0= f(z) = g(x)
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La funcién f — g resultante es:

(f—g9)@) = e +In(14+2?)—("+1)=€"+In (1+2°)—e" —1=
In (1—}—1;2)—1

El dominio de la funcién es todo R, pues 1+22 > 1. A su vez es obvio que la funcién es continua
en todo R. Nos falta por encontrar el intervalo en el que esta funcién toma valores de distinto signo

en los extremos para que se cumplan las hipétesis del teorema. Dichos valores podian ser:

(f—¢9)(0) = In1-1<0
(f—-9)(2) = In5-1>0

Luego en el intervalo [0, 2] se cumplen las hipotesis del teorema y por tanto en el intervalo (0, 2)

tiene que existir ¢ € (0,2) en el que
(f =9)(c) = 0= f(c) —g(c) = 0= f(c) = g(¢)
Por tanto en ese valor ¢ se cortan las graficas de las dos funciones.
Volver al examen
1.1.10. Enuncie el teorema de Bolzano y demuestre, usando dicho teorema, que la

funcién f(z) = 23 + = — 3 tiene una raiz real positiva.

(Junio 18)

- Solucién:

El enunciado del teorema podemos verlo en el resumen teérico en el punto 2.

Vamos a ver que la funcién cumple las hipotesis del problema en un intervalo positivo. De
entrada la funcién es continua en todo R por ser un polinomio.

Como buscamos una raiz positiva voy a coger como extremo inferior del intervalo el nimero 0.
El extremo mayor sera un nimero positivo que cumpla las condiciones del teorema. De esta forma,
como el valor que cumple el teorema esta en el interior del intervalo, la raiz que garantiza el mismo

serd, positiva.
» f(0)=-3<0
" f(2)=842-3=7>0
Luego la funcién tiene una raiz en el intervalo (0, 2).

Volver al examen
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1.2. Derivada y sus aplicaciones

1.2.1. Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =z —In(z? — 1) y re-
presentar su grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos

(maximos y minimos relativos).

(Junio 00)

- Solucién:
La funcién no existira en los puntos en los que 22 — 1 < 0. Vamos a ver donde ocurre. Para ello

vamos a hacer una tabla con los puntos de corte.
- 1=0=z=+1
La tabla queda:

| (—oo,~1) | (=1,1) | (1, +00)
| ‘ + ‘ - ‘ +

Luego el dominio de la funcion es Domf = (—oo, —1) J (1, 4+00).
Vamos a estudiar su derivada:
2z 2?—-1-2r 2%2-2r-1

fla)=1- = -

22—-1  z2-1 2 -1

Vamos a estudiar su signo. Para ello vamos a igualar la derivada a cero y tendremos en cuenta

el dominio antes calculado y construiremos una tabla.

x2—2x—1_

2+ VAi+4 2448
P =0= 2= 2+ = 2\[:11\/5
2 _

La tabla quedaria:

(o) | (LY [ (11+VE) | (14 V2 4)
+ No existe — +
a hS /

22 —2x—1
2 -1

Luego la funcion:
- Crece — (—o0, —1)J (1 + v/2, +0)
- Decrece — (1,1+ \/5)

Hay un minimo en (1 +2, 0.84). Para aproximar mas es bueno hacer una tabla de valores, que
aqui no haremos. También es evidente que en x = 1 y en z = —1 hay asintotas verticales, pues las

tiene el logaritmo.

-xz=1— lim f(z) = +oo (Por la izquierda no existe).
z—1+t

-z=-1— lim f(x)=4o0 (Por la derecha no existe).
r——1"

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.4.

Volver al examen



10 1. Andlisis

Figura 1.4: Representacion grafica de la funcion f(z) =2 —In (:c2 - 1)

1.2.2. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z =a, y

explicar su relacion con los maximos relativos de la funcion.

(Junio 00)

- Solucién:
La solucién de este ejercicio puedes encontrarla en el punto 5 del resumen teérico que hay al

principio del libro.

Volver al examen
1.2.3. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcién f(z) = z=/?In z.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada y después sustituiremos z = 1 en la funcién obtenida.
1 1
fl(x) = fiz*?’m In x +x*1/25
Sustituyendo obtenemos:
/ | “1/2
f(l):—i-l In1+1 -1=1
Volver al examen

1.2.4. Dadas las funciones f(z) = 2> + 7 y g(x) = sen z + cos z, calcula la derivada en
z =0 de las funciones f(g(z)) y g(f(z)).

(Junio 01)

- Solucién:
Tenemos dos formas de resolver este ejercicio. La primera consiste en calcular las composiciones
requeridas y posteriormente derivar, y la segunda en derivar aplicando la regla de la cadena. Veamos

la primera en ambas funciones:

f(g(z)) = (sen x + cos z)? + 7 = sen? & + cos® x +2 sen x cos x + 7 = sen 2z + 7 + 1
—_—
1
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Si derivamos esta expresién tendremos:

[(fog)] () = [f(g9(z))] = 2cos 2z

Sustituyendo en z = 0 resulta:

[(fog)]' (0) =2

Por otro lado, la otra composicién nos daria:
g(f(z)) = sen (2% + m) + cos (2 + 7)
Derivando obtenemos:
[(gof)] (z) = 2z cos (z? + 7) — 22z sen (2% + 7)
Sustituyendo en x = 0 el resultado obtenido es:
[(gof)]" (0) =0

Veamos ahora el otro método para la resolucién del ejercicio. Lo haremos a modo de ejemplo

s6lo en el primer caso. Segin la regla de la cadena
[(fog)]' (x) = f'(g(x)) - ¢'(x) = 2(sen z + cos x)(cos x — sen z)
Si sustituimos en = = 0 nos quedarfa:
(fog)]" (0) = 2(sen 0 4 cos 0)(cos 0 — sen 0) = 2
Obtenemos, obviamente, el mismo resultado.

Volver al examen

1.2.5. Entre todos los rectangulos de area dada ;cual es el de perimetro minimo?

(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a buscar una funcion a minimizar (que dependerd en un principio de dos variables) y
una igualdad que ligue las variables. En nuestro caso son:
24 227 +24
Ploy) = 2042y ] = Pl@) =20+ — ===

_ A
A = =y = y="()

X

Vamos a derivar la funcién obtenida:

_Arex— (222 +24) 42 — 227 —2A 227 —2A

Pl(m) 2 2 2

X €T €T

Igualando la derivada a cero obtenemos:

222 — 24

S =0=%"2U=0==A=r=2VA

De las dos obtenidas sélo vale la positiva. Vamos a calcular la segunda derivada para ver que
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hay un minimo.

_Ax-a® - 2x(22® — 24)  4xd — 42’ + 44z 4Ax
= = 4 4

P// (.’L‘)

r x x

Sustituyendo el valor de x obtenido tenemos:

P (V) = o

luego hay un minimo. Sustituyendo z = v/A en (1) podemos calcular y.

xzﬂﬁyz%:ﬂ

Se trata por tanto de un cuadrado de lado v/A.

Volver al examen

1.2.6. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z = a y

explicar su relacion con el crecimiento de la funcion.

(Junio 02)

- Solucién:
La respuesta puedes encontrarla en los puntos 5 y 11 del resumen tedrico que hay al principio
del libro.

Volver al examen

1.2.7. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2z + (22) !, determinando los in-

tervalos donde es creciente.

(Junio 02)

- Solucién:
3 » 1 42241
Nuestra funcién podemos ponerla f(z) = 2z + (22)~! =2z + o T o
x x

Vamos a buscar algunos datos para poder representarla.
Es evidente que el dominio de la funcion es Domf = R — {0}. También es obvio que tiene una
asintota vertical en = = 0, que no corta al eje X, ni al eje Y.

Vamos a estudiar la derivada.

_8z-2r—2- (422 +1) 162® —822 -2 8z -2
B 422 N 422 C 4x?

f'(=)
Igualando a cero tenemos:

8z% — 2 9 5 1 1

Vamos a estudiar el signo de la derivada para especificar donde crece y donde decrece, asi como

los méximos y minimos, si los tiene.

| (—o0,~1/2) | (=1/2,0) | (0,1/2) | (1/2, +o0)

8x2 —2
42
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En consecuencia tenemos que:

- Crece — (—00,—1/2) U (1/2, +00).

Decrece — (—1/2,0) U (0,1/2).
- Maximo — (—1/2,-2).
- Minimo — (1/2,2).

Para afinar la representacion puede hacerse una pequeia tabla de valores, viendo la representa-

ci6n en la figura 1.5.

Figura 1.5: Representacion gréfica de la funcién f(z) = 22 + (22) !

Volver al examen

1.2.8. Representar la grafica de la funcién f(z) = 234273, determinando sus extremos

(maximos y minimos relativos).

(Septiembre 02)

- Solucién:

Nuestra funcién escrita en forma de fraccion es:

f@y=a*+a3 =2+ — =
x
Es evidente que su dominio es Domf =R — {0}. Ademas la funcion es impar, pues:

—z)f4+1 a%+1 6+1
(<x_)x)3 :x_$3 :733%3 = —f(z)

f-a) =

Vamos a ver los puntos de corte con los ejes:
- Eje X — Hacemos y = 0.

6
1
x;; =0=2%4+1=0= No corta.

- Eje Y — Hacemos z = 0. En este caso no corta, pues x = 0 no pertenece al dominio.
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Vamos a calcular la primera derivada para hallar los méximos y los minimos.

, 625.0% —32% (25 +1) 628 — 308 — 322 328 — 322
Yy = 26 = 26 = 76

Si igualamos a cero resulta

328 — 322

— =0=32"-322=0=322(2"-1)=0=

x = 0 = No pertenece al dominio.
2 -1=0=20=1= =41

Vamos a estudiar el signo de la derivada y asi podemos decidir los maximos y minimos.

| (o0, ~1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)

+ — — +
/ N\ N\ /
De aqui deducimos que la funcién tiene:

- Un méaximo en el punto (—1,—2).

- Un minimo en el punto (1, 2).

Es facil observar que la funcién tiene una asintota vertical en la recta x = 0 y que no tiene
asintotas ni horizontales, ni oblicuas.
Puede hacerse una tabla de valores para afinar més la representacion grafica, pero no la haremos

aqui. La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 1.6.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.6: Representacién gréfica de la funcién f(z) = 2% + 273

Volver al examen

1.2.9. Enuncia la regla de L’Ho6pital y calcula el limite

. 1—cos(2mzx)
lim —————~
a—1  (x—1)2

@ (Septiembre 02)
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- Solucién:
La parte teodrica de la pregunta puedes encontrarla en el punto 14 del resumen teérico que hay

al principio del libro. Vamos a resolver el limite.

= lim =272

N P

il—>ml (x —1)2

1 — cos(2mx) _ m

Zrsen(2mz) {0] . 27mcos(27x)
= || = lim ——————~
0 r—1 1
Volver al examen
1.2.10. Representar graficamente la funcién f(x) = ¢® — ex, determinando sus extre-

mos relativos (maximos y minimos relativos). ;Existe algtn valor de z en

que f(z) sea negativo?

(Junio 08)

- Solucién:

Vamos a empezar, como siempre, por ver su dominio.
- Es evidente que el Domf = R.
- Veamos ahora los cortes con los ejes:

e Eje X. — Hacemos y = 0.
er—exr=0—=e*=exr=—=ua=1

e Eje Y. — Hacemos =z = 0.

f(0)=1
- Vamos a realizar la derivada, la igualaremos a cero y la estudiaremos la misma.
fllz)=e"—e=0=¢"=e=1x=1

| (—o0,1) | (1,00)
- "

— €

pN /

Luego tiene un minimo en el punto (1,0). Para afinar la representacion vamos a hacer una tabla

de valores:
| -1 01 2 3

y|309 1 0 195 11.93

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.7.

Figura 1.7: Representacion grafica de la funcion f(z) = e® — ex
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En cuanto al interrogante que nos hacen la respuesta es evidente viendo la gréfica, pero también
puede razonarse si tenemos en cuenta que tiene un minimo en el punto (1,0). La respuesta obvia

€S 1no.

Volver al examen

1.2.11. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea paralela a la

@ (Junio 03)

Como es paralela a la recta 2z + y = 4 la ecuacién de la recta que buscamos tiene que ser de la

recta de ecuacion 2z + y = 4.

- Solucién:

forma 2x + y = k y de aqui deducimos que su pendiente tiene que ser m = —2.

Vamos a ver donde tiene la funcién y = 2 — 22 una recta tangente con pendiente m = —2.
myg = f(z)=-20=-2=1x=1

Luego el punto en el que se produce la tangente es f(1) =2—-1=1= (1,1).

Por tanto, para calcular k basta con sustituir el punto en la ecuaciéon de la recta 2x + y = k.
2r+y=ken (1,1)=24+1=k=k=3.

Luego la recta buscada es
20 +y=3

Volver al examen

1.2.12. Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y un circulo.
Determinar el lado del cuadrado y el radio del circulo para que la suma de

sus areas sea minima.
(Septiembre 03)
- Solucién:

Para plantear el problema buscamos una funcion a minimizar (que estarda en funcion de dos

variables) y una ecuacuén que ligue las variables. Estas ecuaciones son:

A(l,7) = I? + 7r? = Funcién a minimizar.

4l + 2mr = 2 = 2l + mr = 1 = Ecuacién que liga las variables.

Vamos a despejar [ en la ultima ecuacién, resultando:

_1—71'1"

== (1.1)

Sustituyendo en la primera tenemos:

1—mnr 2 9 1+ w22 — 27y 9 1+ w22 — 21 + 4r?
A(T) = 9 +7re = f + 7re = 1

(72 +4m)r? — 2mr + 1
4
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Derivando la expresion obtenemos:

(n?2 +4m)r —

Al(r) = 5

. [2(7‘[‘2 + 4m)r — 27'['] =

IR | =

Igualando a cero resulta:

2
A7)y —
W20:>(7T2+47T)T—7T=O:>(772+47T)7‘=7T:>
= (m+4) 1= 1
T r= r= u
m+4

Si hacemos la segunda derivada resulta:

w2 4+ d4x

A'(r) = 5

> 0 para cualquier valor de r.

En consecuencia para el valor de r que nosotros hemos calculado la funcion tiene un minimo.

Vamos a calcular [ sustituyendo en la igualdad (1.1).

1 s
l-mem 1-dh  Axtd-x 4 2

2 2 2r+8 2148 a+44d"

Volver al examen

1.2.13. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcién f(z) = e*x 2.

(Septiembre 03)

- Solucién:
xT

. € . 2
Nuestra funcién es f(z) = —. Su derivada por tanto sera:
€T

e*r? — 2we®  we®(x —2)
fl(x) = 4 - 4

€T T

Vamos a estudiar su signo. Calculamos para ello las raices del numerador y del denominador.

- Raices del numerador:

z=0.
ze®(x —2) =0= ¢ e =0= No tiene solucion.
T—2=0=2=2.

- Raices del denominador:

r=0=2=0.

Con los valores obtenidos construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada.

| (—00,0) | (0,2) | (2, +00)

Por tanto es negativa en el intervalo (0, 2).

Volver al examen



18 1. Andlisis

1.2.14. Determinar el mayor area que puede encerrar un triangulo rectangulo cuyo

lado mayor mida 1 metro.

(Junio 04)

- Solucién:

La figura 1.8 nos muestra la idea.

Figura 1.8: Vision grafica del problema

Nosotros iremos moviendo la hipotenusa (lado mayor) haciendo variar z e y.
Necesitamos pues una funciéon a maximizar (el area) y otra que ligue las dos variables. Dichas

ecuaciones son:

A(z,y) = % (Funcién a maximizar)

22 +y? =1=y=+1— 22 (Ecuacién que liga las variables)

Por tanto, si sustituimos la y en la primera funcién obtenemos:

. _ 2
A=tz L i
2 2

Vamos a derivar para ver los puntos que anulan dicha derivada. Entre estos valores se encuentran

los méximos y los minimos.

oy Mo, e (HHe) ] 1 [1=a? 2] | 127
A@%_QVT:E+ZNT<ﬁl_2{¢Pw2]_%ﬁ—ﬁ

Igualando esta expresién a cero tenemos:

1— 222
21 — 22

Para ver que tenemos en ese punto un maximo vamos a estudiar el signo de la derivada a ambos

=0= -2241=0=2’=1=—=2’=- =2 =

V2
2

| —

lados del numero. ,

1 —-02
Tenemos que A’(0) = 5> 0y A'(0'8) = 328

En conclusién tenemos que:
2
L ¢T _ 5_1_¢T_¢2
2] 2 V2 2

< 0 y por tanto hay un maximo.

V2

r=5 fy=

Volver al examen



1.2. Derivada y sus aplicaciones 19

1.2.15. Si la grafica de una funcién f(z) es:

representar aproximadamente la grafica de la derivada f/(z).
(Junio 04)

- Solucién:

Observando la gréfica tenemos que la funcién tiene las siguientes caracteristicas:
- Crece en (—oo0,—1) U (1,+00) — Luego ahi f’(z) > 0.

- Decrece en (—1,1) — Luego ahi f'(z) < 0.

- Tiene un maximo en (—1,1) = f’(—-1) =0.

- Tiene un minimo en (1,—1) = f’(1) = 0.

- Es convexa en (—00,0) = f”(z) < 0 = f’ es decreciente en (—o0,0).

- Es concava en (0,+00) = f”(x) > 0 = f’ es creciente en (0, +00).

- Hay un punto de inflexién en x = 0 como conclusién de los puntos anteriores, por tanto tiene

un minimo en z = 0.

Con todos estos datos tenemos que la grafica podria ser la que vemos en la figura 1.9.

y=F(x)

Figura 1.9: Representacion aproximada de la funcién buscada

Volver al examen

1.2.16. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y
tal que un lado de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes

de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima.

(Septiembre 04)
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- Solucién:

figura 1.10 podemos ver que este area es:

Figura 1.10: Visién grafica del ejercicio

A(x,h) = 2.(22.h) + 2.(h.x) + 2.(2v.2) = 4wh + 2xh + 42* = 42* + 62h

Para ligar las variables tenemos el volumen que cumple

v:A,,-h:2x.gz:.h:2952.h:9:»h:i
212

Por tanto la funcién area queda:

3.9 27 dxd+27
Alz) = 42® + pf—— =42’ + — = Sl
Pt x x
Si derivamos tendremos:
12220 — (42® +27) 1223 — 423 —27 823 —27

A'@) ~

Por tanto, la derivada se anula cuando 822 — 27 = 0. De aqui deducimos que:

8333—27:0:>8x3:27:>x3:§

Queremos minimizar el area total. Dicho area es la suma de las areas de las seis caras. En el

Las unidades son dm pues el volumen es en litros. Si estudiamos el comportamiento de la derivada

en puntos proximos al obtenido vemos que se trata de un minimo.

-1
A’(1):T9<oyA'(2):i—7>o

—§:2dm.

. 3 9
En conclusién tenemos que x = - = h = —5 =
2 9 9 18
4

Y estos eran los valores buscados.

Volver al examen
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1.2.17. Determinar los puntos de la curva plana y3 = 2z en que la recta tangente es

perpendicular a la recta y + 6z = 0.

(Septiembre 04)

- Solucién:
La curva de la que hablamos tiene ecuacién y° = 2xr = y = V/2z = (Qx)%. Por otro lado

tenemos que la recta es y + 6x = 0 = y = —6x = m = —6.
-1 1

De aqui deducimos que la perpendicular tiene por pendiente m;y = — = 5
m

1
Vamos a ver en que puntos tiene la curva pendiente 5 Para ello derivamos la funciéon y la

. 1
igualamos a 5
2

; =m
3V/4x2 1
2 1 : :
= - = 3Vdr2 = 12 = Via2 =4 = 42? = 64 = 2% = 16 => 1 = 4
3V4x2 6

Por tanto, los puntos buscados son P;(4,2); Py(—4, —2).

1
y = §(2x)*2/3.2 =

Volver al examen

1.2.18. Hallar la derivada en x = 0 de la funcién f(f(x)), donde f(z) = (1+ ) 1.

(Junio 05)

- Solucién:

Tenemos que f(z) = (1+ )"t = 1ix = ()= —

Es obvio que f(0) =1, que f/(0) = —1 y que f'(1) = -1

Aplicamos la regla de la cadena:

Volver al examen

1.2.19. Representar graficamente la funcién f(z) = z—2 sen z en el intervalo —7 < z < T,

determinando sus extremos (maximos y minimos relativos).

(Junio 05)

- Solucién:
Tenemos la funcion f(x) =z — 2 sen x en el intervalo —7 < x < 7

Es obvio que el dominio de esta funcién es todo R. También es evidente que no hay asintotas.

Vamos a estudiar la derivada:

1
f’(m):1—200sm=0z—2cosx:—1:>cosm:§:>ngyx:—g
(-3 [ C3) | G)
T3 373) | \3'"
1—-2cosz + — +
S N\ /!

. . ‘- ™ .. ™
De este estudio deducimos que hay un maximo en z = —gyun minimo en = = 3
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Para representarla tendriamos que hacer una tabla de valores:

zlo0 2 -2 3 -3 -—a/3 x/3
y|o 018 —0'18 271 271 068 068

Su representacion grafica seria:

Maximo

Minimo

f(z) =z —2senx

Volver al examen

1.2.20. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial. Usarlo pa-
ra demostrar que para cualesquiera nimeros reales r < y se verifica que

cosy—cosr <y—ux.

(Septiembre 05)

- Solucién:

El enunciado del teorema puedes encontrarlo en el punto 10 del resumen teérico que hay al
principio del libro.

Vamos a considerar la funciéon f(z) = cos & que es obviamente continua y derivable en todo R,

y por lo tanto lo serd en cualquier intervalo [z,y]. En consecuencia:

COS Y — COS T
y—x
Ahora bien, f'(z) = —sen 2 = f'(¢) = —sen ¢ = f'(c) < 1.

Jee(z,y) / fc)=

De aqui deducimos lo que queriamos:

COS Yy — COS o
y—x

<l=cosy—cosz<y—=x
Volver al examen

1.2.21. Hallar la derivada en el punto z = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = sen z.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Vamos a realizar la derivada por la regla de la cadena:

[(fof)] (0) = f'(£(0))- f'(0) = cos (sen (0)) -cos 0 =cos 0-cos 0=1-1=1
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Volver al examen

1.2.22. Calcula
1+ax—¢€*

x50 sen? x

(Junio 06)
- Solucién:
Vamos a resolver el limite por la regla de L’Hopital.
, 1l4+xz—¢" 0 , 1—e” , 1—€" 0 , —e” -1
im —=|-|=llm ——— = lim = |-l =1lim —— = —
=0 sen? x 0 z—02 sen x cos x  =—0sen 2x 0 z—0 2 cos 2z 2

Volver al examen

1.2.23. Define el concepto de maximo relativo de una funcién f(r) y enuncia su

relacion con las derivadas sucesivas de f(z).

(Junio 06)

- Solucién:
La respuesta puedes encontrarla en el punto 12 del resumen teérico que hay al principio del
libro.

Volver al examen

1.2.24. Dada la funcién
sen x + sen (z + 1)

fz) =

cos x — cos (z + 1)
en el intervalo 0 < x < 27, calcula su derivada, simplificAndola en lo posible.

.Es constante esta funciéon f(z)?

(Septiembre 06)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada que nos piden.

) = [cos z + cos (x4 1)] - [cos  — cos (x + 1)] — [sen z + sen (x + 1)] - [—sen x + sen (z + 1)] _
[cos & — cos (z + 1)]?
cos® x — cos? (x + 1) +sen? x —sen® (z +1) 1-1 B
[cos  — cos (z + 1)]° [cos x — cos (z + 1)]°

De esto deducimos que la funcién es constante, pues su derivada es cero para cualquier valor de

Volver al examen

1.2.25. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(z) = (1+2?)"1z. A partir de los resultados obtenidos,

dibuja la grafica de la funcién f(z).

(Septiembre 06)
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- Solucién:

Nuestra funcion es f(z) = Es evidente que su dominio es todo R, pues no se anula el

x
] 1422
denominador.

Vamos a hallar las asintotas.
- Asintotas verticales: Como no se anula el denominador no hay asintotas verticales.
- Asintotas horizontales:

, x -
om0

, Ry —r
¢ xBr—noom _gcgr—i{loo 1+ 2 =0

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en 400, como en —oo.
- Asintotas oblicuas: Al tener asintotas horizontales no tiene oblicuas.

Vamos a estudiar su derivada:

_1+x2—2x.x 1+ a2 — 222 —z2+1

@O == oy ~ arep ~arap

Veamos para que valores se anula la derivada:

—z2 41

_ 2 _ 2 _ —

Estudiemos su signo para ver el crecimiento y el decrecimiento:

| (—o0, 1) | (=1,1) | (1, +00)

—z?+1
(1+22)2

+ _
pY / pY
De aqui deducimos que:

- La funcion crece en el intervalo (—1,1).

- La funcion decrece en (—oo, —1) U (1, 4+00).

1
- La funcién tiene un méximo en el punto (1, 2).

1
- La funcién tiene un minimo en el punto (—1, —2).

- También es evidente que corta a los ejes en el punto (0, 0).
Por tanto su representacion grafica la podemos ver en la figura 1.11.

Volver al examen
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-3 -2 -1 o] 1 2 3

Figura 1.11: Representacion gréfica de la funciéon f(z) =

1422

1.2.26.
a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

b) Dada la funcién h(z) = %" /() calcula el valor de su derivada en z = 0, sabiendo
que f(0) =0y f'(0) = 1.

(Junio 07)
- Solucién:

a) La respuesta puedes encontrarla en el punto 8 del resumen teérico que hay al principio del
libro.

b) Aplicando reiteradamente la regla de la cadena tenemos que:

W(x) = e U@ - fsen (f(x))] = eV - cos (f(x) - /()

Por tanto:

R(0) = e FO) . cos (£(0)) - f/(0) =e*" O cos(0)-1=€"-1-1=1
Volver al examen

1.2.27. Determina los puntos de la parabola y = 22 que estan a minima distancia del
punto P = (0,1).
(Junio 07)

- Solucién:

Los puntos de la parébola tienen la forma genérica Q(x,z?). La distancia de P a Q sera:

AP,Q)=g(x) =2+ (@2 —1)2 =22+ 2t — 222+ 1=/2t —22 +1

Vamos a ver donde es minima esa distancia.

423 — 2 23 —

T ovai— 2211 Vii—222+1

g'(x) 0=
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z=0
:>2x3—x202x(2x2—1):0:> V2

Vamos a estudiar el signo de la derivada para ver donde la distancia es minima.

(o) ()| () (5)

20° —«x
N B - B -
N\ e e S

2 2 1 2 1
En :tg hay minimos. Luego los puntos buscados son P; (—\2[, 2) y P <\2[, 2).

Volver al examen

1.2.28.

a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcién f(r) = 2® + 22 — x — 1 satisface las hipétesis en el intervalo
[-1,1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya existencia asegura el

Teorema de Rolle.

(Septiembre 07)
- Solucién:

a) La parte teorica puedes encontrarla en el punto 9 del resumen teérico que hay al principio del

libro.
b) Vamos a empezar por ver que se cumplen las hipotesis:

- Obviamente es continua en [—1, 1], pues es un polinomio.
- Por la misma razén sabemos que también es derivable.

- También se cumple la tercera premisa
F(=1) = (1P 4+ (=12 = (1) —1=-1+4141-1=0
F)=1P+1)2-(1)—1=141-1-1=0

En consecuencia se cumple el teorema. Vamos a encontrar el punto donde la derivada

vale cero:

fl(x) =32 +20-1=0

2 1
2+ v4+12  -2+4 ,’L'Iézg
6 6 r=—1
1 . . .
Luego el punto buscado es x = 3 € (—1,1), ya que z = —1 no esté en el interior del

intervalo.

Volver al examen
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1.2.29. Para la funcién f(z) = 2% e %:
a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +co.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Con los datos anteriores, haz una representacion aproximada de la grafica de la

funcién f(z) =22 - e *.

(Septiembre 07)
- Solucién:

a) Vamos a ver cuanto vale el limite.

_ x?

lim 2?2 e = lim — =0
xr—+o00 r—+o0 et

Para lo anterior hay que tener en cuenta que e® es un infinito de orden superior que z2.

También puede aplicarse dos veces la regla de L’Hopital para comprobarlo.

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oo.

b) Vamos a calcular la derivada.

Igualando a cero tenemos.

2z — 22 =
ar -ac =0=2r-2"=0=2(2-2)=

Vamos a estudiar el signo de la derivada:

| (=00,0) | (0,2) | (2, +00)

20 — 12

— + J—
p S p

el‘

Por tanto:

- Crece — (0, 2).

- Decrece — (—00,0) U (2, +00).

¢) Acompaiia lo que ya sabemos por los apartados anteriores de una tabla de valores. Para formar
dicha tabla basta tomar valores en -2, -1, 0, 1 y 2. Nosotros aqui la omitimos, pero la grafica

resultante puedes verla en la figura 1.12.

Volver al examen
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-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1.12: Representacion gréfica de la funcion f(z) = 22 -e~%

1.2.30.

a) Enuncia la condicién que se debe cumplir para que una recta y = [ sea asintota

horizontal de una funcién f(z) en +oco.
b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +o0 y en —0) de la funcién

3r—1

2 —1

fz) =

(Junio 08)
- Solucién:
a) Tiene que ocurrir que lim f(z) =1.
r——+0o0

b) En primer lugar vamos a ver cual es el dominio de la funcién. Por un lado tenemos una raiz,
por tanto, z2 — 1 > 0. Ademés, como la raiz esta en el denominador no puede valer cero, en
consecuencia:

2 —1>0

Para resolver la inecuacion, resolvemos la ecuacion asociada.
P -1=0=2"=1=z=+1
Construimos la tabla

| (—o0,~1) | (=1,1) | (1, +o0)
2 -1 ‘ + ‘ - ‘ +

Luego el dominio de la funcién es Domf = (—oo, —1) U (1, +00)

Veamos las asintotas.

- Asintotas verticales: Estudiaremos las asintotas en aquellos puntos que anulan el deno-

minador.
e x = —1 Aqui solo estudiaremos el limite por la izquierda, pues por la derecha no hay
funcion. 3 ) A
lim f(z)= lim ———— = |—| = —o0. Luego es una A.V.
T——1— z——1- /12 — 1 0
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e z =1 Aqui so6lo estudiaremos el limite por la derecha, pues por la izquierda no hay

funcion. 3 ) 5
Ili)HllJr flzx) = IILI% % = {0] = 4o00. Luego es una A.V.

- Asintotas horizontales:

, 3r—1 ; 3x 3 3z
e lim ———= lim —= lim — =3
z—400 /2 — 1 =400 /2 r—+o00 I

Luego y = 3 es asintota horizontal cuando x — +o0.

i 3xr—1 T —3x—1 i —3x i —3x 3
[ ) —_— = —_— —_— = _— =
Luego y = —3 es asintota horizontal cuando x — —oo.
Volver al examen
1.2.31. Calcula el siguiente limite:
(er = 1)

lim —
z—=0 e*” —1

(Junio 08)

- Solucién: )
r—1 0
Tenemos que lim (627) =|=1.
z—=0 e —1 0

Vamos a resolverlo utilizando la regla de L’Hopital.

x _ 1)\2 T T T _ T T T
(e” —1) _[O]:HmQ(e e :[O}ZHmZ(e 1) e® + 2e%e _0—i—2_1

lim ~—— = = =
250 er? _ 1 z—0 2er® + 4g2er” 2+0

Volver al examen

1.2.32.

a) Calcula el siguiente limite
In (22 +1
i 2 1)
x—0 €T
b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente funcién

sea continua:

a st x=0
f(z) =
Miﬂ) 6 o0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

(Septiembre 08)
- Solucién:
a) Sustituyendo tenemos:

lim
x—0 €T

0

In(a?+1) [o}

Vamos a resolverlo utilizando L’Hépital:

2x
In(z2+1 2 2
1t ) g PHL g 2
xz—0 T x—0 1 z—0 2 + 1
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b) Tenemos la funcién

a si x=20
flo) = )
w i 240

Obviamente la funcién es continua en todo R salvo en el cero, por ser cociente de funciones

continuas (2% + 1 > 0).

Para que sea continua en el cero, el limite de la funcién en dicho punto y el valor de la
funcion en él tienen que coincidir. Como en el apartado anterior vimos que el limite valia cero,

deducimos que a debe valer cero.
Volver al examen
1.2.33. Halla los puntos de la curva de ecuacién y = 2% — 222 + 1 donde la recta

tangente es paralela a la recta y+x —2=0.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Sabemos que la pendiente de la recta tangente coincide con el valor de la derivada en el punto,
si esta existe. Ademas, decir que la recta tangente es paralela a la recta dada es sinénimo de decir

que sus pendientes son iguales. Por tanto:

f'(z) =322 — 4z
y+r—-2=0—y=—-cr+2=—=m=-1

En consecuencia:
322 —dr=—-1=322—4x+1=0

Resolviendo la ecuacién tenemos:

4+2
4416 —12 442 6
€r = = =
6 6 4-2 2 1
6 6 3

Luego los puntos buscados son:

—f(1)=1-2+1=0= Py(1,0)

N 12 1-6+27 22 1 22
f(s) 27 9" 27 57 2(3’27)

Volver al examen

1.2.34.
a) Diga cuando un punto (zg, f(zo)) es de inflexiéon para una funcién f(z).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(z) = ax® — 322 + br + 1 para que su

grafica pase por el punto (1,1), teniendo aqui un punto de inflexion.

c) Diga, razonadamente, si en el punto (1, 1) la funcién p(z) es creciente o decreciente.

(Junio 09)
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- Solucién:

Vamos a contestar a cada apartado.

a) Para que (zg, f(zo)) sea un punto de inflexion tienen que ocurrir dos cosas, f”(z¢) = 0y

f" (o) # 0.
Maés correctamente tendriamos que decir que f”(zg) = 0 y que la siguiente derivada no nula

sea de indice impar, aunque con la anterior respuesta probablemente valga.

b) Tenemos que p(r) = ax® — 3% + bx + 1.
Hay dos incégnitas, a y b, por tanto habra que buscar dos ecuaciones para poder calcularlas.
La primera ecuacién sale de tener en cuenta que pasa por el punto (1,1), es decir, p(1) =1,

y la otra de tener un punto de inflexion en dicho punto, es decir, p”(1) = 0. Vamos a calcular
P (x).
p(z) = ax® — 32% + bx + 1 = p/(z) = 3ax® — 6z + b= p’(z) = 6ax — 6

Por tanto, nuestro sistemas es:

= qg—-3+b+1=1 = a+b=3
=b=2
= 6a—6=0 = a=1

En conclusion a =1y b= 2.

c) En el apartado anterior ya calculamos p(z) y vamos a estudiar su signo para ver si crece o
decrece en dicho punto.
P(1)=3-6+2=-1<0

Luego la funcion es decreciente en (1,1).

Volver al examen

1.2.35. Calcule los maximos y minimos relativos de la funcién f(z) = g + cos z en el

intervalo 0 < x < 27. Tenga en cuenta que los d4ngulos se miden en radianes.
(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a calcular la primera y segunda derivada de la funcion. Estas derivadas son:
fllx)==—senz y f'(z)=—cosz

Sabemos que habrd un méximo o un minimo relativo en xo si f'(zg) = 0y f"(x9) < 06

1" (zo) > 0 respectivamente.

b T
1 1 6
f(z)=0=-—senz=0=senz=- =
2 2 57
r=—
6
Veamos el valor, en cada caso, de ’(x).
3
[ (%) = —Cos % = —% <0=Enz= % hay un méximo.
. f7 (5(?) = —cos 5% = — (—?) = \gg >0=Enzx= %T hay un minimo.

Volver al examen
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1.2.36.
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del nimero
real a, la ecuacién 2® — 12z + a = 0 no puede tener dos soluciones distintas en el

intervalo cerrado [—-2,2].

(Septiembre 09)
- Solucion:

a) Este teorema puedes encontrarlo en el punto 9 del resumen teérico que hay al principio del
libro.

b) Sea f(z) = 23 — 12z + a la funcién asociada a la ecuacién dada. Obviamente la funcién es

continua en el intervalo [—2, 2] y derivable en el intervalo abierto, pues es un polinomio.

Vamos a comprobar lo que nos piden por el método de reducciéon al absurdo. Supongamos que
tiene dos valores x1 y x2 en los cuales la funcién se anula (sinénimo de tener dos soluciones).
Si eso es asi, en el intervalo que tiene como extremos dichos puntos se cumplen las hipétesis
del teorema de Rolle, pues seria continua y derivable en dichos intervalos (por ser polinémica)
y tendria el mismo valor en los extremos, y en consecuencia, se cumpliria la tesis de dicho
teorema. Por tanto, debe existir un valor de la variable = en el interior del intervalo (z1,x2)

en el que se anule la derivada.

Ahora bien, la derivada de la funcion se anula:

fl(z) =322 -12=0=2=42

Luego, no se anula en el intervalo pedido y por tanto, esto contradice el hecho de que se cumple
la tesis del teorema. Como consecuencia de ello deducimos que la suposicién de partida no se
cumple, es decir, no existen los 21 y 5 supuestos, no hay dos raices en el intervalo [—2, 2]

Volver al examen

1.2.37.

a) Calcule el limite

, et —1
lim
x—0 x€x

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente funciéon sea

continua:
et —1

st x#0
c si =0

(Septiembre 09)

- Solucién:

Vamos a calcular el limite aplicando la regla de L’Hopital.

lim _1:[0]:11'1116:1

x—0 x
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Hecho esto vamos a resolver el segundo apartado.
Obviamente si x # 0 la funcién es continua, por ser un cociente de funciones continuas.
Para ser continua en x = 0 la funcién debe existir en dicho punto y coincidir con el limite. Como

el limite, segin vimos en el apartado anterior, vale 1, deducimos que c tiene que valer 1.

Volver al examen

1.2.38.

a) Escriba la "regla de la cadena" para la derivacion de funciones compuestas.

b) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la funcién

f(x):ln(l_cosx), O<z<mw

1+cosx

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado puedes encontrarla en el punto 8 del resumen teérico que hay
al principio del libro.

Antes de realizar la derivada vamos a aplicar las propiedades de los logaritmos.

1—cosz
Inf —— | =In(1—-cosz)—1In(1
n(1+cosx> n(1—cos x)—In(l+ cos x)

Ahora vamos a derivar y obtenemos:

f'( ) sen T —sen x sen n sen x sen x (1 4+ cos x) + sen x (1 — cos x)
€T = — = = =
l1—cosx 1-+coszx l1—cosx 1+4cosx 1—cos?z
sen x +sen x cos * +sen r —sen r cos & 2 sen x 2
= 5 = 5 = = 2cosec x
sen? x sen? x sen T

Volver al examen

1.2.39. Calcule el limite

et —xrcosx—1

lim
z—=0sen x —xr +1—cos x

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Sustituyendo tenemos queda

0

lim

e? —xcosx—1 0
z—=0senx —x +1—cos x

Vamos a resolver el limite usando la regla de L’Hopital dos veces:

lim =

e —xcosx—1 i e’ —cos x+ x sen x 0
1m =
z—0senx —xr+1—cos x z—0 cosx —1+senx

, e"4+senx+senx—+xcosx 1
= lim =-=1
z—0 —sen x + cos x 1

Volver al examen
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1.2.40.
a) Defina la nocién de minimo relativo de una funcién.

b) Para cada = sea h(z) la suma de las coordenadas del punto (z, f(z)) de la grafica

de f(z) = 2* + 2* + 22 — 2 + 1. Calcule los extremos relativos de h(z).

c) ;Tiene h(z) algtn extremo absoluto? Razone la respuesta.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 12 del resumen teérico que hay al principio
del libro. Vamos a contestar al segundo.

La funcion h(z) es:
hz)=z+ fx)=z+2* +23+22 —z+1=a 423+ 22 +1
Vamos a derivar para calcular los extremos relativos.
B (z) = 4a® 4 322 + 22
Vamos a ver donde se anula dicha derivada.
42 + 322 + 22 =0 = z(42? + 3z +2) =0

Esto ocurre cuando z = 0 y cuando 422 + 3z + 2 = 0. Al resolver la segunda vemos que el
discriminante es negativo, por lo que no tiene solucién. Por tanto hay sélo un posible extremo

relativo en z = 0. Vamos a hacer la segunda derivada.
h'(z) = 122> + 62 +2 = h"(0) =2 >0

Por tanto hay un minimo relativo en el punto P(0,1).
La respuesta al tercer apartado es si. Este minimo relativo se transforma en minimo absoluto,

pues tanto cuando x — —oco, como cuando x — +oo la funcién se va a ir a +oo.

Volver al examen

1.2.41. Diga, razonando la respuesta, qué valor debe tomar ¢ para que sea continua
la funcion:
c siz=0

fle) = e —1—x
T Six#o

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:
Si x # 0 es obvio que la funcién es continua por ser un cociente de funciones continuas. Para
que sea continua en z = 0 tiene que ocurrir que

e! —1—x

¢ = lim 5

x—0 x
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Calculemos el limite aplicando la regla de L’Hoépital.

, ef—1—x 0 , et —1 0 , * 1
Im ———— = |::| = lim = |::| = lim :5

x—0 J,‘Q

1
Luego ¢ = 3 para que sea continua.
Volver al examen
1.2.42. Halle todos los puntos de la grafica de la funcién f(z) = 2> + 22 + 1+ 1 en los
que su recta tangente sea paralela a la recta de ecuacién 2x — y = 0.

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

Para que eso ocurra en g tiene que ocurrir que f’(x¢) = m,.. Calculemos ambas cosas:

fl(x) =322+ 22 +1
2t —y=0=—=y=2r = m, =2

=32 +2+1=2=23224+2r—-1=0

Resolviendo la ecuacion

2 1
rT === —
—24+A+12 —2+4 6 3
xTr = = =
6 6 6
r=—=-1
6

tenemos que los puntos buscados son:
1 1 1 40
- (31(:)-(32)
= (=1, f(=1)) = (-1,0)
1.2.43.

a) Estudie el dominio, los extremos relativos, la curvatura (intervalos de concavidad
y de convexidad) y los puntos de inflexién de la funcién f(z) = In (1+2?) (In denota

el logaritmo neperiano).

b) Represente la grafica de f(x) = In(1 + 2?) utilizando los datos obtenidos en el
apartado (a).

(Junio 10 - Fase especifica)
- Solucién:

a) El dominio de la funcién es todo R, pues 1+ 22 > 1 Vx € R.

Vamos a calcular la primera y la segunda derivada de f.

2z
/ _
) = 2(1+x2)—2$-2x:2—|—2x2—4x2_ 2 — 222

(1+a2)° 1+a22)? (1422’
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Comenzaremos estudiando la primera derivada.

2z
1422
e a

En consecuencia la funcién crece en (0, +00), decrece en (—o0,0) y hay un minimo relativo
en (0, f(0)) = (0,0). Estudiemos ahora la segunda derivada.

7 2 - 227 2
ffla)=0—= —— - =0=—=2-2?=0= 2 =+1
2
(1+22)

Vamos a estudiar el signo de la segunda derivada.

| (—co,~1) | (=1,1) | (1, +00)

2 — 22
(1+22)?

|-

Ante la falta de un criterio comun, basta con ver distintos libros de texto, prefiero decir que

la funcion es:

e Concava hacia arriba (|J) en (—1,1).
e Coéncava hacia abajo () en (—oo, —1) U (1, +00).
e Puntos de inflexion en (—1,in2) y (1,In2).

Es obvio que la funcién es simétrica respecto del eje Y y podemos completar la grafica con

una tabla de valores. La gréfica buscada podemos verla en la figura 1.13

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.13: Representacion grafica de la funcion f(z) = In (1 + xz)

Volver al examen
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1.2.44.
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Pruebe que cualquiera que sea la constante a la funcién f(z) =23 522+ 72 +a
cumple las hipdtesis de dicho teorema en el intervalo [1,3]. Calcule un punto del

intervalo abierto (1,3) cuya existencia asegura el teorema de Rolle.

(Junio 11)

- Solucién:

El primer apartado del ejercicio puedes encontrarlo en el punto 9 del resumen teérico que hay
al principio del libro. Vamos a contestar al segundo.

Por ser un polinomio es evidente que la funciéon f es continua en [1,3] y derivable en (1, 3).

Veamos cuanto vale en los extremos:

f)y=1-54+7+a=a+3
f(3)=27T—-45+21+a=a+3

Luego f(1) = f(3) independientemente del valor de a.
En consecuencia se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle. Vamos a calcular el punto que

cumple la tesis.

fl(z) = 322—=10z+7=0
4 7
104+ /100 — 84 1044 6 3
X = —
6 6
1

Como el punto que buscamos tiene que pertenecer al intervalo abierto (1,3), el valor z = 1 no

sirve y el valor buscado es x = 3"

Volver al examen

1.2.45.

a) Estudie las asintotas, los extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién

f(z) = ze™.

b) Represente, utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, la grafica de

la funcién f(z) = ze*.

(Junio 11)

- Solucién:

Nuestra funcion la vemos mejor de la siguiente forma:

El dominio de esta funcién es todo R, pues la funcién exponencial es estrictamente positiva en

todo R. Vamos a estudiar las asintotas:

- Asintotas verticales: No tiene, por lo razonado anteriormente.
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- Asintotas horizontales:

lfm ﬁz[f]: lim — =0

z—+oo eT 00 z—+oo0 eT
z m Z. 71’ z
Ilm —= lim — = lim —ze®=-
z——o0 ¥ z—+o0 77T z—+00

Por tanto hay una asintota horizontal en la recta y = 0 cuando © — 400

- Asintotas oblicuas: Cuando * — 400 no puede haberla por que hay asintota horizontal.

Veamos que pasa cuando x — —oo.

T
= 1 1
m= lim <€ = lim — = lim = lim €* =4
T——00 I z——o0 ¥ z—4o0 7T z— 400

Luego no hay asintota oblicua.

Vamos a estudiar la derivada:

1
Luego en z = 1 hay un méximo. Dicho punto es M (1, )
(&

Vamos a estudiar la segunda derivada.

F(a) = —e* — (1 —x)e” _ ef(-1—1+=x) _ 24z 0 o9

eQw eQ:E er

Vamos a estudiar la curvatura.

| (—0,2) | (2,+0)

-2+
ew

— +

Luego en z = 2 hay un punto de inflexion en P <2, —
e

La representaciéon grafica que nos piden podemos verla en la figura 1.14.
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14

-2

Figura 1.14: Representacion grafica de la funcion f(x) =xe™*

Volver al examen

1.2.46. Determine valores de los parametros a y b para que la funcién

f(x) = a cos? z + bz® + 22 tenga un punto de inflexién en z = 0.

(Septiembre 11)

- Solucién:

Vamos a calcular [’y f”.

f'(x) = —2asenx cos x4 3bx? + 2 = —a sen 2x + 3bz? + 2z

—2a cos 2x + 6bx + 2

=2

—~

&
I

Es obvio que f/(0) = 0 sean cuales sean los valores de a y b.

Siz=0= f"(0)=-2a+2=0=a=1

Para que haya un punto de inflexién debe anularse la segunda derivada y ser distinta de cero la
tercera, pues al anularse la primera para cualquier valor de a y b si se anula la tercera podria haber
un maximo o un minimo. Hagamos la tercera derivada.

f""(z) = 4a sen 2x + 6b = f"'(0) = 6b

Luego la tercera derivada se anula si b = 0. Como ademés la !V (x) = 8a cos 2z y es obvio que

fIV(0) = 8a = 8 > 0 tendriamos que si a = 1 y b = 0 lo que presenta es un minimo. En resumen:
a) Sia=1yb=#0 tenemos un punto de inflexién con tangente horizontal.

b) Sia =1y b=0 tenemos un minimo.

Volver al examen

1.2.47. Calcule el limite

et —e ¥ —2x

0 sen2 x

(Septiembre 11)

- Solucién:
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, ef—e T —2x 0 . ef+e =2 , ef4e =2 0
Ilm —"——— = |-|=lm———— =lm——— = |~
z—0 sen? x 0 z—02sen x cos x z—0  sen 2z 0

, ev—e " 0
= lim—=-=0
z—0 2 cos 2x 2

Volver al examen

1.2.48.

2

a) Determine el punto (z,y) de la parabola y = 2? en el que la suma z + y alcanza su

minimo valor.

b) Explique por qué dicho minimo es absoluto.

(Junio 12)
- Solucién:

a) Vamos a resolverlo como un problema de maximos y minimos. Nos dan de forma muy clara

la funcién a minimizar y la ecuacién que relaciona las variables.

S@y) = w+y = S(z) =z +2°
Y

= x2

Derivamos e igualamos a cero:
, 1
S(x):1+2x:0:>x:f§

Hacemos la segunda derivada

S"(x)=2= 5" (—;) = 2> (0 = Es un minimo

11
Sustituyendo en y = z? tenemos que el punto buscado es (2, 4)

2

b) Tenemos que la funcion S(x,y), una vez sustituida la condicion y = %, resulta ser una

parabola en la que el coeficiente de 22 es positivo y en la que el punto resultante es su vértice,

que serfa su minimo absoluto.

Volver al examen

1.2.49. Considere la funcién f(z) = |z| + |z — 2|.
a) Exprese f(z) como una funcién definida a trozos.
b) Dibuje la grafica de f(z).

c) Escriba el intervalo abierto de la recta real formado por los puntos en los que f(x)

es derivable y se anula su derivada.

(Junio 12)

- Solucién:
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a) Por como se define el valor absoluto se van a producir tantos trozos como trozos delimiten los
valores que anulen cada valor absoluto. Los valores que los anulan son 0 y 2. Veamos en la

siguiente tabla que ocurre antes de escribir la funcién.

(—00,0) (0,2) (2, +00)

|| -z x x
|z — 2] —(x—-2)=—z+2| —(z—2)=—2+2| -2
|z + |z — 2| —2x +2 2 2r — 2

La funcion quedara:

—2x+2 s <0
flz) =z + [z —2[= 2 si 0<z<2
20 — 2  si T > 2

b) La grafica es muy sencilla de representar y el resultado obtenido es:

y=2xr—2

Figura 1.15: Representacion grafica de la funcion |z| + |z — 2|

c) De entrada es evidente que f(x) es continua en todo R. También es obvio que es derivable en
R — {0, 2}, pues en estos puntos presenta puntos angulosos.

La funciéon derivada es:
-2 si <0

f(z)= 0 si O<a<?2
2 si x> 2

Luego el intervalo pedido es (0, 2).

Volver al examen

1.2.50.

a) Calcule el siguiente limite (In denota el logaritmo neperiano):

lim z-Inz
z—0t

b) Estudie los extremos relativos, las asintotas y el signo de la funcién f(z) =z -In x

definida en el intervalo abierto (0, +c0).

c) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b) represente de forma apro-

ximada la grafica de la funcién f(z) del apartado b)
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@ (Septiembre 12)

- Solucién:

a)

De entrada tenemos que:

lim z-Inz=[0-(—
Jim a-Inw = [0- (<o)

Para resolver esta indeterminacién vamos a transformarlo en una indeterminacion de la forma

00
— vy después aplicaremos la regla de L’Hopital.
00

1
In z —00 o —z2
lim - = | = = lim il:hm—:hm —x=0
z—0t - o0 z—0t b rz—0t T rz—0t
T 2

Es obvio que el Dom f = (0,400), pues ese es el dominio de In z. Como z es positivo en el
dominio, el signo de la funcién es el signo de In z. Por tanto:
o f(x)>0 si z>1

o flx)<0 si O<z<1
Vamos a estudiar las asintotas:

- Asintotas horizontales:

lim z-ln x = 400, luego no tiene asintota horizontal, pues, por su dominio, no tiene
r——+00

sentido estudiar que pasa en —oo.

- Asintota oblicua:

, z-lnx i .
m= lim = lim In z = 400, luego tampoco tiene.
xr—+00 X r——+00

- Asintotas verticales:
El tinico punto que tendria sentido estudiar es x = 0", pero ese limite vale cero, como

vimos en el apartado anterior.

Vamos a estudiar la derivada.
, 1
fllx)=lnax4+z—=nz+1
T
Veamos donde vale cero la derivada:
1

het+l=0=—=hr=—-1—=z==
e

Estudiemos el signo de la derivada:

Inx+1 — +

¢ A
1 1 . L. 1 1
Luego crece en [ —,+oc0 | y decrece en | 0, — ]. Por tanto tiene un minimo en | —, ——
e e e e

Para pintar la grafica basta ver que h’m+ x-In x = 0 y hacer una tabla de valores. La grafica
xz—0

resultante es:


https://www.youtube.com/watch?v=CqCV2B5Vlpo
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04

Figura 1.16: Representacion grafica de la funciéon f(z) =z -In z

Volver al examen

1.2.51.
a) Estudie las asintotas de la funcién f(z) = e,

b) Calcule los extremos relativos y los puntos de inflexion de f(z).

c) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b), haga la representacion

grafica aproximada de la funciéon f(x).

(Septiembre 12)
- Solucién:

a) Vamos a estudiar las asintotas:

e Asintotas horizontales:

7. p— 2 7.
lim e = lim — =0
T—+o00 z—+oo e
7z — 2 z —_(— 2 z — 2
im e % = lim e " = 1lim e % =0
T—r—00 T—r+00 T—r+00

Luego tiene una asintota horizontal en la recta y = 0.

e No puede tener asintota oblicua, pues ya tiene asintota horizontal.

.’£2

1
e Asintota vertical: Tenemos que f(z) =e™* = —;. Es obvio que el denominador no se
e

anula, pues la exponencial es siempre estrictamente positiva, por tanto, no tiene asintota

vertical.

b) Vamos a estudiar f'(z).
Flla)=—2ze™ =0=2=0

Vamos a estudiar el signo de la derivada.

‘ (—00,0) ‘ (0, 400)
—2zpe~ +
S

N
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Luego crece en (—00,0) y decrece en (0, +00). Por tanto tiene un méaximo en (0, 1).

Vamos a estudiar la derivada segunda.

" —z? 2 —ax? —x?
ff(x)=-2e"" +4z°e¢ = e ( 2 + 4a?) 24422 =0 = 422 =2

Vamos a estudiar el signo de f”(x).

V2 V2 v2\ | (v2
T )\t e

e (72 =+ 412) ‘ + ‘ — ‘ +

Luego tiene puntos de inflexién en:

c¢) Con los datos obtenidos es facil representar la grafica

f(@)=e

0

Figura 1.17: Representacion grafica de la funcion f(z) = e~

Volver al examen

1.2.52. Estudie si la recta r de ecuacién y = 4x — 2 es tangente a la grafica de la

funcién f(z) = 2> + 22 — x + 1 en alguno de sus puntos.

(Junio 13)

- Solucién:

Sabemos que la pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto coincide, si la funcién
es derivable en dicho punto, con el valor de la derivada en el punto. Vamos primero a comprobar
donde la derivada de la funcién coincide con la pendiente de la recta que nos dan, es decir, donde

la derivada vale 4.

flx)=382"+22—-1=4=32>+20 -5=0= 10 5
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Vamos a ver ahora en cual de esos valores la funcién y la recta valen lo mismo.

s =1
F)=1+1-14+1=2
y=4.-1-2=2

Luego en este valor de z la recta es tangente a la curva.

g=_2
T3
f _§ —_§+%+§+1—§
3/ 21 9 3 o7
2
3 3 3

Luego en este valor de z la recta no es tangente a la curva.

Volver al examen

1.2.53.

a) Defina a trozos la funcién f(z) =2 — z - |z| y represéntela graficamente.
b) Estudie la derivabilidad de f(z) en toda la recta real.

c) Calcule la funcién derivada f'(z) para los valores de z que exista.

(Septiembre 13)

- Solucién:

Vamos a responder al primer apartado. Los trozos en los que vamos a dividir R se obtienen de
los valores que anulan lo que hay dentro del valor absoluto. En nuestro caso esto ocurre cuando
z = 0. Por tanto:
2—z-(—xz) =<0 2+22 <0

2—z-x x>0 2—22 >0

La representacion grafica es:

Figura 1.18: Representacion grafica de la funcion f(z) =2 — z - ||
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Vamos a responder ahora a los dos ultimos apartados. De entrada, si x # 0 la funcién es derivable

por tratarse de polinomios. Veamos que ocurre en x = 0.

Empecemos por estudiar la continuidad de f en dicho punto.

f(0) =2
lim f(z) = lm (2+ 22) =2
z—0~ z—0— )
I = lim (2 — =2
Jin f(a) = Jim (227

Luego existe el limite y coincide con el valor de la funcién en el punto. Por tanto, la funcién es
continua en x = 0.
Estudiemos la derivada. Ya comentamos que es derivable en todo los puntos salvo quizas en

x = 0. Al expresar cual es la derivada de entrada no incluimos el cero por si no es derivable.

2x r <0
f(x) =
—2r x>0
En consecuencia,
"07)=0
£ = 3f'(0)=0
f1(0%)=0

Luego la funcién es derivable en x = 0.

Por lo tanto la funcién derivada que nos piden en el tercer apartado es:

2z xr <0
fx) =

—2x x>0

Volver al examen

1.2.54.

a) Estudie el dominio de definicion, las asintotas, los extremos relativos y los puntos

de inflexion de la funcién 3
T

flz) = m

b) Represente la funcién f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado

a).
(Septiembre 13)

- Solucién:
Vamos a empezar por hacer el estudio que nos piden. Empecemos por el dominio.

Como es un cociente, el dominio de la funcién serd todo R menos los valores que anulen el

denominador. Es obvio que el denominador se anula sélo en z = 1, por tanto:
Dom f = R—{1}

Vamos ahora a calcular las asintotas. Empecemos por las verticales. De presentar alguna asintota
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vertical esa seré la recta z = 1. Vamos a comprobarlo.

Im —— =
Py e IR

Luego la recta x = 1 es una asintota vertical de la funcién.

Vamos a preparar la funcién para estudiar mejor las otras asintotas.

a3 a3

f(x):(z—1)2:x2—2:17—|—1

Comencemos por estudiar si tiene asintotas horizontales.

3

lim

BN P T

3 3
, X , —x
lIm ———— = lim ———— =
z—)fooq,‘2—2.’13+1 x~>+ooaj‘2—|—2x+1

Luego no tiene asintotas horizontales. Veamos entonces si tiene oblicuas. Estudiemos primero

que pasa cuando x tiende a +oo.

3

x
- y— 3
2 _ X
m= lm E=220+1 _ ) T
T—+00 T z—+oo 23 — 222 + 1
3 . w3 — (2% —22% + 1) , 222 —
n= lim | ——————2)= lim = lim —————— =2
g—+oo \ 22 — 2z + 1 z—r+o0 2?2 —2x+1 g—+oo 22 — 2z + 1

Por tanto, cuando x tiende a +oo la recta y = x + 2 es una asintota oblicua de nuestra funcién.

Hay que ver lo mismo cuando x tiende a —oo.

3

x
PR 3 .3
m = lm =20+l o Ty, T
T——o0 x zo—oo g3 — 222 4+ zofoo —u3 — 222 — 1
) 3 .2 — (2% - 227 + ) ) 222 — x
n = lim —— —z ) = lim = lim ——— =
z——oo \ 22 —2x +1 T——00 2 —2x+1 z——o00 22 — 2z +1

, 202 +x
m ——— =
z—+oo 22 + 22 + 1

Luego cuando z tiende a —oo tenemos la misma asintota. Vamos a estudiar la derivada.

322 (z — 1)¢ -z (1) 32?(x—1) -2z  32% - 32% — 223
(@ - Di o @-1 (@1

flx) =

_ 953—3302_0:>
 (z—1)3
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Vamos a estudiar el signo de la derivada para dilucidar los maximos y minimos.

| (—00,0) | (0,1) | (1,3) | (3, +00)

x3 — 322 " " "
(z—1)3

a 7N /

27
Luego hay un minimo relativo en el punto (3, f(3)) = (3, 4>. En x = 1 no presenta ningin
extremo relativo por no ser del dominio.
Vamos a hacer la segunda derivada.
(322 — 62)(z — 1) — 3(2® — 322)(z—1)F 32 — 62 — 322 + 62 — 32° + 9z

f(x) = (o 1)¢4 = (z— 1) -

6z

Vamos a estudiar el signo de la segunda derivada.

| (—00,0) | (0,1) | (1, +00)

6x

[ A L

Luego hay un punto de inflexion en el punto (0, £(0)) = (0,0).

Por ultimo vamos a poner la representacion grafica.

101

Figura 1.19: Representacion gréfica de la funcion f(x) = CEE
Tz —

Volver al examen

1.2.55.

a) Enuncie la condicién que se debe cumplir para que una recta = = a sea asintota

vertical de una funcién f(z).
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b) Calcule las asintotas verticales y horizontales (en —co y en +00) de la funcién

f(z) = %

2—x—2"

(Junio 14)

- Solucién:
Para que la recta z = a sea asintota vertical tiene que ocurrir que

lim f(z) =400 0 lim f(z) =400

T—a— r—at

En una funcion racional, las asintotas verticales son rectas que vienen determinadas por las
raices del denominador.

En nuestro caso dichas raices son:

r=—1
P -r-2=0=
r=2
Empecemos por x = —1.
h’mi = —00
i ?+r—-1 [-1 . S
12 g2 0
Iim = +o0
r——1+
En consecuencia la recta x = —1 es una asintota vertical.
Seguimos por x = 2.
lim = -0

i x2+$—1 |:5:| r—2—
IIm ——— = || =

lim = +oo
r—2+

En consecuencia la recta x = 2 es una asintota vertical.

Veamos ahora las asintotas horizontales. Tenemos que los limites son:

3 224z —1 3 22 +r—1
Iim —— =1 lim —— =
z——o00 g2 —x — 2 z—+oo 72 —x — 2

1

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

Volver al examen

1.2.56.

a) Estudie el dominio de definicién, las asintotas, los extremos relativos y los puntos

de inflexién de la funcién
(x+1)3

2

fz) =

b) Represente la funciéon f(z) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado

a).

(Julio 14)
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- Solucién:
Al tratarse de un cociente, habra que excluir del dominio las raices del denominador. Es obvio

que el denominador se anula en x = 0, por tanto el dominio sera:
Domf =R - {0}

Vamos ahora a estudiar las asintotas. Las posibles asintotas verticales estan entre los valores

que anulan el denominador. Vamos pues a ver si la recta x = 0 es asintota vertical de la funcion.

lim M = 400
(x+1)3 1 a0t P
i = 5] -
Tr—r €T
z—0— X2

Luego la recta x = 0 es asintota vertical de la funcién. Veamos ahora si tiene asintotas horizon-

tales. ,
1
lfm M = —0
T——00 xr2
1 3
lim m = 400
T—+00 :1,‘2

Luego no tiene asintotas horizontales. Veamos entonces si tiene oblicuas.

(z+1)°
_a? 1)* 34322 + 3z +1
m = lim @:h’m o lim m:hmf+w+x+ _
r—+o00 I T—+00 T z—+00 3 2+ 00 23
= { o (x41)3 o 3x2+3a:+1_
no= Jlm (f@)—me) = lm (xz_x = Jm ————=3

Puede comprobarse que ocurre lo mismo cuando x — —oo, luego la recta y = = + 3 es asintota
oblicua en ambos infinitos.
Vamos a calcular las tres primeras derivada para buscar los extremos y los puntos de inflexion.

x3— xXr — X
oy =302 f() = S+ (@)

3 T

18z —24
s

Los valores que anulan la primera derivada son aquellos que anulen el numerador. Resolvemos la
ecuacion que se obtiene y comprobamos que x = —1, raiz doble, y x = 2 son dichos valores. Vamos

a ver si son maximos o minimos.

18

F/(=1)=0 ') =15

De aqui deducimos que la funcién presenta un minimo relativo en x = 2. Veremos que ocurre

con la derivada tercera en x = —1.

F(-1)=6£0

Por tanto en z = —1 la funcién tiene un punto de inflexion.

La representacion grafica que nos piden es:
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L 4

. o y (z+1)3
Figura 1.20: Representacion grafica de la funcion f(z) = —
x

Volver al examen

1.2.57.
a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando el anterior teorema a la funcién f(z) = senx, pruebe que cualesquiera

que sean los niimeros reales a < b se cumple la desigualdad senb —sena < b — a.

(Julio 14)

- Solucién:

El enunciado del teorema que nos piden podemos encontrarlo en el punto 10 del resumen teérico
que hay al principio del libro. Vamos a resolver el segundo apartado.

En nuestro caso vamos a tomar f(x) = sen z. Tendremos que f’(x) = cos x. Obviamente f
es continua y derivable en todo R , luego podemos aplicarle el teorema de Lagrange en cualquier
intervalo de R.

Tenemos, que segtn dicho teorema, en el intervalo [a, b] existe un ¢ que cumple:

sen b —sen a
b—a

=cos ¢

Si pasamos multiplicando el denominador y tenemos en cuenta que |cos x| < 1 tendremos:
senb—sena=(b—a)-cosc<b—a

Volver al examen

1.2.58.
a) Estudie los extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién f(z) = In (1 + z?).

b) Estudie si la recta r de ecuacién y = —x — 1 4+ In 2 es tangente a la grafica de

f(x) =In(1+ 2?) en algiin punto de inflexion de f(z).
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(Junio 15)

- Solucién:
El dominio de definicién de la funcién que nos dan es todo R, pues lo que queda dentro del
logaritmo siempre es mayor o igual que uno. Vamos a empezar por hacer las tres primeras derivadas

de la funcién que nos dan:

2
fl@) = Hixzz
" 20 +2®) - 2020 22742
f (x) - (1—|—m2)2 - (1+x2)2
f’”(x) — _4-1'(1 + xz)¢ — 2(_2$2 + 2)2.23% _ 4$3 — 12z

(1—1—332)71 (1 +422)3

Comencemos por los extremos relativos.
flla)=0—= ——= =0=2a=

Veamos cuanto vale f”(0).
2
J'(0)=1=2>0

Luego la funcién presenta un minimo en el punto (0, f(0)) = (0,In 1) = (0, 0).
Vamos calcular los puntos de inflexion.
f”(m)—O:>ﬂ—Oz—QxQ—iﬂ—Ozx—il
B (1+22)2 B B
Veamos si f"”/(x) en estos puntos es distinta de cero.
4—-12

« (1) = — = —1 # 0. Luego hay un punto de inflexién en (1, f(1)) = (1,1n 2)

-4+ 12
L A

Vamos, a continuacién, a estudiar el segundo apartado.

=1 # 0. Luego hay un punto de inflexién en (-1, f(—1)) = (—1,1n 2)

Vamos a calcular las rectas tangentes en los dos puntos de inflexién y vemos si sale en algin

caso la recta que nos dan.

= —1
-2
Tenemos que la pendiente de la recta tangente es my, = f'(—1) = 5 = —1. Por tanto la

recta tangente es:
y—-ln2=-1(z+1)=y-n2=-—2-1=y=—2—1+1n2

Luego en este caso si es tangente la recta que nos dan a la funcién en ese punto.

nr=1
2
Tenemos que la pendiente de la recta tangente es my, = f/'(1) = 5= 1. Por tanto la recta

tangente es:
y—-ln2=1z-1)=—=y-lh2=2—-1=y=cx—1+In2

Luego en este caso no es tangente la recta que nos dan a la funcién en ese punto.

Volver al examen
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1.2.59.
a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(z) = 2 + 2z el anterior teorema, pruebe que cualesquiera

que sean los niimeros reales a < b se cumple la desigualdad a — b < b® — a5.

(Julio 15)

- Solucién:

El primer apartado podemos encontrarlo en el punto 10 del resumen tedrico que hay al principio
del libro.

En el segundo apartado tenemos que f(x) = 2 + 2z es continua y derivable en todo R por ser
un polinomio, por tanto cumple la hipétesis del problema en cualquier intervalo que cojamos.

Su derivada es f'(x) = 322 + 2.

Segun el teorema, para cualquier intervalo [a, b] con a < b se cumple que existe un ¢ € (a, b) tal

que

En nuestro caso tendremos que

VP +20—(a*+2a) bV —a*+2(b—a) b —a?

3¢ +2 = = 2
o b—a b—a b—a +
En consecuencia
b —ad
= 3¢?
b—a
Es obvio que 3¢? > 0, luego:
b3 _ 3
@ _ 3¢ > —1
b—a
Ahora bien,
b —ad
> —1
b—a

Como b — a > 0, pues a < b, tenemos lo que buscamos
¥—a®>a—-b

Volver al examen

1.2.60.
a) Estudie el dominio de definicién y las asintotas de la funcién

2 —4r+3

fla) = =5

b) Estudie si la grafica de la funcién f(z) corta a alguna asintota oblicua suya.

c) Represente, aproximadamente, la grafica de f(z) utilizando los valores f(1) y f(3),

y los datos obtenidos en los apartados a) y b).

(Julio 15)
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- Solucién:

El dominio de definicion es evidente que es R — {2}. Veamos las asintotas.

Vamos a comenzar estudiando las asintotas verticales. Dichas asintotas saldrdn de los valores
que anulan el denominador. Dicho valor es z = 2. Veamos si la recta z = 2 es una asintota vertical
de la funcion.

lim
x—2 r— 2

x2—4x—|—37 -1
1o

Luego la recta « = 2 es asintota vertical. Vamos a estudiar los limites laterales para usarlos a la

hora de representar la funcién.

2_4 3
lim w:+oo
r—2~ x—2
L 22 —4dz+3
Ilm ——— = -

z—2+ z—2
Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador la funcién no va a tener
asintotas horizontales.

Estudiemos si puede tener oblicuas. Veamos que ocurre en +00.

m2—4m+3

2
—4
m = lim @: im —%2  — lm wzl
r——4oco I xr——+00 x T——+00 1‘2 — 2z
i (f(2) ) i 2 —4x+3
n = 1m r)—mx)= lm —_— x| =
r——400 xr——+00 €Xr — 2
. 2P —dr+3—z(x—2) . —dr+3—2%+ 2
= lim = lim —
z—+o00 r—2 z—+00 r—2
-2 3

z—4o0 X — 2

Luego la recta y = x — 2 es asintota oblicua cuando  — +o0. Hay que comprobar que ocurre
cuando x — —oo, pero se procede de modo anélogo.
Vamos a ver si la sintota corta a la funcién en algin punto.

24 3
%zx—QﬁxQ—@c—l—S:(x—2)2:>x2—4x+3=x2—4x+4
T —

Esto ultimo es imposible que se cumpla, luego la asintota no corta a la funcién.

Pasemos a representarla. Tendriamos que representar las asintotas, marcar el comportamiento
de la funcién en la asintota vertical y afinar con f(1) y f(3). Usaremos también el hecho de que la
funcién no corta a la asintota.

Sustituyendo en la funcién es facil comprobar que f(1) =0y f(3) = 0.

Sustituyendo todo lo que hemos mencionado la funcién resultante es:
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y=x—2

r =

22 —4x+3

5 y la recta tangente pedida

Figura 1.21: Representacion de f(x) =

Volver al examen

1.2.61. Considere la funcién f(z) = sen? r (tenga en cuenta que el angulo = se mide

en radianes).
a) Estudie los extremos relativos de f(z) en el intervalo 0 < x < 7.

b) Estudie los puntos de inflexion de f(x) en el intervalo 0 < z < g

(Junio 16)

- Solucién:
Vamos a comenzar calculando las derivadas sucesivas que necesitamos para los extremos relativos

y los puntos de inflexion.
f'(r) =2senzx cosz =sen2z; f'(x)=2cos2z; f"(x)=—4sen2z
Comencemos por ver donde se anula la primera derivada en el intervalo que nos indican.

20=0=—=2x=0 No esta en el intervalo

sen2r =0= | 2x =1 = x =

vl 3

e =2r—x=m No esta en el intervalo

Luego el tinico punto que anula la derivada es x = il (ten en cuenta que las desigualdades son
estrictas, luego los intervalos son abiertos y los extremos no entran). Veamos cuanto vale la segunda
derivada en dicho punto.

1 (g) =2cosm=-2<0

Luego en = = g hay un méximo. El punto es P (g, f (g)) = (g, 1).
Veamos ahora los puntos de inflexién. Vamos a ver donde se anula la segunda derivada.

5 T T
r=——=xr = —
2 4
2cos2x=0=—=cos 20 =0 —=
3 3T

2 = - — = i No esté en el intervalo
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Vamos a sustituir en la tercera derivada a ver que ocurre.

i (%) =—4 sen2£ =—4#0

1
Luego hay un punto de inflexién en @ (%, f (%)) = <Z, 2).

Volver al examen

1.2.62. Considere la funcién definida a partir de los parametros «, 3 € R:

22 —3x+a siz <0

fay=3" _
—r*+pPxr+pL+1 siz>=0

a) Obtenga la relacién que debe haber entre o y  para que f sea continua en z = 0.
b) Calcule a y § para que f sea derivable en z = 0.

c) Para los valores a y /3 obtenidos en el apartado (b), jes f’ derivable en = = 07

Razone la respuesta.

(Junio 16)

- Solucién:

Veamos el primer apartado. Para que sea continua la funcion en el cero tiene que existir el limite
en z =0, f(0) y coincidir.

Como queremos que sea continua vamos a imponer que existe el limite, es decir, los limites
laterales existen y coinciden.

lim f(x)

z—0~

=a
lim f(x)=0+1

z—0t

—a=0+1

Ademaésla f(0) = S+1, por tanto, si se cumple esa relacion entre a y 3, la funcién serd continua.
En el segundo apartado buscamos dos valores concretos de o y 8 para que, ademés de ser
continua, sea derivable. Sabemos que para que una funcién sea derivable tiene que ser continua, es
decir, que para ser derivable tiene que cumplirse la condiciéon anterior, o = 5 + 1.
Vamos a calcular f'(x).
2z -3 siz <0
f(2) =
—2r+p0 siz>0
Para que sea derivable tienen que coincidir las derivadas laterales ademas de ser continua.
Veamos cuanto valen las derivadas laterales.

f(07)=-3 ft) =25
Por tanto, para que sea derivable tiene que ocurrir:
oa=-2
=
[ §= 3

Por tanto, si « = —2 y § = —3 la funcion es derivable. Veamos como queda la funcién derivada

a=0+1
B=-3




1.2. Derivada y sus aplicaciones 57

en este caso.
2r— 3 siz <0

fi(x) =
—2r—3 siz2>0
Si derivamos f’(z) tendremos:
2 sizx<O0
f'(x) =
-2 siz>0

En consecuencia no es derivable f’(x) en z = 0, pues las derivadas laterales no coinciden.

Volver al examen

1.2.63.
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Dado un ntimero real )\, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio

P(x) = 2° + 2 + )\ no tiene dos raices distintas.

c) ;Tiene el polinomio P(z) = x> + x + )\ alguna raiz? Justifique la respuesta.

(Julio 16)

- Solucién:

El teorema de Rolle lo puedes encontrar en el punto 9 del resumen tebrico que puedes encontrar
al principio del libro.

Veamos el segundo apartado. La funcién f(z) = 22 + 2z + X obviamente es continua y derivable
en todo R, pues es un polinomio.

Vamos a comprobar lo que nos piden por el método de reduccion al absurdo. Supongamos que
tiene dos valores a y b en los cuales la funcién se anula (sin6nimo de tener dos raices distintas).
Si eso es asi, en el intervalo que tiene como extremos dichos puntos se cumplen las hipotesis del
teorema de Rolle, pues seria continua y derivable en dichos intervalos (por ser polinémica) y tendria
el mismo valor en los extremos (valdria 0), y en consecuencia, se cumpliria la tesis de dicho teorema.
Por tanto, debe existir un valor de la variable z en el interior del intervalo (a, b) en el que se anule
la derivada.

Pero la primera derivada del polinomio es P’'(z) = 322 + 1. Es obvio que sea cual sea el valor de
z la derivada es siempre estrictamente positiva. Esto contradiria el teorema de Rolle, lo cual no es
posible. Por tanto se produce un absurdo, lo que conlleva a afirmar que la hipotesis tomada (tiene
dos raices reales distintas) es falsa.

El tercer apartado vamos a comprobarlo usando el teorema de Bolzano. Se tiene que P(x) es
continua en todo R por ser un polinomio, por tanto lo sera en cualquier intervalo. A su vez P(0) = A.

Vamos a distinguir varias posibilidades:

» )\ < 0. Basta con tomar # = —\. Tendriamos que P(—\) = (—=A\)? — A+ X = —\3.
De esa forma, en = —\, P(—)\) tiene signo distinto a P(0).

Segun el teorema de Bolzano en el intervalo (0, —A) hay una raiz.
= A > 0. Actuamos de forma anéloga, pero esta vez la raiz estard en (—A,0).

= A = 0. El polinomio serfa en este caso P(z) = z° + .
Tomamos = —1 y tenemos que P(—1) = —2.

Tomamos z = 1 y tenemos que P(1) = 2.
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Por tanto el polinomio tendria en este caso una raiz en (—1,1). Es facil observar que en este

caso corta en z = 0.
Luego nuestro polinomio siempre tiene un punto de corte.

Volver al examen

1.2.64.

a) Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales

de la funcién
20 —1

—.’E2+LL' :

fz) =

b) Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximada-

mente, la grafica de la funcién f(z).

(Julio 16)

- Solucién:
El dominio de la funcion lo forman todos los ntumeros reales, menos aquellos que anulen el

denominador.
=0
2 tr=0=z(—2+1)=0=

Luego el dominio de la funcién es Dom f = R — {0, 1}.

Vamos a estudiar el signo de f. Tenemos que ver donde se anula la funcion.

20 —1

1
A =2 -1=0=a=-
—x2 4z 2

Con este valor y los valores que no estan en el dominio construimos una tabla para analizar el

signo.
| (—00,0) [ (0.3) [ (3.1) | (1, +00)

2¢ —1
2 a + -
—x“+x
Vamos a calcular las asintotas y a estudiar el comportamiento de la funcién respecto de ellas.
Comencemos por las verticales. Como bien sabemos habra que buscarlas entre los valores que anulan

el denominador.

] x:o
, 20 — 1
lim —5 - =+
21,71 71 z—0—- —x° +x
lim — = {} =
z—0 —x? + T 0 9 — 1

3

m —s—
z—0t —x° 4+

Luego la recta x = 0 es una asintota vertical de la funcion.

] _’1’;:1
, 20 — 1
hm 27:4'00
2% — 1 1 r—=1- —x“+x
2 (1]
z—=1 —x? + 0 2% — 1

3

m —s—
z—1t —x° 4+

Luego la recta = 1 es una asintota vertical de la funcion.
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Veamos las horizontales.

Jim ZEes =0 c M =0
Luego la recta y = 0 es asintota horizontal.
Teniendo en cuenta el signo podemos deducir que cuando z — +o0 la funcién es negativa, y por
tanto estard por debajo de la asintota. Por el contrario cuando z — —oo la funcién es positiva, y
por tanto estard por encima de la asintota.

Con estos datos la grafica obtenida es

20— 1
—.’L'2+.’L'

Figura 1.22: Representacion de f(x) =

Volver al examen

1.2.65.

a) Estudie el dominio de definicion, los extremos relativos y las asintotas de la funcién

1 2241
fla) =+ = = :
X X

b) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, apro-

ximadamente, la grafica de la funcién f(z).

(Junio 17)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando el dominio. Por ser una funcién racional sabemos que al dominio
pertenecen todos los nimeros reales menos aquellos que anulen el denominador. Por tanto es obvio
que Dom f =R — {0}.

Vamos a calcular las asintotas.

Puede tener una asintota vertical en la recta x = 0. Vamos a comprobarlo.

2
1
lim Tt =400
) $2+1 1 z—0t T
hn% = 0 =
—
‘ * o ox?+1
lim = —00
r—0— X

Luego la recta « = 0 es una asintota vertical.
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Veamos si tiene asintota horizontal.

2?41 o ox? 41
lim =400 y lim
T—+00 x T——00 x

Por tanto no tiene asintota horizontal. Veamos si tiene asintota oblicua.

22 +1
2
, , ¢ +1
m = lim Z = lim =1
r—400 X r——+00 x2
3 2 +1 ; 2 +1— 22 3 1
n= lim —z)= llm ——— Im — =0
z—+00 x T—+00 x T—+oo T

Si nacemos lo mismo con x — —oo tendremos el mismo resultado, luego la recta y = = es

asintota oblicua.
Vamos a estudiar la monotonia y de ahi obtendremos los puntos extremos.
S 2mex—(a*41) 222 —a?-1 2?1

f/(x) 2 2 - 2

T T T

Igualando a cero tendriamos

x?—1

—=0=2"-1=0=2"=1=z==x1

T

Vamos a estudiar el signo de la derivada. Para ello usamos los puntos que la anulan y aquellos

que no estan en el dominio.

| (o0, =1) | (=1,0) | (0,1) | (1, +00)

2 —1 n n
22
/ N\ pY /
Luego en x = —1 habra un méaximo y en x = 1 habra un minimo. Dichos puntos, sustituyendo

en la funcién, son
» Méiximo — P(—1,-2)
» Minimo — P(1,2)

Si fuera necesario, para finar un poco mas la representaciéon, podemos ver cuanto vale la funcion

en r = +2. La gréfica resultante es
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2 +1
x

Figura 1.23: Representacion de f(x) =

Volver al examen

1.2.66. Calcule, aplicando la regla de I’'Hé6pital, el limite

lfm sen(2z) + (1 —x)2 — 1 .
-0 In(cos x)

(Junio 17)
- Solucién:
Vamos a comprobar que cumple las condiciones y a aplicar la regla.
i sen 2z + (1 —z)%2 -1 0 . 2cos 2z —2(1—x) . (2cos 2z — 2+ 2z) cos x
1m = — | = l1Im = e
z—0 In (cos z) 0 z—0 —senx z—0 —sen
cos T
0 i (—4sen 2z +2)cos & — (2cos 2z — 2 + 2x)sen x 2 5
= —_ = l1m = — = —
0 z—0 —cos & -1
Volver al examen
1.2.67.

a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = 1/2% el anterior teorema, pruebe que cualesquiera

que sean los niimeros reales 1 < a < b se cumple la desigualdad a + b < 2a2b°.

(Julio 17)

- Solucién:

El enunciado del teorema podemos encontrarlo en el apartado 10 del resumen teérico contenido
en este libro.

Vamos a responder al segundo apartado. Nuestra funcién cumple las hipdtesis del teorema en

cualquier intervalo [a,b] que cumpla b > a > 1, pues solo se anula en el 0. Ademéas por ser una
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funcién racional es continua y derivable en su dominio, y por tanto en el intervalo antes citado.

Vamos a calcular su derivada. 5

x3

f'z) =

Vamos a aplicar el teorema anterior a nuestra funcion en el intervalo [a,b] con las condiciones

que dicta el enunciado. Tendriamos que

1 1 a? —b?

JO-fla) _ P TR a0
b—a ~ b—a  b—a a?b2(b—a)
_ (a=b)a+bd) —(a+Db)

b2 a2 (b—a) b2 a?

Segun el teorema existird un valor ¢ € (a,b) en el que

Por tanto
—(a+b) -2 (a+b) 2

b2a2 3 b2a2 3
Ahora bien, como ¢ € (a,b) => ¢ > 1 y en consecuencia tendriamos que

(a+b) 2
a2 B2

Si pasamos b? a? multiplicando al otro lado tendremos lo que buscamos

a+b< 2a?b?

Volver al examen

1.2.68. Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizon-

tales de la funcion
20+ 1

224z

fz) =

(Julio 17)

- Solucién:

Como se trata de una funcion racional el dominio lo formaran todos los ntimeros reales menos

aquellos que anulan el denominador.

=0
P?Hr=0=z(x+1)=0= v )
T =—

Luego el dominio de definicion de la funcion es Dom f =R — {0, —1}.

Vamos a estudiar el signo. Para ello calculamos también los valores que anulan el numerador y
construimos la tabla. )
224+1=0= 2= —3
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La tabla que nos ayudara a estudiar el signo es

1 1
oo | (-1-2) | (-10) | 0.4
2z +1 - — + +
® + + — — +
2z +1
P - + - T
e+

Luego la funcién sera

1
+ = <—1, —3 U (0, +00)

— = (—o0,—1)U (;,0)

Veamos ahora las asintotas. Las verticales pueden encontrarse en los valores que anulan el

denominador. Veamos si lo son y estudiemos su signo

s =—1
3 20+ 1
I =—
9 41 1 zo—1- 22+
z——-1 2%+ x ) 21: + 1
hm R = 40
rz——1t T+ T
Luego la recta * = —1 es una asintota vertical de nuestra funcion.
m2=0
. 2x+1
lim — =—
lim — = [} =
=024+ 0 ) 200 +1
lim — =400
z—0t 7+
Luego la recta z = 0 es una asintota vertical de nuestra funcion.
Veamos ahora las horizontales.
2 1 2 1
i 2 — lim =g
zo—00 2 4+ 1 o400 T2 4+ 1

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Volver al examen

1.2.69.

a) Estudie el dominio, las asintotas y crecimiento-decrecimiento de la funcién

1
f(x)212+2x78

b) Represente la grafica de f(x) utilizando el apartado anterior.

(Junio 18 - Anulado)

- Solucién:
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Empecemos por el dominio. Al ser un cociente hay que excluir del dominio los puntos que anulen
el denominador.

42 —-8=0=a=—4;1x=2

En consecuencia el dominio serd Dom f = R — {2, —4}.
Vamos a calcular las asintotas. A simple vista vemos que es probable que haya asintotas verticales
en las rectas x = —4 y x = 2. Ademas, ya que el grado del numerador es menor que el grado del

denominador, la funcién va a tener una asintota horizontal en la recta y = 0. Vamos a comprobarlo.

= Asintotas verticales:

oz =—4
I L +
im ——— =400
hfm ]' _ 1 — r——4— 332 + 2$ — 8
o122 128 -8 |0 - 1 — o
z——at 22 + 22 — 8
Luego tiene una asintota vertical en la recta x = —4.
o =2
lim . —00
h’m; _ |1 | ez 2?20 -8
e—2 12 + 21 — 8 0 lim L =400
z—2t 22 + 22 — 8
Luego tiene una asintota vertical en la recta x = 2.
= Asintota horizontal y = 0.
1 1
=0 ; lim ——=0

lim ———
z—+oo 22 + 2 — 8 z——oo 2 + 22 — 8

Luego tiene una asintota horizontal en la recta y = 0.
Vamos a estudiar la monotonia de la funcion. Calculemos la derivada

, —1(2z+2) -2z —2
— — —)— 7= —1
) (22422 —8)2 (22 + 2z —8)2 ‘

Estudiemos el signo de la derivada. Para ello, como siempre, usamos los puntos que anulan la

derivada y los puntos que no estan en el dominio.

(—o0,—4) | (=4,-1) | (-1,2) | (2,4+00)
—2xr —2 + + - -
(2 + 22 — 8)° + + + +
—2x =2
/ / N\ /

luego la funcioén crece en (—oo, —4)U (—4, —1) U (2, 400) y decrece en (—1,2). También presenta

1
un maximo en el punto M (-1, f(-1)) = (-1, 75)
Con estos datos, la grafica de la funcién seria
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Figura 1.24: Representacion de f(z) = PN -
x T —

Volver al examen

1.2.70. Estudie los extremos relativos (maximos y minimos) y los puntos de inflexién

de la funcién f(z) =xe *.

(Junio 18 - Anulado)

- Solucién:

De entrada es comodo trabajar con la exponencial, pues esta es siempre estrictamente positiva
y por lo tanto, ni puede dar raices, ni afecta al signo. Ademés aparece cuando se deriva y cuando
no, por lo que vamos a poder sacarla factor comin. Vamos a hacer las tres primeras derivadas para

estudiar lo que nos piden.

fllxr)y=e*—ze®=(1—-x)e "
flx)=—ee"—e*(1l—a)=€e"(-1—1+2z)=e""(z—2)
f"z)=e®—(z—2)e*=e*(1l-2+2)=e*3—x)

Vamos a empezar por los méximos y minimos. Para eso vamos a ver donde se anula la derivada

primera y sustituyendo en la segunda decidimos si el punto resultante es maximo o minimo.
l-2)e*=0=1-2=0=2z=1

Sustituyendo en la segunda derivada tenemos

-1
f//(l) =-—1 '6_1 = ? <0

Luego, como en la segunda derivada el resultado de sustituir x por 1 ha dado negativo tenemos

un maximo. La segunda coordenada del punto la obtenemos sustituyendo 1 en la funcién. Por tanto,
el maximo sera P(1, f(1)) = (1,1-e71) = <1, i)

Vamos a hora a calcular los puntos de inflexién. Estos saldran de los puntos que anulen la
segunda derivada y hagan que la tercera sea distinta de cero. Vamos a ver que valores anulan la
segunda derivada.

(x—2)e"=0—=2-2=0=2=2
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Si sustituimos = 2 en la tercera derivada obtenemos
P =162 = 5 #0
= e = 2

En consecuencia tenemos un punto de inflexién en el punto x = 2. La segunda coordenada del

2
punto la obtenemos sustituyendo 2 en la funcién. Por tanto, el méximo sera P(2, f(2)) = (2,2 e72) = (2, 2) .
e

Volver al examen

1.2.71.
a) Estudie el dominio, las asintotas y maximos y minimos de la funcién

1
2 —1

fz) =
b) Represente la grafica de f(x) utilizando los datos del apartado anterior.

(Junio 18)

- Solucién:
Comencemos por el dominio. Se trata de un cociente, por lo que tenemos que ver donde se anula

el denominador y quitar del dominio dichos puntos.
P -1=0=2"=1=2=41= Dom f=R—{+1}

En cuanto a las asintotas es facil observar que va a tener una asintota horizontal (el grado del
numerador es menor que el del denominador y por tanto tendrd como asintota horizontal al recta

y =0) y verticales en z = 1 y x = —1. Empecemos por las verticales.
= ]_
, 1
lim — = —00
1 1 r—1— T — 1
lim =|=| =
=122 —1 0 1
lim = +00
a1+ 22 — 1
Luego hay una asintota vertical en la recta z = 1.
= —1
, 1
lim — =400
1 1 z——1- 2% —1
1, _— = — =
x—l>rE1 2 —1 [O:| 1
lim ——=—-
a——1+ 22 — 1
Luego hay una asintota vertical en la recta x = —1.
Veamos que hay una asintota horizontal.
LU N L L W
Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.
Vamos a estudiar la derivada.
—1-2z —2x
y/ = 5 = = O — r = 0

(@ -1 (a2 1)
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Estudiemos la monotonia para ver los maximos y minimos.

| (o0, 1) | (=1,0) | (0,1) | (1, +o0)
-~ - — +
e / hN /

(o2 =17

En consecuencia hay un maximo en el punto (0, f(0)) = (0, —1).
Con los datos obtenidos la gréfica resultante es

1

x2—1
4 -3 2 4 5

. ., 1
Figura 1.25: Representacion de f(r) = — 1

22 —

Volver al examen
1.2.72. Sea la funcién
T six>0,
f(@) = |z =

—x siz<O0.

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(z).

b) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de f(z) y justifique si en el

punto z =0 la funcién f(z) tiene un minimo relativo.

(Julio 18)

- Solucién:

Tenemos que

T siz >0, 1 siz >0,
fla) =lz| = f'(@) =

—x six<O0. -1 six<O0.

Estudiemos en primer lugar si es continua. Como cada trozo es un polinomio, sélo puede pre-

sentar problemas en x = 0.

- f(0)=0
lim |z|=0

. 2207 = lim |z| =0
lim |z|=0 =0

z—0t
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Luego la funcién es continua en todo R. Veamos la derivabilidad.

Es obvio que si z # 0 la funcién es derivable. Veamos que ocurre en x = 0.
f07)=-1 flot) =1 = 21'(0)

Luego la funcién es derivable en R — {0}.

El segundo apartado nos pide estudiar la monotonia y los puntos extremos. Al ser una funcion
definida a trozos vamos a estudiar el signo en cada trozo.

| (—00,0) | (0,+00)
fla) | - +
A

Por tanto
= Crece — (0, 400).
= Decrece — (—00,0).

Lo que ocurre en & = 0 merece especial atencion. La funciéon no es derivable en x = 0, pero,
observando la monotonia vemos que en ese punto, que si existe la funcién, va a haber un minimo
relativo, pues, en ese punto va a ser en el que menos vale la funcién en un entorno alrededor del

cero. De hecho, mirando la monotonia, se trata de un minimo absoluto.
Volver al examen

1.2.73. Sea la funcién f(z) = zln(z) para x > 0.
a) ;Se puede definir f(0) para que f(z) sea continua por la derecha de = = 07
b) Estudie los maximos y minimos relativos de f(z) para x > 0.

c) Halle, si existe, la recta tangente a f(z) en z = 1.

(Julio 18)
- Solucién:
Para responder al primer apartado tenemos que ver cuanto vale Hm+ z In z. Utilizaremos la
z—0
regla de L’Hopital.
In x o0 i —?
lim 2 Inxz=[0-00] = lim —— = [—} = lim 2= 1lim — = lim —2=0
z—0t r—0t P o0 r—0t — =z z—0t T z—0t

Bastaria con definir f(0) = 0 para que fuera continua por la derecha.

Para hacer el segundo apartado vamos a calcular la derivada.

1 1
f@y=hz+r—=hr+l=0=hr=-1=z=—
T e

Hagamos la segunda derivada para ver que ocurre en ese punto.

X

(z) = = = " (i) =e>0

. 1 1 1 1
Por lo tanto presenta un minimo en el punto | —, f [ — =(-,—
e e e e
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Vamos a calcular la recta tangente en z = 1. La ecuacién de dicha recta es
y=FO)+FDa—1) = y=0+1-1) —y=a—1

Volver al examen



70 1. Andlisis

1.3. Integral. Calculo de areas y volimenes

1.3.1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 2?2 Inz dz
1

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando una primitiva por partes.
1
u=Inzx = du= —dx
T

3
dv = 2%dr — v:%

2

3 b 3 3

/lenxdx:m—lnm—/x—~fdm:x—lnx—x—
3 3 &

Luego:
2 3 372
9 T T 8 8 1 8 7
mzde=|—Inz——| =(-In2—-)—-(0—-=)==In2— -
/1x nar [3 ne 9]1 (3 . 9) ( 9 3 . 9
Volver al examen

1.3.2. Calcular el area limitada por la parabola y = v/2 22, la circunferencia 22432 = 1

y el eje OX, que aparece rayada en la figura .

(Junio 00)

- Solucién:
Por lo que observamos en la figura del enunciado, nos piden que de la circunferencia consideremos
la rama positiva, es decir, tomaremos y = v1 — z2.

Es obvio que el drea hay que dividirla en dos trozos, como podemos ver en la figura 1.26.
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A1 A2

Figura 1.26: Representacion detallada del area buscada

Vamos a calcular los puntos de corte:
V2P =Vl-2=20*=1-2>= 22 +22—-1=0

Se trata de una ecuacién bicuadrada, por lo que hacemos z = x2? y resolvemos.

2224 2-1=0
143 1 1 V2
-1+xv14+8 —-1&£3 z1 = 1 =§:>$=f=—
z = = _— 2 2
4 4 —-1-3
29 = 1 = —1 = No vale.

Luego el area buscada, segin vemos en la figura 1.26 es:
V2/2 1

A=A+ A4, = V2r?dr + V1-—22dz
0 V2/2

Vamos a calcular cada una por separado, calculando previamente una primitiva en cada caso.
Now
/ V222de = ?1’3

Por tanto,
V2/2

v2/2 2 2 22
A = V2 22de = [‘fﬁ] :i.i:
0 3 3 8
0
Por otro lado tenemos:
/ V1 —22dx

Vamos a utilizar el cambio x = sen t para resolver la integral indefinida.

r = sen t
dr = costdt

/\/1fx2dx:/\/1fsen2t costdt:/cosztdt
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72
1 2t
Si aqui cambiamos cos? t = 3 + 0052 tendriamos:
/ 1 4 co8 2t dQt 1t 4 sen 2t 1 4 fen 2(arcsen x)
- =—t4+———=—arcsens + ————>
2 2 2 4 2 4
Por tanto:
1
1 2
Ag:/ \/1—x2dm:{arcsenx—|—senwcsenx) =
V2/2 2 4 V3)2

(0= (4) -5

En consecuencia:
1 443r-6 3r-2 ,
4 2 o ¢

+

ool 3

1
A:A1+A2:6

Volver al examen

1.3.3. Determinar una funcién f(r) cuya segunda derivada sea f”(z) = z .

(Septiembre 00)

- Solucién:
Habré que calcular una primitiva de la funcién que nos dan, que serd f’ y posteriormente calcular

otra primitiva de ésta, que serd la funcién que buscamos. La integral se calcula por partes:

Por tanto:

f’(m):/wezdx:xex—/ewdxzxe$—e$

Hacemos de nuevo la integral de la funcién obtenida.

f(x):/(xe$—6$) da:z/mewdx—/ewdx:xei—eg”—e$:xe“;—Zew

La funcion buscada es:
flx)=xe® —2€"

Volver al examen

1.3.4. Calcular, con el cambio de variable t?> = z + 3, el valor de:

/ 6 xdx
1 Vo +3
(Septiembre 00)
- Solucién:
Vamos a calcular primero una primitiva utilizando el cambio indicado:

=243 = z=t?-3 = t=+z+3
2tdt = dx
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Realizando la sustitucion:

t2 —3) 2t dt 23 — 2t3 2 3)3
/( t) :/ ttﬁtdt:/(2t2—6)dt=§—6t=(J;)H—6\/a:+3

En consecuencia:

¢ zdx [ (33+3)36\/m6<5418)<1612>

1 V43 3 3 3

 54-54—16436 20

3 3

Volver al examen

1.3.5. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana limitada

por la parabola y = 3ax? + 27, la recta y = 0 y la recta z = a tiene area (a® —1)2.

(Junio 01)
- Solucién:
La figura 1.27 nos muestra una visién grafica del problema planteado.
Figura 1.27: Representacion detallada del area buscada
. 2 . 2 )
Como a > 0 la funcién y = 3az® + 2z corta al Eje X en x = 0y en z = 34 (que sera un
a

namero negativo).

Luego el area buscada es la que aparece sombreada en la figura 1.27. Por tanto, tenemos que:
/ (3ax? + 2x)dx = (a® — 1)?
0

Ahora bien,

a

/0 (3az® 4 22)dzx = [az® + acz]o =a*+a?
En consecuencia:

a*+a? = (a®—-1)2

Wta?=0¢+1-2a2

3a?2 =1
1
2 _ =
“ 73
1
a==+4/=
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1 1 3
Como tiene que ser positivo el valor de a, tenemos que a = /= = — = £
3 V3 3
Volver al examen
1.3.6. Calcular el valor de:
Ly de
o e
(puede hacerse con el cambio de variable t = —2% y con el cambio de variable
t=a2?).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a calcular una primitiva. Para ello vamos a utilizar el cambio ¢t = 2.

t =22 = dt = 2zdx

Sustituyendo tenemos:

Por tanto:

Volver al examen

1.3.7. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva y =2 — 2z y

su tangente en el punto de abscisa z = 1. Calcular su area
(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a calcular primero la recta tangente. Vamos a calcularla mediante la ecuacién punto-
pendiente. El punto lo obtenemos sustituyendo en la funcién z por 1. Dicho punto serda P(1,0).
La pendiente de la recta tangente se obtiene sustituyendo en la derivada de la funcién:

fl@) =322 —1=my =f(1)=3-1=2
La ecuacion de la recta sera:
y—-0=2z—-1)=y=2c-2

A continuacién representaremos la zona que nos piden. Para pintar la recta basta con hacer una
tabla de valores, pero para pintar la funcién serd mejor estudiar su derivada. Vamos a calcularla y

estudiaremos su signo para ver el crecimiento y los maximos y minimos.

po

1
f’(x)=3332—1:>3m2—120zx2:§:>:v:j:?

Estudiamos el signo:

| (—00,~v3/3) | (~v3/3.V3/3) | (v3/3,+)
+ - +
v a

32 —1

pY

Luego:



1.8. Integral. Cdlculo de dreas y volimenes 75

Crece — (—o00, —V/3/3) U (V/3/3,400).

Decrece — (—\/5/3, \/3/3)
- Méximo — (—+/3/3,0/38).
- Minimo — (v/3/3,—0'38).

Es evidente que se trata de una funcién impar y por tanto corta en el (0,0). La representacion

grafica podemos verla en la figura 1.28.

Figura 1.28: Representacion detallada del area buscada

Vamos ahora a calcular el area. Hallamos los puntos de corte de la funcion y la recta.
P —r=20-2=2"-3z+2=0

Buscamos una raiz por Ruffini.

10 -3 2
1 1 1 -2
\11—20

Calculamos después las otras dos:

PHr—2=0= 1=

—11\/1—1—8_—113_{ z=1
2 B oz

2 —_9
Luego los limites de integracion son x = —2 y z = 1. Vamos a calcular el rea.
' ! zt 32?2 !
A:/ (2 — 2) —(2;@—2)]019@:/ (s — 30 +2) do = [———+2x] _
—2 -2 4 2 72
_(L_3 103 . 1-6+32 27T ,
—(71 §+2> U=6-A)= ;- 5+8=—F—="u

Volver al examen
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1.3.8. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su relacién con el

concepto de integral definida.

(Septiembre 01)
- Solucién:
La solucion a este ejercicio puedes encontrarla en el punto 15 y 19 del resumen teérico que hay

al principio del libro.

Volver al examen

1.3.9. Representar graficamente la figura plana limitada por las parabolas y = 4 — 22,

y = 22 — 4. Calcular su area.
(Junio 02)
- Solucién:

Las funciones que nos dan son dos parabolas cuyas representaciones graficas podemos verla en
la figura 1.29.

Figura 1.29: Representacion grafica de la regién pedida.
Vamos a calcular los puntos corte.
2

2 —d=4—0> =22 -8=0=22=4=— 3 = +2

Calculemos ahora el area:

Volver al examen
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1.3.10. Calcular el valor de la integral
1
/ xe ¥ dx
0

(Junio 02)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Esta integral hay que resolverla por partes.

Por tanto:

/o: e Tdr=—xe "+ /efz de =—xe ¥ —e "

Retomamos la definida y tenemos:

1
/ rxe ¥dr= [—xe‘w—e_w]é:(—6_1—6_1)4—1:_724—1:6_2
0

e
Volver al examen
1.3.11. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la

coordenada z es positiva, por la recta = = 1, la hipérbola zy = 1, y la recta

6y — x4+ 1 = 0. Calcula su area.
(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a representar la region pedida haciendo una tabla de valores para cada caso:

a) Para la hipérbola zy = 1 valdria:

z|01 05 1 2 3
yl10 5 1 1/2 1/3

b) Para la recta bastarian dos puntos:

| 0o 3
y|-1/6 1/3

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.30.

Vamos a buscar los puntos de corte de las dos graficas.

. - 1 u=1
i ]=> i — by +1)y=1= 6y +y—1=0

6y—z = -1 Tz =06y+1

Resolviendo la ecuaciéon tenemos:

_1£ViFd —1x5 | y=—3
y= 12 ~ 12 T
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Figura 1.30: Representacion grafica de la regién pedida.

Sustituyendo cada valor de y obtenemos uno de zx.

— z=-3+4+1=—-2=— No nos sirve.
— =2+4+1=3.

Por tanto, mis limites de integraciéon son z =1y z = 3.

Observando la figura 1.30, podemos calcular el area de la siguiente forma:

3 2 3
1 x-1 x x 9 6 1 2
/1 <x 6 >dm {nx 12+6]1 <n3 12+12> (O 12+12>

4 1
=1 — — =1 _ 2
n3 B n3 3u

Volver al examen

1.3.12. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (22 + 1)71 z que se anule en x = 2.

(Septiembre 02)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida y despues calcularemos el valor de la constante que hace

que se anule en x = 2.
T 1 9

Si hacemos x = 2 resulta:
1
51][15+k:0:k:—1n\/5

Volver al examen

1.3.13. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta y =2 -2y

la parabola de ecuacién y? = z. Calcular su area.

(Junio 03)
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- Solucién:
Son funciones suficientemente conocidas, por lo que con una tabla de valores se pueden repre-
sentar. S6lo hay que tener en cuenta que de la pardbola hay que considerar las dos ramas. La

representacion pedida la podemos ver en la figura 1.31.

14

/ y=x — 2

Figura 1.31: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a hallar los puntos de corte.

2 _
v ]ﬁx:(x—2)2:>33:x2—4x+4:>332—5x+4:0:>

y=z—2

=z

5++25-16 5+£3 r=4

Vamos a calcular el area. Observando la grafica de la figura 1.31 vemos que hay que descomponer

el area en dos trozos (A; y As2).

A:A1—|—A2=/01 [f—(—ﬁ)]dx—!—/f[f—(x—2)]dx=/012\/5dm+

4
3 3 2

4 1 2
473 2v/z3
+/ [Vz—z+2]ds = i A Y
. 3 3 2 1
2 1 4 16 16 2 1 843248448 —4+3-12 27 ,
(Z-cy2) =+ T84 2= =22
(3 2+> 3T 3 T2 T3 s 6 6 "

Volver al examen

1.3.14. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el logaritmo ne-

periano:
2

/: m(fdnxx)

(Junio 03)

- Solucién:
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Vamos a calcular primero una primitiva. Para eso vamos a hacer el cambio:

t = Inz
1
dt = —dz
x
Tenemos por tanto
dx dt
= [ —=ln|t|=|ln |z||
z Inx t

Por tanto:

e
d
/ x =[n|ln |x\|]22:ln|ln |62||—ln\ln lel=Im2—In1=1In2
. nax

Volver al examen

1.3.15. Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de variable

t=e""): X
dzx
/0 et +1

(Septiembre 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Aplicamos el cambio aconsejado:

_ 1
t=e"" — e¥=-
Lt
dt = —e %dr — deT
d —dt dt
/mj—lz/ 1 == 7= "Wml+id=—Inf1+e7
¢ t<t+1>

Por tanto:

boda el 1
/oez+1—[—ln‘l+e |]0——ln<l+e)+ln2

Volver al examen

1.3.16. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva y = e%, su

recta tangente en el punto de abcisa z = 0, y la recta = 1. Calcular su area.

(Septiembre 03)

- Solucién:
Vamos a calcular en primer lugar la ecuaciéon de la recta tangente a la curva en z = 0. Sabemos
que dicha recta pasa por (0,e%) = (0,1) y que su pendiente es my, = f/(0) = €® = 1.

Por tanto la ecuaciéon de dicha recta es:
y—1=1z-0)=y=a+1

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.32.
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Figura 1.32: Representacion grafica de la regiéon pedida.

En la grafica puede verse que no hay més punto de corte que = = 0, por tanto el area que

queremos es:

A:/Ol[e””—(x+1)]dx:/01(e””—x—1)dx: {ew—x;—x};:(e—;—l)—lz

Volver al examen

1.3.17. Definir el concepto de primitiva de una funcién. ;Existe alguna primitiva

de la funcién f(z) = 27! que no tome ningiin valor positivo en el intervalo
1< <2?

(Junio 04)

- Solucién:

El concepto tedrico puedes encontrarlo en el punto 15 del resumen teérico que hay al principio
del libro. Vayamos a lo practico.

Tenemos la funcion f(z) = 27! = l

Si hayamos las primitivas de la funcién nos sale:

/id:ﬂzlnx—&—k
T

La grafica de y = Inx podemos verla en la figura 1.33.

Como sabemos, k desplaza verticalmente dicha grafica, por tanto, si a k le doy, por ejemplo, el
valor -3, es decir, f(z) = lnz — 3, la grafica se desplazard 3 unidades hacia abajo, resultando la
grafica de la derecha de la figura 1.33.

Hay que tener en cuenta que la funcién y = Inz es una funcién creciente y que Inl = 0 y
In2 = 0'693147..., por tanto y = Inx — 3 serd negativa en todo el intervalo (Observar la gréfica de

la derecha la figura 1.33). De hecho bastaria con tomar k < —In2.
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Figura 1.33: Graficadey=Inzx ydey =Inxz — 3
Volver al examen

1.3.18. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la
abcisa z es positiva, por la curva y = 2% + = , y por la recta y = 2z. Calcular

el area.
(Junio 04)
- Solucién:
Tenemos que las funciones que encierran el drea son y = 23 + 2 é y = 2x. Para representar
y = 3 + x bastard con calcular sus méaximos y minimos, los puntos de corte con lo ejes y, si es

necesario, una tabla de valores.

Vamos a empezar hallando los puntos de corte con el eje X haciendo y=0.

z=0

P rr=0= . .
22 +1 =0 = No tiene solucion

Vamos a ver donde se anula su derivada:
y' =322 4+ 1= 322+ 1 = 0 = No tiene soluciéon

La gréfica de las dos funciones podéis verla en la grafica 1.34

-1

Figura 1.34: Visién gréfica del problema
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Vamos a hallar los puntos de corte de las dos funciones:

3 _ 3 _ 9 _ z=0.
r+r=2r—=zrr’—-2=0=z-(z°-1)=0=
2 —-1=0= 2= +1.

Vamos a calcular el drea, que sera el comprendida entre 0 y 1 por las dos funciones, ya que la
abcisa tiene que ser positiva. Como la recta esta por encima ponemos:
! 5 ! 5 2 240 1 1 1,

A= 20— (2 +z)| de = r—ax)dr=|———| =-—=-=-u

[ @@= [@-aa- |5 -T] -5-7-3

Volver al examen

1.3.19. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer cuadrante

(x >0,y > 0) por la recta y = 2 y la curva x = y3. Calcular su &rea.

(Septiembre 04)

- Solucién:
Tenemos que (z > 0,y > 0), es decir, el primer cuadrante. Tenemos también la funcion y =z y

la funcion z = y® = y = /.

Figura 1.35: Representacion detallada

El area que queremos calcular es la que nos muestra la figura 1.35. Buscamos los puntos de corte

de ambas funciones:

z=0
r=Vr=21*=r—=2s—2=0—=
Ve {332—1:O:>x::|:1

Como z > 0;y > 0, sobra la raiz x = —1 y tenemos que:

1 1
x5 x? _ 325 x? _§ 1_ 9
- 402 b

A:/Ol(e/%—x)dz:/ol(zé—x)dx:lg—2 -

=

4 2
0

Volver al examen
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1.3.20. Calcular el valor de la siguiente integral:

2
/ xva? —1dz
1

(puede hacerse con el cambio de variable 22 — 1 = 3.

(Septiembre 04)

- Solucién:
Vamos a resolver primero la indefinida.

Hacemos el cambio que nos recomiendan:

B=22-1 = t=+/z2-1

W dt =2zxdr = axdr= gt2dt

Por tanto:
3 : 3 3¢t 3/ (22 —1)4
zV/a? —lde== [ 2Vi3dt == t3dt:f—+k:L+k
2 2 24 8
En consecuencia tendriamos:

2

Y BB G 3781 9V3
/1z\/x —ldaz—[ 3 ] =

8 8
1

Volver al examen

1.3.21. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas y = e%,

y=e

*, y por la recta r = 1. Calcular su area.

(Junio 05)

- Solucién:

Vamos a representar las funciones haciendo una tabla de valores:

N | -2 -1 01 2
y:6:>

La representacion grafica y el area buscada la vemos en la figura 1.36.
Vamos a encontrar los puntos de corte:

X

e
e =" = x:1:>6I.€I:1:>€2m:1160:>2$:0:>£L':0
o

Luego los limites de integraciéon son x = 0 y = 1. Por tanto:

/0 (" —e ) do = [e” + efm](l) =('+e ) —(1+1) =
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Figura 1.36: Area encerrada por las exponenciales y x=1.

Volver al examen

1.3.22. Calcular el valor de la siguiente integral:

(puede hacerse por partes).
(Junio 05)

- Solucién:

Vamos a resolver la integral como nos indican, por partes. Para ello vamos a derivar el logaritmo

y a integrar el polinomio.

1
u=Inx — duz;dw

1 -1
dv=—dr — v=—
x x

Vamos a empezar por encontrar una primitiva:

/ln_Qxdx:—lnx_ —_l.ldx:—lnm_'_/idx:—lnx_l:—lnx—l
T

T T €T T

Por tanto:

¢lnx —lnz—-171° —lne—1 —-lnl1-1 =2
—-dz = = — =—+4+1
1 1 e

Volver al examen

1.3.23. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z+1)22~ /2 que se anule en z = 1.
(Septiembre 05)

- Solucién:
Tenemos que nuestra funcién es:
2 2
F(@) = (@ +1)2 V2 = (+1)° 2" +2r+1 2312 4 9pl/2 4 4—1/2

v &
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Vamos a calcular la integral indefinida:
/( 312 4 941/2 4 51/2) gy = 2;5;/2 . 4x§/2 R 2:525\/5 N 4a¢?:/:5 Tk
Segun el enunciado tiene que anularse en z = 1, por tanto:
e L -t

La primitiva buscada es:

F(z) = QIZﬁ 4z\f + zf— 2

Volver al examen

1.3.24. Representar graficamente el recinto plano limitado por larectaz —y=1y

por la curva de ecuaciéon y = vz — 1. Calcular su area.

- Solucién:

(Septiembre 05)

Ambas funciones son conocidas y su representacion puede hacerse por una sencilla tabla de

valores que voy a omitir. Tras eso la representacién gréafica podemos verla en la figura 1.37.

Figura 1.37: Representacion detallada del area buscada

A continuacion vamos a calcular el area encerrada por las dos funciones. Empezaremos por

calcular los puntos de corte para delimitar los limites de integracién.

vVe—1 = rx—1
r—1 (x —1)2
z—1 = z2-2z+1

2 T =
—°+3r—-2=0—=
xTr =
Por tanto el area quedaria:

A= / Ve—1—(z—1)]dz= [2' (z—1)° x2
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2 1 2 1 4+43-6 1 ,
(3 2+2) ( 2+> 373 6 6"

Volver al examen

4

1.3.25. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = z?, su

recta tangente en el punto (1,1) y el eje OY. Calcular su area.
(Junio 06)

- Solucién:
La funcién y = 2* es de facil representacién, basta con dar algunos valores. Vamos a calcular la
recta tangente que nos piden y posteriormente realizaremos la representaciéon de la zona buscada.

Sabemos que la pendiente de dicha recta es la derivada de la funcién en el punto, por tanto:
(@) =42® = myy = f'(1) = 4

Como la recta pasa por el punto (1, 1) y tiene la pendiente anterior, tenemos que la recta buscada
es:
y—1=4(z-1)=y-1l=de—-4=y=4x -3

En consecuencia, la representacion grafica de ambas funciones y la zona pedida la podemos ver

en la figura 1.38.

Figura 1.38: Representacion grafica de la regiéon pedida.

Vamos a calcular el drea que nos piden:

Il
| —
wt
I
DO
S
N
+
w
8
—_
I
|
I
DO
+
w
Il
ol o
<
N

/01 " — (4o — 3)] da

Volver al examen

1.3.26. Halla una primitiva de la funcién f(z) = ze®.

(Junio 06)

- Solucién:
Es una integral tipica para resolverla por partes, en la que tenemos que derivar el polinomio e
integrar la exponencial.
u=x i du=dx

dv=¢e"dx ; wv=e¢e"
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/xe‘”dx:xex—/exdx:xex—e“

No es necesario terminar el resultado sumando una constante pues nos piden una primitiva, no

todas.

Volver al examen

1.3.27. Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcién

flz) = /lxtdt

(Septiembre 06)

- Solucién:
La regla de Barrow puedes encontrarla en el punto 19 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Vamos a calcular cual es nuestra funcion:

x 2717 22 1 1 1
— tdt = |—| =22 =Z22_°2
/(@) /1 [2}1 2 2 2" T2

De su ecuacién deducimos que se trata de una parabola. Para representarla vamos a calcular la

coordenada x del vértice y haremos una tabla de valores.
-b 0
Coordenada x del vértice — x = %1 0
a

La tabla de valores que utilizaremos es:

z] 0 -1 1 -2 2 -3 3
y|-1/2 0 0 3/2 32 4 4

La representacion grafica la tenemos en la figura 1.39

1 1
Figura 1.39: Representacion grafica de la funcion f(x) = §x2 ~3

Volver al examen

1.3.28. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcién f(x) = cosz,

. 71' ™ .
en el intervalo —3 <z< 5 y por la recta y = 5" Calcular su area.

(Septiembre 06)
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- Solucién:
La representacion del area pedida no es complicada, pues se suponen conocidas ambas funciones.

Dicha representacion la encontramos en la figura 1.40.

AT
vV N

NEY
T

Figura 1.40: Representacion grafica de la regiéon pedida.

Creo que el enunciado del problema no es lo suficientemente claro. Es evidente que pide repre-

. . ™ p
sentar la funcion f(x) = cos z en el intervalo 7>, lo que no queda tan claro es a que area se

T

. 2 ’ 2 2

refiere, si a la encerrada por las dos curvas (la representada en color verde en la gréfica 1.40) o a la

) . . . T

verde més la roja, la encerrada por las dos gréficas en el intervalo 53" Vamos a ver las dos.
En primer lugar calcularemos la representada en color verde y posteriormente vamos a calcular

la representada en color rojo y se la sumamos a la anterior.
Vamos a encontrar los puntos de corte que nos dirdn cuales son los limites de integracion.

™

1
CcCosx 5 x 3

. . 1 o
Para hallar el area consideramos la funcién g(x) = cosxz — —. Vamos a calcular una primitiva de

1 x
G(z) = / (cosx 2) dx =senz — 5

Sustituimos en los distintos puntos que tenemos resultando:

- - = V3 ,
) = LI I T R S YD
G<3> sen(3> 9 —|—6 0’3

dicha funcion.

2

™ Cen(T) B Y3 T
G(S)—sen(g) 5 =5 6—03424
Para calcular el area hacemos:
™ il / / ’
G<§) G<3) = /3424 + 0/3424 = (/6848

Y el area buscada seré:
A= 06848 u?

Vamos a calcular el area de de los dos trozos rojos para ver la segunda forma. Me vale la misma

primitiva y el resultado sera:

. A = ‘G (—%) —a (—g)’ — /1274 2.
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s A= |G (EY—a(Z)| =0 2
4y =6 (F) -6 (5)|=012ma .
Luego el drea total sera, A = 0/6848 + 0'1274 + 01274 = 0'9396 u>.

Volver al examen

1.3.29. Representa graficamente el recinto plano limitado por las parabolas y = 1—z?

e y = 222 y calcula su area.
(Junio 07)
- Solucién:

Vamos a representar las dos pardbolas. Para ello empezamos por calcular sus vértices y hacemos

después sendas tablas de valores.

-y=1-—22
xvzg—cl::%:()
|0 -1 -2 1 2
y|1 0 -3 0 -3
- 222
b 0
xU:%:_—Zl:O

z|0 -1 -2 1 2
ylo 2 8 2 8

La region pedida podemos verla en la figura 1.41.

Figura 1.41: Representacion grafica de la regiéon pedida.

Vamos a hallar los puntos de corte para calcular el drea:

V3

1 1
2x21x2:>3x21:>x23:>x:|:\/;:|: 3
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Luego el area pedida es:

¥
e

A:/i (1—x2—2x2)daz=/ (1-382%) = [z -]

o
‘
.

_2V3 6v3 _18V3-6V3 _12V3 43 ,
=5 =

3 5 T a7 | T3 27 27 9

V3 33 [—V3  3V3
3 27

Volver al examen

1.3.30. Calcula el valor de la integral
10
/ (z —2)Y3da
3

(Junio 07)

- Solucién:

4 4

/10($2)1/3dx [W] b _ [Wl b _ [3(962) 8 (1;2)]10
3 3 4

3 3

2498 3V1 48 3 45

4 4 4 4 4

Volver al examen

1.3.31. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 223, su

recta tangente en el origen de coordenadas y la recta x = 2. Calcula su area.

(Septiembre 07)

- Solucién:
La representacion grafica de la regiéon pedida estd en la figura 1.42. Vamos a calcular la recta

tangente en x = 0. Sabemos que la ecuacion de la recta tangente es:
y — f(x0) = f'(20) (z — x0)
Empezamos por calcular la pendiente:
f'(z) =6z = my, = f(0)=0

Ademas tenemos que f(0) = 0.
Luego la recta tangente es y = 0.
Para la funcién hacemos una tabla de valores que aqui omitimos.

Vamos a calcular el area. En la grafica podemos ver marcada la regiéon a la que queremos

2 472
16
A:/ngdasz[x] =— —0=28u?
0 2 Jo

calcularle el area.

2
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Figura 1.42: Representacion grafica de la regiéon pedida.

Volver al examen

1.3.32.
a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(r) = 322 + 1 en

el intervalo [0, 3]

(Septiembre 07)
- Solucién:

a) La parte tedrica puedes encontrarla en el punto 18 del resumen teorico que hay al principio
del libro.

b) Vamos a ver cuanto vale la integral.
8 3
/ (32 +1) dax = [2° + 2], =30 -0 =30
0

Vamos a buscar el valor pedido.
fe)(3=0)=30=> (3¢ +1)-3=30=9¢"+3 =30 =
—=92=2T—=c?=3=c=+V3
De los dos valores solo nos sirve ¢ = /3, pues el otro no pertenece al intervalo (0, 3).

Volver al examen

1.3.33. Calcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el cambio de

variable ¢t = In(x))
€ 1
1 2 (14 1n(z))

donde [n denota el logaritmo neperiano.

dx

(Junio 08)
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- Solucién:

Para resolver la integral empezaremos por calcular una primitiva. Realizamos el cambio acon-
sejado.

1
t=In(z) = dt= Edm
Luego:

1 1
 dr= | — @t =nll4t=Inll+1
/x(l+ln(w)) x /1+t n|l+¢ =Inll+Inz|
Por tanto:

/1c mdm =[n|1+1In(z)|]{ = (n|l+In(e)| = In|l +In(1)[) =In2 —In1=1In2

Volver al examen

1.3.34.

a) Representa graficamente el recinto plano limitado por la recta y+2x —6=0y la
parabola y = —22 + 2z + 3.

b) Calcula su area.
(Junio 08)

- Solucién:

a) Vamos a hacer una tabla de valores para la recta:

z |0 2

y|6 2
Vamos a calcular una tabla de valores para la parabola. Para ello empezamos por calcular su
vértices y hacemos después dicha tabla de valores.

e
T2 -2

Ly

1

z|1 02 -1 3
y|4 33 0 0

La representacion grafica es:

y+2r—6=0

y=—z>+2x+3

Figura 1.43: Representacion grafica de la regiéon pedida.
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b) Vamos a calcular el area. Para ello empezaremos por calcular los puntos de corte de las dos

graficas:

) ) = 20 +6=—2>+21+3
y=—-z"4+2x+3 y=—-z“+2x+3

Luego:
22 —4x4+3=0

Resolviendo la ecuacién obtenemos:

i+2
4416 - 12 4+2 2
xTr = = =
2 2
4-2
el
2

Vamos a resolver la integral.

A:/13 [(—x2+2m+3)—(—2x+6)]dx:/13(—x2—|—4x—3)dﬂc:

23 3 1
=[—+zﬁ—34 :(—9+w—9)—<—3+2—3)=
1

1 1-6+9 4 ,
:7—2 = - = =
3 +3 3 3u

Volver al examen

1.3.35. Calcula la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto (0,1) (es decir, f(0) = 1)
2z

x24+1°

¥y que tiene como derivada la funcién f/(z) =

(Septiembre 08)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida de f’(z) y luego le impondremos a la funcién obtenida

que pase por el punto (0, 1) para calcular el valor de la constante.

2z
/éjijdmthf+4)+K

Por tanto, como f(0) = 1, tenemos:
hl+K=1—=K=1

Luego la funcién buscada es:
f(@)=In(2*+1)+1

Volver al examen

1.3.36.

a) Define el concepto de primitiva de una funcién.

b) Di, razonando la respuesta, si las funciones Fj(r) = sen’r y Fy(r) = —cos®>x son

primitivas de una misma funcion.
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(Septiembre 08)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado puedes encontrarlo en el punto 15 del resumen tedrico que hay
al principio del libro, por lo que pasaremos a resolver el segundo apartado.

Vamos a calcular las derivadas de Fy(x) y de Fy(x) y veremos si coinciden.

F|{(z) =2 -senx - cosx

Fj(x) =2 (—cosx) - (—senz) =2-senx - cosx
Por tanto, ambas funciones son primitivas de una misma funcion.

Volver al examen

1.3.37.

a) Exprese f(xz) = z - |z| como una funcién definida a trozos y dibuje su grafica de
forma aproximada.

1

b) Calcule la integral definida / x - |x| dz.
~1

c) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(xz), el eje OX, la recta
r=—-1y larectaxz=1.

(Junio 09)

- Solucién:

Respondemos a las tres cuestiones.

a) Si tenemos en cuenta que:

—x si x<0

r st x>0
|z| = .

tenemos que
T st >0

f<x>=x~|w={ )

—x* s1 x <0

Por tanto su grafica la vemos en la figura 1.44

b) La integral definida de una funcion definida a trozos tiene que tener en cuenta los dos trozos,

1 0 1 370 371
_ 2 2, _ | =7 [ -
[y [ s [oa= ] +[5] -

1 1 1 1

c¢) El area que estamos buscando podemos verla en la figura 1.45:

1
/ 22dx
0

por tanto:

El area seré por tanto:

0
A= ’/ —22dx
—1

+

W =
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Vv

Figura 1.44: Representacion grafica de la funcion f(z) =z - |z|.

f(x) = |z

Figura 1.45: Representacién grafica del area buscada.

Volver al examen

1.3.38.
a) Escriba la férmula, o regla, de integracién por partes.

b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida

/x2 cosz dx

(Junio 09)

- Solucién:
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La respuesta al primer apartado puedes encontrarla en el punto 17 del resumen tedrico que hay
al principio del libro. Vamos a resolver la segunda cuestion.
Es una integral en la que habra que aplicar la integral por parte dos veces. En ambos casos

derivaremos el polinomio e integraremos la funciéon trigonométrica.

u=z? = du=2xdx

dv=coszdr = v=senx

Sustituyendo tenemos:
/xz cosz dr = x° senx — /2x senz dr = 2% senx — Q/z senx dx = ()

Volvemos a aplicar la integracién por partes.

dv=senxdr = v=—cosx

Sustituyendo, de nuevo, tenemos.
(¥) = 2% senx — 2 [—3? cosT — / —coszT dx} =22 sena — 2 [—x cosx + /cosx d:v]

=22 senz + 2x cosz — 2 senz + k

Volver al examen

1.3.39. Dada la parabola de ecuacién y = —22 — 2z + 3, sea r su recta tangente en

r = —1y sea s su recta tangente en x = 1.
a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola, la

recta r y la recta s.

c) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular las rectas r y s. Comencemos por r. Para ello vamos a calcular

la pendiente (que sera el valor de la derivada en x = —1) y el punto por el que pasa P (—1,y(1)).
y(z)=-22-2=y(-1)=2-2=0

A su vez tenemos que y(1) = =142+ 3 = 4. Por tanto m, =0y P(—1,4).

En consecuencia la ecuacion de la recta r es:
y—4=0z+1)=>y=4
Vamos a calcular ahora la ecuacién de s. Andlogamente a la recta r tenemos:

y(1)=-2-2=-4
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y tenemos que y(1) =1 -2+ 3 =0. Luego ms = —4 y Q(1,0).
Por tanto la ecuacion de la recta s es:

y—0=—-4(x—-1)=>y=—4zx+4

Pasemos al segundo apartado. Vamos a representar el recinto que nos piden. Para representar

la parabola vamos a calcular la coordenada z del vértice:

b2
vm — = — = —]_
T T o, T

Vamos a calcular una tabla de valores:

/-1 0 -2 1 -3
y| 4 3 3 0 0

Para las rectas basta con una tabla de valores con sélo dos valores:

= Recta r:

La tabla de valores podria ser

z|—1 1
y| 4 4
= Recta s:
La tabla de valores podria ser
z| -1 1
y| 8 0

La zona pedida podemos verla en la gréafica 1.46.

Vv

Figura 1.46: Representacién grafica del area buscada.

Vamos a calcular el area que nos piden en el dltimo apartado. Si observamos la grafica anterior
podemos ver que hay dos zonas delimitadas.
Una en el intervalo [—1,0] y definida por las funciones y = —x? — 2z + 3 y por la funcién y = 4.

A esta zona la llamaremos A;.
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La otra en el intervalo [0,1] y definida por las funciones y = —? — 2z + 3 y por la funcién
y = —4x + 4. A esta zona la llamaremos As.

Vamos a ver los puntos de corte que observamos graficamente.

= Puntos de corte de las funciones y = —x? — 2z +3 e y = 4.

—? =2 43=4= 2> -20-1=0=22420+1=0=>(z+1)°=0=2=—1

» Puntos de corte de las funciones y = —x2 — 2z 4+ 3 e y = —4x + 4.
—1? — 2 +3=—-dr4+4=> -2’ +22+1=0=2"-224+1=0=(z—1)>=0=>z=1
= Puntos de corte de las funciones y =4 e y = —4x + 4.

—dr+4=4=—-4dr=0=2z=0

El area que queremos calcular es A = A; + As. Vamos a calcular A; y As.

A = /O [4(x22x+3)]dx/0 (2* 42z + 1) do =

-1 -1

a3 0
= |:+£62+$:| :0_(_+1—1>:u2
3 1
1 1
Ay = /[_4x+4—(—x2—2x+3)]dx=/ (z? =224 1)de =
0 0
3 1 1
= { —x2—|—x] :(—1—|—1>—O=u2
3 o 3
Luego:
1 1 2
A=A+ A=+ =
1+ Ao 3+3 3U
Volver al examen
1.3.40.

a) Calcule una primitiva de la funcién racional

1

T 122

f(z)

1
b) Calcule la integral /7 dx (puede utilizarse el cambio de variable t = senx).
cos x

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral de esa funcién. Es obvio que se trata de la integral de una funcién
racional con raices simples [1 — 2% = (1 — z)(1 + z)].

1 A B A(l+z)+B(1-1)

1—x2_1—x+1+x_ 1— 22
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Luego:
A(l+2z)+B(l—2x2) =1 VreR

Por tanto, dando a x los valores 1 y —1 tenemos:
1
T = 1$2A:1:>A:5

r = —1:&23:1;%3:%

En consecuencia:

1 z z 1 1
mdmz ] dx + 1+xdx:filn\17w|+§ln\l+x|+k

La primitiva que nos piden podria ser:
1 1
Fz)=—--In|1—z|+ = In|1 + x|
2 2
Vamos a calcular la otra integral que nos piden aplicando el cambio aconsejado:
t = senz=t>=sen’zr=1—t>=cos’z = cosx = /1—t2

dt

dt = cosxdr=dr=—
1—1¢2

Luego:

[t
V1—12 J1-1¢2 1—1¢2

Ahora bien, esta es la integral que hemos resuelto anteriormente, por tanto, resolviéndola y
deshaciendo el cambio tendremos:

1 1 1
/ dr =—-In|l —senz|+ - In|l+senz|+ k
cos T 2 2

Volver al examen

1.3.41.

2
x 4
a) Represente, de forma aproximada, la recta x = 1 y las curvas y = -5 y=—,y
T
senale el recinto plano limitado por ellas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

(Junio 10 - Fase general)
- Solucién:

a) La primera curva es una parabola cuyo vértice tiene abcisa 0. Haciendo una tabla de valores

como la que sigue tendremos bastante para su representacién:

-2 2
2 2

x\o -1

ylo 1

[T

La segunda curva es una hipérbola. Haciendo, igualmente, una tabla de valores bastaria.

z|05 05 1 -1 2 -2
y| 8 -8 4 -4 2 -2
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Vamos a representar la recta y las dos curvas, resultando el recinto pedido como podemos ver

en la grafica 1.47:

$2

SHNS

Figura 1.47: Representacion grafica de las funciones y

2
b) El punto de corte de las dos curvas podemos observarlo en la grafica anterior, asi como en las

dos tablas de valores, pero vamos a calcularlo analiticamente.

$2

4 3
2 T

Por tanto el area buscada es:
2 2 372
A = / é—z— dr = 4lnx—$— = 41r12—§ - 41111—1 =
1 \Z 2 6], 6 6
1 7
6

Volver al examen

1.3.42.
a) Diga cuando una funcién F(z) es primitiva de otra funcién f(x).

b) Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = z¢*" que cumpla F(0) = 0.

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:

El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 15 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Para resolver el segundo vamos a comenzar por resolver la integral indefinida y posteriormente
calcularemos la constante para que F(0) = 0.

Es una integral practicamente inmediata, aunque podemos resolverla haciendo el cambio de

variable u = z2.

u=x2:>du=2xdx:>xdx:d7u
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1 1
/xezzdx:§/e“du:§e“+k

Deshaciendo el cambio obtenemos

Tenemos que

1
Gla) =3 e +k
Por ultimo vamos a encontrar el valor de k que buscamos para que se cumpla que F(0) = 0.

1 1
FO)=-e+k=-+k= k=—-
(0) 26+ 2+ 0= 5

Volver al examen

1.3.43. Calcule, utilizando la férmula de integracién por partes, una primitiva F(z)
2

de la funcién f(r) = 2°e~* que cumpla F(0) = 0.
(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
Vamos a resolver primero la integral indefinida y luego ya calcularemos la que cumple que

F(0) = 0. Para ello vamos a aplicar la integracion por partes dos veces.

u = z2 — du=2xdx

dv=e%dr — v=—e"%

Tenemos, aplicando la integracion

—~
N2

/xQe_xdac = —xQe_”“'—/—Qme_”“'dx:—:UQe_I+2/xe_”“'dx:
(_2) 2 —x —x —x _ 2 —x —x
= —ze®+2(—xe?— | —ePdr | = -2 —2rxe T+

+ 2/6_Idx:—x26_””—2:re_””—2e_””+k:

= e (-2?—22-2)+k (1.2)
Estas son todas las primitivas. Vamos a buscar aquella que cumpla que F(0) = 0.
FO)=e"(0-0-2)+k=-2+k=0=Fk=2
En consecuencia la funcién buscada es

F(z) =e " (—2? —22—2) +2
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Volver al examen

1.3.44.

a) Represente, de forma aproximada, la curva y = z* + 222 + 1 y la recta tangente a

dicha curva en el punto Qy = (—1,4).

b) Senale el recinto plano limitado por el eje OY y por la curva y la recta del apartado

anterior, y calcule el area de dicho recinto.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a empezar calculando la recta tangente. Sabemos que la férmula para hallarla es:

Calculemos ahora el valor de la derivada de la funcién en x = —1.
flx) =4a® + 40 = f'(-1) = -4 —4= -8
Luego la recta tangente pedida es:
y—4=-8z+1)—=y—-4=-8r—-8=y=-8r—4

Para representar la funciéon podemos estudiar su monotonia, sus extremos relativos y sus cortes

con los ejes.
= Corte con los ejes:

e Eje X = y = 0. Tenemos que z* + 222 + 1 = 0 es una ecuacién bicuadrada. En conse-

cuencia:

o 2EVAA
2

-1
Por tanto no corta al eje X.

e EjeY=—=2=0
En este caso corta en el punto (0, 1)

= Vamos a estudiar la derivada:

Yy =42’ +4r = 24 +1)=0=2=0
y' =122 +4 = y"(0)=4>0

Luego hay un minimo relativo en (0,1)

Vamos a estudiar la monotonias:

Luego crece en (0, +00) y decrece en (—o0,0).
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Para poder completar la gréfica seria bueno hacer una tabla de valores, que aqui omitimos por
su facilidad.

Vamos a hacer la representaciéon que nos piden en el segundo apartado y de esa forma hacemos
las dos que nos piden. La gréfica pedida podemos verla en la grafica 1.48:

flx) =z 4222 +1

1

y=—8x—4

Figura 1.48: Representacion del area requerida

Vista la grafica tenemos que el drea buscada es:

0

0
A = / [($4+2x2+1)—(—8x—4)] dx:/ (1:4—|—2x2—|—8x—|—5) dr =

5 28 0 1 2
[x+m+4m2+5x] :0—(——+4—5):

5 3 » 53
1 2 3+10-60+75 28 ,
53 4T 15 15 "

Volver al examen

1.3.45. Calcule el valor de la integral

2 2/3
rz—1
d
/1( 8) ’

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

Esta integral es inmediata. Vamos a resolverla:

2 N 2/3 2 1N\ 2/3 4\ 5/3
/ z—1 de — 8/ 1/fx—1 do — 8 3 (z—1 _
1 8 18 8 5 8

Volver al examen
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1.3.46.

a) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola y = 22>

y la parabola y = 22 + 4.

b) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

Representaremos primero las dos parabolas. Para hacerlo vamos a calcular sus vértices y dos
tablas de valores:

—b
ly:2x2:>xv:—:0
2a
|0 -1 1 -2

ylo 2 2 8 s

()

—b
. y=x2+4=>xv=2—=0

\V]

z|0 -1 1 2
ylo 5 5 8 8

La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 1.49

¥

Figura 1.49: Representacion de la region requerida

Calculemos ahora el area que nos piden. En la propia grafica y en las tablas vemos los puntos
de corte, pero vamos a calcularlos.

22 =2’ +4=—=2’=4=—1=42

Luego el area es:

2 2 23 2
A = / (:132+4—2x2) da::/ (—3:2—1—4) dx = [—?—1-495} =
-2

-2 -2

— 24 — 24 2
<_§+8>_<§—8>:—§+8_§+8= Srosr 2

3 3 3 3 3 3
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Volver al examen

1.3.47.  Considere las funciones f(z) =sen’z y

r 1
T) = ——dt, 0<x <1

—T

Calcule la derivada de la funcién F(z) = g(f(x)), 5

lo posible dicha derivada.

<z < g Simplifique en

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a encontrar primero g(x).
1 ‘ 1
glz)=|—=In|l—¢t|]| =—-=In|l—2x| 0<z<l
2 . 2

Por tanto

F(z) = g(f(z)) = g (sen’z) = —%ln (1—sen’z) = —%ln (cos?z) = —Incos

Volver al examen

1.3.48.

a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la hipérbola zy =1,

su recta tangente en el punto (1,1) y la recta x = 2

b) Calcule el area de dicha regién plana.

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

1
La funcion dada es y = —. La recta tangente la calcularemos usando la formula
x

Ahora bien )
y = 2 =y (-1) =-1

Por tanto la citada recta tangente es
y—1l=-1lz—-1)=y=-2+1+1=y=—-—x+2

La representacion que nos piden es:

Para hallar el drea tenemos que el tnico punto de corte es donde la recta es tangente a la
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Figura 1.50: Representacion de la region requerida

hipérbola, es decir, en x = 1. Si observamos la grafica 1.50 el adrea buscada es:

2711 2 /q 22 2
A = /|:—(—:L‘—|—2):|d$:/ (+x—2>dw:[lnm+—2x} =
1 X 1 X 2 1

1 1 1
(m2+2®<m1+22>m222+2(m22>u2

Volver al examen

1.3.49. Calcule las primitivas de la funcién

f#)= oy 20

(Puede utilizarse el cambio de variable ¢ = ¢*.)

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a prepararla un poco antes de resolverla por sustitucion.

1 1 1 z
/LY S R S T
er —e 7 1 (e®)" —1 (e¥)” =1

eT
er ex

Hacemos el cambio ¢ = e* = dt = e*dz. Luego:

e’ 1
———de= | ——dt
,/@ﬂ%J ! /ﬂ—1

Hay que resolverla por fracciones simples:

1 A B A{t-1)+B(t+1)

P14l i1 GxDE-1)

luego,
At—1)+B(t+1)=1 VteR
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Sit=1 = 2B:1:>B:%

Sit——1 — —2A:1:>A:_%

luego:

1 -1 1 1 1
_ — =—=1 1|+ =Injt—1
/t2—1dt /t+1dt+/t_1dt 2n|t+|+2n|t |+ k

Deshaciendo el cambio tenemos:

1 1 1

Volver al examen

1.3.50.

a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la curva y = —2(x — 1)3,
su recta tangente en el punto (1,0) y la recta z = 0 (Puede ser 1til calcular los

cortes de la curva y = —2(z — 1)® con los ejes coordenados.)

b) Calcule el area de dicha figura plana.

(Junio 11)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular la ecuacion de la recta tangente que nos piden:

La recta tangente tiene como ecuacién:
y — f(z0) = f'(z0)(z — o)

Vamos a calcular la derivada:

Por tanto:

La recta buscada es:
y—0=0z—-1)=y=0

Para representar f(z) ademas de estudiar los puntos de corte con los ejes, vamos a estudiar su

derivada y su segunda derivada.
Al eje X lo corta en el punto (1,0) y al eje Y en el punto (0, 2)

Vamos pues a estudiar la derivada de f(x).

f@)=-6@z-12=0=2—-1=0=2=1
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Vamos a estudiar el signo de la derivada:

‘ (—o0,1) ‘ (1, +00)

—6(z —1)2

Luego no hay ni maximos, ni minimos. Ademaés la funcién es decreciente en todo R.

Vamos a estudiar a continuacion la segunda derivada de f(x).
ffle)=-12z-1)=0=2-1=0=2a2=1
Vamos a estudiar su signo:

‘ (—o0,1) ‘ (1,400)
2@-1| + | -

Luego en z = 1 hay un punto de inflexion con tangente horizontal.

Vamos a hacer una tabla de valores para poder representarla mejor:

z|-1 01 2 3
y|16 2 0 -2 -16

La figura plana buscada la vemos en la Figura 1.51.

Figura 1.51: Representacion de la region requerida
Por iltimo vamos a calcular el area que nos pedian:

A= [ e - ar= [FES ] o () < B

Volver al examen

1.3.51.

a) Enuncie el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.
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b) Calcule el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(z) =e®+1 en

el intervalo [0, 1].
(Junio 11)

- Solucién:
El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 18 del resumen teérico que hay al principio

del libro.
Es evidente que la funcién f es continua en todo R, por lo tanto lo es en [0, 1].

Vamos a calcular el valor de la integral.

1 1
/ (e +1) da::[ef”—l—x}ozel—kl—l:e
0

Vamos a encontrar el valor ¢ que nos afirma el teorema.

1
/ (e"+1)dr=e=(1-0)[e‘+1]=e‘+1l=e=e‘=e—1=c=Inle—1)
0

Volver al examen

1.3.52. Calcule, utilizando la férmula de integracién por partes, una primitiva F'(z)

de la funcién f(z) = 2% -In2? que cumpla F(1) = 0.
(Septiembre 11)
- Solucién:

Cuando integramos por parte una integral que tiene un logaritmo y un polinomio siempre deri-

vamos el logaritmo e integramos el polinomio.

2 2

u=Inz? = du:—gdsc:fd:v
x x
23

dv =2*der = U:E

Luego:
3 3 2 3 2
/lenxde = x—lna,’Qf/x—»fdx:x—lnzZ—f/:erz:
3 3 3 3
3 2
= %1D1’2—§$3+C

Ahora bien, como F(1) = 0 tenemos que:

1 2 2 2
Fl)=-Inl—-+C=——4+C=0 ==
(=ghl-g+ 9" — Y79
Por tanto la primitiva buscada es:
3 2 2
F(z) = %1”2 - §x3 + g
Volver al examen
1.3.53.
a) Represente, de forma aproximada, la grafica de la funcién f(z) = ze” ~1. Sefale
el recinto plano limitado por dicha grafica, el eje OX, la recta x = —1 y la recta

z=1.
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b) Calcule el area del recinto del apartado anterior.

(Septiembre 11)

- Solucién:
Para representarla vamos a realizar un estudio somero de la funcién.
Es evidente que Dom f = R.

Veamos los puntos de corte con el Eje X:
ze” l=0=12=0 (La exponencial es estrictamente positiva en todo R)

Corta el eje X en el origen. Al eje Y lo corta, por tanto, en el mismo punto.

La funcién no tiene asintotas, pues:

= Asintotas verticales: No tiene pues no hay ningtn valor real en el que la funcién se vaya al

infinito.

» Asintotas horizontales:

2
lim ze* ! = 4o
r—r+00
2 2
lim ze* ! = lim —ze* '=—00
x——00 xr— 400
= Asintotas oblicuas: )
i T e® -1
m = lim = 400
r—400 x

Igual ocurre cuando z — —oo.

Vamos a estudiar la derivada.
I _ o z?-1 2 x?-1 _ z?—-1 2\ _
fx)=e +2z%e =e" T (1422°)=0

No hay ningtn valor que anule la derivada y ademas la funcién es creciente en todo R.

Estudiemos la segunda derivada:

dz el 4 (1 + 22%)2x el =4z e” Tl (2z + 4x3)e$2_1 =

e”2_1(4w3+6ac):0:>4x3+6x:0:>x(4x2+6>:023320

f(x)

La segunda derivada se anula s6lo en x = 0. Vamos a estudiar la curvatura:

‘ (—00,0) ‘ (0, 400)
e 1 (42" + 61) ‘ - ‘ +

Luego hay un punto de inflexioén en el origen.

Como tenemos pocos datos vamos a construir un tabla de valores:

x\ 2 101 2
y| 16068 —1 0 1 16068

La region pedida podemos verla en la grafica 1.52.
Vamos a calcular el area que nos piden en el segundo apartado.
Vista la grafica es evidente que tenemos que desglosar el area en dos trozos, que vienen pintadas

en distinto color. Los dos trozos vienen determinadas por los limites -1 y 0, y por los limites 0 y 1
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Figura 1.52: Representacion de la regiéon requerida

respectivamente.

+

0 1
2 2
A:‘/ ze® tdx / ze® ldx
~1 0

Vamos a calcular primero una primitiva de f(x). La resolvemos por sustitucion haciendo el

cambio u = z2 — 1.

uw = a2-1

du = dexzmdm:d?u

d 1 1
/e“—u:—e"—&—K:—ef”z_l—i—K

2 2 2

Luego:

0 1 ) 1 0 1 1

A = ‘ xe® Ldx| + / re® "z = [—e”” —1] + [_em —1} _

-1 0 2 1 2 0

— 1 —1 1 1 1 -1 _ 1 1 1 1 - 1 o e—1 2

a ‘e 2‘+’2 2¢ 1727272 22 e e U

Volver al examen

1.3.54.

a) Calcule los puntos de corte de la recta 2y — . = 3 y de la recta y = 1 con la rama

hiperbdlica zy = 2, > 0.
b) Dibuje el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.

c) Calcule el area de dicho recinto.

(Junio 12)
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- Solucién:

a) Vamos a empezar por encontrar los puntos de corte de la primera recta con la rama hiperbolica:

20—z =3 = r=2y—3
Ty =2 ; x>0

Sustituyendo tenemos:

=2
Qu—3y=2=2y>-3y=2=2y> -3y —2=0— 1
Y="3
e Siy=2=—2x=4-3=1= P(1,2)
1
° Siyz—i =z = —1—3 = —4 = No vale, pues x tiene que ser mayor que 0.

Vamos a hacer ahora lo mismo con la recta y = 1.

= xr =2

En este caso el punto es Q(2,1)

b) Basta con hacer unas tablas de valores y el resultado podemos verlo en la grafica 1.53.

Figura 1.53: Representacion de la region requerida

c) Visto el recinto es facil observar que tenemos dos zonas para realizar la integracién, cuyas

areas sumadas nos dar4 el drea que buscamos.

e Laregion A; estd determinada por las dos rectas. No es necesario integrar, pues se trata

de un tridngulo de base 2 y altura 1. Por tanto A; = 1 u?.

e La region A, estd determinada por la rama hiperbolica y la recta y = 1. Por los calculos

anteriores sabemos que los limites de integraciéon son x =1y = = 2.

/12 (21) dr = [21119574?:(21n2—2)—(21n171):

A
T

= 2In2-2+1=(2mn2-1)u?
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Por tanto, el area total es:

A=A +A4,=142In2—-1=21n2u>

Volver al examen

1.3.55.  Calcule la siguiente integral de una funcién racional:

2
1
/x2—|— dx.
4 -1

(Junio 12)

- Solucién:
Al ser una funcién racional en la que el grado del numerador es mayor o igual que el del

denominador, ahy que dividir primero. Aplicaremnos la regla de la division:

ividien r d(x D
Dia) = d(a) - fa) + r(a) 22, T — () 4 223
En nuestro caso:
2241 14 2
2 -1 2 -1

Por tanto:

z?+1 2

La primera es bien sencilla, pero la segunda hay que resolverla por el método de fracciones

simples. La factorizaciéon del denominador es:
2 —1=(z+1)(x—1)

Descomponemos la fraccion:

2 A B Az —1)+ Bz +1)

21 24l 21 @+D@-1

Tenemos pues que:
Alx—1)+Bx+1)=2; Vz eR

Vamos a tomar dos valores, obvios por otra parte, z =1y z = —1.
s r=1=—2B=2=— B=1
nrx=—-1=— 24=2=—= A=-1

Luego, sustituyendo en 1.3 tenemos:

241 -1 1
/a:—i— d:v:x—l—/ida:—i—/idx:x—ln|a:+1|+ln|x—l|+k
x? -1 x+1 x—1

Volver al examen
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1.3.56.

a) Diga cuando una funcién F(z) es una primitiva de otra funcién f(x).

b) Haciendo el cambio de variable ¢ = /2 — 1, calcule la primitiva de la funcién

f(@) =x-+vx —1 cuya gréafica pasa por el punto (1,0) del plano.

(Septiembre 12)

- Solucién:
El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 15 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Vamos a resolver la integral indefinida.

t = Vi—-l=t?’=2—-1=z=t>+1
dr = 2tdt

Realizando el cambio tenemos:

5 3
/:c\/a:—ldx:/(t2+1)-t-2tdt:/(2t4+2t2) dt:%+%+k

Deshaciendo el cambio tenemos:

/x\/m —ldx = 2\/@57 D + 2\/@37 Dk +k

Vamos a ver cual es la que pasa por el punto (1,0). Sustituyendo tenemos:

2 /(- 1p 2/ 1
5 + 3

+k=0=k=0

La funcién buscada es:

Volver al examen

1.3.57. Calcule, utilizando la féormula de integracién por partes, una primitiva F(z)

de la funcién f(z) = (z + 1) -senx que cumpla F(0) = 1.

(Septiembre 12)

- Solucién:

Tenemos que aplicar la integracién por partes dos veces para calcular la integral indefinida.

u=(z+1)?? = du=2x+1)dr

dv=senxdr =—> v = —cosx

/(x—|—1)2 senzdr = —(x+1)? cosz—/Q(x—l—l)(—cosx)dx:

= —(z+41)? cosx+2/($+1) cosx dr = (%)
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Aplicando de nuevo la integraciéon por partes tenemos:

u=zx+1 = du=dx

dv=cosrxdr — wv=-senx

() = —(z+1)° cosx+2[(a:+1) senx—/senxdm]:

= —(z4+1)%cosz+2(z+1) sen:z:fQ/seno:dx:

= —(z+1)*cosz+2(x+1)senz +2cosz+k
Imponiendo que F'(0) = 1 resulta:
F(0)=—(1)?cos0+2-1-sen0+2cosO0+k=1= —1+2+k=1= k=0
La funcién buscada es:
F(z) = —(x+1)? cosz +2(x + 1) senz + 2 cos =

Volver al examen

1.3.58.

a) Halle, utilizando la formula de integracién por partes, una primitiva de la funcién
fx)=1+1Inz.

b) Calcule el area de la regién plana limitada por la curva y = Inz, la recta horizontal

y = —1, y las rectas verticales t =1 y x =e.

(Junio 13)

- Solucién:

Vamos a calcular primero el valor de la integral por el método de integracién por partes:

1
u=1+Inr =— duz;dx

dv=dxr — wv==x

/(1+lnx)dx = x(1+lnx)f/gdx:m(1+lnx)fx+k:x+xln:cf:r+k:
x

= zxlnx+k

Para calcular el valor del area que nos piden en el segundo apartado tenemos que calcular la

siguiente integral:

/le nx —(-1)] dz = /le(lnx+ 1)dx

Por tanto: .
/(lnx+1)dx=[zlna:] =elne—1lnl=e
1 1

Como el resultado obtenido es positivo el valor del area pedida coincide con el de esta integral.

Volver al examen
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1.3.59. Calcule la siguiente integral de una funcién racional:
[t
(Junio 13)
- Solucidén:

Es evidente que el resultado de la integral no es un logaritmo neperiano. Vamos a resolverla por

el método de fracciones simples. Calculemos pues las raices del denominador.

9 z=1
+r—-2=0=
T =2
Por tanto,
A B 3x A(x+2)+ Bz —1) 3z
+ = — =
z—1 42 224+x-2 (z—=1D(z+2) 2 +x—2

Esto ocurre para cualquier valor de x, por lo tanto, como los denominadores son iguales los

numeradores también tendran que serlo para cualquier valor de x.
A(x+2)+ B(x — 1) = 3x
Podemos darle cualquier valor a la z, pero serd méas comodo darle las raices antes encontradas.

r=1 = 3A=3=—A=1
r=-2 — —-3B=-6=—=B=2

Luego la integral pedida es:

3 1 2
/7xdac:/ dx+/ de=ln|z—1|+2In|z+2|+k
x?2+a—2 x—1 x+2

Volver al examen

1.3.60. Calcule el valor de la integral definida

241

1
2 2
/ (x + (22— 1) 2T 4 27Tsen(27mc)> dz .
0

(Septiembre 13)

- Solucién:

Vamos a empezar por calcular la integral indefinida. Integraremos sumando a sumando. Es
evidente que el primero da como resultado un logaritmo neperiano, pues el numerador es la derivada
del denominador. El segundo también es inmediato, pues lo que multiplica a la exponencial es la
derivada del exponente. Por tltimo, algo anélogo ocurre con el tercer sumando, pues lo que multiplica

al seno es la derivada de lo que hay dentro del mismo. Por tanto:

2
/ < = _T_ T+ 2z —1)e” ™" + 2n sen(27rx)) dr =1In|z” + 1| + " =% — cos(2mx) + k
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Luego:
1
/ 20 + (22 —1) e 42 sen(2nzx) | dx [ln}acQ +1| teri cos(2 x)]l
— — 7r 7T = — b
0 11'32 + 1 0
= (In24+1-1)—(0+1—-1)=1In2
Volver al examen
1.3.61.

a) Dibuje el recinto plano limitado por la parabola y = 1 — 22, el eje OX, la recta

=0 y larecta z = 2.

b) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 13)

- Solucién:
Para pintar la parabola basta con hacer una tabla de valores (que aqui omitimos). La region

que nos piden es:

Figura 1.54: Representacion grafica de la regiéon pedida

Vamos a calcular ahora el area que nos piden. Es fécil observar que la funcién corta al Eje X

-4
3 1
6

2 4
=24 2 =2 =922
‘ 373 “

en x = 1. De los dos a nosotros sélo nos interesa x = 1.

/01(1—x2)dx /12(1—x2)dx {x—f];
NS RN

A

+

wl

Volver al examen
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1.3.62. Calcule el area de la regiéon plana limitada por la grafica de la funcién

f(xz) =cosz, el eje OX y las rectas z =0, z = 27.
(Junio 14)

- Solucién:

Vamos a empezar por representar, aunque no nos lo piden, la region.

Se trata de una funcién ampliamente conocida y no necesitamos mucho para hacer una repre-
sentacion aproximada.

En el grafico vamos a diferenciar las zonas que estan por encima del eje X y las que quedan por
debajo. Dicha grafica es:

<N

Figura 1.55: Representacién grafica de la funcién cos .

Viendo la grafica tenemos que para calcular el drea tendremos que determinar tres zonas distin-

7r T 3w 3w
= = = —,27 ). El & a:
tas, (O7 2), (2, 5 ) y ( 5 77) area serd

/2 37/2 2 w/2 37/2 2
/ cosx dx — / cosx dr + / cosrdr = [sen x} — [sen x} + [sen x] =
0 w/2 37/2 0 /2 37/2

A

= sen;—r—sen0—<sen377r—sen g)—|—sen27r—sen3%:1—0—(—1—1)4—0—(—1):4

El ejercicio puede hacerse sin necesidad de pintar la grafica, para lo cual basta con hallar los
puntos de corte de la funcion f(z) = cos = con el eje OX. Saldran los mismos puntos que hemos
visto en la grafica y a partir de ahi se hace igual.

También puede hacerse de otra forma. Si nos damos cuenta, viendo la gréafica, que basta con

calcular lo que pasa en el intervalo <O, g) y multiplicar lo que sale por 4.

Volver al examen

1.3.63. Calcule la siguiente suma de integrales definidas

2 _2 2
/ —dx + / (— senx - "7 + Coszx-esenw) dx ,
1 T T
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cuyas integrales indefinidas asociadas son inmediatas.

(Junio 14)

- Solucién:

Para resolver la segunda integral es necesario que nos demos cuenta que

sen x)/ sen x sen T

(coszx - € = —senx-e + cos’x-e

Esto hace que esta segunda integral sea inmediata.

Pasemos a resolverlas:

2 2
-2 1 1 3
! 1z * [xQ]l 4 4
2m 2
I, = / (—Senm~ese‘””+coszx'ese”)dx:{cosxfse“w} =

= cos2m- 8% —cosT- T =1 — (1) e’ =14+1=2

Por tanto:
I=L+T1I ——§—|—2—§
SRy
Volver al examen
1.3.64. Calcule la siguiente integral definida de una funcién racional:
e+1
—2
[
9 4 — 3z + 2
(Julio 14)
- Solucion:

Se trata de la integral de una funcion racional. Para resolverla lo primero que tenemos que hacer
es factorizar el denominador, pues de esa manera vemos de que tipo es, si podemos simplificarla, ...
Es facil comprobar que:
2 —3r+2=(r—1) (z—2)

Luego la funcién a la que vamos a realizar la integral es:

xr — 2 r—2 1

x2—3w+2:(x—1)-(x—2) x—1

Por tanto
etl 9 etl 9 et1
/2 deCZ/Q xildﬂcz[lnm—l\h =lnle+1—-1)—In(2—1)=Ine—Inl1=1
Volver al examen
1.3.65.

a) Dibuje el recinto plano limitado por la parabola y = 2> — 2 y la recta y = z.

b) Calcule el area de dicho recinto plano.

(Julio 14)
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- Solucién:

Dibujar el recinto no es problematico, pues se trata de una recta y una parabola. La zona que

nos piden puedes verla en 1.56

Vv

Figura 1.56: Representacion grafica de la regiéon pedida

Vamos a calcular el drea. Comenzamos por encontrar los puntos de corte de las dos funciones,

los cuales seran nuestros limites de integracion.

2 2 r=—1
- —2=rx— 2" —2x—2=0—
T =2

Por tanto el drea que nos piden sera

2 2 22 23 2
A = /[sc—(x2—2)]dx:/ (x—2?+2)de = |~ - —+2z| =
. ) 2 3 »
8 1 1 3 9 9
- 2—— 4— - ——2 = - — = = - 2
3" <2+3 ) p 3 tO=gu

Volver al examen

1.3.66. Calcule la siguiente suma de integrales definidas

e—1 ™
1
/ dx—l—/ cos - ¥ T dx
o x+1 0

(Junio 15)

- Solucién:
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Ambas integrales son inmediatas, por tanto tenemos:

e—1 1 T
/ dx + / cos x 5" T dx
0 T+ 1 0

€ sy
[ln |z + 1|] + [esen ’”] =
0 0

ne—Inl)+ ("™ —e*" %) =(1-0)+(1-1)=1

Volver al examen

1.3.67.

a) Represente, aproximadamente, la grafica de la funcién g(x) = sen (2x) definida en

el intervalo [0, 7].

b) Calcule el area de la regién plana limitada por la grafica de la funcién g(z) = sen (2z),

el eje OX y las rectas x =0, z = 7.

(Junio 15)

- Solucién:
Para representar esta funcion basta con hacer una tabla de valores. La grafica resultante, con

las areas ya representadas es:

f(x) = sen2x

Figura 1.57: Representacion grafica de la funcion f(z) = sen 2z

En este segundo apartado hay que tener un poco de cuidado, pues como nos dan dos valores
de = podemos pensar que son los tnicos limites de integracién que tenemos que utilizar. Siempre
tenemos que tener en cuenta los valores en los que la funcién corte al eje X.

Vamos a calcularlos.
2r=0=2=0

3

sen 2z =0 = 2x=7r:>a::§

r=2r = x=m

Luego el area que buscamos es:

A= +

/2
/ sen 2z dx
0

Vamos a hacer cada una de las integrales.

7\'/2 _ 2 17/2 1 1
/ sen 2x dr = {M] =_— <__) =1
0 2 0 2 2

/ sen 2z dx
/2
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s r T
/ sen 2z dx = —oos 2w :_1_1:_1
/2 L 2

Luego el area buscada es:

/2
/ sen 2z dx| + =14+1=24
0

A:

/ sen 2x dx
/2

Volver al examen

1.3.68.
a) Diga cuando una funcién F(z) es una primitiva de otra funcién f(x).

b) Diga cémo puede comprobarse, sin necesidad de hacer derivadas, si dos funciones

F(z) y G(z) son primitivas de una misma funcién.

c) Diga, razonando la respuesta, si las funciones

senx + cosx 1—sen?z
Pla)= SBETEST Gy = T

senx COST -senx

son primitivas de una misma funcién.

(Julio 15)

- Solucién:

La respuesta al primer apartado puedes encontrarlo en el punto 15 del resumen teérico que hay
al principio del libro.

Para que dos funciones sean primitivas de una misma funcién, ambas tienen que diferenciarse

en una constante, es decir, si F(z) y G(z) son primitivas de una misma funcién, entonces

Vamos a responder el tercer apartado. Vamos, segun el apartado anterior a comprobar que las
dos funciones se diferencian en una constante.

Vamos a simplificarlas

senx + cosx
Flz) = ——— =1+4cotgx
senx
1—sen?z cos?x
G(z) = = = cotgz
COSX -Senx  COST - SencT

Luego

Por tanto las dos funciones son primitivas de una misma funcion.

Volver al examen

1.3.69. Calcule la siguiente integral definida de una funcién racional:

V5 g
/ g,
14v2 22 —2x

(Julio 15)
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- Solucién:
La integral que nos piden es inmediata. Vamos primero a calcular una primitiva y luego susti-

tuimos los limites de integracion.

z—1 1 [2(—1) 1,
——dr == | —Fdr==1 -2
/x2—2x v 2/x2—2x S nlz 7l

Sustituyendo los limites de integracién tenemos:

V5 1 , 1+v5
—5 - dr = |7 In[z" -2z =
14v2 T2 —2x 2 1443

;[m |(14V5)? = 2(1 +V5)| —In |(1 +v2)? —2(1 + \/5)@ =

[ 1+5+2v5-2-2v5 ~In[1+2+2v2 -2 -2V =

N | =

1
(1n4—1n1):§1n4:1n\/1=1n2

DN | =

Volver al examen

1.3.70. Calcule la primitiva F(z) de la funcién

—2x

e — 12

1—x 2

—2xe ’ + 2x cosx

fz) =

que cumpla F(0) = 1.
(Junio 16)
- Solucién:

Vamos a calcular primero la integral indefinida y luego buscaremos, de todas ellas, cual cumple

la condicién. Son integrales inmediatas.

-2 -2
/ < x2 — 2zl + 2z cosa:2> de = / :c2 d:rJr/f?x el d:rJr/Qx cosx?dr =
e—x e—T

= In|e—2?| +e™ tsenz? + k

Vamos a imponer la condicion F'(0) = 1.
FO)=lne+e' +sen0+k=1+e+k
Hacemos F(0) = 1 y tendremos
l+e+k=1—k=—e
Luego la funcién buscada es F(z) = In |e — 22| + €!=%" + sena? — e.

Volver al examen

1.3.71.

a) Calcule los puntos en los que la recta y =z — 1 y el eje OX cortan a la parabola

y = —2%+ 6z — 5.
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b) Dibuje, aproximadamente, el recinto plano limitado entre la parabola y = —22 + 62 — 5

y larectay=x—1.

c) Calcule el area de dicho recinto plano.

(Junio 16)

- Solucién:

Veamos el primer apartado igualando las dos funciones:
9 9 r=1
—r°4+6r—5S=r—1=— —2"+br—4=0= A
Tr =

En el siguiente apartado nos piden representar las funciones. Son funciones muy sencillas de
representar, en ambos casos bastaria con hacer una tabla de valores. La grafica de la regién buscada

puedes verla en la figura 1.58.

Mirando la gréafica vemos que la parabola queda por encima de la recta, luego:

4 ! x> bx? 4
A = /[(_x2+6x—5)—(x—1)} dx:/(_$2+5$—4)dx: @ st
1 : 3 5 1
04 15 8 11 9
- Y 4 _1 - S 7—4 = — - = — 2
< 3 + 40 6> < 3—|-2 ) 3+6 2u
4
3
2
1
0 AN
0 2 3 4 5 ?

Figura 1.58: Representacion grafica de la region pedida

Volver al examen

1.3.72. Calcule el valor de la integral definida

|, e
- dx,
0 vz +1
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donde a = (e — 1)%. [El calculo de la integral indefinida puede hacerse con
el cambio de variable t = \/z (es decir, z = t?), o también con el cambio de
variable u = /z + 1.]

(Julio 16)

- Solucién:

Vamos a calcular la integral indefinida. Hacemos el cambio ¢ = /.

t=zx=2=1>
dxr = 2tdt

Realizando el cambio tendriamos

1 2
/ ——otdt = / 2
t+1 t+1
Como el grado del numerador y el del denominador son iguales, dividimos

t+1 t+1 t+1

2t 2
/t+1dt /( t+1> dt = 2t nlt+1/+k

Deshaciendo el cambio una primitiva, seria

2 _2A+2-2 _, 2

Luego

F(x) =2yr —2In|z + 1

La integral definida quedaria

(e-1)? 4 (e—1)2
— = — 2 _ — 2 - - =
A i [2\/;; 21n\\/5—|—1|}0 2v/(e— 12 —2In[\/(e —1)2+1] — (0 —In 1)

= 2(e—1)—2lne=2e—2-2=2—14
Volver al examen

1.3.73.

a) Escriba la “regla de la cadena” para la derivacién de funciones compuestas.

b) Calcule la derivada de la funcién

f(z) =In(cos’z) , ——<z<

T T
2 2°
c) Obtenga, utilizando el apartado b), una primitiva G(z) de la funcién g(z) = tgz

que cumpla G(0) = 1.

(Julio 16)

- Solucién:
El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 8 del resumen teérico que hay al comienzo
del libro.

Vamos a hacer la derivada del segundo apartado.

1
cos? x

9 \ —2senxcosr —2senz
- (cos® z) = 5 = =-2tgx
cos? x cos T

f'(x) =
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Vamos a resolver la integral indefinida.

1 1
/ tgxdr = 5 / —2tgzrdr = —5 In(cos? z) + k

Vamos a imponer la condicién para calcular k.

1 ) 1

G(0) = —3 In(cos0) + k = —3 Inl+k=k
Luego, como G(0) =1 = k = 1. la primitiva buscada es
1 2
G(z) = —5 In(cos“z) + 1
Volver al examen

1.3.74. Utilizando el cambio de variable 1 + 22 = 2, calcule una primitiva F(z) de
3
la funcién f(z) = ﬁ que cumpla F(0) = 0.

(Junio 17)

- Solucién:

Vamos a trabajarnos un poco el cambio para que resulte més facil encontrar la primitiva.
?=1+22>=2tdt =2ade = tdt =z dx

= De lo anterior también tenemos que 2 =t — 1y t = V1 + 22.

Por tanto, como 2% = 22 . z, tendriamos que

wdde =2 vde = 2° = (* — 1)tdt

Sustituyendo tenemos

—1tdt 3
(P —Ddt=——t+k

/mdm_/ 3

Deshaciendo el cambio tendriamos
/ (1 2)
F(z) = +m —V1i+az2+k

Como F(0) =
1 2
-—1+k=0=k=_
3 + 3

En consecuencia la funcién buscada es

F(x):M—er%

3

Volver al examen

1.3.75.

2

a) Calcule los puntos en los que las dos curvas y = e”, y = —2° cortan a la recta

r=0yalarecta z=1.

b) Calcule el area de la regién plana limitada por las curvas y =%, y = —22, y por

las rectas =0, =1.
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(Junio 17)

- Solucién:
Vamos a empezar calculando los puntos de corte de la funcién exponencial con las rectas que

nos dan.
r2=0=y=e"=1
. a:=1:>y=elze
Hacemos ahora lo mismo con la parabola.
s x=0=—=9y=0
s r=1l=y=-1

Para calcular el area puede ser bueno, aunque no nos lo piden, hacer un esbozo de la regién a

la que vamos a calcular dicho area. Son funciones muy conocidas y la regiéon pedida es

4

4

?
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5

Figura 1.59: Representacion grafica de la regiéon

Sabemos que la exponencial es siempre estrictamente positiva y la parabola que nos dan es

menor o igual que cero en todo su dominio. Por tanto no se pueden cortar y el drea que nos piden

1 371
/0(6364‘5”2)de {6354-2}0:(6—1—;)—1:(6—;)112

Volver al examen

€S

1.3.76. Calcule una primitiva F(z) de la funcién

2z

—x 2
g + 2x cos(x®)

fz) =
que cumpla F(0) = 0.
(Julio 17)

- Solucién:

La integral es inmediata

/ (:UQZ—T—l — e ¥+ 2xcos (332)) dr=1In(2*+1) +e " +sen (xQ) +k
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Vamos a imponer que cumpla la condiciéon F(0) = 0 para calcular k
FO)=lnl1+e+sen0+k=1+k=0=k=—1
Luego la primitiva buscada es F(z) =In (22 + 1) + e~ +sen (2?) — 1

Volver al examen

1.3.77.

a) Represente, aproximadamente, la grafica de la funcién f(z) = 22 — 1 definida en el

intervalo cerrado [0,2].

b) Calcule el 4rea de la regiéon plana limitada por la grafica de la funcién f(z) = 2?1,

el eje OX y las rectas =0, = =2.

(Julio 17)

- Solucién:

La representacion es muy sencilla de hacer y la grafica resultante es

Figura 1.60: Representaciéon grafica de la regién

Viendo la grafica observamos que vamos a tener dos trozos a la hora de calcular el drea. Como

siempre calculamos los puntos de corte con el Eje X.
22 -1=0=2’=1=z=+1

De estos dos valores solo nos sirve z = 1. Por tanto

/01(x2—1)dx /12(x2—1)dx
NSRS

A +

Volver al examen
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1.3.78. Calcule el area del recinto plano limitado por la funcién f(z), el eje de

abscisas (OX) y las rectas v = —1, x = 1.
(Junio 18 - Anulado)
- Solucién:

El estudio de esta funcién y puedes verlo pinchando aqui.

La representacion grafica del drea que nos piden seria. Vamos, en primer lugar, a resolver la

0.5

o o

Figura 1.61: Representacion de la regiéon pedida

integral indefinida. Se trata de una integral que resolveremos por el método de fracciones simples.

A B 1 A(z —2) + Bz +4) 1

x+4+x—2_a:2+2x—8 2 +2x — 8 T 22422 -8

Tenemos dos fracciones iguales cuyos denominadores son iguales, y por tanto, para cualquier
valor de = se cumple
Alx—2)+ Bz +4) =1

Si sustituimos z por -4 y 2 tendremos
1
L] x=2:>6B=1=>B=6.
1
] x:—4=>—6A:1:>A:—6.

Luego

= _ [ & s o 1 1
/de/(x_Q)d:c+/(x+4)dx61n|x2|+61n|:c+4|

Luego el area buscada seria

1 1 !
A:H—61n|ac—2|—|—61n|9€—|—4|}_1

1 1 1 1 1 )
—‘—61n1+61n5— (—61n3+61n5>‘—61n5u

Volver al examen

1.3.79. Calcule la primitiva F(z) de la funcién f(z) = ze * que cumple F(0) = 0.

(Junio 18 - Anulado)
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- Solucién:

Vamos a resolver la integral indefinida. Es un caso claro de integraciéon por partes.

u=x =— du=dzx

—T

dv=e%dx = v=—e
Sustituyendo en la férmula de integracion por partes obtenemos
F(z) = /a:e_zdx =—ze” —/—e‘zdx =—ze *—e " +k
Una vez calculada la integral indefinida vamos a encontrar la primitiva que cumple que F(0) = 0.
FO)=0-e’+k=-14+k=0= k=1
Luego la primitiva buscada es
Flz)=—-ze*—e " +1

Volver al examen

1.3.80. Calcule la primitiva F(z) de la funcién f(z) = (x + 1)e™® que cumpla la
condicién F(0) = 0.

(Junio 18)
- Solucién:
Empecemos por resolver la integral indefinida. Es obvio que el método a utilizar seria el de

integracién por partes.

u=x4+1 = du=dzx

x

dv=e"de = v=—e"

/(m +1l)ePdx = —(z+1)e”— /—e*w dr=—(z+ e " —e"+k=(—x—2)e " +k
Vamos ahora a encontrar el valor de k que hace que F(0) = 0.
F(0)=-2"4+k=-2+k=0=k=2

Luego la funcién buscada es

Volver al examen

1.3.81. Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = ——

(Junio 18)

- Solucién:
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Habra que resolverla por el método de fracciones simples. Es facil observar que
22— 1= (x+1)(z — 1), luego
A B 1 Alx—1)+ Bz +1) 1

z+1 x-1 22-1 2 -1 2 -1 (@ )+ Blz+1)

Esto ocurre para cualquier valor de x. Vamos a sustituir las raices del denominador, pues sera

més comodo.

. m:1:>2B:1:>B:%

1
L] m:—1:>—2A:1=>A:—§

1 . :
dr = d dxr =
/332—1 * /x—i—l er/gc—l .

1 1
= -3 ln|x+1|—|—§ln\m—1|+k

Luego

3
=
I

Luego una primitiva valida seria
1 1
Flz)=—-In|lz+ 1]+ = In|z — 1]
2 2
Volver al examen

1.3.82. Dibuje el recinto plano limitado entre las funciones f(z) = |z| y g(z) = 2 — 22

y calcule su area.
(Julio 18)

- Solucién:

Empecemos por representar el recinto que nos piden. Es facil de hacer y daria

Figura 1.62: Representacion de la region pedida

Hemos marcado en la imagen dos zonas distintas, pues vamos a tener que hacerlo con dos trozos

distintos.

A

0 1 3 2 0 3 2 E
/ (2—x2—(—x))dm+/(2—302—90)033::{—33+x+2m] —i—[—x—x—i—?x] =
0 3 2 » 3 2 .

-1

1 1 1 1 14
—(z+2-2 S 2 42-0) = — 2
(O <3—|—2 ))—!-(3 2—|— O) 6u
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Volver al examen

1.3.83. Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = zIn(z).
(Julio 18)

- Solucién:
Esta integral hay que resolverla por partes

1
u=lnr = du= —dz

T

2
dv=xdr — v:%

3?2 $21 $2 T 1‘2 3?2

Luego una primitiva valida seria

Volver al examen
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Capitulo 2

Algebra

2.1. Matrices y determinantes

2.1.1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices

que no pueden sumarse ni multiplicarse.
(Septiembre 00)

- Solucioén:

Para sumar matrices, éstas tienen que ser del mismo orden y la suma se realiza sumando término
a término. La definicién de producto puedes encontrarla en el punto 22 del resumen teérico que hay
al principio del libro.

Como ejemplo de matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse tenemos:

1 2 3 1 3
A=10 -1 2 y B=
5 —2
1 0 3
Es evidente que estas matrices no pueden sumarse, pues no son de la misma dimensién. De
forma analoga no es dificil comprobar que no pueden multiplicarse, pues para eso es necesario que

el naumero de columnas de la primera coincida con el nimero de filas de la segunda, cosa que no

ocurre en ninguno de los casos.

Volver al examen

2.1.2. Determinar todos los nimeros reales z para los que es positivo el determinante

3 -3 T
l—-2 x+1 -1
2 0 T

(Septiembre 01)
- Solucién:

Vamos a calcular el valor del determinante en funciéon de x para luego estudiar la inecuacion

resultante.
3 ) x
l—2z z+1 -1 |=3z(z+1)+6—-2x(z+1)+3z(l—2)=
2 0 x

=377 +30+6—222—20+32x—377 =222+ 42+ 6

135



136 2. Algebra

Vamos a ver donde —2z2 + 42 + 6 > 0. En primer lugar buscaremos las raices y con ellas

construiremos la tabla para estudiar el signo de la funcion.
—22° +4r+6=0=2>—-20-3=0

24 VAT 12 214{ z=3
_jU: =

Vamos a estudiar el signo de la funcion:

| (—00,~1) | (=1,3) | (3, +o0)
222 +dr+6] - | + | -

Luego el determinante es positivo en (—1, 3).

Volver al examen

2.1.3. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde

() ()

(Septiembre 01)
- Solucién:

Empezaremos por despejar la X y después realizaremos las operaciones que sean necesarias:
AX4+B=X=—AX-X=-B—=(A-)X=-B=X=(A-1)"-(-B)
El dltimo paso s6lo podemos hacerlo si la matriz A — I es regular, cuestion que veremos a

e ()-()-(0)

Es evidente que esta matriz es regular, pues su determinante es distinto de cero. Vamos a calcular

continuacion.

la inversa. Supongamos que dicha matriz es:

(A-1)"' = ( v y)
z t
Dicha matriz cumpliré:

(o) () ) e (1))

Por tanto, sustituyendo tenemos:

weanm=(00) (3= )

Volver al examen

2.1.4. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde

(i) )
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(Junio 02)

- Solucién:
Como la matriz A es invertible (pues |A| = 1 # 0) podemos despejar la matriz X multiplicando

por la izquierda por la inversa de A.
A-X=B=A'1"AX=A"B=X=4"B

Vamos a calcular la inversa de A.

rz=1

Ty ) 1 2 _ 1 0 . 2e+y=0=y=-2
z t 0 1 0 1 z2=0

2z4+t=1=1t=1

En consecuencia:
1 -2 1 2 -5 —6
X=A"1'B= : =
0 1 3 4 3 4
Volver al examen

2.1.5. Calcular dos ntimeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente

matriz A tenga rango 2:

w O N
= Ot N
e o

(Junio 08)

- Solucién:

Es evidente que Rg(A) > 2, pues

2
. ‘ =10 # 0. Calculemos el valor del |A].

Al =

w O N

20
5 a | =10b+ 6a — 15b — 2a = —5b + 4a
1 b

Los niimeros que buscamos tienen que ser naturales, menores que 10 y anular el deter-

minante. Por tanto: A
—5b+4a:O:>4a:5b:>b:€a

Esto solo es posible sia =5y b=4.

Volver al examen

2.1.6. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2

filas y 2 columnas, tales que A - B no coincida con B - A.

(Septiembre 03)

- Solucién:
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La parte tedrica puedes encontrarlo en el punto 22 del resumen teérico que hay al principio del
libro.

Lo ma&s natural seria que al elegir dos matrices el producto no sea conmutativo. Vamos a en-

contrar dos matrices que cumplan lo que piden y vamos a comprobar que asi ocurre. Tomamos las

(33)ee(22)

Realicemos ambos productos para ver que no coinciden:
1 3 2 3 5 6
2 5 1 1 9 11
2 1
B.A— 3 ' 3 _ 8 21
1 1 2 5 3 8

matrices:

Volver al examen

2.1.7. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:

(Junio 04)

- Solucién:

Supongamos que nuestra matriz X tiene la forma:

Siendo A como es tenemos que:
A.X — 1 1 a b _ at+c b+d
1 1 c d at+c b+d
X.A— a b 1 1 _ a+b a+bd
c d 1 1 c+d c+d

Buscamos que A - X = X - A, por tanto igualando tenemos:
at+c b+d ) ([ a+tb a+bd
a+c b+d ) \ c+d c+d

d+c=d+b=1c=0

De lo que deducimos que:

b+d=a+F=a=4d
at+f=¢+d=a=d

b+d=c+d=c=b
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Por tanto la matriz X buscada tiene la siguiente forma:
a b
X_ =
b a

2.1.8. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos

Volver al examen

nulos y tal que ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.
(Junio 04)

- Solucién:

I
_ = O
_ o =
S =

Volver al examen

2.1.9. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz

con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

(Septiembre 04)

- Solucién:

La parte de teoria puedes encontrarlo en el punto 25 del resumen teérico que hay al principio
del libro.

Para el segundo interrogante basta con coger las dos primeras filas que den rango 2 y la tercera

sea combinacion lineal de estas dos, por ejemplo, la suma de las dos:

1 3 2 0 1 3 2 0
X = -1 1 0 3 = -1 1 0 3
1-1 3+1 240 043 0 4 2 3

Volver al examen

2.1.10. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un

coeficiente no nulo por 07y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

(Septiembre 04)

- Solucién:

En ambos casos la respuesta es SI. Vedmoslo con un ejemplo.

En el primer caso, supongamos una matriz de rango 2 en la que la tercera fila sea suma de las
dos primeras. si en la tercera fila cambiamos un nimero por cero es posible que el rango sea tres.

Veamos un ejemplo:

>
I
O

2
1
3

gt N W

Esta matriz tiene rango 2, mientras que la matriz A’ que mencionamos a continuacion tiene
rango 3:
A=

— A/ = =16+27—12—-6#0

N
W =N
S N W
N
W = N
S N W
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En el segundo caso veamos el ejemplo:

Il
_ = O
=
e

Esta matriz tiene rango 3, pues |[A| =2 #0

Ademés si cambio un 1 por un 0, como en el ejemplo que sigue, tenemos:

A =

=)
=
o = O

que también tiene rango 3, pues |[A'| =1#0

Volver al examen

2.1.11. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la matriz unidad.

Demuestra que la matriz A es invertible.
(Junio 06)
- Solucién:

Una posible manera de resolverlo es comprobar que la matriz B = A — I es la inversa de A.

Vamos a comprobarlo.
A B=A-(A-D=A>-A=A+1-A=1

B A=(A-1) A=A —A=A+T1-A=1

Luego la matriz B asi construida es la inversa de A y por tanto A es invertible.
Otra forma de resolverlo seria la siguiente:

Tenemos que A% = A + I, por tanto:
A2 —A=T=AA-1T)=1

Como ambas matrices son iguales, sus determinantes son iguales y operando llegamos a lo que

queremos.
[A(A=D)| = I|=[Al[A-I|=|I|=1

En consecuencia ninguno de los factores puede ser cero al ser el producto 1 y de ahi deducimos
que |A| # 0 = A es invertible.

Volver al examen

2.1.12. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que

no tenga ningan coeficiente nulo.

(Septiembre 06)

- Solucién:
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Basta con tomar las dos primeras filas linealmente independientes sin coeficientes nulos y su-

marlas para obtener la tercera, como por ejemplo

1 2 3 4
5 6 7 8
6 8 10 12

Volver al examen

2.1.13.

a) Calcula el rango de la matriz A, segin los valores del parametro a

1 2 3 a
2 4 6 8
3 6 9 12

b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.

(Junio 07)
- Solucién:

a) Es evidente que las columnas 2* y 3% son proporcionales a la primera, luego como mucho el

3
rango serd 2. De igual manera las filas 2% y 3* son proporcinales (F3 = iFg), por tanto el

dinico menor que puede dar distinto de cero es:
1 a
=8-2a=0=—=a=4
2 8

En consecuencia:

-Sia=4= RgA=1
-Sia#4=— RgA=2

b) La definicion de rango puedes encontrarla en el punto 25 del resumen teérico que hay al

principio, aunque el proceso seguido ya se razoné en el apartado anterior.

Volver al examen

2.1.14. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Si sabemos que el determinante de la matriz 24 es [24| = 8. ;Cuanto vale el
determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado

para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de z se cumple que 24| = 8, siendo A la matriz

x 1 1
A= z+1 2 2
x 2—x 1

(Septiembre 07)
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- Solucién:
a) La matriz 2A se obtiene multiplicando cada fila por 2. Como son tres sus filas tenemos:

24] = 2% - |A]

En consecuencia tenemos |A| = 1.

La propiedad que hemos usado es aquella que dice que si multiplicamos todos los elementos
de una fila o columna de una matriz cuadrada por un mismo nimero, el determinante de la

matriz resultante es el producto de dicho nimero por el determinante de la matriz original.

b) Segun lo anterior |A| = 1. Ahora bien

T 1 1
x+1 2 2 |=2z4+2z+(z+1)2—-2z)—2x—(z+1)—-22(2—12) =
x 2—z 1

=% 42042 +2-2>—x—-20—ax—1—-4dx+22°>=2>—-22+1

En consecuencia:
Al=2? 20 +1=1=2"-22=0

z=0

z(r—2)=0=
z—2=0=2=2

Volver al examen

2.1.15. Calcula la matriz X tal que A?- X = A, donde

-(01)

(Septiembre 07)

- Solucién:

Vamos a empezar por calcular A2,

(1) (11)-(20)

Es obvio que la matriz resultante es regular, pues su determinante vale 1.

(2s) ()

Mi ecuacién es:

Luego:

Vamos a calcular primero la inversa:

(o)~ 03) =5 9) (5
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En consecuencia:
3 —4 1 2 -1 2
X = . =
-2 3 1 1 1 -1
Otra forma de hacerlo es darnos cuenta de que A es regular y por tanto:

AV A2 X=AT" A= A-X=1

Por tanto X es la inversa de A. Calculando esta esté resuelto el ejercicio.

Volver al examen

2.1.16. Determina el rango de la matriz A segiin los valores de b:

-1 2 b
A= b b-3 -1
0 2 1
(Junio 08)
- Solucién:
Vamos a resolver el determinante de orden 3 e igualaremos a cero.
-1 2 b
b b—3 —1|=—(b—3)+20"-2b—2=—-b+3+20>-20—-2=20>—-3b+1=0
0 2 1

Resolviendo la ecuacién tenemos:

3+1 )
y_3EVI-8 31 4
4 4 3-1 2 1
4 4 2
Por tanto:
. 1
» Sib# 1,§ el rango es 3.
= Si b =1 la matriz es:
-1 2 1
-2 -1
0 2 1

En este caso el rango es 2, pues las dos primeras filas son linealmente dependientes y la 2% y

3% son linealmente independientes.

1
= Sib= 3 la matriz es:
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En este caso el rango también es 2 pues las filas 2* y 32 son linealmente independientes y no

puede ser tres al anularse el determinante.

Volver al examen

2.1.17.
a) Define el concepto de rango de una matriz.

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combinacién lineal

de las dos primeras

(Septiembre 08)
- Solucién:

a) La respuesta a este apartado puedes encontrarlo en el punto 25 del resumen teérico que hay

al principio del libro.

b) Dada la matriz
1
A= 1 2 -1
2 1 1

vamos a ver si existen a y b distintos de cero tal que:
(2a la 1) = a(lv 1a 1) + b(lv 2a 71)

De aqui obtenemos el siguiente sistema:

a + b = 2
+ 20 =
a — b =1

De las ecuaciones 1* y 3* deducimos:

b =
@ :>2a:3:>a:§
a — b 2

3 1
Por tanto b=2— - = -
or tanto 5= 5

Si estos valores cumplen la segunda ecuacién tendriamos que si es dependiente de las dos

primeras, en caso contrario seria independiente. Sustituimos y tenemos

Luego la tercera fila es independiente de las dos primeras.

Otra forma seria resolver el determinante asociado a la matriz. Si es distinto de cero las tres filas

serian linealmente independientes y por lo tanto no se podria poner la tercera fila como combinacién
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lineal de las otras dos.

2 -1 |=2-2+1-4—14+1=-3#£0

Volver al examen

2.1.18. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A

a)
b)
)

d)

)

es |A| = 2. Calcula los siguientes determinantes:
|24].
A1),
|A- At] (A! es la traspuesta de la matriz A).

Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas

de A.

Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la

segunda multiplicada por 2.

(Junio 09)

- Solucién:

a)

La matriz 2A es aquella que se obtiene multiplicando cada elemento de A por 2. Ademaés hay
una propiedad de los determinantes que afirma, que si multiplicamos los elementos de una
fila o columna de una matriz cuadrada por un nimero no nulo, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho niimero.

En consecuencia, como todas las filas estdn multiplicadas por 2 y la matriz A es de orden 3,

|24 =23 - |A| =8-2 =16

Sabemos que |A - B| = |A| - |B|. Ademéas, A- A~! = I cuyo determinante vale 1.
Por tanto,
1 1
-1 _ ~1 _ -1 _ _
447 == A7 A = 1= A7 = = 3

Aplicando la misma propiedad anterior y otra que dice que |At| = |A],
|A- At =|A]-|AY = AP =4
Hay otra propiedad de los determinantes que dice que si intercambiamos dos filas o columnas

de una matriz, el determinante de dicha matriz cambia de signo.

Por tanto el determinante buscado vale —2.

Hay otra propiedad que dice que si a una fila o columna le sumamos una combinacién lineal
de las demas paralelas, su determinante no varia. En consecuencia el determinante de esta

nueva matriz sigue siendo 2.

Volver al examen
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2.1.19. Determine el rango de la matriz A siguiente segiin los valores del parametro

b:

(Junio 09)

- Solucién:

Para estudiar el rango vamos a calcular el determinante de la matriz.

0 b b B
Al={1 0 1|=0"-20=0=0b0b—-2)=0=]
b -2 0 B

Luego:
» Sib#0,2= RgA=3

» Si b =0 la matriz resultante es

0 0
A= 1 0
0 -2 0
0
En este caso RgA = 2, pues el menor 5 =-2+#0
= Si b = 2 la matriz resultante es
0o 2 2
A= 0
2 -2 0
En este caso RgA = 2, pues el menor | =—-2#0
Volver al examen
2.1.20. Considere las matrices:
1 T 0
A=] —2 ,Bz(l —2 2),X= y |,0=1] 0
-1 z 0

a) Diga razonadamente cual es el rango de la matriz A - B.
b) Clasifique y resulva el sistema de ecuaciones:

A-B-X=0

(Septiembre 09)

- Solucién:
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a) Veamos cudl es la matriz A - B.

1 1 -2 2
A-B=| —2 (1—2 2>: —9 4 —4
1 1 2 -2

Es obvio que Fy, = —2- I} y que F3 = —F7, luego el rango de la matriz A - B es igual a 1.

b) El sistema sale de:

1 -2 2 T
A-B-X=0=| -2 4 -4 =
-1 2 =2 z
Por tanto es:
r — 2y + 2z
-2z + 4y — 4z =0
- + 2y — 2z =0

Es obvio que se trata de un sistema homogéneo, luego ya sabemos que es compatible. Ademaés,
segun el apartado a), el rango de la matriz de los coeficientes es 1, luego podemos eliminarlas y
quedarnos s6lo con la primera ecuacién. Tengo pues un sistema compatible con una ecuacién y

tres incognitas, luego es compatible indeterminado y ademés voy a necesitar dos parametros.

Para resolverlo voy a transformar en parametros las incognitas y y z. Entonces tenemos:

r—2y+22=0 r= 2a — 20
Y=« = Y= Q
Volver al examen
1 1 1
2.1.21. Considere la matriz A = a b ¢
a® b

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad

[A] = (b —a)(c—a)(c D)

b) ;Qué relacién debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea igual

a 1?7 Justifique la respuesta.

(Septiembre 09)

- Solucién:
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Este determinante es conocido como determinante de Vandermonde.

1 1 1 (F2:F27(ZF1) 1 1 1
— —n2
Al = a b B=loa®™ g h_a c—a |=1-Apy =
a2 b A 0 »¥—a? 2—a?
b—a c—a 9 o 9 9
=2 2y =(b—a)(c*—a*) = (c—a)(b®—0a®) =

= B-a)c-a)cta)—(c—a)b—a)b+a)=

= (b—a)c—a)[lc+a)—(b+a)l=(b—-a)(c—a)(c—1D)

Vamos a responder al segundo apartado. Es obvio que RgA = 1 por la primera fila. Para que sea
solo 1 las otras dos filas tienen que ser dependientes de ésta, es decir, tienen que ser proporcionales

a ella. De aqui deducimos que a, b, y c¢ tienen que ser iguales.

Volver al examen

2.1.22. Determine el rango de la matriz A segtin los valores de b:

1 2 1
A= b+1 1 1
1 b b—1

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:

Como es una matriz cuadrada empezamos por estudiar el propio determinante de orden 3.

1 2 1
b+1 1 1 = b—142+b0b+1)—-1-20+1)b-1)—-b=
1 b b—1
= b—1+240*4+b-1-20"+2—-b=-b"+b+2=0=
b=2
b=-1
Por tanto,
» Sib# —1,2= RgA=3.
= Si b= —1 la matriz queda de la siguiente forma:
1 2 1
A= 0 1 1
1 -1 -2
1 2
cuyorangoesQ(’O ) :1750)
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s Si b =2 la matriz resultante es:

1 2 1
A= 3 1 1
1 21
1 2
cuyorangoes2< 5 :1—6:—57&0>

Volver al examen

2.1.23.
a) Defina el concepto de rango de una matriz.

b) Calcule el rango de la matriz

-1 1 1
A= 1 2 -1
-2 1 2

c) Diga, razonadamente, si la segunda columna de la matriz A anterior es combina-

cién lineal de las otras dos columnas.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
El primer apartado puedes encontrarlo en el punto 25 del resumen teérico que hay al principio
del libro. Veamos el segundo.

Es obvio que RgA > 2, pues el menor

‘ = —3 # 0. Vamos a ver si tiene rango 3.

11 1
Al=| 1 2 —1|=-442+144-2-1=0
2 1 2

Luego el RgA = 2.(Es facil también ver que el rango no es 3 pues las columnas 1* y 3* son
proporcionales).

La respuesta al tercer apartado es que no es posible, pues la tercera es proporcional a la primera,
por tanto, para que la segunda se pueda poner como combinacién lineal de las otras dos tendria

que ser proporcional a ellas, cosa que no ocurre.

Volver al examen

2.1.24.

a) Sean B y C matrices cuadradas de orden 3. Diga cuando, por definicién, C es la

matriz inversa de B.

b) Diga razonadamente si la matriz

b

Il
S~
[ e B Y
_ = O

tiene inversa, y si la respuesta es afirmativa calcule la matriz A,
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(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

La respuesta al primer apartado puedes encontrarlo en el punto 23 del resumen tedrico que hay
al principio del libro. Vamos a responder al segundo.

Para que una matriz tenga inversa tiene que ser una matriz regular, es decir, tener determinante

distinto de cero. Veamos que ocurre en nuestro caso.

110
1 0 1|=-1-1=-2#0
0 1 1

Luego la matriz A tiene inversa. Vamos a calcularla.

1 1 0 -1 1 1 -1 -1 1
10 1 Menores 11 Adjuntos 1 1 -1 Traspuesta
0 1 1 1 1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1
Traspuesta 11 -1
1 -1 -1
Por tanto:
N P4 -
A—lz_—2 -1 1 -1 |= i -1 4
VA B

Volver al examen

2.1.25. Determine el rango de la matriz A segtin los valores de a:

0 1 2
A= a+1l -1 a-—-2
-1 a+1 2

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a empezar estudiando el determinante de A.

0 1 2
Al = |a+1 -1 a-2|=—(a—-2)+2@+1)*-2-2(a+1)=
—1 a+1 2
a=0
= —a+2+42%4+4a4+42-2-20—-2=2d>4+a=0—=
1
“=73

Luego

1
" Sia#O,—§=>RgA:3.
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= Si ¢ = 0 la matriz queda

0 1 2
A= 1 -1 -2
-1 1 2
RgA = 2 pues ‘:—17é0
. 1 .
= Sia= —3 la matriz queda
0 1 2
1 5
_ - -1 ==
A= 2 1 2
-1 = 2
2
0 1 1
RgA =2 pues | 1 ) :753&0
5

Volver al examen

X

)

X xt— 10
0

donde X! es la matriz traspuesta de X

2.1.26. Calcule las matrices de la forma X = ( ) que cumplen la ecuacién:

—_

(Junio 11)

- Solucién:

La traspuesta de X es:

xt=("7

10
X xt— r 1 N 2 +1 ay
y 0 1 0 Ty y?

Igualando la matriz obtenida a la matriz identidad tenemos:

Luego:

22+1 =1
zy = 0
y? =1

De la primera deducimos que x = 0. Esto hace que se cumpla la segunda y de la tercera
deducimos que y = +1.

Por tanto, las matrices buscadas son:

0 1 0 1
X = Xy =

Volver al examen
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2.1.27.

a) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matriz A siguiente es combina-

cién lineal de las dos primeras columnas:

1 2 =3 0
A= 0 1 -1 1
-1 0 1 -1
b) Calcule el rango de la matriz A.
(Septiembre 11)
- Solucién:
En el primer apartado basta con observar que cs = —c; — ¢s.

El segundo apartado nos pide calcular el rango de la matriz A. Tenemos que A es:

1 2 -3 0
A= 0 1 -1 1
-1 0 1 -1

1 2
Es obvio que RgA > 2, pues 01 =1#0.

El méaximo rango que puede tener A es tres, pues solo tiene tres filas. Para probar si tiene rango
tres basta con ver cuanto valen los menores de orden tres que contienen al menor de orden dos que
dio6 distinto de 0, es decir, las matrices formadas por las columnas ¢, co,c3 y ¢1, Co,C4.

En el primer caso el determinante vale cero, pues, segin el apartado anterior, la tercera columna

es combinacién lineal de las dos primeras. Veamos el otro menor.

1 2 0
0 1 1 |=-1-2=-34#0
-1 0 -1

Luego RgA = 3.

Volver al examen

2.1.28. Calcule la matriz inversa de la matriz A = B? —2-(C, siendo

1 0 1 1 0 0
B=|10 -1 0 |, C=1|1 1 -1
1 0 1 0 -1 1

(Junio 12)

- Solucién:

Vamos a empezar por calcular A.

1 0 1 0 1 1 0 0
A = B*-20=|0 -1 0 0 -1 0 2-(1 1 -1 | =
1 0 1 0 1 0 -1 1
2 0 2 2 0 0 0 0 2
= 010 |- 22) 212)
2 0 2 0 —2 2 2 2 0
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Para calcular la inversa seguimos el proceso habitual. Vamos a empezar por calcular el determi-

nante de la matriz A.

0 0 2
—2 —1 2|=-8+4=-4#0
2 2 0

0 0 2 —4 -4 =2 -4 4 =2
_9 1 9 | Menores, {4 _4 0 Adjuntos A -4 0 Traspuesta
2 20 2 4 0 9 —4 0
-4 4 2
Traspuesta 4 4 4
-2 0 0
Por tanto:
—4 4 2 1 -1 -1
A== 4 -4 4 |=| -1 1 1
=2 0 o L 0o o

Volver al examen

2.1.29. Calcule los valores de a para los que el determinante de la matriz B es igual
a 32, |B| =32, siendo B=2-A4%y

a 1 —a
A= 1 1 0
1 0 2

(Septiembre 12)

- Solucién:

Vamos a tener en cuenta dos propiedades de los determinantes:

(1) Si multiplicamos los elementos de una linea por un ndmero, queda multiplicado el valor del

determinante por dicho ntumero.
(2) El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes.

Tenemos que
Bl =32 = |24?| =322 | 42| =4 = |4 A =4 B 4P =4 = |4] = +2

Dicho esto vamos a calcular el determinante de A y vamos a igualarlo a +2.

a 1 —a
[Al=]1 1 0 |=2a+a—-2=3a-2
1 0 2

4
. Si|A|:2:>3a—2:2ﬁ3a=4:>a=§
" Si|lAl=-2=3a—-2=-2=3a=0=0a=0

Volver al examen
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xT

zZ X

() ()

y sea NO nula? Razone la respuesta.

2.1.30. ;Existe alguna matriz X = ( 4 ) que cumpla

(Septiembre 12)

- Solucién:
Vamos a realizar las operaciones que nos indica el enunciado. De ahi resultard un sistema de

ecuaciones que procederemos a estudiar.

1 2
X = X- L
1 1 1 -1
1 2 T Yy _ Tz Yy 1 1
1 1 z - z 1 -1
r+2z y+2z _ r+y x—vy
T+ z y+x - Z4+x z—x

Igualando obtenemos el siguiente sistema:

r+2z = x+y
y+2z = z—vy
r+z = z+zx
y+x = z—x

La tercera ecuaciéon podemos descartarla. De la primera deducimos que y = 2z. Sustituyendo

esto ultimo en la segunda y la cuarta tenemos:

22+4+2xr=x—2z — x+42=0

224+x=z—x — 2r+2=0

El sistema formado por estas dos ultimas igualdades es homogéneo y obviamente también es
compatible determinado. En consecuencia x =0y 2z =0 =y = 0.

Por tanto, no existe una matriz X no nula que cumpla lo pedido.

Volver al examen

2.1.31. Dadas las matrices

1 0 -1 1 0 O
A= -1 -1 11, I = 0 0 1,
0 1 1 0 0 1

pruebe que la matriz inversa de A es A7l =—-A2 4+ A4+ 21].

(Junio 13)

- Solucién:
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Vamos a calcular los dos miembros de la igualdad y comprobaremos que sale 1o mismo. Comen-
cemos por la inversa.

1 0 -1
1 -1 1 |=-141-1=-1#0
0 1 1

Como el determinante es distinto de cero la matriz A tiene inversa. Vamos a calcularla.

1 0 -1 2 -1 -1 21 -1
-1 -1 1 M) 1 1 1 Adjuntos 1 1 -1 Traspuesta
0 1 1 -1 0 -1 10 1
-2 -1 -1
Traspuesta 1 1 0
-1 -1 -1
Por tanto:
-2 -1 -1 2 1
L1
A =3 1 1 0 =] -1 =1 0
-1 -1 -1 1 1

1 0 -1 1 0 -1 1 -1 -2
A2=A-A=| -1 -1 1 -1 -1 1 = 0 2 1
0o 1 1 0o 1 1 -1 0 2
Luego:
-1 1 2 1 0 -1 2 0 0 2 1 1
—A?+ A42] = 0 -2 -1 |+ -1 -1 1 +(o2o0]|=| -1 -1 0
1 0 -2 0o 1 1 0 0 2 1 1 1

Por lo tanto sale lo mismo.

Otra forma de hacerlo, aportada por mi compaiiero Antonio Molano, serfa calcular —A2+ A+21,
como acabamos de hacer y después multiplicar A- (—A2 + A+21 ) y comprobar que sale la identidad.

Volver al examen

1 0 -1 3 =z Y
2.1.32. Dadas las matrices A=| 2 3 0 y B=| -2 1 -2 |, estudie si
0 1 1 2 =z Y

existen nimeros reales x e y tales que la matriz B es la inversa de la matriz

A.

(Septiembre 13)
- Solucidén:

Vamos a calcular la inversa de A. Empezaremos por calcular el valor de su determinante.

10
Al=|2 3 0 |=3-2=1
0 1
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Luego la matriz es invertible. Vamos a calcular la inversa:
1 0 -1 3 2 2 3 -2 2
2 3 0 Menores 11 1 Adjuntos 1 1 1 Traspuesta
0 1 3 2 3 3 -2 3
3 -1 3
Traspuesta _9 1 _9
2 -1 3
Por tanto:
3 -1 3 3 -1 3
At=-| =2 1 =2 |=] -2 1 -2
2 -1 3 2 -1 3

Para comprobar si existen los z e y que cumplen la condicion A~! = B igualamos las dos
matrices y comprobamos si es posible.

3 -1 3 3 z vy
-2 1 -2 |=( -2 1 =2
2 -1 3 2 x oy
Esa igualdad se cumple si x = —1 e y = 3.

Volver al examen
2.1.33.

a) Calcule el determinante de la matriz

1 0 1
A= 0 0
0 -1 0

b) Calcule la matriz inversa de A.

c) Calcule el determinante de la matriz B = %AB sin obtener previamente B.

(Junio 14)
- Solucién:

Vamos a comenzar calculando el valor del determinante:

1 0 1

[Al=]0 0 2|=0+0+0+0+0+2=2

0 -1 0

Una vez calculado éste vamos a calcular la inversa que nos piden:
1 2 0 0 2 0 O
0 0 9 Menores 1 0 -1 Adjuntos 1 0 1 Traspuesta

0 -1 0 0 2 0 0 -2 0
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-1 0
Traspuesta 0 _9
0 1 0
Por tanto: )
2 -1 0 =5 0
1
A 25 0o 0 =2 = 0o 0 -1
1
0 1 0 0o = 0
2

Terminemos calculando el determinante de la matriz B que nos piden:

o (1\? 1
ol AP = —2°=1
2 23

1
(*) Ten en cuenta que la matriz A es de orden 3, de ahi que 5 vaya elevado al cubo. Ademas has

de tener en cuenta que |A%| = [A- A-A| = |A|- |A|-|A| =|A].

Volver al examen

1 0 -1 5 0 -5
2.1.34. Considere las matrices B = o -1 0 [, C= 0o 1 1
-1 0 1 -5 -1 5
a) Calcule la matriz A = 3B — C.
b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
(Julio 14)
- Solucién:
Calculemos primero la matriz B2.
1 0o -1 1 0o -1 2 0 -2
B*=| 0 -1 0 0 -1 0 |=] 0 1 0
-1 0 1 -1 0 1 -2 0 2
Calculemos la matriz A que nos piden.
2 0 -2 5 0 -5 6 0 —6 5 0 -5
A = 3. 0 1 0 - 0 1 1 = 0 3 0 - 0 1 1 =
-2 0 2 -5 -1 5 -6 0 -5 -1 5
1 0 -1
= 0o 2 -1
-1 1 1
Vamos a calcular el determinate de A.
1 0 -1
[Al=] 0 2 —-1|=2-2+41=1

-1 1 1
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Luego tiene inversa. Vamos a calcularla.

1 0 -1 3 -1 2 3 1 2
0 2 _1 Menores 1 0 1 Adjuntos 1 0 -1 Traspuesta
-1 1 1 2 -1 2 2 1 2
3 -1 2
Traspuesta 1 0 1
2 -1 2
Por tanto:
3 -1 2 3 -1 2
A== 1 0 1 |=1 0 1
2 -1 2 2 -1 2
Volver al examen
2.1.35. Determine la relacién que debe existir entre los parametros = e y para que
1 1
las matrices A = ( T ) y B = ( v ) conmuten, es decir, para que
Y Y
A-B=B-A.
(Junio 15)
- Solucién:

Vamos a realizar los productos A- B y B - A. Luego igualaremos y sacaremos conclusiones para
A.B— z 1 . 1 =z _ z+y 22+1

1y y 1 v+1 z+y
B.A— 1 =z | 1 _ 2x zy +1

y 1 1 g zy+1 2y

Igualando los dos productos tenemos:

Tey.

r+y=2x
P 4Hl=ay+1
Vv rl=ay+1
T+y=2y

De la primera y cuarta ecuaciéon deduzco que:
2r =2y —=2x=y

Es facil comprobar que si x = y se cumplen la segunda y tercera ecuacion. Luego esa es la

relacion buscada.

Volver al examen

2.1.36. Resuelva la ecuacién matricial AX + 2B = C, siendo

() ) )
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- Solucién:

(Julio 15)

Vamos a despejar X. El procedimiento es el mismo que si fuera una ecuacion de primer grado.

AX+2B
AX
APAX
X

Empecemos por calcular C' — 2 B.

C

C-2B

A~ (C -2B)
A1 (C-2B)

C_9p— 9 4\ 8 2 _ 1 2
2 6 -2 6 4 0
Calculemos la inversa de A. Tenemos que:
2 1
| | =-24+1=-1
-1 —

Vamos a hacerla paso a paso

2 1 Menores -1 -1 Adjuntos -1 1 Traspuesta -1 -1
-1 -1 1 2 -1 2 1 2
Por tanto
-1 -1 1 1
A =1 =
1 2 -1 -2
Luego
1 1 1 2 5 2
X=A"'(C-2B)= ~ =
-1 -2 4 0 -9 -2
Volver al examen
2.1.37. Determine el rango de la matriz A segiin los valores de b:
1 b+2 1
A= 2 1 1

b+1 1 b

(Julio 15)

- Solucién:
Como la matriz es cuadrada vamos a comenzar estudiando el determinante de la misma. De esa

forma descartaremos todos los nimeros salvo dos.

1 b+2 1
Al = 2 1 1 |(=b4+0+2)0+1)+2—-(0b+1)—-2b(00+2)—-1=
b+1 1 b

b=-2
b=1

= b+ +30+242-b—-1-202—4b—1=->—-bhp+2=0=—=
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Por tanto,
» Sib#1,—-2= Rg(A) =3.
= Si b =1 la matriz resultante es:

1
A=1 2
2

— =W
—_ =

La segunda y tercera fila son iguales y las dos primeras son independientes, no son proporcio-
nales, luego Rg(A) = 2.

s Si b= —2 la matriz resultante es:
1 0 1
A= 2 1 1
-1 1 =2

El Rg(A) > 2, pues

0
) ‘ =1 0y como no puede ser tres, tenemos que Rg(A) = 2.

Volver al examen

0o 2 -2 1 0 1
2.1.38. Considere las matrices A= 2 -1 2 |,B= 0 10
2 2 0 -1 0 1
a) Calcule la matriz C = 2A — B2.
b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
(Junio 16)
- Solucién:
Vamos a calcular C.
0 2 =2 1 0 1 0 1
C = 24A-B*=2|2 -1 2 |- 0 10 0 1 0 |=
2 2 0 -1 0 -1 0 1
0 4 4 0 0 2 0 4 -6
= -2 — 0 1 0]=]4 -3 4
4 4 0 -2 0 0 6 4 0
Calculemos ahora la inversa de A. Empecemos por calcular su determinante.
2 =2
[Al=12 -1 2 |=8-8-4=—-4+#0
2
Por lo tanto tiene inversa. Vamos a calcularla.
2 =2 -4 -4 6 -4 4 6
] 9 Menores 4 4 4 Adjuntos 4 4 4 Traspuesta

2 0 2 4 -4 2 -4 -4
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-4 -4 2
Traspuesta 4 4
6 4 —4
Por tanto:
-4 -4 2 11 -3
Al=— | 4 4 -4 |=] -1 -1 1
6 4 —4 -3 -1 1

Volver al examen

1 -1 2 0
2.1.39. Dadas las matrices A = ( 0 1 ) y B= < | 9 ), obtenga las matrices

X que cumplen la igualdad AX + B? — 24 = 0.

(Julio 16)

- Solucién:

-1

Sabemos que A es una matriz regular, pues = 1 # 0, por tanto podriamos actuar

como sigue:
AX+B*24=0= AX = B’ 124 = A ' AX = A" (-B*4+24) = X = A~ (-B*+24)
Vamos a empezar calculando —B? + 2A4.
B2+2A< 2 0)( 2 0>+2<1 1)( 4 o>+<2 2)(2 -2
~1 2 1 2 0 1 4 4 0 2 4 -2

Calculemos ahora A~!. Sabemos que |A| = 1. Vamos a hacerla paso a paso

1 -1 Menores 1 0 Adjuntos 1 0 Traspuesta 11
0 1 -1 1 1 1 0 1

Por tanto

En consecuencia
11 2 2\ (2 -4
0 1 4 -2/ \4 —2
Volver al examen

2.1.40.

a) Calcule el determinante de la matriz

1 0
A=10 -1 0
2 0 —1

b) Obtenga el determinante de la matriz B = %A‘l sin calcular previamente B.

c) Calcule la matriz inversa de A.
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(Julio 17)

- Solucién:

Vamos a calcular el valor del determinante aplicando la regla de Sarrus.

Vamos a calcular a continuacion el determinante de B aplicando las propiedades. Para ello vamos
a utilizar las propiedades que aparecen en este libro en el resumen tedrico en los puntos 24 h), 7).

Segun el apartado h), si multiplicamos una linea de una matriz por un namero, el valor del
determinante queda multiplicado por dicho nimero. Como estamos multiplicando toda la matriz

1
por 3’ eso conllevaria que estamos multiplicando las tres filas por dicho nimero y por tanto el valor

3
1
del determinante queda multiplicado por (3) .

Segun el apartado ), el determinante del producto de matrices es el producto de los determi-

nantes de dichas matrices, por tanto

Y| = |A-A-A-A] = |A]-|A]-|A] - |A] = |A*

0N o, 3
(5) -5 -

Vamos a calcular la inversa. Como el |A| # 0 dicha inversa existe.

En consecuencia
1
Bl = |5t
3

0 0 0
1 Menores 0 _3 0 Adjuntos _3 Traspuesta
0 -1 0 -1 0 -1
0 1
Traspuesta _3 0
0 -1
Por tanto:
0 1 : 0 2
1
AT = 3 0 -3 0 = 0 -1 0
2 0 -1 2.0 -3

Volver al examen

2 1 1 2
2.1.41. Considere las matrices A = < L1 ), B = ( - )

a) Demuestre que la matriz A tiene inversa y calcula A1,

b) Resuelve la ecuacién matricial AX + B2 = A

(Junio 18 - Anulado)

- Solucién:
Veamos el apartado primero. Para ver que tiene inversa basta con comprobar que el determinante

de la matriz A es distinto de cero.

2
-1

1
=3#0
|54
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Por tanto tiene inversa. Calculemos ahora A~!. Sabemos que |A| = 3. Vamos a hacerla paso a

2

paso
2 1 Menores 1 -1 Adjuntos 1 1 Traspuesta 1
_— e _—
-1 1 1 2 -1 2 1
Por tanto
1 1
. 1 1 -1 _ 3 3
3 1 2 1 2
3 3

Vamos a resolver ahora el segundo apartado.

AX+B*=A=AX=A-B"= X=A4""(A- B?)

Vamos a empezar por calcular A — B2.

()

Por tanto
1 1 11
3 3 -5 —9 3
X=A"(4-B%)= . _
1 92 —-16 —-21 37
3 3 3
-2 =20 0
2.1.42. Considere las matrices A = 2 1 2 |,B= 1
0o -2 2 -1 0
a) Calcule la matriz C = —34 + B2.
b) Halle la inversa A~1 de la matriz A.
- Solucién:
Vamos a empezar por calcular C.
-2 -2 0 0 1
C = -3A4+B*=-3-1 2 1 2 |[+] 0 10 0
0o -2 2 -1 0 —1
6 6 0 0 0 2 6 6
= -6 -3 —6 |+ 0 1 0 |= -6 -2 —6
0 6 —6 -2 0 0 -2 6 -6
Vamos a hacer ahora el segundo apartado.
6 4 —4 6 -4 -4
A Menores 4 4 4 Adjuntos 4 4 4 Traspuesta

-4 -4 2 -4 4 2

6
—4
—4

(Junio 18)
4 -4
-4 4
-4 2
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Calculamos la inversa

. 6 4 -4 -3 -1 1
A—lzjlz -4 -4 4 |= 11 -1
-4 —4 1 1 -1

Volver al examen

2.1.43. Sea la matriz A que depende del parametro a € R

0o 1 1
A= a 0 a
-2 a 0

a) Determine el rango de la matriz A segiin los valores del parametro a.

iy 1
b) Para a = 1 resuelva, si existe solucion, la ecuacién matricial A| y | =] 1
P 1

(Julio 18)

- Solucién:
Vamos a ver el primer apartado. Como es una matriz cuadrada y depende de un parametro,

vamos a ver el determinante de la misma.
0

11
a 0 al|=-2a+d>=0=a(-2+a)=0=
-2 a 0

a =

Por tanto:
» Sia#0,2=—= RgA=3.

= Si a =0 Sabemos que no puede tener rango 3, pues el determinante se anula en ese valor de

a. La matriz asociada es

Sabemos que en este caso Rg A = 2, pues

1
=—-1#0
0 | a
= Si a =2, al igual que antes, como mucho tendra rango 2. La matriz asociada es ahora
0
A= 2

N O =
S NN =

-2

Sabemos que en este caso Rg A = 2, pues

1
=240
|-
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Vamos a resolver el segundo apartado. La matriz resultante para a = 1 es

0 1 1
A= 1 01
-2 1 0

Tenemos dos formas de resolver el ejercicio, bien como ecuacién matricial, bien como sistema, de
ecuaciones.

Veamos la primera forma. Llamemos

T 1
X = y B = 1
z 1
Tenemos que
A-X=B=X=A"'.B (1)
Vayamos paso a paso.
-1 2 1 -1 -2 1 -1 1 1
A Menores 1 9 9 Adjuntos 1 9 _9 Traspuesta _9 9 1
1 -1 -1 1 1 -1 1 -2 -1
Calculamos la inversa
1 -1 1 1 1 -1 -1
A7 = =22 1 ]=]12 -2 -1
1 -2 -1 -1 2 1

Volviendo a (1) tenemos que

I
Lo =
—

o I

[N
—

= =
—o=

|
o 1
— =

0 1 1 x 1 y+z 1
1 01 Y 1 | = T+ z 1
-2 1 0 z 1 —2x+y 1
El sistema resultante es
y + z =1
T + 2z =1
-2z + y =1

No lo resolveremos, pero es facil comprobar que la solucién obtenida antes cumple las ecuaciones
del sistema.

Volver al examen

2.1.44. Sean las matrices A= | 2
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a) Calcule la matriz X tal que X = A? + B? — 24B.
b) Halle la inversa de la matriz A.
(Julio 18)
- Solucién:
Veamos el primer apartado.
1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1
X = A*4+B*+24-B=| 2 2 2|12 2 2 |[+]1 1 11 1
-1 0 -1 1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 -1 1 1 2
+ 2| 2 2 2 1 1 1 = 6 2 8 +1 2 2 3 |+
0 -1 1 0 1 1 -2 -3 -1 1 2 2
1 4 2 8
+ 2 4 4 = 16 12 23
-1 0 -3 -1 1
Vamos a calcular la inversa de A.
1 0 1
[Al=]2 2 2|=2-2+4+2=2
0 -1 1
Vayamos paso a paso.
4 2 =2 4 -2 =2 4 -1 =2
A Menores 1 1 -1 Adjuntos 1 1 1 Traspuesta _9 1 0
-2 0 2 -2 0 2 -2 1 2
Calculamos la inversa
4 -1 =2 2 -1 -1
1
A‘1:§: -2 1 0 |=[-1 3 0
-2 1 -1 i 1

Volver al examen
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2.2. Sistemas de ecuaciones

2.2.1. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal

principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

-1 0
1
2

— =W

3
0

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a aplicar el método de Gauss para hacer los ceros que nos piden.

1 0 3 1 0 3 ~1 0
3 1 1 | BBl o3 g | BERS 6 0 1
0 2 1 310 31
0 -1 9
Fy=3F; — F;
=3h o, 0
3 1 0
La matriz buscada es:
0 -1 9
M=| 6 o0
—3 0

Volver al examen

2.2.2. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas que

sea incompatible.

(Junio 00)
- Solucién:

z+y+z=1
r+y+z2=2

Volver al examen

2.2.3. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el parametro a:

(a —3)z + 4z = 2
T - 2z = -1
—T + ay + 2z = a

(Septiembre 00)

- Solucién:
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La matriz asociada al sistema es:

a—3 0 4 2
1 0 —-2| -1
-1 a 2 a

Vamos a empezar por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes:

a—3 0 4
1 0 —2|=4a+2a(a—3)=4a+2d*—6a=2d*—2a
-1 a 2

Igualando a cero resulta:

2 o _ _ _ a=20
20° —2a=0=2(a—-1)a=0=

Vamos pues a estudiar cada caso.

» Sia#0,1= RgA = RgA" =3 =n°de incognitas = S. C. Determinado.

= Si a = 0 la matriz que resulta es:

-3 0 4 2
1 0 -2|-1
-1 0 2 0

Las filas segunda y tercera hacen que el sistema sea incompatible.

s Si a =1 la matriz que obtenemos es:

-2 0 4 2
1 0 -2|-1
-1 1 2 1

Vamos a estudiar el rango de A y A’ para ver como seria.
Es evidente que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues tenemos:
1 0
=1+#0

Vamos a ver que pasa con la matriz ampliada. Su rango es igual a dos, pues las filas primera

y segunda son proporcionales.

Por tanto el sistema es compatible indeterminado, pues

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° de incognitas

Volver al examen



2.2. Sistemas de ecuaciones 169

2.2.4. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del parame-

tro a:
ar — ay + az =a
(3—2a)z =1
z + (a—1)y =0
(Junio 01)
- Solucién:
La matriz asociada a nuestro sistema es:
a —a a a
A= 0 0 3—2a |1
1 a—-1 0 0
Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes es cero.
—a a
0 0 3-2a|=-a(3—2a)—a(a—1)(3—2a)=—3a+2a®— (3a® —2a® — 3a + 2a*) =
a—1 0

a?>=0=a=0
= —36G+ 2a® — 3a* + 2a® + 34 — 2a*> = 2a° — 3> = 0 = 3
20 —3=0=a=—
2
Por tanto:
3
s Sia#0, 3 = RgA = RgA’ = 3 = n° incognitas = Sistema Compatible Determinado.
= Si a =0 la matriz es:
0
A= 0

_ o O
S w O
o = O

-1

Como la primera fila es entera de ceros, y es evidente que hay menores de orden 2 distintos

de cero, tenemos que:

RgA =2 = RgA’ < n° incognitas = Sistema compatible indeterminado.

. 3 .
s Sia= 3 la matriz que resulta es:

3 3 33
2 2 22
A=l 0 0 o1
1 Lol
2

Como la segunda fila crea una imposiblidad tenemos que el sistema es incompatible para dicho

valor.

Volver al examen

2.2.5. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del para-

metro a:
a y + (a+1) =z
a x + z

+ a z =

Il
2 2 o
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(Junio 02)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 a a+1]a
a O 1 a
1 0 a a

Vamos a empezar por estudiar el rango de A, ya que es una matriz cuadrada.

0 a a+1
3 9 a=20
a 0 1 =a—a=0=a(l-0a")=0= )
1 0 l—-a"=0=a=4=1
a

Luego:
-Sia#0,1,—-1 = RgA =3 = RgA’ = n° incognitas = S. C. Determinado.

- Si a = 0 la matriz que nos queda es:

0 0 1]0
0 0 1]0
1 0 010

El sistema es compatible por ser homogéneo. Ademés la 1* y la 22 fila son iguales y hay un
menor de orden dos que es distinto de cero (formado por las filas 1 y 3, y las columnas 1 y 3).

Por tanto el RgA = 2. En consecuencia:
RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incégnitas = S. C. Indeterminado.

- Si a =1 la matriz es:

01 2|1
1 0 11
1 0 11

Las filas 2% y 3% son iguales, pero hay un menor de orden dos que es distinto de cero (formado
por las filas 1 y 2, y las columnas 2 y 3). Por tanto el RgA = 2. Veamos el rango de la
ampliada.

o O =
— =N
— = =
I
—
|
—
I
jan}

Luego el RgA’ =2 y por tanto:
RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incégnitas = S. C. Indeterminado.

- Si a = —1 la matriz resultante es:
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Es facil observar que las filas 2* y 3 son incompatibles, luego el sistema, para este valor, es
incompatible.

Volver al examen

2.2.6. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por

encima de la diagonal principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M=| -1 0 2
0 4 4

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a conseguir los ceros que nos piden utilizando el método de Gauss.

0 1 -1 -1 0 2 -1 0 2
~-1 0 2 M 0 1 -1 ﬂ*ﬂ 0 1 -1
0 4 4 0 4 4 0 0 8
-4 0 0
F1=4F,—F3 0 8 0
Fy=8F5+F3
0 0 8

Esta seria la matriz asociada al sistema buscado.

Volver al examen

2.2.7. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin los valores del pa-
rametro a:
ay + az =0

T + z =0
dr — 2y + az =a
(Septiembre 02)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:

0 a al0

1 0 110

4 -2 ala

Vamos a ver el determinante de la matriz de los coeficientes:

[Al=1 0 1 |=4a—-2a—ad*=—a*+2a
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Tgualando a cero obtenemos los valores que anulan el determinante.

9 a=
—a“+2a=0—=
a=

En consecuencia tenemos que:
» Sia#0,2=— RgA=3= RgA’ =n° incognitas = S. C. Determinado.

= Si @ = 0 la matriz asociada es:

0 0 0/0
1 0 110
4 -2 010

Se trata de un sistema homogéneo. Tiene una fila de ceros, luego el rango no puede ser tres
1

y ademas = —2 # 0. Por tanto el sistema es compatible indeterminado y necesita

un parametro.

RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° de incognitas.

= Si a = 2 la matriz queda:

0 2 2|0
1 0 110
4 -2 212
. . 2
El rango de la matriz de los coeficientes es dos, pues 0 | =-2#0.
En cambio la matriz ampliada tiene rango tres, pues
0 2 0
1 0 0|=—-4#0= RgA=2+#3=RgA’
4 -2 2

Por tanto el sistema para este valor es incompatible.

Volver al examen

2.2.8. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales

sean linealmente dependientes

r + y + =z =1
3r + 2y + =z =1
y + 2z =a

(Junio 03)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

S W =
L
N = =
L =

Para que ocurra lo que nos piden, el sistema ha de ser compatible indeterminado, es decir,

RgA = RgA’ < n° de incognitas. Veamos cuanto vale el rango de A.
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- RgA > 2 pues

- RgA = 2 pues:

=44+3-6—-1=0

L
N = =

Por tanto se producira lo que piden si el RgA’ = 2, es decir, si

=2a+3—-3a—1=—-a+2=0—=a=2

o

Il
S W =
— N
Q = =

Volver al examen

2.2.9. Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea compatible e indeterminado. Interprétalo geométricamente.

(Septiembre 03)

- Solucién:
Un ejemplo valido es:
r + y + z =1
20— y =3
3z + 2z =4
En este ejemplo hemos elegido dos ecuaciones independientes y la tercera la hemos obtenido
sumando las dos primeras.

Geométricamente hablando pueden existir varias posibilidades.
- Pueden ser tres planos que se cortan en una recta (para ejemplo vale el anterior).
- Pueden ser también tres planos coincidentes (tres ecuaciones proporcionales).

- Pueden ser dos planos coincidentes y otro que los corte (dos ecuaciones proporcionales y una
independiente de ellas).

Volver al examen

2.2.10. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecua-

ciones lineales sea compatible e indeterminado.

r 4y +z a
r -y 4z =1
z =3y +z =0

(Junio 05)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema seré:

>
Il
— =
|
—_
— =
S = 2
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Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficiente y despues veremos la ampliada.

1

- RgA > 2 pues tenemos que =—-1-1=-2#0

Ademas el RgA = 2, pues las columnas primera y tercera de la matriz de los coeficiente son
iguales.

Para que el sistema sea compatible e indeterminado la matriz ampliada tiene que tener rango

2, es decir,
1 1 a
1 -1 1|=1-3a+a+3=-2a+4=0=a=2
1 -3 0

Volver al examen

2.2.11. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea incompatible. Interprétalo geométricamente.
(Junio 05)
- Solucién:

Tenemos varias opciones. Por ejemplo, podemos considerar dos planos paralelos y uno que corte

a ambos.

z +y +z =3
r 4y +z =5
2c —y +z =3

En este ejemplo, las dos primeras ecuaciones representan planos paralelos y la tercera corta a

los dos. Es obvio que no tienen ningtin punto en comin, por lo que el sistema es incompatible.

Otra opcion es coger dos planos que se corten, sumar sus ecuaciones (con lo que obtendriamos

un plano que se corta en la misma recta que los anteriores) y al resultante cambiarle el término
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independiente, con lo que obtenemos un plano paralelo al 1ltimo que no pasaria por la recta de

corte de los dos planos, y con ello no tendrian ningin punto en comun.

r 4y +z =3
2r -y 4z =3
3z +2z =8

Otra posibilidad son dos planos coincidentes y uno paralelo, o bien tres planos paralelos.

Volver al examen

2.2.12. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

y —T
—z =y
+z ==z
(Septiembre 05)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
-1 1 -—-110
A= 1 -1 —-110
-1 1 1 1]0

Se trata de un sistema homogéneo, luego es compatible. Veremos cuanto vale el RgA para decidir
si es determinado o indeterminado.

Es evidente que RgA > 2 pues

1 -1
| =—1-1=-1+#0
1 —
Veamos cuanto vale el |A|.
-1 1 -1
A= 1 -1 —-1|=141-141-1-1=0
-1 1 1
Luego resulta que el RgA = 2 = El sistema es compatible indeterminado y necesita un

parametro.
Vamos a resolverlo:

Hacemos x = A. Para eso usamos las filas que dan rango 2 y resolviendo por reduccion tenemos:

g =z o= X
g -z = X
0
0

|
Do
Q
I

Siz=XA;2=0=y=X\

Por tanto la solucion es (A, A, 0).

Volver al examen
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2.2.13. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea com-

patible e indeterminado. Interpretarlo geométricamente.

(Septiembre 05)

- Solucién:

El sistema serd compatible cuando los rangos de la matriz de coeficientes y la ampliada coincidan
y serd indeterminado cuando éste sea menor que el nimero de incégnitas. En nuestro caso ocurrira
cuando el rango de la matriz de los coeficientes valga 1 6 2. Por tanto, o bien tomamos dos ecuaciones
linealmente independientes y las sumamos (RgA = 2), o bien cogemos una ecuacién y la repetimos
dos veces multiplicada por distintos nimeros (RgA = 1). También vale para el primer caso dos
ecuaciones proporcionales y una que sea linealmente independiente con ellas.

Valdrian como ejemplo los siguientes:

Para RgA = 2 tendriamos:

2 + 3y — 2z =3
r - y + z =4
3. + 2y — 2z =17
Para RgA = 1 nos vale:
2 + 3y — 2z =3
d + 6y — 4z =6
-2z — 3y + 2z =-3

Geométricamente el primer caso representa tres planos que se cortan en una recta, o dos coin-

cidentes y uno que los corta y el segundo tres planos coincidentes.

Volver al examen

2.2.14. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y — z = 2
x + (I+by — bz = 2
r + by + (1 + b)z = 1
segun los valores de b.
(Junio 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 -1 2

1 1+b —b |2b
1 b 1+0b| 1

Vamos a calcular el determinante de la matriz de coeficientes para realizar el estudio.

1 2 -1
[Al=11 1+b b |=04+b0)2—=20—b+(1+b) =201 4+b)+0* = +b>+26 26—+ 1+
1 b 1+b

B —Z 204+ =202 -20=0=2b(b—1)=0=0b=0yb=1

Luego:
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s Si b= 0,1 = El sistema es compatible determinado.

= Si b =0 la matriz quedaria:

1 2 —-1]2
11 010
10
En este caso tenemos que RgA = 2 pues
1 2
‘ =1-2=-1+#0
1
Veamos cuanto vale el RgA’.
1 2 2

1 1 0|=1-2-2=-3#0

—_
o
—_

Por tanto RgA = 2 # 3 = RgA’ —> El sistema es incompatible.

= Si b =1 a matriz quedaria:

1 2 —-11]2
1 2 —1]2
11 21
En este caso RgA = 2, pues
1 2
X =1-2=-1+#£0

y a su vez coincide con el RgA’, ya que la primera y la segunda fila coinciden.
Por tanto RgA = 2 = RgA’ < 3 = n° de incégnitas = El sistema es compatible indetermi-

nado y necesita un pardmetro para su resoluciéon.

Volver al examen

2.2.15. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

r +2y —z =1
r 4y —z =1

x —z =1
(Septiembre 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 —-11|1
1 1 —-1]1
1 0 —-11|1

Vamos a resolverlo por el método de Gauss, pues parece comodo.

1 2 —1]1 1 2 —1]1
11 —1]1 | 2=B 10 -1 0o
Fa=F3—F,

10 —1]1 0 -2 0
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Las filas segunda y tercera son proporcionales, luego sobra una y el sistema es compatible
indeterminado.

De la segunda ecuaciéon deducimos que y = 0. Si en la primera ecuacién sustituimos y = 0y
hacemos z = A resulta:

r—A=1—=x=1+ A\

Por tanto la solucién del sistema, es:

Otra forma de resolverlo es darnos cuenta que, observando las dos primeras ecuaciones, y es
igual a 0. Visto esto las ecuaciones resultantes son todas iguales, luego con una de ellas calculamos
x en funcién de z.

Volver al examen
2.2.16.

a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtn los valores del parametro

a:
r +y +z =a
r 4y H+az =1
z 4ay +z =1
(Junio 07)
- Solucién:

a) La parte tedrica puedes encontrarla en el punto 27 del resumen teorico que hay al principio
del libro.

b) La matriz asociada al sistema es:

1 1 1|a
1 1 a
1 a 1|1

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficiente:

— = =
Q = B

1
al=14a+a-1-a>-1=-a>+2a—-1
1

Igualando a cero resulta:
—a’+2a-1=0=0a’>-2a+1=0=a=1

Luego:

e Sia # 1 el sistema es compatible determinado.
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e Si ¢ = 1 la matriz queda:

1 1 11
1 1 11
1 1 11

y el RgA =1 = RgA’ < n° de incognitas = El sistema es compatible indeterminado
(necesita dos parametros)

Volver al examen

2.2.17. Discute, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones (NO es nece-

sario resolverlo en ningin caso)

- + 2y + z =
axr — Yy + 2z =
2z + (a—1)z =
(Junio 08)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
-1 2 1 1
a -1 2 2
2 0 a—11|2
Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes vale 0:
-1 2 1
a -1 2 |=a-1+8+2-2a(a—1)=a—-1+8+2-2a>+2a=-2a>+3a+9=0
2 0 a-—1

Vamos a resolver la ecuacién:

-3+9 6 3

P vk T B
—4 —4 —3-9 _—12_
-4 -4

Por tanto:

3
- Sia# —3 3 = RgA = RgA’ = 3 = Sistema Compatible Determinado.

. 3 .
-Sia= —5 la matriz resultantes es:
-1 2 1 |1
3
— =1 2 |2
2 5
2 0 —=12
2
Tenemos que RgA = 2, pues
3
2 =240
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Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

1 2 1
_g 1 2 |=2+4842+4+6=18#£0
2 0 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

- Si a = 3 la matriz que queda es:

-1 2
-1
0
Tenemos que RgA = 2, pues
3 -1
=2%#0
2 0 #
Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.
-1 2 1
3 -1 2|=24842-12=0
2 0 2

Luego RgA’' = 2.
De aqui deducimos que:

RgA =2 = RgA’ < n° de incognitas = El sistema es compatible indeterminado (necesita

un parametro)

Volver al examen

2.2.18. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segiin el valor del para-

metro a:
ar + ay =
xr + Z = a
—2y + az = a

No es necesario resolver el sistema en ningin caso.

(Septiembre 08)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

=

o 2
S = O
L 2 O
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Vamos a empezar estudiando el determinante de la matriz de los coeficientes:

a a O B
1 0 1|=-d*4+2a=0=a(-a+2)=0=|
0 -2 a N

Por tanto:
- Sia#0,2= RgA= RgA’ =3 = Sistema Compatible Determinado.
- Si @ = 0 la matriz resultantes es:

0
0

o = O
o = O
o O O

-2

Es evidente que sobra la primera fila. Ademas el sistema resultante es homogéneo y por tanto
compatible. También es obvio que la segunda y tercera fila son linealmente independientes.

En consecuencia:

RgA = RgA’ =2 < 3 = n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.

- Si a = 2 la matriz que queda es:

2 2 010
1 0 1|2
0 -2 212
Tenemos que RgA = 2, pues
2 2
=-2#40
10 7

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada.

2 2 0
1 0 2|=-4+48=4#0
0 2

Luego RgA’ = 3.
De aqui deducimos que:

RgA =2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.
Volver al examen

2.2.19.

a) Discute el sistema de ecuaciones lineales:

2c — y 4+ z = 1
- 4+ y — z =0
y — z = 1

b) Resuelve el anterior sistema.
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(Junio 10
- Solucién:

a) La matriz asociada al sistema es:

2 -1 1|1
-1 1 -110
0 1 —-1]1

Vamos a empezar por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes.

Tenemos que:

=2-1=1+#0= RgA >2

Por otro lado el determinate de dicha matriz de coeficientes es:

—2-1414+2=0=> RgA=2

- Fase general)

Veamos ahora el rango de la matriz ampliada. Sabemos que RgA’ > 2, pues nos vale el mismo

menor que sirvio para el RgA. Bastara con ver que ocurre con el menor:

2 -1 1
-1 1 0|=2-1-1=0
0 1 1

En consecuencia tenemos que RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° de incognitas, por tanto el sistema

es compatible indeterminado y necesitaré un parametro para su resolucion.

transformar en parametro la incognita z.

Por tanto el sistema queda de la siguiente forma:

2 — y + A =1 2t — y = 1—2A
=
- + y — A 0 - + y A
Aplicando el método de reduccién tenemos:
2z — Yy = 1-=2A
—x + Yy = A
r=1

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion se tendria que y = A+ 1

Luego la solucién del sistema es:

1 4+ A

Del estudio anterior también deducimos que me “sobra” la dltima ecuacién y que tengo que

Volver al examen
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2.2.20. Discute, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

br + by = 1
3z + bz = b-2
- ¥y + z = b-3

(no es necesario resolverlo en ningun caso).

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

b b 0 1
3 0 b|b-2
0 -1 1|b6-3

Comenzaremos por estudiar el determinante de la matriz de los coeficientes.

0

b=0
3 0 b|=0-3=0=0b(b-3)=0= b s
0 -1 1 B

Estudiemos los distintos casos:
s Sib+#0,3= RgA= RgA’ =3 = n° incognitas = S. Compatible Determinado.

= Si b =0 la matriz que tenemos es:

0 0 0|1
3 0 0|-2
0 -1 1|3

Observando la primera ecuacién vemos que el sistema es incompatible.

= Si b =3 la matriz que tenemos es:

3 0|1
3 3|1
0 -1 1|0
3
Sabemos que RgA = 2, pues 0 ‘ =—-9+#0.
Vamos a ver el rango de la ampliada.
3 3 1
0 1|=-34+3=0
-1 0

Por tanto RgA = 2 = RgA’ # 3 = n° incognitas = Sistema compatible indeterminado (1
parametro).

Volver al examen



184 2. Algebra

2.2.21.

a) Diga, justificando la respuesta, si es de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

y — oz
—x + 4z = 0
2y — z =

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:
Sabemos que un sistema es de Cramer si la matriz de los coeficientes es una matriz regular, es

decir, su determinante es distinto de cero.

0 1 -1
~1 0 4 |=2-1=1#0
0 2 -1

Luego el sistema es de Cramer.

Vamos a resolverlo por la regla de Cramer.

1 1 -1

0 0 4

1 2 -1 4-8

= = :—4

v 4] 1

0 1 -1

-1 0 4

0 1 -1 1-1 0
o Al 1

0 1 1

-1 0 0

0 2 1] —2+41 |
° T 4] T

Volver al examen

2.2.22. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

T + vy = a+1
—2r — y + az = =2
(a+z + y — 2z = 2

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:
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La matriz asociada al sistema es:

a+1 1 -1 2

Vamos a estudiar el determinante de la matriz de los coeficientes.

1 1 0
-2 -1 a |=1+4ala+1)-2—a=1+d*+a-2-a=d>-1=0=a=+1
a+1 1 -1

Por tanto:

» Sia#+1 = RgA = RgA’ =3 = n° incégnitas = Sistema compatible determinado.

s Si @ =1 la matriz resultante es:

1
Tenemos que RgA = 2, pues 5 ) =1#0.
Veamos cual es el rango de la ampliada.
1 1 2
-2 -1 =21=0 Pues c3 = 2¢9
2 1 2

Luego RgA = RgA’ = 2 # 3 = n° incégnitas =—> Sistema compatible indeterminado.

s Si a = —1 la matriz resultante es:

-2 -1 —-1]|-2
0 1 -1 2

1

De nuevo RgA = 2, pues ) )

=1#0.

Veamos cual es el rango de la ampliada.

1 1 0
9 1 —2 |=-24442=4#0
0 1 2

Luego RgA = 2 # 3 = RgA’ = Sistema incompatible.

Volver al examen
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2.2.23. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

—r + 29 4+ =z a
x + (a—1y + az = 0
ar + 2 + oz —1

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

(Junio 11)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

1 a-1 a| = —(a—1)+2a®+2—ala—1)—2+2a=

= —a+142%4+42—-ad’>+a—2+2 =
= d*+2a+1=0=a=-1

Por tanto:
s Sia# —-1= RgA =3= RgA’ = n° incognitas = Sistema Compatible Determinado.

= Si a = —1 la matriz asociada es:

Es obvio que RgA = 1 y que RgA’ = 2 (basta con tomar = —1 # 0). Luego

RgA =1 +# 2 = RgA’ = Sistema incompatible.
Volver al examen

2.2.24. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

y + bz = 14+0b
x + 2z = 3-D
bxr — by 1-0

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

(Septiembre 11)

- Solucién:
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La matriz asociada al sistema es:

0 1 b|1+0b
0 1|/3-b
-b 0]1-0

S =

Vamos a estudiar el determinante de la matriz de los coeficientes, pues el sistema es 3 x 3.

0 b

b=0
1 0 1|=b-b=0=0b(1-b=0= b
b —b 0 -

s Sib#0,1 = RgA=3= RgA' = n° incognitas = Sistema Compatible Determinado.

= Si b =0 la matriz asociada es:

o = O
o O =
o = O
—_ W =

La dltima ecuacion hace que el sistema sea incompatible para este valor de b.

» Sib =1 la matriz asociada es:

—= = O

(e
S ==
S NN

—1
. 1
Es obvio que RgA = 2,pues 0 ‘ = —1+#0). Veamos el RgA’.
0
1 0 =2-2=0
1 -1

Por tanto RgA = 2 = RgA’ # 3 = n° incognitas = Sistema compatible indeterminado

(Necesita un parametro).

Volver al examen

2.2.25. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

r — y + 2z = a
- +y — az = 1
x +ay + (14+a)z = -1

(no hay que resolverlo en ningin caso).

(Junio 12)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:
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Vamos a estudiar el determinante de la matriz de los coeficientes, pues el sistema es 3 x 3.

1 -1 2
2 2 a=2
-1 1 —a =l4a4+a—-2a—2—-1—-a+a"=a"—a—-2=0— )
a=—
1 a l+4a
Por tanto:

» Sia#—1,2=— RgA = RgA’ =3 =n° de incognitas = Sistema compatible determinado.

s Sia = —1 la matriz resultante es:

-1 1 1] 1

1 1
Es obvio que RgA = 2, pues L0 =1#0.

Vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada. Para ello basta con estudiar el valor del

siguiente determinante.

-1 2 -1
1 1 1
-1 0 -1

Es evidente que este determinante vale 0, pues la primera y la tercera columnas son iguales.
Por tanto RgA = 2 = RgA’ # 3 = n° incognitas = Sistema compatible indeterminado

(Necesita un parametro).

= Sia = 2 la matriz asociada es:

Obviamente, en este caso, el sistema es incompatible, pues hay una incongruencia con las dos

primeras ecuaciones.

Volver al examen

2.2.26.

a) Encuentre, razonadamente, un valor del parametro a para el que sea compatible

determinado el sistema de ecuaciones:

ar + 2y + 2z = a+1
(a+l)zx — y — az = -1
-r + y + 2z = 2a

b) Resuelva el sistema para el valor de a encontrado.

(Junio 13)

- Solucién:
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La matriz asociada al sistema es:

a 2 1 |a+1
a+1l -1 —a| -1
-1 1 1 2a

Vamos a calcular el determinante de la matriz de los coeficientes. El sistema serd compatible
determinado para todos los valores de a que hagan el determinante distinto de cero.

a 2 1 V3
a+1 -1 —a|=-a+2a+a+1-1+a*>-2a(a+1)=a*>-2=0—= “=
0= —\2
-1 1 1
Luego cualquier valor de a distinto de v/2 y —v/2 nos vale. Voy a tomar a = —1 para resolver el

apartado b).

Para dicho valor el sistema resultante seria:
+ =z 0
-y + z = -1
y + z = =2

Vamos a resolverlo por Cramer. El determinante de la matriz de los coeficientes vale —1 (basta

con sustituir —1 en la féormula que obtuvimos antes). Por tanto las soluciones serian:

0o 2 1
-1 -1 1
-2 1 1 —4—-1-2+2
T = = =5
-3 -1
-1 0 1
0 -1 1
-1 -2 1 1—-1-2 5
V= -3 I
-1 2 0
0 -1 -1
-1 1 =2 —2+2-1
Z_ = :1
-3 -1

Volver al examen

2.2.27.

a) Estudie para cudles valores del parametro m es compatible determinado el si-

guiente sistema de ecuaciones:

1-2m)z — y — z = -1
m-1z + vy — 2z = 2
miz + y + z = 3

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones para m = 0.

(Septiembre 13)
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- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

1-2m -1 —-1| -1
m—1 1 -1 2
m?2 1 1 3

Para que el sistema sea compatible determinado tiene que ocurrir que Rg(A) = Rg(A') =
n° de incognitas = 3. Para que ocurra esto basta que el determinante de la matriz de los coeficientes

sea distinto de cero. Vamos a ver para que valores ocurre esto.

1-2m -1 -1
Al=| m—-1 1 —1|=1-2m4+m*—(m—-1+m?>+(m—-1)+1-2m=2m?—4m +2

m?2 1 1

Este determinante se anula donde 2m? — 4m + 2 = 0, es decir, cuando m = 1.

Por tanto, si m # 1 el sistema es compatible determinado.

En el apartado segundo de la pregunta nos piden que lo resolvamos para m = 0, valor para el que
es compatible determinado. Vamos a resolverlo utilizando la regla de Cramer. La matriz asociada

al sistema para este valor es:
1 -1 —-1|-1

El determinate de A vale 2 (Basta con sustituir en la expresion genérica m por 0). Por tanto

tenemos que:

1 -1 -1
2 1 -1
3 1 1 -143-2+3+2-1
xTr = = :2
2 2
1 -1 -1
1 2 -1
Lo 3 1| o43-143 7
y= 2 - 2 9
1 -1 -1
1 1 2
o1 3] 341-3-2 1
vy= 2 - 2 73

Volver al examen

2.2.28.

a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

T +y —4z = 2
2z -y — Z =
r —2y +3z = -1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

(Junio 14)
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- Solucién:

Es fécil observar que si sumas las filas primera y tercera da la segunda, lo cual nos hace ver que
el sistema es compatible indeterminado.

Vamos a hacerlo estudiando los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

Tenemos que la matriz de los coeficientes, A, es:

1 1 -4
A= 2 -1 -1
1 -2 3
. 1
Es obvio que el RgA > 2, pues ) =-3#0

Ademés dicho rango es 2, pues tenemos que:

1 1 -4
2 -1 -1 |=-3+16-1-4-2-6=0
1 -2 3

El rango de la ampliada es al menos dos. Veamos que es exactamente dos. Dado que el menor
que nos da dicho orden es el utilizado para la matriz de los coeficientes, basta con ver el menor de
orden tres formado por esas dos columnas y la de los términos independientes para decidir el rango

de la ampliada.

1 1 2
2 -1 1 |=1-84+1+24242=0
1 -2 -1

Luego el rango de la ampliada también es 2.

Por tanto, como RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° incog. tenemos que el sistema es compatible
indeterminado.

Vamos a resolver el sistema. Dado que el menor de orden 2 que nos ha dado distinto de cero es el
formado por las dos primeras filas y las dos primeras columnas, para resolver el sistema eliminamos

la dltima ecuacién y transformamos en pardmetro la incognita z. El sistema queda:

r o4+ oy = 244t
2 — y = 1+t

Aplicamos reduccion para resolver el sistema y tenemos que las soluciones son:

:v:1+§t y:1+zt z=t
3 3
Volver al examen
2.2.29. Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos
z+y=1
incognitas ) 5 } = S, cuya solucién es el punto Py = (2,—1) de R2.
—y=

Sea S’ el sistema que se obtiene al anadir a S una tercera ecuacion ax+by = c.

Conteste razonadamente las siguientes preguntas:
a) ;Puede ser &’ compatible determinado?
b) ;Puede ser S’ incompatible?

c) ;Puede ser &’ compatible indeterminado?
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(Julio 14)

- Solucién:

Este problema puede verse desde el punto de vista algebréico o bien desde el punto de vista
geométrico. Vamos a verlo de los dos modos.

Para estudiarlo algebrdicamente tendriamos que estudiar los rangos de las matrices resultantes.
Como el sistema primero que nos dan es compatible determinado tenemos que la matriz de los

coeficientes tiene rango 2. Veamos cual es la matriz resultante al anadir esa hipotética ecuacién

ar + by = c.
1 1
1 —-11]3
a b |c

Es obvio que la matriz de los coeficientes, en cualquier caso, tendra rango 2, pues lo tenia antes
de anadir la ecuaciéon y dicha ecuacion no anade ninguna columna més. Vamos a estudiar las tres

posibilidades que nos plantean.

a) S’ puede ser compatible determinado siempre que el rango de la matriz ampliada siga siendo
2, es decir, la nueva ecuacién anadida sea combinacién lineal de las dos primeras. Por ejemplo

podemos poner la suma de las dos.

b) &’ sera incompatible si el rango de la matriz ampliada es tres, es decir, la nueva ecuacion afia-
dida no es combinacién lineal de las dos primeras. Basta con sumar la parte de las incoégnitas

y no hacer lo mismo con los términos independientes.

¢) 8’ no puede ser compatible indeterminado, pues al afiadir una ecuacién el conjunto de solu-

ciones del nuevo sistema estard contenido en el del primer sistema, que s6lo tenia una.
Desde el punto de vista geométrico tendriamos:
a) Si, siempre que la nueva recta afiadida contenga al punto Py.
b) Si, cuando el punto Py no pertenezca a la nueva recta.

c¢) No, ya que los puntos que estan en S’ tiene que estar contenido en el conjunto de puntos que

estan en S y el primer sistema sélo tiene una solucién.

Volver al examen

2.2.30. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

r + Yy = b
—2r — y + (b-1z = -2
br + y — z = 2

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

(Junio 15)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

-2 -1 b—-1]-2
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Como es un sistema que tiene el mismo niamero de ecuaciones que de incognitas, vamos a empezar
por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes.

El determinante de esta matriz es:

1 1 0
—2 —1 b—1|=14bb-1)—-2—-(b—1)=14+b>-b—-2—-b+1=0b>—-2b
b1 -1

Igualando a cero obtenemos:

b=0
V¥ —20=0=0b(b—2)=0=
b=2
Por tanto:

= Sib#£0,2=— RgC = RgA =3 =n° de incognitas = Sistema compatible determinado.

= Si b =0, la matriz asociada al sistema queda:

1

=1#0.
-2 -1 7

Es obvio que Rg C' = 2, pues

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada:

1 1 0
2 1 2 |=-244+42=4+#0
0 1 2

Por tanto, RgC' = 2 # 3 = Rg A = Sistema incompatible.

= Si b= 2 la matriz asociada al sistema queda:

Es evidente que la tercera fila es proporcional a la segunda. Ademas el mismo menor que en
el caso anterior hace que el Rg C' = 2. El rango de la matriz ampliada es también 2. Por tanto
RgC = Rg A =2+ 3 =n° de incégnitas = Sistema compatible indeterminado.

Volver al examen

2.2.31. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

3y + bz = b—2
bx + by = 1
—x + z = b-3

(no es necesario resolverlo en ningun caso).

(Junio 16)
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- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 3 b|b—-2
b b 0 1
-1 0 1|b-3

Como es un sistema que tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas, vamos a empezar

por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes.

El determinante de esta matriz es:

St O

=b>—3b

S o W
= o o

Igualando a cero obtenemos:

b=20

b =3b=0=b(b-3)=0= b3

Por tanto:
= Sib#£0,3=— RgC = Rg A =3 =n° de incognitas => Sistema compatible determinado.

= Si b =0, la matriz asociada al sistema queda:

La segunda ecuacién nos dice claramente que el sistema es incompatible.

s Si b= 3, la matriz asociada al sistema queda:

0 3 3|1
3 3 01
-1 0 110
. 0 3
Es obvio que RgC = 2, pues 3 3 =—-9+#0.

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada. Basta con comprobar el menor de orden

tres que contiene las dos columnas del menor anterior y la de los términos independientes.

0
3

S W W

S =
Il
o

-1

Pues las columnas segunda y tercera son proporcionales. Luego el Rg A = 2.
Por tanto, RgC = Rg A = 2 < 3 = n° de incégnitas=—> Sistema compatible indeterminado.

Volver al examen
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2.2.32. Determine los niimeros reales a y b sabiendo que el sistema de ecuaciones
lineales
ax + by + 3z = 2
r + 2y — z =0
3. — y + =z =1

tiene al menos dos soluciones distintas.

- Solucién:
Si el sistema tiene al menos dos soluciones distintas quiere
indeterminado.

La matriz asociada al sistema es

a 3
2 —-110
3 -1 1
Es obvio que RgC > 2, pues
1 2
=-T#0
3 -1 7

(Julio 16)

decir que el sistema es compatible

Si tiene que ser compatible indeterminado tendra que ocurrir que Rg C' = 2, es decir,

0=]1 2 —-1|=2a—3-3-18-b—a=a—-4-21=0=a=4b+21

A su vez tendria que ocurrir que Rg A = 2, pues sino seria incompatible. Basta con imponer

que el menor formado por las dos primeras columnas y la de los términos independientes valga cero

(Rg A > 2, pues nos vale el mismo menor de orden dos que tomamos para garantizar el rango dos

en la matriz de los coeficientes).

4b+21 b 2
0= 1 2 0|=8+42-2-12-0=7+28=0=0b=—4
3 -1 1

Juntando las dos condiciones tenemos que
a=4b+21=-16+21=5

Los valores buscados son a =5y b= —4.

2.2.33.

a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

3x -5z = 3
3z —3y +2z = 0
QZ‘ -y — Z =

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

Volver al examen
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(Junio 17)

- Solucién:

Vamos a empezar por poner la matriz asociada al sistema.

3 0 5|3
3 =3 210
2 -1 —-1]1

Si resolvemos el sistema por el método de Gauss podemos contestar a los dos apartados de una

sola vez.
3.0 =513\ (momery (3 0 5|3
3 —3 2 |0 | BTESEROL g 3 7 |3
2 —1 —1]1 0 -3 7 |-3

Sobra por tanto una ecuacién y es facil observar que el sistema seria compatible indeterminado.

3z - 5% = 3
- 3y + 7z = -3

Si hacemos z = A tendriamos

El sistema resultante es

A
3x:3+5A:>x:3+35 —1+

—3y:—3—7)\:>y:_7:1+§)\

Volver al examen

2.2.34. Considere las matrices

a) Obtenga la matriz A- B y calcule su rango.
b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones

A-B-X=0.

(Junio 17)

- Solucién:

Vamos a realizar el producto

()4

Es obvio que las dos filas son proporcionales, luego el rango del producto es 1.

Veamos el segundo apartado. Planteemos el sistema.

o () () () (0)
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Luego el sistema es
z—2y=0
—x4+2y=0
El sistema es homogéneo, por tanto es compatible. Ademés, teniendo en cuenta el apartado

anterior, llegamos a la conclusién
RgC = RgA =1<2=n° de incognitas

Por lo tanto, el sistema es homogéneo compatible indeterminado. Para resolverlo nos quedamos

con la primera ecuacién y transformamos y en parametro.

=A
Y = y=A, =2\
rz—2y=0

Volver al examen

2.2.35. Counsidere el sistema de ecuaciones

z + vy =0
x -z =1
ar +by 4+cz =1

Obtenga valores de los parametros a, b y ¢ en los siguientes casos:
a) Para que el sistema sea compatible determinado.
b) Para que el sistema sea compatible indeterminado.

c) Para que el sistema sea incompatible.

(Julio 17)

- Solucién:
Es mas un ejercicio tedrico que practico. Vamos a comenzar, ya que es un sistema 3x3, calculando

el determinante de la matriz de los coeficientes.

0
—1|=—-a—c+b

a b ¢

Para el primer apartado basta con coger valores de a, b y ¢ que no anulen el determinante. Por
ejemplo podemos tomar a =0, b =1y ¢ = 0. Con estos valores el determinante es distinto de cero
y por tanto

RgC = Rg A = numero de incognitas = S.C.D.

Vamos a ver los otros dos apartados. Es obvio que el rango de la matriz de los coeficientes al

menos es 2 independientemente de los valores de a, b y ¢, pues

1 0

— 140
0 -1 7

Para que ocurra cualquiera de las dos condiciones que faltan (sistema incompatible o sistema

compatible indeterminado) el RgC = 2.
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Vamos a empezar por ver lo que nos pide el segundo apartado, es decir, que sea compatible

indeterminado. Para que ocurra eso tiene que ocurrir
RgC=RgA=2

Como el menor de orden de orden dos que hemos cogido para comprobar que RgC = 2 esté
formado por las dos dltimas columnas, basta, para calcular el rango de la ampliada comprobar el

determinante formado por esas dos columnas y la de los términos independientes.

0 0
-1 1|=-1-c
b ¢ 1
Este determinante se anula para ¢ = —1.

Luego si tomamos valores que anulen el determinante de la matriz de los coeficientes y donde

c = —1 tendré que
RgC = Rg A = 2 # nimero de incognitas =—> S.C.I.

Bastaria con tomar a« =0, b = —1 y ¢ = —1. Es facil comprobar que cualquier menor de orden
tres que tomes en la ampliada con esos valores da cero.

Veamos el iiltimo caso. De lo anterior deducimos que si tomamos ¢ # —1 y los valores el Rg A = 3.
Basta con tomar los valores de a y b junto con el valor de ¢ de tal forma que hagan que el RgC' = 2.

Podemos tomar c =1, a =0y b= 1y se cumpliria lo que queremos.

Volver al examen
2.2.36.
a) Discute, en funcién del del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales
r + y — 2z =1
r + ay + az =1
ax + 3y + z =a
b) Resuelve el sistema para a = 2.

(Junio 18 - Anulado)

- Solucién:

Empecemos por el primer apartado. La matriz asociada al sistema es

1 1 —-1]1
1 a a |1
a 3 1 |a

Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficientes. Como tenemos parametros estudiamos

primero el mayor rango posible.

-1

=2
a |=a+ad>—-34+a>-1-3a=21>-2a—4=0=— @

a=—1

Q = =
w Q =

Por tanto



2.2. Sistemas de ecuaciones 199

s Sia#—-1,2= RgA = RgC =3 =n° de incdégnitas = Sistema compatible determinado.

= Si a = —1 la matriz asociada al sistema quedaria

1 1
El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues ) ) =-2#0.

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada. Como ya sabemos s6lo es necesario
comprobar aquel menor de orden tres que contenga al menor de orden dos que nos garantiza
el rango dos. El tnico menor que hay que comprobar es el formado por las columnas primera,

segunda y cuarta. Dicho menor es

1 -1 1 |=1-143-141-3=0

En consecuencia

RgC = Rg A =2 < 3=n°deincognitas = Sistema compatible indeterminado

= Si a =2 la matriz asociada al sistema quedaria

11 —-1]1
1 2 2
2 3 1|2

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues

1
2’—1¢a

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada. Como ya sabemos sélo es necesario
comprobar aquel menor de orden tres que contenga al menor de orden dos que nos garantiza
el rango dos. El tinico menor que hay que comprobar es el formado por las columnas primera,

segunda y cuarta. Dicho menor es

N =
W N =
N = =
Il
o

Es facil observar que la primera y la tercera columna son iguales, por lo tanto el determinate
serd cero. En consecuencia

RgC = RgA =2 < 3=n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado

Vamos a hacer ahora el segundo apartado. Si a = 2 el sistema resultante es

r + y - z =1
r + 2y + 2z =1
2r 4+ 3y + =z =2
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Vamos a resolverlo por el método de Gauss.

1 1 —-111 (FZ:szFl) 1 1 —-1]1
1 2 92 |1 | PEEPAL o
2 3 2 0 1

Luego nos sobra la tercera ecuacion, resultando el siguiente sistema

r + y — 2z =1
y + 3z =0
Haciendo z = \ tenemos

r + y =14+

— rx—-3A=14+ A=z =144\
y =3

Luego la solucion del sistema es

1+ 4

[STIENSIR S
I
I
w
>

Volver al examen

2.2.37.

a) Discuta, en funcién del parametro ), el sistema lineal de ecuaciones

r + 2y - z =0
Az + oy + z =1
r + y + Az =1

b) Resuelva el sistema para A = 1.

(Junio 18)

- Solucién:

Empecemos por el primer apartado. La matriz asociada al sistema es

-110

e
— =N

1
Al
Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficientes. Como tenemos parametros estudiamos

primero el mayor rango posible.

-1
1 |[=A4+2-2+1-2X)2-1=-2224+2=0=—
A

A=1
A=-1

[
= = N

Por tanto

s SiA# —1,1= RgA = RgC =3 = n° de incognitas = Sistema compatible determinado.
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= Si A =1 la matriz asociada al sistema. quedaria

1 2 —-1]0
1 1 1|1
11 1|1

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues =—-1+#0.

Es obvio observar que sobra la tercera fila, luego el rango de la matriz ampliada también sera
dos. En consecuencia

RgC = Rg A =2 < 3 =n° de incoégnitas = Sistema compatible indeterminado

s Si A = —1 la matriz asociada al sistema quedaria
1 2 —-11]0
-1 1 1
1 1 —-1]1
. . 1 2
El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues - =3#0.

Veamos cuanto vale el rango de la matriz ampliada. Como ya sabemos s6lo es necesario
comprobar aquel menor de orden tres que contenga al menor de orden dos que nos garantiza
el rango dos. El tnico menor que hay que comprobar es el formado por las columnas primera,

segunda y cuarta. Dicho menor es

=1+4242-1=4#0

I
—_
— =N
— = O

Luego RgC =2 # 3 = Rg A = Sistema incompatible

Vamos a hacer ahora el segundo apartado. Vamos a resolverlos para A = 1. Sabemos que com-

patible indeterminado y es facil observar que sobra la tercera fila. El sistema seria

r + 2y — 2z =0
z + y + 2z =1

Si hacemos y = A tendriamos
r — z = =2X
r + z = 1=X
Resolviendo el sistema por reduccién tendriamos
1 3
2r=1-3A = ax==—=A
x T=5-3

Sustituyendo en la segunda ecuacién tendriamos

1 1
z:l—)\—f—kg)\:f—i-

2 2 A

| —
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Luego la solucién del sistema es:

1 37
— 2
=3 2
y= A
1 1
- = ZA
#= 5 7 |

Volver al examen



Capitulo 3

(Geometria

3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio

3.1.1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que, siendo tangente a la recta
y = /3 2, sea tangente al eje de abcisas en el punto (3,0). (Indicacién: tg60° = /3,
3
tg30° = i)
3
(Septiembre 00)

- Solucién:

La figura 3.1 nos muestra una visién del problema.

o y=\3x

oy 30°

PG3,0)

Figura 3.1: Representacion detallada del problema

Vamos a utilizar propiedades conocidas de las circunferencias. Se sabe que la recta que pasa por
el centro de la circunferencia y por el punto de corte de las dos tangentes (en nuestro caso el origen
de coordenadas) es la recta bisectriz del &ngulo formado por las tangentes. Como la recta y = v/3
forma un angulo con la horizontal de 60°, se deduce que la recta anteriormente citada forma un
angulo de 30° con la horizontal (ver figura 3.1). También es obvio que el radio es perpendicular
con la horizontal en el punto de tangencia (por ser el eje de abcisas una de las tangentes), luego
tenemos el tridngulo rectangulo que podemos ver en la figura 3.1.

De aqui deducimos:

3
tg30":§:>7“:3~t9300=3%:\/§

203
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Por tanto el centro es C (3,v/3) y la ecuacién buscada es:
) 2
(x—3)"+ (y—\/g) =3
Volver al examen

3.1.2. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacién z +y + 2z = 3, que
corte a la recta de ecuaciones z =0, z = 0, y que también corte a la recta de

ecuaciones z =1, y = 0.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a coger un plano paralelo al que nos dan. Luego vamos a cortarlo con las dos rectas
indicadas. La recta que pasa por estos dos puntos esta contenida en este iltimo plano, por tanto es
paralela al plano que nos dan y por supuesto corta a las rectas indicadas.

Como plano paralelo vale el plano x+y+ 2z = 1. Si cortamos este plano con las rectas obtenemos:
» Conz=0,2=0= A(0,1,0).
«» Conz=1,y=0= B(0,0,1).

La recta buscada pasa por los puntos A y B, por tanto queda definida por A(0,1,0) y por
AB = (0,-1,1).

En forma paramétrica, la ecuacién resultante es:

z= 0
y= 1 =X
z= +A

Volver al examen

3.1.3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z —2y+z2=1y
que también sea paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas

(27 Oa 1)7 (07 27 1) y (1a _170)'

(Junio 01)

- Solucién:

Bastara con coger planos paralelos a los dos que nos dan y el corte de dichos planos seré la recta
que buscamos.

Vamos a empezar por calcular la ecuaciéon general del plano que pasa por los tres puntos, que
denominaremos: A(2,0,1), B(0,2,1),C(1,—1,0).

Como vectores directores de este plano tomamos 1@ y /T(j”, cuyas coordenadas seran:

AB = (~2,2,0) y AC = (~1,—1,-1)
Por tanto, la ecuacion del plano vendra determinada por A, @, ﬁ

r—2 -2 -1
y 2 1 |=—2@-2)+2(z—-1)+2(x—-1)—2y=
z—1 0 -1

=20 +4+22—-2+4+22-2-2y=-2x—2y+42=0
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Por tanto podemos tomar como ecuaciéon de dicho plano x + y — 2z = 0.

Tenemos por tanto dos planos que son:

r — 2y + 2z — 1 =0
r 4+ y - 2z =0

Para conseguir nuestra recta cogemos dos planos paralelos a ellos, para lo que basta con cambiar

los términos independientes.

xr — 2y + z — 3 =0
r + y — 2z 4+ 8 =0

Esté seria la ecuacién de la recta buscada.

Volver al examen

3.1.4. Calcular un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coorde-
nadas (1,0,2) y (2,1,0).

(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a realizar el producto vectorial de los dos vectores, pues el vector asi obtenido sera

ortogonal a los dos. Después normalizaremos ese vector y obtendremos el vector buscado.

ik
GAT=|1 0 2 |=4j+k—27
2 1 0

Luego un vector ortogonal a ambos seria @ = (—2,4, 1).
Vamos a normalizarlo. Su moédulo vale |@| = /4 + 16 + 1 = v/21.

Dividiendo el vector por su médulo obtenemos el vector o buscado:

Volver al examen

3.1.5. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z + z = 2 y corte

perpendicularmente a la recta de ecuaciones ©+y =0,y + z = 2.

(Septiembre 01)
- Solucién:

El procedimiento que vamos a seguir lo narro a continuacién. Nuestra recta va a ser el corte de
dos planos, uno paralelo al primero (con eso garantizamos que la recta es paralela al plano) y el
otro va a pertenecer al haz de planos que obtenemos a partir de los planos que definen la segunda
recta. De esa forma, como nuestra recta estard contenida en dicho plano cortard a la que nos dan.
El plano que eligiremos seré aquel que haga que la recta obtenida corte perpendicularmente a la
dada en el enunciado.

Dicho esto nos ponemos manos a la obra. Es ficil obtener un plano paralelo al que nos dan,
valdria z + z = 0. Vamos a por el otro. El haz de planos a que nos referiamos tendria la siguiente
forma:

alr+y)+y+2-2=0
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Luego nuestra recta quedara definida por los planos:

Tz ]:> . e (3.1)

alz+y)+y+z—2 = 0 ar + (a+1l)y + z = 2

Vamos a buscar cual es el vector director de las rectas (en funcion de «) para después decidir

cual es el perpendicular a la recta dada. Resolviendo el sistema tenemos:

x + 2z =0
z= A=z =-\
ar + (a+ly + 2z = 2
Sustituyendo:
a—1
-2 1 A=2= Ny=2-X A=y =
a(=A) + (e + 1)y + (a+ 1y ta v=o1t o

Luego la ecuacion de la recta en forma paramétrica, en funcién de «, seré:

r = — A
2 a—1 a—1
= )\ :_': _17 71
Y a+1 a+1 v ( a+1 )
z = A

Vamos a encontrar el vector director de la recta que nos dieron.

v+y=0 y=A=—=zx=-A,z2=2-A
y+z=2

r = - A

Yy = A :>1j:(—1,1,—1)
z = 2 — A

Nos falta por encontrar el valor de o que hace que « y ¥ sean perpendiculares, es decir, que

u-7=0.

1 1 1
@ d=(11,-1) (-1, - 1)=1+2"" 1-0=2""—0=na=1
a—+1 a+1 a—+1

Luego, si sutituimos a = 1 en la ecuacion (3.1), la recta pedida es:

x + z =0
r + 2y + 2z = 2

Volver al examen

3.1.6. ;Qué angulo deben formar dos vectores no nulos €y ¥ para que ambos tengan

el mismo médulo que su diferencia ¢ — o/

(Septiembre 01)
- Solucién:

Queremos que:

el = |d] = |&— 7] (3.2)
Sabemos que
(::) U - W
cos(U, W) = ————
’ ] - ||
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Si aplicamos esta ultima férmula a los vectores € — ¢ y € — ¢ tendremos:
) € e+U-U—-2
e—17

!

™)

cos(e”f?,e?f ¥) = (6_,_ v_,) d
&= a]-|

oy
Sie

—~
—

_ @ + 191 — 21 - |9] cos (€, ¥)
e~ ]é— o]

U) = 1, resulta:

Teniendo en cuenta 3.2 y que cos(€ — U, — ¥
2 2 2 =,
_9 —
1 le]” + le] ﬂ|2|é1 cos (€, V) 9 2|2 cos(ET) = | =
€
—~ e —~, 1
¥) = =1 = cos(e, V) = 3

= 2 —2cos(€,¥) =1 = —2 cos(e,

Luego el angulo buscado es:
@0 =3
’ 3

R . ) .
Otra forma de verlo es darse cuenta que si €, U y e — v tienen el mismo moédulo, el tridngulo que

forman es equilatero, como podemos ver en la figura:

De aqui deducimos que el dngulo tiene que ser —.
Volver al examen

3.1.7.

¢ de coordenadas (1,1,3).

- Solucién:
Sean @ y v los vectores buscados.

tiene que cumplirse
€=7-€=0

IS

Dos vectores validos para lo que buscamos serian:

Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al vector

(Junio 02)

Para que sean linealmente independientes basta con no ser proporcionales y para ser ortogonales

Volver al examen
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3.1.8. La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y su
vértice V esta situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base.

Calcular el d4ngulo que forman los planos ABV y BCV.

(Junio 02)

- Solucién:
Vamos a asignarle coordenadas a los puntos que nos dan. A(2,0,0); B(2,2,0);C(0,2,0)y V(1,1,3).

Vamos a calcular los planos.

- Sea m = ABV. Para calcular la ecuaciéon de este plano vamos a usar el punto A y los vectores
zﬁ y ﬁ, es decir A(2,0,0); zﬁ =(0,2,0) y F/ = (—1,1,3). Por tanto:

r—2 0 -1
y 2 1 |=6(x—2)+22=06x—12+4+22=0
z 0 3

Luego la ecuacion del primer plano serd m = 3z + z = 6.

—
- Sea 7' = BC'V. Para calcular éste usaremos B y los vectores ]_% y BV, es decir, B(2,2,0) ;
B? =(-2,0,0) y BT} = (—1,-1, 3). Por tanto:

r—2 -2 -1
y—2 0 -1 |=2z2+6(y—2)=22z+6y—12=0
z 0 3
Luego la ecuacion del segundo plano es 7/ =3y +2 =6

Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden, es decir el dngulo que forman 7 y #’. Sus

vectores normales son 7 = (3,0,1) y n’ = (0,3,1). En consecuencia:

n-n'

1 1
— = a = 84°15'39"

il - |n’| V10410 10

cos =

Volver al examen

3.1.9. Determinar si el plano 3z —2y+ 2z = 1 es perpendicular a la recta de ecuaciones
—x =3y+3z,y+2z = —1. Determinar también si es paralelo a la recta que pasa

por los puntos de coordenadas (1,—1,1) y (—1,—1,0).

(Septiembre 02)
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- Solucién:
Veamos lo primero.

Vamos a calcular el vector director de la recta (@) como producto vectorial de los vectores

normales de los planos que la determinan.

z + 3y + 3z =0 | =
Yy + 2z =-1| =

%

@=n A = —=6i+k—2]—3i=3i—2/+k=i=(3-21)

O = Sy
W Sy
N W F

Como el vector normal al plano era el mismo, deducimos que la recta es perpendicular al plano.
Veamos ahora lo segundo. Llamemos P(1,—1,1) y Q(—1,—1,0). Por tanto la recta tendréa como
vector director ]@ =(-2,0,-1).

Para ver si la recta es paralela al plano vamos a ver si 77 es ortogonal a ]@
PO =(3,-21).(-2,0,-1)=6-1=-T#0
Luego no son paralelos.
Volver al examen
3.1.10. Sabiendo que los lados de un rectangulo ABCD miden 1 y 3 metros, calcular

el producto escalar de los vectores C@ y E, y el médulo del producto
vectorial de los vectores C@ y ﬂ

(Septiembre 03)

- Solucién:

Vamos a asignarles coordenadas a los puntos:
D(0,0,0), A(3,0,0), B(3,1,0), C(0,1,0).
Vamos a ver paso a paso cada una de las dos cosas que nos piden calcular:

- Para hallar el producto escalar pedido vamos a calcular primero los vectores y a continuacién
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haremos el producto.

OB = (3,0,0) ) )
AD = (—3,0,0) ] — CB- 4D = (3,0,0) - (~3,0,0) = -9

También podiamos haber aplicado la definicion de producto escalar, ya que el dngulo que

forman los vectores es 180° y sus moédulos son tres en ambos casos. Por tanto:

@~ﬁ:‘@‘-‘ﬁ’-cos(cﬁ)> =3.3.(-1) =9

—
- Para calcular el producto vectorial es necesario calcular el vector BA, pues el vector C@ ya

lo calculamos antes.

BA=(0,-1,0)

Ahora realizaremos el producto vectorial y posteriormente calcularemos el moédulo.

O

CBABA =

S W =
o O =
I
|
w
e

—
Por tanto ‘C@ A BA‘ = 3.
Aqui también podemos utilizar que el modulo del producto vectorial es el area del paralelo-

gramos que forman los vectores, que es obvio que vale 3.

Volver al examen

3.1.11. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo
a la recta de ecuaciones r+y =1,y + z = 2, y también sea paralelo a la recta

que pasa por los puntos de coordenadas (1,1,0) y (0,1,1).
(Septiembre 03)
- Solucién:

Para calcular el plano usaremos un punto y dos vectores. Como punto usaremos el origen y como

vectores los vectores directores de las dos rectas. Vamos a calcular estos iltimos:

- Empezamos por la primera recta, multiplicando los vectores normales asociados a los planos

que la definen.

+y=1| =n] I

X - n , 1y = - - -

Y " —d=mAm=|1 1 0|=i+k-]

y+z2=2 = nsy = (0,1,
0 1 1
Luego el primer vector buscado es @ = (1,—1,1).
- En la segunda recta un vector valido es:
v=1(0,1,1) — (1,1,0) = (-1,0,1)
Por tanto la ecuacién del plano es:
x Yy =z
0= 1 -1 1l|=—2—y—2—y=—a—-2y—=2
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es decir, valdria
r+2y+2=0

Volver al examen

3.1.12. ;Qué relacién hay entre los coeficientes de las ecuaciones
ax+by+cz=d,dz+bVy+cz=d

de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.

(Junio 04)

- Solucién:

La relacién que deben guardar es:

RN
SHEW

&y
<
Q\‘Q

Ello se debe a:
1. La doble igualdad implica que los vectores normales son proporcionales y por tanto paralelos.
2. La desigualdad hace que no hablemos del mismo plano.

Volver al examen

3.1.13. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos
de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también sea paralela al plano

x4+ 2y + 3z =0, y que no esté contenida en ninguno de estos dos planos.

(Septiembre 04)

- Solucién:

Para eso vamos a considerar sendos planos paralelos a los que nos dan y la recta en que se cortan
es paralela a ambos planos y no esti en ninguno.

Empezemos por calcular la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos. Dichos puntos son
A(1,1,0); B(1,0,1) y C(0,1,1). Para hallar la ecuaciéon del plano vamos a considerar el punto A y
los vectores /@ y A

Los vectores son AB = (0,-1,1) y AC = (—1,0,1). Por tanto la ecuacion del plano es:

z—1 0 -1
r=|ly—-1 -1 0 |[=—(-1)—-(y—-1)—-z=—24+1-y+1-2=0=
z 1

= c+y+z2—2=0

Tenemos, en consecuencia, dos planos y voy a coger dos planos paralelos a ellos para construir
la recta:
Plano 1° — z+y+2—-2=0— 2+ y + 2+ 3 = 0 (Paralelo)

Plano 2° — z+2y+32 =0 — z + 2y + 3z — 1 = 0 (Paralelo)

Por tanto, una recta posible es:

z+y+2+3=0
r+2y+32—-—1=0
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Volver al examen

3.1.14. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el coseno

del angulo PAC, donde P es el punto medio del lado BC:

(Junio 05)

- Solucién:

El angulo al que nos referimos viene representado en la figura 3.2

Figura 3.2: Vision del angulo
Para resolverlo vamos a asignarle coordenadas a los puntos:
A(0,0,0); B(0,0,1); C(0,4,1); D(0,4,0); P(0,2, 1).

El angulo que buscamos seria el formado por los vectores ﬁ =(0,2,1) y ﬁ =(0,4,1). Por

tanto tendriamos:

AP AC (0,2,1) - (0,4,1) 048419
‘ﬂ%’.‘ﬁ‘_\/02+22+12-\/02+42+12_\/4+1-\/16+1_\/%

cos =

En consecuencia:

9
o = arccos—— = 12°31744"

V85

Volver al examen

3.1.15. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0);(0,1,0) y (0,0,1) respecti-

vamente
a) Calcular el area del tridAngulo que forman los puntos A, By C.

b) Determinar el angulo que forman los vectores z@ y /@
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(Septiembre 05)

- Solucién:
Es facil observar que el tridngulo que forman los puntos es un tridngulo equilatero.

a) Empezaremos por calcular el area del tridangulo. Dicho area se calcula con la formula:
1

Vamos a calcular los vectores y a realizar el producto vectorial:

AB = (~1,1,0) y AC = (~1,0,1).

Por tanto. L.
i j k
ABAAC=| -1 1 0|=i+k+j=—ABAAC =(1,1,1)
-1 0 1
En consecuencia, el area buscada es:
1,1,1
4 L1l VB

b) Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden. para ello usamos la férmula conveniente que

es:
——.  [ABAC| 040 o

cos(ﬁ,@)z ‘E‘ . ’ﬁ‘ = V22 D)

Por tanto: .
a= arccos§ = 60°

También podiamos haber tenido en cuenta que el tridngulo es equilatero, con lo que el angulo

tiene que ser de 60°.

Volver al examen

3.1.16. Hallar un vector de m6dulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas
(0,1,1) y (2,1,0).
(Septiembre 05)

- Solucién:

Una forma posible es calcular el producto vectorial de los vectores y obtendremos un vector
ortogonal a ambos, después lo normalizamos y terminamos.

Vamos a llamar @ = (0,1,1) y ¥ = (2,1,0).

g

Il

2y

>

<y

Il
N O =y
— = Sy
S =Y

Il

)

S

|

)

=N

|

=

g

Il

—

\.}—‘

N

|

)

SN~—

El vector que buscamos lo obtenemos dividiendo @ entre su méodulo.

13_(*UL*D_(—12‘4)
o]  V1+4+4

3733

Volver al examen
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3.1.17. Determina la relacién que debe existir entre ¢ y b para que los puntos de

coordenadas (1,0,0), (a,b,0),(a,0,b) y (0,a,b) estén en un plano.

(Junio 06)

- Solucién:
Para que ocurra lo que nos piden los vectores E, /ﬁ y ﬁ tiene que ser linealmente depen-
dientes. Veamos cuales son esos vectores e impongamos que el determinante que los tiene como filas

valga 0.

AB = (a—1,b,0;AC = (a —1,0,b) y AD = (~1,a,b)

Su determinate es

a—1 b 0
a—1 0 b|=-b=b(a—1)—abla—1)=0=> %7 —ab> + % — a®b+ab =0 =
-1 a b

a=0
= ab(-b—a+1)=0= | b=0
-b—a+1=0=b=—-a+1

Volver al examen

3.1.18. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2,3) y por la

recta de ecuaciones r +y=1,y+z = 1.

(Junio 06)

- Solucién:

Vamos a llamar A al punto que nos dan. Vamos a pasar a paramétricas la ecuaciéon de la recta
y asi tendremos un punto (que llamaremos B) y el vector director (%) de la misma. Para encontrar
la ecuacion del plano usaremos A, AB, .

Hacemos y = A y nos resulta:

r+ A =1 z= 1 =X\
B(1,0,1)
Yy =) == y= by =N _
= (-1,1,-1)
Atz =1 z= 1 =X

De aqui deducimos que el plano queda determinado por:
A(1,2,3) AB=(0,-2,-2) d=(-1,1,-1)
Por tanto la ecuacion del plano es:

z—1 0 -1
y—2 -2 1 |=2(z-1)+2y—-2)—-2(z—-3)+2(zx—-1)=
z—3 -2 -1

=2r—242y—4-224+64+2x—-2=4r+2y—22-2=0

Una ecuacién mas simple seria
2z4+y—2—-1=0

Volver al examen
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3.1.19. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas (1,0,0) y (0,1,0),

y sea paralelo a la recta
r 4y +z =2
T -y 4z =2

(Septiembre 06)

- Solucién:

Supongamos que nuestros puntos son A(1,0,0) y B(0,1,0).

El plano que buscamos va a quedar definido por uno de los puntos (por ejemplo A), por el vector
AB y por el vector director de la recta ().

Vamos a calcular primero los vectores 1@ y U.
- AB = (-1,1,0).

= El vector u lo obtenemos al hacer el producto vectorial de los vectores normales a los planos

que definen la recta.

+ —9 n=(1,1,1 .
T 4y +z :>_n>1 ( ) e G— AT
x -y +z =2 ns =(1,-1,1)
Por tanto,
i 7k
G=mAmb=|1 1 1|=i+j—-k-kF—f+i=2i—2k—=i=(20,-2)
1 -1 1

Por tanto la ecuacién del plano es:

Yy 1 0 |=—2x-1)—-22—-2y=—-2x4+2-22—-2y=0
z 0 -2

En consecuencia el plano buscado tiene ecuaciéon
z+y+z2z—1=0

Volver al examen

3.1.20. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que el punto P = (0, a, b)
esté en el plano determinado por los puntos A = (1,0,0), B = (1,1,1) y
C=(0,21).

(Junio 07)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular la ecuaciéon del plano. Para ello usamos como punto A(1,0,0) y
como vectores E(O, L)y AC = (—1,2,1).

La ecuacion sera:
z—1 y

0= 0 1
-1 2

=(xz-1)—-y+z—-2@x-1)=z-1-y+z—-22+2=—2—y+2+1

— =W
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Por tanto, una ecuacion vélida para el planosera t=x+y—2—1=0

Vamos a imponer que P € 7, resultando la relacién buscada
a—b—1=0

Volver al examen

3.1.21. Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas
(1,2,1).

(Junio 07)

- Solucién:

Llamemos a nuestro vector 4 = (1,2,1). Para obtener un vector ¢ ortogonal a un vector, en
nuestro caso , basta con tomar un vector en el que hacemos una coordenada 0, intercambiamos
las otras dos y cambiamos una de ellas de signo.

En nuestro caso podriamos tomar el vector ¢ = (0,1, —2). Ademaés nos piden que sea de médulo

uno, luego vamos a normalizarlo.

7 =vV0+1+4=15

Por tanto, el vector buscado es:

Volver al examen

3.1.22. Sean iy ¥ dos vectores ortogonales de médulo 4 y 3 respectivamente. Calcula
el médulo de los vectores @+ ¥ y © — ¥, indicando los resultados teéricos en

que te basas para ello.

(Junio 08)

- Solucién:

Tenemos que ¥ y ¥ son ortogonales y que |@] =4 y que |7 =3

- Vamos a calcular el médulo de @ + ¥.

—~

@+3 Y V@0 @+ o 2@l + o +2a-7L \|a? + 19 = Ve F9 =5

- Vamos a calcular el médulo de @ — ¥.

i-3 Y@= 0-@-0 2@l + o —2a-7L |a? +19 = V6 +9 = 5

Vamos a comentar los conceptos teoricos utilizados.
(1) Nos basamos en la definicién de modulo de un vector en funcion del producto escalar.
|

(2) Usamos la propiedad que dice: “ @ - @ = |

(3) Hemos utilizado la propiedad del producto escalar que dice: “El producto escalar de dos

vectores ortogonales es cero”.

También podemos darnos cuenta, como vemos en la grafica, que son tridngulos rectangulos y

por tanto basta con aplicar el teorema de Pitagoras.
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<l

u—v

1

u—+v

S

Volver al examen

3.1.23. Sean @ y b dos vectores no proporcionales del espacio real tridimensional.
. Qué relacién existe entre las direccciones de d y b y la direcciéon de su
producto vectorial? ;Cuanto vale el médulo del producto vectorial de d y
b?
(Junio 08)

- Solucién:
A la primera pregunta contestamos, por definicién de producto vectorial, que la direccion del
mismo es perpendicular a la de los dos vectores.

La segunda pregunta tiene también facil respuesta.

an E‘ =ldl- ‘l_)" - sen (é’, [_;)
Volver al examen

3.1.24.

a) Determina la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular al plano

z+y=1.

b) Calcula el punto donde la recta obtenida corta al plano dado = + y = 1.

(Septiembre 08)

- Solucién:
Contestaremos primero al apartado a.
Como la recta es perpendicular al plano valdra como vector director de la misma el vector normal
al plano.
mx+y=1=7(1,1,0)

Por tanto la ecuaciéon paramétrica de la recta es:

r=14+ A
y=1+2A
z=1

Su ecuacién en forma continua sera:
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De donde deducimos que su ecuacién general seréa:

T y N T —y 0

Veamos ahora el apartado b.

Para ello usaremos la ecuacién paramétrica de la recta y sustituiremos en la ecuacién del plano.

1

Por tanto, el punto buscado es:

1 1
r=1— -

2

1 11
- == = =1
o (=i
z=1

Volver al examen

3.1.25.

a) Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,1,1) y corta perpen-

dicularmente a la recta
x—1 'y =z+1

2 1 1

b) Calcula el punto donde se cortan la recta y el plano.

(Septiembre 08)

- Solucién:

Calculemos primero el plano que nos piden en el apartado a).

Como dicho plano corta perpendicularmente a la recta, el vector director de la misma valdra
como vector normal del plano. Por tanto, dicho vector normal es 7(2, 1,1).

En consecuencia, la ecuaciéon del plano es:

2x+y+2+D=0
Como el plano pasa por el punto de coordenadas (1, 1,1), sustituyendo estas coordenadas en la
ecuaciéon anterior podemos calcular el valor de D.

241+1+D=0= D=4

La ecuacién del plano buscada es 2z +y + 2z — 4 = 0.
Vamos a resolver el segundo apartado.

La ecuacién paramétrica de la recta es:
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Sustituyendo en la ecuacién del plano obtenemos el valor de A, y de ahi el punto buscado.
1
2(1—|—2)\)+)\—1+)\—4:O:>2+4)\+)\—1+)\—4:O:>6)\:3:>>\:5

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacién paramétrica de la recta obtenemos las coordenadas

de dicho punto:

r= 1 + 1 = 2
_ 1 _ 1 1 1
1 1
= -1 - - _Z
i T3 l

Volver al examen

3.1.26. Dadas las rectas

{x+y+z:0 ,{m+y+ z =0
T , T

r—y+z=1 axr + + bz =0

determine la relacién que debe existir entre a y b para que:
a) r y r’ sean paralelas.

b) r y r’ sean perpendiculares.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a empezar calculando unos vectores directores de las rectas y después contestaremos a
los interrogantes que nos plantean.

Cada recta viene definida como corte de dos planos, por tanto el producto vectorial de los
vectores normales de dichos planos valdra como vector director de cada recta.

Empecemos por r:

Los vectores directores de los planos que definen a r son ] = (L,1,1) y ns = (1,-1,1).

Por tanto:

=

d=ni \Np =

== e

Hacemos lo mismo con r’ y tenemos que los vectores normales en este caso son 771 =(1,1,1)y
77; = (a,0,b).

Luego,

e . L . - =
d =ni Any= =bi+aj—ak—bj=bi+ (a—0b)j—ak=d = (bja—b,—a)

Q = Sy
O = Sy

Una vez calculados los vectores pasamos a contestar las cuestiones que nos plantean.
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- —
a) Para que sean paralelas tiene que ocurrir que d tenga la misma direcciéon que d’, es decir, sus

coordenadas tienen que ser proporcionales. Por tanto

2: 0 :_—2:>—2a:—2b:>a=b
b a—-b —a

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores de las rectas tiene

que valer 0. Luego

L=
d-d =0=(2,0,-2) (ba—b,—a)=2b+2a=0=2b=—-2a=b=—a

Volver al examen

3.1.27.

a) Calcule el punto de corte del plano IT: z +y =0 y la recta

T = A
T y= -2
z = 1 + A

b) Determine la recta s que esta contenida en el plano I y corta perpendicularmente

ar.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a responder a los dos apartados.

a) Un punto cualquiera de r tiene la siguiente forma (A, —2,1 4 X). Vamos a sustituir este punto

en la ecuacién del plano y calcularemos de esa forma A y el punto en cuestion.

A—2=0=>A=2

En consecuencia el punto buscado es P(2,—2,3).

b) La recta s vendra definida por el punto P calculado anteriormente (ya que corta a r y esta
contenida en IT) y como vector director el producto vectorial de los vectores directores de r y

el normal al plano IT (por la misma razén anterior).
El vector nomal de IT es 77 = (1,1,0) y el director de r es d= (1,0,1).

Luego el vector director de s sera:

i j ok
d=drii=|1 0 1 |=j+k—i=id=(-1,1,1)
1 1 0
Por tanto la ecuacién de la recta s es:
= 2 — A
s = -2 4+ A
z= 3 4+ A

Volver al examen
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= A
3.1.28. Considere las rectas r: { y = - A ys: { Tty

T—z=
z= 1

a) Compruebe que r y s son coplanarias.

b) Obtenga las ecuaciones de la recta que corta a ry a s, y es perpendicular a ambas.

(Septiembre 09)

- Solucién:

a) Para comprobar eso vamos a coger los vectores directores de las dos rectas y el vector que

va de un punto cualquiera de r a uno de s. Si los vectores resultantes son dependientes, las

rectas seran coplanarias.

En la recta r es muy fécil de calcular:

Vayamos a con la recta s. Vamos a pasarla a paramétricas haciendo =z = «.

+ =0 v “ Q(0,0,-1)
S . Y o = Yy = —  « = . v
x -z =1 v=(1,-1,1)
z= -1 4+ «

El vector tercero que ibamos a calcular era el vector que va de P a @Q. Dicho vector es
PO = (0,0,-2).

Para comprobar que los tres vectores son coplanarios vamos a calcular el determinante que

los tiene como filas.

Luego los vectores son dependientes y en consecuencia las rectas son coplanarias.
Dicha recta puede venir definida por:

e Punto: Punto de corte de r y s.

e Vector: U A .

Vamos a calcular el punto de corte de las dos rectas. Un punto genérico de r tendra la forma
R(A\, =\, 1).

Si sustituimos en s obtenemos:

= A=2

Por tanto el punto buscado es R(2,—2,1).
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El vector es:

ik
d=ant=|1 -1 0|=—i—k+k—j=d=(-1,-1,0)
1 -1 1
Luego la recta buscada es:
T = 2 - A
i oy= -2 — A
z = 1

Volver al examen

3.1.29. De todos los planos que pasan por los puntos P = (0,0,-1) y Q = (1,0,0),

calcule uno que sea paralelo a la recta de ecuaciones x +y=1,z—2=0

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:

Sea II el plano buscado y r la recta. Vamos a determinar el plano I con un punto y dos vectores.
Como punto vamos a usar P y como vectores el vector @ y el vector director de la recta, ya que es
paralela al plano. Tenemos que F@ = (1,0,1). Vamos a pasar la ecuacion de la recta a paramétricas
para hallar un vector director de la misma.

=1 =1-A
z2=A; Tty ]ﬁly

La ecuacién paramétrica sera:

T A
= 1 - A
z = A

De aqui deducimos que un vector director de la recta puede ser @ = (1, —1,1).

Por tanto, la ecuaciéon paramétrica del plano es:

T = A+ w
- K
z= -1 4+ X + pu

Volver al examen

3.1.30. Dados los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,0) y C = (0,2,1), sea r la recta que
pasa por Ay B, y sea Il el plano que pasa por C y es perpendicular a r.

Calcule el punto F; en el que se cortan r y II.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
Vamos a encontrar la ecuacién paramétrica de la recta. Tenemos que B = (0,—-1,—1) y usando

el punto B obtenemos:
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La ecuacién general del plano la obtenemos usando como vector normal xﬁ, luego,
—y—2+D=0
imponiendo que pase por C encontramos el valor de D.
-2—-1+4D=0=—=D=3

En consecuencia la ecuacion del plano es —y — 2+ 3 = 0.
Vamos a calcular el punto de corte usando la ecuacién general del plano y un punto genérico de
la recta P(1, =\, —A).

)\+)\+3:O:>/\:7
33
Por tanto el punto buscado es P | 1, 33 )

Volver al examen

3.1.31. Sea 6 el angulo formado por los vectores @ = (\,1,0) y ¥ = (1,,0), donde \ y

/4 son nimero reales.
a) Obtenga la relacion que deben cumplir )\ y ;1 para que se cumpla que cosf = 0.

b) Obtenga la relacion que deben cumplir A y p para que se cumpla que senf = 0.

(Septiembre 10 - Fase general)
- Solucién:

a) Sabemos que

Por tanto tenemos que

cos=0—= U - v=0=A+p=0=p=-A\

b) Si senf = 0 = los vectores @ y ¥ son proporcionales. Luego

1!
1 pu F=

Volver al examen

3.1.32. Considere las rectas r: { . y s: { 4 .
y=2z T=2z

Obtenga un punto P de r y un punto () de s tales que el vector ]@ tenga

moédulo igual a 1 y sea ortogonal al vector (—1,0,1)
(Septiembre 10 - Fase especifica)
- Solucién:

Hay muchos puntos que cumplen la condicién de que el médulo del vector ]@ sea 1. Vamos a

usar los puntos genéricos de las rectas, que dependeran de dos parametros, por lo que necesitaremos
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dos ecuaciones para poder determinarlos. De ahi que nos den dos condiciones, pues de cada una
saldra una ecuacion.

Las ecuaciones paramétricas de las rectas son:

r = 1 r = W
T y = A y S: y = 0
z = A z = I

Luego los puntos genéricos de las rectas son P(1, A\, ) y Q(u, 0, u). Por tanto ]TC>2 =(p—1,-X \pu—A).

Vamos a imponer las dos condiciones y obtendremos el sistema que nos permitira calcular \ y

‘@‘zlﬁ\/(u—1)2+/\2+(u—>\)2:1:>(p—1)2+)\2+(#—>\)2:1

POL(-1,0,-1) = (=1, A= A) - (=1,0,1) =0 = —p+1+pu—A=0

De la segunda condicién obtenemos que A = 1 y sustituyendo en la primera tenemos:

(=12 +1+p-12%=1 = p2-2u+1+14p2-2u+1=1=
— 2 —dp4+2=0= 14> -2u+1=0=

= u=1

Luego los puntos buscados son P(1,1,1) y Q(1,0,1).

Volver al examen

3.1.33.

a) Determine el plano II que pasa por el punto (1,0,1) y es perpendicular a la recta

de ecuaciones z +y+2=0, x —z=1.

b) Calcule el punto en el que se cortan r y II.

(Septiembre 10 - Fase especifica)
- Solucién:

a) Usaremos como vector normal del plano el vector director de la recta. Vamos a calcular la

ecuacién paramétrica de la recta.

+ Yy + 2z =0 = =t
* Y ° T — | = -1 — 2X
x -z =1 r=1+A;y=—-1-2\ )

Luego el plano buscado viene determinado por P(1,0,1) y 7 = (1,-2,1).

Por tanto
r—2y+z2z+D=0

Imponiendo que P pertenezca al plano calculamos D.

141+ D=0=D=-2
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En consecuencia el plano buscado es

r—2y+2z—2=0

b) Un punto genérico de la recta es Q(1 + A, —1 — 2A, A). Vamos a sustituirlo en la ecuacion del

plano para calcular A.

1
1+)\+2+4)\+)\—2:0:>6)\+1=0=>)\:—6

2 1
Luego el punto buscado es @ (Z, —3 —6>.

Volver al examen

3.1.34.
a) Estudie, en funcién de los parametros a y b, la posicién relativa de la recta
=0
T . 0 yelplanolI=z+y+az =b.
y =

b) Para cada una de las posiciones obtenidas, diga cémo es el sistema formado por

las tres ecuaciones

=0, y =0, r4+y+az=">

(Junio 11)

- Solucién:

En el primer apartado, la recta que nos dan es el propio eje Z, luego puedo usar como punto de
la recta O(0,0,0) y como vector director k = (0,0, 1). Por otro lado tenemos que un vector normal
al plano es 7 = (1,1,a) y un punto del mismo es P(b,0,0) (basta con sustituir y = z = 0).

Hagamos el producto escalar de los dos vectores y tenemos:

—

k-n=a

De aqui deducimos que si a # 0 la recta r corta al plano I en un punto.

Si a = 0 la recta es paralela o esta contenida en el plano.

Para que la recta esté contenida en el plano basta con que el O esté en el plano. Eso sélo es
posible si b = 0.

En resumen:

» Sia# 0= r cortaa Il

= Sia=0yb=0= r estd contenida en el plano.
s Sia=0yb# 0= r es paralela al plano.

Otra forma de hacerlo seria haber estudiado el sistema formado por la recta y el plano:

<@
Il
o

r + y 4+ az = b
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Veamoslo y contestaremos de paso al segundo apartado. La matriz asociada es:

==
= = O
Q* O O

0
0
b

=1#0.

Vamos a calcular el determinante de la matriz de los coeficientes para ver los casos resultantes.

Es evidente que el rango de la matriz de los coeficientes es al menos 2, pues

— O
—_ = O
* O O
I
S}

En consecuencia tenemos que si a # 0 el sistema es compatible determinado, y por tanto la
recta y el plano se cortan en un punto.
Si a = 0 vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada. Es obvio que dicho rango es mayor o

igual que 2. Estudiemos el menor de orden 3.

=
_ = O

Por tanto:
» Sia=0yb=0= RgA = RgA’ = 2 = Sistema compatible indeterminado (r C II).

» Sia=0yb+#0= RgA =2+# 3 = RgA’ = Sistema incompatible (r || IT).

Volver al examen

=1
=0

3.1.35. Considerelasrectasr:{x+y LY y=A
T—z=

z=A

a) Determine el plano IT que contiene a la recta r y corta perpendicularmente a la

recta s.

b) Calcule el punto donde se cortan el plano II y la recta s.

(Junio 11)

- Solucién:

Vamos a pasar la recta r a paramétricas. Hacemos x = p y tenemos:

z H
T Y = - WU
z= —1 4+ u

Es evidente que r L s, pues lo son sus vectores directores. Veamos el primer apartado.
Como IT L s el propio vector director de la recta nos vale como vector normal al plano. Ademas

como 7 | s tenemos que, o bien II contiene a r, o bien r || II.



3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio 227

Luego, para que la recta esté contenida en el plano, basta con imponer que un punto de la recta

esté en el plano (podemos tomar A(0,0, —1) que pertenece a r).

H:y+2z=D

= D=-1=I:y+z=-1
A(0,0,—-1) eIl

El segundo apartado nos pide que encontremos el punto de corte de s y II. El punto que buscamos,

por pertenecer a s, tiene la siguiente forma P(1,\, A). Sustituyendo en II tenemos.

Volver al examen

3.1.36.  Calcule todos los vectores de médulo 2 que son ortogonales a los vectores
i=(1,-1,-1) y v=(-1,2,1).

(Junio 12)

- Solucién:
Para obtener un vector ortogonal a dos vectores a la vez lo mejor es hacer su producto vectorial.
Hecho esto, todos los vectores ortogonales a los dos son proporcionales al producto vectorial.

Vamos a calcular el producto vectorial:

~
<
B

-

GAT=| 1 -1 —1|=—i4+j+2%k—k—j+2=i+k=—anT=(1,0,1)

Todos los vectores proporcionales a i@ A ¥ seran de la forma w, = (a,0,a), a # 0.

Veamos cuales tienen moédulo 2.

@] = Va2 + a? = V2a?
Igualando a 2 tenemos:

V2i2=2=2 =4—=d’>=2=a=+V2
Por tanto los vectores buscados son:
W 5= (V2,0,v2)
W_ 5= (—V2,0,—V2)
Volver al examen

3.1.37. Sea II el plano determinado por los puntos A = (1,0,0), B = (0,1,0) y
_y=3
P =1(0,0,¢), y sea la recta r : vy
20 —2=3
a) Obtenga la ecuacién implicita de II.

b) Determine los valores de ¢ para los que 7 y II son paralelos.

c) Determine los valores de ¢ para los que 7 y II son perpendiculares.
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(Septiembre 12)

- Solucién:
Vamos a usar el punto A y los vectores zﬁ y ﬁ para obtener la ecuacién del plano que nos

piden. Los vectores son ﬁ =(-1,1,0)y ﬁ = (-1,0,¢).
Por tanto la ecuacién resultante sera:

r—1 y

-1 1

-1 0

z
0O|l=clz—1)+2z+cy=0=cx+cy+z—c=0
c

Para los dos préximos apartados vamos a pasar la recta r a paramétricas para saber cual es su
vector director.

x = A
—y=3-A = y=-3+2A

—2=3-2\ = z=-3+2)

Luego el vertor director de r es @ = (1,1,2). A su vez sabemos que el vector normal del plano

es 1= (c,c,1).
En el apartado b) tendriamos:

r|l=dli—=u-in=0=c+c+2=0=—=2c=-2=c=-1

En el apartado c¢) tendriamos:

1 1 2
rill = d||li—=-=-=-=2c=1=c=
c ¢ 1 2

Volver al examen

3.1.38. Sean en R? los vectores ¢ = (2,0,0), @ = (1,0,—1) y ¥ = (2,3, -2).

a) Calcule el producto vectorial € x 4.

b) Calcule el seno del angulo 6 que forman €'y 4.

c) Calcule el angulo ¢ que forman @ y v.

(Junio 13)

- Solucién:

a) Vamos a realizar el producto vectorial.

i j ok
exi=2 0 0 |=2=¢é&xa=(0,2,0)
10 -1

b) Para calcular este angulo que nos piden vamos a usar la formula del médulo del producto

vectorial.
|€x i = |é] - |u] - send
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Para realizar las operaciones me falta el valor del médulo del vector @. Vamos a calcularlo.
i =vVI+0+1=V2

Por tanto:

& x ] 2 1 V2
senf = = =<5

@@~ 2vz V2
c) Para hallar el d4ngulo que nos piden ahora vamos a usar la férmula del producto escalar.
w-0=|u|-|v]-cos¢
Para poder aplicarla necesitamos saber cuanto vale el médulo del vector 4.

7] =VA+9+4=V1T

Luego:
w- v —2+42

= _‘: :0
[dl-16] ~ V2 VT

cos ¢ =
Por tanto ¢ = 90°.

Volver al examen

3.1.39.

a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto P = (1,-1,0)

y es paralela a los planos [l =z +y=2y llh=x—y+2z=1.

b) Calcule también las ecuaciones paramétricas de r y un vector director de r.
(Junio 18)

- Solucién:
a) Como la recta es paralela a los dos planos, su ecuacion ecuacion implicita serd de la forma:

r+y = d
r—y+z = d

ya que estos planos son paralelos a los que nos dan. Vamos a imponer que pasen por el punto

P y de esa forma calcularemos d y d'.

1-1=d = d=0
1+41=d = d =2

Luego las ecuaciones buscadas son:

T + y =0
r — Yy + z =2

b) Para resolver este apartado basta con resolver el sistema planteado por las dos ecuaciones.
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Vamos a hacer y = .

y=A
2+y=0=z=-X
T—yY+z=2=2=24+A+A=2+42)

Luego las ecuaciones paramétricas buscadas son:

Un vector director seria @ = (—1,1,2).

Volver al examen

3.1.40. Considere en R? las rectas r:9{ , S: Ty .
z=0 r—y=1
a) Obtenga un vector director de la recta s.

b) Obtenga el plano II que contiene a r y es paralelo a s.

c) Obtenga el plano II que contiene a r y es perpendicular a s.

(Junio 14)
- Solucién:

a) Para encontrar el vector director de la recta s basta con que pasemos a paramétricas la
ecuacion de la recta.

Hacemos z =t y por reduccién llegamos a que la ecuacién paramétrica de la recta es:
T 1
s=¢ y =0

z

De aqui deducimos que un vector director de s es ¥ = (0,0, 1). Otra forma de obtener este
vector es multiplicar vectorialmente los vectores normales de los planos que determinan la

ecuacion general de la recta.

b) La recta r es el eje Y, por lo que un punto y un vector de dicha recta pueden ser O(0,0,0) y
4= (0,1,0).
El plano que nos piden vendré determinado por dicho punto O y los vectores 4 y .

Por tanto la ecuacién sera:

=
Il

o o 8

o = =

Luego el plano buscado sera Il =z =0

c¢) Si es perpendicular a s tenemos que el vector normal del plano buscado es el vector director
de s, es decir, . Ademas, al pasar por r, podemos utilizar como punto el punto O = (0,0, 0).

Por tanto, el plano buscado serd II =z =0

Volver al examen
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3.1.41.

a) Dado el plano II; de ecuaciéon z = 0, escriba las ecuaciones de dos planos I, y I3
tales que los planos I1;, II; y I3 se corten dos a dos pero no exista ningin punto

comin a los tres.

b) Clasifique el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos II;, I y IIs.

(Junio 14)

- Solucién:

Comencemos por el primer apartado, aunque vamos a contestar al segundo con el planteamiento
que hacemos para resolver el primero.

Vamos a plantear el problema algebraicamente, aunque sea un problema geométrico. Si nos dicen
que los planos se cortan dos a dos, pero que no tienen ningin punto en comun, estamos hablando
de que el sistema formado por los tres planos es incompatible. Con esto respondemos al segundo
apartado.

Para que se cumpla lo que nos piden en la primera condicién, basta con encontrar ecuaciones
de planos que no sean proporcionales dos a dos (eso conlleva que se cortan dos a dos).

Hay muchas maneras de hacer esto, pero una valida seria elegir dos planos no proporcionales

(uno de ellos z = 0), sumarlos y cambiar el término independiente que nos sale al sumar, por

ejemplo
z = 0
T — 2y + 3z =1
r — 2y + 4z =7

Volver al examen

3.1.42. En R3, considere los cuatro puntos A = (0,1,1), B = (-2,0,-1), C = (—1,1,0)
y D=(-2,2,1), y sea r la recta que pasa por C y por D.

a) Obtenga ecuaciones paramétricas de r.

b) Halle los puntos P de la recta r para los que el tridngulo APB sea rectangulo en

su vértice P.

(Julio 14)

- Solucién:

Para calcular la ecuacién paramétrica que nos piden necesitamos un punto y un vector que
determinen la recta. Como punto puede servir cualquiera de los dos, tomaremos por ejemplo C.
Como vector director de la recta tomaremos el vector @ Por tanto nuestra recta viene determinada
por C = (—1,1,0) y CD = (~1,1,1).

Dicha ecuacion sera:

r= -1 =)\
= 1 +A
z= A

Vamos a buscar el punto P que cumple la condicién que nos piden en el segundo apartado.
Podemos ver en el siguiente grafico que pretendemos.
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El punto P, por estar en la recta, tiene una expresion, en funcién de A, como la que sigue
P(=1—=X14+XN).
) 4. BB
Se tratard de calcular el valor de A que hace que PA- PB = 0.

Tenemos que:
PA=(1+)\-A\1-)) PB=(-1+XA-1-\—-1-)

Por tanto:
0= PA-PB=X—14+A+A—14+A2 =302+ A —2

Resolvemos esta ecuacién de segundo grado y tenemos dos valores para A que son:
2
)\1 = _1 )\2 == g
Para cada valor de A obtenemos un punto que cumple lo que queremos. Dichos puntos son:
2 55 2
AM=-1=— P =(0,0,-1 M=-=P=(-2,2,2
! 1= ) 73 ’ ( 3’3 3)
Volver al examen
3.1.43. Sean ¢, @i y ¥ vectores en R? tales que & x i = (1,0,—1), 7x¢é&=(0,1,1).
a) Calcule el vector (é' X ﬂ') X (U X é’).

b) Calcule el vector @ =€ X (21_[— €+ 317).
(Julio 15)

- Solucién:

Vamos a resolver el primer apartado.

(€x @) x (Tx €)=

O =
= O S
|
—

Il
e
|
.
_|_

-l

Por tanto (€' x @) x (¥ x €) = (1,—1,1).
Para resolver el segundo apartado tendremos en cuenta que el producto vectorial es distributivo

respecto de la suma, es anticonmutativo (€ X ¥ = ¥ x €) y sus propiedades con el producto con
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escalares. Por tanto:

W = Ex(20—E+37)=2(Exd) —ExE+3(Ex D)=

= 2(1,0,—-1) —(0,0,0) +3(0,-1,-1) = (2,0,—2) + (0, -3, -3) = (2,3, —5)

Volver al examen

3.1.44. Sean en R3 los vectores @ = (1,1,0) y ¥ = (—1,0,1).

—

a) Calcule el producto vectorial @ x .

)

-

b) Obtenga un vector ¢; de R? que cumpla cos (el, u) =0.

>

c) Obtenga un vector ¢; de R3 que cumpla sen (e‘é,ﬁ) = 0.

(Junio 16)

- Solucién:
Vamos calcular el producto vectorial.

ik
ixv=| 1 1 0 |=i+k—j=axv=(1,-1,1)
-1 0 1

—

En el segundo apartado nos piden un vector que cumpla la condicién cos (e’i, ﬁ) =0, es decir, un

vector ortogonal a u. Para esto nos vale el vector calculado anteriormente, @ x v, pues el producto

vectorial es ortogonal a los dos vectores.
Por ultimo, el vector €3, para que el sen (e‘é, 17) = 0, tiene que tener la misma direccién que ¥/, por

lo que basta con coger un vector proporcional a él. Por tanto un posible vector seria €3 = (—2,0,2).

Volver al examen

3.1.45. En R?, considere el punto P = (1,0,1) y los planos II; = 2 + 2z = 0,
II; = y — 2z = 0. Obtenga un plano II3 que cumpla a la vez las siguientes con-
diciones: (i) P € II3; (ii) II; corta a II3 en una recta; (iii) los planos II; II; y
II3 no tienen puntos en comiin.

(Julio 16)

- Solucién:
El ejercicio es un poco imaginativo. Veamos, si tomamos II3 como suma de II; y I, obtendremos

un plano que pasa por la recta en la que se cortan II; y Il5. Si cambiamos el término independiente
de ese plano resultante lo que hacemos es desplazar el plano obtenido, con lo que obtendremos un
plano que cumple la tercera condicion.

II5 quedaria
y=x+y=d d#0

Veamos que se cumple la segunda condicién.

II1=2+2=0
[I3=x4+y=d
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Es obvio que, si lo consideramos un sistema de ecuaciones, el Rg C' = 2, por tanto el sistema es
compatible indeterminado independientemente del valor de d.
Por tanto se cortarian en una recta.

Para calcular d vamos a usar la primera condicién.
Pelly—=d=1

Luego el plano buscado es IIs =z +y = 1.

Otra forma de resolver el problema, aportada por mi companero Sergio Santos y cuento a
continuacion.

El ejercicio tiene infinitas soluciones. Demos una de ellas.

Sabemos que II; y Il se cortan en una recta, porque sus vectores normales n; = (1,0,1) y
ng = (0,1, —1) no son proporcionales.

Ademaés es facil comprobar que P ¢ II; y P ¢ Il;. Podemos ver la situacién en la siguiente

imagen:

Figura 3.3: Representacion grafica de los planos y el punto.

Si construimos el plano paralelo a Il que pase por P, ese plano cumplira las condiciones del

plano que nos piden. Como podemos ver en la siguiente imagen.

Figura 3.4: Representacion grafica de los planos y el punto.

Tenemos que I3 es paralelo a Iy, luego Il3 = y — 2 + d = 0. Ademés P € I3 por tanto
0—-1+d=0=d=1
Luego II3 =y — 2+ 1 = 0 es el plano que estdbamos buscando.

Volver al examen
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3.1.46. Sean en R? los vectores ¢ = (0,1,0), i = (3,-2,2) y © = (0,1,1).
a) Calcule el producto vectorial € x 4.
b) Calcule el angulo ¢ que forman @ y .

c) Demuestre que la familia de vectores {¢, 4, v} es linealmente independiente.

(Junio 17)

- Solucién:

Vamos a resolver el primer apartado.

J
=2 — 3k = &x @ =(2,0,-3)

®y

X

S

I
W O =y
N O I

-2

Vayamos ahora a por el segundo apartado.

@7 3:.0-2-1+2-1
|d@) - |0 VO+4+4-v/1+1

cos ¢ =

Luego el angulo que forman los dos vectores es de 90°.
Para hacer el tercer apartado tenemos que calcular el producto mixto de los tres vectores.

El resultado es distinto de cero, luego los vectores son linealmente independientes.
Volver al examen

=0 {x+y—1
s, St .

3.1.47. Considere en R® las rectas r: { 0
z =

y=0
a) Obtenga un vector director de la recta s.
b) Obtenga el plano II; que contiene a r y es paralelo a s.

c) Obtenga el plano II; que contiene a r y es perpendicular a s.

(Julio 17)

- Solucién:
Es facil constatar que la recta r no es otra que el Eje Z.
Vamos a responder al primer apartado. Basta con resolver el sistema que define la recta s y de

esa forma obtenemos la ecuacién paramétrica y por tanto un punto y un vector.

Para resolverlo hacemos y = A. Tendremos

r=1—X\

_ A(1,0,0)
v= 7=(-1,1,0)
z=0

Vamos a ver el segundo apartado. Como r es el Eje Z, podemos tomar como punto de la recta

el origen, O(0,0,0) y como vector director el vector k= (0,0,1).
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Dado que el plano contiene a r podemos usar para determinarlo el punto y el vector director de
r. A su vez, como es paralelo a s, solo podemos usar su vector director para la determinacion del

plano. Por tanto

I, = 0,7,k
La ecuacion sera
r y
-1 1 0|=24+y=0
0 0

Por ultimo vamos a calcular el plano que contiene a r y es perpendicular a s. Por ser perpen-
dicular a s, el vector director de la recta nos sirve como vector normal del plano. La ecuaciéon de

todos los planos perpendiculares a s seria
—z+y+D=0

Como tiene que contener a r pasard por cualquier punto de 7, en concreto por el origen, y por
tanto D = 0.
Luego la ecuacion pedida es
IIy=—2+y=0

Es facil comprobar que la recta r en este caso estaria contenida en el plano (no tendria que haber
ocurrido), pues todos los puntos de dicha recta tienen la forma (0,0, z), que obviamente cumplen

la ecuacion del plano.
Volver al examen

1 -1 -1
3.1.48. SeanelplanoH:y+z:0y1arectaT:x_f =Y 5 :Z1 .

a) Calcule la interseccién del plano y la recta.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P = (1,0,0), es paralela la plano II y

es perpendicular a la recta r.

(Junio 18)

- Solucién:
Vamos a resolver el primer apartado. Para ello vamos a poner la ecuacién de la recta en para-
métricas. De ahi sacaremos un punto genérico de la recta que utilizaremos para encontrar el punto

de corte que nos piden.

r= -1 4+ A A=(-1,1,1)
y= 1 — 2x | =|a=(1,-21)
= 1 4+ A P=(-1+M\1—2)\1+\

Sustituimos este punto P en la ecuacién del plano.
1-224+14A=0= -A+2=0=A=2

Luego el punto buscado es P = (—1+42,1—4,1+2) = (1,-3,3).
Resolvamos ahora el segundo apartado. La recta s va a venir determinada por el punto P y
tendra como vector director el producto vectorial del vector director de r y el normal del palno. Asi

se cumplird que sea paralela a II y perpendicular a r.
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Tenemos que @ = (1,—2,1) y i = (0,1,1). Luego

i j ok
T=dxi=|1 -2 1 |=2+k—j—i=-3—j+k
0 1 1

Como no nos especifican ningtn tipo de ecuacién de la recta concreto vamos a poner la ecuacion

paramétrica.

[SEEENSIR

Volver al examen



238 3. Geometria

3.2. Problemas métricos

3.2.1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1,1,2) al plano que pasa por
los puntos de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a asignarles un nombre a los puntos A(1,1,2); B(1,1,0); C(1,0,1) y D(0,1,1).

Vamos a calcular la ecuacién del plano que pasa por B, C' y D. Para ello vamos a usar B, B? y ﬁ
Empecemos por calcular los vectores, que tendrian por coordenadas B?’(O, -1,y ﬁ(—l, 0,1).

Por tanto la ecuacion del plano:

r—1 y—1 =z
0 -1 1|=—(-1)—-(y-1)—z=—2+1-y+l—z=—-x—-y—2+2
-1 0 1

Por tanto vale como ecuacion r =z +y+ 2 —2 = 0.

Vamos a calcular la distancia.

d(A.7) 1+1+2-2 2 23
77‘(’ = — = —— = — U
V1I+1+1 V3 3

Volver al examen

3.2.2. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta que pasa por

los puntos de coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:
A los puntos vamos a designarlos por A(3,5,0),B(0,1,2) y C(0,1,1). La recta que pasa por
By C queda definida por B(0,1,2) y ﬁ = (0,0,—1). La distancia la calculamos por la féormula

75 0 7]
d(A,r) = ———

5]

donde @ = (—3,—4,2). El producto vectorial del numerador queda:

conocida.

i 7k
ABABC =| -3 —4 2 |=4i—3]— ABABC = (4,-3,0)
0 0 -1
Luego:
16 4+9
d(A,r) = =5u
(A,7) il

Volver al examen

3.2.3. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relacién con los conceptos

de angulo y distancia entre dos puntos.

(Junio 01)
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- Solucién:
La respuesta a este ejercicio puedes encontrarla en los puntos 33, 39 a) y 40 a) del resumen

tedrico que hay al principio del libro.

Volver al examen

3.2.4. Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de coordenadas
(1,0,1),(2,0,2),(3,1,3) y (1,2,1).
(Septiembre 02)
- Solucién:
Para que formen un cuadrilatero tienen que ser coplanarios. Vamos a empezar por comprobar

esto. Para eso vamos a asignarles nombre a los puntos A(1,0,1); B(2,0,2) ; C(3,1,3) y D(1,2,1) .
Vamos a considerar los vectores 1@ = (1,0, 1); ﬁ =(2,1,2)y zﬁ = (0,2,0) .

(el R

N = O

[ R R
Il
o~
|
o~
Il
o

En consecuencia los vectores son linealmente dependientes y por tanto los puntos son coplanarios.

La figura 3.5 nos muestra el cuadrilatero.

C(3,1,3)

B(2,0,2)
D(1,2,1)

A(1,0,1)

Figura 3.5: Representacién gréfica del cuadrilatero.

Para calcular el area vamos a dividir el cuadrilidtero, como observamos en la figura 3.5, en
dos tridngulos que serian ABC y ACD, después calcularemos el area de cada uno y por ultimo

sumaremos las dos para obtener el area que nos solicitan.

- Area de ABC

AABC:%‘A/@/\@‘

AB A AC = =+ F-9 7= ABAAC = (~1,0,1)

N = Sy
= O .
N = R

Luego:

u

1 1 V2
Aapo =3 1(=1,0,1)] = 5v2 = == u?
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- Area de ACD

Ancp = % ‘EAE]

AC NAD =

—4F — 47 = AC A AD = (—4,0,4)

S DN =y
N = oy
S NI

Luego:
1 1
Axcp = 3 |(—4,0,4)| = 5\/32 = 2v/2 u?

Luego el area que nos pedian es:

2 5vV2
A:AABD+AACD:§+2\[2:T\[UQ

Volver al examen

3.2.5. Determinar una constante a para que el plano de ecuacién ax + y + z = 2 forme

un angulo de 7/3 radianes con el plano z = 0.

(Junio 03)

- Solucién:

Sabemos que la formula para hallar el angulo es:

| - 73|
cosa =
[nil - [n2]
Los vectores normales de cada plano son:
wHy+z=2 = nj= (a,1,
2=0 = 7% =1(0,0,1)
Luego tenemos que
1

Costx =

|(CL, 1, 1) ’ (070 1)
|(a7171)‘ ’ |(0,

Como « = 7/3, sustituyendo resulta:

Luego
Va2 +2=2=ad’>+2=4=a>=2=0a=+V2

Volver al examen

3.2.6. Calcular la ecuacién del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0);
(0,1,1); (1,2,0). Determinar la distancia del punto (2,1,1) a dicho plano.

(Junio 04)

- Solucién:
Vamos a calcular la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos. Para ello vamos a conside-
rar los tres puntos con los siguientes nombres: A(1,0,0); B(0,1,1); C(1,2,0). Dicho esto, vamos a

calcular la ecuaciéon del plano que pasa por el punto A y tiene como vectores directores 1@ y /@
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Por tanto tenemos A(l,0,0),ﬁ =(-1,1,1)y 1@ =(0,2,0).

r—1 -1
T = Yy
z

=—22—-2x—-1)=-22—-2242=0=2+2—-1=0

o NN O

1
1

Una vez hallada la ecuacion del plano vamos a calcular la distancia del punto P(2,1,1) a dicho
plano.

C2+1-1] 2 2v2
d(P,ﬂ‘)—W—\ﬁ—Tfﬁu

Volver al examen

3.2.7. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta

x—1 'y =z-1

1 1 -1
(Junio 05)

- Solucién:

Basta con tomar un vector perpendicular al vector director de la recta (@) y un punto A de la
misma. Le sumamos a dicho punto un vector de médulo 2 y que tenga la direccién y sentido del
vector perpendicular calculado. De entrada tenemos que el punto A puede ser A(1,0,1) y que el
vector director puede ser @ = (1,1, —1). Un vector perpendicular a @ puede ser ¢ = (0,1,1), pues
tenemos que:

@ 1 v, pues (0,1,1).(1,1,-1) =0

Falta por encontrar un vector de la direccion de ¢ pero de moédulo 2. Por ejemplo podemos
tomar @ = (0,/2,/2).

Con estos datos, el punto buscado es:
P=A+4=(1,0,1)+ (0,v2,v2) = (1,V2,1 +V2)

Volver al examen

3.2.8. Calcula el angulo que forma el plano z +y + z = 0 con la recta de ecuaciones

r+y=1,y+z=1.

(Septiembre 06)

- Solucién:

Para hallar el angulo vamos a utilizar la formula:

I - =

-
- |7|

c0s(90° — o) =

donde # es el vector director de la recta y 7 el vector normal al plano. Vamos a calcularlos.
» Empezemos por el plano = + y 4+ z = 0, cuyo vector normal es 77 = (1,1, 1).

= El vector director de la recta vamos a obtenerlo haciendo el producto vectorial de los vectores

normales (TT{ y 775) de los planos que determinan la recta. Dichos vectores normales son:

t+y=1=ni =(1,1,0)
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3.2.9.

Por tanto el vector director sera:

@=n] Anp =

S = S
— = Sy
= O 3
Il
-
_|_
ol
I
.
Sl
—
—
I
—_
—_
~—

Por tanto el coseno del dngulo buscado es:

(L1 (L-11)] 141 1
VIFI+1-VI+i+1l V3-v3 3

c0s(90° — ) =

En consecuencia:

1
90° —a = arccosy = 90° — o = 70°31'42" = o = 90° — 70°31'42" =

19°28'18"

Volver al examen

x+y+z=1 con los ejes coordenados.

- Solucién:

Vamos a calcular las coordenadas de los vértices del tridngulo.
-EjeX= (y=0;2=0)=2=1— A(1,0,0)
-EeY = (z=0;2=0)—=y=1— B(0,1,0)

-EeZ= (z=0y=0=2=1— C(0,0,1)

Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano

(Septiembre 07)

Conocidos los vértices vamos a calcular el drea que nos piden. Sabemos que:

- e

Las coordenadas de los vectores son /@ =(-1,1,0) ﬁ —1,0,1).

El producto vectorial de ambos es:

7
ABANAC =| -1 1
0

_= O X
1
+
ol
+
S

Por tanto:

B/\ﬁ (1,1,1)

El area buscada seré:

- HAB A - vTrTET = L

Volver al examen
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3.2.10.

a) Determina la posicién relativa de plano z —y + z = 2 y la recta de ecuaciones

y+1 2z+2

b) Calcula la distancia entre la recta y el plano anteriores.
(Septiembre 07)
- Solucién:

a) El vector normal del plano es
r—y+z=2=mn=(1,-1,1)

Ahora veremos el vector director y un punto de la recta:

r y+1l z+2
1 -1

= U= (23]%71) y B= (Oaf]-a*Q)

N}

Tenemos que @ -7 =2 —1—1= 0= La recta es paralela al plano o esta contenida en él.

Si B € 7 entonces la recta estaria contenida en el plano, pero al sustituir B en 7 tenemos:
0+1—-2#2
Luego la recta es paralela al plano.

b) Vamos a calcular la distancia de la recta al plano.

Jo+1-2-2[ 3

d(r,m)=d(B,m — =V3u
(r,m) = d(B,m) 1+1+1 V3
Volver al examen
3.2.11.
= 1 + A
a) Compruebe quelarectar: ¢ y= A esperpendicular al planoIT: x +y+ 2 = 1.
z= A

b) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano II es igual a /3

unidades.

(Septiembre 09)

- Solucién:

Vamos a responder en primer lugar al primer apartado. Para comprobar lo que nos piden tenemos
que probar que el vector director de la recta tiene la misma direccion que el vector normal del plano,
es decir, son proporcionales.

El vector director de 7 es d = (1,1,1) y el vector normal del plano I es 7 = (1,1,1), luego r es
perpendicular a II.

Para resolver el segundo apartado vamos a coger un punto genérico de la recta r, que tienen la
forma P(1+ X\, A N).
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Vamos a calcular la distancia de estos puntos al plano II e imponer que dicha distancia valga

Por tanto tenemos que:

3=3=A=1= Pi(2,1,1)
I3A| =3 =
3\=-3=>\A=—-1= Py(0,-1,-1)

Volver al examen

3.2.12. Calcula el angulo que forma el plano 3z — z = 3 con la recta de ecuaciones

x+y=1,y—x=—1 (Los angulos se miden en radianes)

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:

La formula para calcular el angulo pedido seria:

El vector normal al plano es 77 = (\/5, 0, 71).
Para hallar el vector director de la recta vamos a pasar la ecuaciéon de la misma a paramétricas.

Resolvemos el sistema haciendo z = \. Por reduccién obtenemos que:
2y=0=y=0

Sustituyendo en la primera ecuaciéon obtenemos que z = 1. Por tanto, la ecuacién paramétrica

de la recta es:

r=1
r= y:O
z= A\

de lo que deducimos que el vector director seria ¥ = (0,0, 1).

Ya que tenemos todos los datos vamos a calcular el angulo:

[V3-0+0-0-1-1] 1
VIi-V3+1l o 2

seno —

En consecuencia:

1 ™
o= arcsen§ = — rad

6

Volver al examen

3.2.13. Determine la relacién que deben cumplir ) y i para que la distancia del pun-
to P = (A, 1,u) al plano determinado por los puntos A = (1,1,1), B=(1,0,0) y
C =(0,2,1) sea igual a 1.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a calcular la ecuacién general del plano. Dicho plano puede venir determinado por A,

/@ y R Tenemos que A(1,1,1), E =(0,-1,-1)y R =(-1,1,0).
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Por tanto la ecuacién es:

r—1 y—1 z-1
0 -1 -1 |=y—-1-(:z-1)42z—-1=zx4+y—2—-1=0

-1 1 0
En consecuencia tenemos que el plano es z +y — 2z — 1 = 0. La distancia del punto P al plano es:

A+1—p—1] _ |A—pl

VI+1+1 V3

Para que la distancia sea 1 tiene que cumplirse que:

d(P,1I) =

M:1:>|/\_u|:\/§

V3

Volver al examen

3.2.14. Fijados los puntos A = (1,0,0) y B = (0,1,0), obtenga la relaciéon que deben
cumplir los niimero reales A\ y u para que el punto P = (), ,0) sea tal que el

triAngulo ABP tenga area igual a 1.

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:
Vamos a construir los vectores ﬁ y ﬁ
Tenemos que zﬁ =(-1,1,0) y que /ﬁ’ =(A—1,pu,0).

El area del tridangulo se calcula usando la férmula
1

Calculemos primero el producto vectorial

-

Badbo|

A—1

—

= (-A—p+ 1)k

N

—pk — (A —1)

= = Sy
o o ™
I

Por tanto

‘ZﬁAZﬁ%ﬂ—A—u+H
Y en consecuencia:

“A—pu+l=2=p=-X-1

A=+
Afp—1=2=p=-\+3

A
2

=l=|-A—p+ll=2=

Volver al examen

3.2.15. Sea r la recta que pasa por los puntos A = (1,0,0) y B=(1,-1,0), y sea s la
recta que pasa por los puntos C = (0,1,1) y D =(1,0,—-1).

a) Calcule el plano IT que contiene a s y es paralelo a r.

b) Calcule la distancia entre las rectas r y s.

(Septiembre 11)
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- Solucién:

Vamos a calcular antes de nada las ecuaciones de r y s.

= 7 viene determinada por A y ﬁ Es facil ver que E = (0,—1,0).

= s viene determinada por C'y @ Es facil ver que @ =(1,-1,-2).
Vamos a contestar a los apartados.

a) Para construir el plano vamos a usar el punto C' y el vector cDh (pues s C II) y el vector AL

(pues r || IT). En paramétricas tenemos:

T = + W
II =1 — X — pu
z= 1 - 2u

La ecuacién general sera:

r y—1 z-1
0 -1 0 =2+ (z-1)=0=2z+2=1
1 -1 -2

b) Como sus vectores directores no son proporcionales las rectas r y s se cortan o se cruzan.

Vamos a aplicar, para calcular la distancia, la férmula de dos rectas que se cruzan, pues si se

‘ [A& i, U}
d(?", 8) T
|@ A 7]

cortan la distancia daré 0.

Vamos calcular primero el producto mixto y el producto vectorial. Tomamos @ = zﬁ y
7=CD

-1 1 1
[@ﬁ,a}: 0 -1 0 |=-2+1=-1
1 -1 =2
i 7k
GAT=|0 -1 0 |=24+k=aAT=(2,0,1)
1 -1 =2
Luego:
| — 1 1 1 V5
d(r,s) = = = =—u
1(2,0,1)]  VA+1 5 5
Volver al examen
3.2.16.

a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por los puntos A4 = (1,0,0)
y B=(-1,0,-1).

b) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya distancia al

punto C = (0,—1,0) sea igual a 1.

(Septiembre 11)

- Solucién:
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a) Vamos a usar el punto A y el vector zﬁ
El vector buscado es: AB = (—2,0,—1). Por comodidad vamos a usar AB = (2,0,1).

La recta en forma continua seré: )
T — Yy

z
2 0 1

:0 p—
y _. y=0
r—1=2z r—2z=1

b) Un plano que contenga a r tiene que pasar por un punto de r y su vector normal ser ortogonal

La ecuacion implicita es:

al vector director de r. El plano serd Il = ax + by + cz = d.
ComoAell=a=d=Il=axr+by+cz=a.

Ademés tenemos que:
AB L= (2,0,1) (a,b,¢) =0 = 20+ c= 0 = ¢ = —2a

En consecuencia nuestro plano tiene una ecuacién de la forma II = ax + by — 2az = a.

Impongamos la condicién de la distancia:

| —b—q _1:>|—b—a\_
va? + b2 + 4a? vba? + b2

Nos piden un plano que cumpla lo dicho. Basta con tomar a = 0 y b = 1, que cumplen las

d(C, 1) = 1= 502 +02=|—b—a

condiciones. El plano obtenido es
IT

y=20

Volver al examen
3.2.17.  Calcule la distancia del punto P = (3,—1,2) a la recta
r—y+z=1
T
rz+2=0
(Junio 12)

- Solucién:

Vamos a pasar primero la ecuacién de la recta a paramétricas, pues necesitamos para aplicar la

formula un punto y el vector director de la misma.

r—y+z=1
T
rz+2=0
Hacemos z = A. Sustituyendo en la segunda ecuacién tenemos x = —A\. Sustituyendo en la

primera tendriamos:
A-—y+A=1l=y=-1

La ecuacién paramétrica de la recta es:

I
|
—
—N—
S
|
=
|
-
e
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Para calcular la distancia usamos la formula:

‘ﬁm

d(P,r)=+———
||
En nuestro caso AP = (3,0,2).
Por tanto:
i j ok
APANG = | 3 0 2 |=-2]-3]=-5j— APAd=(0,-5,0)

-1 0 1

En consecuencia:
d(P,r) = - = =—u=—u
|1d] I+1 V2 2

Volver al examen

3.2.18. Dados el plano II de ecuacién z+2z = 1 y los puntos A = (1,0,0) y B = (0,1,0),
calcule los valores de ¢ para los que el punto P = (0,0,¢) cumple “area del
triAngulo ABP”="distancia de P a II”.
(Septiembre 12)
- Solucién:

El area del tridngulo ABP (A7) es:

AT:%‘ﬁ/\ﬁ‘

Tenemos que zﬁ =(-1,1,0)y ﬁ = (—1,0,¢). Vamos a realizar el producto vectorial.

i
ABANAD =| 1

-1

:cf—i-lz—f—cj:>ﬁ/\ﬁ:(c,c,l)

O =
o O =

Luego:

AT:%'E/\EI:%\/02+02+1:%\/202+1

La distancia de P a II es:
B [0+ c—1] B le —1|

AP0 = = =

Por tanto, igualando el area y la distancia tenemos:

Ar = d(P,1)
1 le —1]
V22 +1
2 V2
2c2 + 12
— le—1]
2
4c% +2
!
[, 1
02+§ e — 1|
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Elevando al cuadrado en ambos miembros de la igualdad tenemos:

1
02—1—5 = Z+1-2¢
9 1
c = =
2
1
c = -
4

Volver al examen

3.2.19. En R3, calcule la distancia del punto P = (1,—1,2) a la recta r que pasa por
los puntos A =(0,-1,1) y B=(1,0,1).

(Septiembre 13)

- Solucién:

La recta va a venir determinada por Ay E Para aplicar la férmula de la distancia de un punto
a una recta vamos a calcular también el vector ﬁ

Los vectores resultantes son AB = (1,1,0) y AP = (1,0,1).

Sabemos que la férmula de la distancia es:

78 )
d(P,r) = +——

45

Vamos a calcular el producto vectorial:

AB x AP =

K -j=— ABxAP=(1,-1,-1)

— = Sy
O =
= o =

Vamos a calcular los médulos de dichos vectores:

T« AP| = VI TH 1= V3

B =TT =2

Por tanto, la distancia requerida es:

Volver al examen

3.2.20. Fijados los puntos A = (1,1,0) y B = (1,0,1), calcule todos los puntos de la
forma X = (0, A\, 1) para los que el triAngulo ABX es equilatero.

(Septiembre 13)

- Solucién:

Vamos a calcular los vectores 1@, ﬂ y B—X2 .

B:(Oaflal) ; fﬁz:(f]-a)‘f]-ap’) ; B—‘Xk:(flaAaufl)
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Vamos a calcular los médulos de dichos vectores y luego los igualaremos para que sea equilatero,

lo que daré lugar a un sistema de ecuaciones que resolveremos.

]ﬁ\ Viti=v2
’ﬁ‘ = VIO 12+ = I+ 21+ 2

3]

VI (p—12=V1+X2+p2-2u+1

De igualar al primero los otros dos obtenemos sendas ecuaciones que formarin nuestro sistema.

‘Eﬁ’:]ﬁ‘ — V1A 1+ @2 =V2= A2 -2+ 2 =0

’ﬁ‘ = ‘E)—f‘ = I+ 2 —2u+1=V2= A 412-2u=0
Restando las dos ecuaciones tenemos:
2A+2u=0= 2 A=2p= A=y

Sustituyendo en cualquiera de ellas obtenemos:

A=0

M2+ A2 =0=22-2A=0=2\A-1)=0= \

Los puntos buscados son:
A=p=0= X; =(0,0,0)
A=p=1= Xo,=(0,1,1)

Volver al examen

3.2.21.

r+y+2=0

sea paralela
r—y—z=1

a) Calcule el valor del parametro k para que la recta r : {

al plano II de ecuacion kz +y + kz = 1.

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia de la recta

r al plano II.

(Julio 14)

- Solucién:

Para que la recta sea paralela al plano, el vector director de la misma tiene que ser ortogonal al
vector normal del plano.

Como en el siguiente apartado vamos a necesitar un punto de la recta ademas del vector seria
bueno resolver el sistema que defina la recta. De esa forma obtenemos punto y vector. Vamos pues
a resolverlo.

Podemos transformar z en un parametro (z = A).

El sistema quedaria de la siguiente forma:

I
|
>

Tty
r—y = 1+A
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La resolucion es trivial y darfa la siguiente ecuacion paramétrica de la recta.

o
=9

1
— 2 — A
Y 2
z = A

1 1
Luego un punto de la recta podria ser P = (2, —3 O) y el vector seria @ = (0,—1,1).

Un vector normal al plano es 7 = (k, 1, k). Por tanto:
r|Meid i=0s(0,-1,1) (k,1,k)=—-14+k=0=k=1

El plano resultante seria m =z +y+ 2= 1.
Vamos a calcular la distancia que nos piden. Hay que tener en cuenta que r || 7, por tanto la
distancia de la recta al plano serd la distancia de cualquier punto de la recta a dicho plano.

Como tenemos el punto P y la ecuaciéon del plano, la distancia seria.

1 1
’,_,_f_o_ | 1 \/3
dr,ﬂ- =d P77(' =12 2 - “1_ - _Y°

Volver al examen

=0
3.2.22. En R?, considere el plano II : az +by+cz = d, la recta r : { * 0 y el punto
y =
P =(1,0,1).

a) Obtenga como deben ser los niimeros reales a, b, ¢, d para que el plano II contenga

a la recta r.

b) Supuesto que II contiene a r, pruebe que la distancia del punto P a II es menor o
igual a 1: d(P,1I) < 1.

(Junio 15)

- Solucién:

Es importante darnos cuenta que la recta r no es otra que el eje Z. Por tanto tenemos que su
vector director es k = (0,0,1) y que pasa por el origen de coordenadas. Vamos a utilizar estas dos
ideas para resolver el primer apartado.

Como r C II tendremos que el vector director de r tiene que ser ortogonal al vector normal del

plano. Por tanto:
(a,b,¢)-(0,0,1)=0=¢=0

Ademas el plano pasa por el origen, ya que lo hace r, y por tanto:
a-0+0-0+c-0=d=d=0
Luego las ecuaciones de los planos que cumplen lo que queremos es:

ar+by =20
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Una vez encontrada la ecuacion es facil comprobar el segundo apartado, pues

Cla-1+0-0] |a]
WM =" ~ Vap

Esta expresion vale uno cuando b = 0, pero para cualquier otro valor de b el denominador es

mayor que el numerador y por tanto el cociente serd menor que 1.

Volver al examen

3.2.23. DadosenR?losplanos II; =2 +y—2=1y I, =2 —y+ 2 = 1, obtenga el

conjunto H de los puntos de R? que distan igual de dichos planos.

(Junio 15)

- Solucién:
Otra forma de enunciar este problema seria pedir los planos bisectores a los dos planos que
nos dan. Consideremos que los puntos que van a cumplir la condicién que nos piden son de forma

genérica P(z,y, z).

-1

apay) = wry=z-1l
V12412412
—ytz—1

APy = Tyt

VIZ+12 +12

Igualando tenemos.

d(P,11;) = d(P,112)

e +y—2z—1] B e —y+2—1]

V3 V3

lz+y—z—1=|z—y+2z-1]

De aqui deducimos dos posibilidades, que van a ser los dos planos bisectores que estamos calcu-
lando, pues si dos valores absolutos son iguales entonces lo que tienen dentro tienen que ser iguales

u opuestos.
s rty—z—l=2—-—y+2-1=2y—-22=0=y—-—z=0
srxty—z—-l=—2a4+y—24+1=2z-2=0=—=x=1

Volver al examen

3.2.24.

a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos A = (0, 1,1)
y B = (17 ]-a 71)'

b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los planos II; = 2 +y = —2

y lh=z—2=1.

(Julio 15)
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- Solucién:
Vamos a calcular la ecuacion de la recta r. Para ello vamos a usar el punto A y el vector 1@

Tenemos queda

A=(0,1,1) z A
= |ly = 1
AB = (1,0,-2) 2 =1 — 2

Para resolver el segundo apartado vamos a utilizar un punto genérico de la recta y vamos a
calcular \ para que cumpla la condicién que nos dan. Sustituyendo A sacaremos los puntos que nos
piden.

Un punto genérico de nuestra recta seria

P(A1,1—2))
Imponemos la condicién y tenemos
d(P,11,) = d(P1y)
A+1+2] [A-1+2A-1]

Vit1l VIF1
N+3] = [3A-2]

Esta igualdad se cumple cuando
5
. )\—&—3:3>\—22—2)\:—5:>)\:§

1
. >\+3:—(3)\—2):>)\+3:—3>\+2:>4)\:—1=>>\:—Z

Sustituyendo cada valor de A en el punto genérico obtenemos los dos puntos buscados.
5 5

s \=—- =P, =(=,1,—4
2 ! (2” )

1 1 3
s A== py=(-212
4:> 2 <4a72)

Volver al examen
3.2.25. Considere en R? los puntos A = (1,1,—1)y B = (0,1,1) y los planos I1; : 2+y =0
yly:x2—2=0.
a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos Ay B.
b) Obtenga un punto P de la recta r cuya distancia al plano II; sea el doble de su
distancia al plano II,, esto es, d(P,II;) = 2d(P,II5).
(Junio 16)

- Solucién:
Para encontrar la ecuacion de la recta que nos piden vamos a usar como punto, por ejemplo, B
y como vector director de la misma, el vector Ag.

Con estos datos la ecuacién resultante es:
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Con esto terminamos el primer apartado del ejercicio.

Vamos a calcular los puntos de la recta que cumplen la condicién que nos piden. Para eso
nos viene muy bien el apartado anterior, pues un punto genérico de la recta r tiene la forma
P(=\1,142))

Se trata de encontrar los valores de A que cumplen la igualdad d(P,1I;) = 2d(P,II2).

d(P,II,) = 2d(P,TI)

= A+1| 2= A—1—2)
VI+1 VI+1

= A+1| 9] —1-3)|

Esta igualdad se cumple cuando lo que hay dentro de los valores absolutos, o es igual, o son

opuestos.

1
. f>\+1:2(7173)\):>f)\+1:7276>\:>5)\:73:>)\:f§:>P1: (215>

1 1 )
A+ 1=2(1+3)) :>—)\+1:2+6)\:—7>\:1:>/\:—?:>P2: (7,1,7>.
que coinciden con los puntos A y B del enunciado del problema.

Volver al examen

3.2.26. En R?, sea Il el plano de ecuacién © — z = 2, y sea r la recta que pasa por los

puntos A= (1,0,0) y B =(0,0,b).
a) Calcule un vector director