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Resumo

Séries financeiras apresentam problemas sérios para as técnicas mais tra-
dicionais de modelagem por séries temporais. Alguns dos seus aspectos
empiricos impedem sua correta compreensao por andlises lineares. Por ou-
tro lado, técnicas nao-paramétricas vém conseguindo, nas ultimas décadas,
resultados expressivos na analise de dados dependentes.

Essa dissertacdo tem por ponto inicial os trabalhos de Bertrand(1996),
Avesani e Bertrand(1997) e Genon-Catalot et al (1992), que versam sobre
estimacao nao-paramétrica da volatilidade vista como coeficiente de modelos
de difusao.

Apresentamos uma comparacao de quatro familias de estimadores nao-
paramétricos, trés dela por funcao-nucleo e uma por ondaletas. As com-
paracoes sao realizadas por suas propriedades tedricas, quando conhecidas, e
por simulagao, além de uma ilustracao em série real.

Encontramos fortes evidéncias favoraveis aos estimadores por funcao-
ntcleo normal e por ondaletas, quando as verdadeiras volatilidades sao sua-
ves e apenas a esses ultimos, quando as fungoes de volatilidade tém saltos.
Confirma-se nas simulagoes a superioridade computacional das ondaletas so-
bre os demais métodos.

il



Abstract

Financial series present serious problems for more traditional techniques
of modeling temporal series, because these linear models do not account for
certain empirical aspects. On the other hand, in the past few decades, non-
parametric techniques have been obtaining impressive results in the analysis
of dependent data.

The present thesis is based on the work of Bertrand (1996), Avesani
and Bertrand (1997), and Genon-Catalot et al. (1992), who discuss non-
parametric estimation of volatility as a coefficient in diffusion models.

We present a comparison of four families of non-parametric estimators,
three of them using kernel functions and one using wavelets. The compari-
sons include theoretical properties, when known, as well as simulation and
application on a real series.

All four estimators seem adequate as long as the true volatility is smooth,
but when there are irregular peaks, only wavelets were found to reproduce
the volatility accurately. The computational superiority of wavelets was con-
firmed by the simulations.
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Introducao

Séries financeiras apresentam problemas sérios para as técnicas mais tradicio-
nais de modelagem por séries temporais. Alguns dos seus aspectos empiricos,
conhecidos na literatura como fatos estilizados, impedem sua correta compre-
ensao por anélises lineares. Veja, por exemplo, (Herencia 1997) e (Gouriéroux
1997).

Por outro lado, técnicas nao-paramétricas vém conseguindo, nas tltimas
décadas, resultados expressivos na andlise de dados dependentes. Veja, por
exemplo, (Bosq 1998) e (Antoniadis and Oppenheim 1995), para resultados
relativos a fungoes-nicleo e ondaletas.

Estudos vém mostrando a importancia fundamental da volatilidade, a
variancia condicional instantanea, na correta percepc¢ao e predicao de valores
de séries correlacionados.

A correta modelagem da volatilidade depende, entre outras coisas, de um
bom modelo (no caso paramétrico) e de boas estimativas de valores aber-
rantes. Os valores aberrantes se mostram extremamente problematicos para
modelos tradicionais, mas a capacidade adaptativa das ondaletas os trata de
forma natural e automatica ((Walter 1992b) e (Walter 1992a)).

Varias aplicacoes de métodos nao-paramétricos em séries financeiras tém
aparecido na literatura desde predicao por simulacao historica a modificacoes
do método de sieves (Darolles and Gouriéroux 2001), passando por técnicas
semiparamétricas (Han and Wei 2000), suaviza¢do por polindémios locais
((Hérdle and Tsybakov 1997) e (Yang, Hardle and Nielsen 1999)) e estimagao
de quantis da distribui¢ao condicional por fungao-nicleo (Abberger 1997).

Podemos destacar (Hoffmann 1999), que utiliza técnicas nao-lineares de
ondaletas para um caso especifico: modelo AR(1) nao-linear e demonstra
a capacidade adaptativa das ondaletas a espagos de Besov, no espirito de
(Donoho and Johnstone 1993), para séries de dados dependentes.

Séries de alta freqiiéncia trazem ainda outros desafios as técnicas es-
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tatiticas: além de potencializarem os efeitos da dependéncia, também eviden-
ciam o custo computacional da técnica empregada. Nesse ponto, as ondaletas
levam evidente vantagem sobre as demais.

Essa dissertagao tem por ponto inicial os trabalhos de (Bertrand 1996),
(Avesani and Bertrand 1997) e, principalmente, de (Genon-Catalot, Laredo
and Picard 1992), cujos resultados teéricos motivam a aplicagao das ondaletas
nesse problema.

No primeiro capitulo, discutimos as séries financeiras e os fatos estili-
zados, evidenciando a dificuldade dos modelo tradicionais ARMA em mo-
delar tais séries. No segundo capitulo, introduzimos a integral estocastica
de It6 para depois definir formalmente os modelos de difusdao. No ter-
ceiro e quarto capitulos, apresentamos as técnicas nao-paramétricas de es-
timagao por Funcao-nicleo e Ondaletas, respectivamente. Discutimos em
cada um deles os detalhes das técnicas e de suas utilizagoes. No quinto
capitulo, adaptam-se os estimadores nao-paramétricos para modelos de di-
fusdo e estudam-se suas principais propriedades tedricas conhecidas. Ilus-
tragoes das técnicas comparadas sao realizadas no sexto capitulo, por si-
mulacdo e uma série real. As conclusoes sao apresentadas ao final desse
capitulo. Alguns resultados tedricos sao expostos no apéndice, onde também
sao apresentados alguns outros detalhes das simulagoes.



Capitulo 1

Volatilidade em Séries
Financeiras

1.1 Séries Financeiras

O mercado financeiro envolve diversas taxas de juros, de cambio, agoes,
bonus etc. que sao negociados em diferentes periodos de tempo. Existe uma
enorme variedade de maneiras de negociar tais produtos. A seqiiéncia dos
valores negociados de um desses é chamada de uma série financeira.

Os dois principais motivos pra se estudar uma série financeira sao inter-
pretacao e previsao. O primeiro tem por objetivo entender como os pregos se
comportam ao longo do tempo, quais fatores influenciam mais na flutuacao
dos precos, ou seja, entender diferentes aspectos do mercado financeiro. O
segundo tem por objetivo prever a evolucao das séries e, conseqiientemente,
fazer investimentos assumindo riscos calculados.

Para analisarmos uma série financeira e dela extrairmos essas informagoes
de interesse, geralmente recorremos a um modelo. Um tipo de modelagem
muito utilizada para processos observados ao longo do tempo, conhecidos
como séries temporais, sao os conhecidos modelos ARMA. Esses modelos sao
muito difundidos na literatura, pela facilidade e eficiéncia de implementagao.
Nesse tipo de modelagem, valores atuais da série sao modelados como uma
funcao linear dos valores passados e de um processo de ruidos, que pode ser
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interpretado como um processo de inovagoes. Um modelo ARM A(p, q) pode
ser escrito como:

Xt = + alXt—l —l— + Cl{pXt_p + €t — ﬁlﬁt_l — ... — ﬁqat_q, (11)

onde ay, -+, € By, , 3, sao os parametros do modelo e ¢, t € 7, é um
ruido branco, sendo 7 um conjunto de indices, com certas condi¢oes pouco
restritivas em oy, - ,ap € B1, -, Gy

Apesar da grande utilidade de tais modelos, verificou-se que os mesmos
eram incapazes de retratar corretamente o comportamento de séries financei-
ras. Em grande parte, porque séries financeiras tém uma natureza nao-linear,
principalmente devido a os pregos serem nao estacionarios. Para amenizar o
efeito dessa correlacao e tornar a série estaciondria, freqiientemente modela-
se a série dos retornos, que é construida utilizando-se uma tranformacao da
familia Box-Cox na série original. Normalmente, utiliza-se a série dos retor-
nos compostos, definida por:

Y; = log(X:) — log(Xi—1) Vi, (1.2)

onde X; é a observacao da série original no tempo t.
Utiliza-se a transformacgao em (1.2), principalmente porque ela representa,
aproximadamente, a variagao percentual dos precos:

Xi — Xi

log(Xy) —log(X;—1) = e
t—1

Essas séries dos retornos compostos tém algumas caracteristicas empiricas
as quais os modelos ARMA também nao conseguem reproduzir. Tais carac-
teristicas sao conhecidas como fatos estilizados, que serao discutidos em mais
detalhes na secao 1.2.

Existem outros tipos de modelos que sao utilizados para séries financei-
ras. Para a implementacao de alguns desses, é importante conhecer o valor
de uma varidvel latente (ndo-observével), conhecida como volatilidade. A
volatilidade pode ser interpretada, grosseiramente, como a variabilidade dos
retornos. Discutiremos a volatilidade em mais detalhes na segao 1.3, junta-
mente com alguns possiveis modelos.

Entre os modelos onde a volatilidade ¢ parte integral, existem aqueles
que sao definidos para observagoes discretas, ou seja, o conjunto de indices
T esta contido em N ou Z. Nesse caso, os mais difundidos na literatura
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sao os modelos Autoregressivos de Volatilidade Condicional Heterosceddstica
(ARCH) e os Modelos de Volatilidade FEstocdstica (SV). J& na formulagao
tedrica em tempo continuo, ou seja, o conjunto de indices 7 é continuo, os
modelos mais utilizados sao os Modelos de Difusao. FEsses modelos serao
discutidos na secao 1.3 e no capitulo 2.

1.2 Fatos Estilizados

Como foi mencionado na secao 1.1, verificou-se empiricamente que os mode-
los ARMA nao conseguiam reproduzir algumas caracteristicas das séries de
retornos, os Fatos Estilizados. Vamos discutir algumas delas nesta segao e
para isso, utilizaremos como exemplo um série real: os valores de abertura
das acoes da Telebras-PN, na Bolsa de Valores de Sao Paulo, do dia 30 de
junho de 1994 até o dia primeiro de julho de 1998.

o.as

o.16

o.14a

o.1z2

o.a1

o.os

o.oe

o.oa

o.0=

o

o EX=YS) EY=Y=) =00 a00 500 600 700 S00 S00 1000

Figura 1.1: Valor de Abertura das Ag¢oes da Telebras-PN

Os retornos, definidos por 1.2, sao ilustrados na figura 1.2.

(S) 100 Zoo =00 aoco s500 [=YY=Y Zoo s00 soco 1000

Figura 1.2: Série dos Retornos da Telebras-PN
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A primeira caracteristica que discutiremos aqui é a de que grandes re-
tornos sao sequidos de grandes retornos, em wvalor absoluto, e que pequenos
retornos sao sequidos de pequenos retornos, em valor absoluto. Ou seja, os
choques que ocorrem na série levam algum tempo para serem absorvidos
pela mesma. Esses conjuntos de retornos sao chamados de conglomera-
dos de volatilidade. Este fenomeno esta sempre presente nas séries dos
retornos, como podemos observar na figura 1.2. Se simularmos uma série
temporal utilizando um modelo ARMA, na série resultante dos retornos, nao
observaremos esse comportamento, indicando a incapacidade dos mesmos em
reproduzir essa importante caracteristica da série de retornos.

Outra caracteristica muito observada é que a distribuicao dos retornos
tem caudas pesadas, tornando a presenca de valores extremos bem mais
comum do que os modelos ARMA admitiriam. Podemos observar essa ca-
racteristica graficamente, na figura 1.3, ou podemos utilizar um indice nao-
paramétrico para medir o peso das caudas, como o Indice de Cauda definido
em 1.2.1.

Definigao 1.2.1 (Indice de Cauda).
Definimos os indice de cauda , com parametro «, Tp(F,a) para
a cauda direita e Tp(F, ) para a cauda esquerda, por:

{1\ F'(1—a)—F(0,5)
moiba) = (5) F1(0,75) — F1(0,5)  ©
(1Y FY0,5) - FY(«)
e(F,a) = (5) F1(0.5) — F-1(0.25)’ 0<a<0,5,

onde F' € a distribuicao empirica e a constante C' é dada por

(1 —a) — d1(0,5)
®-1(0,75) — ©-1(0,5)

Para estabelecer uma escala de referéncia, se a distribuicao dos retornos
fosse normal, obteriamos como indice 1; se fosse uma Cauchy-padrao, seria
maior que 8,4. Os indices de cauda da série exemplo sao expressos na tabela
1.1.
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Tabela 1.1: Indices de Cauda para a Série Telebras-PN

Indice de Cauda
« TE D
0,01 | 1,5774 | 1,3994
0,05 | 1,2887 | 1,1041
0,10 | 1,2105 | 1,0712

aoco

Figura 1.3: Histograma dos Retornos - Telebras PN

Uma terceira caracteristica importante é a simetria dos retornos. Esse
fato estilizado fere as condicoes dos modelos ARMA pois, por construcao, a
série dos retornos de um modelo ARMA teria uma distribuigao assimétrica.
Uma maneira interessante de avaliar a simetria da série Telebras-PN é constru-
indo-se um gréfico de simetria, que se baseia na comparacao das distancias
quantis Q(a) e Q(1 — «). Se a distribuicdo em questao for simétrica, essas
distancias tém o mesmo valor. Para a série Telebras-PN, veé-se o gréafico de
simetria na figura 1.4.
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Figura 1.4: Grafico de Simetria dos Retornos

Podemos notar no grafico 1.4 que os pontos mostrados realmente se apro-
ximam de um reta, com excecao dos pontos extremos, que podem ser facil-
mente interpretados como conseqiiéncia das caudas pesadas da distribuicao
dos retornos. Assim, na nossa série exemplo, temos bastante evidéncia da
simetria dos retornos.

Existem muitos outros fatos estilizados e para o leitor interessado, in-
dicamos (Herencia 1997). O importante é entender que devido a eles, a
metodologia tradicional dos modelos ARMA nao é adequada para modelar
séries financeiras, havendo entao a necessidade de se utilizarem os modelos
de volatilidade.

1.3 Modelos de Volatilidade

Os modelos de volatilidade sao aqueles em que a volatilidade é explicitamente
utilizada. A volatilidade pode ser interpretada como a variacao dos retornos;
assim, quando nos referimos a um mercado volatil, queremos dizer que os
pregos do mercado estao variando muito. Nos modelos que serao introduzidos
a seguir, tanto naqueles com tempos continuos quanto naqueles com tempos
discretos, a volatilidade ¢ modelada como a variancia condicionada em toda
a informacao anterior aquele momento, ou seja, a volatilidade no instante de
tempo t;, o7, de uma série {X;};7, é dada por

0—7522 = VaT(Xti ‘ {Xt}t<ti)'

Para exemplificar como uma mudancga na volatilidade afeta a série, iremos
ilustrar uma série simulada ! e seus retornos, com a respectiva funcao de

LA série simulada é uma modelo de difusdo com funcdes h =1, b= 0,75 — X,
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volatilidade deterministica utilizada em sua construgao, na figura 1.5.

Serie dos Retornos

o.
o Soo EX=Y=Y=) 1s00 =ooo =500 Sooo S500 PEYoYoYey asoo0

Figura 1.5: Efeito da Volatilidade em uma Série Financeira

Na figura 1.5, percebe-se claramente como a volatilidade influencia na
estrutura de série, e como um aumento na volatilidade implica um aumento
na variacao dos retornos. Nos modelos de volatilidade, é esse tipo de estrutura
que sera imposta, sendo o interesse em se estimar e entender a volatilidade
de uma série.

Na proxima subsecao, fazemos uma breve introdugao aos modelos de vo-
latilidade em tempos discretos. Os modelos de volatilidade continuos, foco
deste trabalho, sao apresentados no capitulo 2.

1.3.1 Modelos de Volatilidade em Tempos Discretos

Primeiramente, iremos definir os modelos Autoregressivos de Volatilidade
Condicional Heteroscedastica (ARCH). Existem diversas generalizagoes desse
modelo. Por simplicidade, discutiremos somente o modelo ARCH(q); para
outros modelos, indicamos (Gouriéroux 1997). Um detalhe interessante desse
tipo de modelo é que a volatilidade é observavel.
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Defini¢ao 1.3.1 (Modelo ARCH(q)).
O modelo ARCH, de ordem q, € definido por:

Xt’Itfl ~ N(0,0’?) €

q
ol = w+ZaiXt2_i, (1.3)
i=1

onde o? ¢ a volatilidade no instante t, I, = {Xy, Xy_1,..., X1},
w € uma constante positiva e {a;}iz1, 4, com a; > 0, sdo os
parametros do modelo.

Note que, modelando-se a volatilidade como dependente dos quadrados
das observacgoes passadas, reproduzem-se os conglomerados de volatilidade.
Para obter algumas propriedades do modelo ARCH(q), é interessante ex-
pressa-lo como

X, = 0464,

onde as varidveis ¢, = X;/o; constituem um processo de inovagoes padroni-

zado, ou seja, sao ruidos brancos. Podemos agora citar algumas propriedades
do modelo ARCH(q).

Proposigao 1.3.1 (Propriedades do Modelo ARCH(q)).
Se o processo { Xy Hen seque um modelo ARCH, de ordem q, pode-
mos expressar Xy = o€, com ¢, = X;/oy Vt. Nessa formulagao,
podemos obter as sequintes propriedades para o processo €;:

E[Et’[tfl] - 0,
E[Etﬁt_k] = 07 VEk 7£ 0
Varle|l—1] = 1,

onde It = {Xt,thl, ---;Xl}-

Para mais propriedades sobre os modelos ARCH e como obter estimativas
para os mesmos, indicamos ao leitor interessado (Gouriéroux 1997).

Definiremos agora os modelos de Volatilidade Estocastica (SV). Existem
diversas formulagoes e generalizacoes destes modelos. Discutiremos aqui, por
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simplicidade, somente o modelo log-normal, também conhecido com AR(1)-
SV. Nesse tipo de modelo, em contraste com os modelos ARCH, a volatilidade
nao é observavel.

Defini¢ao 1.3.2 (Modelo AR(1)-SV).
O modelo AR(1)-SV € definido como:

Xiloy ~ N(0,07) e
log(o}) = &+ ~log(op_y) +m, (1.4)

onde 02 ¢ a wvolatilidade no instante t, § e~y sdo parametros do
modelo, com |y| <1, e n; ~ N(0,0,) i.i.d. para todo t.

Para obter algumas propriedades do modelo AR(1)-SV, é interessante
expressa-lo como
Xt = o464,

onde as varidveis ¢, = X, /o, constituem um processo de inovagoes padroni-
zado, ou seja, sao ruidos brancos. Podemos agora citar algumas propriedades
do modelo AR(1)-SV.

Proposicao 1.3.2 (Propriedades do Modelo AR(1)-SV).
Se o processo { X hen seque um modelo AR(1)-SV podemos ex-
pressar X; = o€y, com ¢, = X, /o, Vt. Nessa formulacao, pode-
mos obter as sequintes propriedades para o processo €;:

log(e?) ~ logxi com (1.5)
Ellog(e})] = —1,27 e
2
Varllog(€?)] = % (1.6)

Para outras propriedades sobre os modelos AR(1)-SV e como obter esti-
mativas para os mesmos, indicamos ao leitor interessado (Herencia 1997).

Os modelos dessas duas familias SV e ARCH conseguem, tanto tedrica
como empiricamente, reproduzir os fatos estilizados, descritos na segao 1.2.
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Capitulo 2

Modelos de Difusao

Neste capitulo, iremos definir os modelos de difusao, onde a volatilidade é
uma funcao de tempo continuo. Primeiramente, iremos introduzir os concei-
tos de equacoes diferenciais estocasticas e de integrais estocdsticas, especifi-
camente de Integrais de Ito. Posteriormente, utilizando essas ferramentas,
iremos definir os modelos de difusao e comentar a respeito de sua utilizacao
para modelar séries financeiras de alta freqiiéncia.

2.1 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Como uma motivacao para as equacoes diferenciais estocdasticas, vamos
utilizar uma equacao diferencial classica para modelar o crescimento popu-
lacional:

= a(t)N(t), (2.1)

com condicdo inicial N(0) = A, onde N(¢) é o tamanho da populagao no
tempo ¢ e a(t) é a razao de crescimento relativa, no instante t. Esse modelo
simples definido em (2.1) é razodvel, porém também pode ser razodvel supor
que a funcao a(t) nao seja totalmente deterministica e esteja sujeita a uma
variacao causada pelo ambiente, satisfazendo a seguinte relagao:

a(t) =r(t) +e, (2.2)
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onde r(t) é uma fungao deterministica e € é um elemento aleatério, do qual
conhecemos somente o comportamento probabilistico.

Assim, seria interessante desenvolver uma teoria de equagoes diferenciais
que admitisse uma funcao com comportamento aleatério, como aquele defi-
nido em (2.2). Tais equagoes sao conhecidas como equagoes diferenciais
estocéasticas. Note que, utilizando (2.2), podemos reescrever (2.1) como:

dN(t)
dt
Em (2.3), devemos procurar um processo estocastico para representar €.
Primeiramente, vamos definir:

= r(t)N(t) + N(t)e. (2.3)

Definigao 2.1.1 (Processo Estocastico).

Um processo estocdstico € um conjunto parametrizado de varidveis
aleatorias { X her, definidas no espaco de probabilidade (Q, F, P)
e que assumem valores no R™. O espaco paramétrico T pode ser
qualquer conjunto no R™. Para cada t € T fizo, X;(w) € uma
varidvel aleatoria e, para cada w € Q fizo, {Xi(w)er € cha-
mado de trajetoria do processo.

Intuitivamente, queremos encontrar um processo estocastico {V; }ier bem
comportado, tal que:

dN (%)
Cdt

e que satisfaca as seguintes propriedades bésicas:

= r()N(t) + N()V, (2.4)

(i) Sety # o, entao V;, e V, sdo independentes;

(ii) V; é um processo estocéstico estacionério,
ou seja, a distribuicao conjunta de {V;, 44, ..., Vi, 14} (2.5)
nao depende de t; e

(iii) E(V;) = 0 para todo t.

Pode-se provar, no entanto, que nao existe um processo estocastico {V; her
que satisfaga (2.4) e as condigbes (2.5), pois 0 mesmo nao pode ter uma tra-
jetéria continua. Indicamos para o leitor mais interessado (Oskendal 1995).
Uma solugao é utilizar uma versao discreta de (2.4), dada por:
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N(tri1) — N(te)
lpt1 — t

=r(ty) N(tx) + N(tx)Vi,. (2.6)

Caso existisse o limite do termo da esquerda, com Aty =ty — tx — 0,
obteriamos dN(t)/dt com t = ;1. Porém, é importante notar que o conceito
de limite em (2.6) serve somente como motivacao para reescrevermos (2.4),
pois tal limite nao existe ! . Utilizando At;, = t;11 — tx, podemos escrever
(2.6) como:

N(tgy1) — N(tx) = r(te) N (tg) Aty + N(tg) Vi, At (2.7)

Note que, utilizando a seguinte particao dos tempos, 0 =ty < t; < --- <
ty < -+ <ty =1, e trabalhando recursivamente com (2.7), obtemos:

N(t) — N(0) = mz_l r(te) N (tx) Aty + mz_l N (tg) Vi, Aty (2.8)

Até o momento, apenas colocamos (2.3) numa maneira matematicamente
correta. Agora vamos modificar ligeiramente a expressao (2.8), utilizando um
processo AW, = W, ., — W, em lugar de V;, At,.

N(t) = N(O) +mZ’l”(tk)N(tk)Atk —FmZ N(tk)AWtk (29)

O tnico processo estocastico {W; }er que pode ser utilizado em (2.9) e
que satisfaz as condigoes (2.5), tendo uma trajetéria continua é o Processo
Estocastico de Wiener. Para obter mais detalhes, indicamos (Oskendal
1995).

IEstamos tratando de elementos aleatérios, para os quais a nocao mateméatica de limite
nunca existe, a nao ser em casos triviais.
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Definigao 2.1.2 (Processo Estocastico de Wiener).

Um Processo FEstocastico de Wiener é um processo estocastico
{Wi(w) hi>0 Gaussiano continuo com incrementos independentes
tal que:

i. PWo=0)=1 (2.10)

ii. EW)=0 Vt>0 (2.11)

iii. W,—W,2Y V0<s<t(212)

. Wy —W, LW, —W,, (2.13)

VO <t <ty < t3 <t (2.14)

onde Y é uma varidvel aleatdria com distribui¢ao N(0,t — s).

O processo de Wiener é a descricao matematica do Movimento Browni-
ano, descoberto pelo botanico escocés Robert Brown, ao observar que graos
de polén suspensos na agua realizavam movimento irregulares.

Supondo que exista o limite da expressao em (2.9) quando At — 0, para
todo k£ > 0, obtemos:

N(t) :N(O)—|—/tr(t)N(t)dt+/tN(t)th, (2.15)

onde a segunda integral em (2.15) é uma integral estocastica. Sua existéncia,
num certo sentido, sera discutida na se¢ao 2.2. Assim, partindo do conceito de
equagao diferencial estocastica em (2.3), encontramos a necessidade de lidar
com integracao estocastica. Note que podemos utilizar uma outra notacao
para representar (2.15), de forma a tornéd-la parecida com (2.3), mas que
fique claro que é apenas uma liberdade notacional:

AN(t) = r(t)N(t)dt + N(t)dW,. (2.16)

2.2 Integral de It6
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Quando falamos de integrais estocdasticas, estamos geralmente interessa-
dos na integral de uma fungao f : [0,00) X  — R com relagdo a AW,.
Procedendo de forma semelhante a uma integral de Riemann-Stieltjes, a in-
tegral estocdstica é definida como o limite de (2.17), quando A; — 0, onde,
sem perda de generalidade, supomos que 0 < A < B:

/A f(t, w)dW, = Alirilozj: FE,0) Wy, — Wy (w). (2.17)

No caso da integral de Riemann-Stieltjes, qualquer que seja t} € [t ;1]
escolhido, o limite obtido sera o mesmo. No caso das integrais estocasticas,
como também ocorre com a integral de Lebesgue, a escolha de ¢} em (2.17)
modifica o resultado. Assim, dependendo da escolha de ¢, definimos dife-
rentes integrais estocéasticas. As escolhas que se tém mostrado mais tteis sao
t7 = tj, que leva a definigao da integral de Ito, e ¢ = %, que leva a de-
finicao da integral de Stratonovich. Ao longo desta dissertacao, utilizaremos
somente as integrais de Ito.

Necessitamos, para a defini¢ao precisa da integral de [t0, de dois conceitos
adicionais. Eles serao introduzidos nas definigoes 2.2.1 e 2.2.2.

Defini¢ao 2.2.1 (Mensurabilidade).
Dado o espago de probabilidade (Q2,F, P), uma fungao g(-,-) :
[0,00) x Q@ — R € F;-mensuravel se

g t,U) ={we Qgt,w)ecU} € F, (2.18)

para todos os Borelianos U C R.

Defini¢ao 2.2.2 (Processo Adaptado). Seja
{Fi}i>0 uma familia crescente de o-dlgebras de subconjuntos de
Q. Um processo g(+,-) : [0,00) x Q2 — R é F;-adaptado, se para
cada t >0, a fungao g(t,.) € Fy-mensurdvel.

Agora, podemos definir a integral estocastica de Ito.
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Definigao 2.2.3 (Integral Estocéastica de Ito).
Seja f(-, ) uma fungao [0,00) X Q@ — R que satisfaca:
i- (t,w) — f(-,-) € B x F-mensurdvel.

ii- f(¢ ,-) é .7-} adaptada

iii- £ fs | < o0,

onde F; € a o-dlgebra gerada pelo processo estocdstico W(-) , com
s <t (F = d{Wss <t}), F éa menor o-dlgebra que contém
Fi,Vt e B denota a o-dlgebra de Borel no segmento [0, 00).
Utilizando A; = tj11 —t;, a integral estocdstica de Ito € definida
como:

/A (6 w)dW; = lim Z ) We o — Wi l(w), (2.19)

1Aj|=¥90

onde {t;}j—o1,.. € uma parti¢ao qualquer de [A, B] C [0, 00), Wy, (w)
€ um processo de Wiener definido em 2.1.2.

A integral de It6 possui diversas propriedades. Apresentaremos algumas,
a seguir.

Proposicao 2.2.1. Sejam f e g duas fungoes que satisfacam as
condicoes da definicao 2.2.3, com 0 < A < U < B e ¢ uma
constante qualquer. Entao:

/ FAW, = / FAW, + / Fdw, (2.20)

/B(cf+g)th —c/ det+/ gdW, e  (2.21)

A A

E [/AB det} = 0. (2.22)

[remos enunciar a seguir um resultado muito utilizado:
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Teorema 2.2.1 (Isometria de 1t6).

Para toda funcao f que satisfaz as condigoes de existéncia da
integral de Ito, temos:

([ o)

O teorema 2.2.1 é conhecido como isometria de It0, pois mostra a igual-
dade da esperanca de duas normas definidas diferentemente, uma com a
integral de It0 e outra com a integral de Riemann-Stieltjes.

Como a integral de Ito é aleatoria, é razoavel que ela tenha uma distri-
buicao conhecida, principalmente levando-se em conta sua construcao.

E

=F UAB fQ(t,w)dt] : (2.23)

Teorema 2.2.2. Para toda fun¢ao h deterministica que pertenca
ao espaco funcional La(R) e que satisfaca as condi¢ies de existéncia

da integral de It6, ou seja, nesse caso, ¥t, h(t) seja um segmento
de Borel em R e F;-adaptada:

/A ), ~ N <0, /A ’ h?(t)dt) | (2.24)

2.3 Processo de Ito

Combinando uma integral de Riemann-Stieltjes com uma integral de Ito
obtemos um processo estocastico conhecido como processo de 1to.

Definicao 2.3.1 (Processo de Ito).
Para todas as fungoes u : [0,00) x 2 — R ev:[0,00) x 2 — R

tais que v(-,-) satisfaca as condigoes de existéncia da integral de
Ito, definimos como um processo de Ito, Xy, por:

t ¢
X, =Xo+ / u(s,w)ds + / v(s, w)dWs. (2.25)
0 0
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Para qualquer processo de Ito, podemos definir a seguinte regra de inte-
gragao por partes:

Teorema 2.3.1 (Integragao por Partes).
Sejam { X her € {Yiter dois processos de Ité quaisquer. Entao

t t t
/ XdYs = Xi Y — XoYo — / Y,dX, — / dXsdYs. (2.26)
0 0 0

Analisando o caso especifico do teorema 2.3.1 para o caso X; = Y;, Vt
e utilizando a definicao 2.3.2, obtemos a seguinte regra de integracao por
partes:

! X2 [o(dX,)?
/ X dX, ==L — f0<7) (2.27)
0 2 2

e percebemos que a integragao por partes de um integral estocastica ¢ di-
ferente da integracao por partes usual, de uma integral de Riemann, que é
definida da seguinte forma:

t 2
/0 vdr = % (2.28)

pois subtrai-se o termo fot(dXs)Q/Q.
Motivado por esse termo restante, um processo estocastico interessante e
bastante utilizado na derivacao de resultados envolvendo modelos de difusao

pode ser construido. Esse processo é conhecido como Variacao Quadrdtica e
é definido em 2.3.2.

Definigao 2.3.2 (Processo de Variacao Quadratica).
Seja { X }er um processo de Ité qualquer. Definimos como pro-
cesso de vartacao quadrdtica o sequinte processo estocdstico:

: 2
<X, X >= Altlkrgoz Xy — Xo | (2.29)
<t
onde 0 = t; < -+ < t, =t é uma particao de [0,t] e Aty

- tk+1 - tk.
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2.4 Modelos de Difusao

Um modelo de difusao é um caso especial de processo de Ito, utilizando-se
fungdes b : [0,00) x Q@ — Re o : [0,00) x Q2 — R, que satisfacam as condigoes
de existéncia da integral de Ito6.

Definicao 2.4.1 (Modelo de Difusao).

Para todas as fungoes b : [0,00)xQ — R eo : [0,00)xQ — R que
satisfagam as condigoes de existéncia da integral de Ito, definimos
como Modelo de Difusao o sequinte processo estocdstico:

t t
Xt:X0+/ b(s,Xs)ds+/ (s, X, )dW,. (2.30)
0 0

A funcéo b(-, -) é chamada de coeficiente de nivel, ja que ela é responséavel
pela mudanga de nivel da série, e a funcao o(-,-) é chamada de coeficiente
de difusdo, pois a mesma define a velocidade e o tamanho das oscilagoes da
série.

O mesmo modelo de difus@o definido em (2.30) pode ser reescrito como:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (231)

A notagao utilizada em (2.31) é mais utilizada na literatura, sendo ado-
tada neste texto.

2.5 Volatilidade nos Modelos de Difusao

Nesta secao, vamos mostrar que a volatilidade dos modelos de Difusao
é o quadrado da fungdo o : [0,00) x 2 — R. Para isso, utilizando a de-
finigdo de volatilidade e lembrando que a fungao o(-,-) satisfaz as condigoes
de existéncia da integral de It0, temos que:

E(dX/{Xs}s<t) = E(dXy/F)
= E(b(t,Xy)dt/F) + E(o(t, X)dW,/Fy)
— b, X)) dE+ ot X)) E (AW F)
— b(t, X,)dt. (2.32)
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BE((dX)* {Xs}zt) = E((dX0)*/F)

E((b(t, Xy)dt)? ) F) + E ((o(t, X,)dW,)?* | F)
2F (b(t, Xy )dto(t, X¢)dWy /) Fr)

(b(t, Xy)dt)” + o(t, X;) E ((dWy)? ) Fy)

2b(t, X;)dto(t, X;) E (AW, ) F;)

(b(t, Xp)dt)? + o>(t, X;). (2.33)

+

+

Assim, de (2.32) e (2.33), temos que a volatilidade dos modelos de difusao
¢ definida por:

Var(dX,/{Xs}s<t) = Var(dX,/F,)
= E((dX))*/F) — (E(dX,/F))
= (b(t, Xp)dt)® + o> (t, X;) — (b(t, X¢)dt)?
= ot X,). (2.34)

2.6 Simulacao de um Modelo de Difusao

Nas simulagoes de processos de difusao realizadas nesta dissertacao, uti-
lizamos o método de Euler, que é definido simplesmente como:

Defini¢ao 2.6.1 (Método de Euler).

Seja {X}er 0 processo estocdstico definido pelo modelo de di-
fusao dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW; com t € [Ty, T]. O método
de Euler para simulacao deste processo, utilizando uma particdao
fina qualquer (discretizagdo) do tempo definida por Ty = to <
ty < .. <t, =T € recursivamente dado por:

th+1 = th _'_ b<tn7 th)An+1 + U(tn, th>}/;n+l (235)

onde Xy, = o € a condi¢ao inicial, o € a variancia da distri-
buicao normal, A, = t, —t,_1 e a varidvel aleatoria Y, , tem
distribuicio N (0, 0% A, 41]).
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Este método é claramente derivado de uma versao discreta, como em
(2.6), para a equagao (2.31).
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Capitulo 3

Estimacao por Funcao-Nucleo

Neste capitulo, introduzimos o conceito de estimagao nao paramétrica
por funcao-nicleo e enunciamos algumas de suas principais propriedades. A
devida adaptacao dessa técnica para a volatilidade é feita no capitulo 5.

3.1 Introducao

A origem dos estimadores por funcao-nicleo esta associada a estimacao de
densidades. Ja era conhecido um estimador otimo para a funcao de distri-
buicao, a distribuicao empirica. No entanto, nao é possivel sua adaptacao
direta para a densidade. Como veremos a seguir, os estimadores por fungao-
nucleo fazem essa adaptacao de forma parcial.

Definigao 3.1.1 (Distribuicao Empirica).

Seja { X1, ..., X} uma amostra aleatdria (ou seja, X, ..., X, in-
dependentes e identicamente distribuidos) da distribui¢ao Fx. O
estimador empirico de Fx € dado por:

~ 1<
F.(z) = - E 1002 (X5), Vo € R. (3.1)
=1

Note que o estimador F;, nao é diferenciavel nos pontos amostrais, sendo
sua derivada nula caso contrario. Portanto, nao é viavel utilizd-lo direta-

25
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mente para estimar a densidade de X. A solucao encontrada foi utilizar um
estimador funcionalmente parecido com (3.1).

Definicao 3.1.2. Seja {X1,...,X,,} wma amostra aleatdria da
distribuigio Fx ([ fx). O estimador empirico de fx é dado por:

Fulz) = %Z 1(X;), Vz € R. (3.2)
=1

Note que o estimador em (3.2) é intitil, pois a probabilidade de o evento
[X; = z] ocorrer é nula se X; é uma varidvel aletéria continua, o que é
conflitante, pois esta é a tnica razao para se estimar uma densidade. Assim,
houve a necessidade de se fazer uma pequena modificagdo em (3.2). Note
que (3.2) pode ser reescrito da sequinte forma:

Fu) = 23100 = ) 1g (X )
=1 =1
_ %Z K(X, — 1), (3.3)

onde K(-) = 1(+). Utilizando-se (3.3) para uma funcao K(-) com proprie-
dades de regularidade mais desejaveis, criamos uma familia de estimadores
que podem ter um desempenho préximo ao dtimo.

Defini¢ao 3.1.3 (Estimador de Densidade).
Seja{X, ..., X} uma amostra aleatoria da distribuicao Fx ([ fx).
O estimador por fun¢ao-nicleo de fx(x) é dado por:

Ful) = 3 K(X— ), (3.4)

onde K(-) é uma fun¢ao conhecida e chamada de fung¢ao-nicleo.
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Para que o estimador definido por (3.4) tenha boas propriedades, de-
vemos restringir-nos a fungoes K(-) que gozem de certas propriedades de
regularidade. Chamaremos tais fungoes de fungoes-nticleo admissiveis. Pela
observacao feita sobre (3.3), é natural que K(-) = 1jg(-) nao seja consi-
derada admissivel, servindo (3.3) apenas como motiva¢ao para a utilizagdo
de funcgoes-nicleo na estimativa da densidade. As restrigoes que definem
funcoes-nicleo admissiveis de forma sistematica sao apresentadas na subsecao
3.1.1.

E importante salientar que além da maior utilidade pratica do estimador
definido em (3.4) com relacdo ao estimador empirico, aquele reproduz as
propriedades 6timas do estimador empirico de F'x. Essas propriedades serao
enunciadas na secao 3.3.

3.1.1 Restricao nas Fungoes-Nicleo

A fungao K(X; — .) pode ser interpretada como o peso de cada varidvel
aleatoria X; no estimador da densidade num ponto especifico r € R. Assim,
faz sentido que a fungao K(-) seja simétrica, de forma que observagoes que
estejam a mesma distancia de x tenham o mesmo peso na estimativa de
fx(z) '. Como estamos interessados em estimar uma fungao que é continua,
é interessante que a fungao-nticleo também seja continua e integravel.

Levando-se em conta os argumentos acima e algumas outras propriedades
que ficarao claras posteriormente, exige-se que as fungoes-nicleo satisfagam
as seguintes condigoes:

/OO K(z)dr =1 (3.5)

e, como conseqiiéncia da simetria, também que:

/ oK (2)dr = 0. (3.6)

[e.9]

Alguns exemplos bastante utilizados de fungoes-nicleos sao dados na ta-
bela 3.1.1.

Para visualizar o comportamento das funcoes-nicleo descritas em 3.1.1
e entender o seu efeito na estimativa de densidade fx, desenhamos algumas
delas na figura 3.1.

Podemos argumentar que para séries financeiras, tal simetria no é tao natural.
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Tabela 3.1: Exemplos de Fungoes-Nicleo Admissiveis

K(x) Nome
1_1/2,1/9 () Uniforme
\/%?e_zz/ 2 Normal

0,75(1 — 2®)1(j5<1) | Epanechnikov
%(1 - x2)21(|z\g1) Biponderada

(1 — |21 (jz<n) Triangular

%1(|x\§1) Retangular

Figura 3.1: Funcoes-Nucleo Admissiveis
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O efeito das diferentes fungoes-niicleo é evidente observando os graficos
acima. Utilizando-se a funcao retangular, as observacoes que sao utilizadas
na estimativa do ponto z tém o mesmo peso. Com a funcao Triangular,
quanto mais distante a observacao for de x, menor serd o seu peso, e se a
distancia for maior que um, o peso é nulo. A funcdao de Epanechnikov é
similar a triangular, porém sem o pico da mesma. J4a, na funcao normal,
todas as observagoes sao utilizadas para se estimar qualquer ponto z, mas
observagoes distantes vao tendo seu peso diminuido significativamente.

3.1.2 Parametro de Alisamento

Para dar maior flexibilidade a estimativa, introduziu-se um novo parametro
h no estimador (3.4), conhecido como parametro de escala. Assim, de forma
mais geral, o estimador por funcao-ntcleo de densidade é definido por:

n

R D C EES Y T E NE X

i=1

onde Kp(-) = K(./h)/h. O parametro de alisamento influencia diretamente
no peso dado a cada observacao na estimativa de fx(z). Se utilizarmos
um h grande, observacoes mais distantes de x passarao a ter um peso mais
significativo enquanto que, utilizando um h pequeno, somente observagoes
proximas de x vao ter um peso significativo, definindo entao i o grau de
alisamento de f,. De forma mais clara, quanto maior for h, mais alisada
e regular torna-se a estimativa da densidade e, quanto menor for h, mais
detalhada e irregular. A influéncia de cada h na andlise esta relacionada a
funcao-ntcleo utilizada, sendo assim a escolha de ambos fundamental.

[lustramos estimativas por funcao-nicleo na figura 3.2, utilizando fungao-
nicleo uniforme para diferentes parametros de alisamento, onde o efeito do
parametro h na estimativa se torna bastante claro.

A grosso modo, o parametro h define a quantidade factual de observagoes
que serao utilizadas na estimativa de cada fx(z). Note que as condigoes
definidas para que a funcao K (-) seja uma funcdo-nicleo sao atendidas por

Kn().
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Figura 3.2: Efeito do parametro de Alisamento h

3.2 O Estimador de Nadaraya-Watson

Suponha que queiramos analisar um conjunto de dados independentes e iden-
ticamente distribuidos de (X,Y), de tamanho n, {(X;,Y;)}",, e estejamos
interessados num estimador da esperanga condicional F(Y/X = x), para
modelar a relagao das variaveis aleatorias X e Y da seguinte forma:

Y, =E(Yi/X)+e  i=1,..n, (3.8)

onde ¢; é o erro amostral de cada observacao.
Seja m(x) = E(Y/X = x). Supondo que Y e X sejam conjuntamente
absolutamente continuas, temos:

fxy(z,y)
mia) = BY/X =) = [ ufsmati)ty = [ o220y (39)
R R fx(@)
Utilizando-se o método da substituigao (também conhecido como método
”Plug-in"na literatura), ou seja, substituindo-se as fung¢oes desconhecidas por

suas estimativas, obtemos de (3.9) que:

fX,Y ($7 y) d
Y————ay.
R fx(x)
Em (3.7), ja discutimos um estimador por fungao-nicleo para a densidade

fx, faltando agora encontrarmos um estimador por fungao-nicleo para fx y.
Utilizando raciocinio anélogo, obtemos:

(3.10)

m(z) =
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vt = g2k () (M)

1=

1 n
= EZKh(Xi — ) K,(Y; — ), (3.11)
i=1
onde Kj(-) = K(./h)/h. Substituindo (3.7) e (3.11) em (3.10), temos que:

~ zn:Kh(Xi—x)K (Yi_y)

i=1

_ gKh(Xi_x>AyK (Y;y) dy' (3.12)

n

(%)

i=1

Pela transformagao de varidveis v = (Y; — y)/h e lembrando que uma
fungao-niicleo admissivel K (-) deve ser simétrica e ter norma 1, obtemos, de
(3.12), que:

> Kn(Xi - ) /R(Uh + Y;) K (v)hdv

=
=
|

n

;K (Xh— :c)

D KX — )Y
- = . (3.13)
D Kn(Xi — )

O estimador de m(+) definido em (3.13) é conhecido como o Estimador
de Nadaraya-Watson que serda o estimador de regressao por fungao-
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nucleo nesta dissertacao. E interessante salientar que esse estimador pode
ser reescrito como:

() = =3 W)Y, (3.14)

onde

(3.15)

Percebe-se claramente de (3.14) que o estimador de Nadaraya-Watson
nada mais é do que uma média ponderada das observagoes {Y;,i = 1,...,n},
pela seqiiéncia de pesos {W,,;(z),i = 1,...,n}, definida em (3.15).

3.2.1 Erro do Estimador de Nadaraya-Watson

Estamos interessados em avaliar a eficiéncia do estimador de Nadaraya-
Watson, definido em (3.13). Uma medida cléssica para isso é o Erro Quadratico
Médio (EQM), pois 0 mesmo avalia o vicio e a variancia do estimador simul-
taneamente. Para facilitar a notagao, utilizaremos FQM (x) em lugar de
EQM(m(x), m(z)) e nenhuma confusio a isso deve ser associada.

EQM(z) = EQMgmn(x) = E(i(z) —m(z))*

(3.16)

A medida (3.16) tem caracterizacdo local, isto é, mede a qualidade local
de m(-) como estimador de m(-) num especifico ponto € R. Essa caracte-
rizacao nos é problematica por nao responder de forma sintética a questao
de m(-) ser um bom estimador de m(-). Para tanto, seria interessante uma
medida global, que fosse similar a (3.16) mas que avaliasse m(-) em todos os
pontos. E importante frisar que mesmo que essas medidas globais sejam pe-
quenas, pode haver pontos em que o erro cometido na estimativa seja grande,
tendo porém o conjunto de tais pontos medida nula, no sentido de Lebesgue.
Diversas dessas medidas sao propostas na literatura e apresentamos algumas
delas a seguir.
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Definicao 3.2.1 (Erro Absoluto Integrado).
Seja m um estimador da fun¢ao m. O Erro Absoluto Integrado(EAI)
desse estimador é:

EAI = /R |m(z) — m(z)|w(z)de, (3.17)

onde w(-) € uma fun¢ao-peso nao-negativa.

Defini¢ao 3.2.2 (Erro Quadratico Integrado).
Seja m um estimador da funcao m. O Erro Quadrdtico Inte-
grado(EQI) desse estimador é:

BOI = /R (W (x) — m(z))?w()dz, (3.18)

onde w(-) € uma fun¢ao-peso nao-negativa.

Defini¢ao 3.2.3 (Erro Quadratico Médio Integrado).
Seja m um estimador da funcio m. O Erro Quadrdtico Médio
Integrado(EQMI) desse estimador é:

EQMI = E ( / (7 (z) — m(x))zw(:v)dx> , (3.19)
R
onde w(-) € uma fun¢do-peso nao-negativa.

Uma versao discreta do EQI é definida a seguir.

Defini¢ao 3.2.4 (Erro Quadréatico Discreto).
Seja m um estimador da fungdo m. O Erro Quadrdtico Dis-
creto(EQD) desse estimador é:

n

EQD =n"") (m(X;) — m(X;)) w(X;), (3.20)

=1

onde w(-) € uma fun¢ao-peso nao-negativa.
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Note que o EQD ¢ igual ao EQI condicionado a amostra. Podemos
definir também mais uma medida discreta, muito utilizada no método de
validagao cruzada, discutido na secao 3.4.

Definigao 3.2.5 (Erro Quadrético Discreto Condicionado).

Seja m um estimador da funcao m. O Erro Quadrdtico Discreto
Condicionado(EQDC) desse estimador é:

EQDC = E[EQD(@(x), m(@)[{ X1, . X}, (321)
onde w(-) € uma fungdo-peso nao-negativa.

Note que as medidas de erro globais definidas de 3.2.1 a 3.2.5 nao podem
ser calculadas na pratica pois claramente nao conhecemos a funcao m que
queremos estimar. Assim a mais normalmente utilizada é o erro quadratico
médio integrado pois, sendo fungao de uma esperanca, podemos avalid-la
utilizando métodos de reamostragem, e também devido a sua relagao com o
erro quadratico médio. Por motivos semelhantes, as medidas discretizadas
acima podem ser estimadas, tornando-as mais tteis na pratica.

O estimador definido por (3.13) goza de excelentes propriedades. No
entanto, pela natureza dos dados de volatilidade, as hipdteses usuais nao sao
satisfeitas. Por nosso interesse residir em séries financeiras, iremos postergar
o enunciado das propriedades do estimador de Nadaraya-Watson para a secao
3.3, mesmo para dados i.i.d..

3.3 Resultados Assintdoticos do Estimador de
Nadaraya-Watson

Enunciaremos alguns resultados assintoticos do estimador de regressao por
funcao-ntcleo, para processos de tempo continuo e as respectivas tazas de
convergéncia otimas. Quando nos referimos a uma taxa como étima, quere-
mos dizer que essa taxa ¢ de mesma ordem que aquela obtida no caso em
que as observacgoes sao independentes e identicamente distribuidas. Para po-
dermos enunciar tais resultados, teremos que recorrer a algumas definicoes.
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Mesmo com o elevado nimero de defini¢bes, muitas suposigoes sobre o pro-
cesso e restrigdes nao serao comentadas. Para detalhes, indicamos (Bosq
1998) e (Hérdle 1990).

Primeiramente, precisamos definir o processo do qual estaremos amos-
trando. Os resultados abaixo dizem respeito a qualquer processo estocastico
estacionario { Xy, Y; }iez, definido em R x R, onde m(-), definida em (3.8), é
uma funcdo boreliana tal que m : R — R e E(|m(Y)]) < oc.

Nesta dissertacao, estamos interessados no processo estocastico continuo
definido na segao 2.4 por (2.31). Porém, como nao se observa tal processo con-
tinuamente, condicionado a uma amostra, podemos supor que o processo de
difusao seja um processo estocastico discreto, como especificado no paragrafo
anterior. Nos enunciados abaixo, trocamos a notacao do estimador definido
em (3.13) para m,(z), deixando clara sua dependéncia no comprimento da
série amostrada.

Defini¢ao 3.3.1 (Mistura Forte).
Seja { Xy }iez um processo estocastico. { X, ez satisfaz a condi¢ao
de mistura forte se :

ar =supa(o(Xs, s <t),0(Xs,s >t+k)) "0, (3.22)
tez

onde o(X) é a o-dlgebra gerada pelo processo {X }er € af-,-) €:

o(AB)= sup [P(ANB) = P(A)P(B)] (3.23)

onde A e B sao o-dlgebras.

Note que o coeficiente de mistura forte oy, definido em (3.22), pode ser
interpretado como uma medida de quao prérimo o processo esta de ser inde-
pendente, para observagoes separadas por uma distancia k. A seguir, iremos
enunciar um resultado assintético para o erro quadratico dos estimadores de
regressao por fungao-nucleo.
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Teorema 3.3.1. Se m(-) e fx(-) satisfizerem as condigoes de
reqularidade 1 na se¢io A.2, se f > 0, se fx(z) >0 e se § >

maX{M 3}, escolhendo-se

p—2 7
h=c,n /5,
com ¢, — ¢ >0, entao:
lim n*°E(f,(x) — m(z))? = C(z, ¢, K, f,m), (3.24)

n—oo

onde C(z,c, K, f,m) é uma constante que depende da fun¢ao-
nicleo utilizada, de uma constante ¢, da densidade fx(-), da
fungao de interesse m(-) e do ponto x que estamos estimando, n
€ o tamanho da amostra e o parametro p € definido nas condicoes
de reqularidade 1, na secao A.2.

O teorema 3.3.1 é importante pois mostra que para o erro quadratico
esperado é possivel obter uma taxa de convergéncia étima. Sabemos, porém,
que avaliar o erro esperado do estimador em cada ponto nao é o suficiente para
avaliar a capacidade do estimador em estimar a fun¢ao m(z), Ve € R, como
foi mencionado na secao 3.2.1. A seguir, enunciaremos o teorema 3.3.2 que
diz respeito a convergéncia uniforme e quase-certa do estimador em questao.
Nesse caso, porém, nao é possivel atingir a taxa de convergéncia 6tima.

Defini¢ao 3.3.2. Seja { X, } ez um processo estocdstico. O pro-
cesso { X hez € uma mistura geometricamente forte (M.G.F.)
se existir Cy > 0 tal que :

o, < Cop, p€l0,1), k>1. (3.25)

Teorema 3.3.2. Se m(-), fx(-) e K(-) satisfizerem as condi¢oes
de reqularidade 2, na se¢io A.3, se o processo Z; = (X;,Y;) Vit
for um processo estocdstico estaciondrio M.G.F., se existir um
conjunto compacto S tal que

inf fy (l’) > 0,

€S
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se
E(expalm(Yy)|") < oo,

paraa>0eT >0 e se

nh,

log(n)2+1/7 — %5,

entao:
suIS) |mp(x) —m(z)| — 0 q.c.. (3.26)
Te
1N\ 1/5
Se, além disso, tomarmos h,, ~ (M) , entao, para cada
k inteiro,

n2/5

su mn r)—m\x)| — 0 .C.,
logs(n)(log(n))=+(-7)3 meg‘ (x) —m(x)] q

onde logi(-) € definido de forma que logy(-) = log(logk—1(-)).

(3.27)

O teorema a seguir versa sobre a convergencia em distribuicao do estima-
dor m,(z):

Teorema 3.3.3. Se a funcao fx(-) e os processos Xy e Z; satisfi-
zerem as condi¢oes de reqularidade 3, na se¢io A.4, se f(x)v(x) >
0 e se nh3 — 0 entado:

Vil / fa(2) (
[ K?(z)dzy/v,(2)

2

f x x?
onde v(z) = [m*(y )}; x)y dy — <fm ((gg)dy) e fo(z) €
v () sao, respectwamente, o estimadores por func¢ao-nicleo de

fx(z) ev(x).

Para facilitar a comparacao das razoes de convergéncia, construimos a
tabela 3.2, contendo as razoes do estimador m,(x) com o estimador de den-

sidades, no caso de as observacoes serem independentes e identicamente dis-
tribuidas.

in(z) — m(z)) S N(0,1), (3.28)
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Tabela 3.2: Ordem das Medidas de Erro
Medidas de Erro f

obs. iid obs. dependentes
E.Q.IL o) <n%4> @) (n?)

EAL 0 ((%) ) 0 (logk(n) (%) )

3.4 Validacao Cruzada

Como vimos na se¢ao 3.3, a escolha do parametro h influencia diretamente no
erro cometido na estimativa da fungao m(z), x € R, sendo que cada medida
de erro utilizada ¢é afetada de uma forma semelhante pelo parametro h. Em
geral, um A grande diminue a variancia do estimador porém aumenta seu
vicio, sendo o inverso verdade para um h pequeno. Ou seja, seria interessante
obter um h 6timo, que nos permitisse estimar da melhor maneira possivel
m(zx) (de forma a minimizar a medida de erro utilizada).

Existem diversas técnicas para se escolher o h 6timo, uma das principais
sendo a da validagao cruzada, que discutiremos nesta secao. Essa técnica é
baseada na funcao de validacao cruzada, definida como:

Definicao 3.4.1 (Validagao Cruzada).
Seja m(x) um estimador de m(x) = E(Y/X = z). Definimos a
fungao de Validagao Cruzada de m(x) por:

CV(h) =n"" ) [¥) — i (X)) Pw(X;), (3.29)

j=1

onde w(-) € uma fun¢ao-peso nao-negativa e

> Knl(Xi = X))Y,

~ N — i#]
M, (X;) S KX _ X)) (3.30)

i#]
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A fungao de validagao cruzada em (3.29) pode ser interpretada como uma
estimativa de Jackknife da E[EQD], que é equivalente a E[EQI /{x1, ..., z,}],
pois Y; seria uma boa estimativa para a funcdo desconhecida m(X;) se nao
houvesse erro.

Assim, considerando-se a funcao de validacao cruzada para diversos va-
lores de h, temos uma idéia de como h influencia na E[EQI/{x1,...,z,}],
sendo essa uma forma razoavel de se definir o parametro étimo.

Definicio 3.4.2 (Parametro de Alisamento Otimo).
Sejam(z) o estimador por fungao-nicleo de regressao para fun¢ao
m(z). Definimos o h dtimo utilizando o método de validagdo
cruzada como sendo:

~

Notm = arg m}jn CV(h) (3.31)
onde CV(-) € a fungao de validagdo cruzada definida em (3.29).

Na prética, definimos uma sequéncia de candidatos {h;}7L, e avaliamos
a funcao CV'(h) para cada um deles. Note que essa técnica é extremamente
cara computacionalmente e inviavel para problemas médios e grandes. Por
isso, ela foi utilizada somente para os estimadores MM e MMC, definidos
em 5.1.2 e 5.1.3, respectivamente, mas nao pode ser utilizada para a funcao-
ntcleo normal.
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Capitulo 4

Estimacao por Ondaletas

4.1 Introducao a Analise de Fourier

A analise de Fourier é uma ferramenta muito importante para a exploracao
de fenomenos nos dominios da freqiiéncia e do tempo. Suponha que X tenha
distribuicao normal, com média j e variancia 0. A transformada de Fourier
(fungao caracteristica) de sua densidade é dada por:

2 2
1 (z—p)® Lo
flw)=F e 2 o :E<e L )ze 2 . (41
V2mo?

Utilizando-se a transformada de Fourier da distribuigao normal, é fécil
derivar, por exemplo, a distribuicao da soma de duas variaveis aleatérias
normais, X e Y, independentes e identicamente distribuidas:

B (UX+Y)) _ p(cmiX) p(emitY)

y 252 y 252 49 2202
ity — —— ity — —— w2 —
I T I )

que tem uma distribuicdo normal com média 2y e variancia 202. Deri-
var esse resultado sem a utilizacao da transformada de Fourier é mais tra-
balhoso. Pouca complexidade sera adicionada se falarmos em n varidveis
aleatorias independentes na Anadlise de Fourier, diferentemente da anélise

41
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tradicional. Existem diversas propriedades da transformada de Fourier que
sao interessantes no contexto de fungoes caracteristicas, como por exemplo
a propriedade de momentos, que ¢é definida na subsegao 4.1.1, pois ela nos
permite calcular os diferentes momentos de uma variavel aleatoria. Na te-
oria de Ondaletas, utiliza-se a transformada de Fourier para obter diversos
resultados de maneira relativamente simples, como serd visto na se¢ao 4.2.

4.1.1 Transformada de Fourier

Primeiramente, definiremos o espago funcional L,(R), a transformada de
Fourier e a sua inversa, para depois citarmos algumas de suas principais
propriedades.

Definicao 4.1.1 (Espago Ly(R)).
O espago funcional Ls(R) é composto por todas as fungoes quadrado-

integrdveis, isto é:
= {f,/f2(:1:)dq: < oo} : (4.3)

A norma de uma funcdo f no Ly(R) € definida como:

1fll, = V< [ f >1, = F (4.4)

Definicao 4.1.2. A transformada de Fourier de uma funcao
f € Ly(R) € definida por:

o~

Flw) = FIFC) =< F().e™ >p,= / " f@)evrdr. (45)

Definigao 4.1.3. Se f(w) € Ly(R) € a transformada de Fourier
de uma funcio f € Lo(R), entao a transformada inversa de
Fourier ¢ definida por:

f@) = fw) = o [ Fwedo. 40

Algumas das principais propriedades da transformada de Fourier sao apre-
sentadas na tabela 4.1:
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Tabela 4.1: Propriedades da Transformada de Fourier

Propriedade de Linearidade Propriedade Derivativa
Flaf(x) + Bg(x)] = oF[f(z)] + BF[f(x)] FLf™(2)] = (iw)" f(w)
Identidade de Plancherel Propriedade de locacgao
17117, = 521 /12 Flf(az)] = 1 f (%)
Propriedade de escala Propriedade de Simetria
Flf(az)] = /(%) FIFf ()] = 2nf(—x)
Propriedade de Convolucao Propriedade dos Momentos
FlJo flz —t)g(t)dt] = f(w)g(w) Jp w2 f@)de = L,

Apesar de suas qualidades tedricas, a transformada de Fourier tem pro-
blemas do ponto de vista pratico. Ela nao é local pela natureza da trans-
formacao. Lembrando-se da férmula de Euler

e " = cos(wx) — i sen(wr),

percebemos que a transformada de Fourier é a sobreposicao de diversas
fungoes periddicas, com periodos diferentes e que oscilam infinitamente. As-
sim, se estamos trabalhando com um funcao que tem um pico severo no
dominio do tempo, como por exemplo a funcdo delta-Dirac definida em
(4.1.4), necessitariamos de muitas exponenciais para conseguir reproduzir
0 mesmo e, como essas exponencias oscilam, necessitariamos de ainda mais
exponenciais para cancelar as oscilagoes impostas antes e depois do pico
de interesse. Essa natureza de sobreposi¢ao exponencial da transformada de
Fourier demonstra o quao ineficiente ela é para representar o comportamento
local de funcgoes. De forma mais clara, uma pequena alteracao na funcao
sendo analisada causara a mudanca de todos os coeficientes da transformada
de Fourier.

Definicao 4.1.4 (Funcao Delta-Dirac).
Seja f uma fungao integrdvel qualquer. A fungao Delta-Dirac
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d(+) satisfaz:
[ s e = r(@. (17)
R
para qualquer ponto a pertencente ao dominio da fungao f.

Devemos salientar que a funcao Delta-Dirac nao é realmente uma funcao.
Utilizamo-na como exemplo extremo da mé localizacao da Transformada de
Fourier.

No fundo, esse problema da falta de localizacao da transformada de Fou-
rier se deve ao Principio da Incerteza, o qual afirma que, se uma funcao
qualquer g(-) ndo-nula é pequena fora de uma intervalo de comprimento T e
a sua transformada de Fourier g(-) é pequena fora de um intervalo de compri-
mento €2, entdo a desigualdade T > ¢/ vale, para uma constante ¢ proxima
de 1. Ou seja, se temos uma funcao com um pico severo no dominio do tempo
e conseqiientemente um T bem pequeno, o suporte da sua tranformada de
Fourier no dominio da freqiiéncia tera que ser grande: assim, ela nao sera
bem localizada no dominio da freqiiéncia, o que acarretard na mudanca de
diversos coeficientes da transformada.

Uma forma de contornar esse problema de localizacao é a utilizagao da
transformada de Fourier Janelada, discutida na subsegao 4.1.2.

4.1.2 Transformada de Fourier Janelada

Tendo em mente os problemas discutidos na subsegao 4.1.1, seria interessante
definir uma transformada que se utiliza somente de valores até o instante t
(tempo real) e também que tivesse memdria finita de tamanho T, ou seja, uti-
lizariamos somente valores no intervalo finito [t — T',¢] para definir um ponto
no dominio da freqiiéncia. Outra caracteristica interessante seria que valores
em diferentes trechos desse intervalo influenciassem de maneira diferente na
definicao dessa transformada, ou seja, utilizariamos uma fungao-peso.

A transformada de Fourier Janelada é uma transformada desse tipo, cuja
diferenca basica com relagao a transformada de Fourier é a utilizacao de uma
fungao-janela (ou peso) g, que tem suporte compacto em [—T',0] e que possa
assumir valores complexos. Na verdade, a funcao g nao precisa ter suporte
compacto; basta que pertenca a Lo, servindo a restricao do suporte mera-
mente para dar uma motivacao fisica, pois essa transformada foi formulada
numa tentativa de imitar como o ouvido humano processa o som. Entao,
definindo-se a funcao f; como:
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filz) =g(x —t)f(x) vVt € R, (4.8)

podemos agora definir a transformada de Fourier Janelada.

Definicao 4.1.5. A transformada de Fourier Janelada de
uma fungao f € Lo(R), utilizando como fungdo peso g, é:

Flw.t) = Flfi()) = / o@D f (e e, (49)

Definicao 4.1.6. A transformada inversa de Fourier Jane-
lada de uma funcdo f € Ly(R) que tem transformada de Fourier

Janelada f(w,t) é:
fla) = @ /]R /]R o(z — 1) F(w, ) duwt. (4.10)

Para ver em detalhes como essa tranformacao inversa é obtida, uma boa
referéncia ¢ (Kaiser 1994). A transformada de Fourier Janelada parece muito
diferente da transformada de Fourier. Pode-se mostrar, porém, que elas
sao razoavelmente parecidas e muitas das propriedades definidas na secao
anterior podem ser adaptadas para a transformada de Fourier Janelada. A
inversa desta transformada é obtida integrando-se no R? porque introduzimos
uma nova variavel t, que nao existe na fungao original f e quando integramos
com relacao a t seu efeito é retirado.

A utilizagao da funcao-peso g acaba funcionando como um balanceamento
entre uma boa localizacao no tempo e na freqiiéncia pois, se a fungao anali-
sada possuir comportamentos definidos em intervalos de tempo maiores que
T, esses aparecerao no comportamento temporal de f(w,t) ; se, por outro
lado, a fungao possuir comportamentos definidos em intervalos menores que
T, eles aparecerao no comportamento freqiiencial de f(w,t).

Mesmo a transformada de Fourier Janelada (T.F.J.) sendo melhor locali-
zada no tempo e na freqiiéncia que a tranformada de Fourier, continua persis-
tindo o problema da falta de localizagao, porque as medigoes de freqiiéncias
e tempo sao fundamentalmente incompativeis, ja que uma freqiiéncia nao
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pode ser medida instantaneamente, o que resulta no principio da incerteza
comentado anteriormente.

Além disso, para que a T.F.J. fosse realmente local, seria necessario con-
trole externo, para que a fungao peso g tivesse suporte do tamanho da ampli-
tude (1/wy) da respectiva freqiiéncia (wp). Ou seja, se utilizamos uma janela
com um suporte compacto de largura T estamos introduzindo uma escala na
analise, com o objetivo de deformar a funcao no dominio do tempo ou da
freqiiéncia, dependendo da relagao com T.

A andlise de Ondaletas é justamente uma transformacao que permite
manipulagdes na escala sem deformar a funcao. Antes de discutirmos essa
nova analise, iremos apresentar a Transformada de Fourier Discreta, a forma
operacional da Transformada de Fourier.

4.1.3 Transformada de Fourier Discreta

Como a transformada de Fourier consiste em superposigoes de fungoes ex-
ponenciais, ela é altamente redundante, ou seja, a mesma informacao acaba
sendo usada diversas vezes. A seguir, vamos enunciar o teorema de amos-
tragem de Shannon, pelo qual é possivel obter, Vi € R, o valor de uma
fungao f € Ly(R) que satisfaca certa condigoes, apenas conhecendo valores
amostrados, numa determinada freqiiéncia, dessa fungao.

~

Teorema 4.1.1. Seja f € Ly(R) e f(w) = F[f(x)] = 0 para
|lw| > Q. Entdo, f pode ser reconstruida a partir de seus valores
amostrados nos tempos t, = n/2Q, n € Z, pela sequinte formula:

fo =3 Segfg((i(i;né”)] Fta). (4.11)

Vamos dar uma interpretacao intuitiva desse teorema. Primeiramente, se
a transformada de Fourier de f tem suporte compacto em [—€, Q] é razoével
assumir que f mude suavemente, isto é, seja uma funcao bem comportada,
sendo que o seu grau de suavidade é controlado pelo tamanho de 2: quanto
menor, mais suave é f. Isto é claramente observado na seguinte desigualdade

F )] < (20Q0)",
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~

que é uma conseqiiéncia do suporte compacto de f(w), onde C é uma cons-
tante apropriada.

Quanto mais suave ¢ a funcao f, menor é a freqiiéncia de amostragem
necessaria para podermos recuperar a funcao para todo t através de inter-
polagao, ja que ela nao tera nenhum pico repentino. Assim, é razoavel que
a freqiiencia de amostragem seja uma funcao de €2 e, pelo teorema, sabemos
que esta freqiiéncia é de 2{) amostras por unidade de tempo. Por exemplo, a
audi¢ao humana percebe sons numa freqiiéncia maxima de 20000H z. Assim,
em aparelhos de som digitais e afins, utiliza-se uma frequéncia de amostragem
de somente 44100H z, pois nao hé necessidade tedrica de uma amostragem
maior.

Essa freqiiéncia de amostragem definida pelo teorema de Shannon ¢é a
menor freqiiéncia possivel de amostragem que possibilita recuperar a funcao
de forma tnica e é conhecida como razdao de Nyquist ou amostragem critica.
Qualquer freqiiencia de amostragem maior que 2{) é claramente aceitavel,
bastanto notar que podemos definir ' tal que [—, ] C [, Y] e assim
obtendo uma freqiiéncia de amostragem de 2.

Se é admissivel conhecermos somente valores amostrados de uma funcao
f, seria interessante calcular a transformada de Fourier dessa funcao utili-
zando tal amostra. Assim, podemos definir a transformada de Fourier dis-
creta como:

Defini¢ao 4.1.7 (Transformada de Fourier Discreta).
A Transformada de Fourier Discreta da seqiéncia {f(t,) :
n=01,.,N-1} ¢

Definicao 4.1.8 (Transf. de Fourier Discreta Inversa).
A Transformada de Fourier Discreta Inversa de uma seqiiéncia
{F(k) :k=0,1,.... N — 1} €

=2

flty) =Y F(k)e™, n=01,..,N—1. (4.13)

0

b
Il
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Note que a seqiiéncia {f(t,) : n = 0,1,..., N — 1} nao precisa ser amos-
trada com freqiiéncia de Nyquist ou maior, podendo ser qualquer seqiiéncia
para a qual faga sentido calcular a transformada de Fourier.

4.2 Analise de Ondaletas

A Analise de Ondaletas é uma ferramenta nova e muita importante em di-
versas areas do conhecimento. Aqui, daremos enfoque apenas as partes ma-
tematica e estatistica. Primeiramente, definiremos a transformada continua
de Ondaletas, pois ela forma a base dessa teoria. Posteriormente, descre-
veremos a transformada discretizada, sendo essa de muita importancia em
Estatistica pela natureza discreta de uma amostra e finalmente introduzire-
mos a Andlise de Multi-Resolugao e alguns conceitos tedricos e estatisticos
envolvidos na mesma.

4.2.1 Transformada Continua de Ondaletas

Embora tenhamos utilizado a transformada de Fourier e a T.F.J. como mo-
tivagao para o desenvolvimento da transformada de Ondaletas, pois, como
veremos, esta nao impoe uma escala na andlise e é local, é importante salien-
tar que a transformada de Ondaletas representa uma analise de tempo-escala,
diferentemente da analise de tempo-freqiiéncia representada pelas transfor-
madas de Fourier. E justamente essa distincao que permite que a tranfor-
mada de Ondaletas seja bem localizada, pois ja vimos que, pelo principio
da Incerteza, é impossivel que as transformadas de Fourier o sejam. Traba-
lhando no dominio tempo-escala, nao é necessario aumentar as oscilagoes da
transformada para representar picos no dominio do tempo. Na verdade, o
nimero de oscilagoes é sempre o mesmo, independentemente do comporta-
mento da funcao sendo analisada e, por isso, a transformada de Ondaletas
nao precisa impor qualquer forma de escala na analise.

A transformada de Ondaletas se baseia em uma funcao v (-), conhecida
como ondaleta-mae ou mother wavelet, e todos os seus possiveis reescalona-
mentos, para um p fixo (p > 0).Todos esses reescalonamentos sao definidos
como:

Ya(x) = |a] Py (2) ,  a#0. (4.14)
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H& algumas nomenclaturas especificas para 1,(+), de acordo com os va-
lores de a. Se a > 1, ¢,(+) é uma versao esticada de 1(-) ao longo do eixo
horizontal; se 0 < a < 1, 1,(+) é um versao comprimida de 1(-). Paraa = —1,
¥, (+) é uma versao refletida de 1(-). Se —1 < a < 0, entao 1,(+) é uma versao
refletida e comprimida e, finalmente, se a < —1, entao 1,(-) é uma versao
refletida e esticada de 1(-). Devido a essa relagao com ,(+), a é chamada
de parametro de escala. J& o termo |a|P tem efeito parecido ao de a sé que
no eixo vertical; assim, se p > 0e —1 < a < 1, a fungdo ¥,(+) é esticada ao
longo deste eixo. J4, se |a| > 1, a funcdo 1,(-) é comprimida ao longo do
eixo vertical.

Na andlise de Ondaletas pode-se utilizar qualquer p, mas utilizaremos a
partir de agora p = 1/2, pois essa escolha apresenta algumas propriedades in-
teressantes, sendo a mais utilizada na literatura. Com p = 1/2, por exemplo,
as normas || ¢ || e || ¥, || no La(R) séo iguais.

Como mencionamos anteriormente, a analise de Ondaletas representa
uma analise tempo-escala e tal representacao é obtida deslocando-se a on-
daleta 1,(+) ao longo do eixo horizontal. Para isso criamos um parametro
de translacao b e definimos uma nova ondaleta, reescalonada e transladada
Yap(z), definida como:

1 xr—>b

x) =Y (x—b) = — , a # 0, beR 4.15
boal) = tule =0 = v (T0), a0z (4.15)
Da mesma forma que as transformadas de Fourier sao definidas como
sobreposicoes de fungao exponenciais e periodicas, a transformada continua
de Ondaletas ¢ definida como reescalonamentos e translagoes da ondaleta-

mae ¥ (x), como segue:

Definicao 4.2.1 (Transformada Continua de Ondaletas).
A transformada continua de Ondaletas de uma fun¢ao f € La(R)
¢ definida por:

TCO N a,b) =< f, by >= / (@) b (@)de. (4.16)

De uma forma muito parecida com a utilizada para se obter a trans-
formacao inversa de Fourier Janelada, pode-se obter a transformada inversa
de Ondaletas, que é definida como:
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Defini¢ao 4.2.2 (Transf. Inversa Continua de Ondaletas).
A transformada inversa continua de Ondaletas de uma fungado
TCO¢(a,b) € definida por:

1 dadb
f@ =g [ [ 10 hvusle) % @n)
Cy Jr Jr a
onde a constante Cy, € dada por:
] 2
con [0, s
R w

sendo V(w) a transformada de Fourier de 1).

Até aqui, ndo fizemos nenhuma restricao sobre a ondaleta-mae ¢ (x). A
primeira condi¢ao, imposta por causa da forma da transformada inversa de
Ondaletas em (4.17), é conhecida como condi¢do de admissibilidade. ¢ é uma
ondaleta-mae se:

Cy = /R%dw < 00 (4.19)

Note que, na condigao de admissibilidade, temos implicito que [ ¥ (z)dx
= ¥(0) = 0, ou seja, a ondaleta-mae tem que oscilar em torno do eixo
horizontal para que esta integral seja nula. Assim, ela realmente tem que ser
uma onda.

4.2.2 Propriedades da Transformada Continua de On-
daletas

A transformada de Ondaletas possui muitas propriedades, algumas seme-
lhantes as da transformada de Fourier. A seguir, vamos listar algumas delas,
supondo sempre que exista a tranformada de Ondaletas da funcao f, dada
por T7COy(a,b).

Propriedade de Translacao: Se g(z) = f(z — ), entdo
TCO,(a,b) = TCO(a,b— ). (4.20)
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Propriedade de Escala: Se g(z) = (1/+/s)f(x/s), entao

TCO,(a,b) = TCO, (9, 9) . (4.21)

S S

Propriedade de Localizagao: Se f ¢ fungao Delta-Dirac
no ponto xy, entao

TCO(a,b) = %@u (xoa_ b) . (4.22)

E interessante comparar essa propriedade de Localizacao, que nada mais é
do que a transformada de Ondaletas da fungao Delta-Dirac no ponto xy, onde
percebe-se sua boa localizacao, com relagao a transformada de Fourier da
mesma funcao, que facilmente é encontrada como sendo e~**0. Claramente,
existe uma grande falta de localizacao, ja que a funcao Delta-Dirac tem
suporte nulo no dominio do tempo e suporte infinito no dominio da freqiiéncia
(em concordancia com o principio da incerteza) no caso de Fourier .

Propriedade da Conservagao de energia:

/R|f<a;)|2dxzoiw/R/Rchof<a, py22adb. (4.23)

a?

Propriedade da regularidade:
Se feC¥e [(1+ |z]|)|¢(z)|dx < oo

|1TCOf(a,b)| < Cla|**V/2. (4.24)

A propriedade da regularidade vale também no sentido contrério, ou seja,
se uma funcao f satisfaz (4.24), entéo ela pertence a C*.

4.2.3 Transformada de Ondaletas Discretizada

Quando trabalhamos com a transformada de Fourier, vimos que, pelo
teorema de amostragem, a recuperacao total da funcao original se fazia por
apenas alguns pontos amostrais, devido em grande parte a redundancia da
transformada.
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O mesmo ocorre para a transformada de Ondaletas e a T.F.J, s6 que am-
bas pertencem a uma classe maior, conhecida como frames, se escolhermos a
funcao-peso e a ondaleta-mae corretamente. Como pertencem a essa classe ja
estudada na literatura, existem diversos resultados que podem ser utilizados,
principalmente no que se refere a teoremas de amostragens e conseqiientes
discretizacoes dessas transformadas.

Nao entraremos em mais detalhes no que se refere aos teoremas de dis-
cretizacao da transformada de Ondaletas. Para o leitor mais interessado,
indicamos (Kaiser 1994) e (Daubechies 1992).

Existem obviamente diversas freqiiéncias de amostragem que podem ser
utilizadas, como no caso da transformada de Fourier. Porém, utilizamos
a amostragem critica, ou seja, a de menor freqiiéncia que possibilita uma
recuperacao unica da funcao original, que é definida como:

a=2"7, b=k277, j k € Z. (4.25)

Note que a amostragem critica aqui se refere aos parametros a e b, nao
mais a valores discretos da funcao f. Ou seja, conhecer v,;, nos pontos
amostrais a = 277 e b = k277 é suficiente para encontrar de forma tnica a
transformada inversa de Ondaletas. Além de (4.25) ser a amostragem critica,
também é possivel mostrar que, sob condi¢coes minimas, podemos obter que
{jr(x) = 27222 — k) : j,k € Z} é uma base ortonormal de Ly(R), ou
seja, nao ha redundancia nenhuma, além da étima interpretabilidade obtida
pela andlise de Ondaletas utilizando tal amostragem.

E interessante notar que a analise de Ondaletas nao causa nenhuma dis-
torcao de escala, justamente pelo padrao de amostragem utilizado, pois, para
cada nova escala a = 277, muda-se automaticamente a velocidade de amos-
tragem para b = k277,

Agora, podemos definir a transformada de Ondaletas discretizada, na
qual utilizaremos a seguinte reparametrizagao de v, (z):

Yo pas () = 2722772 — k) oy (), (4.26)
onde os parametros a e b sao aqueles definidos pela amostragem critica.

Utilizando a parametrizagao em (4.26), podemos definir:
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Definicao 4.2.3 (Transf. Inv. de Ondaletas Discretizada).

A transformada inversa de Ondaletas discretizada de uma sequéncia
{TCOs279,k279) : j,k € Z} € definida por:

F&) =YY "TCOpH27, k27 )b i(t). (4.27)

JEZ keZ

O leitor pode achar que na definigdo (4.2.3) faltam os termos relativos
a Cy e dadb/a® da transformada continua. Porém, eles foram utilizados
para se encontrar a freqiiéncia de amostragem critica, utilizando frames. Na
secao 4.3, mostraremos uma outra forma muito mais intuitiva de se chegar
ao mesmo resultado.

4.3 Analise de Multi-Resolucao

A anélise de multi-resolucao (A.M.R.) foi formulada em 1986, por Mallat e
Meyer. Esta nova formulagao criou um ambiente natural para o entendimento
da transformada de Ondaletas discretizada, além de possibilitar a criacao de
novos exemplos de bases pois, anteriormente ao seu advento, a criacao de
bases ortonormais bem comportadas era extremamente complicada . Dife-
rentemente de como vinhamos tratando a transformada de Ondaletas até
aqui, a Andlise de Multi-Resolugao se inicia utilizando uma fungao ¢(z), co-
nhecida como funcao-escala ou ondaleta-pai. Como referéncias, indicamos
(Daubechies 1992), (Vidakovic 1999), (Kaiser 1994) e (Morettin 1999).

Nessa secao, a A.M.R. sera formalmente apresentada, juntamente com os
operadores T e D, de translacao e dilatacao do tempo, respectivamente,e a
funcao-escala, assim estimulando a utilizacao dos estimadores de Ondaletas.
Ao apresentarmos a A.M.R. ndo mencionaremos mais a transformada dis-
creta de Ondaletas. Agiremos como se a A.M.R. fosse uma teoria nova, mas
deve ficar claro que ela apenas é uma nova interpretacao da transformada
de Ondaletas discretizada que a torna mais intuitiva e que facilita diversos
aspectos da andlise.
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4.3.1 Operadores de Translacao e Dilatagao

Antes de definirmos os operadores de translacao e dilatacao, é importante
ressaltar que a translacao de uma unidade de tempo e a dilatacao pelo fator
2 sao utilizadas por sua interpretacao e pelo fato de ser razoavel e pratico
dobrar ou reduzir pela metade a resolucao em que se esté trabalhando. Dito
isto, podemos definir T': Ly(R) — Ls(R) e D : Ly(R) — Lo(R), respectiva-
mente, por:

Tf(t) = f(t—n), ne(Z), (4.28)

D™f(t) = 2% f(2™),  m € (7). (4.29)

Ambos os operadores sao claramente inversiveis. Com relagao ao operador
D, temos que D'f(t) é uma versao comprimida de f(t) e D7!1f(t) é uma
versao esticada de f(t). Quando ambos os operadores sdo utilizados numa
mesma funcao, a ordem em que sao utilizados modifica o resultado. Duas
igualdades sao apresentadas abaixo:

DT = 12D1 e DT =TzD.

Proposicao 4.3.1. Seja f(-) € Ly(R). Entio, Vm € Z eVn € Z,
vale a sequinte iqualdade :

1f e = [1D™T" ()|, = |

m

22 f(2" - —n)||L, (4.30)

Aigualdade em (4.30) é facilmente demonstrada fazendo-se a transformagao
y = 2™t — n. Assim, num certo sentido, as funcdes 22 f(2™ - —n) e f(-) tém
o mesmo tamanho.

Outra propriedade interessante dos operadores D e T é que, para qualquer
funcao f(-) que tenha suporte compacto num intervalo [a, b], ou seja,

f(t)=0,set <aout>b,
e que seja centrada em c¢ € (a,b), pode-se mostrar que DIT*f(-) tem

suporte compacto em [(a+ k)27, (b+ k)277], com comprimento 277 (b —a) e
é centrada em 277 (c + k).
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4.3.2 Anélise de Multi-Resolugao no Ly(R)

Abaixo, definimos formalmente uma anélise de multi-resolucao no espaco das
funcoes quadrado-integraveis.

Definicao 4.3.1 (Anadlise de Multi-Resolugao).

Uma Andlise de Multi-Resolug¢ao em Lo(R) € uma seqiiéncia ani-
nhada de subespagos fechados {V;}jez, que tenham as seguintes
propriedades:

1- Hierarquia

V; C Vi1 C Ly(R) Vi €eZ (4.31)

11- Uniao Densa e Interseccao Trivial

Uvi=L® « (Ovi={} @32

JEZ JEZ

191- Auto-Similaridade
fRteV,e ft)eVy, VieZ (4.33)

w - Ezista uma fungdo ¢ € Vo tal que T*@(t) = ¢(t — k) Vk € Z
gere o espago Vy, ou seja:

Vo = {f € Lo(R)/f(t) = ) cadlt — /f)} (4.34)

keZ

para uma seqiiéncia ¢ apropriada e o conjunto {¢(- — k), k € Z}
seja uma base ortonormal.

Note que a condigao (4.33) é aquela que se refere a resolugao, jé que
existem muitas seqiiéncias de subespagos que satisfazem as condicoes (4.31)
e (4.32). E interessante salientar também que, das condicdes (4.33) e (4.34),
obtemos:

ft—k) e Vo < f(t) € W, VkeZ e (4.35)
fit) eV, & f(t —2k) €V, VkeZ VjeL. (4.36)

A seguir vamos definir a regularidade de uma A.M.R., que sera utili-
zada nas proximas secoes e ¢ um dos pontos mais importantes para andlises
estatisticas baseadas em ondaletas.
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Definicao 4.3.2. Uma A.M.R. de Ly(R) € r-regular, r € N, se
a fungdao-escala ¢(-) definida em (4.34) for tal que:

| ()|_07 Vi <r Vk e N VYm € N.

(L+ [t[)™
(4.37)

4.3.3 Funcao-escala e Propriedades

A funcao ¢(t), da condicao (4.34), é conhecida como funcao-escala ou ondaleta-
pai. Definiremos a seguir a funcdo ¢; (%), que é uma versao transladada e
dilatada de ¢(t):

Gin(t) = DIT*p(t) = 292p(2t — k), j€Z ke (4.38)

Da definicao da A.M.R., especificamente da condigao (4.34), sabemos
que {¢o(:),k € Z} forma uma base ortonormal de Vj. Mas, utilizando-se a
condigao (4.33) e o resultado (4.30), podemos mostrar que:

{f € Ly(R = bt } Vj € Z, (4.39)

kEZ

para uma seqiiéncia {«o; }rez apropriada, onde o conjunto {¢;x(-), k € Z} é
uma base ortonormal de V;. Como conseqiiéncia imediata desse resultado e
do fato de {V;};ez ser denso em Ly(R) por ser uma A.M.R., qualquer f em
Ly(R) pode ser representada da seguinte forma:

7 Ookez I
onde o, =< f, djn >1,= [ [(t)0;k(t)dt, j& que ¢;x(t) é uma base ortonor-

mal e P, f(t) é a projecao ortogonal de f em V; .
Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos mostrar que:

lim P;f(t) = (4.41)

]—)OO
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O resultado (4.41) ¢é intuitivo pois, se olharmos f com cada vez menos
resolucao (de mais longe), ela deverd eventualmente se tornar uma fungao
constante e a inica constante que pertence ao Ly(R) é o 0.

Devido a A.M.R., onde a seqiiéncia de subespacos aninhados {V;} ¢ ge-
rada pela seqiiéncia de funcoes {¢;x(t) : k € Z}, que formam uma base
ortonormal, por definicao temos:

+o0o o

(Dibr Pja) Lo = Gjp(t)@ja(t)dt = 5y, (4.42)

onde 0 =0sea#bedy =1sea=>0.

4.3.3.1 Filtro {h;}rez da fungao-escala

Como o subespago Vi C Vi, sabemos que ¢(t) = ¢ o(t) também pertence a
Vi; sendo assim:

o(t) = Z higri(t) = Z hiV20(2t — k), (4.43)

keZ keZ

onde a seqiiéncia
hy, = \/5/ o(t)p(2t — k)dt, k € Z
R
pois {¢1x(t) : k € Z} é uma base ortonormal de V;.
Esta seqiiéncia {hy }rez é conhecida como filtro da func¢ao-escala. Muitos
resultados e algoritmos utilizados na decomposi¢ao de Ondaletas se baseiam
nessa seqiiéncia. Além disso {hy }rez reproduz muitas das restrigoes de ¢(t),

COmMoO Veremos a seguir.
Primeiramente, de (4.43), temos que:

1 = /qb(t)dt: /\/ﬁzhm(%—k)dt = \@th/d)(%—k)dt

= VB g / o(2t — k)d(2t — k) = Zj;’“ / G(t)dt
— Y hova (4.44)
k
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Assim, em (4.44), supondo que [ ¢(t)dt # 0, encontramos a propriedade
da normaliza¢do. Utilizando o mesmo raciocinio de (4.44), sabemos que
o(t — 1) também pertence a Vi; entdo, utilizando-se a funcio 0 definida em
(4.42), obtemos:

5 = / o(1)(t — 1)dt

— / <¢§ > (2t — k)) <\/§ > hmd(2(t—1) - m)> dt
_ ; Emj hkhm% / 6(2(t — 1) — m)d(2(t — 1) — m)d(21)
= D) = hihya. (4.45)

A propriedade em (4.45) é conhecida como propriedade da ortogonali-
dade, onde existem os dois casos especiais: [ =0= Y, hi=1;el=1=

Zk hkhk,Q - O

4.3.3.2 Funcao de transferéncia mo(w) do Filtro {hy}iez

Uma funcao muito utilizada na A.M.R. é a funcao de transferéncia do filtro
{hk}rez, geralmente denotada por mg(w). Veremos nas proximas segoes que
essa fungao tem um papel fundamental na obtencao de bases de Ondaletas.
Definimos:

hy
mo(w) = Z ﬁe

kEZ

thw, (4.46)

Veremos, a seguir, que a fungdo mo(w) meramente descreve o comporta-
mento da transformada de Fourier da funcéo ¢(t). Usando (4.5) e as proprie-
dades de translacao, escala e momentos da transformada de Fourier, descritas
na tabela 4.1, temos:
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Bw) = dw) = / qﬁ(t)e*mdt:th\/ﬁ /R (2t — K)e—tdt
_ k —zkw/2/¢ —7, (2¢t— kw/Qd(Qt_k)

hk —zw2 w
- Z /() = mo(5)0(5). (4.47)

w
2

Finalmente, por iteracao de (4.47), obtemos :

- /qu)(t)e_iwtdt = lo_j[mo (;U—n> . (4.48)

Como a fungao de transferéncia representa ¢(t) no dominio da freqiiéncia,
podemos utiliza-la para representar as propriedades da fungao-escala também
no dominio da freqiiéncia e veremos adiante que essa representacao facilitara
tremendamente a obtenc¢ao de bases de Ondaletas. Assim, lembrando-se da
ortogonalidade da fungao-escala, dada por (4.42), mostra-se que, no dominio
da frequiéncia, ela equivale a:

|mo(w)|* + |mo(w + 7)|* = 1. (4.49)

4.3.4 Ondaleta-mae (Mother Wavelet)

Uma fungao ¢ (x), com versao dilatada e transladada dada por:
ialt) = DITH)(8) = 2502t — k), jEZkeL

é uma ondaleta-mae se o conjunto das fungoes {1 x(t) : k € Z},Vj € Z for
uma base ortonormal e se satisfizer:

Praf(£) = Pif(6) + ) Biatbsn(t), (4.50)
keZ
onde B, =< f,hjr >r,= Jp [(E);(t)dt, ja que {¥;k(t)};r ¢ uma base
ortonormal de Ly(R).
A férmula (4.50) faz sentido, ja que sabemos que V; C Vjiq,Vj. Assim,
a projecao de f em Vj,; tem que ser a soma da projecao de f em V; ao seu
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complemento ortogonal. Definindo W; como esse complemento ortogonal de
V;, obtemos:

W; = {f € Ly(R)/f(t) 2 Zﬂmwk(t)} VieZ (4.51)

keZ
Vigi =V, @ W, Vi e R. (4.52)
Por construgao, sendo V; C Vi, W; L V; e Wiy L Vi, V7, temos que:
W; L Wy, j # k,Vj € Z,Nk € Z. (4.53)

Por (4.52), (4.53) e lembrando-se da condigao (4.32) da A.M.R., temos:

V=P Wi, VkeZjel (4.54)

k<j

Ly(R) = P w;. (4.55)

Note que W; herda muitas das propriedades de Vj, por construcao. Um
resultado interessante obtido de (4.32), (4.54) e (4.55) é o de que, fixando-se
um nivel qualquer de resolucao jy € Z, podemos escrever qualquer funcao f
em Ly(R) como:

FE) = DD Bista(t)

jeZ ket
= Zajo,k¢jo,k(t) + Z Zﬂj,kwj,k(t)> (4.56)
kEZ J>Jo€Z kEZ

onde as igualdades acima tém o sentido de norma Ly e nao o sentido pontual.
Note que a primeira linha da igualdade acima ¢é justamente a transformada
de Ondaletas discretizada definida em (4.27). J& em (4.56), o primeiro termo
¢ a projecao de f no espaco Vj, e, para cada j > jp, o segundo ¢ a projecao
de f no espago W;. O indice j estd associado a resolucao, sendo j, a escala
de resolugdo mais baixa. Assim, (4.56) é na realidade apenas uma forma de
reescrever a tranformada de Ondaletas discretizada.
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4.3.4.1 Filtro {g;}rez da ondaleta-mae

Seguindo o mesmo principio de (4.43), sabemos que ¥(t) = 1y (t) pertence
a Wy C V1. Assim, podemos escrever:

= gudra(t) =Y gV26(2t — k), (4.57)

k€EZ keZ

onde a seqliéncia
gk = \/5/ V() p(2t — k)dt Yk € Z,
R

pois {¢1x(t) : k € R} é uma base ortonormal de V; .

A seqiiéncia {g }rez é chamada de filtro da ondaleta-mae. Claramente,
existe uma forte relacdo entre {hy trez € {gk }rez, principalmente pela forma
como foram construidos: mais detalhes serao dados nas préximas segoes.

4.3.4.2 Funcao de transferéncia m;(w) do filtro {gx}rez

Definimos como fungao de transferéncia m;(w) da seqiiéncia {gi}rez a se-
guinte funcao:

Z et (4.58)

kGZ

Analogamente a obtencao da funcao de transferéncia mg(w) do filtro
{hi}rez, veremos a seguir que a fungao mq(w) também descreve o compor-

tamento da tranformada de Fourier da funcdo ¢(t). Assim, lembrando de
(4.5), (4.1),(4.1) e (4.57), temos:

Vw) = Dlw) = / P(E)emtdt Z V2 /R (2t — k)e—tdt
_ —zkw/2/¢ —z (2t— kw/2d< k‘)
- Z T et = ml(%@(%) (1.59)

Finalmente, por iteracao de (4.59), obtemos:
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U(w) = /R b(t)e Mt = loio[m1 (;“”—n) (4.60)

Como a funcao de transferéncia representa ¢ no dominio da freqiiéncia,
podemos utiliza-la para representar as propriedades da ondaleta-mae e prin-
cipalmente sua relagao com a funcao-escala ¢ nesse dominio.

Por construcao, ja que V; L W, Vj € Z, em particular para j = 0, temos:

/W NG —Rdt=0 ViLkeZ (4.61)

Assim, utilizando-se a ortogonalidade da funcao-escala e da ondaleta-mae,
dada em (4.61), para o caso especifico de [ = 0, mostra-se que, no dominio
da frequéncia, ela equivale a:

my(w)mo(w) + mq(w + m)me(w + 7) = 0. (4.62)

Das condigbes de ortogonalidade (4.49) e (4.62), verifica-se que uma
possivel solugao para esse sistema ¢ dada pela relacao:

my(w) = —e “mo(w + 7). (4.63)

Utilizamos especificamente essa relacao pela facilidade e conveniéncia de
relacionar os filtros {hy}rez € {9k }rez, mas é importante ressaltar que po-
demos definir diferentes relagoes entre mg(w) e my(w). Como conseqiiéncia
dessa defini¢ao, temos que |my(w)| = |mo(w + 7)|. Assim, a condi¢ao de
ortogonalidade da func@o-escala no dominio da freqiiéncia (4.49) pode ser
reescrita como:

[mo(w)[* + [mo(w + m)[* = |mo(w)[* + [m (w)[* = 1. (4.64)

4.3.4.3 Relacao de Quadratura Espelhada entre os Filtros

Nas segoes anteriores, definimos quais sao os filtros {g }rez € {hi }rez € suas
respectivas fungoes de transferéncia m;(w) e mo(w). A relagdo entre eles é
conhecida como relagdo de quadratura espelhada e, por isso, os filtros { gk }kez
e {hg }rez sdo conhecidos como filtros de quadratura espelhada. Utilizando
(4.63), temos:
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mi(w) = —e"my(w ) = ‘“"Z e
kEZ
1)V
Z 1 k —zw(l k) _ Z ()—1”6_“"”_ (465)
kEZ neZ \/i

Comparando (4.58) e (4.65), claramente temos que g, = (—1)"hy_,. Note
que o filtro {gx rez é uma reflexado de {hy }rez, dai ser chamada a relagao de
espelhada. Essa relagao também pode ser obtida sem utilizarmos as fungoes
de transferéncia, ou seja, podemos encontra-la no dominio do tempo. Utili-
zando a relacao (4.61), com [ = k = 0, temos:

/RMQS(t)dt = /thgblk ))(ng¢1,k(t))dt

kezZ kez
= / (Z hkgkﬁbm Z th93¢1k )o1,5(t ))
kezZ k€Zk#j jEL.
= thgk/¢1k )dt +- Z th9]/¢1k Y15 (t)
kEZ keZ,k#j jEZ
TEZL

Note que, fazendo-se gp = (—1)¥*1h;_, (4.66) é satisfeita.

4.3.5 Regularidade das Ondaletas

Um dos maiores interesses nas bases de Ondaletas é sua grande variedade,
cada uma com suas caracteristicas especificas, seja ortogonalidade, simetria,
regularidade ou suporte compacto. Nessa se¢ao, estamos interessados na
regularidade, que é um fator muito importante na utilizacao e escolha da
ondaleta-mae. O conceito de regularidade de uma funcao esta intimamente
relacionado com o seu nimero de momento finitos. Quanto maior o ntimero
de momentos finitos que uma funcao possuir, mais rapidamente suas caudas
tém que decrescer e conseqiientemente mais suave sera. Definindo M}, como
o k-ésimo momento da ondaleta-mae, temos:



64 CAPITULO 4. ESTIMACAO POR ONDALETAS

My = / (1) dt. (4.67)

A seguir enunciaremos um teorema que nos ajudara a obter condi¢oes nos
filtros {h }rez € {9k }rez para que a respectiva ondaleta tenha uma determi-
nada regularidade.

Teorema 4.3.1 ((Vidakovic 1999) pag. 80).

Seja {thjx = 29/% (2t — k)} : j, k € Z um sistema ortonormal de

fungioes em Ly(R) satisfazendo:
&

axe a>N (4.68)

()] <

e € CN7YR), onde as derivadas ¥ (t) sio limitadas, para
k< N —1. Entao, ¥ tem N momentos nulos:

M, = /tkw(t)dt =0 0<EkE<N-1. (4.69)
R

Essa restricao sobre 1) para que ela possua N momentos nulos pode ser
expressa em termos de mg ou do filtro {hy }rez. Lembrando a propriedade de
momentos da transformada de Fourier, definida na tabela (4.1), e de (4.63),
temos:

dwk dwk on

M,, = ikM|w:0 _p 2 (H m (ﬂ>> oo = 0. (4.70)

A igualdade definida em(4.70) implica, por indugao, que
mi (0) = 0

para k = 0,1,...,N — 1. Usando a defini¢ao de m4(w), (4.58) e a relagao
entre {gi trez € {hk trez, dada por (4.65), temos a seguinte restrigao no filtro
{hi}rez para que ¥ possua N momentos nulos:

S onfg. =Y nf(-1)"h, =0,  k=0,1,..,N -1 (4.71)

nez neL
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4.3.5.1 Tamanho dos filtros {g;}rez € {hk}trez

Se nao fizermos nenhuma restrigao nas bases de Ondaletas, os filtros podem
ser séries infinitas, claramente criando uma grande barreira para aplicacoes
da analise de Ondaletas. Porém, criando-se restri¢oes interessantes, como o
nimero de momentos nulos da ondaleta-mae, ou exigindo que a mesma tenha
suporte compacto, reduz-se o nimero de coeficientes dos filtros {hy}rez €
{9k brez-

Se trabalharmos com uma A.M.R. N-regular, podemos mostrar que o
nimero de coeficientes nao-nulos do filtro {hx}rez se reduz a 2N, e con-
seqlientemente, o mesmo ocorre com o filtro {gx}rez devido a relagao de
quadratura espelhada. Assim, podemos reescrever as propriedades do filtro

{hs}rez.
Propriedade de Normalizagao:

2N—-1

> hp=v2 (4.72)

Conseqiiéncia de 1) ter N momentos nulos:

2N—-1
> (D" =0, n=01,.,N-1. (4.73)
k=0

Propriedade de Ortogonalidade:

2N—-1
> hihigzn =6, n=0,1,..,N -1 (4.74)

k=0

4.4 Bases de Ondaletas com Suporte Com-
pacto

Como dito anteriormente, um dos maiores atrativos da analise de onda-
letas é a grande variedade de bases existentes, cada uma com sua propria
caracteristica de interesse. Podemos utilizar: bases simétricas, quando que-
remos que observacoes equidistantes tenham pesos iguais; bases com suporte
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compacto para diminuirmos o tamanho dos filtros e tornar mais rapida a ob-
tencao das estimativas; bases com boa regularidade, que também diminuem
o tamanho dos filtros além de aproximar melhor funcoes regulares e; por fim,
bases ortogonais, pelas propriedades ja descritas anteriormente.

Pelo grande nimero de bases e diversidade qualitativa das propriedades
desejaveis, nao existe uma base que tenha todas as propriedades descritas
acima. Na verdade, é possivel mostrar, por exemplo, que nao é possivel
construir bases que sejam ortogonais e simétricas.

Nesta dissertacao, trabalharemos somente com a familia de bases de DAU-
BECHIES, que sao bases ortogonais, com regularidade e suporte determina-
dos, sendo por esses motivos as mais difundidas na literatura. Primeiramente,
apresentaremos a base de Haar e mostraremos como utilizar as ferramentas
discutidas nas secoes anteriores para deriva-la. A base de Haar é a tnica
base ortogonal com suporte compacto para qual as fungoes 1) e ¢ podem ser
obtidas explicitamente. Por isso, é de grande utilizadade didatica, contras-
tando com sua limitada utilidade prética, ja que nao é, em geral, interessante
aproximar fungoes continuas por fungoes descontinuas. Posteriormente, apre-
sentaremos a familia de bases de Daubechies e discutiremos algumas de suas
qualidades.

4.4.1 Base de Haar

Para derivarmos a base de Haar, comecamos com a funcao-escala que,
nesse caso, ¢ definida como:

o(t) = 1p(1). (4.75)
Lembrando da definigao do filtro {hy}rez em (4.43), obtemos:
1[071] (t) - Z \/§hk1[071]<2t - l{?)
k
== Z \/éhkl[§7g+%](t). (476)
k

Assim, de (4.76), percebemos que 0 < k < 1 e, como k € Z, concluimos
que k = 0 ou 1. Portanto, os filtros tém tamanho 2 e, para que a identidade
em (4.76) seja verdadeira, temos:
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1
7
Lembrando a relagao entre {hy}rez € {9k trez, definida por (4.65), temos
também que

1 1
="/ ="

Utilizando-se o filtro definido em (4.77) e a definicdo da fungdo de trans-
feréncia mo(w), temos:

h 1 —iw
D Ll drem™) (4.78)
2
v V2
Utilizando-se a relagao das fungoes de transferéncia mg(w) e my(w), ob-
temos:

1 —e ™
2

Como a transformada de Fourier da ondaleta-mae pode ser escrita como
m (4.59), obtemos que:

(4.79)

mi(w) = —e “mo(w + ) =

Y(t) = % i (1_26_“”) @(%)eiwtdw
= ¢(2t) — (2t — 1)
= Lo,1y(t) = 111 yy(0). (4.80)

Assim, temos que a base de Haar é definida por:

P(t) = Lp(?)

U(t) = Lo,1y(8) — 1 yy(D). (4.81)

Para ilustrar como sao as fungoes ¢ e 1, desenhamos ambas na figura 4.1.
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L

Figura 4.1: Base de Haar

4.4.2 Familia de Bases de Daubechies

As bases de Daubechies foram as primeiras bases ortogonais, com suporte
compacto e um nivel de regularidade previamente definido, representando um
avanco fundamental na analise de Ondaletas. Essas bases nao possuem em
geral forma explicita, sendo construidas numericamente a partir dos filtros
{hi}rer: a tnica excegdo é a Daubechies(1), que também é conhecida como
base de Haar.

As bases de Daubechies sao indexadas pelo nimero de momentos (N >
1) nulos da ondaleta-mae, denotada por Daubechies(N) e sao construidas
levando-se em conta o Teorema 4.4.1.

Teorema 4.4.1. Seja v uma ondaleta-mae possuindo N momen-

tos nulos e
() < —2 > N (4.82)
< : a . .
(1 + [¢)e
Entao, a fun¢ao de transferéncia mo(w) associada a ¢(t) € ne-
cessariamente da forma:

() = (%)Nm@, (183)

onde a fungio L(w) tem periodo 21 e pertence a classe de regu-
laridade CN~1.

Nao entraremos nos detalhes técnicos da obtengao dos filtros {h}rer €
{9k }rer - E possivel mostrar que a base Daubechies(N) possui filtro {hy}rer
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de tamanho 2N e tem suporte compacto [0,2N — 1]. Como ilustragao, os
filtros da base Daubechies(2) sao definidos por:

143 3+V3
hy = ———, hy = ——,

42 42

3-V3 1-3

hy = 2 Y2 pa— .
2 12 NG

O Teorema 4.4.2 explica como utilizar {hy }rer para avaliar as fungoes 1)
e ¢ em qualquer ponto t € R, com um nivel de precisao pré-determinado.

(4.84)

Teorema 4.4.2 (Daubechies-Lagarias).

Seja ¢ a fungao-escala da base Daubechies(N) e a seqiiéncia
{hi}rer 0 seu respectivo filtro. Para t € (0,1) e {di,ds,...} 0
conjunto de digitos 0 e 1 da representacao diddica de t, definida
port = Z;’il d;279 e, definindo as matrizes Ty e Ty como:

TO = (\/§h2i—j—1)1§i,j§2N—1 Tl - (\/éh%—j)lgi,jSQN—la

(4.85)
temos, para um subgrupo {dy,ds, ...,d,}, que:
lll’Ilni,oO Td1~-~Tdn
(t) (t) (t)
o(t+1) o(t+1) o(t+1)
= : : : . (4.86)

GE+2N —2) St+2N—2) .. (t+2N —2)

A partir de (4.86), podemos encontrar ¢(t), ¢(t+1) ,... e p(t+2N —2) e,
lembrando a relagdo entre ¢ e v, definida em (4.57), podemos conseqiiente-
mente encontrar ¢ (t) para todo t € R, de forma numérica, como mencionado
anteriormente.

Para ilustrar como sao as fungoes ¢ e ¢, para N = 2,5, 8, desenhamo-nas
na figura 4.2.
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Figura 4.2: Bases de Daubechies com N = 25,8

Note que, a medida em que aumentamos a regularidade, isto é, de N = 2
para N = 8, as funcgoes 1 e ¢ oscilam mais. Uma observacao importante
é de que qualquer aparente descontinuidade de 1 e ¢ (principalmente para
N = 2) é apenas um artificio numérico, devido a aproximagao.

4.5 Estimacao Nao-paramétrica dos Coefici-
entes

Até agora, a discussao sobre Ondaletas se manteve em suas caracteristicas
matematicas. Nesta e na proxima secao, discorreremos sobre o procedimento
estatistico de estimacao nao-paramétrica baseada em ondaletas. Relem-
brando o que foi discutido na secao 4.3.4, sabemos que podemos decompor
qualquer funcao f quadrado-integravel da seguinte forma:

FO =" jordion®) + D> Biuthiklt). (4.87)

keZ j>jo€Z keZ

Entao, estimar essa funcao f de interesse equivale a estimar os coeficientes
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em questao. Portanto, estamos interessados em encontrar estimadores para
os coeficientes o, e 3. A construcao de algoritmos para obter tais estima-
dores depende da natureza da amostra { Xy, }i—1, , de uma funcao f(-), com
to = 0 et, =T. Vamos supor, nesta dissertacao, que o esquema amostral
utilizado foi de amostragem regular, com um intervalo de amostragem fixo,
definido por A e que o tamanho da amostra é uma poténcia de 2, ou seja,
n = 27, para algum J € N. E importante salientar que tratamos a amostra
X, = f(t;) como se nao houvesse ruido. Antes de definirmos o algoritmo
utilizado para obter estimavas dos coeficientes, iremos discutir a questao do
nivel de resolucao quando se trabalha com uma amostra.

4.5.1 Niveis de Resolugcao Minimo e Maximo

Quando estamos utilizando uma amostra para estimar os coeficientes,
diferentemente do que ocorre teoricamente, existe um nivel maximo j; de
resolucao, que ¢ definido como sendo a prépria amostra, ou seja, nao po-
demos obter uma resolucao maior do que aquela definida pela amostra em
si. Como conseqiiéncia do tamanho finito da amostra, também existe um
nimero maximo de coeficientes que podem ser estimados, limitando-se a es-
colha do nivel j, definido em (4.87). Na pratica, porém, essas restrigoes
causadas pela amostra nao trazem grande prejuizo. Baseando-se em uma
amostra, podemos reescrever (4.87) como:

F8) 22> joriont) + DY Biastbiu(t). (4.88)

keZ j=jo k€EZ

onde jp e j; sao, respectivamente, os niveis minimo e méaximo de resolucao.
Para definir o nivel minimo de resolucao jo, ou seja, em qual subespago Vj,
vamos projetar a funcao f, podemos utilizar diversos critérios, que em sua
maioria, dependem da base de Ondaletas utilizada. Nessa dissertagao, uti-
lizamos como critério escolher o nivel jy tal que o suporte da funcao-escala
®o.k(t) contenha o intervalo de amostragem, ou seja, utilizando as suposigoes
que fizemos no inicio dessa secao, com relagao a amostragem utilizada, que-
remos que jo seja o menor valor de j cujo suporte de ¢, x(t) contenha o
intervalo [0, 7). Trabalhando especificamente com as bases Daubechies(N) e
lembrando que o suporte da fungao-escala nesse caso é de tamanho 2N — 1,
¢ facil ver que escolhemos o nivel jy tal que:
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jo = [Nogy (2N — 1)]. (4.89)

4.5.2 Algoritmo de Cascata

Levando-se em conta que existe um nivel minimo (jo) e méximo (j;) de
resolucao, vamos, a seguir, definir o algoritmo de cascata para estimar os
coeficientes ;1 e ;5. Na pratica utiliza-se o algoritmo piramidal, que é
uma caso especial do algoritmo de cascata e é extremamente eficiente.

Primeiramente, é necessario escolher qual base de Ondaletas vai ser uti-
lizada. Assim, podemos considerar que os seus respectivos filtros {hy }rer
{9k }rer sejam conhecidos e tém tamanho 2N, além de conhecermos ¢(t) e
¥(t), para todo ponto t de interesse.

O algoritmo de cascata é um algoritmo recursivo, que depende das duas
igualdades bésicas definidas em (4.91) e (4.92). Lembrando que, em (4.43),
temos:

bioral(t) = 27 62— k) =27 D b (27— k)

Iz
— 923 Z hip(2t — 2k — 1) = Z hidj ar-1(1), (4.90)
leZ lez

fazendo-se a transformacao y = 2k + [, obtemos de (4.90):

Girk(t) =D hy oy (1) (4.91)

YEL
De forma andloga a (4.91), obtemos:

Yi—1k(t) = Zgy—%%y(t)- (4.92)

yEZ
Denotando Py, f(t) como a projegao ortogonal de f(t) em V; e Py, f(t)
como a projegao ortogonal de f(t) em W, temos que:

Py f(t) = Y audult) =Py f(t) + Pw,_, f(1)
!
= Z o1, Bi-1k(t) + Z Bi—1xj-1k(t). (4.93)
k k
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Utilizando-se as equacoes (4.91) e (4.93) e a ortogonalidade entre ¢;
e 1;, obtemos a seguinte equagao recursiva para os coeficientes de apro-
Timacgao:

i1k = <Py fidj1k >L,
= <hyf, Z hy—2k®jy > L,
YEL
= Zhy—2k <Py [, 05y >L,
yEL
= Y Dy, k=01, N-1 (4.94)
yEL

De forma andloga a (4.94), obtemos a equagao recursiva para os coefici-
entes de detalhe:

Bicik =Y Gy-2kjy, k=01, N—1 (4.95)
yEL

Podemos obter também equagoes iguais a (4.94) e (4.95) s6 que para
reconstrucao, ou seja, se conhecemos os coeficientes de um nivel inferior,
podemos obter os coeficientes do proximo nivel.

Note que, utilizando (4.94) e (4.95) e com o auxilio dos filtros {hy }rer €
{9k }rer Podemos encontrar recursivamente todos os coeficientes a;y e ;.
No entanto, primeiramente, temos que estimar os coeficientes «;, , do nivel
maximo de resolucao, j;. Para isso, utilizamo-nos dos estimadores empiricos
desses coeficientes, definidos por:

ajk =Y Xpgjuts), k=01, N-1 (4.96)
=1

4.6 Encolhimento da Estimativa por Ondale-
tas

O encolhimento da estimativa de Ondaletas se refere a reconstrugao da
fungao f que fora decomposta, utilizando os coeficientes de Ondaletas enco-
lhidos, ou seja, criando-se um critério para reduzir o tamanho dos coeficientes
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estimados e, a partir destes, reconstruir-se a funcao. Na pratica, o encolhi-
mento da funcao no dominio de Ondaletas equivale a uma suavizacao da
funcao no dominio do tempo.

4.6.1 Técnica de Encolhimento por Limiar

O encolhimento da estimativa de Ondaletas é muito utilizado na pratica,
seja para retirar o ruido de um sinal ou suavizar a estimativa, entre outras
utilidades. Nesta dissertacao, limitar-nos-emos a discutir a técnica de enco-
lhimento nao-linear mais simples, conhecida como encolhimento por limiar.
A técnica consiste basicamente em duas regras de encolhimento por limiar,
a dura e a suave.

Definicao 4.6.1 (Encolhimento Duro).
O encolhimento duro de um coeficiente qualquer c; ; utilizando o
limiar A > 0 é:

(Sd(Ci’j, )\) = Ci,j1(|ci7j|>)\)- (497)

Definicao 4.6.2 (Encolhimento Suave).
O encolhimento suave de um coeficiente qualquer c; ; utilizando o
limiar A\ > 0 é:

55(61'7]', )\) = (C@j — sinal(ci7j))\)1(|ci7j|>,\). (498)

Podemos determinar o limiar A de diversas maneiras, dependendo do inte-
resse, para detalhes veja (Vidakovic 1999) e (Donoho, Johnstone, Kerkyacha-
rian and Pickard 1993). Um limiar muito utilizado, conhecido como limiar
universal, é o/2logn, onde ¢ é o desvio-padrao dos coeficientes utilizados.
Na subsecao 4.6.2, definimos um outro limiar, de grande utilidade e interpre-

tabilidade.

4.6.2 Encolhimento por Limiar Usando a Curva de Lo-
rentz
Para a definicao do limiar discutido nesta subsecao, utiliza-se basicamente

a nogao de retencao de energia do sinal. Definimos a energia total de um
sinal f como sendo || f||7,. Assim, na transformacao de Ondaletas, a energia
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total do sinal equivale a soma de todos os coeficientes ;) ao quadrado,
como podemos ver pela seguinte igualdade, que é obtida de maneira similar
a identidade de Parseval:

2 2 2
11, = [ o =357 2 (4.99)
R T x

De (4.99), fica claro que cada nivel da decomposigao de Ondaletas é res-
ponsavel por uma parcela da energia total. Para analisar a energia da trans-
formacgao, é interessante utilizar a curva de Lorentz, em termos dos compo-
nentes da energia, ja que a mesma representa a distribuicao da contribuicao
relativa de cada nivel para a energia total.

Definicao 4.6.3 (Curva de Lorentz).
Sejam {B;r 1 j =0,..,n k € Z} os coeficientes de um sinal f. A
Curva de Lorentz baseada nos componentes de energia é:

[np] [np]
XD 0 Y&
Lp)=S— =22 pefol), (4100)
2.0 B D4
j=0 &k j=0

onde di =37, 7.

Teorema 4.6.1 (Meyer).

Uma fungao f pertence a classe funcional C*(R) se e somente se
os coeficientes de Ondaletas de uma andlise de Multi- Resolugao
de reqularidade v satisfazem:

8| < C279/2273(rs) (4.101)

Pelo Teorema 4.6.1, percebe-se que a transformacao de Ondaletas con-
centra quase toda a energia nos primeiros niveis da transformacao. Em
principio, segundo a concepcao do teorema de Meyer, deveriamos observar
nas aplicagoes concentragoes extremas de energia no primeiros niveis. No
entanto, temos a situacao descrita a seguir.
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Proposigao 4.6.1. Seja ¢(-) a ondaleta-mae da base Daube-
chies N. Entao:

By = min max V5 () (4.102)

zeR

¢ estritamente positivo.

=2 =
Teorema 4.6.2. Seja d; o estimador por Ondaletas de d?. Entao,
para j grande:

~2 B2
d; > =5~ (4.103)
n
onde By estd definido em (4.102), n € o tamanho da amostra, C
. B
€ uma constante e Ej = kK 7

A primeira vista, os teoremas 4.6.1 e 4.6.2 parecem contraditérios, mas,
na realidade, o teorema 4.6.1 mostra como os coeficientes da decomposicao
por Ondaletas deveriam se comportar idealmente, enquanto o teorema 4.6.2
mostra a penalizagao que ocorre nas estimativas se estimarmos muitos niveis.
Ou seja, os erros das estimativas dos coeficientes se concentram nas estimati-
vas dos niveis IW; com j muito grande, causando o interesse de manter alguns
niveis W e nao todos os possiveis niveis.

Levando-se em cosideragao os teoremas 4.6.1 e 4.6.2, discutidos em (Pi-
nheiro and Vidakovic 1997), podemos definir um método simples para deter-
minar quais niveis WW; permanecerao na analise, utilizando a curva de Lorentz
empirica.

Defini¢ao 4.6.4 (Curva de Lorentz Empirica).
Sejam {Br :j =0,..,n k € Z} os coeficientes estimados de um
sinal f, a curva de Lorentz empirica baseada nos componentes de
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energia €:
[np] R anqu
Zﬁfk d]
Lip)=22E2 12 e [0,1], (4.104)
»
> G 24
j=0 k =0
onde d2 Zk

A curva de Lorentz empl’rica tem um comportamento diferente da curva
tedrica, justamente por causa do teorema 4.6.2. Assim, se desenharmos L(p)
para todos os possiveis niveis, os menores niveis se comportarao como na
curva tedrica. Conforme aumentamos os niveis, a curva comecara a se com-
portar conforme o teorema 4.6.2, crescendo exponencialmente. Entao, o
método para escolher quais niveis W; devem ser mantidos na andlise, uti-
lizando a curva de Lorentz empirica, consiste basicamente em determinar
qual o nivel W; onde se inicia o crescimento exponencial da curva e definir
esse nivel como maximo. Denotaremos tal nivel por W; . Para evitar que
poucos niveis sejam mantidos na analise, pode se determinar um ntmero
minimo de niveis mantidos. Podemos determinar o nimero minimo de niveis
de maneira automatica, utilizando como critério um limite para razao das
energias de cada nivel subseqiiente, pois quando essa razao ¢ maior que 1,
a curva de Lorentz cresce. No capitulo 6, utilizamos os valores 1 e 3 como
limites para essa razao.

Apo6s a definigao de quantos niveis serao mantidos na reconstrugao, temos
a tarefa de ajustar os coeficientes desses niveis restantes.

Defini¢ao 4.6.5 (Limiar 1 pela Curva de Lorentz).
Definimos o limiar baseado na curva de Lorentz, utilizando um
pardametro k, para uma seqiéncia de coeficientes {3 : j =0,..,n

k € Z} como:
m —2
Jl}k = (Sd(ﬁ]}k’ kd') = ﬁj,kl(ﬁ?’k>ﬁa2), (4.105)
22 5
onde 32 — J=0 &k

n
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O parametro k utilizado no limiar definido em 4.6.5 é muito importante
para obtencao de bons resultados. Ele pode ser interpretado como uma forma
de ponderar dois objetivos conflitantes, ao se realizar a limiarizacao dos coefi-
cientes: preservar ao maximo a energia da transformagao ou obter a maxima
parcimonia !, ou seja, se temos dois limiares concorrendo, e ambos produzem
resultados semelhantes, ficamos com aquele mais simples, que neste caso é
aquele que resultar em menos coeficientes.

Claramente, para preservar a energia da transformacao, utilizamos x < 1,
admitindo que coeficientes menores também continuem na analise e, con-
seqiilentemente, preservando a energia da mesma. J& para atingir o objetivo
de maxima parcimoénia, devemos utilizar um « > 1, dificultando que coefici-
entes pequenos sejam preservados, tornando a andalise mais simples. Note que
podemos repartir o dominio do parametro x em trés casos, [0, 1) que priori-
tariamente preserva a energia, (1,00) que torna a andlise mais parcimoniosa
e {1}, que nao outorga preferéncia a parcimonia ou retengao de energia. Por
exemplo, k = 0.5 tem motivacao com relacao a energia equivalente a kK = 2
para a parcimonia.

O limiar definido em 4.6.5 nao leva em consideracao a qual nivel o coefici-
ente a ser encolhido pertence. Seria interessante estudar também um limiar
que levasse em conta a diferenca de tamanho dos coeficientes de diferentes
niveis, exatamente o que é proposto pelo limiar definido abaixo.

Defini¢ao 4.6.6 (Limiar 2 pela Curva de Lorentz).

Definimos o limiar baseado na curva de Lorentz, utilizando os
pardmetros k e kj, para uma seqiéncia de coeficientes {fB;y : j =
0,.,n k €Z} como:

lim d —2
e = 0Bk, kd ) = B3kl 2 i,y (4.106)
2
PP >
ondef:% eaiz—kn .

Para interpretar esta reparametrizacao utilizada no limiar 4.6.6, é inte-
ressante desenvolver a seguinte igualdade para um j’ qualquer:

INesse contexto, parcimonia significa economizar coeficientes.
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—2 —2 njs —2 —2

kd + k;d;, = (—Jli + lij) d, + rkd_, (4.107)
j n j J

onde n; ¢ o numero de coeﬁcientes no nivel WJ, n é o numero total de
Zkﬁ?’k —2 g 0]#]’ Ek Jk

=Lt ed_ , === 00

coeficientes, 35, == _

Assim, de (4.107), é facil perceber que, ao 1ncluir o parametro x; na
andlise, estamos aumentando a influéncia da média dos coeficientes do nivel
W ao quadrado (d2 ) no limiar. Logo, para cada nivel W; mudamos o peso
dessa média pelo fator %/@, o que é bastante razoavel, pois os coeficientes
de cada nivel tém maior influéncia na definicao de quais coeficientes desse
mesmo nivel devem permanecer.

Assim, utilizando os métodos definidos na subsecao 4.6.2 e utilizando o
nivel minimo W), definido em (4.89), a estimativa definitiva por Ondaletas

de uma fungao f(-) em Ly(R) é:

t) =) Gjoudion(t) + Z > Bl (¢ (4.108)

keZ Jj=jo k€Z
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Capitulo 5

Estimacao Nao-Parameétrica da
Volatilidade

Neste capitulo, discutiremos alguns métodos nao-paramétricos por onda-
letas e por fungao-nicleo, para se estimar a volatilidade do modelo de difusao
definido por (2.31). Como mostramos na se¢ao 2.5, a volatilidade desse mo-
delo de difusdo é justamente a fungao o%(t). Nesta dissertagio, trabalharemos
com a volatilidade deterministica, isto é, o2(t) em vez de o?(t, X;). As de-
monstragoes estao resumidamente expostas em (Genon-Catalot et al. 1992)
e (Florens-Zmirou 1993) e desenvolveremos seus detalhes no apéndice.

5.1 Estimador de ¢°(t) por Fungao-nicleo

Suponha o seguinte modelo de difusao :

dXt = b(t,Xt)dt + U(t,Xt)th, te [O,T], (51)

com fungdes b(-,-) e o(-, ) desconhecidas e P(Xy = zg) = 1.

Supondo que observamos o processo X; definido por (5.1), com T = 1,
nos instantes (t1, ..., t,) para t; = iA, onde A é o intervalo amostral, podemos
definir, sem perda de generalidade (em T), o estimador de o%(+) a seguir, que
foi proposto por (Florens-Zmirou 1993).

81
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Defini¢ao 5.1.1 (Estimador por Fungao-nicleo).
O estimador por fungdo-niicleo para a volatilidade o*(t), definida
em (5.1), € dado por:

n—1

Z Kh(Xti - t)n_l[XtHl - Xti]Q
Sn(t) _ =1

- (5.2)
Z Kh(Xti - t)

Note que o estimador definido em (5.2) é equivalente ao estimador de
Nadaraya-Watson de Regressao por funcao-nicleo, fazendo-se Y; = n™'[Xy,,, —
X;,]%. Esse resultado de certa forma ¢ intuitivo pois nao observamos o pro-
cesso continuamente e a melhor estimativa para a varidncia instantanea é
obtida utlizando-se observacoes subseqiientes. Nesse caso, a melhor estima-
tiva é [X,,,, — X,]%. A seguir, enunciaremos um resultado assint6tico desse
estimador e algumas condigoes necessarias.

Teorema 5.1.1. Seja 0?(t) dada por (5.1) e S,(t) por (5.2). Su-
ponha que b(-) € limitada, duas vezes diferencidvel, com derivadas
limitadas e que a fungao o(-) tenha trés derivadas continuas e li-

mitadas e que existam duas constantes k e K tais que 0 < k <
o(t) < K. Senh® — 0, entdo:

Vnh (i’;ég - 1) 2 L2z, (5.3)

onde Z é uma distribui¢do normal padrao independente de L(t) e

1 /1
L(t) = };1_13%%/0 L(x,~t)<s)ds. (5.4)

Nao sao conhecidos resultados assintoticos envolvendo o erro quadratico
integrado, para o estimador em (5.2), tao gerais quanto o teorema 5.1.1.
Assim, enunciaremos um resultado que vale somente para func¢oes-nicleo
definidas por funcdes indicadoras simples, como por exemplo, 1i_; () e
1i_1/21/2(t), que reduzem o estimador em (5.2), respectivamente, aos es-
timadores de média mével SMM(¢) e de média mével centrada SMMC(t),
definidos a seguir. Ambos esses estimadores foram propostos por (Bertrand
1996).
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Definicao 5.1.2 (Estimador de Média Mével).
O estimador SMM(.) de média mdvel, da funcao de volatilidade
o?(), definida em (5.1), é:

n—1 /A-1
<Z[th—i+1 - th—i]2> 1[tj»tj+1)<t>
SMM () = 220 M X . (5.5)

onde A indica quantas observacdes serao utilizadas para se esti-
mar um unico ponto da funcao o*(-) e A € o intervalo amostral.

Defini¢ao 5.1.3 (Estimador de Média Mével Centrada).
O estimador SMMC(.) de média mdvel centrada, da funcio de
volatilidade o*(+), definida em (5.1), é:

n—1 51
Z [th—z‘ﬂ - thfi]Q 1[tjvtj+1)(t)
7=0 j=—A
SgJMC(t) _ 2 (5.6)

AA ’

onde A indica quantas observacoes serao utilizadas para se esti-
mar um tnico ponto da funcgao o(-) e A € o intervalo amostral.

Os resultados a seguir serao definidos para SMMC(t), porém é interessante
salientar que valem também para SMM (1), ja que

A
SMM(p 4 ) = GMMC(y)

(g4 Ay = sy
Primeiramente, utilizaremos a seguinte decomposigao do estimador SMMC (),

obtida através da decomposigao de Ito, definida em (2.3.1), do termo [X —
X%
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Proposicao 5.1.1. Seja SMMC(.) o estimador de média mdvel
centrada da funcao de volatilidade o*(-) definida em (5.1). Se
b(-,-) e o(-) satisfizerem as condi¢oes de reqularidade 4, na se¢ao
A.5, entdo podemos decompor SMMC(.) da sequinte forma:

SMMC (1) = %]A”C(t) = Man(t) + Nana(t)+ Dan(t), (5.7)

onde:
n-l 2 itj+1
Z/ UQ(S)dS 1[tj:tj+1)(t)
j=0 \,__Atitj
n-l 2 titj+1 s
3 / o(s) / o()dW, | AW, | 1,00 (8)
7=0 \i=—4 bitj bitj
NA,A(t)_Q AA
e
nt 2 titj+1
3 / b(s, X)X — X )ds | 1y, (0)
7=0 \i=—4 titj
Daalt) = AA
A
n—1 2 Litj+1 s
Z/ 0'(8)/ b(u,Xu)du] AW | 1i;0,,0(t)
i=0 \i=-4 titj titj

AA

O parametro A indica quantas observacoes serao utilizadas para
se estimar um tnico ponto da fungdo o*(-) e A € o intervalo
amostral.

Na decomposicao descrita na proposigao 5.1.1, o termo M4 a(t) é a soma

das médias de o?(t) nos intervalos amostrais [t;,t;+1). Se o coeficiente de
nivel b(-,-) = 0, ent@o o termo My a(t) representa o vicio do erro quadrético
médio integrado. Na proposi¢ao 3.2 de (Bertrand 1996), temos que,

. o 2 _
\V/t, A%%O|MA’A(75) g (t)| O,
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se a funcao o(-) satisfaz as condigdes de regularidade 5, na se¢ao A.6.

O termo N a(t), da mesma decomposigao, também pode ser interpretado
como a soma das médias de o%(¢), porém em intervalos infinitesimais. Se o
coeficiente de nivel b(-,-) = 0, entdo o termo Ny a(t) representa a variancia
do erro quadratico médio integrado. Na proposi¢ao 3.4 de (Bertrand 1996),
temos que,

vt, lim E|Naa(t)|* =0,
A—o0

se as fungoes o (+) e b(+, -) satisfizerem as condigoes de regularidade 4, na segao
A5,

Finalmente, D a(t) possui todos os termos referentes ao coeficiente de
nivel; assim, se b(+, -) = 0, ele também é nulo. Na proposigao 3.3 de (Bertrand
1996), temos que,

\V/t, ilglo E|DA7A(t)|2 = 0,

se as fungoes o(+) e b(-, -) satisfizerem as condigoes de regularidade 4 e 6, nas
secoes A.5 e A.7, respectivamente.

E importante ressaltar que, com esses resultados descritos nos paragrafos
anteriores, a consisténcia do estimador SMMY(t) é bastante clara, para todo
ponto de continuidade o?(t) e para aqueles pontos onde exista o limite &
esquerda, ou seja, o2(t_) = lim, ~ 0*(x).

Para derivar um resultado assintotico do erro quadratico médio integrado
(EQMI) do estimador SMMY(t), é preciso tomar mais uma restri¢io. Vamos
supor que a fungao o(-, X;) seja deterministica, ou seja, ela é uma fungao
somente do tempo, e ela serd reescrita como o(+).

Proposigao 5.1.2. Seja SMMC(t) o estimador por fungao-niicleo
de a*(t). Seb(-,-) e a(-) satisfizerem as condi¢oes de reqularidade
4 e 6, nas segoes A.5 e A.7, respectivamente, e a fun¢ao peso w(-)
do EQMI definida em (3.2.3) for constante em todo intervalo
amostral [t;,t;11), entdo:

EQMIyn = E ( /0 " wt) [Maa(t) - (0]’ dt)

+ F (/OTw(t)Nf,,A(t)dt) + €

= EM 4B 4 (5.8)
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le| < CA\EM + B2, (5.9)

onde C' € uma constante apropriada.

com

Assim, utilizando o resultado da proposi¢ao 5.1.2 e das proposigoes 3.2,
3.4 e 4.3 de (Bertrand 1996), podemos obter o seguinte resultado.

Proposicao 5.1.3. Seja SMME(t) o estimador por funcdo-niicleo
de d*(t). Se o(-) satisfizer as condigoes de reqularidade 7, na
secio A.8, e a funcgdo peso w(-) do E.Q.M.I. definida em (3.2.3)
for constante em todo intervalo amostral [t;, t;11), entdo:

it+g 2
n—d Zi:j_é o (tl)
EQMIsn = A 02(tj) —+
j=A
n—1 j+%
2A w(t;)o* (t;)
J=0 j=j—4
+ 12 . (5.10)

Assim, podemos ver que, pela proposicao 5.1.3, se A — 0, A — oo e
AA — 0,
EQM]A,A — 0.

5.2 Estimador Linear de ¢*(t) por Ondaletas

No capitulo 4, introduzimos a teoria de Ondaletas e discutimos como
utilizé-las para obter estimativas para uma fun¢ao f que pertenga a Lo(R).
Agora, discutiremos como obter estimativas para a volatilidade o%(t), de uma
equagao diferencial estocéstica definida da seguinte forma:
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onde P(XO = Io) =1.

Na equagao (5.11), assume-se que as fungoes o(t) (coeficiente de difusao)
e b(t, X;) sejam deterministicas e desconhecidas. Estamos interessados em
obter um estimador nao-paramétrico 62(t) de o(t), para te[0,T], a partir de
uma amostra discreta do processo continuo definido em (5.11). Uma amostra
de tamanho n é observada em intervalos de tempo equidistantes, t; = 27",
onde i = 0,1,..., N = [2"T], ou seja, observamos o processo no intervalo de
tempo [0, 7] com intervalo de amostragem definido por A, = 27",

E importante salientar que os resultados tedricos que serao enunciados
nesta se¢ao tém validade considerando as suposigoes (5.13) abaixo, com res-
peito as fungoes b(-,-) e o(+), da equagao diferencial estocdstica definida em
(5.11). Primeiramente, vamos definir o espaco funcional C™:

Defini¢ao 5.2.1 (Espago Funcional C™).
O espago funcional C™, para m > 0, € tal que:

on ={fera®). [ 1Fwl1+ )" dw < oo}, G12)

-~

onde f(w) representa a transformada de Fourier da fungdo f.

Pela definicao 5.2.1, qualquer funcao que pertenga ao espago C™, com
meN, é m vezes diferenciavel.

Imporemos, a seguir, um conjunto de condigdes em b(-,+) e o(-) que nos
permite utilizar resultados assintéticos para 2(t), encontrados em (Genon-
Catalot et al. 1992).

(i) - A fungdo b(-, ) pertence a classe C*([0, +00) x R);
(ii) - Para todo T, existe uma constante K tal que

Vit e [0,T], | b(t,u) |[< Kp(14 | u|); (5.13)
(iii) - A funcao o(-) pertence a classe C™([0, 00)),

com m > 1, e o(t) é positiva, para todo ¢ > 0.

Sob (5.13), com m > 0, a solugdo de (5.11) é tnica no intervalo [0, 00).
Como estaremos trabalhando com uma A.M.R r-regular em Ly(R) e a funcao
o(+) nao precisa necessariamente pertencer a Lo(R), iremos substitui-la por
uma nova fungao () € Ly(R), tal que:
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5(t) = a(t),  Vte0,T]. (5.14)

Mantendo a relacao entre estas duas fungoes, vamos supor que a nova
funcao (t) também pertenca a C™(R) e que seu suporte esteja contido em
[—€,T + €], para algum € > 0. Para efeitos praticos, as duas fungoes sao
iguais, sendo que a difusdo do processo X; definida por (5.11) é a mesma que
aquela do processo X, definida por:

dX; = b(t, X;)dt + &(t)dW;, Xy = . (5.15)

A fim de simplificar a notagao, utilizaremos simplesmente o(+). Na seqiiéncia
desta segao, iremos obter uma estimador para a projecao de o(t) em V),
onde o nivel j(n) é associado com cada tamanho de amostra, com j(n) —
+00, conforme n — +o00. Utilizando o resultado obtido em (4.56), com
jo = j(n), podemos decompor a funcao o%(-) da seguinte forma:

(1) =Y Himabioma®) + D D viathia(t): (5.16)

keZ J>j(n)eZ keZ

O estimador empirico de p;; ¢ dado por:

N-1
,aj,k = Z ¢j,k(ti)(Xti+1 - Xti)Q (517)
1=0

Desta forma, definimos o estimador de 0?(¢) no nivel j(n) como sendo:

G°(t) = > fji) kb (1)

keZ
N—-1
= Z (Z ¢j,k’(ti)(Xti+1 - Xti)2> qu(n),k(t) (518)
keZ =0

O estimador, definido em 5.18, foi proposto por (Genon-Catalot et al.
1992). Enunciaremos a seguir dois resultados importantes que dizem respeito
a esse estimador, detalhando algumas passagens das respectivas provas.
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5.2.0.1 Distribuicao Assintética de 22 [ h(t)(6%(t) — o?(t))dt

Estamos interessados em estudar a distribuicao assintética da quantidade
25 [ h(t)(6%(t) — o2(t))dt, onde h(-) é uma fungdo arbitraria qualquer, que
pode ser interpretada como uma fungao peso e que satisfaca:

(iv) - A fungao A(-) é continua em [0, 7], com suporte compacto
incluido em (0,7), e pertence ao espago de Sobolev
H™ (R), com m/ > 1/2.
(5.19)

Defini¢ao 5.2.2 (Espago Funcional H™(R)).
O espaco funcional de Sobolev H™(R), para m > 0, é definido
por:

H™(R) = {feL2<R>, [ 1R+ fuymaw < oo} C (5.20)

-~

onde f(w) representa a transformada de Fourier da fungao f(-).

~ . /
Como a fungao h(-) pertence ao espago funcional H™ | podemos escrever
sua projecao ortogonal no nivel j(n) como sendo:

h(t) = dmadima®) + D D> Biwtbir(t). (5.21)

keZ j>i(n)eZ kel

Das expressoes (5.16),(5.18) e (5.17), podemos fatorar [ h(t)(6%(t) —
o?(t))dt da seguinte forma, utilizando as propriedades da decomposicao de
Ondaletas descrita no capitulo 4.

Proposicao 5.2.1. Seja h(:) a fun¢do-peso definida em (C4) e
62(-) o estimador definido em (5.18). Podemos realizar a sequinte
decomposicao de [ h(t)(62(t) — o?(t))dt:

/ W) (G2(E) — 02 (t))dt = 7, + T, (5.22)
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onde:
Zn = Z ),k (i (n) e — Hj(n)k) (5.23)
keN
(&
Tn=- Z Zﬁj,wj,k- (5.24)
j2j(n) keN

Em (Genon-Catalot et al. 1992), mostra-se que o termo 23 T,, da fatoracao
definida em 5.2.1 converge para 0 se a condi¢ao

2%—j(n)(7‘/\m+r/\m’) _ O(].)

for satisfeita, onde o parametro r refere-se a regularidade da andlise de multi-
resolucao utilizada. Para obter tal resultado, o Teorema 5.2.1 é muito tutil.

Teorema 5.2.1. SejareN e (V;, jeZ) uma andlise de multi-resolugao
r-reqular de Ly(R). Se uma fungao f pertence ao espago funcional
H™R), com —r < m <r, entdo:

J—00

If = B fllm =0, (5.25)
onde P;f € a projecao ortogonal de f no nivel V.

Assim, temos que trabalhar agora somente com o termo restante Z, da
fatoragao definida na proposicao 5.2.1. Podemos fatora-lo também, utili-
zando a decomposicao de Ité em (2.3.1), no capitulo 2, para o termo
(Xti+1 - Xti)Q'

Proposicao 5.2.2. Seja Z, o processo definido na proposicao
5.2.1. Este processo pode ser fatorado em:

N-1

tit1
Zn=2) / (Xs — Xp,) dXhjn) (i) + Cp, (5.26)
i=1 Yl
onde
-1 tir1 T
c, = / 02(s)dshy (1) — / B ()02 (s)ds,  (5.27)
i=1 “ti 0
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Em (Genon-Catalot et al. 1992), mostra-se que o termo 22C,, da pro-
posicao 5.2.2 converge para 0 se a condi¢ao

2%(M=3 = o(1)

for satisfeita, condicao essa equivalente a j(n) — % — —oo conforme n — oo.
Portanto, temos que trabalhar somente com o termo restante da fatoracao
Z, — C,. Mais uma vez, iremos decompor esse termo, utilizando para isso

o processo de variagao quadratica em (2.3.2) e substituindo o processo
{X:}eeorr) POr Xo + [y b(s, X,)ds + [y o(s, X)dW.

Proposicao 5.2.3. Seja Z, — C, o processo definido pela fa-
toragao na proposicao 5.2.2. FEsse processo pode ser fatorado

como:
5
Zn—Con=>_ An, (5.28)
i=1
onde
N-1 tit1 s
A = 2 bl [ 05,0 ([ X ) as,
i=0 t; t;
N—-1 ti+1
i=0 ti
N—-1 tit1 s
Ang = 2 Z hj(”)(ti)/ (b(s, Xs) — b(ti, X4,)) </ ‘7(“)qu> ds,
i=0 ti ti
N-1 fin s
Apg = QZhj(n)(ti)/ (/ b(u,Xu)du> o(s)dW, e
i=0 ti ti
N-—1 tiv1 2 tiv1
i=0 ti ti

Em (Genon-Catalot et al. 1992), mostra-se que os termos 2% 37 | A,
da fatoracao definida em 5.2.3 convergem para 0 em probabilidade conforme
n — 0o, impondo-se a condi¢ao de que m’ > 1/2 para garantir a convergéncia



92 CAPITULO 5. ESTIMACAO DA VOLATILIDADE

n . A~ . . .
do termo 224, ;. Portanto, temos que verificar a convergéncia em distri-
c o~ ~ n
buicao do termo restante da fatoracao, 22 A, 5, para obtermos o resultado de
interesse. Note que podemos reescrever esse termo da seguinte forma:

N-1
25 Ans = &ims (5.29)
1=0

onde

i = A0 (1) [( /t o a(u)qu)2 - /t - 02(u)du] C (5.30)

i

Utilizando-se da proposicao 2.2.2 do capitulo 2, referente a distribuicao
da integral de 1to, e do Teorema Central do Limite de Liapunov, com
0 = 1, obtemos que:

Proposicao 5.2.4. Seja A, 5 o termo da decomposi¢ao definida
na proposi¢cao 5.2.5. Entao:

N—-1 T
25 A5 = &in o N (0, 2/ 04(t)h2(t)dt) : (5.31)
i=0 0

Assim, obtemos a distribuicao assintética da quantidade 22 [ h(t)(62(t)—

o?(t))dt.

Teorema 5.2.2 (Convergéncia do EQI).
Suponha que as condi¢oes (C1)-(C4) sejam satisfeitas, que r A
m4+rAm’ > 2 e que j(n) = [an] onde m <o <
Temos a sequinte convergéncia em distribui¢ao:

2Z/Rh(t) (6%(t) — o?(t)) dt "ié"’/\/(o,z/oT h2(t)a4(t)dt)
(5.32)
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5.2.0.2 Propriedades Assintéticas do EQMI de 72(t)

Estamos interessados no erro quadrético médio integrado (EQMI) do es-
timador (5.18), onde a funcao (¢) é uma fungao continua nao-negativa, com
suporte [a, 5] C [0,T]. Inicialmente, o EQMI pode ser fatorado da maneira
usual em:

R, = E (/R(&?(t) - az(t))%(t)dt)
= /R (E&*(t)) — o))’ y(t)dt + E ( /R (6(t) — E(&Q(t)))2~y(t)dt)
< s ([ @0 - B0 @)

teR

= B2 +supy(t)Dy. (5.33)
teR

Utilizando a fatoragao definida em (5.33), enunciaremos o seguinte teo-
rema:

Teorema 5.2.3 (Convergéncia do EQMI).

Sob as condigoes (A1)-(A3) e se j(n) — () — —oo quando n —

00, valem as sequintes relacoes para a fatoracao do EQMI :

B2 < Q2892 4 9-2itman) ooy

T
D, = 2J'<”>—"2/ ot (t)dt + o(27MM),
0
onde a constante C depende somente das funcoes ¢, v e o>.

5.3 Estimador Nao-Linear de o*(t) por Onda-
letas

No estudo de simulagao, na secao 6.1, utilizamos um outro estimador de
o2(t) por Ondaletas. Ele é parecido com aquele proposto em 5.18, porém uti-
lizamos um limiar nao-linear na estimativas dos coeficientes da decomposicao
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por ondaletas, segundo o discutido na secao 4.6. Assim, esse estimador, pro-
posto por nos, é definido como:

Defini¢ao 5.3.1 (Estimador Nao-Linear por Ondaletas).
O estimador nao-linear da volatilidade, por ondaletas, é defindo

como:
Z Hjo, k¢]0 k + Z Z hmwj k (5'34)
keZ Jj=jo kEZ

onde

ﬁjo k= Z ¢Jo k(1 th+1 Xti)2

Al’im , . . A~ .. . .
e 05" € a estimativa do parametro B;y utilizando o limiar pro-

posto na defini¢ao 4.6.6.



Capitulo 6

Aplicacoes

Aplicamos comparativamente as técnicas nao-paramétricas em duas si-
tuacoes: numa série real; e num estudo de simulacao. Os resultados para a
série real sao apresentados na subsecao 6.2. A seguir, descrevemos como o
estudo de simulacao foi realizado.

Foram comparados trés estimadores por fungao-nicleo com estimadores
por ondaletas. Os estimadores por funcao-ntcleo sao o estimador de médias
moéveis (MM) e o estimador de médias méveis centrado (MMC), apresentados
na secao 5.1, e o estimador por funcao-nicleo normal. Devemos fazer duas
observacoes importantes:

Observacao 1
Realizamos validacao cruzada para os estimadores MM e MMC,
mas nao para o nucleo normal, pois este é extremamente caro
computacionalmente e a validagao cruzada seria praticamente im-
possivel. Utilizamos nesse caso o parametro de escala h = 120,
considerado bom por algumas analises preliminares.

Observacgao 2
Os resultados assintoticos da secao 5.1 tém condigoes que nao
sao atendidas pelos estimadores de funcao-nucleo normal mas,
mesmo assim, tornou-se interessante utiliza-lo por suas excelentes
propriedades em geral.

Os estimadores por ondaletas foram baseados nas bases: Daubechies 2,
Daubechies 5 e Daubechies 8. O processo de encolhimento segue a descrigao

95
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Tabela 6.1: Parametros do Limiar

Combinacoes | k1 | Ky | K3 | kK
Comb 1 2 2 2 12
Comb 2 1 2 311
Comb 3 1 3 513
Comb 4 510711 |1

da secao 4.6.2. Para definicao automatica do nimero de niveis mantidos na
reconstrucgao utilizamos dois critérios, com razao 1 e 3. Quanto aos limiares,
definimos quatro combinagdes de parametros {r;}j—123 € K, descritos na
tabela 6.1. Embora definamos o parametro x; somente para trés niveis, o
parametro 3 ¢ utilizado para todos os outros niveis mantidos, assim x; = ks,
para j =4, .., 1.

6.1 Estudo de Simulacao

Nosso objetivo nesta secao é comparar os estimadores nao-paramétricos da
volatilidade, por ondaletas e por func¢ao-nicleo, no seguinte modelo de di-
fusao:

dX, = b(X,)dt + O(X)dWt  Xg=z  tel0,T],  (6.1)

com fungoes h(-),b(-) e 0(-) desconhecidas. No nosso caso, h =1,b=0,75 —
X; e 0 é definida pelo tipo de volatidade.

Como citamos no capitulo 2, neste caso a volatilidade é a funcgao 6*(¢).
Na literatura, em especifico (Bertrand 1996), sabe-se que estimadores nao-
paramétricos de volatilidade diferem principalmente nos saltos de volati-
lidade. Com isto em mente, decidimos definir diferentes fungées 6(-) na
definigdo do modelo de difusdo em (6.1) para comparar o desempenho de
tais estimadores. Usamos dois grupos equivalentes de fungoes 6(-), um con-
tendo somente versoes continuas e o outro as respectivas discretizacoes dessas
funcoes. A seguir, ilustramos os dois grupos de fungoes, num total de oito
funcoes.



6.1.

os

ESTUDO DE SIMULACAO

Fungao de Volatilidade 1
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Foram geradas mil (1000) séries, segundo (6.1), para cada uma das oito
fungoes de volatilidade. Cada série contém 4096 (= 2'?) observagoes.

E importante observar que algumas dessas fungoes de volatilidade nao sa-
tisfazem as condigoes de regularidade necessarias para garantir a convergéncia
dos estimadores. Para comparar os estimadores, utilizamos quatro medidas
de interesse. Duas delas, o erro quadratico integrado e o erro absoluto in-
tegrado ja foram discutidas na secao 3.2.1. Essas medidas sao muito gerais,
dificultando a comparacao dos estimadores nos pontos de maior interesse,
justamente onde ocorre uma mudanca na fungao de volatilidade 6*(-). Essas
medidas nao conseguem captar o erro cometido nesses saltos em grande parte
pelo tamanho do salto (quando existe), que é muito pequeno, assim acres-
centando muito pouco as mesmas. Assim, utilizamos também duas medidas
de erro mais localizadas, variacoes das duas definidas anteriormente, onde
integramos os respectivos erros somente nas regioes de interesse, ou seja, nas
proximidades das mudangas na volatilidade (seja por saltos ou por mudangas
continuas de nivel). Para tornar o estudo um pouco mais flexivel, definimos
trés regioes de interesse, uma exatamente nos saltos (ou mudangas continuas)
de volatilidade, uma contendo os saltos e mais 50 observagoes antes e depois,
e por fim, uma contendo 100 observacoes antes e depois. Nomeamos estas
regioes, respectivamente, de quant0, quant50 e quant100.

Resumiremos esses erros em tabelas e graficos, para comenta-los, utili-
zando a média e a mediana como estatisticas descritivas. Em todas as ta-
belas, que estao na secao B.2, os menores erros integrados foram destacados
em negrito. Nos graficos dos erros integrados, que estao na segao B.3,as le-
tras (a),(b),(c) e (d) referem-se, respectivamente, aos erros integrados locais
Quant0, Quant50 e Quant100 e ao erro integrado. Na secao B.4, as letras
(a),(b),(c) e (d) referem-se, respectivamente, aos estimadores por Ondaletas
e aos estimadores por funcao-nicleo Normal, MMC e MM. Esse estudo de
simulacao foi realizado utilizando o software MATLAB.

Para verificar o desempenho dos estimadores em estimar os diferentes ti-
pos de volatilidade, também desenhamos algumas estimativas, as melhores
e as piores, para cada um dos tipos de volatilidade. Ilustramos as estimati-
vas individuais das varias volatilidades, utilizando os diferentes estimadores.
Procuramos desenhar a melhor e a pior estimativa para cada estimador, sob
o critério de EQI, na secao B.1; porém, isso nao implica em boas estimativas
nos saltos da volatilidade, pela generalidade do critério. Note que na volatili-
dade tipo 4, a pior estimativa de cada estimador nao parece estimar os saltos.
Isso pode acontecer por nao serem observados saltos na amostra ou pelo fato
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de o critério de selecao da estimativa ser o EQI. Ja na volatilidade tipo 8,
podemos perceber que os estimadores por funcao-nticleo nao conseguem re-
produzir os picos com a mesma eficiéncia que os estimadores por ondaletas,
devido principalmente a natureza dos estimadores. Porém, mesmo que visu-
almente possamos detectar essa diferenca entre os estimadores, ela pode nao
aparecer nas medidas de erro utilizadas, pois a area dos saltos em questao é
muito pequena.

Analisando as tabelas B.2 a B.5, percebe-se que nas fungoes de volati-
lidade do tipo 1, 2, 3, 5, 6 e 7, o estimador por funcao-nicleo normal teve
um desempenho melhor que os outros, tanto em relacao ao EQI quanto ao
EAI. Os estimadores por Ondaletas tém desempenho préximo ao do ntcleo
normal e ambos sao bem melhores do que os das outras duas técnicas. Ilus-
tramos esta diferenca no grafico 6.3, onde desenhamos os erros do melhor
estimador de Ondaletas e os estimadores por funcao ntcleo para cada tipo
de Volatilidade. Note que em todos os graficos dos erros integrados nessa
secao, os simbolos o, -, % e + representam, respectivamente, o estimador por
funcao ntcleo-normal, o MM, o MMC e o estimador de ondaletas.
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Figura 6.3: Diferenca dos Erros Integrados dos Estimadores
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Também percebemos que o estimador de Ondaletas que obteve melhor
desempenho para os tipos de volatilidade 1,2,5 e 6, para os dois tipos de
erros integrados, sem excecao, foi aquele utilizando a razao 1 e a combinagao
4, mesmo sendo essas diferengas nao muito criticas em varias situacoes.

No caso da volatilidade do tipo 8, os estimadores por Ondaletas obtiveram
melhor desempenho que os de fungao-ntcleo, principalmente se utilizarmos
os erros integrados locais. Nesse tipo de volatilidade, os estimadores MM e
MMC obtiveram os piores resultados, como esperado. Notamos também que
para a volatilidade tipo 4, os estimadores por funcao-nicleo MM e MMC
foram os melhores com relacao ao EQI, com uma diferenca bastante consi-
deravel para os estimadores de Ondaletas, e surpreendentemente, foram ainda
melhores se considerarmos o estimador por fungao-nicleo normal, sendo este
o pior de todos para esse tipo de volatilidade. Esse resultados também indi-
caram a necessidade de utilizarmos o erro integrado local.

Outra ocorréncia que merece destaque é que o estimador MM foi melhor
que estimador MMC na volatilidade tipo 8, contrariando os resultados ob-
tidos em (Bertrand 1996), onde se observou que o estimador de MMC era
melhor que o estimador MM toda vez que havia um salto de volatilidade.

Analisando as tabelas B.6 a B.13, novamente percebe-se que nas fungoes
de volatilidade do tipo 1, 2, 3, 5, 6 e 7 o estimador por funcao-nicleo normal
tem o melhor desempenho. Porém, a diferenga nos erros quadraticos integra-
dos locais é, em geral, menor do que aquela observada nos erros integrados
gerais.

Novamente percebemos que o estimador de Ondaletas que obteve melhor
desempenho, com relacao ao EQI, para os tipos de volatilidade 1,2,5 e 6, sem
excecao, foi aquele utilizando a razao 1 e a combinacao 4.

Para a volatilidade do tipo 4, com essas novas medidas de erro, observa-
mos que, em geral, o erro do estimador por ondaletas é 2 vezes menor do que
aquele obtido pelo estimador de fungao-nicleo normal. Esse estimador foi o
melhor estimador de fungao-nicleo, dessa vez confirmando o que se esperava
desse tipo de estimador. Ja para a volatilidade do tipo 8, observamos que,
em geral, o erro do estimador por ondaletas ¢é 1,5 vezes menor do que aquele
obtido pelo estimador de fungao-nicleo normal. Esse tltimo foi novamente o
melhor estimador de fungao-nicleo. A diferenca média de 0, 5, dos erros dos
estimadores de Ondaleta com relacao aos estimadores por funcao-nicleo, nas
volatilidades do tipo 4 e 8, provavelmente ocorre porque o salto da volatili-
dade do tipo 4 é mais brusco que aquele da volatilidade tipo 8, sendo assim
mais dificil desse salto ser captado pelos estimadores por fungao-nicleo.
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Outra ocorréncia que merece destaque é que o estimador de Ondaletas
obteve um erro menor do que os estimadores MM e MMC em todos os tipos
de volatilidade, novamente contrariando os resultados obtidos em (Bertrand
1996), onde se observou que o estimador de MMC era o melhor estimador,
tanto em relacao aos estimadores de Ondaletas quanto ao MM. Contudo,
utilizando essas medidas de erro, observou-se também em nosso estudo que
o estimador MMC foi mais eficiente que o estimador MM.

[lustramos, no grafico 6.4, os menores erros de cada tipo de estimador para

cada tipo de volatilidade, em especifico para o Erro Quadrético Integrado
Local com QuantO.
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Figura 6.4: Diferenca dos EQI Locais com Quant0

Analisando as tabelas B.14 & B.21, observam-se resultados muito similares
aqueles obtidos nas tabelas B.6 a B.13. Uma diferenca que merece destaque
é que, para a volatilidade do tipo 4, observamos que, em geral, o erro do
estimador por ondaletas é 4 vezes menor do que aquele obtido pelo estimador
de funcao-nucleo normal, e para o caso da volatilidade do tipo 8, esse erro
é em geral 2 vezes menor. Assim, utilizando a medida de erro EAI Local
observamos que o estimador de Ondaletas é ainda mais eficiente, comparado
com a sua eficiencia usando o EQI Local. Ilustramos, no grafico 6.5, essa
diferenca observada utilizando essas medidas de erros para o caso Quant0.
Nesse grafico, os simbolos * e . representam, respectivamente, o EQI e o EAI

Nesse estudo de simulagao também podemos observar que o método de
selecao automatica dos coeficientes é confiavel, em especial porque o processo
de escolha de x e x; e do nivel maximo de resolucao nao muda consideravel-
mente os resultados.

@R
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Comparacao das Diferencas das Medias do EQI e EAI para os Estimadores Propostos c das Di das do EQI e EAI para os Estimadores Propostos
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Figura 6.5: Diferenga na Eficiéncia do Estimador de Ondaletas

6.2 Estudo de uma Série Real

Nesta secao iremos estimar a volatilidade em uma série real. A série é o
Indice de fechamento da Bolsa de Valores de Sdo Paulo!, observado minuto
a minuto, das 11 horas do dia 18/12/01 até as 18 horas do dia 18/02/02 2.
Essa série de fechamento ¢é ilustrada na figura 6.6. Agradecemos ao Finance
Lab, do Ibmec Business School, por ceder os dados.

5] =000 EY=YereY 6000 s000 1oooo ER=T=Y==) 1aoc00 16000 1sooo

Figura 6.6: Série do Indice de fechamento

Estamos interessados em estimar a volatilidade da série dos retornos,
desenhada na figura 6.7.
E importante salientar que o pico observado no grafico 6.7 nao é real,

No dia 31/1/2002 houve um problema de coleta onde os dados dos primeiros trinta
minutos foram perdidos

2Fssa série tem 16348 observacdes, sendo necessario alguns ajustes para que possa-
mos utilizar os métodos tradicionais da decomposicio de Ondaletas, ji que 2'4 = 16384.
Optamos, nesse estudo, por replicar as tltimas observacoes da série em questao.
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Figura 6.7: Série dos Retornos do Indice

sendo conseqiiéncia do problema de coleta de dados comentado anterior-
mente.

Utilizando os diferentes estimadores propostos ao longo desta dissertacao,
obtivemos as estimativas apresentadas no grafico 6.8 para a volatilidade da
série dos retornos. I importante salientar que nao foi possivel obter a estima-
tiva utilizando a fungao-nicleo normal, devido ao tamanho da série utilizada,
por problema de falta de memdria.
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Figura 6.8: Estimativa da Volatilidade - Indice de fechamento

Podemos observar nessas estimativas, da mesma forma que nas séries
simuladas, que os picos estimados pela estimadores de Ondaletas sao maiores
do que aqueles detectados pelos estimadores por fun¢ao-nicleo. Além disso,
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estimativas para baixas volatilidades parecem menos ruidosas por Ondaletas
do que por fungao-ntcleo.

6.3 Conclusoes

Concluimos das segoes 6.1 e 6.2 que os estimadores de ondaletas sao mais
eficientes na estimativa de funcgoes de volatilidade, de modelos de difusao,
quando essas apresentam picos repentinos, sendo essa eficiéncia ressaltada
quando se utiliza uma medida de erro local. J& na estimativa de funcoes
de volatilidade com outro comportamento, o estimador por funcao-nicleo
normal apresenta os melhores resultados, sendo porém a diferenga entre a
sua eficiéncia e a dos estimadores de Ondaletas muito pequena. E impor-
tante relembrar que nao existem resultados assintoticos para o estimador por
funcao-nicleo normal; assim, nao podemos comprovar sua eficiéncia teorica-
mente. Finalmente, os estimadores por funcao-nicleo MM e MMC, embora
comprovadamente eficientes, tém o pior desempenho entre os estimadores
comparados nessa dissertagao, com destaque negativo para o estimador MM.

E importante salientar que além de todos os resultados discutidos nas
se¢oOes anteriores, deve ficar claro a grande superioridade, com relagao a es-
forco computacional, dos estimadores de Ondaletas. Esse fato é ilustrado na
figura 6.9. Note que os tempos de execucao nao levam em conta o algoritmo
de validacao cruzada utilizado nos estimadores MM e MMC, e também a
diferenca de velocidade dos diferentes computadores utilizados para o estudo
de simulacao. Os procedimentos por Ondaletas sao em geral cem vezes mais
rapidos do que seus equivalentes MM e MMC (os trés foram rodados no
mesmo equipamento). O estimador por fungao-niicleo normal, que é ainda
mais lento do que MM e MMC, teve que ser rodado num equipamento bem
mais rdpido, por problemas de meméria, 3.

Podemos resumir nossas consideracoes sobre o desempenho dos estima-
dores nos seguintes cinco pontos:

e O estimador de ondaletas é excepcionalmente mais rdpido do que qual-
quer um dos trés outros, além de necessitar de menos recursos de
memoria, o que o torna atraente para situacoes de decisao imediata;

3Mesmo nesse equipamento, as estimativas sé eram obtidas em quatro blocos.
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Figura 6.9: Tempos de Execucao dos Estimadores

O estimador de funcao-nicleo normal, mesmo sem desempenho teori-
camente demonstrado, apresenta resultados empiricos que evidenciam
sua capacidade de estimar fungoes de volatilidade regulares;

e O estimador de ondaletas pode ser automatizado sem que seu desem-
penho sofra de forma expressiva, o que o torna versatil;

e O estimador de ondaletas tem inegavel capacidade de representar funcoes
na presenga de descontinuidades ( ou mudangas bruscas de nivel), como
ilustrado pelas volatilidades tipos 4 e 8, e ;

e A diferenca entre o desempenho das estimativas por ondaletas e fungao-
nucleo é pequena, tanto quanto quando favoravel as ultimas quanto as
primeiras.

Essa consideracoes nos levam ao entendimento que incursoes tedricas na
eficiéncia relativa de estimadores por funcao-nticleo e ondaletas devem ser
realizadas e que, as estimativas de ondaletas tém, entre todas as comparadas,
maior valor pratico.
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Apeéendice A

Condicoes de Regularidade

A.1 Definicoes Gerais

Definigoes gerais utilizadas nas condigoes de regularidade abaixo:

Definicao A.1.1 (Espago Funcional Cy;(b)).
Definimos como C21(b) o espago das fungoes reais f duas vezes
diferencidveis continuas, definidas no R tais que :

Iflle <0 e [1fPe <. (A1)

Definigao A.1.2 (Processo Estocastico {Z,;}cz).

Definimos o processo estocdstico Zy = (Xy, Yi)iez. Supomos que
ele € estritamente estaciondrio e que Zy admite uma densidade
fz(z,y). Além disso, supomos que fz(x,-) e m(-)fz(x,-) perten-
cem a Ly(R) para cada x € R.

Definicao A.1.3. Supomos que m é uma fun¢ao boreliana m :
R — R tal que E(|m(Yp)|) < 0.

107
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Definicao A.1.4. Definimos as sequintes func¢oes:
f@) = [ sty

olz) = / m(y) f(e,y)dy
o(x

= —> se T
) = T fla)>0

E(m(Yo))  se  f(z)=0

A.2 Condicoes de Regularidade 1

Definicao A.2.1 (Condigao de Regularidade 1. a).
A densidade fx, x, existe, para s # t, pertence ao espago Ca1(b)
e satisfaz:

stl;p | fxox, — fx ® fxllp < o0, (A.2)

para algum p € (2, 00].

Definigao A.2.2 (Condigao de Regularidade 1. b).
As fungoes fx e ¢ pertencem ao espago Coq1(b) e fz pertence a
Cs2(b), para algum b.

Definicao A.2.3 (Condigao de Regularidade 1. c).
Existe uma constante a > 0 tal que:

E(exp{alm(Y})|}) < 0. (A.3)

Definigao A.2.4 (Condigao de Regularidade 1. d).
O coeficiente de mistura forte a(-) do processo {Z;}iez satisfaz:

alk) < vk, k>1, (A.4)

com~y>0ef>0.
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A.3 Condicoes de Regularidade 2

Definicao A.3.1 (Condigoes de Regularidade 2).
As fungoes fx e ¢ pertencem ao espago Ca1(b), para algum b, e
a func¢ao-nicleo K ¢ Lipschitz.

A.4 Condicoes de Regularidade 3

Definigao A.4.1 (Condigoes de Regularidade 3.a).
As fungoes fx e p pertencem ao espago Ca1(b), para algum b.
Além disso, f(-)E(Y#|Xo =) € continua em .

Definigao A.4.2 (Condigoes de Regularidade 3.b).
O processo {X;}iez € a-mistura com a(k) = O(k=P), onde B >

2 Ve
CH e também:

E| X" < oo, (A.5)

para algum § > 0.

Definigao A.4.3 (Condigoes de Regularidade 3.¢).

sSup ||f(X0,Xt)||oo < o0. (A6)
t>k

Definigao A.4.4 (Condigoes de Regularidade 3.d).

IB(YI X = Yl <00 e
sup [E(VGY7 X =+ Xo =)o < 00
teZ

ondet1>0,j>0ei+j =2
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A.5 Condicoes de Regularidade 4

Definigao A.5.1 (Condigoes de Regularidade 4.a).
A funcao o(t) € adaptada a filtragem Fy. Existe Ly > 0 tal que,
vt € [0,T:

LT €
Lp.

IA A

Definigao A.5.2 (Condigoes de Regularidade 4.b).
A fungao b(t,-) é um mapa nao antecipativo e b € CL(RT,R).

A.6 Condicoes de Regularidade 5

Defini¢ao A.6.1 (Condigoes de Regularidade 5).
Existe m > 0 tal que 02(-) € q.c.Hélder continua de ordem m,
com uma constante K(w) tal que :

B(K*(w)) < . (A7)

A.7 Condicoes de Regularidade 6

Definigao A.7.1 (Condigoes de Regularidade 6).
Existe Kr > 0 tal que, Vt:

B (t, X,)) < Kr. (A.8)
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A.8 Condicoes de Regularidade 7

Definigao A.8.1 (Condigoes de Regularidade 7).
A fungdo o(-) satisfaz:

U() = Zail[ti,tiﬂ)(')? (AQ)

onde o; Vi é uma constante qualquer.
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Apeéendice B

Resultados da S

imulacao

B.1 Estimativas das Volatilidades

Estimativas utilizando o estimador de Medias Moveis
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Figura B.1: Estimativas da Volatilidade Tipo 1
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Estimativas utilizando o estimador de Medias Moveis
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Estimativas utilizando o estimador de Medias Moveis
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Figura B.8: Estimativas da Volatilidade Tipo 8
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Tabela B.1: Parametros do Limiar

Combinacoes | k1 | Ky | K3 | kK
Comb 1 2 2 2 12
Comb 2 1 2 311
Comb 3 1 3 513
Comb 4 510711 |1

B.2 Tabelas de Resumo

Nessa secao, sao apresentadas as tabelas de resumo dos erros integrados dos
estimadores: por funcao-nicleo Normal, de MM e de MMC; por ondaletas nas
bases Daubechies 2, Daubechies 5 e Daubechies 8, onde processo de encolhi-
mento segue a descricao da se¢ao 4.6.2. Para definicao automatica do nimero
de niveis mantidos na reconstrucao utilizamos dois critérios, com razao 1 e 3.
Quanto aos limiares, definimos quatro combinacoes de parametros {x;} ;=1 2.3.
e k, descritos na tabela B.1. Embora definamos o parametro ; somente para
trés niveis, o parametro k3 é utilizado para todos os outros niveis mantidos,
assim K; = K3, para j =4, .., J1.

Nas tabelas foram utilizadas duas estatisticas descritivas, a média e a
mediana. Em todas as tabelas, os menores erros integrados foram destacados
em negrito. Tabelamos os erros integrados e os erros integrados locais, com
Quant0, Quantb0 e Quant100, em diferentes tabelas.
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-
Tabela B.2: Média dos Erros Integrados - Voll-Vol4
Tabela Média Voll Vol2 Vol3 Vol4
Parte 1 EQI EAT EQI EAT EQI EAT EQI EAT
C1 0,000295 0,009270 0,046933 0,137911 0,000723 0,013344 0,000391 0,005242
RAZAO 1 c2 0,000290 0,009127 0,037344 0,118098 0,000700 0,013089 0,000387 0,005213
C3 0,000291 0,009237 0,039345 0,122318 0,000670 0,012791 0,000381 0,005027
C4 0,000271 0,008005 0,036403 0,113867 0,000726 0,013420 0,000407 0,005982
DB2 C1 0,000467 0,012873 0,088894 0,206950 0,001023 0,014666 0,000382 0,004795
RAZAO 3 C2 0,000466 0,012833 0,086042 0,201064 0,001023 0,014674 0,000383 0,004941
C3 0,000467 0,012840 0,086791 0,202439 0,001023 0,014674 0,000383 0,004941
C4 0,000455 0,012207 0,085486 0,199308 0,001023 0,014671 0,000383 0,005048
O C1 0,000338 0,010380 0,064358 0,142644 0,001349 0,019378 0,000445 0,009876
N RAZAO 1 c2 0,000338 0,010385 0,064377 0,142658 0,001349 0,019378 0,000447 0,009936
D C3 0,000338 0,010383 0,064377 0,142658 0,001349 0,019378 0,000446 0,009910
A C4 0,000339 0,010391 0,064388 0,142670 0,001349 0,019379 0,000451 0,010044
L DB5 C1 0,000331 0,010339 0,064177 0,142489 0,001345 0,019361 0,000428 0,009829
E RAZAO 3 C2 0,000331 0,010339 0,064177 0,142489 0,001345 0,019361 0,000428 0,009829
T C3 0,000331 0,010339 0,064177 0,142489 0,001345 0,019361 0,000428 0,009829
A C4 0,000331 0,010339 0,064177 0,142489 0,001345 0,019361 0,000428 0,009829
S C1 0,000340 0,010431 0,064074 0,143106 0,001356 0,019403 0,000437 0,009948
RAZAO 1 C2 0,000340 0,010435 0,064078 0,143110 0,001357 0,019410 0,000440 0,010017
C3 0,000340 0,010435 0,064077 0,143109 0,001354 0,019397 0,000438 0,009978
C4 0,000340 0,010441 0,064081 0,143111 0,001361 0,019428 0,000445 0,010145
DB8 C1 0,000334 0,010393 0,064028 0,143060 0,001331 0,019303 0,000428 0,009874
RAZAO 3 C2 0,000334 0,010393 0,064028 0,143060 0,001331 0,019303 0,000428 0,009874
C3 0,000334 0,010393 0,064028 0,143060 0,001331 0,019303 0,000428 0,009874
C4 0,000334 0,010393 0,064028 0,143060 0,001331 0,019303 0,000428 0,009874
MM 0,002407 0,028735 1,088038 0,763558 0,035343 0,162041 0,000100 0,006470
Funcgao MMC 0,002402 0,028724 1,019810 0,746068 0,035367 0,162174 0,000098 0,006426
Nicleo Normal 0,000152 0,006263 0,032621 0,100089 0,000290 0,009509 0,001345 0,007789
L 1
Tabela B.3: Média dos Erros Integrados - Vol5-Vol8
Tabela Média Vol5 Vol6 Vol7 Vol8
Parte 2 EQI BAT EQI BAT EQI EATL EQI BAT
C1 0,000190 0,007967 0,084912 0,210090 0,000596 0,011907 0,000421 0,007427
RAZ1 Cc2 0,000174 0,007676 0,054389 0,152625 0,000552 0,010873 0,000426 0,007371
C3 0,000178 0,007824 0,061328 0,164332 0,000525 0,010575 0,000444 0,007436
C4 0,000168 0,007408 0,040228 0,122519 0,000570 0,011015 0,000419 0,007682
DB2 C1 0,000240 0,009505 0,181187 0,288150 0,000838 0,014272 0,000993 0,012054
RAZ3 C2 0,000229 0,009287 0,179337 0,284312 0,000827 0,013956 0,000994 0,012058
C3 0,000230 0,009305 0,179900 0,285052 0,000827 0,013957 0,000996 0,012077
C4 0,000225 0,009064 0,177607 0,280755 0,000825 0,013880 0,000992 0,012042
O C1 0,000304 0,011292 0,062924 0,148024 0,001367 0,019312 0,000433 0,010575
N RAZ1 C2 0,000304 0,011298 0,062924 0,148024 0,001367 0,019314 0,000439 0,010747
D C3 0,000304 0,011298 0,062924 0,148024 0,001367 0,019313 0,000437 0,010691
A C4 0,000305 0,011310 0,062924 0,148024 0,001367 0,019315 0,000453 0,011094
L DB5 C1 0,000300 0,011259 0,062924 0,148024 0,001362 0,019295 0,000395 0,010596
E RAZ3 C2 0,000300 0,011259 0,062924 0,148024 0,001362 0,019295 0,000395 0,010596
T C3 0,000300 0,011259 0,062924 0,148024 0,001362 0,019295 0,000395 0,010596
A C4 0,000300 0,011259 0,062924 0,148024 0,001362 0,019295 0,000395 0,010596
S C1 0,000305 0,011292 0,062422 0,147767 0,001379 0,019370 0,000439 0,010791
RAZ1 Cc2 0,000305 0,011304 0,062422 0,147767 0,001380 0,019377 0,000447 0,011007
C3 0,000305 0,011303 0,062422 0,147767 0,001375 0,019356 0,000445 0,010954
C4 0,000306 0,011315 0,062422 0,147767 0,001385 0,019397 0,000461 0,011394
DBS8 C1 0,000300 0,011257 0,062422 0,147767 0,001356 0,019275 0,000445 0,011001
RAZ3 C2 0,000300 0,011257 0,062422 0,147767 0,001356 0,019275 0,000445 0,011001
C3 0,000300 0,011257 0,062422 0,147767 0,001356 0,019275 0,000445 0,011001
C4 0,000300 0,011257 0,062422 0,147767 0,001356 0,019275 0,000445 0,011001
MM 0,001914 0,020448 0,950875 0,679425 0,035510 0,161699 0,000450 0,008997
Funcao MMC 0,001916 0,020481 0,950900 0,679457 0,035535 0,161861 0,000457 0,009078
Nicleo Normal 0,000073 0,005605 0,025502 0,096325 0,000250 0,008486 0,000745 0,008410
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Tabela B.4: Mediana dos Erros Integrados - Voll-Vol4
Tabela Mediana Voll Vol2 Vol3 Vol4
Parte 1 EQI EAT EQI EAT EQI EAT EQI EAT
C1 0,000270 0,009196 0,043628 0,135312 0,000548 0,012997 0,000373 0,005005
RAZ1 C2 0,000267 0,009051 0,035339 0,116857 0,000539 0,012780 0,000374 0,005089
C3 0,000270 0,009188 0,037753 0,121924 0,000529 0,012593 0,000373 0,004967
C4 0,000242 0,007845 0,033917 0,111744 0,000541 0,012903 0,000378 0,005325
DB2 C1 0,000352 0,011488 0,106234 0,233163 0,000517 0,013422 0,000373 0,004656
RAZ3 C2 0,000351 0,011419 0,106234 0,233163 0,000517 0,013370 0,000374 0,004829
C3 0,000352 0,011468 0,106234 0,233163 0,000517 0,013370 0,000374 0,004826
C4 0,000330 0,010395 0,106234 0,233163 0,000517 0,013340 0,000375 0,004940
O C1 0,000320 0,010278 0,063370 0,142746 0,001319 0,019272 0,000419 0,009817
N RAZ1 Cc2 0,000320 0,010278 0,063370 0,142746 0,001319 0,019272 0,000419 0,009828
D C3 0,000320 0,010278 0,063370 0,142746 0,001319 0,019272 0,000419 0,009826
A C4 0,000320 0,010278 0,063370 0,142746 0,001319 0,019272 0,000419 0,009828
L DB5 C1 0,000317 0,010269 0,063327 0,142721 0,001319 0,019272 0,000419 0,009803
E RAZ3 C2 0,000317 0,010269 0,063327 0,142721 0,001319 0,019272 0,000419 0,009803
T C3 0,000317 0,010269 0,063327 0,142721 0,001319 0,019272 0,000419 0,009803
A C4 0,000317 0,010269 0,063327 0,142721 0,001319 0,019272 0,000419 0,009803
S C1 0,000320 0,010346 0,063103 0,143466 0,001297 0,019221 0,000418 0,009871
RAZ1 C2 0,000320 0,010346 0,063103 0,143466 0,001297 0,019221 0,000418 0,009874
C3 0,000320 0,010346 0,063103 0,143466 0,001297 0,019221 0,000418 0,009874
C4 0,000320 0,010346 0,063103 0,143466 0,001297 0,019221 0,000419 0,009874
DBS8 C1 0,000319 0,010332 0,063103 0,143466 0,001294 0,019195 0,000418 0,009828
RAZ3 C2 0,000319 0,010332 0,063103 0,143466 0,001294 0,019195 0,000418 0,009828
C3 0,000319 0,010332 0,063103 0,143466 0,001294 0,019195 0,000418 0,009828
C4 0,000319 0,010332 0,063103 0,143466 0,001294 0,019195 0,000418 0,009828
MM 0,002384 0,028721 1,083921 0,763057 0,035533 0,163453 0,000091 0,006884
Funcao MMC 0,002382 0,028746 1,015966 0,745898 0,035570 0,163629 0,000089 0,006862
Nucleo Normal 0,000147 0,006203 0,032301 0,099561 0,000273 0,009454 0,001347 0,007740
Tabela B.5: Mediana dos Erros Integrados - Vol5-Vol8
Tabela Mediana Vol5 Vol6 Vol7 Vol8
Parte 2 EQI EAT EQI EAT EQI EAT EQI EAT
C1 0,000158 0,007806 0,083097 0,208147 0,000451 0,011623 0,000329 0,007235
RAZAO 1 c2 0,000150 0,007576 0,052386 0,149995 0,000403 0,010524 0,000333 | 0,00720'
C3 0,000155 0,007751 0,060101 0,163394 0,000396 0,010246 0,000359 0,007252
C4 0,000143 0,007240 0,038186 0,121290 0,000414 0,010471 0,000326 0,007407
DB2 C1 0,000168 0,008368 0,190021 0,295113 0,000499 0,013748 0,001063 0,01246¢8
RAZAO 3 C2 0,000165 0,008251 0,190021 0,295113 0,000486 0,013526 0,001063 0,012464
C3 0,000166 0,008271 0,190021 0,295113 0,000486 0,013526 0,001063 0,012464
C4 0,000162 0,008070 0,190021 0,295113 0,000481 0,013357 0,001063 0,012464
O C1 0,000289 0,011255 0,061827 0,146949 0,001324 0,019245 0,000371 0,010532
N RAZAO 1 C2 0,000289 0,011255 0,061827 0,146949 0,001324 0,019245 0,000374 0,010652
D C3 0,000289 0,011255 0,061827 0,146949 0,001324 0,019245 0,000373 0,01061¢&
A C4 0,000289 0,011255 0,061827 0,146949 0,001324 0,019245 0,000379 0,01078C
L DB5 C1 0,000288 0,011246 0,061827 0,146949 0,001323 0,019245 0,000371 0,01054¢
E RAZAO 3 C2 0,000288 0,011246 0,061827 0,146949 0,001323 0,019245 0,000371 0,010548
T C3 0,000288 0,011246 0,061827 0,146949 0,001323 0,019245 0,000371 0,010548
A C4 0,000288 0,011246 0,061827 0,146949 0,001323 0,019245 0,000371 0,01054¢
S C1 0,000293 0,011252 0,061354 0,147026 0,001319 0,019222 0,000407 0,01078¢€
RAZAO 1 C2 0,000293 0,011252 0,061354 0,147026 0,001319 0,019222 0,000408 0,010931
C3 0,000293 0,011252 0,061354 0,147026 0,001319 0,019222 0,000408 0,01090¢
C4 0,000293 0,011252 0,061354 0,147026 0,001319 0,019222 0,000414 0,01120:
DBS8 C1 0,000292 0,011240 0,061354 0,147026 0,001312 0,019200 0,000423 0,01095¢8
RAZAO 3 C2 0,000292 0,011240 0,061354 0,147026 0,001312 0,019200 0,000423 0,010958
C3 0,000292 0,011240 0,061354 0,147026 0,001312 0,019200 0,000423 0,01095¢8
C4 0,000292 0,011240 0,061354 0,147026 0,001312 0,019200 0,000423 0,01095¢8
MM 0,001898 0,020510 0,950139 0,679709 0,035731 0,163177 0,000410 0,009287
Funcgao MMC 0,001906 0,020565 0,950113 0,679890 0,035729 0,163322 0,000431 0,009362
Niicleo Normal 0,000068 0,005563 0,024979 0,095630 0,000230 0,008364 0,000741 0,008384
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Tabela B.6: Média dos Erros Quadraticos Integrados - Vol1-Vol2
Tabela Média EQI Voll Vol2

Parte 1 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100

C1 0,000168 0,000227 0,000241 0,024634 0,035657 0,041380

RAZAO 1 C2 0,000172 0,000228 0,000240 0,021284 0,032370 0,035687

C3 0,000164 0,000224 0,000238 0,020444 0,032551 0,037393

C4 0,000181 0,000231 0,000241 0,022252 0,033547 0,035068

DB2 C1 0,000200 0,000294 0,000350 0,042182 0,059808 0,072024

RAZAO 3 C2 0,000208 0,000298 0,000352 0,041256 0,058914 0,070346

C3 0,000208 0,000298 0,000352 0,041203 0,059152 0,071013

C4 0,000214 0,000303 0,000355 0,041274 0,059013 0,069889

O C1 0,000264 0,000285 0,000287 0,056197 0,063968 0,064147

N RAZAO 1 C2 0,000264 0,000285 0,000288 0,056215 0,063987 0,064165

D C3 0,000264 0,000285 0,000287 0,056215 0,063987 0,064165

A C4 0,000264 0,000285 0,000288 0,056224 0,063999 0,064177

L DB5 C1 0,000257 0,000278 0,000281 0,056019 0,063789 0,063966

E RAZAO 3 C2 0,000257 0,000278 0,000281 0,056019 0,063789 0,063966

T C3 0,000257 0,000278 0,000281 0,056019 0,063789 0,063966

A C4 0,000257 0,000278 0,000281 0,056019 0,063789 0,063966

S C1 0,000261 0,000286 0,000289 0,056270 0,063721 0,063894

RAZAO 1 c2 0,000261 0,000287 0,000289 0,056273 0,063724 0,063898

C3 0,000261 0,000287 0,000289 0,056272 0,063724 0,063897

C4 0,000261 0,000287 0,000290 0,056276 0,063728 0,063901

DBS8 C1 0,000255 0,000281 0,000284 0,056224 0,063674 0,063848

RAZAO 3 C2 0,000255 0,000281 0,000284 0,056224 0,063674 0,063848

C3 0,000255 0,000281 0,000284 0,056224 0,063674 0,063848

C4 0,000255 0,000281 0,000284 0,056224 0,063674 0,063848

MM 0,000249 0,000335 0,000350 0,047148 0,070416 0,072778

Funcao MMC 0,000241 0,000321 0,000338 0,052031 0,087954 0,100654

Nicleo Normal 0,000088 0,000137 0,000141 0,016660 0,029329 0,032472
Tabela B.7: Média dos Erros Quadraticos Integrados - Vol3-Vol4

Tabela Média EQI Vol3 Vol4

Parte 2 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100

C1 0,000091 0,000136 0,000166 0,000356 0,000369 0,000371

RAZAO 1 C2 0,000088 0,000129 0,000156 0,000355 0,000368 0,000370

C3 0,000087 0,000127 0,000154 0,000354 0,000367 0,000369

C4 0,000087 0,000126 0,000153 0,000358 0,000373 0,000376

DB2 C1 0,000076 0,000131 0,000168 0,000353 0,000355 0,000357

RAZAO 3 C2 0,000077 0,000131 0,000167 0,000353 0,000355 0,000357

C3 0,000077 0,000131 0,000167 0,000353 0,000355 0,000357

C4 0,000077 0,000130 0,000166 0,000352 0,000355 0,000357

O C1 0,000127 0,000173 0,000221 0,000310 0,000356 0,000362

N RAZAO 1 C2 0,000127 0,000173 0,000221 0,000310 0,000356 0,000362

D C3 0,000127 0,000173 0,000221 0,000310 0,000356 0,000362

A C4 0,000127 0,000173 0,000221 0,000311 0,000357 0,000363

L DB5 C1 0,000127 0,000173 0,000221 0,000313 0,000346 0,000351

E RAZAO 3 C2 0,000127 0,000173 0,000221 0,000313 0,000346 0,000351

T C3 0,000127 0,000173 0,000221 0,000313 0,000346 0,000351

A C4 0,000127 0,000173 0,000221 0,000313 0,000346 0,000351

S C1 0,000129 0,000176 0,000225 0,000308 0,000350 0,000357

RAZAO 1 C2 0,000129 0,000176 0,000225 0,000308 0,000351 0,000357

C3 0,000129 0,000176 0,000225 0,000308 0,000350 0,000357

C4 0,000130 0,000177 0,000227 0,000309 0,000352 0,000359

DBS8 C1 0,000128 0,000174 0,000223 0,000301 0,000344 0,000350

RAZAO 3 C2 0,000128 0,000174 0,000223 0,000301 0,000344 0,000350

C3 0,000128 0,000174 0,000223 0,000301 0,000344 0,000350

C4 0,000128 0,000174 0,000223 0,000301 0,000344 0,000350

MM 0,000106 0,000164 0,000197 0,001417 0,001459 0,001465

Funcgao MMC 0,000103 0,000157 0,000189 0,001393 0,001431 0,001437

Nicleo Normal 0,000059 0,000076 0,000085 0,001319 0,001327 0,001329
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Tabela B.8: Média dos Erros Quadraticos Integrados - Vol5-Vol6

Tab.Média EQI Volbs Vol6
Parte 3 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000126 0,000141 0,000149 0,056541 0,063975 0,067467
RAZAO 1 C2 0,000118 0,000130 0,000136 0,040123 0,048443 0,050515
C3 0,000118 0,000130 0,000139 0,041552 0,053624 0,057716
C4 0,000115 0,000126 0,000132 0,034977 0,039887 0,039992
DB2 C1 0,000112 0,000145 0,000162 0,145329 0,158127 0,165910
RAZAO 3 C2 0,000109 0,000139 0,000154 0,144502 0,157320 0,165036
C3 0,000109 0,000139 0,000154 0,144771 0,157768 0,165613
C4 0,000108 0,000138 0,000153 0,143507 0,156182 0,163781
(e} C1 0,000211 0,000214 0,000217 0,061530 0,062872 0,062914
N RAZAO 1 C2 0,000211 0,000214 0,000217 0,061530 0,062872 0,062914
D C3 0,000211 0,000214 0,000217 0,061530 0,062872 0,062914
A C4 0,000211 0,000214 0,000217 0,061530 0,062872 0,062914
L DB5 C1 0,000207 0,000210 0,000213 0,061530 0,062872 0,062914
E RAZAO 3 C2 0,000207 0,000210 0,000213 0,061530 0,062872 0,062914
T C3 0,000207 0,000210 0,000213 0,061530 0,062872 0,062914
A C4 0,000207 0,000210 0,000213 0,061530 0,062872 0,062914
S C1 0,000212 0,000215 0,000218 0,061117 0,062313 0,062399
RAZAO 1 C2 0,000212 0,000215 0,000218 0,061117 0,062313 0,062399
C3 0,000212 0,000215 0,000218 0,061117 0,062313 0,062399
C4 0,000212 0,000215 0,000218 0,061117 0,062313 0,062399
DBS8 C1 0,000207 0,000210 0,000213 0,061117 0,062313 0,062399
RAZAO 3 C2 0,000207 0,000210 0,000213 0,061117 0,062313 0,062399
C3 0,000207 0,000210 0,000213 0,061117 0,062313 0,062399
C4 0,000207 0,000210 0,000213 0,061117 0,062313 0,062399
MM 0,000183 0,000201 0,000207 0,053513 0,063653 0,063675
Funcgao MMC 0,000179 0,000198 0,000204 0,051080 0,059332 0,059355
Niicleo Normal 0,000047 0,000054 0,000055 0,017451 0,024999 0,025487
;7. s
Tabela B.9: Média dos Erros Quadraticos Integrados - Vol7 - Vol8
Tabela Média EQI Vol7 Vol8
Parte 4 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000085 0,000105 0,000122 0,000359 0,000378 0,000385
RAZAO 1 C2 0,000056 0,000073 0,000088 0,000365 0,000387 0,000394
C3 0,000054 0,000069 0,000083 0,000383 0,000407 0,000412
C4 0,000051 0,000068 0,000084 0,000351 0,000364 0,000371
DB2 C1 0,000122 0,000155 0,000178 0,000811 0,000823 0,000835
RAZAO 3 C2 0,000113 0,000145 0,000167 0,000811 0,000824 0,000835
C3 0,000113 0,000145 0,000167 0,000813 0,000826 0,000837
C4 0,000110 0,000142 0,000163 0,000810 0,000822 0,000833
(e} C1 0,000153 0,000200 0,000247 0,000308 0,000323 0,000328
N RAZAO 1 C2 0,000153 0,000200 0,000248 0,000308 0,000323 0,000329
D C3 0,000153 0,000200 0,000248 0,000308 0,000323 0,000328
A C4 0,000153 0,000200 0,000248 0,000308 0,000324 0,000330
L DB5 C1 0,000153 0,000199 0,000247 0,000272 0,000290 0,000295
E RAZAO 3 C2 0,000153 0,000199 0,000247 0,000272 0,000290 0,000295
T C3 0,000153 0,000199 0,000247 0,000272 0,000290 0,000295
A C4 0,000153 0,000199 0,000247 0,000272 0,000290 0,000295
S C1 0,000154 0,000202 0,000252 0,000303 0,000322 0,000328
RAZAO 1 C2 0,000154 0,000202 0,000253 0,000304 0,000322 0,000329
C3 0,000154 0,000201 0,000252 0,000303 0,000322 0,000329
C4 0,000155 0,000203 0,000254 0,000304 0,000322 0,000330
DB8 C1 0,000153 0,000200 0,000250 0,000306 0,000329 0,000335
RAZAO 3 C2 0,000153 0,000200 0,000250 0,000306 0,000329 0,000335
C3 0,000153 0,000200 0,000250 0,000306 0,000329 0,000335
C4 0,000153 0,000200 0,000250 0,000306 0,000329 0,000335
MM 0,000105 0,000132 0,000161 0,000889 0,000968 0,000983
Funcao MMC 0,000107 0,000134 0,000162 0,000827 0,000887 0,000901
Nicleo Normal 0,000028 0,000037 0,000047 0,000685 0,000723 0,000727
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Tabela B.10: Mediana dos Erros Quadraticos Integrados - Vol1-Vol2
Tabela Mediana EQI Voll Vol2
Parte 1 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000123 0,000189 0,000211 0,021533 0,032525 0,038372
RAZAO 1 C2 0,000137 0,000193 0,000211 0,019431 0,030326 0,033700
C3 0,000133 0,000192 0,000211 0,019150 0,031004 0,035824
C4 0,000141 0,000193 0,000212 0,019678 0,031084 0,032651
DB2 C1 0,000164 0,000233 0,000261 0,047989 0,068090 0,083591
RAZAO 3 C2 0,000186 0,000241 0,000266 0,047914 0,068090 0,083591
C3 0,000186 0,000242 0,000267 0,047914 0,068090 0,083591
C4 0,000190 0,000248 0,000272 0,047914 0,068090 0,083591
O C1 0,000245 0,000265 0,000267 0,055291 0,062888 0,063028
N RAZAO 1 C2 0,000245 0,000265 0,000267 0,055291 0,062888 0,063028
D C3 0,000245 0,000265 0,000267 0,055291 0,062888 0,063028
A C4 0,000245 0,000265 0,000267 0,055291 0,062888 0,063028
L DB5 C1 0,000242 0,000264 0,000266 0,055203 0,062870 0,062993
E RAZAO 3 C2 0,000242 0,000264 0,000266 0,055203 0,062870 0,062993
T C3 0,000242 0,000264 0,000266 0,055203 0,062870 0,062993
A C4 0,000242 0,000264 0,000266 0,055203 0,062870 0,062993
S C1 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
RAZAO 1 C2 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
C3 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
C4 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
DBS8 C1 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
RAZAO 3 C2 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
C3 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
C4 0,000243 0,000267 0,000270 0,055356 0,062765 0,062943
MM 0,000238 0,000316 0,000321 0,046375 0,069704 0,072220
Funcao MMC 0,000230 0,000300 0,000305 0,051611 0,089524 0,104547
Nicleo Normal 0,000083 0,000131 0,000135 0,016410 0,029063 0,032176
. s
Tabela B.11: Mediana dos Erros Quadraticos Integrados - Vol3-Vol4
Tabela Mediana EQI Vol3 Vol4
Parte 2 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000078 0,000125 0,000156 0,000353 0,000355 0,000356
RAZAO 1 C2 0,000075 0,000120 0,000148 0,000352 0,000354 0,000356
C3 0,000075 0,000118 0,000145 0,000352 0,000354 0,000356
C4 0,000074 0,000115 0,000140 0,000351 0,000354 0,000356
DB2 C1 0,000065 0,000127 0,000166 0,000353 0,000355 0,000356
RAZAO 3 C2 0,000065 0,000126 0,000165 0,000353 0,000354 0,000356
C3 0,000065 0,000126 0,000165 0,000353 0,000354 0,000356
C4 0,000066 0,000126 0,000165 0,000352 0,000354 0,000356
O C1 0,000118 0,000162 0,000202 0,000306 0,000334 0,000339
N RAZAO 1 C2 0,000118 0,000162 0,000202 0,000306 0,000334 0,000339
D C3 0,000118 0,000162 0,000202 0,000306 0,000334 0,000339
A C4 0,000118 0,000162 0,000202 0,000306 0,000334 0,000340
L DB5 C1 0,000118 0,000162 0,000202 0,000307 0,000334 0,000340
E RAZAO 3 C2 0,000118 0,000162 0,000202 0,000307 0,000334 0,000340
T C3 0,000118 0,000162 0,000202 0,000307 0,000334 0,000340
A C4 0,000118 0,000162 0,000202 0,000307 0,000334 0,000340
S C1 0,000118 0,000163 0,000207 0,000298 0,000332 0,000338
RAZAO 1 C2 0,000118 0,000163 0,000207 0,000298 0,000332 0,000338
C3 0,000118 0,000163 0,000207 0,000298 0,000332 0,000338
C4 0,000118 0,000163 0,000207 0,000298 0,000332 0,000338
DBS8 C1 0,000117 0,000162 0,000206 0,000297 0,000332 0,000339
RAZAO 3 C2 0,000117 0,000162 0,000206 0,000297 0,000332 0,000339
C3 0,000117 0,000162 0,000206 0,000297 0,000332 0,000339
C4 0,000117 0,000162 0,000206 0,000297 0,000332 0,000339
MM 0,000100 0,000157 0,000184 0,001418 0,001449 0,001454
Funcgao MMC 0,000098 0,000153 0,000178 0,001400 0,001428 0,001434
Nicleo Normal 0,000052 0,000071 0,000078 0,001324 0,001329 0,001331
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Tabela B.12: Mediana dos Erros Quadraticos Integrados - Vol5-Vol6

Tab.Mediana EQI Volbs Vol6
Parte 3 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000094 0,000110 0,000116 0,055464 0,062740 0,066004
RAZAO 1 C2 0,000088 0,000103 0,000109 0,038408 0,046635 0,048508
C3 0,000091 0,000105 0,000113 0,040714 0,052768 0,057072
C4 0,000085 0,000100 0,000106 0,033330 0,037881 0,037945
DB2 C1 0,000088 0,000113 0,000121 0,153032 0,166433 0,174828
RAZAO 3 C2 0,000086 0,000109 0,000116 0,153032 0,166433 0,174828
C3 0,000087 0,000109 0,000117 0,153032 0,166433 0,174828
C4 0,000086 0,000109 0,000117 0,153032 0,166433 0,174828
(e} C1 0,000196 0,000200 0,000202 0,060327 0,061785 0,061813
N RAZAO 1 C2 0,000196 0,000200 0,000202 0,060327 0,061785 0,061813
D C3 0,000196 0,000200 0,000202 0,060327 0,061785 0,061813
A C4 0,000196 0,000200 0,000202 0,060327 0,061785 0,061813
L DB5 C1 0,000195 0,000198 0,000201 0,060327 0,061785 0,061813
E RAZAO 3 C2 0,000195 0,000198 0,000201 0,060327 0,061785 0,061813
T C3 0,000195 0,000198 0,000201 0,060327 0,061785 0,061813
A C4 0,000195 0,000198 0,000201 0,060327 0,061785 0,061813
S C1 0,000195 0,000199 0,000202 0,059964 0,061246 0,061313
RAZAO 1 C2 0,000195 0,000199 0,000202 0,059964 0,061246 0,061313
C3 0,000195 0,000199 0,000202 0,059964 0,061246 0,061313
C4 0,000195 0,000199 0,000202 0,059964 0,061246 0,061313
DBS8 C1 0,000195 0,000198 0,000201 0,059964 0,061246 0,061313
RAZAO 3 C2 0,000195 0,000198 0,000201 0,059964 0,061246 0,061313
C3 0,000195 0,000198 0,000201 0,059964 0,061246 0,061313
C4 0,000195 0,000198 0,000201 0,059964 0,061246 0,061313
MM 0,000173 0,000186 0,000189 0,052721 0,062973 0,062993
Funcgao MMC 0,000168 0,000180 0,000182 0,050278 0,058597 0,058619
Niicleo Normal 0,000043 0,000049 0,000050 0,016916 0,024479 0,024963

. s
Tabela B.13: Mediana dos Erros Quadraticos Integrados - Vol7-Vol8

Tabela Mediana EQI Vol7 Vol8
Parte 4 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,000073 0,000080 0,000088 0,000276 0,000293 0,000298
RAZAO 1 C2 0,000031 0,000042 0,000054 0,000284 0,000301 0,000305
C3 0,000029 0,000037 0,000050 0,000306 0,000327 0,000329
C4 0,000029 0,000036 0,000047 0,000268 0,000278 0,000285
DB2 C1 0,000130 0,000175 0,000201 0,000863 0,000875 0,000887
RAZAO 3 C2 0,000129 0,000173 0,000198 0,000863 0,000875 0,000887
C3 0,000129 0,000173 0,000198 0,000863 0,000875 0,000887
C4 0,000129 0,000172 0,000198 0,000863 0,000875 0,000887
(e} C1 0,000136 0,000182 0,000227 0,000250 0,000265 0,000271
N RAZAO 1 C2 0,000136 0,000182 0,000227 0,000249 0,000265 0,000271
D C3 0,000136 0,000182 0,000227 0,000249 0,000265 0,000270
A C4 0,000136 0,000182 0,000227 0,000249 0,000265 0,000272
L DB5 C1 0,000136 0,000182 0,000227 0,000248 0,000265 0,000271
E RAZAO 3 C2 0,000136 0,000182 0,000227 0,000248 0,000265 0,000271
T C3 0,000136 0,000182 0,000227 0,000248 0,000265 0,000271
A C4 0,000136 0,000182 0,000227 0,000248 0,000265 0,000271
S C1 0,000136 0,000180 0,000228 0,000270 0,000290 0,000297
RAZAO 1 C2 0,000136 0,000180 0,000228 0,000270 0,000290 0,000298
C3 0,000136 0,000180 0,000228 0,000270 0,000290 0,000297
C4 0,000136 0,000180 0,000228 0,000271 0,000290 0,000298
DB8 C1 0,000135 0,000180 0,000227 0,000284 0,000307 0,000313
RAZAO 3 C2 0,000135 0,000180 0,000227 0,000284 0,000307 0,000313
C3 0,000135 0,000180 0,000227 0,000284 0,000307 0,000313
C4 0,000135 0,000180 0,000227 0,000284 0,000307 0,000313
MM 0,000094 0,000117 0,000144 0,000866 0,000930 0,000951
Funcao MMC 0,000093 0,000120 0,000148 0,000826 0,000880 0,000899
Nicleo Normal 0,000022 0,000030 0,000037 0,000681 0,000718 0,000722
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Tabela B.14: Média dos Erros Absolutos Integrados - Vol1-Vol2
Tabela Média EAT Voll Vol2
Parte 1 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,003661 0,004684 0,005126 0,077812 0,097602 0,109309
RAZAO 1 C2 0,003725 0,004712 0,005129 0,070453 0,090532 0,099784
C3 0,003636 0,004693 0,005154 0,069322 0,090459 0,102559
C4 0,003846 0,004782 0,005146 0,072120 0,092016 0,097929
DB2 C1 0,004164 0,005636 0,006718 0,101866 0,129429 0,151395
RAZAO 3 C2 0,004271 0,005710 0,006767 0,099765 0,127410 0,148578
C3 0,004270 0,005711 0,006770 0,000684 0,127597 0,149559
C4 0,004351 0,005777 0,006829 0,099801 0,127431 0,147558
O C1 0,004946 0,005431 0,005617 0,122450 0,136209 0,138212
N RAZAO 1 C2 0,004947 0,005432 0,005618 0,122465 0,136224 0,138226
D C3 0,004947 0,005431 0,005617 0,122465 0,136224 0,138226
A C4 0,004949 0,005433 0,005619 0,122476 0,136237 0,138238
L DB5 C1 0,004905 0,005391 0,005577 0,122299 0,136055 0,138057
E RAZAO 3 C2 0,004905 0,005391 0,005577 0,122299 0,136055 0,138057
T C3 0,004905 0,005391 0,005577 0,122299 0,136055 0,138057
A C4 0,004905 0,005391 0,005577 0,122299 0,136055 0,138057
S C1 0,004928 0,005470 0,005676 0,122650 0,136208 0,138346
RAZAO 1 C2 0,004930 0,005471 0,005677 0,122654 0,136212 0,138350
C3 0,004929 0,005471 0,005677 0,122653 0,136211 0,138349
C4 0,004930 0,005471 0,005677 0,122655 0,136213 0,138351
DBS8 C1 0,004891 0,005433 0,005639 0,122606 0,136162 0,138300
RAZAO 3 C2 0,004891 0,005433 0,005639 0,122606 0,136162 0,138300
C3 0,004891 0,005433 0,005639 0,122606 0,136162 0,138300
C4 0,004891 0,005433 0,005639 0,122606 0,136162 0,138300
MM 0,004453 0,005376 0,005686 0,107761 0,130340 0,134166
Funcao MMC 0,004400 0,005275 0,005601 0,099036 0,130691 0,144715
Nicleo Normal 0,002777 0,003790 0,004054 0,063504 0,086472 0,096512
J T
Tabela B.15: Média dos Erros Absolutos Integrados - Vol3-Vol4
Tabela Média EAI Vol3 Vol4

Parte 2 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,002818 0,003632 0,004197 0,001943 0,002271 0,002479
RAZAO 1 C2 0,002773 0,003546 0,004090 0,001928 0,002267 0,002485
C3 0,002758 0,003531 0,004078 0,001903 0,002232 0,002443
C4 0,002749 0,003493 0,004036 0,002045 0,002429 0,002692
DB2 C1 0,002618 0,003571 0,004265 0,001812 0,002029 0,002231
RAZAO 3 C2 0,002626 0,003570 0,004258 0,001820 0,002058 0,002281
C3 0,002626 0,003570 0,004258 0,001821 0,002058 0,002281
C4 0,002626 0,003566 0,004250 0,001828 0,002080 0,002317
O C1 0,003093 0,003748 0,004379 0,002895 0,003634 0,004051
N RAZAO 1 C2 0,003093 0,003748 0,004379 0,002905 0,003646 0,004066
D C3 0,003093 0,003748 0,004379 0,002900 0,003640 0,004059
A C4 0,003094 0,003748 0,004379 0,002924 0,003668 0,004094
L DB5 C1 0,003092 0,003747 0,004378 0,002911 0,003634 0,004051
E RAZAO 3 C2 0,003092 0,003747 0,004378 0,002911 0,003634 0,004051
T C3 0,003092 0,003747 0,004378 0,002911 0,003634 0,004051
A C4 0,003092 0,003747 0,004378 0,002911 0,003634 0,004051
S C1 0,003102 0,003764 0,004406 0,002852 0,003670 0,004106
RAZAO 1 C2 0,003105 0,003767 0,004409 0,002861 0,003682 0,004120
C3 0,003104 0,003765 0,004407 0,002856 0,003674 0,004111
C4 0,003110 0,003772 0,004416 0,002884 0,003709 0,004155
DBS8 C1 0,003097 0,003754 0,004393 0,002834 0,003666 0,004103
RAZAO 3 C2 0,003097 0,003754 0,004393 0,002834 0,003666 0,004103
C3 0,003097 0,003754 0,004393 0,002834 0,003666 0,004103
C4 0,003097 0,003754 0,004393 0,002834 0,003666 0,004103
MM 0,002950 0,003695 0,004243 0,004794 0,005689 0,006053
Funcgao MMC 0,002910 0,003630 0,004174 0,004748 0,005590 0,005958
Nicleo Normal 0,002205 0,002703 0,003018 0,004489 0,004900 0,005155
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Tabela B.16: Média dos Erros Absolutos Integrados - Vol5-Vol6

Tab.Média EAT Vol5 Vol6
Parte 3 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,003314 0,003794 0,004161 0,135260 0,149517 0,158893
RAZAO 1 C2 0,003206 0,003658 0,004006 0,109020 0,123622 0,129968
C3 0,003233 0,003713 0,004102 0,111237 0,130572 0,140927
C4 0,003136 0,003575 0,003865 0,101356 0,111114 0,112887
DB2 C1 0,003321 0,004139 0,004665 0,201535 0,221634 0,237687
RAZAO 3 C2 0,003258 0,004044 0,004546 0,200006 0,220066 0,235938
C3 0,003264 0,004054 0,004556 0,200301 0,220565 0,236642
C4 0,003238 0,004029 0,004534 0,198451 0,218303 0,233900
(e} C1 0,004326 0,004541 0,004742 0,139011 0,143670 0,144722
N RAZAO 1 C2 0,004327 0,004542 0,004744 0,139011 0,143670 0,144722
D C3 0,004327 0,004542 0,004744 0,139011 0,143670 0,144722
A C4 0,004328 0,004543 0,004745 0,139011 0,143670 0,144722
L DB5 C1 0,004296 0,004511 0,004712 0,139011 0,143670 0,144722
E RAZAO 3 C2 0,004296 0,004511 0,004712 0,139011 0,143670 0,144722
T C3 0,004296 0,004511 0,004712 0,139011 0,143670 0,144722
A C4 0,004296 0,004511 0,004712 0,139011 0,143670 0,144722
S C1 0,004329 0,004547 0,004752 0,138482 0,142883 0,144373
RAZAO 1 C2 0,004331 0,004549 0,004754 0,138482 0,142883 0,144373
C3 0,004331 0,004549 0,004754 0,138482 0,142883 0,144373
C4 0,004332 0,004550 0,004755 0,138482 0,142883 0,144373
DBS8 C1 0,004297 0,004515 0,004720 0,138482 0,142883 0,144373
RAZAO 3 C2 0,004297 0,004515 0,004720 0,138482 0,142883 0,144373
C3 0,004297 0,004515 0,004720 0,138482 0,142883 0,144373
C4 0,004297 0,004515 0,004720 0,138482 0,142883 0,144373
MM 0,004185 0,004597 0,004840 0,125845 0,138581 0,139306
Funcgao MMC 0,004140 0,004537 0,004779 0,123944 0,135070 0,135769
Niicleo Normal 0,002165 0,002529 0,002645 0,072324 0,090311 0,094546
;7.
Tabela B.17: Média dos Erros Absolutos Integrados - Vol7-Vol8
Tabela Média EAI Vol7 Vol8

Parte 4 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,002798 0,003262 0,003670 0,002432 0,003136 0,003580
RAZAO 1 C2 0,002022 0,002454 0,002837 0,002486 0,003249 0,003647
C3 0,001989 0,002411 0,002781 0,002602 0,003380 0,003730
C4 0,001845 0,002274 0,002659 0,002377 0,002969 0,003393
DB2 C1 0,003690 0,004364 0,004898 0,003381 0,004090 0,004758
RAZAO 3 C2 0,003413 0,004080 0,004608 0,003385 0,004104 0,004766
C3 0,003414 0,004081 0,004609 0,003395 0,004114 0,004774
C4 0,003322 0,003986 0,004512 0,003379 0,004073 0,004739
(e} C1 0,003122 0,003746 0,004376 0,002327 0,002987 0,003399
N RAZAO 1 C2 0,003122 0,003746 0,004376 0,002325 0,002984 0,003403
D C3 0,003122 0,003746 0,004376 0,002326 0,002984 0,003400
A C4 0,003123 0,003746 0,004376 0,002324 0,002990 0,003425
L DB5 C1 0,003120 0,003743 0,004373 0,002384 0,003103 0,003511
E RAZAO 3 C2 0,003120 0,003743 0,004373 0,002384 0,003103 0,003511
T C3 0,003120 0,003743 0,004373 0,002384 0,003103 0,003511
A C4 0,003120 0,003743 0,004373 0,002384 0,003103 0,003511
S C1 0,003133 0,003762 0,004408 0,002375 0,003125 0,003577
RAZAO 1 C2 0,003135 0,003764 0,004410 0,002371 0,003108 0,003569
C3 0,003133 0,003761 0,004406 0,002372 0,003111 0,003570
C4 0,003140 0,003771 0,004417 0,002369 0,003105 0,003581
DB8 C1 0,003127 0,003753 0,004395 0,002596 0,003442 0,003894
RAZAO 3 C2 0,003127 0,003753 0,004395 0,002596 0,003442 0,003894
C3 0,003127 0,003753 0,004395 0,002596 0,003442 0,003894
C4 0,003127 0,003753 0,004395 0,002596 0,003442 0,003894
MM 0,002862 0,003339 0,003836 0,004249 0,005339 0,005849
Funcao MMC 0,002876 0,003357 0,003851 0,004123 0,005074 0,005574
Nicleo Normal 0,001402 0,001700 0,001995 0,003701 0,004905 0,005235
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Tabela B.18: Mediana dos Erros Absolutos Integrados - Vol1-Vol2
Tabela Mediana EAT Voll Vol2

Parte 1 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100

C1 0,003396 0,004474 0,004973 0,074735 0,094603 0,106559

RAZAO 1 C2 0,003579 0,004551 0,005012 0,069015 0,089068 0,098364

C3 0,003471 0,004524 0,005001 0,068704 0,089457 0,101894

C4 0,003679 0,004624 0,005034 0,069558 0,089733 0,095819

DB2 C1 0,004117 0,005371 0,006154 0,108103 0,138814 0,165603

RAZAO 3 C2 0,004217 0,005441 0,006196 0,107997 0,138778 0,165603

C3 0,004239 0,005447 0,006212 0,107997 0,138778 0,165603

C4 0,004253 0,005516 0,006270 0,107997 0,138778 0,165603

O C1 0,004892 0,005345 0,005541 0,122225 0,136363 0,138363

N RAZAO 1 C2 0,004892 0,005345 0,005541 0,122225 0,136363 0,138363

D C3 0,004892 0,005345 0,005541 0,122225 0,136363 0,138363

A C4 0,004892 0,005345 0,005541 0,122225 0,136363 0,138363

L DB5 C1 0,004873 0,005326 0,005514 0,122210 0,136343 0,138348

E RAZAO 3 C2 0,004873 0,005326 0,005514 0,122210 0,136343 0,138348

T C3 0,004873 0,005326 0,005514 0,122210 0,136343 0,138348

A C4 0,004873 0,005326 0,005514 0,122210 0,136343 0,138348

S C1 0,004870 0,005411 0,005584 0,123142 0,136487 0,138699

RAZAO 1 C2 0,004870 0,005411 0,005584 0,123142 0,136487 0,138699

C3 0,004870 0,005411 0,005584 0,123142 0,136487 0,138699

C4 0,004870 0,005411 0,005584 0,123142 0,136487 0,138699

DBS8 C1 0,004862 0,005387 0,005571 0,123142 0,136487 0,138699

RAZAO 3 C2 0,004862 0,005387 0,005571 0,123142 0,136487 0,138699

C3 0,004862 0,005387 0,005571 0,123142 0,136487 0,138699

C4 0,004862 0,005387 0,005571 0,123142 0,136487 0,138699

MM 0,004394 0,005306 0,005543 0,107976 0,130633 0,134436

Funcao MMC 0,004347 0,005203 0,005455 0,098698 0,129915 0,143945

Nicleo Normal 0,002705 0,003730 0,003991 0,063071 0,086116 0,095919
Tabela B.19: Mediana dos Erros Absolutos Integrados - Vol3-Vol4

Tabela Mediana EAT Vol3 Vol4

Parte 2 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100

C1 0,002701 0,003536 0,004130 0,001881 0,002138 0,002351

RAZAO 1 C2 0,002676 0,003479 0,004031 0,001877 0,002149 0,002376

C3 0,002659 0,003473 0,004023 0,001858 0,002124 0,002343

C4 0,002652 0,003420 0,003971 0,001913 0,002204 0,002461

DB2 C1 0,002460 0,003491 0,004226 0,001778 0,001989 0,002175

RAZAO 3 C2 0,002466 0,003491 0,004215 0,001774 0,002009 0,002223

C3 0,002466 0,003491 0,004215 0,001774 0,002009 0,002223

C4 0,002472 0,003489 0,004214 0,001780 0,002032 0,002256

O C1 0,003067 0,003717 0,004330 0,002869 0,003600 0,003994

N RAZAO 1 C2 0,003067 0,003717 0,004330 0,002879 0,003604 0,004011

D C3 0,003067 0,003717 0,004330 0,002878 0,003604 0,004005

A C4 0,003067 0,003717 0,004330 0,002887 0,003609 0,004022

L DB5 C1 0,003066 0,003716 0,004330 0,002880 0,003596 0,003992

E RAZAO 3 C2 0,003066 0,003716 0,004330 0,002880 0,003596 0,003992

T C3 0,003066 0,003716 0,004330 0,002880 0,003596 0,003992

A C4 0,003066 0,003716 0,004330 0,002880 0,003596 0,003992

S C1 0,003067 0,003733 0,004350 0,002818 0,003622 0,004047

RAZAO 1 C2 0,003067 0,003733 0,004350 0,002820 0,003627 0,004055

C3 0,003067 0,003733 0,004350 0,002817 0,003621 0,004053

C4 0,003069 0,003733 0,004350 0,002825 0,003636 0,004060

DBS8 C1 0,003065 0,003726 0,004346 0,002804 0,003616 0,004034

RAZAO 3 C2 0,003065 0,003726 0,004346 0,002804 0,003616 0,004034

C3 0,003065 0,003726 0,004346 0,002804 0,003616 0,004034

C4 0,003065 0,003726 0,004346 0,002804 0,003616 0,004034

MM 0,002900 0,003625 0,004164 0,004831 0,005735 0,006087

Funcgao MMC 0,002864 0,003580 0,004089 0,004773 0,005644 0,005991

Nicleo Normal 0,002168 0,002645 0,002940 0,004465 0,004869 0,005122
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Tabela B.20: Mediana dos Erros Absolutos Integrados - Vol5-Vol6

Tab.Mediana EAT Vol5 Vol6

Parte 3 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,003091 0,003634 0,003999 0,134962 0,149626 0,158924
RAZAO 1 C2 0,003025 0,003514 0,003868 0,108100 0,122262 0,128938
C3 0,003061 0,003583 0,003973 0,110986 0,130246 0,140633
C4 0,002948 0,003474 0,003791 0,099903 0,109790 0,111528
DB2 C1 0,003063 0,003780 0,004186 0,206959 0,227665 0,244654
RAZAO 3 C2 0,003009 0,003688 0,004084 0,206959 0,227665 0,244654
C3 0,003009 0,003698 0,004102 0,206959 0,227665 0,244654
C4 0,002991 0,003688 0,004101 0,206959 0,227665 0,244654
(e} C1 0,004275 0,004484 0,004682 0,137946 0,142482 0,143548
N RAZAO 1 C2 0,004275 0,004484 0,004682 0,137946 0,142482 0,143548
D C3 0,004275 0,004484 0,004682 0,137946 0,142482 0,143548
A C4 0,004275 0,004484 0,004682 0,137946 0,142482 0,143548
L DB5 C1 0,004268 0,004475 0,004671 0,137946 0,142482 0,143548
E RAZAO 3 C2 0,004268 0,004475 0,004671 0,137946 0,142482 0,143548
T C3 0,004268 0,004475 0,004671 0,137946 0,142482 0,143548
A C4 0,004268 0,004475 0,004671 0,137946 0,142482 0,143548
S C1 0,004268 0,004475 0,004690 0,137785 0,142123 0,143670
RAZAO 1 C2 0,004268 0,004475 0,004690 0,137785 0,142123 0,143670
C3 0,004268 0,004475 0,004690 0,137785 0,142123 0,143670
C4 0,004268 0,004475 0,004690 0,137785 0,142123 0,143670
DBS8 C1 0,004265 0,004467 0,004684 0,137785 0,142123 0,143670
RAZAO 3 C2 0,004265 0,004467 0,004684 0,137785 0,142123 0,143670
C3 0,004265 0,004467 0,004684 0,137785 0,142123 0,143670
C4 0,004265 0,004467 0,004684 0,137785 0,142123 0,143670
MM 0,004133 0,004519 0,004699 0,125264 0,138108 0,138823
Funcio MMC 0,004078 0,004420 0,004611 0,123184 0,134434 0,135165
Niicleo Normal 0,002106 0,002481 0,002595 0,071384 0,089460 0,093797

Tabela B.21: Mediana dos Erros Absolutos Integrados - Vol7-Vol8

Tabela Mediana EAI Vol7 Vol8

Parte 4 Quant0 Quant50 Quant100 Quant0 Quant50 Quant100
C1 0,002883 0,003202 0,003536 0,002274 0,002935 0,003341
RAZAO 1 C2 0,001652 0,002029 0,002420 0,002322 0,003036 0,003399
C3 0,001598 0,001980 0,002363 0,002448 0,003162 0,003493
C4 0,001565 0,001936 0,002313 0,002217 0,002760 0,003179
DB2 C1 0,003873 0,004719 0,005383 0,003471 0,004143 0,004801
RAZAO 3 C2 0,003826 0,004684 0,005352 0,003470 0,004147 0,004803
C3 0,003826 0,004684 0,005352 0,003471 0,004148 0,004810
C4 0,003818 0,004678 0,005351 0,003471 0,004144 0,004799
(e} C1 0,003074 0,003698 0,004348 0,002255 0,002938 0,003344
N RAZAO 1 C2 0,003074 0,003698 0,004348 0,002255 0,002934 0,003339
D C3 0,003074 0,003698 0,004348 0,002255 0,002935 0,003341
A C4 0,003074 0,003698 0,004348 0,002254 0,002942 0,003364
L DB5 C1 0,003072 0,003696 0,004347 0,002299 0,003001 0,003420
E RAZAO 3 C2 0,003072 0,003696 0,004347 0,002299 0,003001 0,003420
T C3 0,003072 0,003696 0,004347 0,002299 0,003001 0,003420
A C4 0,003072 0,003696 0,004347 0,002299 0,003001 0,003420
S C1 0,003059 0,003710 0,004369 0,002431 0,003187 0,003616
RAZAO 1 C2 0,003059 0,003710 0,004369 0,002430 0,003183 0,003614
C3 0,003059 0,003707 0,004369 0,002431 0,003185 0,003615
C4 0,003063 0,003710 0,004369 0,002426 0,003183 0,003615
DB8 C1 0,003054 0,003700 0,004365 0,002520 0,003349 0,003798
RAZAO 3 C2 0,003054 0,003700 0,004365 0,002520 0,003349 0,003798
C3 0,003054 0,003700 0,004365 0,002520 0,003349 0,003798
C4 0,003054 0,003700 0,004365 0,002520 0,003349 0,003798
MM 0,002699 0,003169 0,003688 0,004253 0,005303 0,005794
Funcao MMC 0,002663 0,003148 0,003670 0,004108 0,005005 0,005479
Nicleo Normal 0,001329 0,001632 0,001916 0,003686 0,004860 0,005194
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B.3 Distribuicao dos Erros Integrados

Nessa secao, sao apresentados os histogramas alisados dos erros quadraticos
e absolutos integrados das simulagoes. Cada figura contém os histogramas
relativos a uma funcao de volatilidade, sendo composta por quatro graficos:

a) Erro local nas observagoes do(s) ponto(s) de salto(s);

(
(b) Erro local nas observagoes do(s) ponto(s) de salto(s) e nos cingiienta
(50) vizinhos de cada lado;

(c

) Erro local nas observagoes do(s) ponto(s) de salto(s) e nos cem (100)
vizinhos de cada lado; e

(d) Erro integrado em todas as observagoes.

uuuuuuuu

Figura B.9: DISTRIBUICAO DOS EQI - Volatilidade 1
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B.4 Comparacao dos Erros Integrados

Nessa secao, sao apresentados os histogramas alisados comparativos dos er-
ros quadraticos e absolutos integrados das simulagoes. Cada figura contém
os histogramas relativos a uma funcao de volatilidade, sendo composta por
quatro gréficos:

a) Estimador por Ondaletas;
b) Estimador por fungao-nicleo com nticleo Normal;
)

¢) Estimador por fungao-nicleo MMC; e

(
(
(
(

d) Estimador por fungao-niicleo MM.

Figura B.25: Comparacao dos EQI’s - Volatilidade 1
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Figura B.28: Comparacao dos EQI’s - Volatilidade 4
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Figura B.29: Comparacao dos EQI’s - Volatilidade 5
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(d)’
Figura B.40: Comparacao dos EAI’s - Volatilidade 8



Apéndice C

Estimador de Volatilidade por
ondaletas

Neste apéndice havera repeticoes com relacao ao texto principal. Pode
ser visto como um capitulo a parte, onde discutimos detalhadamente o artigo
(Genon-Catalot et al. 1992), que versa sobre propriedades do estimador de
ondaletas da volatilidade de um modelo de difusao.

Discutiremos como podemos obter estimativas para a volatilidade (coe-
ficiente de difusdao) de uma equacao diferencial estocastica (E.D.E) definida
da seguinte forma:

Na equagao (C.1), assume-se que as fungoes () (coeficiente de difusao)
e b(t, X;) sejam deterministicas e desconhecidas. Estamos interessados em
obter um estimador nao-paramétrico 62(t) de 6%(t) para te[0,T], a partir de
uma amostra discreta do processo continuo definido em (C.1). Uma amostra
de tamanho n é observada em intervalos de tempo equidistantes t; = 127"
onde i = 0,1,...,[2"T], ou seja, observamos o processo no intervalo de tempo
[0,7] com intervalo de amostragem definido como A, = 27".

E importante salientar que, para os resultados tedricos que serao enunci-
ados e provados nesta secao terem validade, sao feitas as seguintes suposicoes
com respeito as fungoes b(+,-) e 0(-) da equagao diferencial estocastica defi-
nida em (C.1):

(C1) - A funcao b(t,u) pertence a classe C1([0, +o0) x R).

147
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(C2) - Para todo T' existe uma constante Kr tal que V¢, 0 <t < T a
seguinte relagdo seja satisfeita: | b(t,u) |< Kp(14+ | u |).

(C3) - A fungao 6(t) pertence a classe C™([0,00)) com m > 1 e 0(t) é
positiva para todo t > 0.

Sob as suposi¢oes (C1)-(C3), com m > 0, a solugdo de (C.1) é unica
no intervalo [0, 00). Como estaremos trabalhando com A.M.R r-regular no
Ly(R) e a fungao 6(t) nao precisa necessariamente pertencer ao Lo(R), iremos
substitui-la por uma nova funcio 0(t) € Ly(R) tal que:

0(t)=0(t)  Vte[0,T] (C.2)

Mantendo a relacao entre estas duas funcgoes, vamos supor que a nova
funcdo (t) também pertence a C™(R) e também que seu suporte pertence
a [—¢, T + €], para algum € > 0. Para efeitos préticos, as duas funcoes sao
iguais, sendo que a difusdo do processo X; definida por (C.1) é a mesma que
aquela do processo X, definida por:

Na sequéncia desta secao, iremos obter um estimador para a projecao de
6(t) em Vi, onde o nivel j(n) é associado com cada tamanho de amostra,
sendo que j(n) — +oo conforme n — +oo. Utilizando o resultado obtido em
(4.51)-(4.52) com jy = j(n), podemos decompor o Ly(R) da seguinte forma:

L,R)=Vima | @ W, (C.4)

j>j(n)
Como A(t) é uma funcio do Lo(R), podemos escrever:
0 (t) = Z H(n) kD) e () + Z Z Vik¥jk(t), (C.5)
keZ 7>j(n)eZ keZ
onde sabemos pelas propriedades das bases de ondaletas que:

iy =< B2(t), d(t) >= / (1) 65 (1)dt (C.6)

R
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vir =< 0%(t), 0 x(t) >= /Re2(t)wj,k(t)dt. (C.7)

O estimador empirico de p;; ¢ dado por:

MJ k= Z Qb] k(t th+1 Xti)Q (08)

Se definirmos a medida Delta-Dirac do ponto ¢; como d;,, sabemos que,
para um nivel j suficientemente grande, obtemos:

N-1
:&j:k = Z ¢jyk(ti)(Xti+1 - Xt¢)2 ~ Z 6ti(Xti+1 - Xti)Q' (CQ)
=0 1=0

e (C.9) e escolhendo-se uma fungao g(t) razoavel, pode-se mostrar que:

N-1

T T
| a0t~ Y (X - X0 [ gt
0 0

=0

S (K — X Pyl =T / o(1)6* (1)t (C.10)

=0

Desta forma, definimos o estimador de 62(¢) no nivel j(n) como sendo:

keZ keK

onde K ¢ o conjunto {/ij(»), nao nulos VkeZ }, sendo que a cardinalidade
deste conjunto é claramente O(2/™). O conjunto K pode ser encontrado
lembrando-se que o suporte de ¢(t) € [—A, A] e calculando as restri¢oes com
relacao a k, como segue:

N-—1 N-1
supp(fijmyr) = supp (Z ¢j(n),k(ti)> = U [suppd;(n) k(ti)]
=0 i=1
N-1 N-1
- [FA<S YO — k< Al= (20— A<k <2t 4 A]
i=1 =1

N

—A, 20T 4+ 4]. (C.12)
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Procedendo da mesma forma com relagao ao suporte de ¢;(,) %, vemos que o
seu suporte contém o suporte de fij)k, Pois o suporte de éz(t) pertence a
[—€, T + €], para algum € > 0. Assim o conjunto K é simplesmente o mesmo
que o suporte de fijy k. De (C.9) e de (C.10), percebe-se que (C.11) é um
estimador razodvel de 6%(t).

C.1 Convergéncia em Distribuicao do Esti-
mador da Volatilidade

Estamos interessados em estudar as propriedades assintoticas da quantidade
f h(t)0(t)dt, onde h é uma fungao arbitraria, que pode ser interpretada como
uma fun(;ao peso, que satisfaga:

(C4) - A fungao h é continua em [0, 7], com suporte compacto incluido
em (0,7) e pertence ao espaco de Sobolev H™ (R), com m’ > 1/2.

Teorema C.1.1. Supondo que as condigoes (C1)-(C4) sejam
satzsfeztas que T Am +1r Am' > 2 e que j(n) = [an] onde

1
m < a < temos que:

T
on/2 / h(t) (e%) - 92(t)> dt 2o, N (o, 2 / h?(t)@%)dt) .
R 0
(C.13)
Provaremos esse teorema por partes e, inicialmente, apresentaremos al-
gumas notacgoes. A projecao ortogonal em V; serd denotada por P;, de forma

que h; = Pjh. Utilizando a decomposi¢ao em (C.4), podemos escrever h
como:

Za] k¢] Z Zﬁ] k¢]k (014)
keZ j>j3(n)eZ keZ

Sabemos, de (C.5) e (C.8), que o estimador de (t) e sua projecio no
nivel j(n) sdo, respectivamente:

= Aimabiea(t) (C.15)

keZ
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(1) = Z [45(n) kD () 1 (F)- (C.16)

keZ
De (C.14)-(C.16) e das relagoes entre 1;(t) e ¢;x(t), é facil ver que:

/ h(t) (5?@) - 52(75)) dt = Z, + T, (C.17)

onde
Zn =Y iyt k — Mitn)s) (C.18)
keN
e
Tn = — Z Z/Bj7kyj1k' (019)
j>j(n) keN

C.1.1 Convergéncia do termo 7T,

Vamos mostrar T,, — 0. Para isso, teremos que utilizar o seguinte resultado:

Proposicao C.1.1. Para qualquer funcao f € H*(R), onde r é
a reqularidade da A.M.R., vale a sequinte desigualdade

f = Piflle, <277, (C.20)
com €; — 0, quando j — oo.

Pelas propriedades da decomposicao de ondaletas e pela proposicao acima,

temos:
b= hille, = | D > B <2700 ey, (C.21)
j=j(n) keN
e

162 = P, = [ > D v < 27900 e, (C.22)
j23j(n) keN

Assim, de (C.21) e (C.22), temos que:
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Tl =| D > visbie| = Ih = hylliall6% = PP, < 277 0manemanled
52j(n) keN
(C.23)
Estamos interessados também na velocidade de convergéncia de 7T,,. Pelo
teorema C.1.1 queremos que A, V27 n» — 0. Utilizando os resultados em
(C.23), temos que:

AL YPT, | = 23T, | < 23 ltmanmanle2 (C.24)

Entao, para que a convergéncia A, V2T n» — 0 ocorra, é necessario impor
a condicio de que 22 FMIMANANIL — (1),

C.1.2 Fatoracao do termo Z,

Nesta subsecao, vamos dividir Z,, em dois termos, mas primeiramente obser-
vamos que

T T
> ) kb g = /0 hmy ()67 (t)dt = /0 him) (£)6%(t)dt, (C.25)
keZ

onde (C.25) é facilmente estabelecida, usando (C.5) e (C.14) e também as
relagoes entre v, ;(t) e ¢;,(t). De (C.8), obtemos também:

N—-1
> Qmnlimns = > Wmn D, bimr(t) (Xuy, — X,)’
i=1

kez keZ
N-—1 )
= Z (Xty — Xt,) Zaj(n),k¢j(n),k(ti)
i=1 keZ
N-1 )
- (th‘+1 - Xti) hj(n) (tz) (0.26)

1

)

Assim, de (C.25) e (C.26), podemos escrever Z,, como segue:
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= D, — [ hjm(t)0°(t)dt. (C.27)

C.1.3 Fatoracao do termo D,

Para decompor o termo D,,, utilizaremos um caso especifico da decomposi¢ao
de It0, descrita no Capitulo 2, na defini¢ao 2.3.1:

tit1 tit1
2 XX, = X7 | — X} — / (dX,)2. (C.28)
t;

t;

Se o processo X; é da forma descrita em (C.1), a variagdo quadratica
deste processo pode ser definida como:

tit1 tit1 tit1
/ (dX,)? :/ 10(s)|*ds :/ 62(s)ds. (C.29)
t; t; t;

Utilizando as igualdades (C.28) e (C.29), encontraremos a parti¢ao dese-
jada do termo D,,:

tit1 tit1 tit1
2 / (X, — X,)dX, = 2 X.dX, - 2X, / X,
ti t;

t;

tit1
— X§+1—Xg - / 0%(s)ds — 2X, (Xi, — Xui\y)
t;
9 tit1
— (X, - X)) - / 62(s)ds. (C.30)
t;

Finalizando, de (C.27) e (C.30), temos que o termo D,, pode ser partici-
onado da seguinte forma:



154 APENDICE C. ESTIMADOR POR ONDALETAS

tit1
+ / 0% (s)dshm) (). (C.31)
X t;

Utilizando a decomposigao do termo D,, mostrada em (C.31), podemos
reescrever o termo Z, como:

tiv1
Zo=2%" / (X, — X,,) dXohy(ts) + Co, (C.32)
t;

onde

N-1 tiv1 T
c.=3 / 02 (s)dshy (1) — / o) ()67 (5) ds. (C.33)
i=1 Jti 0

C.1.4 Convergéncia do termo C,

Vamos mostrar C,, — 0. Para isso, definiremos o moédulo de continuidade

w(+).

Definigao C.1.1. Seja f uma funcao continua e § uma constante
real qualquer. O modulo de continuidade é:

w(f,0) = sup {|f(s) = f(B)[}. (C.34)

|s—t/<6

Inicialmente, vamos mostrar que |Cy,| < C w(hjm), Ay).
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C| = Z/M §)dshym (t:) — /O o (5)0%(5) s

MH

i=1
N-1 Lit1
= w (hjm), An) Z /t 0*(s)ds
=1 i
= w (hjm), An) C. (C:35)

O resultado (C.35) mostra que |C},| — 0. No entanto, estamos novamente
interessados na velocidade de tal convergencia e, pelo teorema C.1.1 queremos
que |[A~Y2C,| — 0 e, para isso, teremos que mostrar a seguinte desigualdade:

W (D5 ks An) < 29PN, C. (C.36)

Utilizando apenas a definicao do moédulo de continuidade e da funcao-
escala, temos:

w (¢j(n),k> An) = sup {|¢j(n ) - ¢j(n),k (t) |}

[s—t| <Ay,
212 sup {|¢(2j(")s — k) — p(2 MWt — k)|}.

[s—t|<Ay,

Como A, < A2 temos w(.,A,) < w(.,A,27). Além disso, sabemos

que |s —t| < A, 27 = | S5t — ﬁ] <A,

W (Dsmp Bn) < P2 sup  {[o(s — k) — ot — )|}

|s—t| <A, 27(n)

= 22 gyp {lo(s) — o(t)[} .

|s—t|<A,29(7)
Como ¢ € C*, sabemos que |¢(s) — ¢(t)| < C|s — t|, entao:

W (Pimy e An) < 2MRON, 21 = 25M2A O
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Para completar a demonstracio de que |[A~Y/2C,| — 0, teremos que mos-
trar a seguinte desigualdade:

W (hjgny An) < ||hll2(Card[K])2%™M2A,C. (C.37)

Primeiramente, sabemos que hjw)(t) = >, @jm)x®im)k(t); entdo, por
definicao, temos que:

W (hjmy, An) = sup { [y (s) = hjm ()]}

[s—t|<An

= sup
[s—t| <Ay,

D i (Dimk(s) = Gima(t)) ‘}
k

= A {Z\%‘(n)#«’|¢j<n),k(8)—¢j(n>,k(t)!}
s—t|<Ap &
< D losen] sup {]diwa(s) = diwa(®)]}

|s—t|<An

k
< D vemr] @ (S5m0 An) -
k

Assim, de (C.36), obtemos a seguinte desigualdade:
w (hj(n), An) < 23j(n)/2AnC Z |O4j(n),k| . (C38)
k

Para completar a prova de (C.37), temos que achar uma cota superior
para » |aj(n)7k‘. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela identidade
de Parseval, temos:

[yl = [ {Pinys Dimyae) | <N sy Il @imn 1= ,/Zaf-(n),k- (C.39)
k

Pelas propriedades da decomposicao de ondaletas C.1.1 e pela identidade
de Parseval, sabemos que || o [|5> 3, a3, e, combinando esse resultado
com (C.39) e com o fato de a soma em (C.38) ter apenas Card|[K] termos
nao nulos, obtemos o resultado em (C.37).
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Utilizando os resultados (C.35) e (C.37) e lembrando que Card[K] <
C2/™ | temos:

IA~Y2C| |h]|2(Card[K])Y/2231m/29=n/2¢C

<
< HhH223’(n)/223j(n)/227n/201

= (242 (C.40)

De (C.40), é facil ver que, para garantir a convergéncia desejada, temos
que impor a condicdo (suficiente) de que 2% ~"/2 seja o(1), que é equivalente
a impor a condicao de que j(n) — n/4 — —oo, quando n — oo.

C.1.5 Fatoracao do termo 7, — C),

Como o termo €}, — 0, estamos interessados agora somente na parcela Z,, —
C, e, como veremos a seguir, podemos fatora-la em cinco partes, usando as
propriedades da Integral Estocastica de It6 de um processo X; que satisfaz
a E.D.E. definida em (C.1), sendo esta decomposicao da forma Z,, — C,, =
Zle A, ; . Para demonstrar essa fatoracao, trabalharemos somente com a
parte estocastica do termo Z, — C),:

tit1
/ (X, — X,.) dX,. (C.41)
ti
Lembrando que o processo X; deve satisfazer (C.1),

dXs = b(s, Xs)ds + 0(s)dWs. (C.42)

Dessa forma usando (C.1), a integral de [t6 definida em (C.41) pode ser
reescrita como:

tit1 tit1
/ (X, — X,)dX, — / (X, — X.,) (b(s, X,)ds + 0(s)dW,)
. titi+1
_ / (X, — X.,) b(s, X,)ds
titi+1
+ / (X, — X,,) 0(s)dW.,. (C.43)
t

i

Como X; satisfaz (C.1), vale:
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(X.— X)) = /t‘sb(u,Xu)dqu /t‘se(u)dwu. (C.44)

Substituindo (C.44) em (C.43), temos:
u du> ds

/ XX ax, = / s x) ( / bu, X,

+ /t - b(s,Xs)( :G(u)qu) ds
" / o) ( / b, X@du) aw,
+ /t “os) ( /t 8 9(u>qu> v,

= Aé,l + B, + A;LA + A’M. (C.45)

Agora, basta decompor o termo B, de (C.45) em A, e A3, que a fa-
toragao de (C.41) estara completa. Para decompor o termo B,,, iremos apenas
somar e subtrair b(t;, X;,), como segue:

B, — /:H b(s, X,) ( /t S@(u)qu) ds

_ /:“ (b(s, X,) — b(ts, X,.) + b(t:, X,.)) (/Se(u)qu) ds

t;

_ /t (s, X — bt X)) < /t S e(u)dwu) ds

2

tit1 s
+ / b(ti, Xi,) (/ H(U)qu) ds
t; t;
tit1 s
= Ay, + / bt;, X,,) ( / Q(u)qu> ds. (C.46)
ti t;

Para finalizar a fatoracao de (C.41), utilizamos a seguinte igualdade:

/t ltm b(t:, Xo,) ( /t 'S 9(u>qu> ds — /t ) (tis — W) dWb(ts, X ).
| 2 Z (C.47)
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Assim, utilizando a decomposi¢ao de (C.41) que é definida por (C.45),
(C.46) e (C.47), temos que a fatoracao de Z,, — C,, é dada por:

5
Zy—Co=> Ay, (C.48)
1=1
onde
N-1 tiv1 s
Aot = 25 hy(t) / b(s, X.) < / b(u, Xu)du) ds
=0 ti ti
N-1 tit1
=0 ti
N-1 tit1 s
Ays = 2 h](n)(tz)/ (b(s, X,) — b(ts, X2.)) (/ e(u)qu) ds
=0 ti ti

tir1 s
. t; ti

=0
N—-1 ti+1 s

Ans = 2 hj(n)<ti>/ (/ Q(U)qu) O(s)dWs.
i=0 ti ti

Com relacao ao termo A, 5, utilizando a seguinte transformacao de varidveis:

Y, — / o(w)dIW,
t;
iz, = 0(s)dW,,

temos que dY, = dZs e Y; = Z, e a parte estocéstica do termo A, 5 pode ser
reescrita da seguinte forma:

tit1 s tit1 tit1
) / ( / e(u)qu> o(s)dW, — 2 / Y.dZ, — 2 / Y.dv,
ti t; t; t;

7 7

Utilizando as igualdades (C.28) e (C.29), ja que a variacao quadrética do
processo definido por (C.1) e dY; sdo iguais, temos que o termo A, 5 pode
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ser reescrito da seguinte forma:

An,5

N-1

r tit1
ot [¥2, - [ any]
L t;

> o) ( /t " Q(U)qu)2 _ /t o 02(u)du] |

C.1.6 Convergéncia do termo A4,

Vamos mostrar nesta segao a convergéncia em probabilidade do termo A, ;
. ~1/2 .
com velocidade A,/ , OU seja, que

lim P (A,Y2A4,1] >€) =0  Ve>0,

n—oo

que é equivalente a dizer que AfblﬂAm1 = 0,(1).
Primeiramente, temos que:

/ b, Xo)du < (5 — ;) sup blu, Xo) < An sup b(w, Xo).  (C.49)
t;

0<u<T 0<u<T

Entao, usando a desigualdade (C.49), temos que:

|A;1/2An71‘

N-1 tiv1
< 2AY% | sup b(u, X)) (L) / b(s, X,)ds
0<u<T =0 t;
N-1
< 2AN7 sup B(u,X,) | D by (t) A,
0<u<T i—0
N-1
< 2AY2 sup b*(u, X,) [Py ()| A (C.50)

0<u<lT

o

7=l
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Como a fungao b(+, ) pertence a classe C*([0, 7] *R), num intervalo com-
pacto, a funcao b(-,-) ¢ limitada; assim, P(|supg<,<p b(t, X¢)| > Mr) —nco
0 e, da mesma forma, P(|supg<,<p b*(t, X;)| > M7F) —p,—o 0. Desta forma,
em (C.50), temos que supy<,<7 b*(u, Xy,) = O,(1) e, para mostrar que A;l/QAml =
0p(1), basta mostrar agora que Zjvgol Py (L) | A — fOT |h(t)|dt. Portanto,

T
in) (L) A — /0 |Fjmy (2)]dt

Z/OT | hjiny (1)t — /OT m(t)]dt’ (C.51)

Assim, lembrando que fOT \Pjny (8)|dt = Tm Y, [y (85)||tig1 — ts], onde ¢
¢é qualquer t € [t;, t;11), podemos interpretar o termo da esquerda em (C.51)
como o erro cometido por uma aproximacao discreta para esta integral. Desta
forma:

N-1 T
S o (81 A — / Ih(t)dt
1=0

+

N-1 T
S o (812 — / h(t)|dt
1=0

< Tullhsl80)+ | [ (b 01 - 0
< Tw(lhjml, A )+Tsup!|h ()] = [h@)I]-
Como w(|hjm)|, An) —n—oe 0, temos que verificar a convergéncia do termo

a direita. Supondo que s’ = m/Ar > 1/2, 0 espaco Cy(R) é incluso em H* (R)
e, por propriedades de ondaletas, temos:

supl!hm ] = [h@)]| < C | [hjm| — A == 0. (C.52)

Entdo, de (C.52), temos que S~ " |h; ) ()| A — fo |h(t)|dt e, con-

seqiientemente, sabemos que A,/ 2Apy = 0,(1).

C.1.7 Convergéncia do termo A4,

Primeiramente, o termo A,, 5 pode ser escrito como:

T
Ay = / £.d W, (C.53)
0
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onde

=2 Z hJ(n t“Xt )6( )( i+1 u>1(tiati+1]<u>' (054)

Para verificar a convergéncia do termo A, o, teremos que utilizar um
resultado conhecido como Propriedade de dominacao de Lenglart.

Proposicao C.1.2 (Dominagao de Lenglart).

Se X € um processo adaptado que admite limite a esquerda e €
continuo a direita, onde E(|X|) < E(|A|) e AA; = Ag—limy »5 Ay,
sendo A um processo adaptado crescente, vale a sequinte desigual-
dade:

P (sup | Xs| > e) < 1 {n+ E (supAAs>] + P(Ar > n).
s<T € s<T
(C.55)

Para utilizar a proposicao acima, vamos definir os seguintes processos:

s 2 s
X, =A" ( / guqu) e A=A / £2d,. (C.56)
0 0

Assim, utilizando a propriedade das integrais de 1t6 conhecida como Iso-
metria de It0, obtemos a seguinte igualdade:

E(X.) = ( (/ gudW)) (Al ¢,

= E(As)]). (C.57)

Assim, vemos que os dois processos X, e A, satisfazem as suposicoes da
proposicao, pois claramente o processo Ay é crescente e o limite AA é dado
por:

Ad = A~ lim A, =0 (C.58)
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Utilizando o resultado em (C.58), temos:

E( sup AAy) =0. (C.59)

0<s<T

Para utilizarmos o resultado da proposicao C.1.2, precisamos apenas en-
contrar P(Ar > n). Temos que:

7T N-1

Ar = 4An1/ Z h2 b2 tHXt )‘9 ( )(ti+1 - u)21(ti7ti+l](u)du
0

N-1 tisq
- t

1=0
N-1
< 4 R2 ()P (t, X )A2 sup 62(u
— Zz:; j(n)( ) ( tz) n0<uI<)T ( )
< 4 sup b*(u, X,)A, sup 6*(u h?
N OguIS)T ( A O<uI<)T Z ](n
N-1
= CA, sup b*(u,X,) ZhQ ti)A,. (C.60)
0<u<T i—0
Como YN 1h§(n( A, — fo R*(t)dt e supgc,<p b*(u, X,) = Op(1), pe-

los mesmos motivos utilizados na convergéncia do termo A, ;, temos em
(C.60) que A1 = 0,(1), que é equivalente a dizer que lim,,_.g P(A7r > n) — 0,
Vn > 0. Entao, utilizando a proposigao acima e (C.58), temos:

P(|An2l > ) = P(AP A0 > A7) = PIA Aol > A€

s 2
P(A; sup </ fuqu> AN
0

0<s<T

IA

IA

0<s<T

A,
= {n—i—E( sup AA )} + P(Ar > 1)
nAy

€

(Ar > ). (C.61)

Entao, de (C.60) e (C.61), temos que AﬁlﬂAn,g = 0,(1).
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C.1.8 Convergéncia do termo A4, 3

Para provar a convergeéncia do termo A, 3, primeiramente provaremos a se-
guinte proposi¢ao:

Proposicao C.1.3. Seja 0(-) uma funcdo continua, adaptada a
filtragem gerada por Wu e seja M; = fot O(u)dWu. Sewr(M,A) =
SUD|,—p|<A |M,, — M,,| denota o mddulo de continuidade de M, em
[0,T], com u > v, entdo, para qualquer < 1/2, temos que:

A Pwr (M, A) =270 0. (C.62)

Para provar a proposi¢ao (C.1.3), iremos utilizar o resultado (Revuz and
Yor 1988), teorema 1.6, pdg. 170, onde mostra-se que M; = Wy, é um
processo de Wiener padrao, sendo A, = fg 62 (u)du, se W; é um processo
de Wiener padrao. Utilizando esse resultado e lembrando que < W, W >;=

V< M, M >? = \/t, obtemos que:

wr(M,A) = sup |M,— M,|= sup |Wa, —Wa,|

lu—v|<A lu—v|<A

= sup <W,W >4, 4= sup /02(s)ds

lu—v|<A lu—v|<A

< AY? sup #2(s) = AY2C. (C.63)

0<s<T

Assim, de (C.63) fica provado que A~Pwp(M,A) — 0, para qualquer
B < 1/2. Agora, lembrando das restrigdes em [ e notando que AY? =
575 < 37 < g = A, obtemos a seguinte desigualdade para A, s:
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Al = 2

]j;l Ry (ti) /:H (b(s, Xs) — b(ti, X4,)) (/t H(U)qu> ds

tit1
Cwr (M. 80) Y ()] [ o5, X0) = blt X,)
ti

1=0

IN

ds

IN
2
L

CAWr(M, A) S [y (8)]A02 sup. [b(s, X,)]

0<s<T

7=

[e=]

N-1

C1ALAY? sup |b(s, X,)| Z [Py (£6)| A

0<s<T i—0
N-1

< GO sup [b(s, X S o (t)|An. (C.64)

0<s<T p

IN

De (C.64), escolhendo qualquer 3 entre (1/4,1/2), procedendo da mesma
forma utilizada para mostrar a convergéncia de A, ; ja que

sup |b(s, Xs)| = O,(1)

0<s<T

N-1

T
S o (81 A — / hjon (£)]

=0

obtemos que A;l/zAmg = 0,(1).

C.1.9 Convergéncia do termo A, 4

Primeiramente, o termo A,, 4 pode ser escrito como:

T
Ay — / cudiV, (C.65)
0

onde

N-1

=2 hjm(t)0(u) (/tu b(s,XS)ds) 0,0 (). (C.66)

=0
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Para provar a convergéncia do termo A, 4, utilizaremos novamente a pro-
priedade de dominagao de Lenglart, definida na subsecao C.1.7. Para tanto,
vamos definir os seguintes processos:

s 2 s
X, =A" < / guqu) e Ag=A" / £2d,. (C.67)
0 0

Assim, utilizando a propriedade das integrais de 1t6 conhecida como Iso-
metria de It0, obtemos a seguinte igualdade:
d, )

(X)) - ( (f @dW)) p(a| [ ¢

= B(lA). (C.68)

Assim, vemos que os dois processos X, e A, satisfazem as suposicoes da
proposicao de Lenglart, pois claramente o processo &, é crescente e o limite
AA é dado por:

AA; = A — ltl%n A (C.69)
Utilizando o resultado em (C.69), temos:
E( sup AA,) =0. (C.70)
0<s<T

Para utilizarmos o resultado da proposicao, precisamos apenas encontrar
P(Ar >n). Temos que:

T N—-1

m 2
Apr = 4A7 /0 D 02 ()67 (u) ( /t b(s,Xs)ds) Lo, (u)du
1=0 i

_ 421@5@(@) ( /t A ( /t ub(s,Xs)ds>2> du

N-1 fiin
4 W () (/ 6 (u)A, sup b2(87Xs)> du
i=0 t;

0<s<T

IA

IN

4Zh?(n)(ti> sup 02(U)Ai sup b2(s,Xs)
i=0

0<u<T 0<s<T
N-1

= CA, sup V*(s,X,) > W3, (t)A,. (C.71)

0<s<T i—0
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Como

N-1 T
> B2 () A, — /0 h2(t)dt
=0

sup b*(u, X,) = O,(1),

0<u<T

pelos mesmos motivos utilizados na convergencia do termo A, ;, temos em
(C.71) que Ar = 0,(1), que é equivalente a dizer que

lim P(Ar >n)—0  Vn>0.

n—0

Entao, utilizando a proposi¢ao de Lenglart e (C.69), temos:

P(|Anal > €) = P(IA]2Au] > A7) = P(AAnal* > AL'e?)

s 2
P (Agl sup </ §uqu) > A;162)
0<s<T 0

B [n+E( sup AA )} + P(Ar > n)

0<s<T
nA

IN

IN

(Ar > n). (C.72)
Entao, de (C.71) e (C.72), temos que AEUQAM = 0,(1).

C.1.10 Convergéncia do termo A, 5

Nesta secao, queremos mostrar que o termo A, Y 2An’5 converge em distri-
buigao para uma N (0,2 fOT 0*(t)h?(t)dt). Nas segoes anteriores, foi visto que

~1/2 . .
0 termo A,/ A, 5 pode ser escrito da seguinte forma:

ATY2A, Z Eimy (C.73)

imn = A PRy () [(/jﬁ(@d%)

onde

2

_ / - 92(u)du] o

i
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Para obter a convergéncia desejada de (C.73), aplicaremos o Teorema
Central de Liapunov.

Teorema C.1.2 (TCL de Liapunov).
Sejam &, 1 1 > 1 uma sequéncia de varidveis aletorias indepen-
dentes tais que E(&.n) = pin € Var(&,) = U7L2,n < 00, com pelo

2 o2 e 5
menos um o;, > 0. Seja s, = Var(S,) =) ;o o}, .Entdo,

0,1
Sn N( ) )7
se existir 0 > 0 tal que :
s,
s 3 Bl — il "0, (C.75)
noi=0

Um resultado importante para encontrar os momentos das v.a.’s &, que
pode ser provado utilizando a funcao caracteristica e o fato de 8 € C*([0, 0)),
é:

tit1 tit1
/ O(w)dW, ~ N (0, o? / 62(u)du) | (C.76)
ti t;

Utilizaremos a partir de agora 0 = 1. Assim, utilizando (C.76) e lem-
brando que (N(0,1))? ~ x3, é fcil mostrar que:

E(Gn) =0 ¢ Var(&,) = 28, h (1) ( / 92<u>du> (C.77)

Utilizaremos o Teorema Central de Liapunov, com § = 1. Vamos traba-
lhar com o numerador e o denominador da condigao de Liapunov separada-
mente. Comegando pelo numerador, sabemos que p;, = 0; assim, temos:
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3
1/2h

N-—1 N—-1 H—l tiv1
ZE|fi,n|3 = ZE (/ ) —/ 02(u)du]
1=0 1=0 ti
N—-1 Z+1 2 tiv1
= AZPYhy (t)PE [ / > —/ 92(U)dUI
=0 t;
N—1 tH—l 23
A by ()P E ( )
1=0
N—-1 i1 6
=AY by ()P E ( [ o >czwu) |
i=0 ti

Utilizando a férmula para o calculo de qualquer momento de uma distribuicao
normal, obtemos:

N—-1 tiit
S CEGLP < AP Z Ry (£:)]710395 (/ Qz(u)du)
1=0 143

N-1 3
< 10395A;3/22|hj(n)(ti)|3 (An sup 02(u))
=0

IN

3

0<u<T
N-1
= CAPY  |hj () PA,. (C.78)
=0

Como
T

N—-1
Z iy (t)PA,, "7 \h(t)[2dt,
1=0

0

de (C.78), temos que
N-1
Z E|£z,n‘3 —0
i=0

Para que a condicao de Liapunov seja satisfeita, basta mostrar que o limite
do denominador é finito, neste caso (2 fOT O (t)h2(t )dt)3/ 2. Para mostrar que
isso ocorre, trabalharemos somente com s2 pois se s2 — O, entdo (s2)%2 —
C3/2. Lembrando que fa f(t)dt = (b— a)f(t*), para algum t* € [a, b], temos:
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=

-1

52— Q/OT 94(t)h2(t)dt‘ =

DN

20, 5 (E:) (D02 (1 ")’ —2/0T04(t)h2(t)dt

™

= L

(2

IA
)

B ()0 () Ay — 2 / 0" (£) 15 (t)dt

0

i=0
T
+

)
S— 1

04 (£)h3 ) (t)dt — 2 / ' 04(t)h2(t)dt‘ :

Lembrando que [ 0%t 2y (O)dt = Tim 30, b3, (85)0% () [tiva — ti] e utili-
zando o modulo de contmuldade definido anteriormente, temos:

T
52—2/ 04(t)h2(t)dt‘ < Tw(hj,0* A,)
0

- ’ / 0 (1) (h3 (t) — h2(t))dt
< Tw(h,,)0", A )
+ 2T sup 0%(t) sup |h3,,(t) — h?(t)|(C.79)

0<t<T 0<t<T

Assim, por propriedades de ondaletas C.1.1 e do médulo de continuidade,
temos que (s2) — 2 fOT 0*(t)h*(t)dt. Consequentemente, a sequéncia de
varidveis aletérias &; ,, : © > 1 satisfaz o Teorema Central de Liapunov e, com-

binando esse resultado com (C.79), obtemos:
N—-1 T
AV2A, 5 = Z fin =P N (0, 2 / 94(t)h2(t)dt) . (C.80)
=0 0

C.1.11 Condicoes Finais

Para verificar a convergéncia de alguns termos, tivemos que impor condigoes
sobre a regularidade das fungoes e sobre o nivel j(n) em que estamos proje-
tando a volatilidade. Relembrando:

AT, (1) ( /t o 02(u)du) 9 /0 " eyt
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Tn _ 2n/2—j(n)(r/\m+r/\m’) _ 0(1)
C, — 252 — (1)
An,l — m' > 1/2

Impondo que o nivel j(n) seja da forma [an], das condi¢bes acima obte-
mos:

e

2[an]<g — a<
1
2rAm—+rAm) —

<lan](rAm+rAm’) —

o3

Assim todas as condig¢oes impostas no teorema C.1.1 foram esclarecidas.
C.2 Convergéncia do EQMI

Nesta secao, estamos interessados em provar um teorema com respeito
ao erro quadratico médio integrado (EQMI), onde v é uma fungao continua
nao-negativa com suporte [, 5] C [0,7]. Inicialmente, mostraremos que o
EQMI pode ser fatorado da maneira usual em:

R, = E ( /R (62(t) —92(t)>2»y(t)dt>
-/ ((Eé?(t))—92<t>)27<t>dt+E( [ (#0- p@e)
< s ([ (70 - 5¢0) @)

teR

= B2 +sup~y(t)D,. (C.81)
teR

2

fy(t)dt)

Utilizando a fatoragao definida em (C.81), enunciaremos o seguinte teo-
rema:
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Teorema C.2.1. Sob as condigoes (A1)-(A3) e se j(n) —(5) —

—00, quandon — 00, valem as sequintes relagcoes para a fatoragao

do EQMI :
BTQL < 0(24j(n)—2n + 2—2j(n)(m/\r) + 2—71) e

T
D, — 2= / Bt + oMY, (C.82)
0

onde a constante C depende somente das funcoes ¢, v e 02.

C.2.1 Fatoragao do Termo B2

Primeiramente iremos fatorar o termo B? e, para isso, é preciso usar
(C.11), obtendo a seguinte igualdade:

= i kim k() = > [ij(n) @) 1o () (C.83)

keZ —A<Lk<L2i(M) T4+ A

e, lembrando também que o suporte de #%(t) esté contido em [—¢, T + €] para
algum € > 0, obtemos também que:

0*(t) = Zﬂg(n £ D).k Z Z’/Jk#’]k

keZ j>j(n)eZ keZ

- Z:uj(n kDjn).k Z Z%k%k (C.84)

J>j(n)eZ keZ

onde K = —A — 20Me < | < 2900(T 4 ¢) + A.

Se limitarmos 0 < ¢t < T, temos que ¢jm)x(t) = 0 para ke[—A —
20Me —AYJ(MT + A, 20")(T + ¢) + A]. Utilizando esta restricio nos
inteiros k, é claro nas equagoes (C.83) e (C.84) que estamos utilizando os
mesmos termos em ambos os somatorios, ou seja, k € K .

Fatoraremos inicialmente o termo E <52(t) - Qz(t)> e, utilizando as de-
finigdes (C.83) e (C.84), obtemos:

E(2(0) - 62() = Y oim Jonk) = Hi(n)i]

keK

- > Z%}k%k(t)- (C.85)

§>j(n)eZ kel
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Calculando a esperanga em (C.85), utilizando a defini¢ao (C.8) e (C.30),
temos:

N—
E(ﬂj(”)ak) - Z gbj(n),k(ti)E ((Xti+1 - Xti)z)
=0
N-1 tit1 tit1
— Z¢j(n)7k(ti)E (2/ (XS—XtZ.)dXSjL/ 92(s)ds)
i=0 ti ti

N-1 - -
= > Simalt) (2E (/ (Xs — Xti)dXs) +/ 92(S)ds> .
i=0 ti ti

Novamente, trabalhando sé com a parte da esperanca e utilizando que o
processo X; satisfaz (C.1), temos:

tit1 tit1
E(/ (XS—Xti)dXS) - E( (X, — X;,) (s,Xs)ds)
t;

t1+1
+ E( (X, — X,,) ()dWs)

- E(/HIX ~X,) (S,Xs)d5>,

pois o termo E (ftl“ (Xs — Xy, )9(3)dWs> é nulo, o que é facilmente verifi-

cado utilizando a definigdo de (X; — X3,) e lembrando que Ws é um movi-
mento Browniano.
Assim, utilizando os resultados acima e (C.85), temos que:

E (ég(t) - 92(75)) = Y dima(t) (Ni:l Di(n) k(i) ( /t vml 92(8)d8> — Jj(n) k

N———

keK
N-1 tiv1
+ 2 Z ¢j(n),k(t) Z ij(n),k(tz)E </ (Xs - Xti)b(sa Xs)ds>
keK =0 t;

+ 3 ST vtialt) = Bu(t) + Ba(t) + By(t). (C.86)

7>j(n)eZ kel
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Entao, utilizando a fatoragao de E (éQ(t) — 0* (t)), temos que o termo B2

pode ser fatorado como [, (Bi(t) + B(t) + Bs(t))*y(t)dt. Definida a partigao
do termo BEL, agora estamos interessados em encontrar cotas superiores para
cada uma dos termos.

C.2.2 Cota Superior para [, Bi(t)y(t)dt

Para encontrar uma cota superior para Bj(t), primeiramente temos que lem-
brar da definicao de p(,)x € assim obtemos:

(m Dim.k(ti) ( /t f 92(t)dt) — L), k)
— Z¢j<n),k(t) (J'chj(n),k(ti) ( /t fett ez(t)dt) — /R 92(t)¢j(n),k(t)dt>

( /t o 0% (t)djm) 1 (1) dt — /t Itm 92(t)¢j(n)7k(t)dt>>

3

Bi(t) = Y dimalt)

= Y bima(t) / 02 ()¢jmy (1) dt

= Y bjmrO)M — R(t). (C.87)

Pela definigdo de Ay em (C.87) e lembrando da relagao entre os mddulos
de continuidade definida em (C.36), obtemos:

N-1

= [0 (Grralt) = dsnalt)

T
< [utosn 2a) [ 0001

IA
j:
>
(V)
—
N
g
—
-
=
S
>
=
~

ALCy = 052720, (C.88)

IA
0
[\
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Lembrando que o suporte de y(t) é [«, ], podemos mostrar que R(t) =0
V tea, B]. Assim, ao considerarmos o termo [ Biv(t)dt da fatoracao de B2,
nao precisamos utilizar o termo R(t) de B;(t). Assim, de (C.87) e (C.88),
pelo fato que Card(K) < €2/ e lembrando das propriedades das bases de
ondaletas C.1.1, temos:

JE GO (Z@ ) Y8t < sup () N

ke teR ke

3j(n 2 .
< Cy(CardK) <02 3i(n) n> < 042920 ((C89)

Assim, em (C.89), obtivemos a cota superior desejada para [, Bf(t)y(t)dt.

C.2.3 Cota Superior para [, B3(t)y(t)dt

Para trabalhar com o termo Bs(t), utilizaremos a definicao de (X — Xj,)
dada em (C.44):

tz+1

Bi(t) = 2 djmu ]j;lqs] E( (X, — X)) (s,XS)ds)

keK
N-1 1+1 s
= Gj(n) e (t)2 i) k(i) E ( ( b(u,Xu)du> ds)
% i)k (T g i(n / /tl
N-1 1+1 s
keK =0 123
keK

Vamos encontrar agora cotas superiores para as duas esperangas em (C.90).
Para isso, basta usarmos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a propriedade
de isometria das integrais de Ito e a condigao (C2). Assim:
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IN

IA

IN

IN

IN

IN

e (C91) e
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‘E ( /t " s, X0 ( /t b, Xu)du) ds>
L g (’b(s,Xs) ( /t sb(u,Xu)du) ) ds

/ o \/ E(b(s, X,))*E < / 8 |b(u,Xu)|du)2ds
K}/Hl¢ E(1 + |X,)? (/(LHX|m4y
K2 /ti““ \/E(1+ | X,|)2E <An02%(1+ |Xu|))2ds

t1+1
K%An\/E(sup (14 |X.|) )/ VE1 +|X4|)%ds
0<u<lT

C1A% sup V/(E(1+ |X,|)?) = CA2 (C.91)

0<u<T

’E ( /t s X ( /t S e(u)dwu) ds>
< /t o ’b(s,Xs) < /t S@(u)qu)

FE
/ \/E(b(s, X,)2)E ( / S H(U)qu)2d3
= llf+1x/EKb@,ng) L/m9200du)d5

z+l
< A1/2 sup ( 92 V E(b(s, X5)?)ds

ds

IN

0<u<T
< AY? sup (6 <u>>¢ sup (E(1+ |X,[)2)
0<u<T 0<u<T
= CA32 (C.92)

(C.92), temos que :
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N-1

Y dimlts) (C1A7 + CoA7?)

= N-1
2_ ditn

1=

1S, +S,| < 2

< CSA?L/Q < O Al/g Z ‘QS] (n), k ‘ A

N-1
= C5AY? Z 93(n)/2 ‘¢(2j(n)ti — k)| A,,.
1=0

Fazendo u; = 2/™t; — k, temos que A, = (w4, — u;)277):

N-1
1S, + Skl < A2 MEN " (uy g — ) ()|
i=0
e, como SN M (uisy — wi) |p(us)| — fOT lp(t)]dt < \/ [ #*(t)dt = 1, temos:
S, + Sp| < CyAL/279m/2 (C.93)

Utilizando (C.92), Card(K) < €2/ ¢ lembrando das propriedades das
bases de ondaletas, obtemos que:

/RBg(t)y(t)dt = /(Z@ k() (S + Sy )) y(t)dt

keK

< sup~y(t )Z(Sk + 5,)? < Cy(CardK)(CoAL/2073(m)/2)2
teR LK

= CA,. (C.94)
Assim, em (C.94), obtemos a cota superior desejada para [, Bj(t)y(t)dt.

C.2.4 Cota Superior para [, Bj(t)y(t)dt

Utilizando a proposicao C.1.1, é facil ver que:

/R Bt < sup(t) / B2(t)dt =|| () — Pyn’(t) |1

teR
< 2—2j(n)(m/\7“)€j(n) S Sl:;p {Ej(n)} 2—2j(n)(m/\7")

= (2 HMmAn) (C.95)
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Assim, em (C.95), obtemos a cota superior desejada para [, B3(t)y(t)dt.

C.2.5 Cota Superior para [ Bi(t)Ba(t)y(t)dt

Primeiramente, vamos ver que lembrando-se da desigualdade de Cauchy-
Schwartz, de (C.89) e de (C.94), o termo [, By(t)Bs(t)y(t)dt tem a seguinte
cota superior:

Bu| = | / By(t) By(t)y ()] < sup(2)] / By () Ba(t)d|

teR

Cl\/ /]R B2(t)dt /R B2(t)dt

< CLA2C52% - — 2 =3n/2, (C.96)

IA

Pela forma como esta cota superior foi encontrada, utilizando a desigual-
dade de Cauchy-Schwartz, ela é menor que as cotas encontradas para os
termos [ Bi(t)y(t)dt e [, B3(t)y(t)dt; assim, ela nao precisa ser utilizada
para encontrar a cota superior de B2 pois ela nao acrescenta nada assintoti-
camente.

C.2.6 Cota Superior para termo B>

Utilizando os resultados em (C.89), (C.94),(C.95) e (C.96) e lembrando da
propriedade das bases de ondaletas C.1.1, obtemos facilmente que:

B = [ (0 -#0) o
- /R (Bi(t) + Ba(t) + Ba(t))*y(t)dt

_ / (B2(t) + B2(t) + B2(t) + By () Ba(t))y(t)dt

0124j(n)*2n + CQAn + C3272j(n)(m/\r)
SUp(Cl, 02’ Cg)(24j(n)—2n + 9—n + 2—2j(n)(m/\7“))
0(24j(n)—2n 49 4 2—2j(n)(m/\r))' (097)

Assim, completamos a prova da primeira parte do teorema (C.2.1).
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C.2.7 Fatoragao do Termo D,

Primeiramente, vamos verificar que D,, = >, « Var(fijm)x). Utilizando a
definigao (C.83) e lembrando da propriedade das bases de ondaletas C.1.1,
temos:

el

keK
2
= / {Z gbj(n Hj(n),k — E(ﬂj(n),k))} dt
keK
= > E (s — Bl r)’
keK
keK

Agora, abrindo o termo fi;x)x definido em (C.8) e utilizando a decom-
posicao de (Xy,,, — X,)? definida por (C.44), obtemos:

:&j(”)vk = Z¢J’f z+1_Xi)2

— Z@,k(zﬁi) (/tim du+/. M )

i tit1 2 tit1 tit1
= Z o n(t; (/ b(u,Xu)du> + 2/ b(u, Xu)du/ O(u)dW,
ti t; ti

+ D (ti) —/t;i“ Q(U)qu} 2

1=0 -

= Gjk(ti)(Zi + V). (C.99)
i=0
Utilizando a decomposicao descrita em (C.99) e lembrando que as varidveis
aleatérias Y; sao independentes e que Z; e Y; sao independentes se @ # j, po-
demos escrever D,, como:



180 APENDICE C. ESTIMADOR POR ONDALETAS

N-1
Dy = Y Var(ijoe) = ) Var (Z Gim. (1) (Zi + m)
keK keK i=0
N-1 N-1
= > Var ( %(n)k(tz)ié) +) Var (Z D). )Z)
keK =0 keK i=0
N-1N-1
+ ¢](n) k(tz)¢j(n),k<tj>007](}/;a Z])
keK j=0 i=0
N-1 N-1
= Sy t)Var(Yy) + 3% ) w(ti)Var(Z)
keK =0 keK i=0
N-1
+ 2) > Wy alti)Cou(Y;, Z)
keK =0
N—1
S BVl + X3 (6 (Var(Z) + 2002, 2)
keK =0 keK =0

C.2.7.1 Cota Superior do Termo F,,

Para encontrarmos uma cota superior para F, precisaremos encontrar co-
tas superiores para Var(Z;) e Cov(Z;,Y;). Trabalhando inicialmente com
Var(Z;), obtemos :
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Var(Z;) <

+

E(Z})

( M u)2—|—2 /t _tm b1, Xo)du /t tme(u)dwur
(o )4 |
( / Ty du) /t tm@(u)qu]

tit1 tit1 2
AE {/ b(u,Xu)du/ Q(U)qu}
ti t;
U+ Uz + Us . (C.101)

E

=

[N}

E

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em U ,,, temos:

Ul,n

tit1 4 4
= F (/ b(u,Xu)du) <AYE ( sup (1+ |X5|)>
t; 0<s<T
= CA} (C.102)

De forma andloga, de Us,, e Us,, usando a propriedade de isometria das
integrais de It6 e que todos os momentos da distribui¢ao normal sao finitos,

obtemos:

U2,n

2

Lit1 6 tit1
< (| E V b(quu)du} E [/ Q(u)qu]
t; ti
tit1
< Ai\/E( sup (14 [X;|)%) / 0(s)ds < CoLA”/? (C.103)
0<s<T 4
tit1 4 tit1 4
< )\ E [ / b(u,Xu)du} E [ / G(u)qu}
t; t;

< %[BT+ |Xs|>4>\/ e[ 0<u>qur

tit1
- con? / 62(u)du < C5A3. (C.104)
t

i



182 APENDICE C. ESTIMADOR POR ONDALETAS

De (C.101), (C.102),(C.103) e (C.104), obtemos a seguinte cota superior para
Var(Z;):

Var(Z;) < Upp+ Usp + Us,y < CLAL + C,AT? + C3A2 < CA3. (C.105)

Agora, para encontrar uma cota superior para Cov(Z;,Y;), utilizamos

(C.104) e Var(Y;) = 2( ft“’l 602 (u)du)?:

Cov(Z;,Y;) < /Var(z)Var(Y;)
tir1
< KNA3? / 6% (u)du < CAE106)
t;

e (C.101), (C.106) e por Card(K) < C2/™ obtemos a seguinte cota
superior para F:

N-—
|Fa| = ZZ ) (Var(Z;) +2Cov(Z;,Y;))
keK =0
< C’Z Z qb t) A2 < OAS2Card(K)N sup ¢*(x)
keK =0 zeR
= OIA;IAZ/Z’QJ‘(”) = 42302 — (91—, (C.107)

C.2.7.2 Cota Superior do Termo FE,

Lembrando que Y; = (ftt“ O(u)dW, ) tem distribuicao ft”l 0%(u)du x X3,

2
t . .
temos que Var(Y;) =2 < f 0% (u ) e, assim, I, pode ser escrito como:

D ) SRR
keK =0
2

= 2) NZ_l &y (1) < /t o 92(u)du) . (C.108)

keK =0
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Proposigao C.2.1. Se h pertence a C'([0,T1]), entao:

Sp(h) = Z i A, 0* (27t — k) h(t;)

keK =0
T
— / h(s)ds. (C.109)
0

Definindo

N-1
E,=2) > &% (L) A0 (L) (C.110)

keK =0

e utilizando a proposicao C.2.1, obtemos que

E! oo T .
A — 2/0 0% (s)ds. (C.111)

Também utilizando essa proposicao e a formula de Taylor, chegamos a

(En — E’I/'L) n—00

C.2.8 Cota Superior do Termo D,

Para obtermos a cota superior do termo D,,, utilizamos que

D, n—oo r 4
S 2 /0 oA (1),

que ¢ facilmente verificado utilizando os resultados (C.111) e (C.112) e lem-
brando que:

D, = E ( /R ()~ B@(1)) dt) | (C.113)
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