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Pierre-Jean Hormiere

«Une humeur toujours égale, une gaieté douce etreldy une
certaine causticité mélée de bonhomie, une maxi@maconter naive et
plaisante, rendaient sa conversation aussi agréghke recherchée:

Nicolas Fuss, a propos d’Euler

De premieres tentatives pour définit pour des valeurs non
entiéres remontent a Stirling et Daniel Bernolians une lettre
a Christian Goldbach du 13 octobre 1729, Euler Ti¥183)
découvre (ou invente?) une fonction de variablelleé
prolongeant de maniére naturelle la fonctioh D’abord
introduite comme limite de produits, cette fonctiom plus tard
présentée sous forme intégrale et reliée a desidmsovoisines.

Les fonctions eulériennes sont les plus impoetak fonctions
spéciales » de l'analyse classique, réelle et ocexaplLegendre
(1752-1833) les a nhommeées, classifiées et étudiEkss ont
aussi été étudiées par Gauss, Binet, Plana, Maimfaabe, Weierstrass, Hankel, H. Bohr,
Mollerup, Artin... Elles sont ici présentées de iaea progressive.

Il'y a bien des fagons de prolonger la fonctivrau domaine réel, méme en se limitant aux

fonctions continues. Une idée naturelle est deirpdet la formulen! =J.Omt“.er‘.dt. Cette forme

intégrale de la factorielle suggére de considéaefohction FX) = J:) txetdt. Cette fonction,
définie sur 11, +oof, prolonge intelligemment la factorielle, en censeju’elle possede des pro-
priétés nombreuses et cohérentes. Par commoditansidére plutdi (x) = .[O “tietdt.

Nous allons commencer par étudier successivemetitdis intégrales eulériennes :
+00 1 +o UL
— x-1 ot - x-1 (1—t\Y1 -
r(x) jot etdt Bk Y) jot ()Y Ldt  A@, 9 jo (1+u)s.du

et étudierons au passage les fonctiéX(g) = InT(x) et W(x) = Q’(X) = %



1. La fonction Gamma

1.1. Expression intégrale da! !

Il est facile de vérifier que I’intégralﬁmmeﬁ.dt converge, et a pour valeat.

X
Pour montrer cela, commencons par calculer legratés {(x) = L tnetdt.

OnaR(X) =1 —€ . Une intégration par parties donne;(F = —x" e * +n.Fra(X) (*).
On peut en déduire de proche en prock@)Fmais il est plus élégant de faire apparaitrelande

() - R X,

simplification en divisant (*) pan!. Il vient : R (o TR

Xn
Additionnant ces relations, il vient : & =n! -nle [1 +X+ 2| +W] .
Lorsqu’on fait tendrex vers o, il vient : J.Owt“.eﬁ.dt =nl.

Cette formule s’écrit aussi biedln ON nl = Ijt“.eﬂdt , car a=b>b=al

Cependant, entre ces deux énoncés, il y a uneratiffé de point de vue: le premier donne
l'intégrale d’une exponentielle-polynéme, le secexgrimen! sous forme intégrale.

Montrons avec Laplace comment on peut exprimesous forme intégrale, sans troggriori.
Supposons qu’il existe un intervalle 1& b) et une fonctiori suffisamment réguliére sur |, tels que

On nl= jltn.f(t).dt .

n+1]

Intégrons par parties nl = .[| tnf(t).dt = .[| f(t). d(n+1) [ f(t).t trLf(t).dt

n+1.[
Cela s'écrit n%l [+ fR)].dt = [ )" s .

. . , n+l ,

Si I'on peut trouver une fonctiohtelle quef’ + f = 0 et f(t).t ~ s’annule ema etb, alors c’est
gagné. Or la fonctiof(t) = e et l'intervalle | = [0, +o[ conviennent.

Remarque Cette idée inductive est générale. Certes, quile quelconque n’est pas toujours la suite des
moments d’'une fonction sur un intervalle, maisllgpprt des suites rencontrées en analyse et enicatoioe
sont de ce type. Ainsi, le nombggdies involutions de {1, 2, ..n} vérifiet; = 1,5 =2, et = t.-1 + (-1).5—
pourn = 3 et I'on peut I'exprimer sous forme intégrale.

+00
L’expression intégrala! = jo tn.et.dt suggere de considérer la fonction de variabldeéel

FX) = Lmtx.eﬁ.dt, ou, ce qui revient au méme, la fonctlofx) = J:wtx‘l.eﬁ.dt.

1.2. La fonctionrl .2

Exercice 1 : Etudier les variations des fonctify(¢) = e t.t*~1 pour différentes valeurs du para-
metrex > 0. Etudier les positions relatives et les défatians des graphes lorsguaugmente.

Quel est le lieu des extrema locaux ? Equatioidfitielle de cette famille de fonctions
>with(plots):f:=(x,t)->t"(x-1)*exp(-t);

p: =x->plot(f(x,t),t=0..5,0..5, col or=COLOR(RGB, rand()/10712,

rand()/ 10712, rand()/10712), t hi ckness=2);

q: =pl ot (t~t/exp(t),t=0..5, color=red):

1 La notatiom!, universellement utilisée, fut créée en 1808 ypamathématicien peu connu, Christian Kramp,
dans un texte algébrique. Avant lui, Euler notajit ¢t Gausstn), la fonction factorielle.
2 Notation due & Legendre.



di splay({q, p(0.5),p(1),p(1.5),p(2),p(3),p(4),p(5)});
5_

‘,1_

0 1 2 3 1 5
t
Proposition 1: i) La fonctionlm (x) = J:wtx‘l.e“.dt est définie poux >0 ;
i) Onal (1) =1etl(x+ 1) =x.I'(xX) pour toutx >0 ;
i) Onal(x+n)=rx).x(x+1)..&+n-1) pourtoutx >0 ettoun=>1;
iv) En particulied” (n) = (n — 1)! pour tout entien > 1.

Preuve: i) La fonctionfy(t) = e t.tx~1 est continue positive sur ]0sf.
Pour toutx, elle est intégrable sur [1¢of, car 0< f,(t) < e Y2 ou 1/? pourt assez grand.

Au voisinage de 0+ fy(t) D,[l—%x , doncfy est intégrable ssi Ix< 1, i.ex > 0.

Notons en passant quexst 1, I'intégrale est faussement impropre en 0 {(gfire ci-dessus).

i) M(1) = J:w etdt = 1,I(x + 1) =x.["(X) se montre par intégration par parties :

— i et - T A —ert — — gt tXx—1|+e T ot —

M(x+ 1) jo tetdt jo t<d(—e) 1 +ij pletdt = xI(X).
A

En toute rigueur, il faudrait intégrer par partwssx.eﬁ.dt, puis fairee » 0+ et A +oo,
£

iii) se montre par récurrence suret iv) s’en déduit en faisart= 1.
Ainsi, la fonction Gamma prolonge ou interpoler@nslation pres) la fonctiam —» (n— 1)!.

Proposition 2: La fonctionl" est de classe®CsurR*, , et vérifie :

On=0) Ox>0) ry) = j0+°°|nnt.tx-l.e-t.dt .

nf
Preuve: f(x, t) = e L.tX"1 et ses dérivées partielle;XT (x, t) =ettX~1In"t sont continues siR* +2

nf
(H 1) Pour toun, et toutx > 0, W(X’ ) =ettX"1|nnt est réglée intégrable.
car O€ %) au V(4w) et 01| It | = O¢2-1) au V(0+) ;

n

o f
(H 2) Pour toun, et tout t > 0’67( ., ) =ettX"1nnt est continue.

(H 3) Majorantes intégrables
Leur recherche demande un peu de soin, et obkgparet = 1 ett< 1. Soit 0 <a < Ax O [a, A].




onf |
| 57 0 [seteljime sit<1
<eltA-l|Imt| sit21.

La majorante ainsi trouvél(t), est intégrable sur ]0,cef en vertu des arguments donnés en (H 1).
On conclut par applications répétées du théorémdédieation des intégrales impropres a para-
metres.

n
Exercice 2 : Retrouver ce résultat en considéenatite de fonctionSy(X) = L txLetdt.
n

Indication: Ces fonctions sont € sur R*, en vertu du théoréme de dérivation des intégrales
n

paramétres sur leeegmentset, pour toup, Fn(p)(x) = J;, tinPtetdt. Il reste & montrer que ces
n

dérivées obéissent au théoréme de dérivatiorsdiéssde fonctions, c’est-a-dire convergent vers

Io+mtx‘1.lnpt€t.dt uniformément sur tout segment [a, b], 0 <a < b.
Corollaire 1 : T'(x) D% au V(0+) .

Preuve: En effetI'(x) = %F(l +X) = %[ M) +o(1)] =% + o(%) guandx —» O+, par continuité
del en 1.I' admet méme en 0+ le développement asymptotiquigitie taylorienne :
xt X0
rx) = % +T(Q) + M)y + - AT S5 + 06T

Corollaire 2 : I est strictement convexe. Il existé] 11, 2[ tel quel” soit décroissante sur ]6], et
croissante surc| +oof, etl” tend vers ¢o en 0+ et ¢o.

Preuve: I'(x) = jowlnzt.tx‘l.e‘t.dt > 0 (intégrale d'une fonction continue positivergin nulle),

doncl ' est croissante, €test strictement convexe.
Commel (1) =I'(2) = 1, le théoréme de Rolle affirme I'existenexd] |1, 2[ tel que(c) = 0.
Remargues 1) La convexité dd peut s’établir directement en notant que, pout tow 0, la

fonction x — e ttX~1 est convexe (calculer sa dérivée seconde), puistégrant I'inégalité de
convexité correspondante.

2) Maple donnec= 1,462 etl(c) = 0,886.
>c: =f sol ve( D( GAMMA) ( x) =0, x) ; GAMVA( ¢) ;

c:=1.46163214 .885603194
Corollaire 3 : T'(x) et @ tendent vers e quandx tend vers do,

Preuve: C'est immédiat sk tend vers l'infini par valeurs entieres.
Six est réel, conclure par croissancd d&ur [c, +oo[ et encadrement.

2<snsx<n+l = (n-1!sfX)<sn et M<Msm

n+l X n'

Ou bien @ = X7_1.I'(x—1) Or(x—1) » +o, Plus généralemenE% - +00,

. 3 -A A
Exercice 3 : Retrouver ce résultat en montrantg@e>0 Ox>0 (x)=e A ~

>w th(plots):alias(GGAMA) :

p: =pl ot (X x), x=0..5,0..7, nunpoi nt s=700, col or =bl ue, t hi ckness=2):
v:=k->plot([k,t,t=0..3Kk)]):h:=k->plot([t,(k-1)!,t=0..k]):

di splay({p,seq(v(k), k=1..4),seq(h(k),k=2..4)});



Proposition 3: (Ox > 0) F'(x)2 <T(X).MN"(x). La fonctionQ = InT est convexe.
Preuve: Il s’agit d’établir que s
+00 ol 2 +00 a +00 2 Yl o
(| Inttretdt) < ([ ttetdt)( [ Incteetetdt)
Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

([ footndt)® < ([~ fwedt) ([ o@edt) g
aux deux fonctions de carré intégrable ol
f(t) = tXT_l.er“2 et g(t) = tXT_l.er“2 Int.

La fonctionQ = InT est & comme composeée et
gy = L) gy = T'X).C(X)-T'(X)2 2
Q'(x) = r) Q" (x) = F()?2 > 0.
DoncQ = InT est convexe, décroissante surd)),croissante
sur [c, +oof.

Remarque Harald Bohr et Mollerup ont démontré en 1922 qe ; 3 ]
la fonctionl” est la seule fonctioR* + — R*; telle que :

Hr@a=1 (i) r(x+ 1) =x.I(x) pour toutx >0 (i) Inl" est convexe.
Nous reviendrons sur ce sujet au 8 9.

Proposition 4: La fonctionl™ est analytique sur ]00¢f .

Preuve: Il s’agit de montrer qu’elle est développablesénie entiere en tout poing % 0.

| - - = (XY Innt
Ecrivons :T(x) = L et tX0-1xx0 gt = IO et tXO‘lz%.dt.
n=0 )

I S Rty ¢ o ) L S < Y A S (X=xo)"
Formellement :I"(X) nZ:;‘ J;) et nZ:;‘(J-O et nnt.dt). :

n!
Il reste a justifier I'interversion des sommati@nkaide du théoreme d’intégration des séries.
, N , . _ —t n %1 (X_)Q))n
Or ce théoreme s’applique powr+4xg| <Xg. Notons en effet (4it) = e "In "t t -

Un(t)}.dt = J-Om e o I Gt < 4oo pour [x —xg | <Xg -

“lun(oldt = [
2, |, oyt = 3]
Le premier échange de sommation découle d’un argudiassociativité de bornes supérieures.

Remarque ce résultat est plus fort que celui de la proet2 I'implique.
Métamorphoses dd". Les intégrales suivantsg raménent facilement a la fonction

.du

+o [N*y
.[1 u?

— 1 x—Ll = 1 x-1 —
1) (x> 0) M(X) = jo Iiddt = jo (-Int)<idt =
2) Pour toub > 0, J.Ome_tb.dt =r(1+ %) .Casob=2"7

4 > petc>0, etvaum.
: How

3) Plus généralemenj6 “etaLdt est définie ssi
1
4) Nature et calcul éventuel d.% vz (—lnu).du.

5) (Ox > 0) T(X) = jomtx-l.(t—x).e-t.lnt.dt. 6) 0x>0) I(x) = | expit-e).dt.



2. Formules de Gauss et de Weierstrass

Introduction .
Soitx un réel > 0 fixé. Cherchons un équivalent de e, = (x+ 1 )(x+ 2) ... (x+n) quand

n n
: . - A X 1
n - +oo, Passons au logarithme : % = k§:1 In(1+F) = kEZl(E + O(ﬁ»
=x(Inn+y+ 1)+ somme partielle d’'une série absolumenveogente.

Bref, In % =xInn+ A+ o0(), donc RU nX.n!.eA , ol eA est une constante dépendantxde

donc une fonction de Nous trouverons au § 3 un équivalennte

- A
Nous allons montrer ici, avec Gauss, qgle= —F(x1+1) 3

C’est facile a vérifier sk=k O N, carkl.P,=(k+n)l=n..(n+1) ... (n+k) an.n!.

2.1. Formule de Gauss

Théoreme 1: Pour touk >0, T'(X) = limy_ 40

nxn!
m (fOfmUIe d@aUSS).

Preuve
L'idée est qud () = liMp_ +e In(X) 00 h(X) = jon(l—%)n.tx-l.dt.

Ecrivons en effet : (x) = J.Om fa (t).dt , ou

fn(®=(1-L)" 1 siostsn, 0 sit>n.

x-1 x-1

Or, pour tout  f,(t) — € - 1 et, pourtoutt: @f(t)<e t
car In(1 + uku.
Le théoréme de convergence dominée s’appliqueyretiut.

Or par changement de variable et I.P.P.
W) = n" E(l— WhwLdu = n* 3(%)

n(n-1)...1

HX) = j:(l— u)n.d(“—):) =1 E(l— Wt uwdu = Lng(x+ 1) = ) (<)

Remarques 1) On peut montrer qug(t) 1 e tx_l, la convergence étant uniforme sur tout segment
[a, b], 0 <a < b. Ily a donc convergence domidég@auvre.

2) Le chgt de var = nu évite un probléme. Une i.p.p. raméﬁe{l— %)”.tx‘l.dt a J:(l— Ln)”‘l.tx.dt
ce qui est génant. Mieux vaut alors considq.fél— %a)”.tx‘l.dt :

1
3) Enfait In(X) = n J;(l— u)n.u*~1.du =n" B(x,n + 1) et le caclul fait anticipe sur le § 2..

1
4) On a h(x) = njoe'”(”"”(l‘“”du, et la méthode de Laplace donne un développensgnigotique a
tous ordres dey(x).

Exercice 5 : On not@(t) =(1- %)n si 0st<n, O sit=n.

1) Montrer quellt=0 0< el gn(t) < %.er‘ ( se placer st{nO,x/ﬁ[, [\/ﬁ, n], [n, +oo[ )

3 On pourrait partir de cette formule pour défimifénctionl.



2) Retrouver quenlX) —» F'(X) sans convergence dominée.

n*n!

.l
Corollaire 1 : Pour toutx > 0, x(x+ 1) ... (x+n) U== ) guandn tend vers do.

Preuve: ce n’est qu’une autre formulation de Gauss.

. . . L +1)...(a+
Exercice : Soiend etb > 0. Discuter la nature de la se@ a(a+l)...@+n)

— pb(b+1)...(o+n)

Corollaire 2 : Pour 0 <x< 1,

re g X[ e

_ . X(X+1)...(x+n)(1-X)(2—-X)...(n+1-X)
Preuve m = IImn_,+w n.(n!)2
= i B LMAREROR) I iy (X [0

Remarque ce résultat annonce la formule des compléments

Corollaire 3 : r(%):\/ﬁ,r(% +n)= 13. (2n—1) =@t o

22nnl
Preuve: Si I'on faitx = %2 dans la formule de Gauss, il vient :
1y - ¢ nvznl 2n+ o nv2,n! 22+ _
M(3) = My oo T35 oy = Moo oy @yt = V7

par I'équivalent de Stirling, ou par celui de \NaIILesI'(%+ n) s'en

déduisent.

2.2. Formule de Weierstrass

La formule de Weierstrass, qui se déduit aisémentalle de Gauss
présentd (x) sous forme d’'un produit infini. Elle a permis &lafstrass
de prolongefF a la variable complexe.

Proposition 2: Pour toutx > 0,

1 -y X[ en X i
0 Xe D e (1+n) ( formule deweierstrass)

Preuve: Il découle de la formule de Gauss que :

INT(X) = limy_ 10 XINN=1INX- Zln(1+ X)

. Syl X In(1+X)) = — yx— S (Xoin(1+X
lim_ 40 x(INN ;k) Inx + kZ:;‘(k In(3:+0)) yX — Inx + kZ:;(k In(2+0))
La série converge car son terme général esk%)(l/

2.3. Les fonction et Y.

Définition 1 : On noteQ etW les fonctions définies pa®(x) = InT(x) et W(x) = Q’(X) = ?T(XX))
Proposition 3: La fonctionQ : ]0, +o] — R vérifie :
i)Q(1)=0; i) Ox>0 Q(x+1)-Q(x) =Inx; i) Q est convexe.

Elle est de classe Cet est donnée par :



QM) = liMy_seo xINN=Inx= Y INEHY) = = Inx-yx+ zw(% - In(1+) ).
= =1

k=1

Preuve: Tout cela récapitule des résultats antérieurs.

Proposition 4: La fonctionW vérifie ([Ox>0) WY(x) = - 1 —y+ Z(l x+n

Preuve Il s’agit de dériver terme a terme la seE(X—In(1+X))
k=1

1)_

Or la série dérivée (l - converge normalement sur tout segment [0, a].
nZ:;t n x+n Zn(n+x)

Corollaire 1 : y=-T"(1) = 1-'(2) =- jo etintdt.
Preuve: I''(1) = J.Ome‘t.lnt.dt découle de I'expression @gXx).
! = =—1- N l - L = - Ari A i
r1)=w@Q)=-1-y+ ;(n D) y, car la série est télescopique.
Enfin'(x + 1) =x.I'"'(x) + ' (X) fournit'(2), et de proche en proch&3), '(4), en fonction dg.
(-1)4(k-1)!

- : L S A i
Corollaire 2 : Pour toutk > 0, et touk > 1, Ij<( F )(X) ; o

Application : Développement limité et en sérieldau V(1)
_ 1 o 150 (1 1o 15
1 yh+(12n2+2y2Jh +( REEETLY 6y3jh +

1 1 1 1
(mrr“+3i(3)v+mrr2v2+mv“j n +

61
( OK 160nv 3732(3)Tr2 *1(3)\/ "2V3 120 )h5+(120960n6

+ U5+ 50V gl(8 + G U T+ UV pga Y+ 1o |
h% + O(h7)

Exercice : 1) Quelle est la forme générale R]@(l) ?
2) Justifier ces observations en partant deradilel” = I'.W.

2.4. Quelgues représentations intégrales di2 et Q.

1_ 1 1—-(1-u)*
Proposition 5: (Ox > 0) W(x) = _y_% % + J‘O (uu) dt

1 1-tx
Preuve: L'intégrale .[O ﬁ.dt est faussement impropre en 1. Ecrivons :

1tx 1

_tX n

—tx
t“ dt.

et _j (LH =l AT dt = Z(k =)+

Or cette derniére intégrale tend vers 0 par correrg dominée ou par les gendarmes.

Corolaire : (x> 0) w(9 = —y- 1 +x+ (-1 X0D=CT 1 gester)
n=2 A



Preuve Developperj _( ) ——dt en série a I'aide de la formule du binbme de Newto

S’assurer ensuite que I'on peut intervertir intéigraet sommation.

dt.

+00 e—t_e—xt
Proposition 6: (Ox>0) W(X) = _y+.[

o l-et

Preuve: Simple corollaire de la prop. 5. Le chgt de var. e ' donne :

o glet a1yt 1 1-ux 1 u*—uxt 1 1
.[ 1=t N =L 1= du = —d .[ du = l'I-’(X)‘*'y‘*'— ;
t —axt
Proposition 7: (Ox>0) Q(X) = j = [x-1)e - © e‘i ].at (formule dBlana)

Preuve: Observons d’'abord que le second membre est défimi. L’intégrale est faussement
impropre en 0, et convergente en.€ette formule s’établit par dérivation scfus

Proposition 8: (formule deCauchy-Binet).

= (x-41 x4+ L Ll _1_1yg«
Ox>0) QX = (x 2)Inx x+2In(21T)+J‘0 t(1_ert : 2).e dt .

Preuve: Si I'on dérive deux fois les deux membres, dnti aprés justifications aisées :
o Lext

Q'(x) =W (x) = 0+ 1_—@.dt . Or cela découle de la prop. 6.

Par conséquent’(x) = - % +Inx- J:m( 1_—%H - :t_L - %).e_Xt.dt +a.

CommeW(x) = Inx+ o(1) au V(+0),a= 0.

ol = (x-1 —w+ 1 Lol _1_ 1y«
Dot Q() = (x~ 3)Inx x+2|n(2n)+J'O (k-1 - 5)e a4,

En vertu de Stirlingh = 0 (cf. § 3~

Proposition 9: | 0Ox>0 jm Q(t).dt = x(Inx-1) +% In(2m). | (intégrale d&kaabe.

Preuve: Les deux membres ont méme dérivée, Qéx + 1) - Q(X) = Inx.
Il reste @ montrer qu’ils ont méme valeur en umpddn peut procéder par deux méthodes.

1% méthode : faire tendpevers .
Il découle de la prop. 8, par convergence dominggao les gendarmes, que :

Q) = (x—%)lnx—x+%ln(2n)+o(1) au V(+).

Par intégration de relations de comparaison, otéeluit que :
[t = [ X”((t—%).lnt—w@).dt +0(1) =xInx—x+ZIn(2m + o(1) au V(e),

La constante cherchée est donc nulle.

2éme

méthode : faire tendpevers 0+

Tout d’abord Q(x) [I-Inxau V(0+) ( pourquoi ? ), donc I’intégre{!:é)(t).dt converge.

4 En 3.2, on reprendra cette formule pour pousses @vant le développement asymptotiquéd@e. Il n’y a
donc pas pétition de principe.



CommeQ(x) est décroissante sur ]0, 1], par encadrem.[erﬂ(t) dt =limp_ 4o % ZQ %

k=1
Or la formule de multiplication de Legendre-Gauds § 7) montre que :
1 Ky = n—l _11lnn sduit qué- -1
ZQ( ) = 2d in(eny - 3 1N on en deduit qu§O Q(t).dt = 5 In(2n). Cafd.

3. Formule de Stirling.

Nous allons étudier le comportementld&) en 4o, par des méthodes intégrales gravitant autour de
la méthode de Laplace. Rappelons du#&?) =% Io+m€‘z.dt = \/7_7

3.1. Formule de Stirling

Théoréeme 5: | [(x + 1) D(é)X\/ZHX quandx — +co | (formule deStirling).

1) Preuve heuristigue

Notons pour commencer quE(x + 1) = j0+wtx.€‘.dt = J:m gtint gt
La fonctiont - —t +xInt est croissante sur ]€], décroissante SuKk|+ool.
Les changements de variabke xs puisv =s— 1 donnenF (x + 1) =xX*1egX jjex(v"”(l"v”.dv.
lIs ont pour effet de placer le pic en O.
F(x+1) =x**1eXFX) , ol FK) = J:wex"(v).dv ,avec hg) =—v+In(1 +v).

La fonction hy) est croissante surl , 0], décroissante sur [Ogf
A mesure quex augmente, i) — O par convergence dominée, mais surtout la massersentre
au V(0), de sorte que I'on peut remplacer h(v)gmar équivalent en O.

On pressent que ¥)(U J.jwe‘x"zfz.dv = ,/2777 , apres changement de variable t\j%/.

>with(plots): h:=v->v+ln(l+v);f:=(x,v)->exp(x*h(v));
>p:=x->plot (f(x,v),v=1..5):display([seq(p(2*k), k=1..6)],thickness=2);

2) Démonstration par découpe a la Chasles

Fixons une fois pour toutes] ]0, 1[. L’équivalence h() [1- V72 au V(0) se traduit par :

o 0]0,1] OvO[-a,a —(1+s)V72 sh(v)s—(l—s)vg.

Chasles B() = J.meX“(V).dv = J._anh‘V).dv + J.meXh‘V).dv + J.meX“(V).dv = A(X) + B(x) + C(x) resp.

1+£ +E)X. E)Xy
"1+5_LJ. Feﬁzdt -j e 2dv<B(x)<j e % gy = "1—5 —1—J' = ertzdt

par changements de variablesu%.
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B1(¥) = 1/1 - L; ert dt est équivalent %’ \/_ _meﬁ dt = \/_ en 4o, donc
‘a 1+g 3
B1(X) < /27T :E}'f pourx assez grand. De mémex(B ,1+£ \/_I i “etdt > /1%'__7; 175

Ainsi, pourx assez grand 15 27T< B(x) < -LEE- /2777_

1+ V1-¢
Montrons que G = J.me)‘“(").dv = 0(—\/1——) au V().
a X
La majoration 0 < G{) < .rme"h“’).dv = +o0 ne conclut pas, mais, s> 1 :
a
CK) < e(x_l)h(a) jmeh(v).dv. On conclut par comparaison exponentielle-puissanc
a

Idem pour AK) = .[_ae"“(").dv. Par conséquent, poxassez grand :

277 1+£ 21T
ﬁ 2 ) < Fx) < (& +2£)\/7
Cest-a-dire (k¢) 7 < FKX < (1+€”)

3) Démonstration par convergence dominée
v-In(1+v)
v2[2

1
Une méthode consiste a noter q@(@) = Zjol+vs ds et6'(v) = ‘ZJ. (1+vs? ds.

Ecrivons hy) = _7\’2 av), oud(v) = . Je dis qué® est ¢ sur F1, +oo et décroissante.

On peut aussi noter q@eest DSE en 0 et Cailleurs, puis étudier ses variations.

+oo _XVgq) +o0 -2t |2
Ona: R]FLE 2a).dv=\/gj‘_metm\fx).dt=\/gG(x).

Or GK) = fwg(x,t).dt - fweﬂz.dt = /7T par convergence dominée.

g%, t):expetze(t\/%)) sitz—\/% , 0 sinon.

Convergence simple:  »3f) - expt t2) quandx — +o |
Domination : poux = 2, 0< g(x, t) < ¢(t), oud(t) = expE t2) pourt<0 , expf {2 0(t)) pour t= 0.

4) Une variante par convergence dominée
Le changement de variabye= x + t</X donne M(x + 1) = jo+wa_e‘y_dy = (é YV J.R f(x,t).dt ,

o0 fx =0 sits-+x , fxt)=(1+-) et sitz-x.
Jx
Fixonst. Quandx tend vers ¢, f(x,t) = exy:[ xIn(1+ %) —t\&] tend vers expt—z2 .
X

Supposons > 1. Je dis que 0fx t)< (1 +t)e sit=0 et 0<(x 1)< e 2 5 —\x <t<o0.

WXx-1).12

= — t — arifi )= Y-
A() = In( 1 +t) xIn(1+\&)+t(\/§ 1) vérifie A'(t) DR 2

A est croissante s, ; comme A(0) = 0, Afj = 0 pourt = 0.

B(W=In(1+uysu- %2 pour-1 <u < 0, par étude des variations ou développementran sé

11



On en déduit Bj&) <0 pour-+/X <t<0.
X
Le théoréme de convergence dominée s’applique, aweenajorante intégrable
0<(x )<d(t) , ol d(t) = (L+t)e’ sit=0 e "% si t<0.

Par conséqueng.,R f(x,t).dt - J.R(,T‘Z/Z.dt guandx — +oo,

3.2. Développement asymptotigue de en 4.

Pour obtenir ce développement, partons de la famealCauchy-Binet :
1 1 —Xt
Ox>0) QX) = (x- 1)|nx X + |n(2n)+j (1 — %— %).e dt .
Cette formule, qui a été établie a l'aide de 3alt pparaitreQ comme somme d’une fonction
élémentaire et d’'une transformée de Laplace. Osainque le comportement asymptotique en +
de la transformée de Laplacef@® dépend du comportementf@g) en O+.
Avec Maple :
>with(inttrans);f:=s->1/s*(1/(1-exp(-s))-1/s-1/2);
[addtablg, fourier, fouriercos, fouriersir, hanke, hilbert, invfouriet, invhilben,
invlaplace invmellin laplace mellin savetalle
>dl: =series(f(s),s=0,9);
dli=t- Lt gy
" 12 720 30240

>(x-1/2)*I n(x)-x+1/2*1 n(2*Pi ) +l apl ace(dl , s, X);
1

* + O(s°)

1

x—} In(x)—x+}|n(2n)+172_ii+@
2 2 X 360y x°

>asynmpt (exp((x-1/2)*1 n(x)-x+1/2*I n(2*Pi )+l apl ace(dl , s, x)), X, 5);

(o mi [ ebieim(2) v hglzin(2) cmein()

"+
sz () () ) /()]

>0rega: =x- >l n( GAMVA( x) ) ; seri es(Orega(x), x=infinity, 9);
asynpt (GAMVA(X) , X, 5) ;

(In(x) = 1) x+In(,/2./0) - 3 In(x) + —31%)(13+12§O+o[17]

[[f X +[[[ ](3’2’ 288[[[ )(“’ 'sisioﬁﬁ[i)

e (3 ) /()]

Remarque on peut expliciter de développement asymptoti@teus ordres a I'aide des nombres de
Bernoulli. Bourbaki le fait a I'aide de la variabb®mplexe, et de la formule sommatoire d’Euler
Mac-Laurin, je le fais plus élémentairement.

w

4. Les fonctions B eA.

4.1. La fonction B >

5 Notation due a Binet.

12



1
Proposition 1: Six ety sont réels, I’intégralql0 txL(1-t)".dt converge sst ety sont > 0.
On noteB(x , y) sa valeur.
Preuve: La fonctiont — tx_l( 1-t )y_1 est continue positive sur ]0, 1[, équivalente a

tl:} en 0+ et W en 1 — 0. Donc elle est intégrable sur ]0, ¥2 kssD et en [¥2, 1 [ sgi> 0.

Remarque Six et/ouy sont> 1, I'intégrale est faussement impropre et/ou ehén 1.

Proposition 2: La fonction B vérifie
, _ - - _X
) B,y)=B{,x) i) Bk+1y)= Xty B(xy)

i) B(a,n) = a(a+1()n_21!+n—1) poura > 0 ,n [J N*.
iv) B, g = % pour 6, q) [ N*2.

Preuve: i) découle du changement de variable 1 —t.
i) Intégrons par parties ! B# 1,y) = J- tx.(1-t)YLdt = .[ tx. d( (1 t)Y)

- X x-1 (1—t)Y - X x-1 (1—t)Y1 (1= - X -
=0+ jot (yde = X jot 7Y dt = X [B(Y) -BE+1Y)],
dou B+ 1,y)= xTXy B(x, y) .iii) se déduisent de i) et ii) par récurrescen.

7112
Proposition 3: Pourx ety > 0, B(x, y):z.[0 co$10.siry-10.d0 .

Preuve Faire le changement de variable coé 0, ou plutotd = Arccos\/f.
71/2
Corollaire : La fonction de Wallis W{) = J. sint8dé@ est définie poux > -1, et liee a la

fonction B par la formule W = 1 B( X"‘l 1)

Exemples i) B(% ,%) = E\/tgl.%t) =1 en vertu de la prop. 3.

G 1 2v-(__d _ 2/
||) B(§,§)—L 3'—X2(:)L(—X) = 37T 3.

C’est une intégrale abélienne associée a la cuty%uexz (1 —x) . Cette cubique admet I'origine
comme point double, donc elle est unicursale. Sagparametre pat’y = u, on obtient le paramé-
us u?

tragex = (T y= e dou B( ) = 3I 1+u3

n-1
Exercice : Soient ety réels. Etudier la suite ,& # ka‘l(n—k)y'l.
k=1
Exercice : Discuter I'existence des intégrales auiigs, et les exprimer a l'aide de B :

+1 -1 (1—y) 21
.[(0,1) ue (1 - ue)P.du j(a’b) (u-a*L-uy-Ldu (a<b) J- (I+x)*™.(1-x)

LT (@) .adx.

4.2. La fonctionA.
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Proposition 4: Le domaine de définition réel deA(r, s) = du est 0« <s.

o U -1
J-o (I+u)s”
ur—l

Preuve La fonctionu - W

est continue positive sur ]0,0¢],

équivalente ul en 0+, donc intégrable ssir > 0, eﬁs&— en 4o, donc intégrable ssis >r.

La fonctionA peut étre aisément reliée a la fonction B.

Proposition 5: On a les formules :
& Pour O<r<s1l A(r,s)+A(r+1,s)=A(r,s-1)

¢ Pour 0<r<s A(r,s):?S.A(r+1,s+1).

v Pour O<r<s1l A(r,s)=S_Tl_r.A(r+1,s+1).

& Pour 0<r<s ACr,s)=B(sr,r).

Preuve: Les trois premiéres formules sont faciles etdées au lecteur.
« découle du changement de variabte—Y- TR

a

: . . +o U
Corollaire 1 : Soitc > 0. L’mtegralejO W.du converge ssb > a%'l >0, et alors :

-1 _atl atl
I(luC)bu_ B(b c’c)'

Corollaire 2 : L’ mtegralej 19_“ converge ssc > 1, et alors :

" du =lB(1_l l)
c c'c’’

o 1+uc
Corollaire 3 : Pour touth > ¥, .[ (u2+1)b % B(b- % : %) .
Corollaire 4 : Pour toutn O N* .[ (u2+1)n .[Omzcos?“‘ZH.dH = % g

+00 tX—l
Corollaire 5 : Pour toux ety > 0, Bk, y) = J.O W.dt

5. Applications de la fonctionl" a des équivalents

La fonctionl” fournit des équivalents simples de fonctions défiromme séries ou intégrales.
5.1._Méthode de Laplace
Théoréme: Soitf : ]JO, +o[ - C une fonction réglée vérifiant les deux propriétés

)r OR f(s) = 0E au V(o) : i) (9 DA (ADC*,a>0) au V(0+).
I'(a)

Alors F) = j es.1(s).ds converge poux assez grand, et §((] A——~ quandx —

Preuve: L'intégrale IO me‘xs.f(s).ds est impropre en 0 et enot

Elle converge sur ]0, 1] en vertu de ii) et sur{&] pourx >r.
La fonction g§) =f(s).e -+ 1)8 12 est bornée au V(0+) et au \&x
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Pourx>r + 1, écrivons :

FK) = Lme—xs.f(s).ds = j e g 9.stds = (x-r-1)a r —1)a I e g(

L)tedt

Or J-meﬁ.g(x_tr_l).ta‘l.dt -~ A.l'(a) par convergence dominée. Cqfd.

Application 1 : Equivalent des intégralely = I @y ta)n (a>0).

Tout d’abord, 4 existe pouna> 1. Ecrivons (= J‘ IUC

1
Le changement de varialdes In(1 +t%) donne } = 1 J; ens (es-1)2 "esds.

1
Ici f(s) O s® " en 0+ , donc nl= .[ r(1+ l) quandn — +oo.

(1+ta)n nl/a

Application 2 : Equivalent de F(x) = .[_Te""v*'”(“"”.dv quandx - +oo.
Soit hy(v) =-v+In(1+v) pourw0 , B(v) =-v+In(l+v) pourl<v<O.

+00 0 N N
F(x) = IO e\ dy + J._lexm(v).dv. Posons s = hy(v) dans la $®intégrale, s = hy(v) dans la 2™

FO) = [ ey (9).ds +[ ek, (9).ds.

Or f1(s) :%s/ =vplpg L auvo), donc.[omt-:rxs.f1 (5).ds [ J-Omerxs. ds - \/Z_FX

v Oy 0 s
De méme,.[OM(-TXS.]‘2 (s).ds O \/% . Aufinal, F§) O ,/2777.

On en déduit aussitét I'équivalent de Stirling dé. 3
Remarque : les fonctiorig etfo peuvent s’expliciter a I'aide des fonctions de bem.

V2s

5.2. Equivalents de séries entiéres

Rappelons les deux lemmes suivants :

Lemmes de pincements 1) Soitf : ]0, +o[ - R4 une fonction décroissante et intégrable.

Pour touth > 0, la serlehz finh) converge, et: lim . h.>" f(nh) = J.Om f(x).dx.
n=1

n=1
2) Soitf : [0, o[ - R une fonction réglée, décroissante sur [&[,tet intégrable.

Pour touth > 0, la sérieh. Y f(nh) converge, et: lim . h.>" f(nh) = J.Om f(x).dx.
n=1 n=1

Ces deux lemmes s’appliquent aux fonctidg@) = ettt poura > 0.

h) (nhytenh = h D nelenh | (@) quandh - 0+.Donc
n=1 n=1

+00 r(a)
Pour touta > 0 ndtenh [J —~ quandh - 0+
ur tou , Z:; e o au
+00 Xn
Considérons les séries entiefgs) = Z— , dites_polylogarithmes
n:lna

Leur rayon de convergence est 1. Intéressons-goadeur comportement quard- 1-0.
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Par associativité de bornes supérieuigg) 1 Z—a quandx t 1, c’est-a-dire verso¢ sia< 1.
l

Sia=1,f1(x) =-In(1 -x) . Sia< 1, posong =e % ; alors en vertu des lemmes de pincement :

r-a) . ri-a)
e O @xre O

+00 nh

fa(x) = Z

Le lemme est appliqué a la foncth)(t) =e t.t_a, fonction qui obéit aux hypothéses de ces lemmes :
elle est intégrable, décroissante sur [9[ si a < 0, croissante puis décroissante si®d<1.

& X r(1-a)

_ alh e—nh

jo “ettadt = uandx - 1-0.

Quandx — 1-0,fy(x) = Z— est équivalent &(a) sia>1,-In(1-x)sia=1, (=x)ra sia<1.
. : A & (Inn)x I
Exercice : 1) Domaine de définition dexJ-€ z >— ? Continuite ?
n=1 n

(Int)x

2) Montrer que K DI .dt =I(x+ 1) quandk — +o.

5.3. Equivalents d'intégrales elliptigues

Probléeme: 1) Soient g et h deux fonctions continues aJ0,» R*; .
On suppose quau V(0+) : g@A.t9"1 et ht)OB.t® ou B,a etp sont > 0.
Soity = a/f. Montrer que, quand - 0+, F§) = I]O al [h(?)gz(]”
est équivalent & : OB-H sipzalf,
Cin % sip=alf,
ou C est une constante qu’on exprimera a I'del@, B,a, (3, 1 et de la fonctiom.
[ Indication: On prouvera qu’on peut remplacer g et h parsi@arties principales. ]

2) Applications montrer que :

In(1-K)
a) Quandt — 1- j \/(1—t2)(1—k2tZ) -5

b) Quand - 0+, .[O W 0-

¢) Quand — 1-, j0+°°¢ O-In(1-K).

N0 (k)

6. Formule d’Euler.

Une importante formule due a Euler relie les fansiB et.

F().ry)

> R
(x&y=>0) B&.Y) = Fiay)

Nous allons donner trois démonstrations de cettadte. La premiéere

repose sur la méthode de Laplace. La secondenptuselle, passe pa

des intégrales doubles. La troisieme anticipeasulte.

1°® méthode : méthode de Laplace

Utilisons le résultat de 5.1 pour retrouver la fakende Gauss, puig
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démontrer celle d’Euler.

Soientx, a, b > 0. Le changement de variable ¢=donne :

as

Bx+a,b)= Etma—l_(l_t)b—l_dt = J.Ome-XS.f(s).ds , ol f(s) = (1- oS )b—1. N

Commef(s) 0 en o+ , le théoréme précédent donne x B4 , b) D@ quandx — +oo .

1) Faisons = 1,x=n. Il vient B+ 1 ,b) = b(b+1)n! ) O I'r(]bb)
ne.n!
On en déduit la formule de GauBgb) = limp, , 4 HoH)... o)

2) On a, en vertu de la formule de Gauss

(atb)(atb+l)...(@+b+n)
a(atl)...@+n)

méthode : intégrales doubles

n#n! r@ rbo r@).rb
I (a+b) nan! (n+1)P M(at+h) -

B(a, b) = B(a+n+1,b) [

2éme

Le schéma de calcul est le suivant :
- ™ x-1 ot e x-1 @u - x-1 Y1l at-u N - 2
Fx).ry) = jo tletdt jo uwteudu = ”Dt wletudtdu , ot D=]0, [
Dans cette intégrale double, effectuons le changedevariables (s, t) = (u + t, t).

Alors le domaine D deviedf = {(s,t) ;0<t<s}etle jacobieﬂg((tT’Ltj)) =1.

Dol j thx—l.uy-l.ert—u.dtdu = j L i (s-t) Lesdsdt = jo“”ers (jjtx—l(s—t)y-l.dt).ds.

S —1 (1 —
Le changement de variable t = sv dorj;r)ﬁ‘l(s—t)y'l.dt =g 1j()vx‘l(l—v)y'l.dv =B y) s !

Par conséquent(x).r (y) = B(x, y). j0+°°sx+y'l.ers.ds = B(x, y). (X +Y).
. o 2 2. o
Une varianteconsiste a poser t=wu=w eta passer en p0|a|res .
r(x).F(y) = 4L+°°v’f-’x-1.ervz.dv mezy‘l.erwz.dw =4 J' IDVZX—l.WZY‘l.erVZ—WZ.dv.dW , ouD=]0, iao[2
+00 2
= 4J"[Dr 2 1co@-1gsin? 0er.dr.dg = 4J'0 r2¥Lerdr joﬂ coP10.siry-10.do

B, y).r (x+y).
Cependant, ce sont la des intégrales doubles imggofi I'on veut montrer cela rigoureusement,
voici comment procéder :

1) On commence par supposesty > 1. L’intégrale double est impropre sbr= [0, +oo[2 .
2) On encadreJ- .[qA)tX—l.uy‘lft—u.dtdu, ou C(A) = [0, A]2 , en notant que le carré C(A) est compris

entre les deux triangles pleins t €\ et t + u< 2A de [0, 4@0[2 . Puis on change de variables.
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Ou bien on encadre J'ifD(A)VZX‘l.WZHEVZ‘WZ.dV.dW , 0t C(A) = [0, Af est compris entre deux quarts

de disques de rayons A et\/é . Dans lesdites intégrales doubles, on passe airgml

Il reste a faire tendre A versot

3) Pour revenir x ety > 0, il suffit de noter quE(x + 1)I'(y+1) =Bk + 1,y+ )I'(x +y + 2)
implique I'(X).I'(y) = B, y).r(x+vy).

3éme

méthode : équation fonctionnelle

Fixonsy > 0. Il s’agit de montrer queldx > 0 % B, y).r(x+y) =r(x.

La fonction Y§) = B(x, y).I' (x +y) vérifie les trois propriétés fondamentaled de

r( )
.« Y(1) = % B(1,y).F(1 +y) = % =1

S Y(x+1) == B+ Ly)M(x+1+y) = =< —XB(X, y).(x+).T (X +Y) =X Y(X).

F( ) r(y) x+y

e In Y est convexe, car In X = In B, y) + InT(x +y) — In ['(y) est convexe comme somme de
fonctions convexes. Cela est laissé en exercice.

Or nous montrerons au § 9 que ces trois propréatexctérisent la fonction.
Applications.
1) Calcul del'(%), del(n+ %) et de l'intégrale de Gauéﬁ e X dx .

2

r(3)” = B(z.3)=m doncr () Jrr.

1,-2n-1 31 (2n)! ne Xy = 1 1
r(n+3) =27 ...22\/77 22n(n|)2\/_ Etj' X e Ar(n+3).
2) Formule de duplication de Legendre
Montrons pour commencer que Ox(>0) B, x) = 2‘2X+1.B(l ,X) .

B(x,X) = zj.omzcos?x-lesin%l&dﬁ - j sin>1(26).d@

22)(2

=i [ siPg.dg = 45 jo SiPg.dg = 525 B(3,9) .
T2 _ 1 Arr
T@X) ~ 251 T(x+1/2)
On en déduit, en remplacanparx/2, la formule de duplication deegendre:

F(x)
2x1 ]

I (2x)

La formule d’Euler donne ool -

, donc T (X).M(x + %) = \/_

0%>0) (g =Jn

Nous reviendrons sur cette formule au § 8.

77/2
Exercice :_ Fonction de Wallis W(x) = J.O sin*t.dt .

1) Domaine de définition de W ? Montrer que Wdssclasse € sur son domaine.
2) Monotonie, convexité, limites ; calcul de W(@/(1), W'(0) et W'(1) ; graphe ?
3) Relation entre W(+ 2) et WK) ? Que dire dex(+ 1). WK).W(x + 1) ?

4) Equivalents de W) en—1+ et en o ?
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7. Formule des compléments d’'Euler

Théoréme:| Ox0]0, 1 FX.r(1-x = (formule desompléments).

sm(m)
Commencons par donner des énoncés équivalent:ttdefcrrmule :
= = _ T iy x[a=d) = Sint®)
) B(1 =X, X) = Sln(nx) i) AX, 1)= '[ 1+t Sin() i) xu(l nz) Pt

i) en vertu de la formule d’Euler,
i) en vertu des liens entleetB, puis de la formule d’Euler,
iii) en vertu de la formule de Gauss (cf. § 2)

Il suffit donc de démontrer I'une ou l'autre desatre formes.

sin(7x)

Laformule OxOR x L_I (1—%—2) = , valable aussi dar, est due a Euler.

Elle peut se montrer de multiples facons, la piogpke étant de passer par les séries de Fourier.
ootx—l
—.d
o 1+t
par des calculs algébriques, puis pour les réelg 8 1 par une argument de continuité et densité.
Mais on peut aussi I'établir par transformatiorLdglace.

La relationA(x, 1) = t = —ZL__ peut se démontrer pour les rationnets 2 [ 10, 1]
sin(7x) q

La formule des compléments, qui met en jeu leswalde I' uniquement sur ]0, 1[, peut sembler
anecdotique. Il n’en est rien car elle peut sexvorolonger la fonctiof a la droite réelle : si I'on

pose N(1-X) = %) pourx > 0 n'annulant pas sifK), on prolongd™ a la droite réelle.

sm(m) I'(
Nous reviendrons sur ce sujet au 8§ 10.
1°"® méthode : développement eulérien par séries de Faer .

Les séries de Fourier permettent d’obtenir a pefnaie d'importantes identités dues a Euler.
Soitf la fonction 2e-périodique définie pé(t) = cosfit) si |t |< @ On suppose [ C-Z (sinon ?).
f est paire, continue etlcpar morceaux, donc :

f(t) = sm(cm) sm(cm) Z( 1)n 2a _ cos().

et il y a convergence normale de la série f/.e‘Eﬂ;I on fait t = 0 puis t 31, on obtient :

—_1\n_<£d -1 . 2a *
sm(an) Z( 1), 0’2 n2 et Ticotangm) = - + ;aZ—nz *).

Sia O R-Z, Parseval donn\.

nz(6"7) 2(0 n)z-

La fonction gk) = cotanx — % est définie et continue sufT}, T, et Lxg(t)-dt =In —Si)r(lx :

On déduit de ceci et de (*) quéx O ]-1, 1] sinx = X rl(l— 7?

2™ méthode : transformation de Laplace

Cette méthode utilise une partie des résultatspigrts, mais permet de conclure sans passer par la
formule de Gauss. NotonsqlE A(x, 1) pour simplifier.

+ootx_l
Fixons 0 <x < 1 et considérons la transformée de Laplacg =F4-0 m.e“y.dt.
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Elle est définie, &surR+, ct surR*,, et vérifie I'équation différentielle - F'(y) = %
On en déduit que (= I'(x) eyrwt‘x.eﬁ.dt ( seule solution tendant vers 0 en %

y
Du coup F(0) =30 = I'(x) j0+°°t—x.ert.dt = F(%) F(L-X).

Reste & montrer quex)(= Wl(rm)

Pour cela, en vertu de ce qui précede, il sufétablir que J) = 1y Z( 1)n

X X2— n2'
. 1 +00 1 {1
Ecrivons J) = 1+t'dt + | 1+t dt HX) + H(1 —x) , ou H§) = 1+t'dt'
+00 n
Or HK) = Z - ) , et I'on conclut aisément.
= Xt
3°™ méthode : densité
Probléme
& (-Du**-qui+u
i — * k =
0) Soientu 0 C - {1}, q 0 N* . Montrer ;ku IR
1) a) Soitx une variable réelle. Quel est le domaine de déimide JK) = m dt
: o yPt
b) Soitx = q DQ n 10, 1[. Montrer que 3§ = qj o) du.

2) Résoudre I’équationqu+ 1 = 0. Exprimer ses racings, Nz, ..., Ng-1 a I'aide de leur arguement
réduit (i.e. compris entre 0 et

p-1 g-1
3) Décomposer en éléments simples la frac = A .
) p p tion: ; "
q-1
Trouver A et montrer queZAk 0.

+oo p-1
4) On veut calcule[{0 o

.dt sans regrouper les éléments simples associés sxquhjugués.

b — —
Montrer que si0 @<b, du_ - In|b U/ |+iArgM (-mt< Arg z <m)
a U] a7} a7k

uPt

a1
Montrer que si — 0 etb — +oo J- uq+1d - Zézz' D k(7"
k=0

6) En déduire que(ag) = . Etendre ce résultat a tout ré€l 10, 1.

n
sin(p77q)

Applications : 1) Limite et développement dig = .rwlfttn .

1
Jn existe poun = 2, et tend versj‘0 dt = 1 par convergence dominée.

Le changement de variable u'Set les résultats précédents donnent :
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NG 1) =

2= 1ad,

Sk
Sk

ALY 1lr-byrdy = £
Bl = pTEpre@ = o
n
>J:=n->Pi/(n*sin(Pi/n));asynpt(J(n),n, 15);

1 7 31 127 73 0 141447 2
6]-[2 N 360Tr4 15120]-[6 6048001-[8 N 342144(}Tl N 653837184006[_1L

1+ + +
n2 n4 n6 n8 nlO n12
8191 .,
37362124800 1
+ ni4 + ﬁ

+1
2) Le Pi lemniscatiquen = dt .
) 1 -4

— of™dt — 1 (™ e\ =1lgl ly_Nm1\J%) _ T \U5)"
w‘zfo\/ﬁ 5 [, r@uedu = 587, 5) =7 F o

3) Montrons quec = gt _ ARy
Montrons quee = [, g1 = o0

! :.l ) -2/ —Uu)V :l l l :ﬁ—r(l/S)
Tout d’abord ¢ 3I0u 3(1-u)Y2du 38(3,2) 3 T(56)

Or Legendre donner:(%) = ﬁl’(%).l’(%) , etles complémentﬂ'(%).r(%) = 20
Vg

[oe]
w

. Formule de multiplication de Legendre-Gauss

Avant d’énoncer cette formule
je ne résiste pas au plaisir ¢
reproduire ici, a coté d'une
gravure officielle repésentan
Adrien-Marie Legendre, un

* " talentueux et savoureux portra
w -charge, découvert en 200
' 2 I dans les notes d’un étudiant d
) g XIXéme siécle, si j'en crois
' internet. Comme on Voit,

Legendre n’était pas le gendr
idéal !

Preuve: nous avons déja démontré cette formule au § 6.
Voici une preuve fondée sur la formule de Gauss.

X+1

nZn! nz.nl . N2 (n)2.222
X(X X4pn) XHL X+l X+l X(X+L) (X+2)...(x+2n+1)
2(2+1)...(2+n) 5 ( 5 +1)...( 5 +n)

reregh o

. nx+%_(n!)2_22n+2_r(x) D\/;M

@n+1@n+1)(2n)! o1+ Via Stirling.
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En prime, indiquons une autre preuve, fondée sfanetion :

A ’;32’} 0% (R) - expetrA).(detAf™.

Exercice : SoitD ={X,y,2 ; x>0,y > 0,xz—y2 >0}
On définit pour tout régd > 0: If) = J.'[ Dexp(—x—z).(xz—y2)"‘1.d>cdy.dz.

Calculer 1p) a I'aide des deux changements de variables sigivan

[X y}:[é g}[é \Z(} (XetY>0) et my,z)q(%d,%)'

yz
On exprimera les résultats a I'aide de la foncfion
[ Réponse : On trouvep) = @ F(p).r (p + %) = 2—727,3 r(2p).]

Théoréme 2: Plus généralement, la fonctibnvérifie la forume de multiplication déauss:

1- g-1
0qON* Ox>0 M@= @72 ¢ Hr(ﬁﬁ)

Preuve:
X X+l X+g-1
I‘(‘;jr(xﬂ()D nen! . 1nq.n! . : nlq .n! .
- q X(X41).. X4n) X xH gy xHlyqy  x+g-L x+q- X+
q(q)(q )q(q )(q ) q\q+1)""q+n)
w37 w31 a1

_ n 2.(n!)%qi® n 2.(n)eg™0rx _n 2.(nHig*™.r(x).qn+l)
T XX (X+2)...x+aq+qn-D) — (grgn-1)x(grgnAL)! gxnx.(g(n+L))!

On conclut par Stirling et on changengx.

9. Théorie de H. Bohr et J. Mollerup

Dans un article de 1922, les danois Harald Bohd.eMollerup ont caractérisé simplement la
fonction I'. Prolongeant leur travail, Emil Artin a rattachg £931 toutes les propriétés de la
fonctionl” a cette présentation.

9.1. Convexité logarithmigue

Définition : Soit | un intervalle deR. Une fonctionf: | — R*, est ditelogarithmiquement
convexesi la fonction Inf est convexe.

Proposition 1: Sif etg sont logarithmiquement convexes sur |, il en estnéme dé.g, def a (pour
a > 0), et dd + g. Enfin, une limite simple de fonctions logarithmiguent convexes, a valeurs > 0,
I'est également.

Preuve: laissée en exercice.

Proposition 2: Une fonction logarithmiquement convexe est carvéa réciproque est fausse.
En faitf est logarithmiqguement convexe si et seulemergasir tout réeh, la fonctionx - e f(x)
est convexe.
Preuve: laissée en exercice.

nxnl
X(X+1)...(x+n)
convexe. En déduire que la fonctibrest logarithmiquement convexe.

Exercice 1 : Montrer que chacune des fonctiffs) = est logarithmiqguement
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Exercice 2 : Soif : | — R*; une fonction deux fois dérivable. Montrer duest logarithmiquement
convexe ssill(x, ) 0 IxR f(x) £+ 2F(x) t +F'(x) = 0.

9.2. Présentations axiomatiques des fonctiohsQ, W.

Théoréme 1: Il existe une unique fonctidn: ]0, +oo[ — ]0, +oo[ verifiant :
nra)=1 x>0 Mx+ 1) =xI(x) iii) [ est logarithmiquement convexe.

Théoreme 2: Il existe une unique fonctid : ]0, +o] — R vérifiant :
NQ(1)=0 x>0 Q(x+1)—-Q(x) =Inx i) Q est convexe
Preuve: Ces deux énoncés sont équivalents, si I'on @sdn I'. Montrons le second théoreme.
Analyse Soitf une fonction satisfaisant les hypohéses de cedhén
Tout d’abord, pour tout entier> 1,f(n) = In (n — 1)! . Cela découle par récurrence de i) et ii).

Jedisque Ox[O]0,1] OnON* xIn(h-1) < f(n+x)-f(n) < xInn.

En effet, la convexité deimplique que la pente de la corde joignant lesgsdvi(n, f(n)) et Pf + X,
f(n + x)) est comprise entre la pente de la corde joiglesnpoints AQ—1, f(n—1)) et M, et la pente
de la corde joignant les points M etrB{ 1,f(n + 1)).

Du coup, pour tout [1]0, 1] , f(n+x) =f(n) +x.Inn+ o(1) quand - + co.

Cette formule est également vraie prur 1,X + 2, etc., et de proche en proche pour xou0.
En effet f(n +x) = f(n) + x.Inn+0o(1) implique
fn+x+1)=f(n+x) +In(n+x) = f(n) +xInn+Inn+ o(1) =f(n) + (x+ 1).Inn+ o(1).

Fixonsx>0. f(X) = f(x+n)—Inx—Inx+ 1)— ... = In(x+n)
fn) +xInn-Inx—=Inx+21)—...—In(x+n) + o(1)

= lig. 40 XINN=1INX - Zln(l"'% .
Cela montre I'unicité de la fonctio‘n:herchée._1
Synthése Notons Qp(x) = xInn—Inx - kZ:‘In(1+%) :
Démontrons que la suit®f(x)) converge. Pour cela, fixomset transformons cette suite en série :
Qn(X) = kZn_;uk(x) , ol poum > 1 h(X) = Qn(X) = Qn-1(X) = - xIn(L - %) —In(1+%) = O(ﬁE).

Ainsi, (Qn(X)) converge en tant que suite des sommes part@liee série absolument convergente.
On peut aussi montrer qu’elle est de Cauchy. terasmontrer qu&(x) vérifie les trois hypothéses.

) Qn(1) = Inn - SIN(k+1)-IN(K)] =~ In( 1 +1) 0,

k=1
i) (x>0 Qu(x+1)-Qn(x)=Inn—Inx+ 1) +Inx —In(x+n+ 1) +Ink + 1)
n=>d—|n(1+XT+1) = Inx

iii) Chaque fonctior), est convexe, comme somme de fonctions convexgzmime que

n
Qy'(x) = kz_;‘(x+—1k)2 Or une limite simple de fonctions convexes estveae.

Proposition 3: La fonctionW = Q' = I'’/T est la seule fonction ]0esf — R vérifiant
i) Ox>0 W+ 1)-WYX = % i) W(X) =Inx+ 0o(1) au V(+0).

Preuve: Tout d’abord, la fonctio® vérifie ces deux conditions.
La seconde conditon découle de ce @uast croissante sur ]0gof et telle que(n+ 1) = Hy, - .
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Réciproquement, si F est une fonction vérifiant @esx conditions, F W est 1-périodique et tend
vers 0 en ¢, donc est nulle.

Exercice : Montrer quE est I'unique fonctiori : ]0, +o[ - R vérifiant :
)f(1)=1 ii)Ox>0 f(x+ 1) =xf(X) iii) g(x) = (%)Xf(x) est décroissante.

10. Prolongement réel de la fonctioffr.

Les fonctiond, Q, W, précédemment rencontrées sont définieR3uyr Il y a bien des facons de les
prolonger &R ou aC. Mais il n’y a qu’une facon de les prolonger denigee cohérente, c’est-a-dire
en préservant la validité des formules renconte@eshemin.

Nous noterons DR-N=R-{0,-1,-2,-3, ... }.

La formule"(x + 1) = x.I'(x) permet de prolonger la fonctidn de proche en proche sur les
intervalles 1, O[, -2, —1[, etc., donc sur D. Il suffit, pour (n + 1) <x <-n, de poser

re) =

D) ey T+ -

Conséquencesl) Pourtounz=1, I'(-n+%) = %

2)T reste € sur D, et méme dse en tout point.
(1)
nl.(x+n)
4) I'(X) prend des valeurs alternativement < 0 et > Oesuintervalles{1, O[, -2, -1[, ]-3, -2], etc.

3) N (x) D% au V(@) , et MN'(x) O au VEn 1).

Les formules de Gauss et Weierstrass restent ealadihsi que la formule des compléments.

& Pourtoux O D, IN'(X) = limp_, 40 ﬁn'@(_’_m (formule deGausy.

¢ Pour toutx 0 D, % = xe™ lj e_% (1+ ﬁ) (formule d&Veierstrasy
v Pour touix [ D, % = —y—‘;l(‘ + ;(%—ﬁﬁ)

» Pour toutx 0 D, et toutk> 1, D %)(x) = ;%

On en déduit par dérivation que’( x).I'(x) - I"(x)2 = 0, dond ”’( x) est du signe dE(x).
I est donc alternativement concave et convexe suntervalles 11, O[, -2, -1], ]-3, —2], etc.
De plus, en appliquant le théoréme de Rolleldx}/sur chacun des segments[—-n+1], on voit

quel’ s’annule en un pointx ]-n, —n+1].
Ses variations sur chacun de ces segments s’ersdatiaisément.

La relation des compléments s’étend sans pelRie a
Proposition : Formule des compléments

DxOR-Z T(Q).Mr(1-x= W](Tm) , ouencore :OxOR o I:'L(l—x) = S'nl(Tm),

La Z™forme est plus maniable que la premiére, carratfon 1I" est définie et continue B

Voici les graphes des fonctionsdigamma¥ =T"/T", et 1I".
» with(plots):alias(GGAMA) :
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p: =pl ot (&(x), x=-5.1..5,-5..6, nunpoi nt s=1000, col or =bl ue, t hi ckness=2):
v:=k->plot([k,t,t=0..3k)]):h:=k->plot([t,(k-1)!,t=0..Kk]):

di splay({p,seq(v(k), k=1..4),seq(h(k),k=2..4)});

> pl ot (Psi (x), x=-5..5,-6..6, nunpoi nt s=2000, col or =bl ue, t hi ckness=2);
>pl ot (1/ GAMVA( x), x=-5. 1. .6, t hi ckness=2);

B

.

-104

-151

L'écrasement progressif des branches§ ders la gauche s’explique et se mesure par :
Proposition : Sil"’” s’annule en un pointxd ]-n, —n + 1], alors :

—n+ Lol CD" g
=—-n+ +O(|n2n) et I'(xn)D\/ZTn e “Inn

Inn

Preuve: écrivons x=-n+a,, ou 0<a,<1, et¥(xy) =0.
Comme la fonction¥ vérifie OxO D W(x+ 1)-W(X) = 1 ,ona:

X
Plo+ 0+ 1) :w(xn)+%+xq1+1+'”+x1%rn :%4-)(:1]:*'1 x}m
ou encore W(ap + 1) :—n}kan + —n+1an+1 + . +$_ +é _
1 a1 - 1 1 1
a1l a Pln+ 1)+ na & ndan T 2%an

W est bornée sur [1, 2] et un encadrement doz;%ei\ + é = Inn+ O(1).



La fonction hg) = ;(11 + 1 est un homéomorphisme décroissant de ]0, 1Rsuion a facilement
= X

donc hly) = 1 +O(%)quandy_> +00. DONC a;= h {(Inn+0(1)) = L +O(+L-).

y ~Inn In2n
M) = ——0tn) I () __ (pr(a)
VT (e tD)..(6tn-D)  (@-n)(@-ntD)..@-1)  (Ian)-a)...(n-a)
(DT (@) (-1)

= aprés justification...
n!.(1—%)(1—%)...(1—%) n!.anexp@n.Hn)

11. Prolongement complexe de la fonctioh.

+00
Comment prolonger au plan complexe ? On peut observer que I’intégf(?ltz‘l.e‘t.dt converge

absolument pour Re z > 1, définissant une fonciioalytique dans cet ouvert. Mais cela ne regle
pas la question. Le plus efficace est ici de pdsita formule de Weierstrass :

L = yX - +X —ﬁ
1) xe L_J(l n).e .
+00 _z
Théoréme: La fonction Pf) =ze" D (1+%).e " est définie et continue dans le planpet s’annule
aux points 0:-1, -2, -3, ... . C'est une fonction entiére.

Preuve:

Définition : On notel” la fonction définie su€ - { 0, -1,-2,-3, ... } par la formuld (2) = 1/P{).

>alias(G=GAMWA) ; eval f (G 1));
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G
-.154949828- .498015668|I
>f:=(x,y)->m n(abs(G x+l*y)), 12);
fi=(x,y) > min(|G(x+1y)|,12)
>plot3d(f(x,y),x=-3.5..4.5,y=-4. .4, nunpoi nt s=2000, axes=boxed) ;

10 Iﬂﬂyﬁfp
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12. Applications

12.1. Volumes des boules

Proposition 1: Boules euclidiennesoit $={( X, ..., Xn) U R"; x12 + ... +xn2 <1}
Le volume de § c’est-a-dire \, = I...Ld)(l...dm , est donné par :

2vmml T2
sin=2m+1, et dans les deux cas :

m
Vh=— sin=2m, Vu= Al ny o
I'(1+§)

m!

Corollaire : Vi, D(ZTzze)n\/_ quandn — + ; en particulier: - 0.
m

La suite(%) est décroissante, si I'on en croit Maple :

>f=x->Pi M(x/ 2) ] GAMVA( 1+x/ 2) / 2~x; pl ot (f(x), x=-2..10, t hi ckness=2);

.87

0.6

0.4

0z

2 U 2 i ) B 8 10

Quandn augmente, le volume relatif dg &ans I'hypercube-l, 1]n tend en décroissant vers 0.
Corollaire : Soit A une matrice symétrique définie positiverdre n.
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2

Le volume de la boule B={ X O R"; 'AX <1 } est donné par 1
) JdetA

Proposition 2: SoitAn = { (X1, ..., %n) O Ry X1+ ... X5 < 1} le simplexe unité dr".

a  yan _ alal...adl
J‘...J‘Anxl XX O (@+a,+. +arn)] lorsqueny, ..., an, sont naturels

(& +D)..I (antl)
I(a ta+..+antntl)

I"'L Xt XEdx...dx = lorsqueay, ..., a, sont réels > 0, puis réels-%.
. . . Lo n Lo p p1l/p

Corollaire : Soitp= 1 ; on équip®R de la norme N: x = (Xq, ..., %n) — [ al” + ... + kol ]

Soit By(p) ={ (X1, ..., Xn) O R": |x1|p +...+ knlp <1} la boule unité d&" pour cette norme.

r@p)r

F(p+) ° Il tend vers Qquandp - oo,

Son volume Y(p) est donné par Mp) = (2)n

12.2. Primitives d’ordre a d’une fonction.

Soitf une fonction continuR; — R. Définissons par récurrenégx) = f(x), fn+1(X) = .[Oxfn (t).dt.
Ainsi, f, est la primitiven-eme dd, dont toutes les dérivées d’ordre s’annulent en 0.

(z(n ti)_'l f(t).dt .

Prolongeant cette idée, définissons, pour &ort0, la « primitivea-éme » dd par la formule :

Il est facile de démontrer quefp(X) = I

9 = [ (Xr_(t;) ().t

Exercice: 1) Montrer que la fonctiofy est bien définie et continue 9.

2) Calculerfy(x) lorsquef est un monéme, un polynéme, une exponentielle, etc

3) Montrer qud,(X) — f(X) quanda — O+.

4) Montrer quefa+p = (fa)p, autrement dit que la primitive d’'ordra ¢ b) def est la primitive
d’ordreb de sa primitive d'ordre.

5) En déduire gu'il existe un endomorphisme TT@R., R) tel que (T o T){)(x) = J.OX f(t).dt.

12.3. Laplace, Fourier

Soita> 0. La fonctionf, : s —» 2 1e™Sa pour transformée de Laplace

() = [ “stesevds = &ﬁ‘g

Par ailleurs, la convolée dgetf, est donnée par :
tC )X = jo fa (t).f, (x-t).dt = B(a, b). farp(X).

@ r(b) I (a+h)

(x+L)a (x+1)° (x+L)ao

On retrouve la formule d’Euler. Il resterait néammsoa préciser dans quel espace fonctionnel
s’effectuent cette convolution et cette transforaratle Laplace.

La formule L(f Cg)=(Lf).(Lg) donneici: =B(a, b)

Probléme : transformées de Fourier

1) Soita un réel > 0. Montrer que, pour touf] R, t — t2~1 et Xt est intégrable sur 0 cof.
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On note K(x) = J'0+°°ta—1 etext dt.
2) Montrer que Eest de classelCet vérifie I'équation différentielle- (i +x).Fy(X) = a.F5(X).
En déduire F(X) =T (a) (x2 + 1 P2.exp(.a.Arctanx).

3) En déduire les formules suivantes, pour xaéel :

tcosé<t) J1+X2+H1 tsm(xt) J1+x2—1
[e dt _\/; o e [e dt—\/; e

12.4. Applications probabilistes

Définition 1 : Soienta, p deux réels > 0. On dit que la variable aléatofre (Q, @ P ) - R*. suit

la loi Gamma de parametresx( ), et 'on note XUyq, 4 , i X a pour densit |,
U

du®®) = T

Sip =1, on retrouve la densité exponentiél{a).

W™ §ix>0 fou(¥) = 0si x<0.

On vérifie sans peine quEoo fou(X).dx = J.Om fou(x).dx = 1.

Proposition 1: caractéristiques des lois gamrBaX Ly, |, , alors :

o(X) = @ , mdX) = E(Xk) _ (). ak(ﬂ"‘k—l)

EX =5 vi=4

Proposition 2: stabilité des lois gamma
Silesv. a.r. X et Y sontindépendantes et SUiv@p.yq,u €tyq,y , alors X+ Ylyg sy -

Proposition 3: Si les variables indépendantes, Xo, ...., X, suivent la loi normal&((0, ¢?), la
- 2
variable S =) (X;)? suit la I0|y(202 2)

Définition 2 : Soientu etv deux réels > 0. On dit que la variable aléatofre (Q, @ P ) - (0, 1)
suit laloi Béta de paramétresu(v), et I'on note XUB(y, v), si X a pour densitg,,
Fr1x) 7t siowx<1 guv(X¥) = 0 sinon .

ﬁl,v (X) B (,U V)

En particulier, la loi B(¥2, ¥2), de densf(&) = l_(::LL_) sur ]0, 1], est ditéoi de I'Arcsinus.

1
Ici encore, on vérifie quéogy,u(x).dx =1

Proposition 4: caractéristiques des lois bé® X [1B(yu, v), alors :

24 ~ e = Mpl)... (u+k-1)
(e vy ™) =ECO = ). k)

E(X) = , V(X) =

u+v

Proposition 5: Si les v.a.r. X et Y sont indépendantes et suivespectivemeny |, ety y, alors

X indé X Y
X+Y et K+ sont mdependantesm LB(u, v) et Ay LIB(v, W).

Proposition 6: Si les v.a.r. X et Y sont indépendantes et suip, v) et B{',v’),ou’ = p+v,
alors XYU B, v +V).

12.5. Lien avec les fonction& etn.
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+00 400 [ — n-1
Les fonctiong((X) = %etr"(x): Z( 1)

n=1 n=1

sont définies resp. sur J1eof et sur 0, +o].

X

Elles sont liées par la formulelx > 1 n(x) =(1- 2}_1 ).(X).

Mais surtout, elles sont liées a la fonctiopar les formules :
e

+00 1 +oo TX1
Proposition : Ox > 1 {(X).F(X) = jo ;_Idt et Ox>0 nX).M(x) = J'O %L.dt.

Preuve:
Proposition : La fonctionn est strictement croissante sur |&[+

Preuve:

Enfin, les relations entre les fonctiohgtl” ne s’arrétent pas la.

Théoreme de Riemann La fonction &(s) =%s(s— 1).T[_S/2F(%)Z(s) vérifie {(s) =&(1-s) pour

tout s[1]0, 1 et en fait pour toutls C, apres prolongement.

Une autre expression du premier résultat esis:(1]0, 1] {(s) = 2(21)_S cos(%)F(s)Z(s).
Cf. Centrale PSI 1999.
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