UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Geometria Euclidiana Espacial e Introducao a
Geometria Descritiva

Material em preparacao!!

Ultima atualizagdo: 22.07.2008

Luciana F. Martins e Neuza K. Kakuta

SAO JOSE DO RIO PRETO - 2008



Sumario

1 Retas e planos

1.1 Postulados e primeiros resultados . . . . . .
1.2 Determinagao de um plano . . . . . . . . ..
1.3 Semi-espagos . . . . . ... ...
1.4 Exercicios . . . ... ... ... ... ...

1.5 Paralelismo entre retas e entre reta e plano

1.6 Exercicios . . .. .. ... ... ... ....
1.7 Paralelismo entre planos . . . . . . ... ..
1.8 Exercicios . . . ... ... .. ... ... ..
1.9 Perpendicularismo entre reta e plano . . . .
1.10 Exercicios . . . . . . ... ... ... .. ..
1.11 Planos perpendiculares . . . .. .. .. ..
1.12 Exercicios . . . . . . ... ... ... .. ..
1.13 Projecao ortogonal . . . . .. ... .. ...
1.14 Exercicios . . . . . . ... ... ... . ...
1.15 Proporcionalidade . . . . . . . ... ... ..
1.16 Distancias . . . . . . ... ... ... ...

1.17 Exercicios . . . . . . . . . .. ...

2 Nocoes de Geometria Descritiva

2.1 Sistemas de projecao . . . . . ... ... ..
2.2 Exercicios . . .. ... ... ... . ...,
2.3 Estudodareta . . ... ...........
2.3.1 Epura de uma reta qualquer . . . . .
2.3.2 Epura de uma reta horizontal . . . .
2.3.3 Epura de uma reta frontal . . . . . .

2.3.4 Epura de uma reta fronto-horizontal

2.3.5 Epura de uma reta de topo . . . . .



2.3.6 Epura de uma reta vertical . . . . . ... ... Lo 41

2.3.7 Epura de uma retade perfil . . . . ..o 42

2.4 Determinando retas . . . . . . . . ... 42
2.5 Pontos onde uma reta intercepta os planos de projegoes . . . . . . . . . .. ... 44
2.6 Convencao para pontos na épura . . . . . . . . . ... e e 45
2.7 Pertinéncia de pontoereta . . . . . .. .. 47
2.8 Exercicios . . . . . . 48
2.9 Estudodoplano. . . . . . . . . .. 52
2.10 Epura deplanos . . . . . . . 54
2.10.1 Plano horizontal . . . . . . . . ... .. 54

2.10.2 Plano frontal . . . . . . ... 55

2.10.3 Planode topo . . . . . . . . . .. 56

2.10.4 Plano vertical . . . . . . . . ... 56

2.10.5 Plano de perfil . . . . . ... 57

2.11 Exercicios . . . . . . . 57

3 Poliedros 59
Referéncias Bibliograficas 64



Capitulo 1
Retas e planos

No decorrer deste texto admitiremos conhecidos todos os resultados validos para a Geometria
Plana. Uma figura é um conjunto de pontos e é dita plana quando todos os seus pontos
pertencem a um mesmo plano. Neste caso, os pontos sao ditos coplanares. Caso nao exista plano
contendo uma figura, dizemos que a figura é reversa, e seus pontos sao ditos nao coplanares.
Denotaremos pontos do espago com letras latinas maitusculas A, B, X, Y, ..., retas com letras

latinas minusculas r, s,t, ... e planos com letras gregas maiusculas II, II', T, . . ..

1.1 Postulados e primeiros resultados

Postulados da reta

[R1] Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e nao pertencem a reta.
[R2] Por dois pontos distintos do espaco passa uma unica reta.

Notagao: A reta que passa pelos pontos A e B é denotada por ¢(A, B) .

Postulados do plano

[P1] Por trés pontos nao colineares do espago passa um tnico plano.

[P2] Qualquer que seja o plano, existem pontos que pertencem e pontos que nao pertencem

ao plano.

[P3] Se dois planos tem um ponto em comum, entao eles possuem mais de um ponto em

comuin.

[P4] Os casos de congruéncia de triangulos da Geometria Plana também sao validos para

triangulos situados em planos distintos.



Notagao: Dados A, B e C' pontos nao colineares, o tinico plano que passa por estes pontos é
denotado por (A, B, C). Assim, se o plano II contém A, B e C, entao I1 = (A, B, C).

Proposicao 1.1. Dados dois pontos distintos existe um plano que os contém.

Demonstragdo. Sejam A e B pontos distintos. Pelo Postulado [R2] existe uma reta r que passa
por A e B. Pelo Postulado [R1] existe um ponto C' tal que C' ¢ r. Assim, A, B e C' sdo nao

colineares e, portanto, segue do Postulado [P1] que existe um plano contendo A, B e C. 0

Note que o plano dado na proposi¢ao anterior nao é tinico. Prove isto! A reta r da demons-
tragao acima estd contida no plano que contém os pontos A, B e C'? O teorema abaixo responde

a essa pergunta.

Teorema 1.2. Se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, entao ela estd contida

nesse plano.

Demonstragao. Sejam A e B pontos distintos pertencentes a um plano I e seja r = ((A, B).
Vamos mostrar que r C II. Da Geometria Plana, existe uma reta s C II contendo A e B. Assim,

como 7 e s sao retas contendo A e B, segue do Postulado [R2] que r = s. Logo, r C II. O

Como conseqiiéncia temos as seguintes possibilidades para a posi¢cao relativa entre uma reta

r e um plano II:
a) rNII = (. Neste caso dizemos que r é paralela a 11 ;
b) rN1II é um tnico ponto. Neste caso dizemos que r é secante a I1;

c) r CII.

Notagao: Se uma reta r é paralela a um plano II, denotamos por r || II.

A existéncia de retas secantes ou contidas em um plano segue dos resultados anteriores.

Porém, ainda nao sabemos sobre a existéncia de retas paralelas a um plano dado.

Teorema 1.3. Sejam II e IT' dois planos distintos e A e B dois pontos distintos em 11 N 1T
Entao ((A,B) =1In1II.

Demonstragao. Como A, B € II N1II' entdo, pelo Teorema 1.2, ¢(A, B) C II N II". Suponha
que existe C' € IINTI' tal que C' ¢ ¢(A, B). Assim, A, B e C s@o trés pontos nao colineares.
Logo, pelo Postulado [P1], (A, B,C) é o tnico plano contendo A, B e C e, portanto, II =
(A,B,C) = IT', o que é um absurdo pois II e II" dois planos distintos por hipdtese. Logo,
(A, B)=1INII" O



Corolario 1.4. Se dois planos distintos tém um ponto em comum entdo a sua intersecao €

uma reta.

Demonstragao. Sejam II e " dois planos distintos e seja A € II N IT'. Pelo Postulado [P3],
existe um ponto B # A tal que B € IINII". Pelo teorema acima, ¢(A, B) = IIN 1T O

Como conseqiiéncia do teorema acima temos as seguintes possibilidades para a posicdo

relativa entre dois planos IT e II":

(a) IINTI" = (). Neste caso dizemos que os planos sdo paralelos;
(b) IINII" é uma reta. Neste caso dizemos que os planos sao secantes;

(c) I =1I'. Neste caso dizemos que os planos sao coincidentes.

Notagao: Dois planos paralelos 11 e IT" sao denotados por II || IT".

Assim como ocorre para o caso entre reta e plano, também nao sabemos ainda sobre a

existéncia de planos paralelos. Veremos nas segoes sobre paralelismo a existéncia de ambos.

Exemplos 1.5. Construcao de piramides e cones: Seja Il um plano e Ay, ..., A, pontos

em II tal que P = A;... A, é um poligono (note que segue do Teorema 1.2 que os segmentos

A1Ay, AsAs, ... A 1Ay, AL Ay est@o contidos em II; assim, P é um poligono plano). Seja V
um ponto exterior ao plano I1, o qual existe pelo Postulado [P2]. Cada dois vértices consecutivos
de P determinam com V um triangulo. Essas regioes triangulares, juntamente com a regiao
poligonal determinada por P delimitam uma figura geométrica denominada piramide de base
A1As .. A, e vértice V. Quando a base da piramide é um triangulo, temos uma piramide
de base triangular, quando a base é um quadrado, temos uma piramide de base quadrangular,
e assim por diante. Os segmentos A;V, i = 1,...,n, sao chamados de arestas laterais e as
regioes triangulares determinadas por A;A; 1V, i=1,...,n (A1 = A1), sdo as faces laterais
da piramide. Assim, a piramide obtida possui n arestas laterais. Um tetraedro é um caso
particular de piramide em que a base é um triangulo.

Consideremos agora uma circunferéncia C contida em II (recorde que, por definigao, cir-
cunferéncia é uma figura plana). Com raciocinio andlogo ao feito para a construcao de uma
piramide, podemos construir uma outra figura geométrica: o cone, o qual é reuniao da regiao

circular determinada por C com todos os segmentos VA, com A € C.



1.2 Determinacao de um plano

Sabemos que trés pontos distintos nao colineares determinam um tnico plano. Veremos agora

outras maneiras de obtermos planos.
Teorema 1.6. Por uma reta e um ponto nao pertencente a ela, passa um unico plano.

Demonstragao. (Existéncia) Sejam r uma reta e P um ponto tal que P ¢ r. Tomemos A e B
dois pontos distintos sobre r. Como A, B e P nao sao colineares, segue do Postulado [P1] que
existe um tnico plano IT contendo estes pontos, ou seja, I1 = (A, B, P). Logo, pelo Teorema
1.2, IT contém r.

(Unicidade) Seja IT" um plano contendo r e P. Como A, B € r, entao II' contém A, B e P.
Logo, Il = (A, B, P) =TI, pelo Postulado [P1]. a

Notagao: Sejam r uma reta e P ¢ r. Denotamos por (r, P) o (tinico) plano que contém r e P.

Note que se Il = (r, P) e A, B € r, entao Il = (r, P) = (A, B, P).

Definicao 1.7. Sejam r e s duas retas no espaco.
(a) r es sao ditas concorrentes se existe um ponto P tal que r Ns = {P}.
(b) r e s sao ditas paralelas se r e s sio coplanares e r N's = ().

(d) r es sao ditas reversas se sao nao coplanares.

Notagao: Quando r e s sdo paralelas, denotamos por r || s.

Sabemos da Geometria Plana a existéncia de retas paralelas. Aqui temos uma pergunta:
existem retas reversas? A resposta é afirmativa e sua demonstracao estd proposta na lista de

exercicios.

Teorema 1.8. Por duas retas paralelas passa um unico plano.

Demonstragao. Sejam r e s duas retas paralelas. Sendo r e s coplanares (por defini¢ao), existe
um plano I que as contém. Suponha que II' é também um plano que contém r e s. Seja P € r.
Como r e s sao paralelas, temos que P ¢ s e, portanto, como II e I' contém s e P, segue do

Teorema 1.6 que II = IT". Portanto, é inico o plano que contém 7 e s. O
Veremos no proximo resultado que retas concorrentes também sao retas coplanares.

Teorema 1.9. Por duas retas concorrentes passa um unico plano.



Demonstragao. (Existéncia) Sejam r e s duas retas concorrentes e { P} = r N's. Tomando dois
pontos A € r e B € s, distintos de P, obtemos trés pontos P, A e B nao colineares. Pelo
Postulado [P1], estes pontos determinam um tunico plano II = (A, B, P). Como r = {(P, A) e
s = ((P, B), segue do Teorema 1.2 que r, s C II.

(Unicidade) Suponhamos que II' é um plano que também contém r e s. Entao II' contém P, A
(pois P,A€r)e P (pois P € s). Logo, II' = (A, B, P) =11, pelo Postulado [P1]. Portanto, é

unico o plano que contém r e s. O

Notagao: Sejam r e s retas concorrentes ou paralelas. Denotamos por (r, s) o inico plano que

contém r e s.

Observacao 1.10. Notemos que retas reversas nao se interceptam pois, caso contrario, segue
do Teorema 1.9 que existe um plano contendo essas retas, o que sabemos nao existir pela

definicao de retas reversas.

Como conseqiiéncia dos resultados acima temos as seguintes possibilidades para a posi¢cdo

relativa entre duas retas r e s:

(a) r N s = (. Neste caso, as retas sao paralelas (se coplanares) ou reversas (se nao

coplanares);
(b) r N's é um ponto. Neste caso, as retas sdo concorrentes;

(c) 7 = s. Neste caso, as retas sdo coincidentes.

1.3 Semi-espacos

Veremos a seguir a propriedade que um plano tem de separar o espaco.

Definigao 1.11. Seja IT um plano e P um ponto tal que P ¢ I1. O semi-espago determi-
nado por 1l e contendo P (Sup) é o conjunto constituido por 11 e por todos os pontos Q

do espaco que satisfazem PQ N1I = ().

Segue da definicao que todo plano separa o espago em dois subconjuntos, chamados semi-

espagos, cuja intersecao ¢ o plano dado.

Teorema 1.12. Sejam 11 um plano e A e P pontos nao pertencentes a 1l tais que A € Sy p .

Entao Sn,p = SH,A .



Demonstragao. Mostremos que St p C Sma. Seja @@ € Sip. Devemos mostrar que ) € Sty a.

Se @ € 11, o resultado é imediato. Suponhamos que @ € II. Se Q = P temos entao:
AESH,peAgl_[ = Eﬂﬂz@ = PGSEA = QESH,A-

Se Q # P, entao PQNII = (). Seja I’ um plano contendo A, P e Q (note que IT' é tinico se A, P e
@ sdo nao colineares). Uma das possibilidades ocorre: ou a) I'NIT = (), ou b) I'NII é uma reta
r (note que I # II pois Q & IT). Suponhamos que a) ocorre. Neste caso, como AQ C II' (pelo
Teorema 1.2), temos que AQ NII = . Logo Q € Sp.a, como querfamos. Suponhamos agora
que b) ocorre. Supondo por absurdo que Q € Sy a, entdo AQ NI # () e dai, como AQ C IT,
segue que AQ Nr # 0. Assim, considerando o plano IT’, temos que A e ) nao estao do mesmo
lado da reta r. Como @ e P estao do mesmo lado de r (pois PQNII =0 = PQNr=70),
concluimos que A e P nao estdao do mesmo lado de r, ou seja AP N7 # 0, o que é um absurdo
pois A € S p e A ¢ II, por hipétese. Portanto () € Si 4, como queriamos.

Devemos mostrar agora que Sy 4 C S,p. O raciocinio é andlogo e é deixado como exercicio.

]
Corolario 1.13. Seja IT um plano e A, B, P ¢ 1.
a) Se A,B € Sn.p, entao ABNII = ().
b) Se A€ Snp e B¢ Snp entio ABNII # (.
Demonstracao. Exercicio. O

Note que segue do corolario acima que todo semi-espago é convexo.

1.4 Exercicios

1. Se duas retas sao paralelas entao todo plano que contém uma delas e um ponto da outra,

contém a outra reta.
Resolugao: Sejam r || s, P € s e Il = (r, P). Vamos mostrar que s C II. Seja II' = (r, s)
(dado pelo Teorema 1.8). Como IT e IT" contém r e o ponto P, e como pelo Teorema 1.6 o

plano que contém r e P é tnico, concluimos que IT = IT’ e, conseqiientemente, II contém

as retas r e s.

2. Sejam 7, s e t retas distintas no espaco. Se quaisquer duas dessas retas sao concorrentes

entao elas estao num mesmo plano ou as trés retas passam por um mesmo ponto.

Resolugao : Sejam rNs ={P}, rNt={Q} e sNt={X}. Suponhamos que r, s e t ndo
sdo coplanares. Vamos mostrar que P = Q) = X. Sejall = (r,s). Entaot ¢ II. Se Q # X
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entao, como Q € r C Il e X € s C II, segue do Teorema 1.2 que ¢(Q, X) C II. Mas como
Q,X €t,entdo t = ¢(Q,X) C II, o que é um absurdo. Logo @ = X. Se P # @), como
s=0P,X)er=4L4P,X) (pois P,Q € r= P, X €r,umavez que @ = X), entao r = s,

o que é também um absurdo. Portanto P = (). Assim, P = () = X, como queriamos.

. Sejam ABC e DEF dois triangulos situados em dois planos distintos tais que as retas
(A, B), U(A,C) e ((B,C) encontram as retas (D, E), (D, F) e {(E,F) nos pontos

M, N e P, respectivamente. Mostre que M, N e P sao colineares.

Resolugao: Sejam Il = (A, B,C) e II' = (D, E, F). Como ((A,B)N{(D,E) = {M},
(A, C)NUD,F)={N}el(B,C)NUE,F)={P} temos que M, N, P € IINII' (pois
((A,B), L(A,C), ¢UB,C)cllel(D,E), {D,F), {((E,D) CII'). Logo, IT e I sdao planos
secantes. Conseqiientemente II N II’ é uma reta e, portanto, esta reta contém os pontos
M,N e P.

. Duas retas r e s sdo concorrentes. Seja P & (r, s). Qual é a intersec¢ao do plano I = (r, P)

com o plano II' = (s, P)?
. Prove a existéncia de retas reversas.

. Sejam 7 e s duas retas reversas, A € r e B € s. Qual é a interse¢ao do plano (r, B) com

o plano (s, A)?

. Sejam r e s duas retas reversas. Sejam A e B pontos distintos de r e C' e D pontos
distintos de s. Qual é a posicao relativa das retas ((A,C) e ¢(B, D)?

. Seja P é um poligono de n lados, n > 4, tal que quaisquer quatro de seus pontos sao

coplanares. Mostre que P é plano, ou seja P esta contido em um plano.

. Seja VABC'D uma piramide quadrangular de vértice V. Determine o N 3, sendo o =
(V,A,C) e p=(V,B,D).



10. Considere uma piramide quadrangular VABCD de vértice V. Sejam M, N e P pontos

sobre a aresta VA,V B e VU, respectivamente. O plano determinado por M, N e P corta
a aresta V' D no ponto ). Diga como obter @) a partir de M, N e P? (Dica : As diagonais

de um quadrilatero plano se intersectam.)

11. Mostre que duas retas reversas e uma concorrente com as duas determinam dois planos

distintos.

12. Qual é a intersecao de duas circunferéncias de raios congruentes, centros comuns e situadas

em planos distintos?

1.5 Paralelismo entre retas e entre reta e plano

O teorema seguinte é uma extensao para o espaco do Postulado de Euclides sobre retas paralelas.

Teorema 1.14. Por um ponto nao pertencente a uma reta r pode-se tracar uma unica reta

paralela a r.

Demonstracdao. Seja P ¢ r. Pelo Teorema 1.6, existe um tnico plano II que passa por P e que
contém 7. Pela Postulado das Paralelas da Geometria Plana (para o plano II), existe uma tnica
reta s C II passando por P tal que s || . Para mostrarmos que s é a tunica reta paralela a r
passando por P, suponhamos que existe uma outra reta s’ paralela a r por P. Seja II' = (r, s').
Entao IT e I" contém r e P. Logo, pelo Teorema 1.6, II'" = II e, conseqiientemente, s’ = s

devido a unicidade dada pelo Postulado das Paralelas de Euclides. O

O seguinte teorema exibe um critério para verificar se uma reta é paralela a um plano.

Teorema 1.15. Sejam Il um plano e r uma reta nao contida em 1. Entao r e Il sao paralelos

se e somente se existe uma reta s contida em Il e paralela a r.

T

Demonstragdo. (=) Suponhamos que r || II. Sejam P um ponto qualquer de IT e II" = (r, P).
Entao IT # IT', pois r C II' e r NII = ). Comos IT e II' sdo secantes (pois P € II NII'), seja
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s =IINII'. Afirmamos que s N7 = (). De fato, segue do fato de que r NIl = () e s C II. Como
r e § sdo coplanares (pois estao contidas em I1'), segue que sdo paralelas.

(<) Suponhamos que existe uma reta s tal que s C Il e s || r. Se r ndo é paralela a II entao
r N II = {P}, pois r nao estd contida em II, por hipitese. Seja II" o plano que contém s e r
(dado pelo Teorema 1.8). Entao IINII" = s uma vez que s C IINTI" e IT # II' (pois r C II" e
r ¢ II). Logo, como {P} =rNII C II'NII = s, entdo P € s, 0 que é um absurdo pois P € r e
T s. O

O seguinte resultado fornece um critério de paralelismo entre retas no espaco.

Proposicao 1.16. Se r e s sao duas retas coplanares tais que v € paralela a algum plano que

contém s, entao r e s sao paralelas.

Demonstragao. Seja II um plano tal que s C I e r || II . Como rNII = () e s C II, entao
rNs=1{. Logo, como r e s sao retas coplanares (por hipGtese) que nao se intersectam, temos

que r e s sao paralelas. O

1.6 Exercicios

1. Mostre a propriedade de transitividade de retas paralelas no espaco, ou seja, que se duas

retas distintas r e s sao paralelas a uma mesma reta t, entao r e s sao paralelas entre si.

Resolugao: Se as retas forem coplanares, entao segue de resultados da Geometria Plana.
Suponhamos que 7, s e t nao sao coplanares. Sejam Il = (r;t) e II' = (s,¢). Entao Il e

IT" sdo planos secantes tais que II N II" = ¢. Mostremos que r || s.

(i) Primeiramente mostraremos que 7 e s sdo coplanares. Sejam A € r e I' = (s, A).

Entao I'NII" = s (pois I' # II' uma vez que A € I' e A € II', além disso s C I' N 1T').
Como A € T'N1I, e estes sao planos distintos (pois s C I' e s ¢ II) entdao I' N IT é uma

reta contendo A. Seja r’ tal reta. Como 7’ e ¢ sdo coplanares (pois ambas estao contidas
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em II) e ndo se interceptam (pois, se B € v’ Nt, para algum ponto B, entdo como r’ C I'
et CII', segue que B e I'NIl' = s, ouseja B € se B € t, 0 que é um absurdo pois s || t)
entao r’ || t. Conseqiientemente, como 7 e 7’ sdo duas retas paralelas a ¢ por A, segue do

Teorema 1.14 que " = r. Portanto r, s C I', ou seja, r e s sdo coplanares.

(ii) Mostremos agora que r Ns = (). De fato, se existe ponto P € r N s, entao P € t (pois
(Perercll=Pell)e(PesesCIl'= P ell') implicam que P € [INII' = t).
Logo P € tN's, o que é um absurdo pois ¢ || s.

Concluimos de (i) e (ii) que 7 || s.

. Sejam r e s retas nao paralelas. Mostre que todas as retas paralelas a s e concorrentes

com 7 estao contidas em um mesmo plano.

Resolucdo: Sejam s’ e s” duas retas paralelas a s passando por dois pontos distintos
A, B € r, respectivamente. Por transitividade, temos que s’ || s”. Seja Il = (¢, s").
Afirmamos que se m é uma reta concorrente com r e paralela a s, entao m C II. De fato,
como A€ s’NreB e s’"Nr, segue que A, B € rNIIL. Logo, pelo Teorema 1.2 , segue que
r C II e, conseqiientemente, Il contém o ponto em que m intercepta r. Portanto, como
m e s’ sdo retas paralelas (devido ao exercicio anterior) e como Il contém s’ e um ponto

de m, segue do Exercicio 1 da Secao 1.4 que II contém m, como queriamos.
. Mostre a existéncia de retas paralelas a um plano dado.

. Seja ABC'D um tetraedro. Sejam M, N, P e @ os pontos médios dos segmentos AB, AC,
CD e BD, respectivamente. Mostre que o quadrildtero M NPQ é um paralelogramo.
(Figura 1.1) (Dica : No A(ABC), ¢(M,N) | ¢(B,C). Use o Teorema Fundamental da

Proporcionalidade da Geometria Plana.)

. Sejam M, N,Q,R,S e T pontos médios das arestas de um tetraedro ABCD, conforme

Figura 1.2. Mostre que os trés segmentos que unem os pontos médios das arestas opostas

(isto é, os segmentos QR, MS e NT) se encontram num mesmo ponto, ou seja, MS N
NTNQR = {P}. (Figura 1.2)

. Seja VABCD uma piramide tal que a base ABCD é um paralelogramo. Mostre que
(A, B) || (V,C, D). (Figura 1.3)
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Figura 1.2: Figura do Exercicio 5

Vv

A

Figura 1.3: Figura do Exercicio 6.

7. Mostre que se uma reta é paralela a dois planos secantes, entao ela é paralela a reta de

intersecao dos dois planos.
8. Sejam 7 e s retas reversas. Construa um plano contendo r e paralelo a s.

9. Construa por um ponto uma reta paralela a dois planos secantes.
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1.7 Paralelismo entre planos

Dados dois planos II e I, pode ser mostrado que eles sao paralelos se e somente se 11 é paralelo
a toda reta contida em IT" (mostre isto!). O teorema seguinte fornece um critério mais simples

para verificar que dois planos sao paralelos.

Teorema 1.17. Uma condicao necessdaria e suficiente para que dois planos sejam paralelos €

que um deles contenha duas retas concorrentes, que sao paralelas ao outro plano.

Demonstracao. Se II e II' sdo planos paralelos, claramente toda reta contida em um deles é
paralela ao outro plano, e assim nao ha nada a demonstrar. Suponhamos entao que II e Il sao
planos tais que r, s C II' sdo retas concorrentes, r || II e s || II. Provemos que II || II'.
Suponhamos que IT N II" # (). Seja t = I NI (note que II # IT'). Entao ¢t # r,s pois
r,s NIl = ( et C II. Afirmamos que ¢ intersecta pelo menos uma das retas r e s. De fato,
caso contrario, como 7, s e t sdo coplanares (pois estao em II'), ¢ seria paralela as retas r e s
e, portanto, terfamos por transitividade que r || s, o que é um absurdo. Logo, t N7 # () ou
tNs # 0, de onde segue que IIN7 # ) ou IINs # () (pois ¢t C II), o que é impossivel pois r || IT

e s || IT. Portanto ITNTI" = (), ou seja, sao planos parelelos. a

O seguinte teorema garante a existéncia (e unicidade) de planos paralelos.

Teorema 1.18. Por um ponto nao pertencente a um plano 11, pode-se tracar um tunico plano

paralelo a 11.

Demonstragdo. Seja I1 um plano e P ¢ II. Sejam r,s C Il concorrentes. Pelo Teorema 1.14
existem retas 1’ e s’ passando por P e tais que 7’ || e s’ || s. Segue do Teorema 1.15 que 7’ || 11
e s || II. Seja II" = (1, s’) (note que ' e s’ sdo concorrentes ja que possuem P em comum e
nao sao coincidentes pois se fossem, entdo r e s seriam paralelas, por transitividade). Entao,
pelo Teorema 1.17, segue que I’ || II.

Mostremos agora que plano II’ é tinico. Suponha que exista um outro plano II” passando

por P e paralelo a II. Entao IT' N II” é uma reta m, pois sdo planos distintos que contém P.
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Logo m || TI. Seja n C Il uma reta nao paralela a reta m e I' = (n, P). Sejam t' = T'NII' e
t” =T'NII". Entao, como t’ e n sdo retas coplanares (estdo contidas em I') e t’ estd contida em
IT" que é paralelo a n, segue da Proposicao 1.16 que t' || n. Com mesmo argumento concluimos
que e t” || n. Como P € t' Nt", concluimos do Teorema 1.14 que t' = t". Logo t' C II'N 11", o
que é um absurdo pois II'NII” = m que é uma reta distinta de ¢’ (pois t' | n e m | n). Portanto

IT" é tinico, como queriamos demonstrar. O

Corolario 1.19. Dois planos distintos e paralelos a um terceiro sao paralelos entre si.

Demonstracdo. Sejam II e II' planos distintos paralelos a um plano I'. Se II e I’ ndo sao
paralelos entre si, entao eles sdo planos secantes. Logo existe uma reta r tal que IINII' = r.
Seja P € r qualquer. Entao por P temos dois planos distintos paralelos ao plano I', o que

contradiz o teorema anterior. Portanto IT || II”. O

Teorema 1.20. Se um plano I' intersecta um plano 11 sequndo uma reta r, entao I' intersecta

todo plano paralelo ao plano 11 sequndo uma reta paralela a reta r.
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Demonstracao. Sejam IT e II' dois planos paralelos e I' um plano secante ao plano II. Seja
r=TNIL Entao II'NT # () (pois se fossem paralelos, como II || IT'; temos pelo coroldrio
anterior que IT||T'; o que sabemos ser falso). Logo, como I' e II' sdo planos distintos, eles sao
secantes. Seja s = I'NII". Como IINII' = () temos que rNs = ), poisr C Il e s C II'. Portanto

r || s uma vez que sdo coplanares pois ambas estao contidas em I'. ]

Teorema 1.21. a) Se uma reta intersecta um plano I1 em um ponto, intersecta também em
um ponto qualquer plano paralelo ao plano 11.
b) Se um plano intersecta uma reta r em um ponto, intersecta também em um ponto qualquer

reta paralela a reta r.

Demonstragdao. a) Sejam II e II' dois planos paralelos e r uma reta secante ao plano I em A.
Suponhamos que 7 nao intersecta II' em um ponto. Entao r é paralela ao plano II’, j4 que nao
pode estar contida em II' pois r contém A e A & II'. Seja s C Il uma reta que passa por A.
Entao r e s sdo retas concorrentes em A. Seja I' = (r, s). Como r e s s@o paralelas ao plano IT’
e sao concorrentes entre si, segue do Teorema 1.17 que I" é paralelo ao plano II' e passa por A.
Entao I' e II sdo dois planos paralelos ao plano I’ por A, o que é um absurdo pois contradiz o
Teorema 1.18.

b) Sejam r e s retas paralelas e II' um plano que intersecta r em A. Mostremos que II
também intercepta s. Seja I = (r, s). Os planos I e I tém o ponto A em comum. Logo, Il e

IT" se intersectam segundo uma reta m que contém A (note que IT # I pois r C Il e r ¢ IT').

Assim, r, s e m s@o trés retas no plano II tais que 7 || s e m intersecta r (em A pois A € r,
A € m er e m sao retas distintas). Temos da Geometria Plana (para o plano II, usando o
resultado que diz “em um plano, se duas retas sao paralelas, entao toda reta que intersecta uma
delas, intersecta a outra”) que m intersecta a reta s em um ponto B. Portanto, como m C II',

entao I’ também intersecta s. O

Os teoremas acima possibilitam as seguintes construgoes:

Exemplo 1.22. Construcao de prismas, paralelepipedos e cubos: Considere um poligono

A1 A,y ... A, contido em um plano I e By um ponto exterior ao plano II. Seja I’ o plano paralelo
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ao plano II passando por Bj . Pelos pontos A, ..., A, tracamos retas paralelas a {(A;, By), as
quais interceptam I’ nos pontos B, ..., B,, respectivamente. Tomando dois segmentos consec-
utivos assim determinados, por exemplo A, B; e Ay Bs, 0 poligono A; Ay By B, é plano, j4 que os
lados A; By e AyB, sdo paralelos. Isto implica que os outros dois lados também sdo paralelos,
ja que estao contidos em retas coplanares que nao se interceptam por estarem contidas em
planos paralelos. Portanto A;A;BsB; é um paralelogramo. As regioes poligonais determinadas
por tais paralelogramos, chamadas faces laterais, juntamente com as regioes poligonais deter-
minadas pelos poligonos A1 Ay ... A, e B1Bs...B,, chamadas bases, determinam uma figura
geométrica, chamada prisma. As arestas A;B;, i = 1,...,n, sdo chamadas arestas laterais.
Quando as bases de um prisma sao paralelogramos, o prisma é chamado paralelepipedo. Um
cubo (ou hezaedro reqular) é um prisma em que as bases sao quadrados e todas as faces laterais

sao quadrados congruentes a base.

1.8 Exercicios

1. Se duas retas sao reversas entao existem dois planos paralelos, cada um contendo uma

das retas.

"

Resolucdo: Sejam 1 e s duas retas reversas. Tracemos por um ponto qualquer A € r uma
reta s’ paralela a s e tracemos por um ponto B € s uma reta r’ paralela a r. As retas r e

s" determinam um plano II e as retas r’ e s determinam um plano II'.

Os planos II e II' sdo distintos pois, caso contrario, r e s pertenceriam a um mesmo
plano, ou seja r e s seriam coplanares, o que contradiz a hipdtese de que r e s sao
reversas. Como 1/, s C II' sdo paralelas as retas r, s’ C II, respectivamente, temos pelo
Teorema 1.15 que as retas v’ e s sao paralelas ao plano II. Consequientemente, como 1’ e

s sdo retas concorrentes, segue do Teorema 1.17 que IT || IT".

2. E verdade que se uma reta corta uma de duas retas paralelas, entdao corta a outra?

Justifique sua resposta.
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3. Sejam II, II" e TI” trés planos que tém exatamente um ponto em comum. Mostre que nao

existe nenhuma reta simultaneamente paralela a I1, IT' e I1”.

4. Seja r uma reta secante a um plano Il e P ¢ Il com P ¢ r. Mostre que existe uma tnica

reta que passa por P, intercepta r e é paralela a II.

1.9 Perpendicularismo entre reta e plano

Veremos agora a nocao de angulo entre duas retas r e s, o que serd denotado por Z(r,s).
Suponhamos que 7 e s sao concorrentes no ponto V. Seja Il = (r, s). Entao r e s determinam
em II quatro angulos com vértices em V . O angulo entre r e s é o menor dentre esses quatro

angulos. Com o objetivo de definirmos angulo entre retas reversas, vejamos o seguinte teorema:

Teorema 1.23. Sejam (r,s) e (1',s") dois pares de retas concorrentes, tais que r e 1’ sdo
paralelas entre si, o mesmo ocorrendo com s e s'. Entao o angulo entre r e s € igual ao angulo

entre ' e s'.

Demonstragao. (Os detalhes da demonstragdo que segue devem ser preenchidos pelo leitor.)
Sejam V = rnNse V' =1 Ns. Ha duas possibilidades: (i) (r,s) = (',s') = II e (ii)
(r,s) =1le (r',s") =1I', com II e II" planos distintos. Se (i) ocorre, conclua o teorema usando o
fato que retas paralelas determinam angulos correspondentes congruentes. Se (ii) ocorre, tome
pontos A €r, Be s, A er'eB €5 taisque VA=V'A VB =V'B Z(rs) = AVB
e L(r',s) = AVIB'. Os triangulos AVB e A'V'B’ sdo congruentes (pelo caso LLL, use a
propriedade de transitividade entre retas paralelas no espaco para mostrar que ABB’A’ é um
paralelogramo e, portanto, AB = A’B’). Assim, Z(r,s) = AVB = AV'B = Z(r',s). O

Definigao 1.24. Sejam r e s retas reversas. O angulo entre r e s é o angulo formado por

duas retas concorrentes r’ e s', paralelas as retas r e s, respectivamente.

Observagao 1.25. (a) Segue do Teorema 1.23 que o angulo entre duas retas reversas nao

depende da escolha das retas paralelas as retas dadas.

(b) Sejam 7 e s retas reversas. Tomemos A € s qualquer e r/||r por A. Entdo r e s sdo
concorrentes e Z(r,s) = Z(r',s) (mostre isto). Consequentemente, para determinarmos
o angulo entre duas retas reversas r e s, basta construirmos uma reta r’ paralela a r por
um ponto de s, e determinarmos o angulo entre v’ e s. Portanto, o angulo entre r e s é

igual ao angulo entre s e qualquer reta paralela a r.
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Definicao 1.26. Sejam r e s duas retas distintas e I1 um plano.

(a) Dizemos que r e s sao ortogonais se o angulo entre elas € reto.

(b) Dizemos que r € perpendicular a Il se r é ortogonal a toda reta contida em I1.

Notagao: » L se r L II significam que r é perpendicular a reta s e ao plano II, respectivamente.

Exemplo 1.27. Seja ABCDEFGH o cubo da Figura 1.4. Asretas (D, H), ((F,G) e {(E, H)

sao ortogonais.

C
AL s
Ao S
F
Figura 1.4:

Observagao 1.28. (a) Retas ortogonais podem ser concorrentes ou nao. Logo, retas per-

pendiculares sdo tipos especiais de retas ortogonais. (Veja o Ezercicio 2.)
Se r é perpendicular a um plano II, entao r e II sdo secantes. (Mostre isto.)

Seja r uma reta que intersecta um plano II no ponto A. Entao r ¢ perpendicular a 11
se e somente se r € perpendicular a toda reta de 11 que passa por A. De fato, se r é
perpendicular a II, é imediato da Definigao 1.26 que r é perpendicular a toda reta de II
que passa por A. Mostremos a reciproca, ou seja, suponhamos que r é perpendicular a
toda reta de II que passa por A e mostremos que r é perpendicular a II. Seja s C II
uma reta qualquer. Se A € s, entdo r e s sdo perpendiculares (por hipétese) e, portanto,
ortogonais. Se A ¢ s, entao existe ' C II paralela a s e passando por A. Como r e s’
sao perpendiculares e s’ e s sao paralelas, segue da Definicao 1.26, que r é ortogonal a s.

Portanto r e II sao perpendiculares, como queriamos.

Ainda nao sabemos sobre a existéncia e unicidade de retas perpendiculares a um plano

dado, passando por um ponto dado. Nosso objetivo é estabelecer resultados que nos permitam

concluir sobre isto.
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Teorema 1.29. Sejam r e s retas distintas e Il e I' dois planos distintos.
(a) Ser LIl er || s entdo s L II.
(b) Ser LIl e s LII entao r | s.
(c) Ser LIl eI || II entdor L T.
(d) Ser LIl er LT entaoIT| T.

Demonstragao. (a) Seja {A} = rNII. Segue do Teorema 1.21(b) que sNII = {B}, com B # A
uma vez que r N s = (). Para mostrarmos que s L II, devemos mostrar que s L ¢, para toda
reta t C II e que passa por B. Seja t uma reta contida em II e que passa por B. Se A € t
entdao, como r L II, temos r L t. Conseqlientemente, como s || r, temos s 1 t. Se A & t,
seja t’ uma reta contida em II, que passa por A e é paralela a reta ¢t. Como r L II temos que

r L t’. Conseqiientemente, como t || t' e s || r, segue do Teorema 1.23 que t L s, como querfamos.

(b) Sejam A e B os pontos de intersecao de 7 e s com II, respectivamente. Note que A # B
(justifique). Suponhamos que s e r nao sao paralelas. Seja s’ || r por B e seja [I' = (s, s') (note
que s e s sdo retas concorrentes em B). Entao II' NI é uma reta t. Por hipétese, temos que
s Lt (em B). Como s || rer LII segue do item (a) que ' L ¢ (em B). Portanto temos em
IT" duas retas distintas, s e ', perpendiculares a t C II' com sN s = B, o que é um absurdo.

Logo s || 7.

(c) e (d) Exercicio. O

O proximo resultado facilita a tarefa de determinar se uma reta é perpendicular a um plano,
como também possibilita a construcao de planos perpendiculares a uma reta, demonstrando

assim a sua existéncia.

Teorema 1.30. Uma reta € perpendicular a um plano se e somente se é ortogonal a um par

de retas concorrentes do plano.
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Demonstragao. (=) Imediato.

(<) Sejam IT um plano e r, s e t retas tais que s,t C I, sNt = {A} e r é ortogonal as retas t e s.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que A € r (caso contrario tome ' || , com A € 1’/
e faca a demonstracao que segue para r’, concluindo o teorema através do Teorema 1.29(a)).
Entao s e t sdo perpendiculares a r em A. Para mostrarmos que r L II, basta mostrar que r
é perpendicular a m, onde m é qualquer reta contida em II e passando por A. Se m = s ou
m = t, segue o resultado. Suponhamos que m # s e m # t. Sejan C II tal que nNs = {S},
nNm={M}ennt={T}, comS—M-—T (M estd entre S e T, figura abaixo. Os casos
M—-S—TeM-—T— S sao andlogos).

Sejam Ay, Ay € r tais que A — A — Ay e AJA = A A. Consideremos o plano II' = (r, M).
Vamos mostrar que AjAM = A; AM pois, neste caso, temos AlﬁM = AnglM e, como estes
angulos sao suplementares, concluimos que sao angulos retos. Conseqiientemente, r e m sao
perpendiculares, como queremos.

Temos:

A1 AS = A AS (pelo caso LAL) = A5 = AyS
A1AT = AL AT (pelo caso LAL) = AT = AT

de onde segue que
A ST = AST (1.1)

usando o caso (LLL) de congruéncia de triangulos.
Segue de (1.1) que 1T = AsT e AlfS = A2fS. Logo, por (LAL), temos A;TM = AT M.
Portanto,

A M = A, M (1.2)

Como AA; = AA,, segue de (1.2) e do caso (LLL) que A;AM = AyAM, como querfamos.
U
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Agora estamos em condi¢oes de construir retas perpendiculares a planos e também planos

perpendiculares a retas.

Teorema 1.31. (a) Dada uma reta r e um ponto P, existe um inico plano passando por P e
perpendicular a r.

(b) Dado um plano I1 e um ponto P, existe uma tunica reta passando por P e perpendicular a
I1.

Demonstragdo. (a) Existéncia: Sejam II e II" dois planos distintos contendo r. Sejam ¢ C Il e
s C IT' retas perpendiculares a r em um ponto A € r. Seja I' = (¢, s). Concluimos do Teorema
1.30 que r L T. Se P €T, entdao I' é o plano procurado. Se P ¢ I, seja I || I" passando por P.
Pelo Teorema 1.29 (c), temos que r L I".

Unicidade: Sejam II e IT' planos distintos contendo P e perpendiculares a r. Segue do Teorema
1.29 (d) que II || II". Mas isto ¢ um absurdo pois P € IINII'. Portanto, existe um tnico plano

passando por P e perpendicular a r.

(b) Existéncia: Sejam t; e ty retas contidas em II e concorrentes em um ponto A. Pelo item
(a), existem planos I'; e I'y contendo A e perpendiculares a t; e t9, respectivamente. Note que
estes planos sao distintos pois, se fossem coincidentes, entao pelo Teorema 1.29 (b) as retas t;

e ty seriam paralelas.

Sejat = I'yNT'y. Afirmamos que ¢ L II (em A). De fato, t é perpendicular a t; (em A) uma
vezquet C I'y eI’y L t; em A. De modo andlogo temos que t é perpendicular a t,. Como t;
e ty sao retas de Il que sao concorrentes em A, a afirmacao segue do Teorema 1.30. Se P € t,
entdo t é a reta procurada. Se P € t, seja r || t com P € r. Pelo Teorema 1.29 (a), segue que
r L 1I, como queriamos.

Unicidade: Suponhamos que existem duas retas distintas r; e 7o perpendiculares a Il e contendo

P. Segue do Teorema 1.29 (b) que 7y || r2, 0 que é um absurdo pois P € 1 Nry. O
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Veremos agora como construir, com a teoria desenvolvida até o momento, um sistema de

coordenadas cartesianas para o espagco.

Sejam O, X e Y pontos nao colineares. Tomemos Z ¢ (O, X,Y). Obtemos assim trés planos

distintos e secantes:
(0,X,Y),(0,X,7Z) e (0,Y,Z),

cujas retas de intersecao sao ¢(0, X), £(0,Y) e £(0, Z). Consideremos para cada uma dessas
retas um sistema de coordenadas tal que O seja a origem. Obtemos assim um sistema de coor-
denadas cartesianas para o espago em que as retas £(O, X), £(O,Y) e £(O, Z) sao os eizos e cada
ponto P do espago possui trés coordenadas, uma com relacao a cada um dos eixos, obtidas da
seguinte maneira. A coordenada de P com relagao ao eixo £(O, X) é zero se P € (O,Y, Z) ou,
caso P ¢ (0,Y, Z), ¢ a coordenada do ponto da reta ¢(O, X) obtido da intersegao de (O, X)
com o plano que passa por P e é paralelo ao plano (O, Y, Z). As coordenadas de P com relagao

aos eixos £(0,Y) e £(O, Z) sao obtidas de maneira analoga.

Caso os treés eixos sao perpendiculares entre si no ponto O ou, equivalentemente,
00, X)140,Y) e l(0,2)1L(0,X,Y),

obtemos um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas. Para obter as coordenadas de um
ponto P do espago com relacao ao eixo £(O, X)), por exemplo, basta tomarmos a coordenada
do ponto da reta £(O, X) obtido da intersegao de (O, X) com o plano que passa por P e é
perpendicular a reta £(O, X).

1.10 Exercicios

1. Sejam r e t retas distintas e ortogonais a uma reta s. E verdade que r | 7

2. Construa duas retas ortogonais que nao se intersectam. Conclua que estas retas sao

reversas e, portanto, que retas ortogonais sao concorrentes ou reversas.
3. Seja ABC' um triangulo retangulo em B e seja BC'DE um paralelogramo nao contido no
plano (A, B, C). Mostre que as retas ((A, B) e {(D, E) sao ortogonais.

Resolugao: Como, (A, B) L ¢(B,C) entao ((A, B) é ortogonal a toda reta paralela a
((B,C). Sendo BCDE um paralelogramo, temos que ¢(D, E) || ¢(B,C) e, portanto,
((A, B) é ortogonal a ¢(D, E).
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4. Sejam ABC e BCD triangulos retangulos em B nao coplanares e tais que (A, B) é
ortogonal a {(C, D) . Prove que {(B, D) é ortogonal a ((A, C).

D

Resolucao: Sejam II e IT" dois planos determinados pelos triangulos ABC e BC'D respec-
tivamente. Temos II # II', pois D € I e D ¢ II'. Mostremos que ¢(B, D) L II, pois dai
segue que ((B, D) é ortogonal a ¢(A,C'), uma vez que ¢(A,C) C II.

Para mostrarmos que ¢(B, D) L II, basta mostrarmos que ¢(B, D) é ortogonal as duas
retas concorrentes ((A, B) e {(B, (), as quais estao contidas em II.

Como BCD é retangulo em B temos que (B, D) L {(B,C). (x)

Da hipdtese, {(A, B) é ortogonal a £(C, D) e é perpendicular a ¢(B, C') e, portanto, (A, B)

é ortogonal a duas retas concorrentes do plano IT'. Concluimos assim que ¢(A, B) LTI e,
conseqiientemente, {(A, B) L (B, D), uma vez que (B, D) C II'. (xx)

De (%) e (*x) concluimos que ¢(B, D) é ortogonal a (A, C'), como queriamos.
5. Sejam A;A,...A, um poligono regular plano e V um ponto situado sobre a reta perpen-
dicular ao plano do poligono passando pelo seu centro O, com V' # O. Que propriedades

possuem os triangulos VOA;,VOA,, ..., VOA,? A piramide VA, A, ... A, assim obtida

é dita reqular. Que propriedades satisfazem as faces laterais de uma piramide regular?

24



6. Sejam r e s retas distintas e nao paralelas. Mostre que, dado um ponto P ¢ {r, s}, existe
uma unica reta ortogonal a r e a s, passando por P. (Dica: nao esqueca de analisar os

dois casos possiveis para a posi¢ao das retas r e s. Analise cada caso separadamente. )

7. Sejam A, B e C pontos nao colineares. Se as retas (A, B) e {(A, C) s@o ortogonais a uma

reta r, mostre que ¢(B,C') também é ortogonal a 7.

8. Dada uma reta r secante a um plano II e um ponto P exterior a r e a II, diga como
construir um segmento cujos extremos estao em r e em II, e cujo ponto médio seja P.

(Dica: as diagonais de um paralelogramo se intersectam em seu ponto médio.)

9. O triangulo ABC', retangulo em A, esté contido em um plano II. Sobre a reta perpendicu-
lar a II, tragada por C', tomamos um ponto D # C. Mostre que ¢(A, B) é perpendicular
areta ((A, D).

1.11 Planos perpendiculares

Veremos agora a nocao de angulo entre planos.

Definigao 1.32. Sejam II e II' planos secantes e r = IINII'. Sejam I" um plano perpendicular

aremumponto Aer, t=InNIlet' =INII.

(a) O angulo entre os planos IT e IT" é o angulo entre as retas ¢ e ¢, isto é,
LILI) = Z(¢, ).
(b) Os planos IT e I sdo perpendiculares se as retas t e ¢’ forem retas perpendiculares.

Notacao: II L IT’" significa que os planos IT e IT' sdo perpendiculares.

Observacgao 1.33. (1) Segue do Teorema 1.20 que o angulo entre ¢ e ¢’ independe do ponto A
tomado na defini¢do anterior.

(2) Se IT LII" entdao, com as mesmas notagoes da definigdo anterior, temos t 111" e ¢’ LII.
(Mostre isto.) Portanto, cada um dos planos perpendiculares contém uma reta perpendicular

ao outro.

O seguinte resultado facilita a tarefa de decidir se dois planos sao perpendiculares.
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Teorema 1.34. Dois planos secantes sao perpendiculares se e somente se um deles contém

uma reta perpendicular ao outro.

Demonstracao. Sejam II e II' planos secantes.

(=) Segue da observagao anterior.

(<) Suponhamos que II e II' sdo secantes e que Il contém uma reta ¢ tal que ¢t LII". Seja
r =IINII". Notemos que t NII" C IINII" = r. Logo, t e r sdo concorrentes em um ponto A (em
particular, ¢ e 7 s@o perpendiculares, uma vez que t L II" e r C II'). Tomemos uma reta t' C I’
tal que t' é perpendicular a r em A, a qual existe pela Geometria Plana para o plano IT". Como
t e t’ sdo concorrentes (em A), seja I' = (¢,¢'). Entao r LT" uma vez que r é ortogonal a um
par de retas concorrentes de I', a saber, ¢ e t'. Assim, para concluirmos sobre o angulo entre II
e IT', basta determinarmos o angulo entre as retas ¢t e t’. Mas estas retas sao perpendiculares,

uma vez que t L II" e t' C II'. Portanto I e II' sdo planos perpendiculares. O

Corolario 1.35. Se uma reta € perpendicular a um plano 11, entdo todo plano que contém essa

reta € perpendicular a II.

Observacgao 1.36. Segue do Teorema 1.34 e da Observacao 1.33 que se um plano II contém
uma reta perpendicular a um plano II’, entao II’ também contém uma reta perpendicular ao

plano II.

Exemplo 1.37. Um prisma reto é um prisma em que as arestas laterais sao perpendiculares
ao plano da base. Suas faces laterais sao retangulos perpendiculares ao plano da base. Quando
a base é um retangulo, temos um paralelepipedo retangulo, no qual cada face é um retangulo.
Ainda mais especial é o caso do cubo, ou hexaedro reqular, que é um prisma reto no qual cada

face é um quadrado.
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Consideremos agora uma piramide de base A1As... A, e vértice V. Um caso particular
consiste de quando a base é um poligono regular e V' esta situado sobre a reta perpendicular
ao plano da base, conduzida pelo seu centro. Neste caso, dizemos que a piramide é reqular e

suas faces laterais sao triangulos isésceles congruentes entre si. (Mostre isto.)

Planos perpendiculares podem ajudar a mostrar que uma reta é perpendicular a um plano,

conforme o resultado a seguir:

Proposicao 1.38. Se dois planos sao perpendiculares entao toda reta em um desses planos,

que € perpendicular a reta de intersecao dos dois planos, € perpendicular ao outro plano.

Demonstracao. Exercicio. O

Vimos que para que dois planos sejam perpendiculares é suficiente que um deles contenha
uma reta perpendicular ao outro. Utilizando este resultado podemos construir uma infinidade
de planos perpendiculares a um plano dado, passando por um ponto dado, ou contendo uma
reta perpendicular ao plano dado. Porém, dada uma reta que é secante, mas nao perpendicular
a um plano (tais retas sdo chamadas de obliquas ao plano), podemos construir um 4nico plano

contendo tal reta e perpendicular ao plano dado, conforme mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.39. Se m ¢é uma reta secante mas nao perpendicular a um plano 11, entao existe

um unico plano contendo m e perpendicular a II.

Demonstragao. (Ezisténcia) Seja IT um plano e m uma reta obliqua a IT. Por um ponto qualquer
P € m tracemos uma reta t perpendicular a II. As retas t e m determinam um plano IT". Temos
IT" L IT pois IT" contém a reta t, que é perpendicular a II.

(Unicidade) O plano II' é o tinico plano que passa por m e é perpendicular a II pois, se I' é um

plano nessas condigoes, entao I' contém a reta t. De fato, uma vez que P € m C I', temos da
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Geometria Plana em I', que existe uma reta ¢ em I' que é perpendicular a reta de intersecao
de I' com II passando por P e, portanto, perpendicular a II (pela proposigao anterior). Como
existe uma tnica reta perpendicular a II por P, concluimos que ¢’ = t. Portanto os dois planos
I' e I contém as retas t e m, que sao retas concorrentes, de onde concluimos que I' = II', pois

duas retas concorrentes determinam um tnico plano. O

1.12 Exercicios

1. Sejam r uma reta e Il e II' dois planos distintos. Mostre que
(a) Sell LII"er LII"em P, com P € IINII' entao r C II.
(b) SeIl LII" e r L II" entao r || II ou r C II.

2. Seja IT um plano e A ¢ II. Construa um plano contendo A e perpendicular a II. Quantos

planos existem satisfazendo esta condi¢ao?

3. Mostre que se um plano IT contém uma reta perpendicular a um plano IT', entao o plano

IT" contém uma reta perpendicular ao plano II.

4. Dois planos II e II' sao perpendiculares se e somente se existem retas r 1. 1T e s L II' que

sao ortogonais.

5. Em um cubo ABCDEFG mostre que os planos diagonais ABHG e EF DC' sao perpen-

ciculares.

6. Seja m uma reta paralela a um plano II. Construa um plano contendo m e perpendicular

a II. Este plano é tnico?

7. Sejam II e IT" dois planos secantes. Estes planos sao perpendiculares a um terceiro plano

se e somente se a reta de intersecao desses planos é perpendicular ao terceiro plano.

8. Prove que existe uma tnica reta que é perpendicular a duas retas reversas dadas.
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1.13 Projecao ortogonal

Dados uma reta r C II e um ponto P € II, sabemos da Geometria Plana (para II) que a
projecao ortogonal de P sobre r, proj.(P), é o ponto P’ obtido da interse¢ao de r com a reta
perpendicular a r por P. Dizemos que P’ é o pé da perpendicular baizada de P até r. Note que

se P € r, entao proj.(P) = P.

P

Com raciocinio andlogo podemos definir a projecao ortogonal de um ponto sobre um plano.

Definicao 1.40. Sejam P um ponto e II um plano. A projecao ortogonal de P sobre II,
proju(P), é o ponto P’ obtido da intersecao de IT com a reta perpendicular a IT por P. Dizemos
também que P’ é o pé da perpendicular baizada de P até I1. A projecao ortogonal de uma figura
F sobre 11, projn(F), é o conjunto das projecoes ortogonais dos pontos dessa figura sobre o

plano.

Note que se P € 11, entao projp(P) = P.

Exemplo 1.41. Se uma reta r é perpendicular a um plano II, a projecao ortogonal de r sobre
IT é o ponto de intersegao de r com II. Porém, se r nao é perpendicular a II, entao projy(r) é
uma reta. De fato, sejam P e () dois pontos distintos de r. Afirmamos que projn(r) = (P, Q'),
onde P’ = projn(P) e Q' = projn(Q). (Note que P’ # @)’ pois, se P’ = Q) entdao P,Q € t, onde
t L II por P'. Logo, t =, o que é um absurdo pois r nao é perpendicular a II.)

Para provarmos isto, observemos primeiramente que, como £(P, P’) || £(Q, Q") (pois ambas
sao perpendiculares a IT), tomando o plano II" = (¢(P, P'),4(Q,Q")), entao II' L II (pois I’

29



contém uma reta perpendicular a IT). Como P’, Q' € IINII" e P' # @', entao IINII"' = ¢(P', Q).
Sejam 1’ = ((P',Q') e M € r. Vamos mostrar que projn(M) € r’. Com efeito, tomando
M' = proj.(M), como M’ é obtido da intersecdo da reta m perpendicular a 7’ passando
por M, segue da Proposigao 1.38 que m também é perpendicular ao plano II (pois II" L TI,
I'NIl =7r"em CII'). Portanto, proju(M) = proj.(M) = M’ € r'. Resta mostrar que, se
X € 7/, entao existe um ponto Y € r tal que projn(Y) = X. De fato, a reta perpendicular
a IT por X estd contida em II' (Exercicio 1(a) da segdo anterior) e, como r,r’" C II' entao,
como toda reta perpendicular a r’ (em II’) é paralela a ¢(P, P’), a qual intersecta r, concluimos
da geometria plana para II' que tal reta também intersecta r, ou seja, existe Y € r tal que
proju(Y) = X.

Concluimos que a projegao ortogonal de um segmento de reta sobre um plano ou é um

ponto, ou é um segmento de reta.

Observagao 1.42. Vimos no exemplo anterior que II' L II e que r,» C II'. O plano IT' é

chamado de plano projetante da reta r sobre o plano II.

Podemos agora fazer a seguinte definigao:

Definicao 1.43. O angulo entre uma reta e um plano ¢é zero quando a reta esta contida
no plano ou ¢é paralela a ele; é igual a 90° quando a reta é perpendicular ao plano; ou é igual ao

angulo entre a reta e sua projecao ortogonal sobre o plano, quando a reta é obliqua ao plano.

1.14 Exercicios

1. Prove que se uma reta é paralela a um plano II, entao a sua projecao ortogonal sobre II

é uma reta paralela a reta dada.

2. Mostre que se um segmento de reta é paralelo a um plano, entao a sua projecao ortogonal

sobre o plano é congruente a ele.
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3. Mostre que a medida da projecao ortogonal de um segmento sobre um plano é menor ou

igual a medida do segmento dado. Quando vale a igualdade?

4. Se duas retas sao concorrentes, quais as posicoes relativas das projecoes ortogonais destas

retas sobre um plano dado?

5. Se duas retas sao reversas, quais as posicoes relativas das projegoes ortogonais destas

retas sobre um plano dado?

6. Seja AB um segmento obliquo a um plano II, isto é, AB estd contido em uma reta
obliqua a II, e seja M o seu ponto médio. Mostre que M’ = projn(M) é o ponto médio
de A’B’ = proju(AB).

1.15 Proporcionalidade

Teorema 1.44. Um feize de planos paralelos determina segmentos proporcionais sobre duas

retas secantes quaisquer.

Demonstracao. Sejam 11y, 115 e I3 planos paralelos, » uma reta que intersecta II; em Ay, Il em

Ay e Il3 em Az, e s uma reta que intersecta II; em By, I, em By e [I3 em Bs (figura seguinte).

Iy

Tracemos por A; uma reta s’ || s (caso r || s, o resultado segue de maneira andloga) e sejam
Bl e B} os pontos de interseccao de s’ com Il e II3, respectivamente. Seja I' = (r,s'). Como
as retas ((Aq, B) e ((As, B}) sao paralelas, segue do Teorema de Tales (para o plano I') que:

A Ay AsAs
A\B,  ByBY
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Como os quadrilateros Ay B, By By e By B} Bs By sdo paralelogramos (mostre isto), entdao Ay Bj =
BBy e ByBj; = ByB3, de onde concluimos que

AAy  AyAy
BiB;  ByBs’

como queriamos. O
O exemplo a seguir é muito 1util no estudo sobre volumes de piramides.

Exemplo 1.45. Construgcao de piramides semelhantes. Seja A1 A, ... A, base de uma
piramide de vértice V. Tracemos um plano paralelo a base, que corta as arestas laterais
segundo o poligono B1Bs ... B, e que divide a piramide em dois subconjuntos: um deles é a
piramide de base B1 B, ... B, e o outro é chamado de tronco de piramide de bases A1 A,y ... A,
e B1By...B,. As duas piramides sao semelhantes na razio k (para algum inteiro k), ou seja,
é possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus pontos de modo que a razao entre os
comprimentos dos segmentos correspondentes nas duas figuras seja constante. De fato, na face
lateral V A; Ay, o segmento B B, é paralelo a base (por qué?) e, conseqiientemente, o triangulo

V' B1 B é semelhante ao triangulo V A; As. Logo, temos:

VB, VBy BB I | teiro &
= = = ara algum Inteiro .
VAl VA2 A1A2 ' P &

Aplicando o mesmo raciocinio para as demais faces laterais, concluimos que a razao entre duas
arestas correspondentes das duas piramides é sempre igual a k. A correspondéncia é entao
estabelecida da seguinte forma: dado um ponto P da piramide V A; As ... A, seu correspondente
na piramide VBB, ... B, é o ponto P’ sobre VP tal que “/,—I; = k. O ponto P’ certamente
pertence a segunda piramide. Além disso, tomando um segundo par de pontos correspondentes

Q e @', os triangulos VP'Q)" e V PQ sao semelhantes na razao k (por qué?), o que implica que
P
PQ
k, o que demonstra a sua semelhanca.

= k. Logo, a razao entre segmentos correspondentes nas duas piramides é sempre igual a

1.16 Distancias

Definicao 1.46. (a) A distdncia entre dois pontos é o comprimento do segmento que une
esses dois pontos.

(b) A distancia entre um ponto P e uma reta r é a distancia entre P e P, onde P’ é o
pé da perpendicular baixada de P até r.

(c) A disténcia entre um ponto P e um plano Il é a distancia entre P e P’ onde P’ é

o pé da perpendicular baixada de P até II.
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(d) A distancia entre duas retas concorrentes ou coincidentes ¢ nula.

(e) A distdncia entre duas retas paralelas r e s é a distancia entre um ponto qualquer
P erearetas.

(f) A distdncia entre duas retas reversas r e s é a distancia entre os pontos R € r e
S € s, pertencentes a reta perpendicular comum a r e s.

(g) A distdncia entre uma reta r e um plano 1l paralelo a r é a distancia entre um
ponto qualquer da reta r até o plano II.

(h) A distdncia entre dois planos paralelos é a distancia entre um ponto qualquer de um

deles e o outro plano.

Notacgao: Denotamos a distancia entre duas figuras por d(.,.). Por exemplo, d(P,Q), d(r, s),
d(r,II), e assim em diante. No caso particular da distancia entre dois pontos, temos d(P, Q) =
PQ, onde PQ é a medida do segmento PQ.

Dado um plano II e dois pontos A e B em II, sabemos da geometria plana que o lugar
geométrico dos pontos de II que sdo equidistantes de A e B é a mediatriz do segmento AB,
ou seja, é a reta perpendicular a AB passando por seu ponto médio. Vamos analisar o mesmo

problema, agora para a geometria espacial. Primeiramente recordemos o seguinte:

Definicao 1.47. Lugar geométrico ¢ um conjunto de pontos caracterizado por uma pro-

priedade, ou seja, uma figura F' é um lugar geométrico se:

a) todos os seus pontos tém a propriedade (todo elemento do conjunto satisfaz a pro-

priedade);

b) sé os seus pontos tém a propriedade (todo elemento que tem a propriedade pertence ao

conjunto).

Proposicao 1.48. O lugar geométrico dos pontos do espago que sao equidistantes de dois pontos

A e B € o plano perpendicular ao segmento AB, passando pelo seu ponto médio.

Demonstracdo. Seja I1 o plano perpendicular ao segmento AB, passando pelo seu ponto médio
M. Devemos mostrar que P € Il < d(P, A) = d(P, B). De fato,
(=) Suponhamos que P € I, com P # M (se P = M o resultado é imediato).

Como II L. AB em M e PM C II, entao PM 1 AB. Logo, os triangulos AMP e BM P
sao retangulos em M e, conseqiientemente, sdo congruentes pelo caso LAL (AM = BM, pois

M é o ponto médio de AM, e M P é comum). Portanto AP = BP, como queriamos.
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(<) Suponhamos que d(P,A) = d(P,B), com P # M (se P = M, o resultado é imediato).
Entao os triangulos AMP e BM P sao congruentes pelo caso LLL. Portanto AMP = BMP
e, como sao angulos suplementares (pois A — M — B), segue que sao angulos retos. Portanto
((P,M) L AB em M. Afirmamos que P € II. De fato, sejam II' = (¢(A, B),{(P,M)) e
t=IINII' Se P ¢1I, entao t e {(P, M) sao duas retas distintas de II' e perpendiculares a
((A,B) em M (a qual também é uma reta de II'), o que é um absurdo (¢ é perpendicular a
((A,B) em M poist C Il eIl L ¢(A,B) em M). O

O plano dado na Proposicdo 1.48 é chamado de plano mediador do segmento AB.

1.17 Exercicios

1. Mostre que estd bem definida a distancia entre uma reta e um plano paralelo a ela, e
entre dois planos paralelos. Ou seja, a) se uma reta r é paralela a um plano II, mostre
que os pontos de r estao a igual distancia de II; b) se I' é um plano paralelo a II, mostre

que todos os seus pontos estao a mesma distancia de II.

2. Seja ABCDEFGH um cubo de aresta a, como indica a figura abaixo. Mostre que a
distancia do vértice B & diagonal AG é igual a av/6/3.

34



3. Seja ABCDEFGH um paralelepipedo retangulo com medidas AB = a, AD = b, AE = ¢
e BH = d. Mostre que d = v/a? + b? + 2.

Q

__________ ———98C

4. Dado um plano II e um ponto P ¢ II, mostre que o segmento PP’ onde P’ = proj.(P),

¢ menor do que qualquer outro segmento com extremidades em P e em um ponto de II.

5. Mostre que todo plano que passa pelo ponto médio de um segmento ¢é equidistante das

extremidades do segmento.

6. Dados pontos A, B,C e D distintos e tais que AB = AD e C'B = CD, mostre que as
retas ((A, C) e ¢(B, D) sdo ortogonais.
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Capitulo 2

Nocoes de Geometria Descritiva

2.1 Sistemas de projecao

O objetivo da Geometria Descritiva é representar no plano, através de projecoes, as figuras do
espaco. Ha duas formas principais de projetar uma figura F' em um plano II:

(a) utilizando um sistema de projecao central (ou conica);

(b) utilizando um sistema de projecao cilindrica.

No caso da uma projecao central, a projecao de cada ponto P € F' é o ponto obtido da
intersegao de Il com a reta ¢(OP), onde O é um ponto fixo, chamado centro de projecio (Figura
2.1 (a)). No caso de uma projegao cilindrica, a projecao de cada ponto P € F' é o ponto obtido
da intersecao com Il com a reta que passa por P e é paralela a uma diregao fixada A, chamada

dire¢ao de projecao (Figura 2.1 (b)).

O sistema de projecao utilizado na Geometria Descritiva é a projecao cilindrica ortogonal,
que é um caso particular de projecao cilindrica que ocorre quando a direcao de projecao é

perpendicular ao plano de projecao. Neste caso dizemos que F' é projetada ortogonalmente
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sobre o plano de projecao. De agora em diante estaremos somente considerando projecgoes

ortogonais.

Observacao 2.1. Na projecao ortogonal, a projecao de um segmento paralelo ao plano de
projecao é um segmento de mesma medida que o segmento dado, ou seja, estda em verdadeira
grandeza (VG). Por outro lado, a projegao de um segmento perpendicular ao plano de projecao
é um ponto, e de um segmento obliquo ao plano (isto é, contido em uma reta obliqua ao plano)

¢ um segmento de medida menor do que a medida do segmento dado. (Veja os exercicios da
Secao 1.14.)

Note que na maioria das vezes, ha perda de informagoes sobre uma figura, conforme mostra

~ 10 A s

as figuras abaixo:

Assim, para obter informagoes mais precisas sobre uma figura, é necessario utilizar mais de
um plano de projecao.

Gaspar Monge (1746-1818) idealizou um sistema de projegoes no qual um ponto A é rep-
resentado por duas projecoes, A; e Ay, em dois planos de referéncia II; e Ily, perpendiculares
entre si. A reta obtida da intersecao de II; com Il; é chamada de Linha de Terra e serd de-
notada por LT. O plano II; é chamado plano de proje¢ao horizontal (PH) e 11y de plano de
projecao vertical (PV). Os pontos A; e Ay projetam-se sobre a LT em um mesmo ponto, de-
notado por Ay (mostre isto!). Além disso, AA; AgAs é um paralelogramo e, conseqiientemente,
d(A, Ay) = d(As, Ag) e d(A, Ay) = d(Ay, Ag). (Veja figura seguinte. )

A linha de terra divide cada plano de projecao em dois semi-planos, e o espaco é dividido
por esses semi-planos em quatro diedros. Uma vez efetuada as projecoes de A sobre II; e Il
fazemos um rebatimento do PH sobre o PV, até que ambos coincidam (rotagdo de 90 graus
em torno da LT, abrindo o 1° diedro). Desta forma, ambas as proje¢oes do ponto A ficam

no mesmo plano. O desenho assim obtido é chamado de épura. Na épura, as projecoes de
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um ponto qualquer estao sobre uma reta perpendicular a linha de terra, chamada de linha de

chamada.
. H2
2° Diedro / 1° Diedro
’ BQ f A2
¢ B |
| |
| |
LT lg 1'1,“
BO Ao

,__
=

A" Diedro

3° Diedro

Na figura anterior temos a épura de um ponto A situado no 1° diedro e de um ponto B no

2° diedro.
A cota de um ponto A do espaco é a distancia entre A e o PH. Logo, a cota de A é igual

medida A3 Ay do segmento Ay Ay, uma vez que d(A,I1;) = d(A, A;) = d(As, Ap).
O afastamento de um ponto A do espaco é a distancia entre A e o PV. Logo, o afastamento

de A ¢ igual medida A; Ay do segmento A; Ay, uma vez que d(A,Ily) = d(A, Ay) = d(Ay, Ap).

2.2 Exercicios
1. Faca as épuras de pontos situados no 3° e no 4° diedros.

2. Faga a épura e obtenha a cota e o afastamento de um ponto A tal que:

a) Ae PH b) Ae PV c) Ae LT

2.3 Estudo da reta

Uma reta r é representada na épura por suas projecoes r; e ro nos planos horizontal PH e
vertical PV respectivamente, o que serd denotado por r = (r1,7r2). E claro que um ponto
pertencente a uma reta possui suas projecoes pertencentes as projecoes de igual nome da reta

(isto é,se A € rentdao A; € 11 e Ay € 15). Além disso, sabemos que a projegao de uma reta sobre
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um plano nao perpendicular & mesma é uma reta. Assim, para obtermos as projecoes da reta
sobre um plano, basta projetarmos dois pontos da reta. Nas figuras que seguem, analisamos um

segmento de uma reta supondo-o contido no 1° diedro. Os demais casos ficam como exercicio.

2.3.1 Epura de uma reta qualquer

A projecao da reta ((A, B) fica determinada pelas projecoes de dois de seus pontos sobre o

mesmo plano, conforme figura abaixo.

2.3.2 Epura de uma reta horizontal

Reta horizontal é qualquer reta paralela ou contida no plano horizontal PH.

/
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Propriedades:

- Todos os pontos de uma reta horizontal tém a mesma cota. Portanto, sua projecao vertical
é paralela a LT.

- A projecao horizontal A;B; do segmento horizontal AB estd em V.G.

- O angulo que uma reta horizontal faz com o PV projeta-se em V.G. no plano horizontal.

2.3.3 Epura de uma reta frontal

Reta frotal é qualquer reta paralela ou contida no plano vertical PV.

BQ T2
Ay :
+ ° LT
Ap i ' Bo
L 4 .I 1
Al Bl

Propriedades:

- Todos os pontos de uma reta frontal tém o mesmo afastamento. Portanto, sua projecao
horizontal é paralela a LT.

- A projecao vertical Ay;By do segmento de reta frontal AB estd em V.G.

- O angulo que uma reta frontal faz com o PH projeta-se em V.G. no PV.

2.34 Epura de uma reta fronto-horizontal
Reta froto-horizontal é uma reta paralela a LT.

Propriedades:

- Uma reta fronto-horizontal é paralela a ambos os planos de projecao e tem suas projecoes
também paralelas a LT.

- Toda reta fronto-horizontal é frontal e horizontal.

- O segmento AB de uma reta fronto-horizontal projeta-se em V.G. nos planos de projecao.

- Todos os seus pontos tém cotas iguais e afastamentos iguais.
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? 4 LT
Ao ! By
Ay B,

2.3.5 Epura de uma reta de topo

Reta de topo é uma reta perpendicular ao plano vertical PV.

® Ty = A2 = B2

Ao =By LT
® A

® B

1

Propriedades:
- Reta de topo é um caso particular de reta horizontal.
- Sua projecao no plano PH é perpendicular a LT e estd em V.G.. Sua projecao vertical é

um ponto.

2.3.6 Epura de uma reta vertical

ﬁ%gﬁ&%@&%:é uma reta perpendicular ao plano horizontal PH.

- Reta vertical é um caso particular de reta frontal.
- Sua projecao no plano PV é perpendicular a LT e esta em V.G.. Sua projecao horizontal

é um ponto.
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2.3.7 Epura de uma reta de perfil

Reta de perfil é uma reta que é ortogonal a LT, mas nao é horizontal nem frontal.

r =Tg

"AQ

LT

Ay

By

Propriedades:

- Toda reta de perfil esta contida em um plano perpendicular a LT e, portanto, perpendicular
ao PH e ao PV. (Demonstre.)

- Suas projegoes nos planos PH e PV sao perpendiculares a LT. Na épura, essas projecoes

sdo coincidentes. (Demonstre.)

2.4 Determinando retas

Em Geometria Descritiva diz-se que uma reta esta determinada quando os elementos gréaficos

que estao na épura permitem concluir a posi¢cao exata da reta no espaco. De agora em diante,
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diremos que r é uma reta qualquer quando r nao é uma das retas particulares estudadas nas

secoes anteriores. Na épura, podemos determinar uma reta das seguintes maneiras:

(i) Tendo dois pontos da reta. Isto significa que, se A e B sao pontos da reta, devemos ter na

épura os pontos Ay, As, By e Bs.
(ii) Tendo as projecoes da reta. Aqui temos trés casos a considerar:
(a) Retas quaisquer, horizontais, frontais ou fronto-horizontais: as proje¢oes determinam com-

pletamente a reta.

Por exemplo, nas épuras abaixo, r é uma reta qualquer, ¢ é uma reta horizontal e s é uma

T2 —t2 —_—
S1

LT LT LT

(b) Retas verticais ou de topo ficam completamente determinadas por sua projecao pontual.

reta frontal.

Nos exemplos abaixo, r é uma reta vertical que esta contida na uniao do 1° e 4° diedros, t é
uma reta de topo que esta na uniao do 1° e 2° diedros, s é uma reta vertical que estd na uniao

do 2° e 3° diedros, e m ¢é uma reta de topo que estd na uniao do 3° e 4° diedros.

® iy ® 51

LT

(c) Retas de perfil ndo ficam determinadas por suas projegoes. Isto significa que dadas as
projecoes de uma reta de perfil, nao é possivel concluir sobre sua posicao exata no espaco. Uma
reta de perfil somente fica determinada por dois de seus pontos.

Note na figura abaixo que a reta r de projegoes 71 e r nao esté determinada (qualquer outra
reta contida no plano perpendicular a LT em que r esta contida tem projecoes coincidentes

com as projegoes de 7).
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L =T2

LT

2.5 Pontos onde uma reta intercepta os planos de projecoes

Os pontos onde uma reta intercepta os planos PH e PV sao chamados tracos da reta e sao
denotados por H e V, respectivamente. H é o traco horizontal da reta e V é o traco ver-
tical. Assim, H é o unico ponto da reta que tem cota nula e, conseqiientemente, Hy € LT.
Analogamente, V' é o tnico ponto da reta que tem afastamento nulo e portanto, V; € LT.

Seja r uma reta. Esquematizando temos:

H=H enrn

He PH —
HyeraNLT

‘/1€T1HLT

VePV —
V=V,er

Por definicao, retas que nao interceptam o PH nao tém traco horizontal, e retas que nao

interceptam o PV nao teém traco vertical.

Exemplos 2.2. Nas épuras abaixo determinamos os tragos das retas dadas.
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Observemos que se r é uma reta de perfil, nao sabendo ainda como determinar os seus

tragos. Aprenderemos a fazer isto nas proximas secoes.

2.6 Convencao para pontos na épura

Consideremos um sistema de coordenadas para a reta LT. A cada ponto P = (P, P,) do espaco

existe um unico Py € LT que, na épura, é o ponto obtido da interse¢ao da linha de chamada que

passa por P e P, com LT. Com o objetivo de colocar os dados na épura, fagamos a seguinte

convencao: cada ponto do Espaco é fixado na épura por meio de trés coordenadas, como segue:
P=(zy;2),

sendo:
e 1 = coordenada de Fy na LT. Chamamos x de abscissa do ponto P;
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e y = afastamento de P. Logo, y da a posicao de P; na linha de chamada que passa por

P,. Convenciona-se positivo para baixo;

e 2 = cota de P. Assim, da a posicao de P, na linha de chamada que passa por F.

Convenciona-se positivo para cima.

ESQUEMA:

N\ +z
+x
; LT
0
Vv +y

Exemplo 2.3. Faca a épura dos pontos A = (42;+2;45), B = (+4; -2;+4), C = (=3;—4;—1)
e D = (+1;+1;—3). Em qual diedro estd cada um dos pontos?

r A2
1O | 1 B

‘B

. LT
i D
iA,
i Dy
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2.7 Pertinéncia de ponto e reta

Sejam A, P e B pontos colineares do espaco. Suponha que A — P — B, ou seja P estd entre A

e B. Entao, uma das possibilidades acontece:

(i) A reta ((A, B) é vertical e assim, Ay = Py = By e Ay — P, — Bs.
(ii) A reta ¢(A, B) é uma reta de topo. Logo, Ay — P, — By e Ay = P, = Bs.
(iii) A reta (A, B) nao é vertical nem de topo. Neste caso, Ay — P, — By e Ay — P, — B,.

Seja P um ponto e r uma reta. Se P € r, sabemos que as projecoes do ponto pertencem

as projecoes de mesmo indice da reta. A reciproca nem sempre é verdadeira. Por exemplo, na

épura abaixo temos P, P, € r|{ = ry, porém P ¢ r. Note que r é uma reta de perfil.

r =T

P,

LT

[ ] Pl

Na verdade, a reciproca da afirmagao acima é verdadeira para todos os tipos de retas, com

excegao de retas de perfil. De fato, consideremos os casos:

(i) Retas quaisquer, horizontais (mas nao de topo), frontais (mas nao verticais) ou fronto-
horizontais: Se as projecoes de um ponto pertencem as projecoes de mesmo indice da reta,

entao o ponto pertence a reta.

De fato, seja r uma das retas acima e P um ponto tal que P; € r; e P, € ry. Consideremos
planos I'; e I'y perpendiculares a PH e PV, respectivamente, e contendo r (I'y e 'y sdo os
planos projetantes de r sobre II; e Il,, respectivamente). Note que I'; # I'y (exceto quando

r1 = T9 = 1, mas este caso ¢ trivial). Entdo r; =1 N PH e ry = 'y N PV. Assim obtemos:

rCcliercl2 = rCclhinNly = r=I01NTy, uma vez que I'y # T'y.
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Além disso, (P €y = PeTl))e(Py€rg=Pecly). Logo, Pel'yePely = Pc

'y N’y = r, como afirmamos.

(ii) Retas verticais e de topo: Basta que a projecao pontual da reta coincida com a projegao

de mesmo indice do ponto para concluirmos que o ponto pertece a reta.

(iii) Retas de perfil: Seja r = ¢(A, B) uma reta de perfil e P um ponto tal que P, P, € r; =
ro. Se P € r, suponhamos por exemplo que A — P — B. Entao Ay — P, — By e Ay — P, — B

Conseqiientemente, a seguinte igualdade é satisfeita:

P2A2 o PlAl
P,B,  PB;’
Reciprocamente, para verificar na épura se P pertence a r, suponhamos que P, # A;, B;,

(2.1)

para i = 1,2 e que Ay — P, — B;. Entao Ay — P, — By (caso contrario P ¢ r). Afirmamos
que se (2.1) é satisfeita, entdo P € r. A demonstragao desta afirmagao segue da semelhanca
dos triangulos AMP e PNB, onde M = ((A, A)) NP, Py) e N = {(P,P,)N{(B,By), e é
deixada como exercicio. Portanto, para verificarmos na épura se P € r, devemos proceder
como em Desenho Geométrico na busca da 4% Proporcional. Assim, se x é a 4* Proporcional
de PyAy, PoBy e P A; entao P € r se e somente se P/B; = x.

2.8 Exercicios

1. Dar a épura dos triangulos dados nas figuras abaixo. Seus vértices estao sobre vértices

de um cubo de aresta 1, ou sobre pontos médios P, (), R de arestas do cubo.
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Resolugao:

Ay

P2 l Q2 Q2
| LT p, LT LT
;Pl
p Q1

o)

2. Dar a épura de cada um dos triangulos ABC das figuras abaixo, sabendo que cada

vértice ou é um vértice de um quadrado de lado 3cm ou é um ponto médio de um lado
do quadrado.
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10.

11.

. Dada a reta de perfil = ¢(A, B) e a projecao horizontal P; de um ponto P € r, obter a

projecao P, em cada um dos seguintes casos:
(a) A=(1,2,4), B=(1,5,1)e Ay — P, — B;.
(b) A=(1,5,5), B=(1,3,4)e P, — B; — A;.
(¢c) A=(1,5,-3),B=(1,1,4)e By — P, — A;.

Dica:

(a) Como A; — P, — By, entdo Ay — P, — By. Logo P deve satisfazer ﬁz—g; = I’;i—gi :
(b) Como P, — By — Ay, entao P, — By — Ay. Logo P, deve satisfazer % = % :
(c) Como By — P, — Ay, entdao By — Py — Ay. Logo P, deve satisfazer % = % :

(Tragos de uma reta de perfil) Seja r = (A, B) uma reta de perfil. Determinar os tragos

H eV de r nos trés casos dados no exercicio anterior.

Dica: Sabemos que Hy e V) pertencem a LT. Resta entao determinar os pontos Hy e V5

utilizando o mesmo raciocinio do exercicio anterior.

Seja r a reta que passa pelos pontos A = (2;2;5) e B = (—3;—4;—2). a) Dé a épura de
r e determine na épura os seus tragos H e V. b) Verifique se o ponto P = (2, -5, —2)

pertence a r, justificando sua resposta.

Dé o afastamento de um ponto P pertencente a uma reta frontal r, sabendo que o ponto

@ = (2;1;2) pertence a r. Explique o seu raciocinio.
Faca uma épura contendo uma reta r de topo, um ponto P € r e um ponto @ & r.

Dé a cota e o afastamento de um ponto P pertencente a uma reta fronto-horizontal r |

sabendo que o ponto @ = (1;2;3) pertence a r. Justifique sua resposta.

Seja r a reta que passa pelos pontos A = (0;2;2) e B = (0;4;2). a) Dé a épura de r e
determine na épura os seus tracos H e V. b) Verifique se o ponto P = (0;0;2) pertence

a r, justificando sua resposta.

Dé a épura de um paralelogramo ABCD, sendo dados A, B e O, onde O é o ponto de

intersecao das diagonais do paralelogramo. (Figura abaizo).

Sao dados: a projegao horizontal A; B;C, D1 E; de um pentdgono (irregular) plano ABCDE
do espaco e as projecoes verticais Ay, By e Cy dos vértices A, B e C do pentdgono. Dar

a projecao vertical do pentagono.
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12. Dé a épura de uma reta r = ¢(A, B), sabendo que A e B satisfazem: afastamento de A é

3 cm, afastamento de B é 5ecm e AB = 6em.

13. Dé a épura de um triangulo equilatero ABC, cuja projegao vertical é um segmento paralelo

a LT medindo 4 cm.

14. Um segmento AB horizontal e com 5 c¢m de comprimento tem a extremidade B em PV.
Sabendo que A = (2;3;5), dé a épura de AB.

15. Dé a épura de um cubo ABCDEFGH de aresta 5cm que estd no 1° diedro, tem a face
ABCD contida em PH, e a face ADEH contida em PV.

16. Dar a épura de um triangulo equildtero ABC', de lado 6 cm, contido em PH, com A €

LT e BC perpendicular & LT em um ponto com abscissa maior do que a abscissa de A.
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17. Fazer a épura dos cubos de aresta a dados nas figuras abaixo.

18. Dé a épura do cubo ABCDEFGH de aresta 1, representado na figura abaixo.

2.9 Estudo do plano

Veremos nesta secao, posicoes que um plano pode ocupar com relacao aos planos de projecao.
Evidentemente, se um plano nao é perpendicular ao plano de projecao, entao sua projecao
é o proprio plano de projecao. Sendo assim, como a proje¢ao de um plano nao nos fornece
informagoes sobre este plano, entao este plano é dado, na épura, por seus tracos.

Quando estudamos retas, vimos que os tragos de uma reta sao os pontos de intersecao da
reta com os planos de projecao. De maneira andloga, temos os tracos de um plano, que sao as
retas de intersecao do plano com os planos de projecao.

Seja IT um plano qualquer. Se Il nao é paralelo nem coincidente com PH, o traco horizontal
de IT é a reta h;y = IIN PH. Se Il nao é paralelo nem coincidente com PV, o trago vertical de

IT é a reta vy = I[1N PV. Quando II é paralelo ou coincidente com um dos planos de projecao,
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entao Il nao tem trago neste plano.

Propriedades: 1. Seja Il # PH e Il # PV. Se Il contém a linha de terra LT, entao os dois

tracos de Il coincidem com a linha de terra.

De fato, temos:
LT Ccll=LTc(IINPH)=hyg= LT = hy ,
LTcl=LTCc(IINPV)=vy= LT =y .
Logo, LT = hyy = vyy .

2. Sell # PH ell # PV entao hy = LT se e somente se vy = LT .

De fato,
hn= LT = LT C Il = hg =wvg = LT, pelo item anterior .

De modo analogo temos,

vm=LT=LTCll=vg=hg=1LT.

3. Se um plano tem os dois tragos distintos entdo, ou os trac¢os sao concorrentes num ponto

pertencente a LT, ou sao paralelos a LT.

U1t
(%81

De fato, como hp e vy sao retas distintas e coplanares entao, ou sao paralelas, ou sao

concorrentes. Suponhamos que Ay e vy sao concorrentes e seja {O} = hg Nvg. Temos:
Oehp=0¢PH
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O€evg=0ce€ePV.
Logo, O € PHN PV = LT.

Suponhamos agora que Ay e vy sao paralelas. Se hy nao é paralela a LT, entao ou hyNLT =
{P} ou hyy = LT. Se hy N LT = {P}, entdo P € [IN PV = vy, o que é um absurdo pois Ay e
vp sao paralelas. Se hyy = LT, entao vy = LT, o que é um absurdo pois hy # vyp. Portanto hy

é paralela a L'T. Segue da transitividade que vy também é paralela a LT

2.10 Epura de planos

Estudaremos a épura dos seguintes tipos especiais de plano:

PLANO HORIZONTAL PLANO FRONTAL

LT ~'

PLANO DE TOPO PLANO VERTICAL PLANO DE PERFIL

2.10.1 Plano horizontal

E qualquer plano paralelo ou coincidente com o plano PH.

Propriedades:
- Tem apenas trago vertical v, o qual é paralelo ou coincidente com a LT
- Todos os seus pontos tém a mesma cota.
- Qualquer figura contida em um plano horizontal tem sua projecao horizontal em V.G. e

sua projecao vertical contida em wvyy.
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n

LT

Exercicios

1. Dé a épura de um ponto P e de um plano horizontal II contendo P.

2. Fazer a figura espacial e a épura de um plano horizontal II e de um triangulo ABC' contido

em II.

2.10.2 Plano frontal

E qualquer plano paralelo ou coincidente com o plano PV'.

LT

hn

Propriedades:
- Tem apenas trago horizontal hr, o qual é paralelo ou coincidente com a LT.
- Todos os seus pontos tém o mesmo afastamento.
- Qualquer figura contida em um plano frontal tem sua projecao vertical em V.G. e sua

projecao horizontal contida em Agy.

Exercicios

1. Repita os exercicios anteriores para um plano frontal.

2. Fazer a figura espacial e a épura de uma circunferéncia de centro 0 = (1;2;2) e raio 1 cm,

contida em um plano frontal.

3. Sejam A = (2;3;5),B=(5;3;7),C=(-1;3;1) e D = (—1;3;6).
a) Calcule AB e CD.
b) Dé a épura de um plano frontal II contendo A.

c) Dé as projegdes de uma circunferéncia que contém A e B, tem raio igual a C'D e esta

contida em um plano frontal .
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2.10.3 Plano de topo

E qualquer plano perpendicular a PV'.

n

LT

hn

Propriedades:
- Plano de horizontal é um caso particular de plano de topo.
- Seu traco horizontal hyy é perpendicualar a LT

- Qualquer figura contida em um plano de topo tem sua projegao vertical contida em vyy.

Exercicio

Dado um ponto P, dé a épura de um plano de topo II que contém P.

2.10.4 Plano vertical

E qualquer plano perpendicular ao plano PH.

n

LT

hi
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Propriedades:
- Plano frontal é um caso particular de plano vertical.
- Seu trago vertical vy é perpendicular a LT

- Qualquer figura contida em um plano vertical tem sua projecao horizontal contida em hyy.

Exercicio

Faca uma épura contendo uma reta r e um plano vertical II que contém r.

2.10.5 Plano de perfil

E qualquer plano perpendicular a LT

’L}H:hn

LT

Propriedades:
- Plano de perfil é um caso particular de plano vertical e de topo.
- Os tracos de um plano de perfil coincidem e sao perpendiculares & LT
- Qualquer figura contida em um plano de perfil tem suas projecoes contidas nos tracos

desse plano.

2.11 Exercicios

1. Faca a figura espacial e a épura de um quadrado ABC'D de lado medindo 4 ¢m, sabendo

que o quadrado estd contido em um plano frontal o, e que A = (—1;2;2) e B = (3;2;2).

2. Dado o ponto P = (2;3;4), faga uma épura contendo uma reta horizontal r e um plano

horizontal «, ambos contendo P.

3. Dado o ponto P = (1;—2;3), faca uma épura contendo duas retas r e s tais que P &€ r, s

é paralela a r e contém P.
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10.

Faca uma épura contendo um ponto P, uma reta vertical e de um plano horizontal «,

ambos contendo P.

. Faga a figura espacial e a épura de um quadrado ABCD de lado medindo 5 ¢m, sabendo

que o quadrado esta contido em um plano horizontal «, e que A = (1;2;2) e B = (6;2;2).

Dé a épura de um cubo de diagonal 10 cm, sabendo que ele tem uma aresta paralela a

L.T. e uma aresta vertical.

Seja ABC'D um retangulo em que A = (—35;32;19)mm, C = (35; —8;46) mm, AB =

53mm e C'D é frontal. Dé as coordenadas dos pontos B e D.

Dé a épura de uma circunferéncia de raio 6 cm e centro O = (2;3;1), sabendo que ela

estd contida num plano frontal.

No exercicio anterior, dé a épura de um quadrado inscrito na circunferéncia, com lado

paralelo a L.T.

Faca uma épura contendo um plano II, uma reta » e um ponto P tal que r NIl = P.
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Capitulo 3
Poliedros

Definicao 3.1. Poliedro é uma reuniao de um numero finito de regioes poligonais convexas,
chamadas faces do poliedro, que satisfazem as condigoes:

a) cada lado (aresta) de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

b) a intersegao de dois poligonos ou é vazia, ou é um vértice comum ou é um lado comum aos

dois poligonos.

Cada lado comum a duas faces chama-se uma aresta do poliedro e cada vértice de uma
face é chamado também de vértice do poliedro. Um poliedro é dito convexo quando o plano
que contém cada face deixa as demais faces num mesmo semi-espago.

Vejamos alguns exemplos de poliedros e figuras que nao sao poliedros.

E

Poliedro Convexo Poliedro ndo convexo.  Falha a propriedade a) Falha a propriedade b)

A figura (a) abaixo nao é um poliedro pois dois dos poligonos que a constituem nao sao
convexos. Mas podemos acrescentar trés arestas de modo a torna-la um poliedro, conforme a
figura (b).
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Anélogo ao que ocorre com poligonos convexos, alguns poliedros convexos recebem nomes
especificos de acordo com o nimero de faces. Por exemplo, denotando por F' o niimero de faces
de um poliedro P, notando que F' > 4, temos:

F =4 = P é um Tetraedro;

F =6 = P é um Hexaedro;

F =8 = P é um Octaedro;

F =12 = P é um Dodecaedro;
F =20 =P ¢é um Icosaedro.

Prismas e piramides sao também exemplos de poliedros.

Definigao 3.2. Seja P um poliedro, com V' vértices, A arestas e F' faces, o nimero y(P) =

V — A+ F é chamado de caracteristica de Euler-Poincaré do poliedro P.

O teorema seguinte diz que quando o poliedro é convexo, sua caracteristica de Euler-Poincaré
é 2.
Teorema 3.3. (Teorema de Euler) Seja P um poliedro convexo, com V wvértices, A arestas e
F faces. EntaoV — A+ F = 2.

Demonstragdao. a) Seja P’ uma reuniao finita de poligonos planos convexos tais que:
i) cada lado de poligono é comum no maximo a dois poligonos;
ii) havendo lados de poligonos que estao em um sé poligono, eles devem formar uma tnica
poligonal fechada, plana ou nao, chamada contorno;
iii) a intersecdo de dois poligonos ou é vazia ou é um vértice comum ou uma aresta comum;
iv) o plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semi-espago (condigao de convexi-
dade).

P’ é chamado de superficie poliédrica convexa.

Por inducao finita referente ao ntimero de faces, vamos provar primeiramente que vale a

relagao:

V- A+ F =1,
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onde
V'’ é o nimero de vértices,
A’ é o nimero de arestas e

I’ é o nimero de faces da superficie P’.

1) Para F' = 1.

Neste caso P’ se reduz a um poligono plano convexo, entao V' = A’. Logo, V' —A'+ F' =

F" =1, como queriamos.

2) Admitindo que V' — A’ + F’ = 1 vale para uma superficie poliédrica convexa P’ de F’ faces
(que possui V' vértices e A’ arestas), vamos provar que também vale para uma superficie de
F'+ 1 faces.

Acrescentando a P’ (que é aberta) uma face de p arestas (logo p vértices) e considerando
que q dessas arestas coincidem com arestas ja existentes, obtemos uma nova superficie com Fj,

faces, A, arestas e V, vértices tais que:

F,=F +1
A=A +p—q (q arestas coincidiram)
Vo=V'+p—(q+1) (qarestas coincidindo, g 4+ 1 vértices coincidem).

Formando a expressao V, — A, + F, e substituindo os valores acima, temos:
Vo—A+FE,=V+p—(q+1)— (A +p—q) +(F'+1) =
=V +p—q—-1-A—p+q—-F +1=V'-A+F.

Como V, — A, + F, =V'— A"+ F’ provamos que a expressao V' — A + F nao se altera
se acrescentarmos (ou retirarmos) uma face da superficie.
Como, por hipétese de inducao, V' — A’ + F' = 1, concluimos que V, — A, + F, = 1,

como queriamos.

b) Seja P’ = P — f onde f é uma face qualquer de P. Entao P’ é uma superficie poliédrica
convexa e assim, pelo provado em a) vale arelagao V' — A+ F' ' =1. ComoV'=V A=A
eF'=F—1,vemV — A+ (F—1) =1, ou seja,

V-A+F=2

como queriamos demonstrar. O
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OBS: A relacao V — A + F = 2 é chamada de relagdo de Euler.

O Teorema de Euler afirma que para todo poliedro convexo vale a relacao de Euler. Uma
pergunta natural que surge é a respeito da validade da relacao de Euler para poliedros nao
convexos. A resposta para esta questao é a seguinte: se um poliedro nao é convexo, a relacao

de Euler pode valer ou nao, conforme mostra os exemplos abaixo:

V=14 V=16

A=24 /ﬂ A=32

F=12 ‘ F=16
V-A+F=2 V-A+F=0

Definicao 3.4. Um poliedro é chamado de Poliedro de Platdo se, e somente se, satisfaz as
seguintes condigoes:

a) todas as faces tém o mesmo numero de arestas,

b) todos os angulos poliédricos tém o mesmo nimero de arestas,

c) vale a relacao de Euler.

As figuras abaixo sao exemplos de Poliedros de Platao.

_________________

Teorema 3.5. Fxistem cinco, e somente cinco, classes de poliedros de Platao.

Demonstragao. Em um poliedro sejam x o ntimero de arestas de cada face (x > 3) e y o ntimero
de arestas em cada vértice (y > 3).

Como cada aresta pertence a exatamente duas faces, temos que zF = 2A, e como as
extremidades de cada aresta dao origem a dois vértices e o nimero de arestas em cada vértice
é 0 mesmo para todos os vértices do poliedro, temos que yV = 2A. "

Substituindo F' = — e V = — na férmula de Euler, obtém-se — + — = A + 2, ou seja,
z Yy T Y
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1 1 1 1
SR T *
x+y 2+A )
.11 2 o1 1 2
Como, x >3 ey >3 entao — + — < —, ou seja, — + — < — e portanto A > 6.
x oy~ 3 2 A3
1 1 1 1 1 1
Sem24ey24entéo—+—Si,oqueéimpossivelpoisde(*)segueque—+—>§.
Ty x

Logo z =3 ou y = 3.
Se z = 3 entao da equagao (*) temos:
1=1+l = 1>1 = y < 6.
y 6 A y 6
Portanto, se z = 3 entao 3 < y < 5. De modo andlogo, se y = 3 obtemos que 3 < x < 5.
Analisemos entao cada caso:
e Quando x = 3 e y = 3, temos que A = 6. Nesse caso usando as relacoes F = 2A e yV = 24,
obtemos que F'=4 e V =4 e portanto P é um tetraedro.
e Quandox =3 ey=4entao A=12, F =8 e V =6 e portanto P é um octaedro.
e Quandox =3 ey =5entao A =30, F =20e V =12 e portanto P é um icosaedro.
e Quandoxr =4 ey =3entao A =12, FF =6 e V = 8 e portanto P é um hexaedro ou cubo.

e Quandox =5ey=3entao A =30, F =12 e V =20 e portanto P é um dodecaedro. []

A tabela seguinte resume os resultados obtidos na demonstragao acima:

x Y A V F Classe

3 3 6 4 4 tetraedro
3 4 12 6 8 octaedro
3 5 30 12 20 icosaedro
4 3 12 8 6 cubo

5! 3 30 20 12 | dodecaedro

As figuras abaixo sao exemplos de Poliedros de Platao.
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Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Definicao 3.6. Um poliedro convexo é chamado de poliedro reqular quando:
a) suas faces sao poligonos regulares e congruentes,

b) todos os angulos poliédricos tém o mesmo numero de arestas.

Pelo Teorema de Euler sabemos que poliedros convexos satisfazem a relacao de Euler. Logo,
concluimos que poliedros regulares sao Poliedros de Platao e, portanto, existem cinco e somente
cinco tipos de poliedros regulares: tetraedro regqular, hexaedro reqular, octaedro regular, dode-

caedro reqular e icosaedro reqular.

PO

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Exercicios 3.7.

1. Um poliedro convexo de 20 arestas e 10 vértices sé possui faces triangulares e quadran-

gulares . Determine os nimeros de faces de cada género.

2. Diagonal de um poliedro é qualquer segmento que une dois vértices que nao estao na

mesma face. Quantas diagonais possui o icosaedro regular?

3. Mostre que par todo poliedro convexo valem as desigualdades
(a) A+6 <3F (b) A+6<3V.

4. Mostre que se um poliedro convexo tem 10 arestas entao ele tem 6 faces.
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