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Resumen: Se presenta un modelo alternativo para edificios a cortante bajo el principio
de movimiento inducido por una onda śısmica. La meta final es identificar los parámetros
estructurales en ĺınea, como lo son el amortiguamiento y la rigidez, haciendo uso de los retardos
generados en la llegada del movimiento śısmico entre un piso y otro. El esquema de identificación
planteado, a diferencia de los tradicionales, resuelve el problema de desacoplar los parámetros
rigidez-masa y amortiguamiento-masa, de manera que una vez obtenidos los parámetros sea
posible la implementación de técnicas de control de vibraciones o de detección y evaluación
de daño de una estructura. El método de identificación empleado es el de mı́nimos cuadrados
con factor de olvido. Los resultados de simulación muestran la versatilidad del método propuesto.

Palabras clave: Identificación de parámetros, control de vibraciones, monitoreo de salud
estructural, detección de daño, propagación de ondas.

1. INTRODUCCIÓN

Tradicionalmente, los edificios son analizados usando
métodos de análisis de vibración, como lo son las formas
modales y las frecuencias naturales, como en los trabajos
de Maia et al. (2003); Hongping et al. (2011); Hwang and
Kim (2004); Rahai et al. (2006); Jeong-Tae et al. (2003).
En la mayoŕıa de los métodos propuestos se requiere identi-
ficar un gran número de parámetros, lo cual hace el proceso
relativamente lento.

En otros casos, se estudia la respuesta estructural me-
diante técnicas de procesamiento de señales, como son las
transformadas wavelet, con el objetivo de recuperar los
parámetros estructurales y determinar con ellos posible
daño estructural como en Huang and Su (2007); Spanos
et al. (2006); Yam et al. (2003). Por otra parte en el
área de control de vibraciones se han desarrollado algunos
trabajos, entre ellos Jiménez and Álvarez Icaza (2007);
Kuwabara et al. (2013); Shih-Yu and Shih-Chieh (2009);
Garrido and Concha (2011); Morales-Valdez and Alvarez-
Icaza (2014b) los cuales recuperan los parámetros estruc-
turales en tiempo real.

En este trabajo se presenta un enfoque novedoso como so-
lución alternativa al problema de identificación de paráme-
tros en edificios, que extiende los trabajos de Todorovska
and Trifunac (2008); Todorovska and Rahmani (2012);
Zhang et al. (2011) que postulan un modelo de propa-
gación de ondas como base para determinar la rigidez
en edificios. Se propone ahora mantener el enfoque de
propagación de ondas, pero se transforma la forma de
procesar la información para pasar de un proceso fuera
de ĺınea a uno de identificación de parámetros en tiempo
real. Este método mantiene las ventajas de poder generar

información local para tener mayor certeza de la ubica-
ción del daño, como en Morales-Valdez and Alvarez-Icaza
(2014a).

2. MODELO MATEMÁTICO

Un modelo de edificio a cortante clásico como el presentado
en la Fig. 1, donde se supone que: a) se presentan desplaza-
mientos únicamente en una dirección, b) la masa de cada
uno de los pisos está concentrada en sus centros de masa,
c) cumple con la hipótesis de diafragma de piso ŕıgido 1 ,
d) las columnas son flexibles a deformaciones laterales y
ŕıgidas en dirección vertical y e) es soportado en suelo
firme, puede ser representado por un sistema de n grados
de libertad (GDL), como se muestra en la Fig. 2. En ésta,
se representa un conjunto de n masas interconectadas por
resortes de rigidez k y coeficiente de amortiguamiento c.
El modelo es excitado por una fuerza üg, tal que sobre
la masa mi actúan las fuerzas de reacción Fki−1, Fki,
Fci−1, Fci, debidas a la reacción de los resortes y de los
amortiguadores, respectivamente, mientras Fmi

describe
la fuerza inercial debida a la masa mi. En el modelo, u1,
u2,...,un corresponden a las posiciones relativas de cada
una de las masas.

De acuerdo al principio D’Alembert, el equilibrio en cada
instante de tiempo sobre la masa mi debido a la excitación
F , puede ser calculado como

∑

Fmi
= −Fki

− Fci − Fmi
+ Fki+1

+ Fci+1
= 0 (1)

1 es decir, los pisos son tan ŕıgidos que no se deforman
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Figura 1. Edificio de cortante clásico
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Figura 2. Sistema masa-amortiguamiento-rigidez

despejando la fuerza inercial debida a la reacción de la
masa Fmi

y sustituyendo su valor por el producto de la
masa por la aceleración, se obtiene 2

−Fki
− Fci + Fki+1

+ Fci+1
= mi

∂2ui

∂t2
(2)

De acuerdo al modelo reológico de Kelvin, las fuerzas de
resistencia elástica sobre la masa Fmi

se pueden calcular
como

Fki
=−k(ui − ui−1) (3a)

Fki+1
= k(ui+1 − ui) (3b)

Fci =−c(ui − ui−1) (3c)

Fci+1
= c(ui+1 − ui) (3d)

Sustituyendo las expresiones anteriores (3a), (3b), (3c) y
(3d) en la Ec. (2) se obtiene

mi
∂2ui

∂t2
= k(ui+1 − ui)− k(ui − ui−1) + (4)

c(u̇i+1 − u̇i)− c(u̇i − u̇i−1) (5)

Reduciendo y agrupando términos semejantes, se llega a

2 Note que la derivada de ui puede ser temporal o espacial a lo largo

del edificio con altura H. Por simplicidad se omiten los argumentos

de ui en sus derivadas parciales.

k (ui+1 − 2ui + ui−1)
︸ ︷︷ ︸

∂2ui/∂y
2

+c (u̇i+1 − 2u̇i + u̇i−1)
︸ ︷︷ ︸

∂2u̇i/∂y
2

= mi
∂2ui

∂t2

(6)

En la Ec. (6), los términos entre paréntesis son similares
a la segunda derivada del desplazamiento u y de la velo-
cidad u̇ mediante una aproximación por diferencias finitas
centradas con respecto a la variable espacial y, las cuales
tienen la siguiente forma, LeVeque (2007)

∂2ui

∂y2
≈

ui+1 − 2ui + ui−1

(∆y)2
(7a)

∂2u̇i

∂y2
≈

u̇i+1 − 2u̇i + u̇i−1

(∆y)2
(7b)

por lo tanto, multiplicando las Ecs. (7a) y (7b) por (∆y)2

y sustituyendo los productos resultantes en la Ec. (6) se
obtiene

(∆y)2
(

k
∂2ui

∂y2
+ c

∂2u̇i

∂y2

)

= mi
∂2ui

∂t2
(8)

despejando mi de la Ec. (8), se obtiene

β2 ∂
2un

∂y2
+ η2

∂2u̇n

∂y2
=

∂2un

∂t2
(9)

cuyas condiciones iniciales y de frontera son:

u(y, 0) = 0 0 ≤ y ≤ H (10a)

u̇(y, 0) = 0 0 ≤ y ≤ H (10b)

u(0, t) = ug 0 < t (10c)

µu̇(H, t) = 0 0 < t (10d)

La Ec. (9) es conocida como la ecuación de onda con
amortiguamiento de Kelvin-Voigt, la cual es usada para
describir la respuesta dinámica de los edificios frente una
acción śısmica üg. Además representa el comportamiento
viscoelástico de las ondas de cortante en una dimensión
(1D) dentro de un estrato 3 , donde β es la velocidad de
cortante de la onda y η es una constante no negativa
proporcional a la fuerza del amortiguador. Es importante
notar que de acuerdo a las Ecs. (10a) y (10b) el edificio
inicialmente se encuentra en reposo y es excitado única-
mente en su base (10c). Además está libre de esfuerzos en
el techo (10d).

3. DISCRETIZACIÓN Y LINEALIZACIÓN DEL
MODELO

De acuerdo a la Ec. (9), el modelo de edificio de cortante
puede ser representado por una barra elástica dividida en
capas de acuerdo al número de pisos, soportada por una
base ŕıgida y excitada por una acción śısmica en la base.
Además se supone que el edificio se mueve únicamente de
manera horizontal en el eje Y, como se ilustra en la Fig. 3

Actualmente existen muchos métodos para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales, siendo algunos de los más
3 En este trabajo, un estrato equivale a un piso del edificio

Congreso Nacional de Control
Automático, AMCA 2015,

Cuernavaca, Morelos, México.

564

 Octubre 14-16, 2015.



Y

1

2

3

a

n-1

n

U

UU

U

U

U1

2

3

n-1

n

Y

Y

Y

Y

Figura 3. Barra de cortante elástica

usuales, la transformación de coordenadas por backs-
tepping como en Smyshlyaev and Krstic (2010), Ramm
(2001), Smyshlyaev and Krstic (2004), Cheng et al. (2010),
las soluciones anaĺıticas como en Haberman (1983) y otros
métodos, Mocenni et al. (2011). En este trabajo se realiza
una semidiscretización por diferencias finitas centradas a
lo largo de la derivada espacial, con un número de puntos
equivalente al número de pisos del edificio. A continuación
se describe el método de discretización usado.

3.1 Semidiscretización por Diferencias Finitas Centradas

Considerando la relación:

∂2u

∂y2
=

1

∆y2
(uj+1 − 2uj + uj−1) (11)

que describe la aproximación de la segunda derivada en
un punto, se puede obtener una representación del mismo
mediante un operador matricial. Para ello es necesario
considerar una malla con n número de puntos y una
condición de frontera a como se muestra en la Fig. 3.
Donde, Y corresponde a la altura total del edificio, ∆y es
la distancia constante entre pares de pisos y j = 1, 2 . . . , n
describe los puntos donde se quiere observar la respuesta
dinámica. Resultando

∆y =
Y

(n+ 1)
(12)

Aplicando la aproximación por diferencias finitas centra-
das a cada punto de la malla hasta el n−1, y un backward
de segundo orden al punto n, se obtiene el siguiente grupo
de ecuaciones

∂2u

∂y2 1

=
1

∆y2
(ua − 2u1 + u2) (13a)

∂2u

∂y2 2

=
1

∆y2
(u1 − 2u2 + u3) (13b)

∂2u

∂y2 3

=
1

∆y2
(u2 − 2u3 + u4) (13c)

...
∂2u

∂y2 n−1

=
1

∆y2
(un−2 − 2un−1 + un) (13d)

(13e)

∂2u

∂y2 n

=
1

∆y2
(un−2 − 2un−1 + un) (13f)

es claro que el grupo de ecuaciones (13) se puede reescribir
en forma matricial si se usa un vector de estados más un
vector de condiciones de frontera, es decir

A =
1

∆y2











0 0 0 0 · · · 0
1 −2 1 0 · · · 0
0 1 −2 1 · · · 0
...

...
...

. . .
. . .

...
0 0 · · · 1 −2 −1
0 0 · · · 1 −2 −1











u, (14)

u =











ua

u1

u2

...
un−1

un











, B =
1

∆y2











1
0
0
...
0
0











üg (15)

donde, u corresponde al vector de estados y üg a la señal
de excitación, la cual es medible. De manera que la Ec.
(11) se puede reescribir como

∂2u

∂y2
= Au+Büg (16)

La Ec. (16) es una ecuación diferencial ordinaria de segun-
do orden, lineal, variante en el tiempo, la cual puede ser
resuelta de manera anaĺıtica o mediante métodos numéri-
cos, como en Nieves (2003). La mayor ventaja es que por su
estructura se puede utilizar un algoritmo de identificación
o bien diseñar un observador de estados lineal sin requerir
una transformación de coordenadas.

3.2 Linealización

Partiendo de la ecuación de onda con amortiguamiento de
Kelvin-Voigt (Ec. 17)

∂2u

∂t2
= β2 ∂

2u

∂y2
+ η2

∂2u̇

∂y2
(17)

y realizando el siguiente cambio de variable

∂u

∂t
= v (18)

La Ec. (17), queda descrita como

∂2u

∂t2
= β2 ∂

2u

∂y2
+ η2

∂2v

∂y2
(19)

reagrupando, la Ec. (19) se puede expresar como

∂2u

∂t2
=

∂2

∂y2
(
β2u+ η2v

)
(20)

de acuerdo al cambio de variable en la Ec. (18) se sabe que
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∂u

∂t
= u̇ = v

∂2u

∂t2
= v̇ =

∂2

∂y2
(
β2u+ η2v

)
(21)

Aplicando la discretización espacial (16) a la Ec. (21), se
obtiene un sistema como se muestra a continuación

∂2u

∂t2
= β2Au+ η2Av +Büg (22)

si además la excitación en la condición de frontera es −üg

y considerando el cambio de variable realizado en las Ecs.
(18) y (21), la Ec. (17) puede ser reescrita en espacio de
estados como

[
u̇
v̇

]

=

[
0 I

β2A η2A

] [
u
v

]

−

[
0
B

]

üg (23)

donde la matriz I ∈ Rn×n es la matriz identidad, (β2A)
y (η2A) ∈ Rn×n son las matrices resultantes de la discre-
tización espacial que contienen a β y a η. Por otro lado,
u ∈ Rn×1, u̇ ∈ Rn×1 y ü ∈ Rn×1 son los vectores de
desplazamiento, velocidad y aceleración relativos al suelo
respectivamente, mientras üg es la aceleración que sufre el
suelo aplicada en la condición de frontera. La Ec. (23) tiene
una estructura similar a un modelo de edificio a cortante
en el espacio de estados.

4. ESTIMACIÓN CON MÍNIMOS CUADRADOS

El método utilizado en este trabajo es el de mı́nimos
cuadrados con factor de olvido, que a diferencia del método
convencional, introduce un factor δ que pondera más a
las muestras recientes, permitiendo aśı detectar cambios
en los parámetros cuando el algoritmo lleva un tiempo
considerable de funcionamiento. La idea de la estimación
en ĺınea, consiste en ajustar los parámetros θ(t) de manera
continua de tal manera que la salida estimada del modelo
parametrizado ŷ(θ(t), t) sea igual a la salida real y(t) del
sistema, a medida que transcurre el tiempo. Si esto sucede,
bajo la condición de excitación persistente, los valores
del vector de parámetros estimados θ(t) tienden hacia
los valores del vector de parámetros reales θ0 del modelo
del sistema, (Ioannou and Sun, 1989). Matemáticamente
este algoritmo se puede implantar como se muestra a
continuación.

4.1 Parametrización del modelo

Partiendo de la ecuación de onda discretizada que describe
el comportamiento de la estructura, donde β > 0, η > 0
son matrices diagonales constantes desconocidas 4

ü = β2(Au) + η2(Av)−Büg (24)

y si se supone que los vectores u, ü y üg son señales
medidas, una forma de parametrizar el modelo es

ü+Büg = β2(Au) + η2(Av) (25)

4 Para ello se supone que β, η pueden cambiar de piso a piso.

donde (ü+Büg) es el vector de aceleración absoluta del
edificio. De manera que β y η contienen los parámetros a
identificar, los cuales representan la velocidad de cortante
y el factor de amortiguamiento de cada piso, respectiva-
mente.

z = ü+Büg ∈ Rn×1 (26)

θ = [diag{β} diag{η}]
T

∈ R2n×1 (27)

γ = [(Au) (Av)] ∈ Rn×2n (28)

donde θ es la matriz de parámetros reales y γ es el vector
regresor, tal que la salida real del sistema es

z = γθ (29)

y sea θ̂ la matriz de parámetros estimados del sistema (25),
entonces la salida estimada está dada por

ẑ = γθ̂ (30)

El algoritmo de estimación usado es el de mı́nimos cua-
drados con factor de olvido, dado por las Ecs. (31) y (32)

Ṗ = δP − P
γT γ

h2
P (31)

˙̂
θ= PγT ε (32)

con P = PT ∈ R2n×2n, P (0) > 0, γ ≥ 0 ∈ R, h2 = 1+γT γ,
satisface γ/h ∈ L∞ y garantiza que el error normalizado
de estimación

ε =
z − ẑ

h2
→ 0 cuando t → ∞ (33)

La prueba de convergencia del algoritmo se puede consul-
tar en Angeles and Alvarez-Icaza (2005).

5. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Con el fin de evaluar el desempeño del algoritmo de estima-
ción propuesto, se llevó a cabo una simulación numérica.
En ella se usa un edificio de 6 niveles modelado como
una barra a cortante, discretizada en 6 puntos con res-
pecto a la derivada espacial, relacionado cada uno con
un nivel del edificio y donde se obtienen las mediciones
respectivas, mientras el tiempo de muestreo usado es de
0,001s. La altura de cada uno de los entrepisos es de
3m, con propiedades heterogéneas. Las velocidades de
cortante y los coeficientes de amortiguamiento a identi-
ficar son β = diag {350; 405; 300; 250; 600; 430; 150}m/s
y η = diag {15; 30; 42; 40; 25; 20; 10}Ns/m. La señal de
excitación usada en esta simulación es un registro śısmico,
recolectado en el edificio instrumentado Jalapa, ubicado en
la ciudad de México en el evento ocurrido el 21 de enero
de 2003, con epicentro en Colima, y con un acelerograma
como el que se muestra en la Fig. 4.

Al aplicar la señal de excitación en la base del edificio y
usar el algoritmo de estimación propuesto, se recupera la
respuesta estructural del edificio, como se muestra en la
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Figura 4. Señal de excitación

Fig. 5, donde la aceleración del sexto piso es comparada
con la estimada. Esto mediante la adaptación de los
parámetros del modelo de referencia, los cuales convergen
a los valores reales en un tiempo menor a los 40s, como
se observa en las Figs. 6 y 7. Finalmente, se presenta
la norma de la señal de error ∥ε∥

2
, la cual disminuye a

medida que transcurre el tiempo, lo que indica que la
salida estimada converge a la salida real del sistema, como
se muestra en la Fig. 8. Esta última también sirve para
indicar que el algoritmo de estimación propuesto funciona
satisfactoriamente. La rigidez se puede recuperar con base
en la velocidad de cortante β, como se describe en Morales-
Valdez and Alvarez-Icaza (2014a).

0 20 40 60 80 100 120 140
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Tiempo [s]

A
m

p
li
tu

d
 c

m
/s

2

 

 

 z 

ẑ

Figura 5. Aceleración del sexto piso

Cabe mencionar que los resultados de simulación fueron
obtenidos con parámetros iniciales nulos, un factor de
olvido de 0, 004 y un valor inicial de la matriz de covarianza
de 10e10. Además debe considerarse que los efectos del
ruido en la medición no están incluidos en la señal śısmica,
pues esta ha sido preprocesada.

6. CONCLUSIONES

Se propuso un nuevo enfoque para identificar los tiempos
de viaje de onda en tiempo real a partir de la velocidad de
cortante, que a diferencia de algunos trabajos en la litera-
tura, usa un modelo lineal que no requiere la transforma-
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Figura 6. Evolución de las velocidades de cortante
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Figura 8. Norma del error de estimación

ción de coordenadas. Con ello, se logró desacoplar las rela-
ciones rigidez-masa y amortiguamiento-masa. El número
de parámetros a identificar es relativamente pequeño en
comparación con los métodos tradicionales en la literatura.
A diferencia del modelo clásico de edificios a cortante, la
excitación se da únicamente en la condición de frontera y
no en todos los pisos. Los resultados de simulación usando
el algoritmo de estimación en tiempo real muestran que
su implantación es bastante prometedora y que además se
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podŕıa emplear en paralelo con algoritmos de control para
lograr la mitigación de vibraciones en edificios. También
seŕıa útil para realizar monitoreo estructural en tiempo
real y detección de daño, luego de estimar los valores de
rigidez y comparar su valor actual con uno de referencia,
nominal o histórico.
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