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Tema 1Trigonometría
1.1. Medidas de ángulos1. Expresar en radianes:a) 75◦ b) 120◦ ) 240◦ d) 345◦ e) 330◦ f ) 210◦2. Expresa en grados los siguientes ángulos:a) 7π

6
rad. b) 20π

9
rad. ) π

5
rad. d) 1 rad. e) 3π

4
rad. f ) 7π

2
rad.3. Expresa los siguientes ángulos, omo suma de un número entero de vueltas y un ángulo menor de

360◦.a) 720◦ b) −3000◦ ) 900◦ d) 7200◦4. Expresa los siguientes ángulos omo suma de un número entero de vueltas y un ángulo menor de
2π:a) 10πrad. b) 60πrad. ) −13π

4
rad.5. Hallarla longitud de un aro de irunferenia uyo radio mide 22m y uyo ángulo entral orres-pondiente es:a) 1 rad. b) 0,54 rad. ) 44◦ d) 145◦6. Si un aro mide 2

3
de radio, ¾uál es la medida de su ángulo entral orrespondiente, expresado engrados y en radianes?7. En una irunferenia de 16m de radio, un aro mide 2m. Hallar su ángulo entral orrespondiente,expresado en grados y en radianes.1.2. Razones trigonométrias. Relaiones entre ellas8. Dibuja los siguientes ángulos identi�ando el seno, el oseno y la tangente de los mismos:a) 60◦ b) 315◦ ) 120◦9. Calula las demás razones trigonométrias sabiendo que:a) senx =

1

2
y 0 < x <

π

2
b) tg x = 2 y π < x <

3π

210. Sabiendo que cosα =
− 1

2
, y que tgα > 0, halla las restantes razones trigonométrias.11. Halla senx, cosx y tg x, sabiendo que cosecx = 2 y π

2
< x < π.12. Dada cotgα =

1

2
y cosα < 0, determina el valor del senα.5



13. Comprueba las siguientes identidades trigonométrias:a) sec2 α+ cosec2 α = sec2 α cosec2 α b) (senα+ cosα)2 = 1 + 2 tgα cos2 α) cosα+ tgα

cosα tgα
= cotgα+ secα d) sen2 α =

1

1 + cotg2 αe) cos2 α =
cotg2 α

1 + cotg2 α14. Estudia si son verdaderas o falsas las igualdades:a) tg x+ cotg x = secx · cosecx b) cotg2 x− cos2 x = cotg2 x · cos2 x) 1− senx

cosx
=

cosx

1 + senx
d) 1 + tg2 x

cotg x
=

tg x

cos2 xe) tg x+ tg y

cotg x+ cotg y
= tg x · tg y f ) senx · cosx

cos2 x− sen2 x
=

tg x

1− tg2 x15. Simpli�a las expresiones trigonométrias siguientes:a) (1− cosx)(1 + cosx)

senx
b) cos4 x(1 + senx)

(1 − sen2 x)2) sen4 x− sen2 x cos2 x

cos4 x− cos2 x sen2 x
· cotg x d) √

1− sen a ·
√
1 + sen a√

1− cos a ·
√
1 + cos a16. Simpli�a las siguientes expresiones:a) sena

1

tg a
b) cos2 x

1− senx
) sec2 x+ cos2 x

sec2 x− cos2 x
d) coseca

1 + cotg2 ae) sen3 α+ senα · cos2 α f ) cos3 x+ cos2 x · senx+ cosx · sen2 x+ sen3 x17. Si cosα = −1, 11, ¾uál de estas a�rmaiones es ierta?a) α es un ángulo negativo. b) α está en el terer uadrante) α es un ángulo mayor que 2π. d) Es imposible que el oseno de un ángulo sea −1, 11.18. ¾Es posible que exista un ángulo α que veri�que simultáneamente que senα =
3

5
y cosα =

2

5
?Razona tu respuesta.19. Si cotgα = cotg β, ¾podemos asegurar que α y β son iguales? Razona tu respuesta.20. Determina en qué uadrante puede estar omprendido x:a) senx =

2

3
b) cosx =

3

4
) tg x =

4

3
d) cotg x = 0,75e) secx = 2 f ) cosecx =

√
2 g) senx = 0,8 h) cosx = 0,2821. Calular las razones trigonométrias de los siguientes ángulos, relaionándolas on las de un ángulodel primer uadrante:a) 240◦ b) 330◦ ) −240◦ d) 600◦e) 930◦ f ) 1140◦ g) −1830◦ h) 135◦22. Halla las razones trigonométrias de los siguientes ángulos:a) 135◦ b) 270◦ ) 11πrad d) π

6
rad23. Halla sin aluladora:a) sen(−120◦) b) cos(−30◦) ) tg 240◦d) cos 135◦ e) sec 300◦ f ) cotg 405◦6



24. Si tg x = 3/4 y x está en el terer uadrante, alula:a) tg(90◦ − x) b) tg(180◦ − x) ) tg(270◦ − x) d) tg(−x)e) tg(90◦ + x) f ) tg(180◦ + x) g) tg(270◦ + x) h) tg(720◦ + x)1.3. Fórmulas trigonométrias25. Siendo senx = 0, 6 y sen y = 0, 4, alula las razones trigonométrias de los ángulos que se indian,sabiendo que el ángulo x <
π

2
radianes y que el ángulo y es obtuso.a) x+ y b) x− y ) 2x d) 2y e) x

2
f ) y

226. Usando las fórmulas del ángulo mitad, alula las razones trigonométrias de 22, 5◦.27. Calula una fórmula para el seno de la suma de tres ángulos, en funión de las razones trigonomé-trias de los sumandos.28. Transforma en produtos las siguientes sumas y diferenias y luego, alula sus valores, sin alu-ladora:a) sen 75◦ + sen 15◦ b) sen 75◦ − sen 15◦ ) cos 75◦ + cos 15◦d) cos 75◦ − cos 15◦ e) tg 75◦ + tg 15◦ f ) tg 75◦ − tg 15◦29. Sabiendo que senx = 0, 2, halla el sen 3x30. Transforma en produto sen 105◦ − sen 15◦ y alula luego su valor.31. Calula cos 105◦ + cos 15◦ sin usar tablas ni aluladora.32. Transforma en sumas:a) sen 40◦ cos 70◦ b) sen 70◦ cos 40◦ ) cos 100◦ cos 30◦ d) senx sen 2x sen 3x33. Simpli�a:a) cos 70◦ − cos 10◦

sen 70◦ + sen 10◦
cotg 30◦ b) cos 3x− cosx

sen 3x− senx
tg x34. Comprueba si son iertas las siguientes identidades:a) tgα− cotgα

tgα+ cotgα
= 1− 2 cos2 α b) 1− tg2 α

1 + tg2 α
= cos 2α) tg2 α(cos2 α− 1) + tg2 α = 0 d) sen2 x− sen2 y = sen(x+ y) sen(x− y)e) sen2

(x
2

)
=

1− cos2 x

4 cos2(x/2)
f ) cos(a+ b)− cos(a− b)

sen(a+ b) + sen(a− b)
= − tg b

1.4. Euaiones y sistemas trigonométrios35. Resuelve las siguientes euaiones trigonométrias:a) senx = 1 b) cosx = −1/2 ) senx = cosx7



36. Resuelve las siguientes euaiones trigonométrias:a) 2/3 senx+ 7 senx = 23/6 b) 2 sen2 x = sen 2x) (1 + tg2 x) cos x = 1 d) tg x = 2 sen2 xe) sen 2x = −
√
3 cosx f ) cos 2x+ cosx = 0g) sen 3x− cosx = − senx h) sen 3x = senx− sen 2xi) cos 2x+ senx = 4 sen2 x j ) 8 tg2(x/2) = 1 + secxk) 6 cos2 x+ cos 2x = 5 l) sen 2x = cosxm) cosx · senx = 1/2 n) sen2 x− cos2 x = 1/2ñ) cos 2x = 1 + 4 senx o) 4 sen(x/2) + 2 cosx = 3p) cotg x+

senx

1 + cosx
= 2 q) cos 2x− cos 6x = sen 5x+ sen 3x37. Resuelve las siguientes euaiones:a) cos2

x

2
− sen2

x

2
= senx b) tg 2x = − tg x) senx+ cos2 x =
5

4
d) cotg x+ tg x

cotg x− tg x
= 2e) cos 2x

2
= 2− 3 sen2 x f ) senx+ 2 = 3 cos 2xg) sen(π − x) = cos

(
3π

2
− x

) h) cos 4x+ cos 2x = 0i) 3 sen 2x · cosx = 2 sen3 x j ) cosx+ sen2(x/2) = 1k) senx+ sen 5x = sen 4x+ sen 2x l) 3 senx− cos2 x = −3m) cos 5x− cosx = 0 n) senx+ 2 cos 2x = 1/2ñ) cos 2x+ 5 cosx+ 3 = 0 o) sen 2x+ sen 4x+ sen 3x = 038. Resuelve los siguientes sistemas, dando las soluiones orrespondientes al primer uadrante:a)  sen2 x+ cos2 y =
3

4

cos2 x− sen2 y =
1

4

b) { sen2 x+ y = 2

cos2 x+ y = 1)  cos(x+ y) =
1

2

sen(x− y) =
1

2

d)  senx+ sen y =
3

2

cos
1

2
(x − y) =

√
3

2e)  senx · cos y =
√
2

x− y =
π

2

f )  senx cos y =
1

2
cosecx · sec y = −1g) { senx+ sen y = sen 30◦

cosx+ cos y = 1 + cos 30◦
h)  senx+ sen y =

3

2

senx− sen y = −1

28



1.5. Resoluión de triángulos39. A 30 metros del pie de una himenea de fábria se ve la punta de ésta, bajo un ángulo de 68◦.Calula la altura de la himenea. (Soluión: 74,25m)40. Dos irunferenias seantes tienen de radios 6m y 8m. El ángulo que forman sus dos tangentesomunes es de 30◦. Calula la distania que hay entre los dos entros de las irunferenias. (Soluión:7,72m)41. Las diagonales de un paralelogramo miden 6 y 8m, respetivamente, y forman al ortarse un ángulode 60◦. Calula el perímetro y el área. (Soluión: perímetro: 2(√13 +
√
37)m y área: 12√3m2 )42. Un túnel AB ha de atravesar una montaña. Para hallar su longitud se toman desde el punto C lasmedidas AC = 1250m, BC = 1700m y ÂCB = 132◦. Halla diha longitud. (Soluión: 2.701,17m)43. Dos puntos A y B distan 24km. Desde A se lanza un misil uya trayetoria retilinea forma unángulo de 30◦ on la reta AB. Desde B se lanza un antimisil on una trayetoria retilinea queforma un ángulo de 45◦ on la reta AB. ¾A qué distania de A y de B se produirá la interepión?(Soluión: 17,57km y 12,42km)44. Para alular la anhura AB de un río, se elige un punto C que está en la misma orilla que A yse toman las medidas: AC = 67m, B̂AC = 99◦ y ÂCB = 20◦. ¾Cuál es la distania entre A y B?(Soluión: 26,2m)45. Un pasillo de 10m de largo y que forma un ángulo de 25◦ on la horizontal, ondue al pie de unatorre. Calula la altura de ésta, sabiendo que desde el iniio del pasillo el ángulo de elevaión de supunto más alto es de 82◦? (Soluión: 60,26m)46. El ángulo de elevaión de una peña mide 47◦. Después de aminar 1000m haia ella subiendo unapendiente inlinada 32◦ respeto de la horizontal, su ángulo de elevaión es de 77◦. Halla la alturade la peña on respeto al plano horizontal de la primera observaión. (Soluión 1.034,3m)47. Una olumna está situada sobre una peña. Desde un punto C la parte superior se ve on un ángulode elevaión de 55◦. Situándose en un punto D, 40m más era, se observa que diho ángulo setransforma en 80◦ y el de la base de la olumna vale 60◦. ¾Cuál es la altura de la olumna?(soluión: 53,03m)48. Desde la azotea de un edi�io, se ve la alle de 12m de anho, bajo un ángulo de 20◦. Halla la alturadel edi�io. (Soluión: 32,96m)49. El pupitre de un alumno se enuentra a 3m de la pizarra, los ojos del alumno están a la mismaaltura que el lado inferior de la pizarra, y él la ve bajo un ángulo de 30◦. ¾Cuál es la altura de lapizarra? (Soluión: 1,73m)50. El ángulo agudo que forman los lados de un paralelogramo es de 60◦, y ellos miden 9 y 20m. Hallala altura del paralelogramo y su área. (soluión: h =

9
√
3

2
m y S = 90

√
3 m2)51. Dos asa de ampo tienen un obstáulo entre ellas que nos impide medir la distania que las separa.Nos situamos en un astillo que dista 20km de una y 15km de la otra, y desde él se observan lasasas bajo un ángulo de 30◦. ¾Qué distania hay entre las asas? (Soluión: 10,26km)52. A la distania de 16m del pie de una torre, el ángulo de elevaión de su punto más alto es de 36◦.Halla la altura de la torre. (soluión: 11,62m)53. Desde un baro se mide, por radar, la distania a la ima de una montaña, dando un resultado de2.570m. Halla la altura de la montaña, sabiendo que el ángulo que forma la visual on el horizontees de 29◦. (Soluión: 1.246m)54. Las sombras de María y Carlos miden, respetivamente 2,25m y 2,4m. María mide 1,65m ¾Cuántomide Carlos? ¾Cuál es la altura angular sobre el horizonte? (Soluión: 1,76m y 36◦)9



55. Desde el punto medio de la distania entre dos torres A y B, los ángulos de elevaión de sus extremossuperiores son 30◦ y 60◦ respetivamente. Si A tiene una altura de 40m, halla la altura de B y ladistania entre las torres. (Soluión: 120m y 138,5m)56. Desde ierto punto del suelo se ve el punto más alto de una torre formando un ángulo de 30◦ onla horizontal. Si nos aeramos 75m haia el pie de la torre, este ángulo mide 60◦. Halla la alturade la torre. (Soluión: 65m)57. La anhura de un ampo de fútbol es de 50m y la de la portería 7m. ¾Bajo qué ángulo ve la porteríaun jugador situado en un punto de la banda lateral que está a 20m de la línea de fondo? (Soluión:
7◦52′14′′)58. El altímetro de un avión registra 1095m de altitud. El piloto ve la torre de ontrol del aeropuertomediante una visual que forma un ángulo de 81◦ on la vertial. ¾A qué distania del aeropuertovuela el avión? (Soluión: 7km)59. Desde un baro se ve la distania entre dos islas bajo un ángulo de 28◦. Los aparatos de a bordoindian una distania a las islas de 3,2 y 5,1 millas respetivamente. Hala la distania entre ambas.(Soluión: 2,726 millas)60. Dos observadores A y B distantes 248km, se oupan del seguimiento de un satélite. Las direionesal satélite y al otro observatorio forman un ángulo de 62◦ desde A y de 74◦ desde B. ¾Cuál es ladistania del satélite a ada observatorio? (soluión: 343,180m y 315,221m)61. Del instituto al hospital hay 720m y a la torre del parque 124m. Desde el instituto se mide el ánguloque forman las visuales a la torre y al hospital y es de 76◦. Calula la distania del hospital a latorre. (Soluión: 700,413m)62. Una himenea arroja una sombra de 24m. sobre la falda de una olina que tiene una inlinaión de
10◦ on la horizontal. Sabiendo que en ese momento el ángulo de elevaión del sol es de 49◦. Hallala altura de la himenea. (Soluión: 31,36m)63. Desde lo alto de un aantilado de 140m que hay en una de las orillas de un río, un topógrafo ve losángulos de depresión de la parte inferior y de la parte superior del aantilado que hay en la orillaopuesta. Estos ángulos son 80◦ y 40◦ respetivamente. Halla la altura del aantilado de la orillaopuesta. (Soluión: 119,2m)64. Halla el área de un pentágono regular de 10m de lado. (soluión: 90,82m2)65. Una esalera de bomberos que mide 10m, se ha �jado en un punto de la alle. Si se apoya sobre unade las fahadas forma un ángulo on el suelo de 45◦ y si se apoya sobre la otra forma un ángulo de
30◦. Halla la anhura de la alle. ¾A qué altura se alanza on diha esalera sobre ada fahada?(soluión: 15,73m; 7,07m y 5m)66. Halla la distania del punto más alto de la torre de teleomuniaiones al punto más alto de laatedral, sabiendo que ambos edi�ios distan entre si 1350m y los ángulos de observaión desde elpie de uno al punto más alto del otro son 25◦ y 36◦ respetivamente. (Soluión: 1386,5m)67. Dos torres iguales distan entre si 1km. Desde la parte superior de una de ellas se ve la base de laotra bajo un ángulo de depresión de 5◦. ¾Qué altura tienen las torres? (Soluión: 87,5m)68. Para alular el anho de un río, se midió una distania AB = 20m a lo largo de su orilla, tomándoseel punto A diretamente opuesto a un árbol C, situado al otro lado. Desde B se midió ÂBC = 61◦.¾Cuál es la anhura del río? (Soluión: 36m)69. Los lados de un triángulo miden 14m, 16m y 18m respetivamente. Halla la altura orrespondienteal lado más largo y el área del triángulo. (Soluión: 12m)70. Se dirigen visuales a dos objetos inaesibles A y B desde dos puntos C y D situados en un mismosemiplano de los dos que determinan la reta que pasa por A y B. Los puntos C y D distan entresi 562m. Se miden los ángulos ÂCB = 62◦, B̂CD = 41◦, ÂDB = 60◦ y ÂDC = 34◦. Halla ladistania AB. (Soluión: 705,7m) 10



Tema 2Vetores en el plano
2.1. El espaio vetorial de los vetores libres en el plano1. Para los vetores ~u = (1, 2) y ~v = (3, 5) halla:a) 2~u+ 3~v b) −~u+ 4~v ) 3(~u− 2~v)2. Sean los vetores ~u = (2, 4) y ~v = (3,−3):a) Dibújalos b) Halla 2~u, 1

2
~u, −~u y ~u− 1

3
~v.3. Dados los vetores ~u = (3, 4) y ~v = (−3, 4). Halla:a) −~u y −~v. b) Representa grá�amente ~u, ~v, −~u y −~v.4. Estudia uáles de los siguientes pares de vetores son linealmente dependientes o proporionales:a) (15, 12) y (10, 8) b) (1,−1) y (1, 3) ) (5, 12) y (1, 10)5. Estudia si {(1,−1), (1, 2)} es una base de V2.6. Halla las oordenadas del vetor (3,−2) omo ombinaión lineal de los vetores (1,−1) y (2, 5).7. Dados los vetores ~v1 = (1, 3) y ~v2 = (2,−5), hallar un vetor ~v tal que: (~v2+~v1)+~v = ~v2−(~v1+~v2).Comprobar el resultado.8. Siendo ~u = (3, 5), ~v = (−7,−2) y ~w = (0, 5), hallar las omponentes del vetor ~x sabiendo que:

~u+~x=~w+(-~v).2.2. Produto esalar9. Dados los vetores ~u = (1, 2) y ~v = (2,−3), referidos a la base anónia, alula:a) El produto esalar ~u · ~v. b) Los módulos de ambos vetores.) El ángulo que forman ~u y ~v. d) Un vetor en la direión y sentido de ~u que sea unitario.e) ¾Son ~u y ~v ortogonales? En aso ontrario, busa un vetor ualquiera ortogonal a ~u.10. Dados los vetores ~a(−1, 4) y ~b(2,−3). Se pide:a) Produto esalar b) Módulo de ~a) Ángulo que forman d) Proyeión de ~a sobre ~b11. Hallar ~u · ~v sabiendo que |~u| = 2, |~v| = 2 y que el ángulo que forma (~̂u, ~v) = 60◦.12. Calular ~u · ~v en los siguientes asos:a) ~u = (0, 1) y ~v = (6,−2) b) ~u = (−2, 3) y ~v = (3, 2)) ~u = (
√
2,
√
27) y ~v = (

√
8,
√
3) d) ~u = (1, 1) y ~v = (3,−2)11



13. Averiguar si los siguientes pares de vetores son perpendiulares:a) (1, 2) y (1, 5) b) (2, 0) y (0, 1) ) (−1, 5) y (5, 1) d) (v1, v2) y (−v2, v1)14. Dado el vetor ~u = (4,−7), enuentra dos vetores que tengan la misma direión que ~u y seanunitarios.15. Halla un vetor que tenga la misma direión que ~a(4,−3), módulo 2 y distinto sentido.16. Halla un vetor perpendiular al vetor ~a(1, 3) y que tenga módulo 2.17. Normaliza el vetor ~v(1,√2).18. Calular a para que el produto esalar de ~x(a, 1) por ~y(2,−3), sea la unidad.19. Halla h, sabiendo que el módulo del vetor ~x(h, 3) es 5.20. ¾Qué modi�aión sufre el módulo de un vetor ~v si se multiplian sus omponentes por un esalar
k?21. Halla las oordenadas del vetor ~x sabiendo que ~v · ~x = 0 y ~w · ~x = 2, siendo ~v(2,−3) y ~w(−1, 0).22. Halla h para que el vetor ~v(3, h) sea ortogonal on ~w(−1, 4).23. Halla m, sabiendo que ~x(m, 5) y |~x| = 13.24. Determina el valor de b, para que los vetores ~x(3, b)e ~y(2,−1) formen un ángulo de 45◦.25. Dados los vetores ~u(3, 5) y ~v(a,−1), halla el valor de a, para que el vetor ~v tenga la mismadireión que el vetor ~u+ ~v.26. Un vetor ~x, de módulo 3, forma un ángulo de 60◦ on el vetor ~a(−√

3, 1). Halla sus omponentes.27. Halla la longitud de la proyeión del vetor ~a(5,−2) sobre el ~b(3, 4).28. Halla los osenos diretores del vetor ~a(0,−7).29. Halla un vetor uyo produto esalar on ~a(−3, 1) sea 9 y on ~b(7, 2) sea 5.30. Halla x para que el produto esalar de los vetores ~a(2x, 5) y ~b(3, 2) sea −8.31. Dados los vetores ~a(x, 1) y ~b(12,−5). Halla x para que sean:a) Paralelos b) Perpendiulares32. Halla x para que sean perpendiulares los vetores ~u(2, x) y ~v(3, 2). Halla |~u+ ~v|.33. Demuestra que si ~a y ~b son unitarios, se veri�a: (~a+~b)⊥(~a−~b).34. Si |~u| = 3, |~v| = √
7 y ~u y ~v son perpendiulares. Halla |~u− ~v|.35. Dados los vetores ~a(2, 1) y ~b(6, 2). Halla un vetor ~v, tal que, ~a · ~v = 1 y ~v⊥~b.36. Halla dos vetores ~x e ~y de oordenadas enteras y que umplan: ~x · ~y = 2, |~x| = √

5, |~y| = 5 y
~x · ~z = −4, siendo ~z(1, 6).37. Sean ~u y ~v dos vetores tales que |~u| = 9 y (~u+ ~v) · (~u− ~v) = 17. Calula el módulo de ~v.38. Dos vetores ~a y ~b son tales que |~a| = 10, |~b| = 10

√
3 y |~a+~b| = 20. Halla el ángulo que forman losvetores ~a y ~b.

12



Tema 3Geometría analítia en el plano
3.1. Apliaiones de los vetores1. Calula las omponentes de los vetores uyo origen y extremo se dan, así omo el punto medio delsegmento determinado en ada aso.a) A = (2,−1) y B = (4, 7) b) P = (0,−5) y Q = (3,−4)) A = (1,−

√
2) y B = (−2,

√
2) d) P = (

√
2,−

√
3) y Q = (−

√
3,
√
2)2. Siendo M = (2, 3) el punto medio del segmento AB on B = (−1, 8), halla las oordenadas de A.3. Dadas las oordenadas de los puntos medios de los lados de un triángulo ABC, M(2, 4), N(1, 1) y

P (2, 0), halla las oordenadas de A, B y C.4. Dado el segmento de extremos A(3, 5) y B(6, 15), alula las oordenadas de los puntos C, D y Eque divide al segmento AB en 4 partes iguales.3.2. Euaiones de la reta5. Calula las euaiones vetorial, paramétria, ontinua y general de la reta de�nida por el punto
A y el vetor de direión ~v en los siguientes asos:a) A(0, 2), ~v = (4, 3) b) A(2, 7), ~v = (−1, 2) ) A(5,−4), ~v = (2,−2)d) A(0, 3), ~v = (2, 0) e) A(−1/2, π), ~v = (0,−2) f ) A(0, 0), ~v = (−1/3, 1/2)6. Calula la euaión explíita de una reta de la que se onoe un punto A y la pendiente m en losasos siguientes:a) A(1, 3), m = 2 b) A(4,−3), m = 0 ) A(0, 3), m = 1/37. Halla la euaión general de la reta de�nida por los puntos A y B en los siguientes asos:a) A(2, 0) y B(0, 3) b) A(1,−2) y B(3,−2) ) A(1,−1) y B(−1, 1)8. Halla la euaión de la reta que pasa por el punto (0, 2) y forma un ángulo de 30◦ on el eje OY .9. Halla un vetor diretor y uno normal a las retas de euaiones:a) 2x− 5y + 10 = 0 b) { x = 1− 2λ

y = 3λ
) y = 4x− 8 d) x+ 2

3
= y − 410. Calula, en ada uno de los siguientes asos, las euaiones de la reta perpendiular y paralela porel punto que se india:a) y = −2x+ 6; P (1, 1) b) 2x− 4y + 5 = 0;P (0, 3) ) x− 2 =

y + 4

3
; P (0, 0)11. Dado el punto A(−1.− 3) y la reta r : x+ 2y − 1 = 0. Halla:a) Euaión de la reta que pasa por A y es paralela a r.b) Euaión de la reta que pasa por A y es perpendiular a r.12. Comprueba si las diagonales del uadrilátero de vérties A(2, 1), B(4, 2), C(4,−3) y D(−2,−4) seortan en el punto medio. 13



13. Dado el triángulo de vérties A(2, 3), B(4, 7) y C(7,−1). Halla los puntos medios de los lados ABy BC. Halla la euaión de la reta que une estos puntos medios. ¾Cuál es la posiión relativa dediha reta respeto de la reta que pasa por A y C?14. Hallar la euaión de la reta que pasa por el punto (5, 4) y es:a) Perpendiular al eje OX .b) Perpendiular al eje OY .15. Hallar la euaión de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A = (−1, 3) y B = (3, 5).16. Dado el haz de retas y − 3 = m(x− 1), hallar de entre las mismas:a) La que pasa por el punto (5, 1).b) La que es paralela a 5x− 4y + 8 = 0.) La euaión general de la que es perpendiular a x− 3y + 1 = 0.17. Halla la perpendiular a la reta 2x+ y + 4 = 0 que tiene por ordenada en el origen n = 5.18. Hallar a para que las retas r : ax− y + 1 = 0 y r′ : 3x+ ay + 5 = 0 sean perpendiulares.19. Estudia la posiión relativa de ada uno de los siguientes pares de retas y alular el punto deorte uando lo haya:
{

r : x− 3y + 5 = 0
s : 2x− 6y + 9 = 0

{
r : 3x+ 2y − 12 = 0
s : x− y + 7 = 0

{
r : x+ 2y − 3 = 0
s : 2x+ 4y − 6 = 0

{
r : x− 3 = 0
s : x+ 2 = 0

{
r : y = 2x− 5
s : y = x+ 4

{
r : y = −x+ 10
s : y = x− 720. Hallar el punto de interseión de las retas:

r :

{
x = 2 + λ
y = −2λ

r′ : x− 2y = 121. Hallar la euaión de la reta que pasa por el punto interseión de:




r : 5x− 2y + 4 = 0

s :
x− 3

3
=

y

− 2siendo el ángulo que forma el eje OX positivo on diha reta de 45◦.22. Hallar la euaión general de la reta que pasa por el punto de interseión de las retas:
{

r : x+ 2y + 4 = 0
s : 3x− y + 5 = 0y es paralela a la que tiene por euaión y = 6.23. Hallar el pie de la perpendiular a r : x+ y − 3 = 0 trazada desde el punto (3, 2).24. Hallar el simétrio del punto A = (4, 0) respeto de la reta r : x+ y + 1 = 0.25. La euaión de la mediatriz de un segmento AB es m : 2x+ y − 2 = 0. Siendo A = (−2, 1) hallarlas oordenadas de B.26. Las euaiones de dos retas son 3x− 5y + 2 = 0 y 6x+my = 1. Halla el valor de m para que:a) Las retas sean paralelas.b) Las retas sean perpendiulares.) Las retas sean oinidentes.d) La segunda reta pase por el punto (6, 5).27. Dadas las retas r : 2x+ y − 1 = 0 y r′ : 3x+ ay + 5 = 0. Halla a para que sean:a) Paralelas b) Perpendiulares14



3.3. Ángulos y distanias28. Calula el ángulo formados por las retas r : x− y + 5 = 0 y r′ : −x− y + 1 = 0.29. Calula el ángulo formados por las retas r : 5x+ 4y − 1 = 0 y s :

{
x = 1− 2λ
y = 3 + λ30. Calula el ángulo formados por las retas r : x− 3y + 1 = 0 y s :

{
x = 1 + λ
y = 2− 2λ31. Halla k para que la reta 2x+ ky + 4 = 0 forme un ángulo de 45◦ on la reta x+ 4y − 1 = 0.32. Halla k para que la reta 3x+ ky+2 = 0 forme un ángulo de 60◦ on el sentido negativo del eje deabsisa.33. Calula la distania del origen de oordenadas a los siguientes puntos:a) P (3, 4) b) Q(8,−6) ) S(√3,−1)34. Calula la distania entre los siguientes pares de puntos:a) A(5, 3) y B(−3, 8) b) P (

√
3,
√
2) y Q(

√
2,−

√
3) ) R(5, 2) y S(−3,−7)35. Clasi�a los siguientes triángulos, uyos vérties son:a) O(0, 0);A(2, 4);B(4, 2) b) P (5,−2);Q(1,−7);R(−1,−2) ) A(−1, 7);B(−1, 2);C(−5, 2)36. Halla la distania del punto A(3, 5) a la reta 3x+ 4y − 1 = 0.37. Halla la distania entre las retas r :

x

2
=

y − 1

3
y s : 6x− 4y + 1 = 038. Halla la distania entre las retas paralelas r : 2x+ y = 0 y s :

{
x = 2 + t
y = 1− 2t3.4. Problemas variados39. El lado desigual de un triángulo isóseles tiene por extremos A(−1,−1) y B(4, 0). El vértie Cpertenee a la reta x− 2y + 8 = 0. Determina las oordenadas de C, la longitud de la altura hc yel área del triángulo.40. Un triángulo isóseles tiene por por base el segmento que une los puntos A(1,−2) y B(6, 3) y elotro vértie, C, está sobre la reta 3x− y + 8 = 0. Halla las oordenadas de C.41. El paralelogramo ABCD tiene los vérties A(−1, 1), B(0,−1)y C(3, 2). Halla las oordenadas de

D y su área.42. Halla el área del uadrilátero formado por el eje OX y las retas y − 1 = 0, x + 2y − 6 = 0 y
x+ 2y − 2 = 0.43. Determina sobre la reta 3x− 5y + 25 = 0 un punto que diste lo mismo de A(3, 4) y de B(7, 8).44. Determina la euaión del lugar geométrio de los puntos del plano uya distania a la reta r :
3x− 2y + 4 = 0 es 2. ¾Qué �gura onstituye diho lugar?45. Dos vérties opuestos de un rombo son los puntos A(3, 5) y C(2, 1). El vértie B pertenee al ejede absisa. Calula las oordenadas del uarto vértie D.46. ¾Cuál es la euaión de una reta que forma un ángulo de 45◦ on la parte positiva del eje OX ydista 4 unidades del origen de oordenadas?47. Halla la euaión de la reta que pasando por el punto (2,−3) forma on la reta 2x+ 5y + 1 = 0un ángulo de 45◦. 15



48. Dado el triángulo de vérties A(7,−7), B(1.− 5) y C(3, 1), alula:a) La longitud de sus tres medianas.b) La longitud de sus tres alturas.) Su ortoentro y barientro.49. Halla la euaión de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A(1,−2) y B(3, 0) y elángulo que forma on el eje OX .50. Halla la mediatriz del segmento de extremos A(1, 3) y B(5,−1).51. La reta 2x+ y − 5 = 0 es mediatriz del segmento AB. Siendo A(−1, 2). Halla las oordenadas de
B.52. Halla la distania entre el origen de oordenadas y el pie de la perpendiular trazada desde el punto
(2, 5) a la reta x+ 2y − 1 = 0.53. Halla el punto de la reta r :

{
x = 2t
y = 1 + t

que diste 2 del origen.54. Halla la euaión de la reta paralela a 2x− y − 1 = 0 que diste 2 del punto (1,−3).55. Halla las oordenadas de los puntos situados sobre la reta x + 2y − 3 = 0 que disten de la reta
4x− 3y + 9 = 0 2 unidades.56. Halla la distania del barientro del triángulo A(2, 3), B(1,−5) y C(−3,−1) al lado BC.57. Calula el área del triángulo uyos lados están en el eje de absisas y en las retas x − y = 0 y
3x+ 5y − 24 = 0.58. Halla la euaión de una reta que pase por el punto P (−1, 0) y forme on los ejes de oordenadasun triángulo de área 3

2
u2.59. Halla la distania del punto P (3, 0) a su simétrio respeto de la reta x− y + 1 = 0.60. Dado el triángulo ABC on A(0, 0), B(7, 0) y C(2, 6). Se pide:a) Coordenadas del barientro, ortoentro y irunentro.b) Comprueba que están alineados.) Comprueba que la distania entre el barientro y el ortoentro es doble que la distania entreel barientro y el irunentro.61. Halla la euaión de una reta sabiendo que la perpendiular trazada desde el origen a ella tiene√

2 unidades de longitud y que, diha reta forma on el eje de absisas un ángulo de 45◦.62. Dada la reta r : y = x− 2 y el punto A(1, 0), halla el punto X de r tal que −−→AX sea perpendiulara r′ : y = 4x− 3.63. Las retas ax − y − 4 = 0 y x − y + b = 0 son perpendiulares y ortan al eje de absisas en dospuntos que distan entre sí 5 unidades. Halla a y b.

16



Tema 4Funiones reales de variable real.Familias de funiones
4.1. Conepto de funión1. De las siguientes grá�as, ¾uáles de ellas no orresponden a una funión?

PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )
g) h) i)

111

111

1

11

2. Sean las funiones f(x) y g(x). India de ada una de ellas:a) Dominio e imagen b) f(2) y f(0) ) g(0), g(2) y g(3)

PSfrag replaementsf(x) g(x)

11

17



4.2. Funiones polinómias3. Representa las siguientes retas, alulando dominio, onjunto imagen y puntos de ortes on losejes:a) y = −5 b) y = 0 ) y =
5

2
d) y = 3xe) y = −1

2
x f ) y = −5x+ 3 g) y =

− x− 3

2
h) y = 4x− 34. Representa las siguientes parábolas alulando dominio, imagen, vértie y puntos de ortes.a) y = x2 b) y = x2 − 4 ) y = x2 − 3x d) y = x2 − 4x+ 1e) y = −x2 + 9 f ) y = x2 − 3x+ 2 g) y = −x2 + 3x− 2 h) y = −x2 − 95. Representa las siguientes funiones:a) f(x) = x2 − 2x para x ∈ [−2, 3]b) f(x) = −2x+ 1 para x ∈ (0,+∞)) f(x) = −5 para x ∈ [4, 7)6. Representa grá�amente la funión f(x) = 2x2 y a partir de ella representa:a) f(x) = 2x2 + 3 b) f(x) = 2x2 − 4 ) f(x) = 2(x+ 1)2d) f(x) = 2(x− 3)2 e) f(x) = −2x2 f ) f(x) = −2x2 + 24.3. Funiones raionales7. Representa grá�amente las siguientes funiones, alulando dominio, imagen, puntos de ortes yasíntotas:a) f(x) =

1

x
b) f(x) =

2

x− 2
) f(x) =

− 1

x+ 3d) f(x) =
2x+ 1

x− 1
e) f(x) =

x+ 1

x+ 3
f ) f(x) =

− x

x+ 28. Calula el dominio de las siguientes funiones:a) f(x) =
1

2x2 − 5x+ 2
b) f(x) =

2x

x2 + x+ 1
) f(x) =

7x− 1

x3 − 3x2 + xd) f(x) =
x2 − 1

x2 − 2x
e) f(x) =

2x

x2 − 2x+ 1
f ) f(x) =

1

(x − 2)(x− 3)g) f(x) =
3x

x3 − x2 − 6x
h) f(x) =

2x2 − 3x

x4 − 5x2 + 4
i) f(x) =

x3 − 1

x3 + x2 + 4x+ 44.4. Funiones irraionales9. Representa grá�amente las siguientes funiones, alulando dominio, imagen y puntos de orteson los ejes:a) f(x) =
√
x b) f(x) = −√

x ) f(x) =
√
x+ 7d) f(x) =

√
2x+ 4 e) f(x) = x+

√
x f ) f(x) = 3

√
xg) f(x) = 3

√
x+ 1 h) f(x) = 3−

√
x− 2 i) f(x) = 2 +

√
x18



10. Calula el dominio de las siguientes funiones:a) f(x) =
√
x+ 3 b) f(x) = 4

√
9− 4x2 ) f(x) =

√
x2 + x+ 1d) f(x) =

√
2x2 − 5x+ 2 e) f(x) =

√
x− 1 +

√
5− x f ) f(x) =

√
x3 − 4xg) f(x) =

√
2x+ 5 h) f(x) =

√
x2 − 2x+ 1 i) f(x) =

√
5x− 2j ) f(x) =

√
x

x+ 1
k) f(x) =

√
x− 1

2− x
l) f(x) =

√
x− 3

x+ 3m) f(x) =

√
x− 3√
x2 − 4

n) f(x) =

√
x+ 2

x− 7
ñ) f(x) =

√
x2 + 3x

x+ 64.5. Funiones a trozos11. Representa grá�amente las siguientes funiones y alula su dominio,onjunto imagen, puntos deortes on los ejes, monotonía y aotaión:a) f(x) =





1 si x ≤ 1
x si 1 < x ≤ 3
−x+ 6 si 3 < x ≤ 6
0 si 6 < x

b) f(x) =





0 si x < 0
x si 0 < x ≤ 2
0 si x ≥ 3) f(x) =

{
0 si x ∈ Z

x si x 6∈ Z
d) f(x) =





2x− 3 si x < 0
3 si x ∈ [0, 1]
2x+ 3 si x > 1e) f(x) =





5x− 2 si x ≤ 1
−2 si x = 2
1

2
x si x > 2

f ) f(x) =





3 si x < −1
1− 2x si −1 ≤ x < 1
3x− 1 si x ≥ 1g) f(x) =





1

x
si x > 0

x2 + x si x ≤ 0
h) f(x) =





−x si x < 0
0 si 0 ≤ x ≤ 1
1− x si x > 1i) f(x) =





x2 − 1 si x < −1
0 si −1 ≤ x ≤ 1
1− x2 si x > 1

j ) f(x) =





−x− 3 si x < −3
x+ 3 si −3 < x < 0
−x+ 3 si 0 < x < 3
x− 3 si x > 34.6. Funión valor absoluto12. Representa grá�amente las siguientes funiones, haiendo el desglose omo funiones a trozos yestudia el dominio, reorrido y puntos de ortes:a) f(x) = |x− 2| b) f(x) = |2x+ 4| ) f(x) = |x|+ xd) f(x) = |3x| e) f(x) = x+ |x− 1| f ) f(x) = x− |x|g) f(x) = |1− x2| h) f(x) = |x2 − x− 2| i) f(x) = |x− 3|+ |x+ 2|13. Representa grá�amente el valor absoluto de las siguientes funiones, representando previamente lafunión sin valor absoluto:a) f(x) = |x2 − 5x+ 6| b) f(x) = |x− 3| ) f(x) = |x2 − 4|19



14. Sea la funión f(x) dada por su grá�a, alula:a) y = |f(x)| b) y = −f(x) ) y = f(x) + 2 d) y = f(x− 2)

PSfrag replaements 1

4.7. Funiones exponeniales y logarítmias15. Calula el dominio de las siguientes funiones y represéntalas grá�amente:a) f(x) = log3 x b) f(x) = log3 |x| ) f(x) = |log3 x|d) f(x) = log3 x
2 e) f(x) = 2 + log3 x f ) f(x) = log3(x+ 2)g) f(x) = 2 + log3(x+ 2) h) f(x) = 3x i) f(x) = 2 + 3xj ) f(x) = 3x−1 k) f(x) = 3x−1 − 2 l) f(x) = −3x16. Calula el dominio de las siguientes funiones:a) f(x) = log2(x − 1) b) f(x) = ln

(
x+ 1

x− 1

) ) f(x) = log(x2 − 5x)d) f(x) = log3(x
2 + x− 6) e) f(x) =

2x

1− lnx
f ) f(x) =

lnx√
x− 3g) y = log(x2 − 4) h) y = log(x2 − 6x+ 8) i) y = log

1− x

1 + xj ) y = log
1− x2

x+ 3
k) y = log |4x2 − 9| l) y =

log3(x − 1)

3x − 94.8. Funiones trigonométrias17. Representa grá�amente las siguientes funiones e india si son periódias y que periodo tienen:a) f(x) = 1 + senx b) f(x) = − cosx ) f(x) = sen

(
x+

π

2

)d) f(x) = cos 2x e) f(x) = 2 cosx f ) f(x) = | cosx|18. Halla el dominio de las siguientes funiones:a) f(x) = sen

(
1

x

) b) f(x) = tg(2x− 3) ) f(x) =
2

senxd) f(x) =
1

senx+ cosx
e) f(x) =

√
cosx f ) f(x) = 1 + tg 2x20



g) f(x) = 2 sen(2x) + 1 h) f(x) = log(senx) i) f(x) =
1

senx− 14.9. Funiones en general19. Halla el dominio de las siguientes funiones:a) f(x) = x2 + 3x+ 3 b) f(x) =
x− 4

x+ 2
) f(x) =

3x− 1

4d) f(x) =
x+ 3

x2 − 8
e) f(x) =

√
x2 − 1 f ) f(x) =

√
x− 1

x+ 3g) f(x) = ex
2−4 h) f(x) = e(x+3)/(x−2) i) f(x) = |x2 − 2|j ) f(x) = log(x2 − 16) k) f(x) = log

√
x2 − 25 l) f(x) = x2 · e1/xm) f(x) = log(x2 − 3x+ 2) n) f(x) = ln

(
x2 − 1

x2 − 4

) ñ) f(x) =
√
x+ 1 +

√
5− xo) f(x) = cosx2 p) f(x) = e(2x+3)/x q) f(x) = sec 2x20. Determina el dominio y el reorrido de las siguientes funiones:

PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )
g) h)

i)
11

111

1

11
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21. Representa grá�amente las siguientes funiones y alula su dominio,onjunto imagen, puntos deortes on los ejes, monotonía y aotaión:a) f(x) = −2x b) f(x) = −4 ) f(x) = x2 − 2xd) f(x) = −x2 + 6x− 8 e) f(x) =
x+ 2

x− 2
f ) f(x) = 2 +

√
x− 3g) f(x) = |2x+ 3| h) f(x) = |2x| − x i) f(x) = E(x)22. Representa grá�amente las siguientes funiones y alula su dominio,onjunto imagen, puntos deortes on los ejes, monotonía y aotaión:a) y = 2x−1 b) y = 3x−2 − 4 ) y = 1 + 2xd) y = 2−x e) y = log2(x+ 3) f ) y = 1 + log3(x+ 5)g) y = log2(x+ 1) h) y = 3 + log2 x i) f(x) =

{
2x si x > 0
x− 1 si x < 023. Representa grá�amente las siguientes funiones y alula su dominio,onjunto imagen, puntos deortes on los ejes, monotonía y aotaión:a) f(x) =

{
x+ 2 si x < 1
1/x si x ≥ 1

b) f(x) =





1

x− 1
si 1 < x ≤ 3

√
x− 3 si x > 3) f(x) =





2x+ 1 si x < 0
1 si x = 0
1 + x2 si x > 0

d) f(x) =

{
1/x si x ≥ 1√
x si x < 1e) f(x) =





x2 − 1 si x < 2
3 si 2 < x ≤ 4
−2x+ 10 si 4 < x ≤ 5

f ) f(x) =

{
|x| si x < 2
−x+ 4 si 2 ≤ x ≤ 524. De las siguientes grá�as. ¾uáles orresponden a una funión? De ellas india su dominio y reorrido.
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Tema 5Álgebra de funiones
5.1. Operaiones. Composiión1. A partir de las funiones f(x) = x + 1 y g(x) =

2− x

3x− 6
realiza las siguientes operaiones y susrespetivos dominios:a) (f + g)(x) b) (f · g)(x) ) (f/g)(x)2. Si f(x) = √

x+ 1 y g(x) = x+ 1, averigua (f/g)(x) y su dominio.3. Dadas las funiones f(x) = √
x+ 1

2x
y g(x) =

√
x+ 1− 2

x+ 1
, alula (f · g)(x) y su dominio.4. Dadas las funiones f(x) = 3 + x

x2 − 3x
y g(x) =

3x− 5

x2 − 4x+ 3
, alula (f + g)(x), (f − g)(x) y f/g)(x)y sus dominios.5. Dadas las funiones f(x) = √

x+ 3 y g(x) =
√
25− x2,alula (f + g)(x), (f − g)(x), f/g)(x),f · gy g ◦ f . y sus dominios.6. Halla f + g y su dominio, siendo:

f(x) =





−x2 + 1 si x ≤ 0
1− x

2
si x > 0

y g(x) =





2x+ 1 si x < −2
2 si −2 ≤ x < 2

1

5− x
si x ≥ 27. Dadas las funiones:

f(x) =
√
x− 1 y g(x) =





x+ 1 si x < −1
2 + x si −1 ≤ x ≤ 2

1

5 + x
si x > 2Calula f + g y su dominio.8. Dadas las funiones f(x) = 2− x

x+ 1
y g(x) =

√
2x− 1, alula f ompuesta on g y su dominio.9. Halla (f ◦g)(3) siendo f(x) = 3− x2

x+ 1
y g(x) =

x− 1

2
y alula g◦f y f ◦g y, así omo sus respetivosdominios.10. A partir de los siguientes pares de funiones halla g ◦ f y f ◦ g, indiando sus dominios.a) f(x) = 2x2 + x− 3 y g(x) =

1

x+ 1
b) f(x) =

√
x2 + 1 y g(x) = 311. Si f(x) = 2x− x2 y g(x) =

√
x− 2, alula g ◦ f y f ◦ g y, así omo sus respetivos dominios. ¾Quése observa? ¾Es siempre posible omponer funiones?12. Expresa las siguientes funiones omo omposiión de funiones, indiando éstas últimas:a) h(x) = 5

√
x+ 5 b) h(x) =

√
x2 + 3 ) h(x) = 5x4 + 2x2 + 623



13. Dadas las funiones f(x) = 3x− 7 g(x) = 2x+ k, determinar k para que f ◦ g = g ◦ f .14. Dadas las funiones f(x) = 1

x2 − 1
y g(x) =

√
x+ 2, esribe los riterios y dominios de las funiones:

f · g, f/g, g ◦ f , f ◦ g, g ◦ g y f ◦ f .15. Halla las funiones ompuestas g ◦ f y f ◦ g siendo:a) f(x) = x2 y g(x) = lnx b) f(x) = ex y g(x) = ln(x+ 1)) f(x) = log2 x y g(x) = (
√
2)x d) f(x) = 2x y g(x) = log4 x5.2. Correspondenia inversa16. Calula si es posible, la orrespondenia inversa respeto de la omposiión de las siguientes fun-iones y su dominio:a) f(x) =

1− 3x

6
b) f(x) =

3− x

4 + 5x
) f(x) =

7− x

xd) f(x) = −3x2 + 27 e) f(x) = x2 − 2x f ) f(x) = 3
√
x− 217. Halla la inversa de las siguientes funiones y su dominio:a) f(x) = log2(x + 1) b) f(x) = 2x+1 ) f(x) = ln
√
x− 1d) f(x) = ex

2−1 e) f(x) = 2 + 3x f ) f(x) = 2 · 3x−1g) y = log2 3x− 1 h) y = 3x+2 i) y = 2 + log3 xj ) y = 1− 2x+3 k) y =
log4(x− 1)

2
l) y = 1− log3

x

5m) y =
4− 3 log(x2 + 4)

518. Dadas las funiones f(x) = log2(x
2 − 3), g(x) = 1 + 2x y h(x) = log3(2

x − 3), halla:a) (g ◦ f)(x) b) (g ◦ h)(x) ) (f ◦ g)(x) d) (h ◦ g)(x)e) (h ◦ f)(x) f ) (f ◦ h)(x) g) (f ◦ g−1)(x) h) (h ◦ g−1)(x)19. Halla la omposiión de f y g en los siguientes asos:a) f(x) = cos 2x; g(x) = arc cosx b) f(x) = sen 2x; g(x) = arc cosx20. Halla la orrespondenia inversa de las funiones:a) f(x) = sen
x

2
b) f(x) =

√
1− senx) f(x) = cos(x+ 1) d) f(x) = arc senx221. Dadas las funiones f y g. Calula (f+g)(x), (f−g)(x), f/g)(x), 1/f , f−1, g−1 y g◦f , espei�andosus dominios:a) f(x) =

2

x
, g(x) =

2

x− 3
b) f(x) =

1

x+ 2
, g(x) = x2 − 5) f(x) =

√
x, g(x) =

1√
x

d) f(x) =
x− 1

x+ 1
, g(x) = x2 + 3e) f(x) = x2 − 4, g(x) =

x+ 1

1− x
f ) f(x) =

2

x− 2
, g(x) =

1

x+ 124



Tema 6Límite de funiones. Continuidad1. Calula los siguientes límites:a) ĺım
x→2

(3x2 − x+ 5) b) ĺım
x→+∞

(3x− 1)) ĺım
x→−∞

(−x2 + 5x+ 7) d) ĺım
x→−∞

(x2 + 1)e) ĺım
x→∞

2x+ 1

x− 2
f ) ĺım

x→2+

x+ 1

x− 2g) ĺım
x→2

1

2x− 4
h) ĺım

x→2

x3 − 6x2 + x+ 14

x3 + x2 + 2i) ĺım
x→1

x3 − 6x2 + 6

x4 − x3 + x− 1
j ) ĺım

x→0

3x4

x3 + x2k) ĺım
x→5

x2 − 25

x2 − 5x
l) ĺım

x→−3

x3 + 5x2 + 3x− 9

x3 + 7x2 + 15x+ 9m) ĺım
x→1

x4 − 6x2 + 8x− 3

x4 − 2x3 + 2x− 1
n) ĺım

x→2

(
x− 2

x2 − 4
− x2 − 4

x− 2

)ñ) ĺım
x→∞

x2 − 6x+ 8

x2 − 2
o) ĺım

x→−∞

x4 − 1

x2 − 1p) ĺım
x→∞

x5 − 1

x7 − 1
q) ĺım

x→∞

2x3 − 3x+ 5

3x3 − 4r) ĺım
x→2

√
x2 + x− 6

x2 − 3x+ 2
s) ĺım

x→2

(
x− 2

x+ 3
· 1

x2 − 5x+ 6

)t) ĺım
x→∞

(
x2 + 4

1− x
· x+ 3

x2

) u) ĺım
x→0

(
x5 − 7x3 + 2x2

3x4 + 6x2

)2. Calula los siguientes límites:a) ĺım
x→0

x

1−
√
x+ 1

b) ĺım
x→3

√
x+ 1− 2

x− 3) ĺım
x→+∞

(√
x2 + 1− x

) d) ĺım
x→1

√
x+ 8−

√
2x+ 7√

x+ 3−
√
3x+ 1e) ĺım

x→+∞

(√
x2 + 1−

√
x2 − 1

) f ) ĺım
x→∞

(√
x3 − x2 + 1−

√
x3 − x

)g) ĺım
x→∞

(
√
x2 − 2− x) h) ĺım

x→∞
(
√
x+ 3−

√
x+ 2)3. Calula los siguientes límites:a) ĺım

x→∞

2
√
x2 + x+ 3 3

√
x3 − 1

4x2 − 4x
b) ĺım

x→∞

√
4x4 + 2 + 3

√
x2 + x√

2x2 − x+ 1 +
√
x4 − 1) ĺım

x→∞

x
√
x2 − 1 + x2

√
x4 − 4 + 2

d) ĺım
x→2

√
4x2 − 7−

√
4x+ 1√

2x+ 5−
√
x+ 7e) ĺım

x→1

√
x2 − 1−

√
x− 1√

x+ 3−
√
2x+ 2

f ) ĺım
x→0

√
2x+ 1−

√
x+ 1√

x2 + 4−
√
x+ 425



4. Calula los siguientes límites:a) ĺım
x→±∞

(
4x+ 1

2x

)x b) ĺım
x→∞

(
4x+ 1

2x2

)x2) ĺım
x→∞

(
x− 2

x+ 1

)2x d) ĺım
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)xe) ĺım
x→∞

(√
x+ 1

x− 1

)x f ) ĺım
x→1

(
2

x+ 1

) 1
x−1g) ĺım

x→∞

(
2x+ 1

2x− 3

)1−x h) ĺım
x→+∞

(
3x+ 2

x+ 1

)x+5i) ĺım
x→+∞

(
3x+ 1

5x− 3

)x+3 j ) ĺım
x→∞

ln

(
x+ 1

x

)x5. Calula los siguientes límites:a) ĺım
x→+∞

(
log1/2(x) + log2

1

x

) b) ĺım
x→0+

(
log1/2(x) + log2

1

x

) ) ĺım
x→0

ln

(
x2 + x

x

)d) ĺım
x→1+

(
log1/2(x− 1) +

2x+ 1

x+ 1

) e) ĺım
x→∞

ln

(
x+ 1

x

)x f ) ĺım
x→1

log x26. Calula:a) ĺım
x→−∞

f(x) b) ĺım
x→−2

f(x) ) ĺım
x→−1

f(x) d) ĺım
x→0

f(x) e) ĺım
x→2

f(x)f ) ĺım
x→+∞

f(x) g) f(0) h) f(−1) i) Dom(f) j ) Im(f)k) Las euaiones de las asíntotas
1

7. Calular los siguientes límites en los puntos en que se indian:a) f(x) =

{
x+ 1 si x ≥ 0
−x+ 1 si x < 0

en x = 0 b) f(x) =





x2 si x > 2
0 si x = 2
x+ 2 si x < 2

en x = 2) f(x) =





2 si x < 3
x− 1 si 3 ≤ x < 5
−x− 3 si x ≥ 5

en x = 3 y x = 5 d) f(x) =





x2 + 1

x+ 2
si x ≥ 0

3x+ 2 si x < 0

en x = 08. Halla ĺım
x→1

f(x), ĺım
x→2

f(x), ĺım
x→+∞

f(x) y ĺım
x→−∞

f(x), siendo: f(x) =  3x− 5 si x ≤ 1

x2 − 1

x2 − 3x
si x > 126



9. Halla ĺım
x→0

f(x), ĺım
x→1

f(x), ĺım
x→+∞

f(x) y ĺım
x→−∞

f(x), siendo: f(x) =  x2 − 1

2x− 2
si x < 1

√
x+ 1

2
si x ≥ 110. Halla k Para que ĺım

x→2

x3 − 4x2 − x+ 4

3x3 + kx2 + 2x− 2
= −3

711. Calula las asíntotas de las siguientes funiones y estudia la posiión de la grá�a on respeto a laasíntota:a) f(x) =
2x2 − 8

x2 + x− 6
b) f(x) =

x

x2 − 4
) f(x) =

x3 + x2 + x+ 1

−x2 + x+ 2d) f(x) = arctanx e) f(x) =
1

1 + ex
f ) f(x) =

3

x
− e−xg) f(x) =

2x2

x2 − 4
h) f(x) =

2x

x2 + 2x+ 1
i) f(x) =

3

ex12. Representa grá�amente funiones que satisfagan las siguientes ondiiones:a) ĺım
x→2

f(x) = −2, f(2) = 5, Dom(f) = R y Rec(f) = (−2,+∞)b) ĺım
x→1

f(x) = 4, f estritamente reiente en (−∞, 1) y Rec(f) = (−∞, 4]) f(x) > 0∀x > 2, f(x) ≤ 0∀x < 2 y 6 ∃ ĺım
x→2

f(x)13. Clasi�a los puntos donde son disontinuas las funiones:
1 1PSfrag replaements

a) b)
14. Se de�ne la funión por la expresión: f(x) = 




0 si x ∈ Z

1 si x /∈ Z

. Representarla grá�amente y deiren qué puntos es disontinua.15. Dada la funión f(x) =
x2 − 4

x− 2
. Se pide:a) Dominio de f.b) ¾Es disontinua en algún punto?) En x = 2 la funión no está de�nida. ¾Es posible de�nir f en x = 2 de modo que la funiónresultante sea ontinua en toda la reta real?16. Sea la funión f(x) =





x2 − 3 si x < 2
x− 1 si 2 ≤ x ≤ 4
2x+ 3 si 4 < x

.a) Calular el dominio de f .b) Calular ĺım
x→3

f(x), ĺım
x→2

f(x) y ĺım
x→4

f(x). 27



) Loaliza los puntos de disontinuidad.17. Estudia la ontinuidad de la funión:
f(x) =





2 si x ≤ 0
x+ 2 si 0 ≤ x < 3
x2 − 9 si x > 3Represéntala grá�amente.18. Estudia la ontinuidad de las siguientes funiones lasi�ando las disontinuidades:a) f(x) =

{
x+ 1 si x ≥ 0
x− 1 si x < 0

b) f(x) =





3− x2

2
si x ≤ 1

1

x
si x > 1) f(x) =





x+ 1 si x < 3
x2 si 3 ≤ x < 4
0 si x > 4

d) f(x) =

{
e1/x si x 6= 0
0 si x = 0e) f(x) =





ex

1− ex
si x < 0

x2 + 1 si x ≥ 0

f ) f(x) =

{ |3− x| si x ≤ 5

ln e2 si x > 519. La funión f(x) =
x2 − 1

x− 1
no está de�nida en x = 1. Halla k de modo que la funión

f(x) =





x2 − 1

x− 1
si x 6= 1

k si x = 1

sea ontinua.
20. Ídem para la funión f(x) =





x2 + 3x

x− 1
si x < 1

k si x = 1
2x+ 3 si x > 121. Probar que la funión f(x) =
x2 − 1

x2 + 7x− 8
, para x 6= 1, f(1) = 34, no es ontinua en x = 1, e indiarqué tipo de disontinuidad presenta en diho punto.22. Calular el valor de a y b para que las siguientes funiones sean ontinuas?a) f(x) =

{
x+ 1 si x ≤ 1
3− ax2 si x > 1

b) f(x) =

{
x2 + ax si x ≤ 2
a− x2 si x > 2) f(x) =

{
eax si x ≤ 0
x+ 2a si x > 0

d) f(x) =

{
eax si x ≤ 0
x2 + bx+ c si x > 023. Construye grá�as que umplan las siguientes ondiiones:a) Dom(f) = R; Rec(f) = [−1,+∞); ĺım

x→−∞
f(x) = 3; ĺım

x→+∞
f(x) = +∞; f(3) = 3;

ĺım
x→3

f(x) = 2; f−1(0) = {0, 2}b) Dom(f) = R− {0, 2}; Rec(f) = [−∞, 0) ∪ {1} ∪ (3,+∞); ĺım
x→−∞

f(x) = 0;

ĺım
x→+∞

f(x) = 1 ĺım
x→0

f(x) = ∞; ĺım
x→2−

f(x) = 3; ĺım
x→2+

f(x) = 124. Estudia la ontinuidad de las siguientes funiones lasi�ando las disontinuidades:a) f(x) =
x+ 1

x2 + 1
b) f(x) =

|x|
x

) f(x) =
3x+ 5

2x2 − 5x+ 228



d) f(x) =
√
x− 5 e) f(x) = x3 + 5x− 3 f ) f(x) = |x− 1|+ |x− 4|g) f(x) =
1

2− lnx
h) f(x) = ln(1− cosx) i) f(x) = ln(1 + ex)j ) f(x) = sen(x2 + 2) k) f(x) = arctan

1

x
l) f(x) = cos(senx2)

29



Álgebra de límitesSuma
ĺım
x→a

f(x) L L +∞ −∞ +∞

ĺım
x→a

g(x) M ±∞ +∞ −∞ −∞

ĺım
x→a

(f(x) + g(x)) L+M L±∞ = ±∞ +∞+∞ = +∞ −∞−∞ = −∞ ∞−∞ =?Produto
ĺım
x→a

f(x) L L 6= 0 ∞ 0

ĺım
x→a

g(x) M ∞ ∞ ∞

ĺım
x→a

(f(x) · g(x)) L ·M L · ∞ = ∞ ∞ ·∞ = ∞ 0 · ∞ =?Coiente
ĺım
x→a

f(x) L L 6= 0 L ∞ 0 ∞

ĺım
x→a

g(x) M 6= 0 0 ∞ M 0 ∞

ĺım
x→a

f(x)

g(x)

L

M

L

0
= ∞ L

∞ = 0
∞
M

= ∞ 0

0
=?

∞
∞ =?Potenia

ĺım
x→a

f(x) L L 6= 0, 1 L 6= 0, 1 0

ĺım
x→a

g(x) M +∞ −∞ M 6= 0

ĺım
x→a

(
f(x)g(x)

)
LM L+∞ =

{
+∞ si L > 1
0 si 0 < L < 1

L−∞ =

{
0 si L > 1
+∞ si 0 < L < 1

0M =

{
0 siM > 0
+∞ si M < 0

ĺım
x→a

f(x) 0 0 +∞ +∞ +∞

ĺım
x→a

g(x) +∞ −∞ M +∞ −∞

ĺım
x→a

(
f(x)g(x)

)
0+∞ = 0 0−∞ = +∞ (+∞)M =

{
+∞ siM > 0
0 si M < 0

(+∞)+∞ = +∞ (+∞)−∞ = 0

ĺım
x→a

f(x) 0 +∞ 1

ĺım
x→a

g(x) 0 0 ∞

ĺım
x→a

(
f(x)g(x)

)
00 =? (+∞)0 =? 1∞ =? 30



Tema 7Introduión al álulo diferenial.Derivadas
7.1. De�niión de derivada1. Apliando la de�niión de derivada de una funión en un punto, alula la derivada en x = 3 parala funión f(x) = 5x2 − x+ 2.2. Calula, la derivada de f(x) = x2 en x = 3.3. Demuestra, apliando la de�niión de derivada, que si f(x) = x3, entones f ′(2) = 12.4. Calula mediante la de�niión de derivada de una funión en un punto, las derivadas de las siguientesfuniones en los puntos que se indian:a) f(x) = −3; f ′(2) b) f(x) = − 5

x
; f ′(1)) f(x) = 3x2 − 2x+ 2; f ′(−1) d) f(x) = (2x− 1)2; f ′(2)e) f(x) =

√
x+ 3; f ′(6) f ) f(x) =

2

x2 + 1
; f ′(0)g) f(x) = ln(x + 1); f ′(1) h) f(x) = lnx; f ′(2)7.2. Continuidad y derivabilidad5. Estudia la ontinuidad y derivabilidad de las siguientes funiones:a) f(x)=|x| b) f(x) = 3

√
x ) f(x) = x|x|d) f(x) =

{
x2 − 2x si x ≤ 1
x− 2 si x > 1

e) f(x) =





−x2 si x < 0
x2 si 0 ≤ x ≤ 3
6x si x > 36. Di si son derivables las funiones siguientes en los puntos que se indian. Da el valor de la derivadao, en aso negativo, di uánto valen las derivadas laterales.a) f(x) =

{
3x− 1 si x < 2
x2 − x+ 3 si x ≥ 2

en x = 2b) f(x) =

{
x2 − 1 si x ≤ 1
2x− 2 si x > 1

en x = 1) f(x) =

{
3x− 2 si x ≤ 1
x2 si x > 1

en x = 1d) f(x) = |x2 − x− 6| en x = −2 y x = 37. Calula a y b para que la funión sea derivable en todo R:a) f(x) =

{
ax2 + b si x ≤ 2
x2 − bx− 4 si x > 2

b) f(x) =

{
ax+ 5 si x ≤ 2
bx2 + x− 1 si x > 231



) {
ax+ 4 si x ≤ 1
bx2 + x− 3 si x > 1

d) {
a/x si x > 1
x2 + bx si x ≤ 1e) {

2ax+ 4 si x ≤ 2
b/x si x > 28. Estudia la derivabilidad de la funión f : R −→ R de�nida por:

f(x) =





x

1− |x| si x 6= −1 y x 6= 1

0 si x = −1 o x = 19. Sea la funión f : [0,+∞) −→ R de�nida por:
f(x) =





2x+ a si 0 ≤ x < 1
x2 + b si 1 ≤ x < 3
6x+ c si x ≥ 3a) Estudia si es ontinua en [0,+∞) para a = 1, b = 2 y c = 3.b) Estudia si es derivable para esos valores.7.3. Funiones derivadas10. Calula las funiones derivadas de las siguientes:a) f(x) = x4 b) f(x) = x−2 ) f(x) =

3
√
x2d) f(x) = 2x4 − 3x3 + x2 − 7 e) f(x) = 6x3 + 5x2 − 1 f ) f(x) = 5x4 + 2x2 − 5xg) f(x) =

1

5
x5 +

2

3
x3 − 8x h) f(x) = 3x−2 +

1

x
i) f(x) =

1

x2
+ x−3 + 2x−1j ) f(x) = 4x−4 + 2x−2 +

1

3
x−3 k) f(x) = (x2 − 1)(x3 + 3x) l) f(x) = (x3 + 1)(x+ 2)m) f(x) = (x2 − 3)(x2 + x− 1) n) f(x) = (2x3 + 3)x−2 ñ) f(x) = x−4(x + 2)o) f(x) =

x3 − 3

5
p) f(x) =

1

x2 − 2x+ 1
q) f(x) =

x2 − 2

x3 + 3x2r) f(x) =
2x+ 1

2x− 1
s) f(x) =

x3

x− 3
t) f(x) =

x2 − 1

x+ 411. Calula las funiones derivadas de las siguientes funiones:a) f(x) = x · 4x b) f(x) = senx+ cosx ) f(x) = senx+ 2exd) f(x) = 3x · lnx e) f(x) = (2x3 + x)4 f ) f(x) =

(
x−2 +

1

x

)−2g) f(x) = (x2 − 3)5 h) f(x) = (e2x + 3)4 i) f(x) =
ex

xj ) f(x) = x2 · 2x · a2x k) f(x) = sen 4x l) f(x) = sen4 xm) f(x) = senx4 n) f(x) = tg 2x2 ñ) f(x) = ln(cos 2x)o) f(x) = arc tg
√
x p) f(x) = ecosx q) f(x) = ln

√
1− x

1 + xr) f(x) =

√
1 + senx

1− senx
s) f(x) = ln

(
cos

x2

2

) t) f(x) = ln(tg(1− 2x)12. Calula las funiones derivadas utilizando la derivaión logarítmia:a) f(x) = xx b) f(x) = (
√
x)

√
x ) f(x) = (senx)x32



d) f(x) = (lnx)lnx e) f(x) = (
√
x)tg x f ) f(x) = (tg x)

√
xg) f(x) = (cosx)

sen 2x h) f(x) =

(
x+

1

x

)x i) f(x) =
(
arc senx2

)2x13. Calula las derivadas suesivas que se indian:a) f(x) = 23x f
′′′

(x) b) f(x) =
2

x− 1
f 4)(x)) f(x) = sen 3x f 10)(x) d) f(x) = ln(x + 2) f 5)(x)14. Obtén las derivadas n-ésimas de las siguientes funiones:a) f(x) = ln(x− 1) b) f(x) = ex + e−x ) f(x) =

1

x215. Calula las funiones derivadas de las siguientes:a) y =
x4

2
+

x3

3
− 5x+ 2 b) y = 3x−2 + 2x−3 − 5x−1 ) y = 5

(
1

x2
+

1

x3

)d) y =
3
√
x2 + 6

√
x+

4
√
x3 e) y =

x2 + x

3
f ) y =

x+ 1

x− 1g) y =
√
x2 + 1 h) y = (x2 + 1)10 i) y =

(1− x)3

(1 + x)4j ) y =
√
x+

√
x k) y = 3

√
1− x

1 + x2
l) y =

1 + ex

1− exm) y = ln(ln x) n) y = ln(1− x2)2 ñ) y = ln

(
1 + x

1− x

)o) y = ln

(
1−√

x

1 +
√
x

) p) y = x · senx q) y =
ex + e−x

e−x16. Calula las derivadas de las siguientes funiones:a) y = senx2 + sen2 x+ sen 2x b) y = (1 + cos2 x)3 ) y = ex cosxd) y = ln
1 + senx

1− senx
e) y = ln(cos2 ex) f ) y =

x

lnxg) y =
tg x

x
h) y = arc tg

1 + x

1− x
i) y =

1 + tg2 x

1− tg2 xj ) y = arc sen
x

2
k) y =

1
3
√
arc cosx

l) y = arc tg

(
1 + ex

1− ex

)m) y = arc sen
√
1− x2 n) y =

ex

arc tgx
ñ) y = arc sen

(
1− x2

1 + x2

)o) y = arc tg

(
1− cosx

1 + cosx

) p) y = arc sen
(
2x

√
1− x2

) q) y = arc tg

√
x+ 1

x− 1r) y = arc tg

(
e2x + e−2x

e2x − e−2x

)
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REGLAS PARA EL CÁLCULO DE FUNCIONES DERIVADASSuma /Diferenia Produto Coiente
y = u± v ⇒ y′ = u′ ± v′ y = u · v ⇒ y′ = u′ · v + u · v′ y =

u

v
⇒ y′ =

u′ · v − u · v′
v2Constante por funión Composiión Reordatorio

y = k · u ⇒ y′ = k · u′ y = (u ◦ v)(x) = u(v(x)) 1 + tg2 x = sec2 x =
1

cos2 x

⇒ y′ = u′(v(x)) · v′(x) 1 + cotg2 x = cosec2 x =
1

sen2 xFUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES COMPUESTASFunión Derivada Funión Derivada
y = k y′ = 0

y = xn y′ = n · xn−1 y = un y′ = n · un−1 · u′

y =
√
x y′ =

1

2
√
x

y =
√
u y′ =

u′

2
√
u

y = n

√
x y′ =

1

n
n

√
xn−1

y = n

√
u y′ =

u′

n
n

√
un−1

y = loga x y′ =
1

x
· loga e y = loga u y′ =

1

u
· loga e · u′ a > 0

y = lnx y′ =
1

x
y = lnu y′ =

1

u
· u′

y = ax y′ = ax · ln a y = au y′ = u′ · au ln a

y = ex y′ = ex y = eu y′ = eu · u′

y = senx y′ = cosx y = senu y′ = u′ · cosu

y = cosx y′ = − senx y = cosu y′ = −u′ · senu

y = tg x y′ = 1 + tg2 x = sec2 x y = tg u y′ = u′(1 + tg2 u) = u′ · sec2 u

y = cotg x y′ = −(1 + cotg2 x) = − cosec2 x y = cotg u y′ = −u′(1 + cotg2 u) = −u′ · cosec2 u

y = cosecx y′ = − cosecx · cotg x y = cosecu y′ = −u′ · cosecu · cotg u

y = secx y′ = secx · tg x y = secu y′ = u′ · secu(x) · tg u

y = arc senx y′ =
1√

1− x2
y = arc senu y′ =

u′
√
1− u2

y = arc cosx y′ = − 1√
1− x2

y = arc cosu y′ = − u′
√
1− u2

y = arc tg x y′ =
1

1 + x2
y = arc tgu y′ =

u′

1 + u2

y = arccotgx y′ =
− 1

1 + x2
y = arccotgu y′ =

− u′

1 + u2

y = arcsecx y′ =
1

x
√
x2 − 1

y = arcsecu y′ =
u′

u ·
√
u2 − 1

y = arccosecx y′ =
− 1

x
√
x2 − 1

y = arccosecu y′ =
− u′

u ·
√
u2 − 1
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Tema 8Apliaiones de las derivadasMétodo para representar una funiónPara haer la representaión grá�a de una funión seguiremos el siguiente esquema, aunque no esobligatorio seguir el mismo orden, ni estudiar todos los pasos que se indian.Como norma general estudiaremos y alularemos:1. Dominio.2. Continuidad y derivabilidad.3. Puntos de ortes on los ejes:a) Corte on el eje OX : alulamos los valores de x para los uales y = 0.b) Corte on el eje OY : le damos a x = 0 y alulamos el valor orrespondiente de y.4. Simetría:a) Si f(x) = f(−x), diremos que la funión es par y será simétria on respeto al eje deordenadas.b) Si f(x) = −f(−x), diremos que la funión es impar y será simétria respeto al origen deoordenadas.5. Signo de la funión Los intervalos donde f es positiva o negativa vienen determinados por losvalores de x que veri�an f(x) = 0 y por las disontinuidades de la funión.6. Asíntotasa) Asíntotas vertiales: son las retas x = a que umplen una de estas ondiiones:
ĺım

x→a−

f(x) = ±∞ o ĺım
x→a+

f(x) = ±∞Conviene hallar el signo del in�nito para situar la grá�a on respeto a la asíntota.b) Asíntotas horizontales: son las retas y = b que umplen una de estas ondiiones:
ĺım

x→−∞
f(x) = b o ĺım

x→+∞
f(x) = b) Asíntotas obliuas: Son las retas y = mx+ n que umplen uno de estos pares de ondiiones:

m = ĺım
x→−∞

f(x)

x
n = ĺım

x→−∞
(f(x)−mx)





m = ĺım
x→+∞

f(x)

x
n = ĺım

x→+∞
(f(x)−mx)



Obliua por la izquierda Obliua por la dereha7. Monotonía. Máximos y mínimos relativos: Se estudia el signo de f ′(x). Se veri�a:

f(x) es reiente en aquellos intervalos donde f ′(x) > 0.
f(x) es dereiente en aquellos intervalos donde f ′(x) < 0.35



Los máximos y mínimos relativos de la funión se enuentran entre aquellos puntos x0 queveri�an f ′(x0) = 0. Si además:
f ′′(x0) > 0, en x0 hay un mínimo relativo.
f ′′(x0) < 0, en x0 hay un máximo relativo.
f ′′(x0) = 0 entones hay que reurrir a nuevas derivadas.8. Conavidad-onvexidad. Puntos de in�exión: Se estudia el signo de f ′′(x). Se veri�a:Si f ′′(x) > 0 la funión es � �Si f ′′(x) < 0 la funión es � �Los puntos de in�exión se enuentran entre los valores de x0 que veri�an f ′′(x0) = 0. Si

f ′′′(x0) 6= 0 el punto es de in�exión. Si f ′′′(x0) = 0 se estudian las derivadas suesivas.9. Tabla de valores: A vees es onveniente alular algunos valores más de la funión para trazarla,basta para ello onstruir una tabla on los puntos que reamos onveniente alular.
f(x) = x4 − 2x21. Dominio: Es una funión de tipo polinómia, y por tanto, su dominio son todos los números reales.

Dom(f) = R2. Continuidad y derivabilidad: Al ser polinómia es ontinua y derivable en R.3. Puntos de ortes on los ejesa) Corte on el eje OX : haemos y = 0

x4 − 2x2 = 0 =⇒ x2(x2 − 2) = 0

{
x2 = 0 =⇒ x = 0

x2 − 2 = 0 =⇒ x2 = 2 =⇒ x = ±
√
2Puntos de ortes on OX : (0, 0), (√2, 0), (−√

2, 0).b) Corte on el eje OY :haemos x = 0 =⇒tenemos el punto (0, 0)4. Simetría: f(−x) = (−x)4 − 2(−x)2 = x4 − 2x2 = f(x) =⇒ la funión es simétria on respeto aleje de ordenadas. Basta estudiarla en el intervalo (0,+∞).5. Signo de la funión:Signo de f

0
√
2−

√
2−∞ +∞

+ − − +Tomamos un punto de ada intervalo para ver el signo que toma la funión en diho intervalo, aunqueen este aso por ser simétria on respeto al eje OY , basta mirar los intervalos orrespondientes ala parte positiva.
x = 1; f(1) = −1 < 0

x = 2; f(2) = 24 − 2 · 22 = 16− 8 = 8 > 0Por tanto: 36



f es positiva en (−∞,−
√
2) ∪ (

√
2,+∞) f es negativa en (−

√
2, 0) ∪ (0,

√
2)6. Asíntotas:a) Asíntotas horizontales: ĺım

x→±∞
(x4 − 2x2) = +∞, por tanto no tiene asíntotas horizontales.b) Asíntotas vertiales: no tiene.) Asíntotas obliuas: m = ĺım

x→∞

x4 − 2x2

x
= ∞, por tanto no tiene asíntotas obliuas.7. Monotonía. Máximos y mínimos relativos:

f ′(x) = 4x3 − 4x =⇒ 4x3 − 4x = 0 =⇒ 4x(x2 − 1) = 0

{
x = 0

x2 − 1 = 0 =⇒ x2 = 1 =⇒ x = ±1Signo de f ′
0 1−1−∞ +∞

− + − +

x = −2; f ′(−2) = 4(−2)3 − 4 · (−2) = −32 + 8 = −24 < 0

x = −0,5; f ′(−0,5) = 4 · (−0,5)3 − 4 · (−0,5) = −0,5 + 2 > 0

x = 0,5; f ′(0,5) = 4 · (0,5)3 − 4 · (0,5) = 0,5− 2 < 0

x = 2; f ′(2) = 4 · 23 − 4 · 2 = 32− 8 = 24 > 0Por tanto:
f es reiente en (−1, 0) ∪ (1,+∞) f es dereiente en (−∞,−1) ∪ (0, 1)Se dedue de lo anterior que la funión alanza mínimos relativos en x = −1 y x = 1 y un máximorelativo para x = 0.Mínimos relativos en los puntos (−1,−1) y
(1,−1). Máximo relativo en el punto (0, 0).8. Conavidad-onvexidad. Puntos de in�exión.
f ′′(x) = 12x2 − 4 =⇒ 12x2 − 4 = 0 =⇒ x2 =

4

12
=

1

3
=⇒ x = ±

√
1

3
= ± 1√

3
= ±

√
3

3Signo de f ′′

√
3/3−

√
3/3−∞ +∞

−+ +

x = −1; f ′′(−1) = 12(−1)2 − 4 = 12− 4 = 8 > 0

x = 0; f ′′(0) = 12 · 02 − 4 = −4 < 0

x = 1; f ′′(1) = 12 · 12 − 4 = 12− 4 > 0Por tanto:
37



En (−∞,−
√
3

3

)
∪
(√

3

3
,+∞

)
f es � � En (−√

3

3
,

√
3

3

)
f es � �Se dedue de lo anterior que para x = −

√
3

3
y x =

√
3

3
la funión tiene puntos de in�exión.Puntos de in�exión: (−√

3

3
,
−5

9

) y (√
3

3
,
−5

9

)9. Tabla de valores En este aso no es neesario alular otros valores de la funión.Trazamos la grá�a on los datos obtenidos:
-

-

PSfrag replaements
√

2
√

2

√

3/3
√

3/3

−5/9
1

1 2
−1

−1−2

y = x4 − 2x2

f(x) = x3 + x2 − x− 11. Dominio: Es una funión de tipo polinómia, y por tanto, su dominio son todos los números reales.
Dom(f) = R2. Continuidad y derivabilidad: Al ser polinómia es ontinua y derivable en R.3. Puntos de ortes on los ejesa) Corte on el eje OX : haemos y = 0; x3 + x2 − x − 1 = 0. Al ser una euaión de terergrado, busamos primero las raíes enteras entre los divisores del término independiente, queen este aso son 1 y −1.

13 + 12 − 1− 1 = 0 =⇒ x = 1 es raíz del polinomio.Dividimos x3 + x2 − x− 1 = 0 entre x− 1 y lo haemos apliando Ru�ni.
1

1 1 −1 −1

1

1

2

2

1

1

038



Por tanto las otras raíes las obtenemos de resolver x2 + 2x+ 1 = 0

x =
−2±

√
4− 4

2
=

−2

2
= −1Puntos de ortes on OX : (1, 0) y (−1, 0).b) Corte on el eje OY :haemos x = 0 =⇒ obtenemos el punto (0,−1)4. Simetría:

f(−x) = (−x)3 + (−x)2 − (−x)− 1 = −x3 + x2 + x− 1 6= f(x) =⇒ La funión no es par.
−f(−x) = −[(−x)3 + (−x)2 − (−x)− 1] = x3 − x2 − x+ 1 6= f(x) =⇒ la funión no es impar.5. Signo de la funión:Signo de f

1−1−∞ +∞

− − +Tomamos un punto de ada intervalo para ver el signo que toma la funión en diho intervalo.
x = −2; f(−2) = (−2)3 + (−2)2 − (−2)− 1 = −8 + 4 + 2− 1 = −3 < 0

x = 0; f(0) = −1 < 0x = 2; f(2) = 23 + 22 − 2− 1 = 8 + 4− 2− 1 = 9 > 0Por tanto:
f es positiva en (1,+∞) f es negativa en (−∞,−1) ∪ (−1, 1)6. Asíntotas:a) Asíntotas horizontales: No tiene asíntotas horizontales, pues:

ĺım
x→+∞

(x3 + x2 − x− 1) = +∞ ĺım
x→−∞

(x3 + x2 − x− 1) = −∞b) Asíntotas vertiales: no tiene.) Asíntotas obliuas: m = ĺım
x→∞

x3 + x2 − x− 1

x
= ∞, por tanto no tiene asíntotas obliuas.7. Monotonía. Máximos y mínimos relativos: f ′(x) = 3x2 + 2x− 1

3x2 + 2x− 1 = 0 =⇒ x =
−2±

√
4 + 12

6
=

−2± 4

6
=





−2 + 4

6
=

2

6
=

1

3

−2− 4

6
=

−6

6
= −1Signo de f ′

1/3−1−∞ +∞

+ − +

x = −2; f ′(−2) = 3(−2)2 + 2 · (−2)− 1 = 12− 4− 1 = 7 > 0

x = 0; f ′(0) = −1 < 0

x = 1; f ′(1) = 3 · 12 + 2 · 1− 1 = 3 + 2− 1 = 4 > 0Por tanto: 39



f es reiente en (−∞,−1) ∪
(
1

3
,+∞

)
f es dereiente en (−1,

1

3

)Se dedue de lo anterior que la funión alanza un mínimo relativo en x =
1

3
y un máximo relativopara x = −1.Mínimo relativo en el punto (1

3
,
−32

27

). Máximo relativo en el punto (−1, 0).8. Conavidad-onvexidad. Puntos de in�exión.
f ′′(x) = 6x+ 2 =⇒ 6x+ 2 = 0 =⇒ x =

−2

6
=

−1

3Signo de f ′′
−1/3−∞ +∞

− +

x = −1; f ′′(−1) = 6(−1) + 2 = −6 + 2 = −4 < 0

x = 0; f ′′(0) = 2 > 0Por tanto:En (∞,
−1

3

)
f es � � En (−1

3
,+∞

)
f es � �Se dedue de lo anterior que para x =

−1

3
y la funión tiene un punto de in�exión.Puntos de in�exión: (−1

3
,
−16

27

)9. Tabla de valores En este aso no es neesario alular otros valores de la funión.Trazamos la grá�a on los datos obtenidos:
-PSfrag replaements 1/31/3

1

1 2
−1

−2

−2

−3

y = x3 + x2 − x− 1

−
32

27

−
16

27

40



f(x) =
x

x2 + 11. Dominio: Es una funión de tipo raional. Su dominio son todos los números reales salvo aquellosque anulan al denominador. En este aso, x2 +1 nuna es ero y por tanto el dominio son todos losnúmeros reales.
Dom(f) = R2. Continuidad y derivabilidad: Al ser raional es ontinua y derivable en su dominio,en nuestroaso, en R.3. Puntos de ortes on los ejesa) Corte on el eje OX : haemos y = 0

x

x2 + 1
= 0 =⇒ x = 0.Puntos de ortes on OX : (0, 0),b) Corte on el eje OY :haemos x = 0 =⇒obtenemos nuevamente el punto (0, 0)4. Simetría: f(−x) =

−x

(−x)2 + 1
=

−x

x2 + 1
= −f(x) =⇒ la funión es impar, y por tanto simétriaon respeto al origen.5. Signo de la funión:Signo de f

0−∞ +∞

− +Tomamos un punto de ada intervalo para ver el signo que toma la funión en diho intervalo.
x = 1; f(1) =

1

12 + 1
=

1

2
> 0

x = −1; f(−1) =
−1

(−1)2 + 1
=

−1

2
< 0Por tanto:

f es positiva en (0,+∞) f es negativa en (−∞, 0)6. Asíntotas:a) Asíntotas horizontales: ĺım
x→±∞

x

x2 + 1
= 0, por tanto la reta x = 0 es asíntota horizontal.b) Asíntotas vertiales: no tiene.) Asíntotas obliuas: Al tener asíntota horizontal, no tiene obliua.7. Monotonía. Máximos y mínimos relativos:

f ′(x) =
1 · (x2 + 1)− 2x · x

(x2 + 1)2
=

x2 + 1− 2x2

(x2 + 1)2
=

1− x2

(x2 + 1)2

1− x2

(x2 + 1)2
= 0 =⇒ 1− x2 = 0 =⇒ x2 = 1 =⇒ x = ±141



Signo de f ′
1−1−∞ +∞

− + −

x = −2; f ′(−2) =
1− (−2)2

((−2)2 + 1)2
=

1− 4

(25)
=

−3

25
< 0

x = 0; f ′(0) = 1 > 0

x = 2; f ′(2) =
1− 22

(22 + 1)2
=

1− 4

(25)
=

−3

25
< 0Por tanto:

f es reiente en (−1, 1) f es dereiente en (−∞,−1) ∪ (1,+∞)Se dedue de lo anterior que la funión alanza un mínimo relativo en x = −1 y un máximo relativopara x = 1.Mínimo relativo en el punto (−1,
−1

2

). Máximo relativo en el punto (1, 1
2

).8. Conavidad-onvexidad. Puntos de in�exión.
f ′′(x) =

−2x · (x2 + 1)2 − 2(x2 + 1)2x(1− x2)

(x2 + 1)4
=

−2x · (x2 + 1)− 2 · 2x(1− x2)

(x2 + 1)3
=

−2x3 − 2x− 4x+ 4x3

(x2 + 1)3
=

2x3 − 6x

(x2 + 1)3

2x3 − 6x

(x2 + 1)3
= 0 =⇒ 2x3 − 6x = 0 =⇒ 2x(x2 − 3) = 0

{
x = 0

x2 − 3 = 0 =⇒ x2 = 3 =⇒ x = ±
√
3Signo de f ′′

0
√
3−

√
3−∞ +∞

− + − +

x = −2; f ′′(−2) =
2(−2)3 − 6(−2)

((−2)2 + 1)3
=

−16 + 12

125
=

−4

125
< 0

x = −1; f ′′(−1) =
2(−1)3 − 6(−1)

((−1)2 + 1)3
=

−2 + 6

8
=

1

2
> 0

x = 1; f ′′(1) =
2 · 13 − 6 · 1
(12 + 1)3

=
2− 6

8
=

−1

2
< 0

x = 2; f ′′(2) =
2 · 23 − 6 · 2
(22 + 1)3

=
16− 12

125
=

4

125
> 0Por tanto:En (−

√
3, 0) ∪ (

√
3,+∞) f es � � En (−∞,−

√
3) ∪ (0,

√
3) f es � �Se dedue de lo anterior que para x = −

√
3, x = 0 y x =

√
3 la funión tiene puntos de in�exión.42



Puntos de in�exión: (−√
3,

−
√
3

4

), (0, 0) y (√3,

√
3

4

)9. Tabla de valores Calulemos algunos valores de la funión:x 0 1 -1 −
√
3

√
3 2 -2 3 -3y=f(x) 0 1

2

−1

2

−
√
3

4

√
3

4

2

5

−2

5

3

10

−3

10Trazamos la grá�a on los datos obtenidos:
-

-

PSfrag replaements
√

3

√

3
1/2

1/2
1 2−1−2

−3

3

y = x/(x2 + 1)

f(x) =
x2 − 5x+ 4

x− 51. Dominio: Es una funión de tipo raional. Su dominio son todos los números reales salvo aquellosque anulan al denominador. En este aso:
x− 5 = 0 =⇒ x = 5

Dom(f) = R− {5}2. Continuidad y derivabilidad: Al ser raional es ontinua y deribable en su dominio, en nuestroaso, en R− {5}.3. Puntos de ortes on los ejesa) Corte on el eje OX : haemos y = 0

x2 − 5x+ 4

x− 5
= 0 =⇒ x2 − 5x+ 4 = 0

=⇒ x =
5±

√
25− 16

2
=

5± 3

2
=





5 + 3

2
=

8

2
= 4

5− 3

2
=

2

2
= 1Puntos de ortes on OX : (4, 0) y (1, 0).b) Corte on el eje OY :haemos x = 0 =⇒ y =

−4

5
obtenemos el punto (0, −4

5

)4. Simetría:
f(−x) =

(−x)2 − 5(−x) + 4

−x− 5
=

x2 + 5x+ 4

−x− 5
6= f(x) =⇒ la funión no es par.

f(−x) 6= −f(x) =⇒ la funión no es impar. No hay, pues, ninguna simetría.5. Signo de la funión: En este aso, añadimos el punto de disontinuidad de la funión paradeterminar los intervalos donde la funión mantiene el signo onstante.43



Signo de f

4 51−∞ +∞

− + − +Tomamos un punto de ada intervalo para ver el signo que toma la funión en diho intervalo.
x = 0; f(0) =

−4

5
< 0

x = 2; f(2) =
22 − 5 · 2 + 4

2− 5
=

4− 10 + 4

−3
=

2

3
> 0

x = 4, 5; f(4, 5) =
(4, 5)2 − 5 · 4, 5 + 4

4, 5− 5
=

20, 25− 22, 5 + 4

−0, 5
=

1, 75

−0, 5
< 0

x = 6; f(6) =
62 − 5 · 6 + 4

6− 5
=

36− 30 + 4

1
= 10 > 0Por tanto:

f es positiva en (1, 4) ∪ (5,+∞) f es negativa en (−∞, 1) ∪ (4, 5)6. Asíntotas:a) Asíntotas horizontales: ĺım
x→±∞

x2 − 5x+ 4

x− 5
= ∞ =⇒ no hay asíntotas horizontales.b) Asíntotas vertiales:

ĺım
x→5

x2 − 5x+ 4

x− 5
= ∞ =





ĺım
x→5+

x2 − 5x+ 4

x− 5
= +∞

ĺım
x→5−

x2 − 5x+ 4

x− 5
= −∞

=⇒la reta x = 5 es una asíntota vertial.) Asíntotas obliuas: y = mx+ n

m = ĺım
x→∞

f(x)

x
= ĺım

x→∞

x2 − 5x+ 4

x2 − 5x
= 1 =⇒ m = 1

n = ĺım
x→∞

(f(x)−mx) = ĺım
x→∞

(
x2 − 5x+ 4

x− 5
− x

)
=

ĺım
x→∞

x2 − 5x+ 4− x2 + 5x

x− 5
= ĺım

x→∞

4

x− 5
= 0 =⇒ n = 0 =⇒la reta y = x es una asíntota obliua.7. Monotonía. Máximos y mínimos relativos:

f ′(x) =
(2x− 5) · (x − 5)− (x2 − 5x+ 4)

(x− 5)2
=

2x2 +−10x− 5x+ 25− x2 + 5x− 4

(x− 5)2
=

x2 − 10x+ 21

(x− 5)2
x2 − 10x+ 21

(x− 5)2
= 0 =⇒ x2 − 10x+ 21 = 0 =⇒

=⇒ x =
10±

√
100− 84

2
=

10± 4

2
=





10 + 4

2
=

14

2
= 7

10− 4

2
=

6

2
= 344



Signo de f ′
5 73−∞ +∞

+ − − +

x = 0; f ′(0) =
21

25
> 0

x = 4; f ′(4) =
16− 40 + 21

(4 − 5)2
= −3 < 0

x = 6; f ′(6) =
36− 60 + 21

(6 − 5)2
= −3 < 0

x = 8; f ′(8) =
64− 80 + 21

(8 − 5)2
=

5

9
> 0Por tanto:

f es dereiente en (3, 5) ∪ (5, 7) f es reiente en (−∞, 3) ∪ (7,+∞)Se dedue de lo anterior que la funión alanza un mínimo relativo en x = 7 y un máximo relativopara x = 3.Mínimo relativo en el punto(7, 9). Máximo relativo en el punto (3, 1).8. Conavidad-onvexidad. Puntos de in�exión.
f ′′(x) =

(2x− 10) · (x− 5)2 − 2(x− 5)(x2 − 10x+ 21)

(x− 5)4
=

(2x− 10) · (x− 5)− 2 · (x2 − 10x+ 21)

(x − 5)3
=

2x2 − 10x− 10x+ 50− 2x2 + 20x− 42

(x− 5)3
=

8

(x− 5)3

8

(x− 5)3
nuna se hae ero. Los intervalos donde f es ónava o onvexa lo va a determinarúniamente el punto donde f es disontinua, que es el 5.Signo de f ′′

5−∞ +∞

− +

x = 0; f ′′(0) =
8

(0− 5)3
=

−8

125
< 0

x = 6; f ′′(6) =
8

(6− 5)3
= 8 > 0Por tanto:

45



En (5,+∞) f es � � En (−∞, 5) f es � �Se dedue de lo anterior que no hay puntos de in�exión.Trazamos la grá�a on los datos obtenidos:
y
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15

10

10

−5
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5−2,5

f(x) =
x2 − 5x+ 4

x− 5
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8.1. Reta tangente y normal1. Halla las retas tangente y normal a las siguientes urvas en el punto que se india:a) f(x) = −x2 + 2x+ 5 x = −1 b) f(x) = x3 + 4x x = 2) f(x) = x5 − 3x4 − 2x+ 1 x = 1 d) f(x) =
x√

x2 + 9
x = 4e) f(x) = ln(tg 2x) x = π/8 f ) f(x) =

√
sen3 5x x = π/62. De todas las retas tangentes a la urva f(x) = ex−1, halla la que pasa por el origen de oordenadas.3. Esribe la euaión de la reta tangente a y = x2 + 4x+ 1 que tiene una inlinaión de 30◦.4. Halla la tangente a la urva y =

8

x− 3
en el punto de ordenada y = 4.5. La reta de pendiente 3 que pasa por el punto (0,−2) es tangente a la urva y = x3. Calula lasoordenadas del punto de tangenia.6. Halla la tangente a la grá�a de f(x) = x2 + 2x+ 2 que es paralela a la reta 8x+ 2y − 3 = 07. Halla dos retas paralelas a 5x− y + 10 = 0 que sean tangentes a y =

x3

2
− x. Esribe la euaiónde ambas retas.8. Esribe la tangente a la grá�a de f(x) = 6 lnx− 5 uya pendiente sea m = 3.9. Busa la euaión de la parábola y = ax2 + bx+ c que es tangente a la reta y = 2x− 3 en el punto

P (2, 1) y pasa por el punto A(5,−2).10. ¾En qué punto la tangente a la parábola y = x2 − 7x+ 3 es paralela a la reta y = −5x+ 3.11. Halla a para que la funión y = 2x2 − 3x+ a y la reta y = 2x− 3 sean tangentes.12. Dada la urva y = 3x2 + 5 y la reta y = 4x+ k. Halla k para que la reta sea tangente a la urva.13. La euaión del espaio reorrido por un móvil en funión del tiempo es s(t) = 3t2 − t+ 1. Halla laveloidad en el instante t = 2.14. Se ha lanzado vertialmente haia arriba una piedra. La altura en metros alanzada al abo de tsegundos viene dada por la expresión e = f(t) = 20t− t2.a) Halla la veloidad media en el intervalo omprendido entre t = 0 y t = 5.b) ¾En algún momento la veloidad de la piedra ha sido de 15 m/s?. Si es así, ¾a qué alturasuedió?8.2. Monotonía. Extremos relativos15. Estudia la monotonía de las siguientes funiones:a) f(x) =
1

x
b) f(x) = x3 − 3x2 + 1 ) f(x) = (x3 − 4x2 + 7x− 6)exd) f(x) =

1

x2
e) f(x) = cotg x f ) f(x) =

x2 + 1

x2 − 1g) f(x) = x4 − 2x2 h) f(x) =
ex + e−x

2
i) f(x) = ln[(x − 1)(x+ 1)]47



16. Halla los extremos loales (indiando uales son máximos y uáles son mínimos).a) f(x) = x3 − 6x2 + 12 b) f(x) = x4 − 2x2) f(x) =
x2 + 1

x2 − 1
d) f(x) = cosx− senx; x ∈ [0, 2π)e) f(x) = senx cosx; x ∈ [0, 2π) f ) f(x) = x4 + 6x3 + 12x2 + 10x+ 8g) f(x) = x5 + x+ 1 h) f(x) =

1

x2 + 117. Estudia la monotonía y halla los extremos absolutos y relativos de las siguientes funiones:a) f(x) = senx+ cosx en [0, 2π] b) f(x) = x+ 5− 2 senx en [0, 2π]18. Sea la parábola f(x) = ax2 + bx+ c. Determina sus oe�ientes sabiendo:a) Que pasa por el origen de oordenadas tangenialmente a la bisetriz del primer uadrante.b) Tiene un extremo en x = −0, 5. Determina la naturaleza del extremo anterior.8.3. Curvatura. Puntos de in�exión19. Determina los intervalos de onavidad y onvexidad y puntos de in�exión de las siguientes funio-nes:a) f(x) =
1

7
x7 − 3

5
x5 − 8x3 + x b) f(x) =

x4

x2 − 1
) f(x) = 3

√
xd) f(x) = x3 − 5x2 + 2x− 1 e) f(x) =

x+ 1

x− 1
f ) f(x) =

x6

x− 120. Dada la funión f(x) = ax3+ bx2+ cx+ d. Halla a, b, c y d sabiendo que la euaión de la tangentea la urva en el punto de in�exión (1, 0) es y = −3x + 3 y que tiene un extremo en el punto deabsisa x = 0.21. Dada la funión f(x) = ax3+bx2+cx+d. Halla a, b, c y d sabiendo que la funión tiene un máximoen el punto (0, 3), un mínimo para x = 2 y un punto de in�exión en (1, 1).8.4. Representaión grá�a de funiones22. Representa grá�amente las siguientes funiones alulando:a) Dominio de de�niión.b) Continuidad.) Puntos de ortes on los ejes.d) Simetría.e) Signo.f ) Asíntotas.g) Monotonía. Máximos y mínimos relativos.h) Curvatura y puntos de in�exión.a) y = x3 − 3x+ 2 b) y =
5x+ 8

x2 + x+ 1
) y =

x4 + 4x3

9d) y =
x2

x2 − 4x+ 3
e) y =

x2 − 1

x
f ) y =

x3 + 4

x248



23. ¾Cuál de estas grá�as orresponden a la derivada de una funión que tiene un máximo en el puntode absisa x = a. Razona la respuesta.PSfrag replaementsa) b) ) d)
XX

X
X

YYYY

a

aaa24. Asoia a ada una de las funiones que se dibujan la que se ree es su derivada, dando algunaexpliaión.PSfrag replaementsa) b) ) d)
XX

X
X

X
X

X
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1) 2) 3) 4)

25. Observa la siguiente grá�a. Teniendo en uen-ta que las retas trazadas son tangentes a lafunión f(x), halla f ′(−2) y f ′(4).
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26. El grá�o que aompaña representa una fun-ión, su derivada y su derivada segunda. Ex-plia el omportamiento de la funión en lospuntos uya absisa se han marado en la grá-�a on letras.PSfrag replaements
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27. En las siguientes grá�as están dibujadas las funiones derivadas de f(x) y g(x). Se pide haer unesbozo de las mismas a partir de la informaión que proporionan las derivadas.PSfrag replaementsa) b)
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Apéndie ASoluionario
A.1. Soluionario del tema 1: Trigonometría1. a) 5π

36
b) 2π

3
) 4π

3
d) 23π

12
e) 11π

6
f ) 7π

62. a) 210◦ b) 400◦ ) 36◦ d) 57, 2958◦ = 57◦17′44′′e) 135◦ f ) 630◦3. a) 2 · 360◦ b) −120◦ − 8 · 360◦ ) 180◦ + 2 · 360◦ d) 20 · 360◦4. a) 10π rad = (0 + 5 · 2π) rad b) 60π rad = (0 + 30 · 2π) rad ) − 13π

4
rad =

( − 5π

4
− 2π

) rad5. a) 22m b) 11, 88m ) 16, 89m d) 55, 68m6. 2/3rad= 38, 18◦ = 38◦10′48′′7. 1/8rad= 7, 16◦ = 7◦9′43′′8. No proede poner la soluión.9. a) senx =
1

2
, cosx =

√
3

2
, tg x =

√
3

3
cosecx = 2, secx =

2
√
3

3
cotg x =

√
3b) senx =

− 2
√
5

5
, cosx =

−
√
5

5
, tg x = 2 cosecx =

−
√
5

2
, secx = −

√
5 cotg x =

1

210. senx =
−
√
3

2
, cosx =

− 1

2
, tg x =

√
3 cosecx =

− 2
√
3

3
, secx = −2 cotg x =

√
3

311. senx =
1

2
, cosx =

−
√
3

2
, tg x =

−
√
3

312. senα =
− 2

√
5

513. No proede poner la soluión.14. No proede poner la soluión.15. a) senx b) 1 + senx ) − tg x d) cotg a51



16. a) cosα b) 1 + senα ) 1 + cos4 α

1− cos4 αd) senα e) senα f ) senα+ cosα17. Es ierto el apartado d) ya que el oseno de ualquier ángulo siempre es un número omprendidoentre 1 y −1.18. No es posible, ya que tendría que veri�arse:
sen2 α+ cos2 α = 1 ⇒

(
2

5

)2

+

(
2

5

)2

=
9

25
+

4

25
=

13

25
6= 119. No, pues pueden ser ángulos que se diferenien en múltiplos de 180◦, que tienen el mismo valor parala otangente.20. a) I y II uadrante b) I y IV uadrante ) I y III uadrante d) I y III uadrantee) I y IV uadrante f ) I y II uadrante g) I y II uadrante h) I y IV uadrante21. a) sen 240◦ = − sen 60◦ =

−
√
3

2
cosec 240◦ = − cosec 60◦ =

− 2
√
3

3

cos 240◦ = − cos 60◦ =
− 1

2
sec 240◦ = − sec 60◦ = −2

tg 240◦ = tg 60◦ =
√
3 cotg 240◦ = cotg 60◦ =

√
3

3b) sen 330◦ = − sen 30◦ =
− 1

2
cosec 330◦ = − cosec 30◦ = −2

cos 330◦ = cos 30◦ =

√
3

2
sec 330◦ = sec 30◦ =

2
√
3

3

tg 330◦ = − tg 30◦ =
−
√
3

3
cotg 330◦ = − cotg 30◦ = −

√
3) sen−240◦ = sen 60◦ =

√
3

2
cosec−240◦ = cosec 60◦ =

2
√
3

3

cos−240◦ = − cos 60◦ =
− 1

2
sec−240◦ = − sec 60◦ = −2

tg−240◦ = − tg 60◦ = −
√
3 cotg−240◦ = − cotg 60◦ =

−
√
3

3d) sen 600◦ = − sen 60◦ =
−
√
3

2
cosec 600◦ = − cosec 60◦ =

− 2
√
3

3

cos 600◦ = − cos 60◦ =
− 1

2
sec 600◦ = − sec 60◦ = −2

tg 600◦ = tg 60◦ =
√
3 cotg 600◦ = cotg 60◦ =

√
3

3e) sen 930◦ = − sen 30◦ =
− 1

2
cosec 930◦ = − cosec 30◦ = −2

cos 930◦ = − cos 30◦ =
−
√
3

2
sec 930◦ = − sec 30◦ =

− 2
√
3

3

tg 930◦ = tg 30◦ =

√
3

3
cotg 930◦ = cotg 30◦ =

√
3f ) sen 1140◦ = sen 60◦ =

√
3

2
cosec 1140◦ = cosec 60◦ =

2
√
3

3

cos 1140◦ = cos 60◦ =
1

2
sec 1140◦ = sec 60◦ = 2

tg 1140◦ = tg 60◦ =
√
3 cotg 1140◦ = cotg 60◦ =

√
3

352



g) sen−1830◦ = − sen 30◦ =
− 1

2
cosec−1830◦ = − cosec 30◦ = −2

cos−1830◦ = cos 30◦ =

√
3

2
sec−1830◦ = sec 30◦ =

2
√
3

3

tg−1830◦ = − tg 30◦ =
−
√
3

3
cotg−1830◦ = − cotg 30◦ = −

√
3h) sen 135◦ = sen 45◦ =

√
2

2
cosec 135◦ = cosec 45◦ =

√
2

cos 135◦ = − cos 45◦ = −
√
2

2
sec 135◦ = − sec 45◦ = −

√
2

tg 135◦ = − tg 45◦ = −1 cotg 135◦ = − cotg 45◦ = −122. a) sen 135◦ =
√
2/2, cos 135◦ = −

√
2/2, tg 135◦ = −1

cosec 135◦ =
√
2, sec 135◦ = −

√
2 cotg 135◦ = −1b) sen 270◦ = −1, cos 270◦ = 0, tg 270◦ no existe

cosec 270◦ = −1, sec 270◦ no existe cotg 270◦ = 0) sen 11π = senπ = 0, cos 11π = −1, tg 11π = 0

cosec 11π no existe, sec 11π = −1 cotg 11π no existed) sen
π

6
=

1

2
, cos

π

6
=

√
3

2
, tg

π

6
=

√
3

3

cosec
π

6
= 2, sec

π

6
=

2
√
3

3

π

6
=

√
323. a) −

√
3/2 b) √

3/2 ) √
3 d) −

√
2/2 e) 2 f ) 124. a) 4/3 b) −3/4 ) 4/3 d) −3/4e) −4/3 f ) 3/4 g) −4/3 h) 3/425. senx = 0, 6 cosx = 0, 8 sen y = 0, 4 cos y = −0, 92a) sen(x+ y) = −0, 256 cos(x+ y) = −0, 976 tg(x+ y) = 0, 262b) sen(x− y) = −0, 872 cos(x− y) = −0, 496 tg(x− y) = 1, 758) sen 2x = 0, 96 cos 2x) = 0, 28 tg 2x = 3, 43d) sen 2y = −0, 74 cos 2y = 0, 69 tg 2y = −1, 07e) sen

(
x

2

)
= 0, 32 cos

(
x

2

)
= 0, 73 tg

(
x

2

)
= 0, 39f ) sen

(
y

2

)
= 0, 98 cos

(
y

2

)
= 0, 2 tg

(
y

2

)
= 4, 9El valor de la seante, oseante y otangente se alula a partir de las anteriores.26. sen 22, 5◦ =

√
2−

√
2

2
cos 22, 5◦ =

√
2 +

√
2

2
tg 22, 5◦ =

√
2− 127. sen(x+ y + z) = senx cos x cos z + cosx sen y cos z + cosx cos y sen z − senx sen y sen z28. a) √

6

2
b) √

2

2
) √

6

2
d) −

√
2

2
e) 4 f ) 2

√
329. sen 3x = 0, 56830. √2/2 53



31. √
2/232. a) 1

2
(sen 110◦ − sen 30◦) b) 1

2
(sen 110◦ + sen 30◦)) 1

2
(cos 110◦ + cos 30◦) d) − 1

4
(sen 6x− sen 4x− sen 2x)33. a) −1 b) − tg 2x34. a) Cierta b) Cierta ) No es ierta.d) Cierta e) No es ierta f ) Cierta35. a) x =

π

2
+ k · 2π; k ∈ Z b) x =

{
120◦ + 360◦k

240◦ + 360◦k
k ∈ Z ) x =

π

4
+ k · π; k ∈ Z

36. a) x =

{
30◦ + 360◦k

150◦ + 360◦k
k ∈ Z b) x =

{
180◦k

45◦ + 180◦k
k ∈ Z ) x = 360◦k; k ∈ Zd) x =

{
180◦k

45◦ + 180◦k
k ∈ Z e) x =





90◦ + 180◦k

240◦ + 360◦k

300◦ + 360◦k

k ∈ Z f ) x =





180◦ + 360◦k

60◦ + 360◦k

300◦ + 360◦k

k ∈ Z

g) x =





15◦ + 180◦k

180◦k

90◦ + 180◦k

k ∈ Z h) x =





180◦k

60◦ + 360◦k

180◦ + 360◦k

300◦ + 360◦k

k ∈ Z i) x =





210◦ + 360◦k

330◦ + 360◦k

199, 5◦ + 360◦k

350, 5◦ + 360◦k

k ∈ Z

j ) x =

{
70◦31′ + 360◦k

289◦29′ + 360◦k
k) x =

{
30◦ + 180◦k

150◦ + 180◦k
k ∈ Z l) x =





90◦ + 180◦k

30◦ + 360◦k

150◦ + 360◦k

k ∈ Zm) x = 45◦ + 180◦k n) x =

{
60◦ + 180◦k

120◦ + 180◦k
k ∈ Z ñ) x = 180◦k; k ∈ Zo) x =

{
60◦ + 720◦k

300◦ + 720◦k
k ∈ Z p) x =

{
30◦ + 360◦k

150◦ + 360◦k
k ∈ Z q) x =

{
90◦ + 360◦k

360◦k
k ∈ Z

37. a) x = 45◦ + 180◦k b) x =





180◦k

60◦ + 180◦k

120◦ + 180◦k

k ∈ Z ) x =

{
30◦ + 360◦k

150◦ + 360◦k
k ∈ Z
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d) x =

{
30◦ + 180◦k

150◦ + 180◦k
k ∈ Z e) x =

{
60◦ + 180◦k

120◦ + 180◦k
k ∈ Z f ) x =





210◦ + 360◦k

330◦ + 360◦k

19◦28′16′′ + 360◦k

166◦31′43′′ + 360◦k

k ∈ Z

g) x = 180◦k h) x =

{
30◦ + 60◦k

90◦ + 180◦k
k ∈ Z i)  180◦k

60◦ + 180◦k

120◦ + 180◦k

k ∈ Z

j ) x = 360◦k k) x =





60◦k

360◦k

120◦ + 360◦k

240◦ + 360◦k

k ∈ Z l) x = 270◦ + 360◦k

m) x =

{
60◦k

90◦k
k ∈ Z n) x =





48◦35′25′′ + 360◦k

131◦24′34′′ + 360◦k

210◦ + 360◦k

330◦ + 360◦k

k ∈ Z

ñ) x =

{
120◦ + 360◦k

240◦ + 360◦k
k ∈ Z o) x =





60◦k

120◦ + 360◦k

240◦ + 360◦k

k ∈ Z

38. a) x = 30◦ y = 45◦ b) x = 90◦ y = 1) x = 45◦ y = 15◦ d) x = 90◦ y = 30◦e) x = 135◦ y = 45◦ f ) x = −30◦ y = 0◦g) x = 30◦ y = 0◦ h) x = 30◦ y = 90◦

A.2. Soluionario del tema 2: Vetores en el plano1. a) (11, 19) b) (11, 18) ) (−15,−24, )

2. a) �
�
�
�
�
��

@
@
@
@@R

~v

~u

11 b) 2~u = (4, 8), 1

2
~u = (1, 2), −~u = (−2,−4), ~u− 1

3
~v = (1, 5)

55



3. a) −~u = (−3,−4) −~v = (3,−4) b)
�
�
�
�
�
�7

S
S

S
S

S
So

�
�

�
�

�
�/

S
S
S
S
S
Sw

~v ~u

~−u ~−v

4. a) Si b) No ) No5. Si es base.6. (19/7, 1/7)7. ~v(−4,−1)8. ~x(4, 2)9. a) ~u · ~v = −4 b) |~u| =
√
5, |~v| = √

13 ) (̂~u,~v) = 119, 74◦d) ~v(1/
√
5, 2/

√
5) e) No son ortogonales, ~x = (2,−1) es ortogonal a ~u10. a) ~a ·~b = −14 b) |~a| =

√
17 ) ̂

(~a,~b) = 160◦20′ d) |~b′| = − 14
√
17

1711. ~u · ~v = 212. a) ~u · ~v = −2 b) ~u · ~v = 0 ) ~u · ~v = 13 d) ~u · ~v = 113. a) No b) Si ) Si d) Si14. ( 4√
65

,
− 7√
65

) y ( − 4√
65

,
7√
65

)15. (−8/5, 6/5)16. (−6/
√
10, 2/

√
10)17. (√

3

3
,

√
6

3

)18. a = 219. h = 420. El módulo de ~v queda multipliado por k.21. ~x = (−2,−4/3)22. h = 3/423. Hay dos soluiones para m: m1 = 12 y m2 = −1224. Hay dos soluiones para b: b1 = −9 y b2 = 1 56



25. a = −3/526. ~x = (0, 3)27. 7/528. 0 y 129. ~x = (−1, 6)30. x = −331. a) x = −12/5 b) x = 5/1232. x = −3 y |~u+ ~v| =
√
2633. No proede la soluión.34. |~u− ~v| = 4.35. ~v = (−1, 3)

36. ~x = (2,−1) e ~y = (3, 4)37. |~v| = 838. 90◦A.3. Soluionario del tema 3: Geometría analítia en el plano1. a) −−→
AB(2, 8, ); M(3, 3) b) −−→

PQ(3, 1); M

(
3

2
,−9

2

)) −−→
AB(−3, 2

√
2); M

(
−1

2
, 0

) d) −−→
PQ(−

√
3−

√
2,
√
2 +

√
3); M

(√
2−

√
3

2
,

√
2−

√
3

2

)2. A(5,−2)3. A(3, 3), B(1, 5) y C(1,−3)4. C

(
15

4
,
15

2

), D(9

2
, 10

) y E

(
21

4
,
25

2

)5.Punto y vetor Euaión vetorial Paramétrias Continua General
A(0, 2) y ~v(4, 3) (x, y) = (0, 2) + λ(4, 3)

{

x = 4λ
y = 2 + 3λ

x

4
=

y − 2

3
3x− 4y + 8 = 0

A(2, 7) y ~v(−1, 2) (x, y) = (2, 7) + λ(−1, 2)

{

x = 2− λ
y = 7 + 2λ

x− 2

− 1
=

y − 7

2
2x+ y − 11 = 0

A(5,−4) y ~v(2,−2) (x, y) = (5,−4) + λ(2,−2)

{

x = 5 + 2λ
y = −4− 2λ

x− 5

2
=

y + 4

− 2
x+ y − 1 = 0

A(0, 3) y ~v(2, 0) (x, y) = (0, 3) + λ(2, 0)

{

x = 2λ
y = 3

x

2
=

y − 3

0
y − 3 = 0

A(−1/2, π) y ~v(0,−2) (x, y) = (−1/2, π) + λ(0,−2)

{

x = −1/2
y = π − 2λ

x+ 1/2

0
=

y − π

− 2
x+ 1/2 = 0

A(0, 0) y ~v(−1/3, 1/2) (x, y) = (0, 0) + λ(−1/3, 1/2)











x = −
1

3
λ

y =
1

2
λ

x

− 1/3
=

y

1/2
3x+ 2y = 0

57



6. a) 2x− y + 1 = 0 b) y = −3 ) x− 3y + 9 = 07. a) 3x+ 2y − 6 = 0 b) y = −2 ) x+ y = 08. y =
√
3x+ 2, y = −

√
3x+ 29. Vetor de direión: ~v; vetor normal: ~na) ~v(5, 2) y ~n(2,−5) b) ~v(−2, 3) y ~n(3, 2) ) ~v(1, 4) y ~n(4,−1) d) ~v(3, 1) y ~n(1,−3)10. Reta paralela: ‖; reta perpendiular: ⊥a) ‖ : 2x+ y − 3 = 0

⊥ : x− 2y + 1 = 0
b) ‖ : x− 2y + 6 = 0

⊥ : 2x+ y − 3 = 0
) ‖ : 3x− y = 0

⊥ : x+ 3y = 011. Paralela: x+ 2y + 7 = 0; perpendiular: 2x− y − 1 = 012. No, ya que los puntos medios de los segmentos AC y BD no oiniden.13. PMAB = (3, 5), PMBC =

(
11

2
, 3

), reta que une los puntos medios anteriores: 4x+ 5y − 37 = 0.Las dos retas son paralelas.14. a) x = 5 b) y = 415. 2x+ y − 6 = 016. a) m = −1/2 b) m = 5/4 ) m = −317. x− 2y + 10 = 018. a = 019. a) Paralelas b) Seantes; (−2

5
,
33

5

) ) Coinidentesd) Paralelas e) Seantes; (9, 13) f ) Seantes; (17

2
,
3

2

)20. (9

5
,
2

5

)21. y = x+ 222. y = −123. (2, 1)24. (−1,−5)25. B(2, 3)26. a) m = −10 b) m = 18/5 ) No hay soluión d) m = −727. a) a = 3/2 b) -628. 90◦29. 71, 57◦ 58



30. 81◦52′11, 6′′31. Hay dos soluiones: k = −10/3 y k = 6/532. k =
√
333. a) 5 unidades b) 10 unidades ) 2 unidades34. a) √
89 unidades b) √

10 unidades ) √
145 unidades35. a) Isóseles b) Esaleno ) Esaleno36. 28/5 unidades.37. 3

√
13

26
unidades.38. √5 unidades.39. C ( 6

11
,
47

11

), altura: √3665

242
unidades, área: 1

2

√
47645

121
u240. C(−1, 5)41. D(2, 4), área: 9u242. 4u243. (15

4
,
29

4

)44. Son dos retas paralelas a la reta r separadas 2 unidades: 3x − 2y + (4 − 2
√
13) = 0 y 3x− 2y +

(4 + 2
√
13) = 045. B(29

2
, 0

) y D

( − 19

2
, 6

)46. Hay dos soluiones: y = x+ 4
√
2, y = x− 4

√
247. Hay dos soluiones: y + 3 = −7

3
(x− 2), y + 3 =

3

7
(x − 2)48. a) 5

√
2u, 5√2u, 2√5ub) 2

√
10u, 2√5u, 2√10u) H(1,−5) y G

(
11

3
,
− 11

3

)49. Mediatriz: x+ y − 1 = 0, ángulo: 135◦50. x− y − 2 = 051. B(3, 4)52. √
10

5
unidades.53. Hay dos soluiones: (6

5
,
8

5

) y (−2, 0)54. Hay dos soluiones: 2x− y + (2
√
5− 5) = 0 y 2x− y + (−2

√
5− 5) = 059



55. Hay dos soluiones: (−29

11
,
31

11

) y (1, 1)56. 3
√
2

2
unidades.57. 12u258. 3x+ y + 3 = 059. 4

√
2u60. Barientro: (3, 2), ortoentro: (2, 5

3

), irunentro: (7

2
,
13

6

)61. Hay dos soluiones: y = x+ 2, y = x− 262. X

(
9

5
,−1

5

)63. a = −1 y b = −1 o b = −9A.4. Soluionario del tema 4: Funiones reales de variable real.Familia de funiones1. No orresponden a una funión los apartados d), e), g), h) e i).2. a) Dom(f) = (−∞,−1] ∪ [0, 4] ∪ [5,+∞), Rec(f) = (−∞, 0] ∪ [1, 5], Dom(g) = R y Rec(f) = Rb) f(2) = 3 y f(0) = 1 ) g(0) = 1, g(2) = 2 y g(3) = 43.PSfrag replaementsa) b) ) d)
e) f ) g) h)i)k) 11

11

1

1

1

1

• Todas las funiones son polinómias y por tanto su dominio es R.a) Rec(f) = {5}, Puntos de ortes: (0, 5) b) Rec(f) = {0}, Puntos de ortes: {(a, 0), a ∈ R}) Rec(f) = {5/2}, Puntos de ortes: (0, 5/2) d) Rec(f) = R, Puntos de ortes: (0, 0)e) Rec(f) = R, Puntos de ortes: (0, 0) f ) Rec(f) = R, Puntos de ortes: (0, 3), (3/5, 0)g) Rec(f) = R, Puntos de ortes: (−3, 0), (0,−3/2) h) Rec(f) = R, Puntos de ortes: (0,−3), (3/4, 0)
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4.
PSfrag replaementsa) b) ) d)

e) f ) g) h)
i)k)

11

11

11
1

1

• Todas las funiones son polinómias y por tanto su dominio es R.a) Rec(f) = [0,+∞); Vértie: (0, 0); Puntos de ortes on los ejes: (0, 0)b) Rec(f) = [0,+∞); Vértie: (0,−4); Puntos de ortes on los ejes: (0,−4), , (−2, 0), (2, 0)) Rec(f) = [−9/4,+∞); Vértie: (3/2,−9/4); Puntos de ortes on los ejes: (0, 0), (3, 0)d) Rec(f) = [−3,+∞); Vértie: (2,−3); Puntos de ortes on los ejes: (0, 1), (2 +
√
3, 0),

(2−
√
3, 0)e) Rec(f) = (−∞, 9]; Vértie: (0, 9); Puntos de ortes on los ejes: (0, 9)(−3, 0), (3, 0)f ) Rec(f) = [−1/4,+∞); Vértie: (3/2,−1/4); Puntos de ortes on los ejes: (0, 2), (1, 0), (2, 0)g) Rec(f) = (−∞, 1/4]; Vértie: (3/2, 1/4); Puntos de ortes on los ejes: (0,−2), (1, 0), (2, 0)h) Rec(f) = (−∞,−9]; Vértie: (0,−9); Puntos de ortes on los ejes: (0,−9)5.

PSfrag replaements a) b) )
1

1

1
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6.
PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )

g)h)i)

y = 2x2

1

1

1

1

1

1

1

7.
PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )

g)h)i)
y

y

yyy

y

xx

xxx

x 11

1
1

1

1

1

1

a) Dom(f) = R−{0}; Rec(f) = R−{0}; Asíntotas: x = 0 e y = 0; Puntos de ortes on losejes: no tiene.b) Dom(f) = R−{2}; Rec(f) = R−{0}; Asíntotas: x = 2 e y = 0; Puntos de ortes on losejes: (0,−1).) Dom(f) = R−{−3}; Rec(f) = R−{0}; Asíntotas: x = −3 e y = 0; Puntos de ortes onlos ejes: (0,−1/3). 62



d) Dom(f) = R−{1}; Rec(f) = R−{2}; Asíntotas: x = 1 e y = 2; Puntos de ortes on losejes: (−1/2, 0) y (0,−1).e) Dom(f) = R−{−3}; Rec(f) = R−{1}; Asíntotas: x = −3 e y = 1; Puntos de ortes onlos ejes: (−1, 0) y (0, 1/3).f ) Dom(f) = R− {−2}; Rec(f) = R−{−1}; Asíntotas: x = −2 e y = −1; Puntos de orteson los ejes: (0, 0).8. a) Dom(f) = R− {1/2, 2} b) Dom(f) = R) Dom(f) = R−
{
0,

3−
√
5

2
,
3 +

√
5

2

} d) Dom(f) = R− {0, 2}e) Dom(f) = R− {1} f ) Dom(f) = R− {2, 3}g) Dom(f) = R− {0,−2, 3} h) Dom(f) = R− {±2,±1}i) Dom(f) = R− {−1}9.
PSfrag replaements

a) b) ) d)
e) f ) g)

h) i)
11

1
1

1

1
1

1

1

a) Dom(f) = [0,+∞); Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 0).b) Dom(f) = [0,+∞); Rec(f) = (−∞, 0]; Puntos de ortes on los ejes: (0, 0).) Dom(f) = [−7,+∞); Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (−7, 0) y (0,
√
7).d) Dom(f) = [−2,+∞); Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (−2, 0) y (0, 2).e) Dom(f) = [0,+∞); Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 0).f ) Dom(f) = R; Rec(f) = R; Puntos de ortes on los ejes: (0, 0).g) Dom(f) = R; Rec(f) = R; Puntos de ortes on los ejes: (−1, 0) y (0, 1).h) Dom(f) = [2,+∞); Rec(f) = (−∞, 3]; Puntos de ortes on los ejes: (11, 0).i) Dom(f) = [0,+∞); Rec(f) = [2,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 2).63



10. a) Dom(f) = [−3,+∞) b) Dom(f) =

[
−3

2
,
3

2

]) Dom(f) = R d) Dom(f) =

(
−∞,

1

2

]
∪ [2,+∞)e) Dom(f) = [−1, 5] f ) Dom(f) = [−2, 0] ∪ [2,+∞)g) Dom(f) =

[
−5

2
,+∞

] h) Dom(f) = Ri) Dom(f) =

[
2

5
,+∞

] j ) Dom(f) = (−∞,−1) ∪ [0,+∞)k) Dom(f) = [1, 2) l) Dom(f) = (−∞,−3) ∪ [3,+∞)m) Dom(f) = [3,+∞) ∪ (−2, 2) ∪ ∪ n) Dom(f) = (−∞,−2] ∪ (7,+∞)ñ) Dom(f) = (−6, 3] ∪ [0,+∞)11.

PSfrag replaements

a) b) ) d)
e) f ) g)
h) i) j )

1111

11 1
111

a) Dom(f) = R; Rec(f) = [0, 3]; Puntos de orte: (0, 1), (a, 0) on a ≥ 6 ; Monotonía:Creiente en (1, 3), dereiente en (3, 6) y onstante en (−∞, 1)∪(6,+∞);Aotaión: aotada.64



b) Dom(f) = (−∞, 0) ∪ (0, 2] ∪ [3,+∞); Rec(f) = [0, 2]; Puntos de orte: (a, 0) on a < 0ó a ≥ 3 ; Monotonía: Creiente en (0, 2) y onstante en (−∞, 0) ∪ (3,+∞); Aotaión:aotada.) Dom(f) = R; Rec(f) = (R − Z) ∪ {0}; Puntos de orte:(a, 0) on a ∈ Z ; Monotonía:Creiente en ada intervalo de la forma (a, a+ 1) on a ∈ Z; Aotaión: no está aotada.d) Dom(f) = R; Rec(f) = (−∞,−3) ∪ (5,+∞) ∪ {3}; Puntos de orte: (0, 3); Monotonía:Creiente en (1,+∞), dereiente en (−∞, 0) y onstante en (0, 1); Aotaión: no está ao-tada.e) Dom(f) = (−∞, 1]∪ [2,+∞); Rec(f) = R; Puntos de orte: (0,−2) y (2/5, 0);Monotonía:Creiente (−∞, 1) ∪ (2,+∞); Aotaión: no está aotada.f ) Dom(f) = R; Rec(f) = (−1,+∞); Puntos de orte: (0, 1) y (1/2, 0); Monotonía: Cre-iente en (−1,+∞), dereiente en (−1, 1) y onstante en (−∞,−1); Aotaión: aotadainferiormente.g) Dom(f) = R; Rec(f) = (−1/4,+∞); Puntos de orte: (0, 0) y (−1, 0); Monotonía: Cre-iente en (−1/2, 0), dereiente en (−∞,−1/2)∪ (0,+∞); Aotaión: aotada inferiormente.h) Dom(f) = R; Rec(f) = R; Puntos de orte: (a, 0) on 0 ≤ a ≤ 1; Monotonía: dereienteen (−∞, 0) ∪ (1,+∞); Aotaión: no está aotada.i) Dom(f) = R; Rec(f) = R; Puntos de orte: (a, 0) on −1 ≤ a ≤ 1;Monotonía: dereienteen (−∞,−1) ∪ (1,+∞); Aotaión: no está aotada.j ) Dom(f) = R − {−3, 0, 3}; Rec(f) = (0,+∞); Puntos de orte: no tiene; Monotonía:Creiente en (−3, 0)∪ (3,+∞), dereiente en (−∞,−3)∪ (0, 3); Aotaión: aotada inferior-mente.12.

PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )
g) h) i)

j ) 111

1
11

111

a) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (2, 0) y (0, 2).65



b) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (−2, 0) y (0, 4).) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (a, 0) on a ≤ 0.d) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 0).e) Dom(f) = R; Rec(f) = [1,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 1).f ) Dom(f) = R; Rec(f) = (−∞, 0); Puntos de ortes on los ejes: (a, 0) on a ≥ 0.g) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (−1, 0), (1, 0) y (0, 1).h) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (−1, 0), (2, 0) y (0, 2).i) Dom(f) = R; Rec(f) = [5,+∞); Puntos de ortes on los ejes: (0, 5).13. PSfrag replaementsa) b) )d)e)f )g)h)i)j ) 11 1
14.

PSfrag replaements
y = |f(x)| y = −f(x)

y = f(x) + 2 y = f(x− 2)

1

11

1
66



15.
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PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )
g) h) i)

j ) k) l)

a) Dom(f) = (0,+∞) b) Dom(f) = R− {0} ) Dom(f) = (0,+∞)d) Dom(f) = R− {0} e) Dom(f) = (0,+∞) f ) Dom(f) = (−2,+∞)g) Dom(f) = (−2,+∞) h) Dom(f) = R i) Dom(f) = Rj ) Dom(f) = R k) Dom(f) = R l) Dom(f) = R
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16. a) Dom(f) = (1,+∞) b) Dom(f) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞)) Dom(f) = (−∞, 0) ∪ (5,+∞) d) Dom(f) = (−∞,−3) ∪ (2,+∞)e) Dom(f) = (0, e) ∪ (e,+∞) f ) Dom(f) = (3,+∞)g) Dom(f) = (−∞,−2) ∪ (2,+∞) h) Dom(f) = (−∞, 2) ∪ (4,+∞)i) Dom(f) = (−1, 1) j ) Dom(f) = (−∞,−3) ∪ (−1, 1)k) Dom(f) = R− {±3/2} l) Dom(f) = (1,+∞)− {2}17.

PSfrag replaements

a)
b)
)
d)e)
f )

π/2

π/2

π/2

π/2

π/2

π/2

π

π

π

π

π

π

3π/2

3π/2

3π/2

3π/2

3π/2

3π/2

2π

2π

2π

2π

2π

2π

5π/2

5π/2

5π/2

5π/2

5π/2

5π/2

3π

3π

3π

3π

3π

3π

π/2

π/2

π/2

π/2

π/2

π/2

−π

−π

−π

−π

−π

−π

−3π/2

−3π/2

−3π/2

−3π/2

−3π/2

−3π/2

−2π

−2π

−2π

−2π

−2π

−2π

−5π/2

−5π/2

−5π/2

−5π/2

−5π/2

−5π/2

−3π

−3π

−3π

−3π

−3π

−3π

1

1

1

1

1

1

2

2

3

3

−1

−1

−1

−1

−1

−1

−2

−2

−2

−3

Todas son periódias de periodo:a) 2π b) 2π ) 2π d) π e) 2π f ) π18. a) Dom(f) = R− {0} b) Dom(f) = R−
{
3

2
+ (2k + 1)

π

4

}
, k ∈ Z) Dom(f) = R− {kπ} , k ∈ Z d) Dom(f) = R−

{
(4k − 1)

π

4

}
, k ∈ Ze) Dom(f) =

[
−π

2
,
π

2

] f ) Dom(f) = R−
{
(2k + 1)

π

4

}
, k ∈ Z68



19. a) Dom(f) = R b) Dom(f) = R− {−2}) Dom(f) = R d) Dom(f) = R− {±
√
2}e) Dom(f) = (−∞,−1] ∪ [1,+∞) f ) Dom(f) = (−∞,−3) ∪ [1,+∞)g) Dom(f) = R h) Dom(f) = R− {2}i) Dom(f) = R j ) Dom(f) = (−∞,−4) ∪ (4,+∞)k) Dom(f) = (−∞,−5) ∪ (5,+∞) l) Dom(f) = R− {0}m) Dom(f) = (−∞, 1) ∪ (2,+∞) n) Dom(f) = (−∞,−2) ∪ (−1, 1) ∪ (2,+∞)ñ) Dom(f) = [−1, 5] o) Dom(f) = Rp) Dom(f) = R− {0} q) Dom(f) = R− {x = π/4 + kπ/2, k ∈ R}20. a) Dom(f) = R; Rec(f) = R b) Dom(f) = R; Rec(f) = {−2, 2}) Dom(f) = R; Rec(f) = [−2,+∞) d) Dom(f) = (−5,+∞); Rec(f) = [0,+∞)e) Dom(f) = (0,+∞); Rec(f) = R f ) Dom(f) = R; Rec(f) = [0, 2]g) Dom(f) = R− {−2, 2}; Rec(f) = R h) Dom(f) = R− {−2}; Rec(f) = (−∞,−5] ∪ [0,+∞)21.

PSfrag replaements

a) b) )
d) e) f )
g) h) i)

j ) 1 11
11

1
111

a) Dom(f) = R; Rec(f) = R; Puntos de orte: (0, 0); Monotonía: Dereiente en R; Aota-ión: no está aotada.b) Dom(f) = R; Rec(f) = {−4}; Puntos de orte: (0, 4); Monotonía: Constante en R; Ao-taión: está aotada.) Dom(f) = R; Rec(f) = [−1,+∞); Puntos de orte: (0, 0), (2, 0); Monotonía: Creiente en
(1,+∞), dereiente en (−∞, 1); Aotaión: aotada inferiormente.d) Dom(f) = R; Rec(f) = (−∞, 1]; Puntos de orte: (2, 0), (4, 0), (0,−8); Monotonía: Cre-iente en (−∞, 3), dereiente en (3,+∞); Aotaión: aotada superiormente.69



e) Dom(f) = R − {2}; Rec(f) = R − {1}; Puntos de orte: (0,−1), (−2, 0); Monotonía:Dereiente en todo su dominio; Aotaión: no está aotada.f ) Dom(f) = [3,+∞); Rec(f) = [2,+∞); Puntos de orte: No tiene; Monotonía: Creienteen su dominio; Aotaión: aotada inferiormente.g) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de orte: (0, 3), (−3/2, 0); Monotonía: Creienteen (−3/2,+∞), dereiente en (−∞,−3/2); Aotaión: aotada inferiormente.h) Dom(f) = R; Rec(f) = [0,+∞); Puntos de orte: (0, 0);Monotonía: Creiente en (0,+∞),dereiente en (−∞, 0); Aotaión: aotada inferiormente.i) Dom(f) = R; Rec(f) = Z; Puntos de orte: (a, 0) on 0 ≤ a < 1; Monotonía: Constanteen ada intervalo de la forma (a, a+ 1) on a ∈ Z; Aotaión: no está aotada.
22. a) Dom(f) = R; Rec(f) = (0,+∞); Puntos de orte: (0, 1/2); Monotonía: Creiente en R;Aotaión: aotada inferiormente.b) Dom(f) = R; Rec(f) = (−4,+∞);Puntos de orte: (0,−35/9) y (2+log3 4, 0);Monotonía:Creiente en todo R; Aotaión: está aotada inferiormente.) Dom(f) = R; Rec(f) = (1,+∞); Puntos de orte: (0, 2); Monotonía: Creiente en R;Aotaión: aotada inferiormente.d) Dom(f) = R; Rec(f) = (0,+∞); Puntos de orte: (0, 1); Monotonía: Dereiente en R;Aotaión: aotada inferiormente.e) Dom(f) = (−3,+∞); Rec(f) = R; Puntos de orte: (0, log2 3), (−2, 0); Monotonía: re-iente en todo su dominio; Aotaión: no está aotada.f ) Dom(f) = (−5,+∞); Rec(f) = R; Puntos de orte: (0, 1+log3 5) y (−14/3, 0);Monotonía:Creiente en su dominio; Aotaión: no está aotada.g) Dom(f) = (−1,+∞); Rec(f) = R; Puntos de orte: (0, 0); Monotonía: Creiente en sudominio; Aotaión: no está aotada.h) Dom(f) = (0,+∞); Rec(f) = R; Puntos de orte: (1/8, 0); Monotonía: Creiente en sudominio; Aotaión: no está aotada.i) Dom(f) = R−{0}; Rec(f) = (−∞,−1)∪ (1,+∞); Puntos de orte: no tiene; Monotonía:Creiente en su dominio; Aotaión: no está aotada.70



PSfrag replaements

a) b) )

d) e) f )
g) h) i)

j ) 111
111
111

23. a) Dom(f) = R; Rec(f) = (−∞, 3); Puntos de orte: (−2, 0) y (0, 2); Monotonía: Creienteen todo (−∞, 1) y dereiente en (1,+∞); Aotaión: está aotada superiormente.b) Dom(f) = (1,+∞); Rec(f) = 0(0,+∞); Puntos de orte: no tiene; Monotonía: Creienteen (3,+∞) y dereiente en (1, 3) ; Aotaión: aotada inferiormente.) Dom(f) = (R; Rec(f) = R; Puntos de orte: (0, 1), (−1/2, 0); Monotonía: reiente entodo su dominio; Aotaión: no está aotada.d) Dom(f) = [0,+∞); Rec(f) = [0, 1]; Puntos de orte: (0, 0);Monotonía: Creiente en (0, 1)y dereiente en (1,+∞); Aotaión: está aotada.e) Dom(f) = (−∞, 2) ∪ (2, 5]; Rec(f) = (−1,+∞); Puntos de orte: (−1, 0), (1, 0), (5, 0) y
0,−1; Monotonía: Creiente en (0, 2), dereiente en (−∞, 0) ∪ (4, 5) y onstante en (2, 4);Aotaión: aotada inferiormente.f ) Dom(f) = (−∞, 5]); Rec(f) = [−1,+∞); Puntos de orte: (0, 0) y (4, 0); Monotonía:Creiente en (0, 2) y dereiente en (−∞, 0) ∪ (2, 5); Aotaión: aotada inferiormente.71



PSfrag replaements
a) b) )
d) e) f )g)h)i)j ) 111

111

24. a) No es una funión.b) Si es funión. Dom(f) = R y Rec(f) = [0,+∞) ∪ {−2}.) No es una funión.d) Si es funión. Dom(f) = (−∞, 0] ∪ [1,+∞) y Rec(f) = [−1,+∞).A.5. Soluionario del tema 5: Álgebra de funiones1. a) (f + g)(x) =
3x2 − 4x− 4

3x− 6
, Dom(f + g) = R− {2}b) (f · g)(x) = − x2 + x+ 2

3x− 6
, Dom(f · g) = R− {2}) (f/g)(x) =

3x2 − 3x− 6

2− x
, Dom(f/g) = R− {2}2. (f/g)(x) =

√
x+ 1

x+ 1
, Dom(f/g) = (−1,+∞)3. (f · g)(x) = x− 1− 2
√
x+ 1

2x(x+ 1)
, Dom(f · g) = (−1, 0) ∪ (0,+∞)4. a) (f + g)(x) =

4x2 − 3x− 3

x(x− 3)(x− 1)
, Dom(f + g) = R− {0, 1, 3}b) (f − g)(x) =

− 2x2 + 7x− 3

x(x − 3)(x− 1)
, Dom(f − g) = R− {0, 1, 3}) (f/g)(x) =

(3 + x)(x2 − 4x+ 3)

(x2 − 3x)(3x− 5)
, Dom(f/g) = R− {0, 1, 3, 5/3}5. a) (f ± g)(x) =

√
x+ 3±

√
25− x2, Dom(f ± g) = [−3, 5]b) (f/g)(x) =

√
x+ 3√
25− x2

, Dom(f/g) = [−3, 5)72



) (f · g)(x) =
√
(x + 3)(25− x2), Dom(f · g) = [−3, 5]d) (f ◦ g)(x) =

√
22− x, Dom(f ◦ g) = [−3, 22]6. (f + g)(x) =





−x2 + 2x+ 2 si x < −2

−x2 + 3 si − 2 ≤ x ≤ 0

− x+ 5

2
si 0 < x < 2

x2 − 6x+ 7

2(5− x)
si x ≥ 2

Dom(f + g) = R− {5}

7. (f + g)(x) =





√
x− 1 + 2 + x si 1 ≤ x ≤ 2

√
x− 1 +

1

5 + x
si x > 2

Dom(f + g) = [−1,+∞)8. (g ◦ f)(x) =
√

− 3x+ 3

x+ 1
Dom(f ◦ g) = (−1, 1]9. a) (f ◦ g)(3) = 1b) (g ◦ f)(x) = − x2 − x+ 2

2(x+ 1)
, Dom(g ◦ f) = R− {−1}) (f ◦ g)(x) = − x2 + 2x+ 11

2(x+ 1)
, Dom(f ◦ g) = R− {−1}10. a) (g ◦ f)(x) = 1

2x2 + x− 2
, Dom(g ◦ f) = R−

{
− 1±

√
17

4

}

(f ◦ g)(x) = − 3x2 − 5x

(x+ 1)2
, Dom(f ◦ g) = R− {−1}b) (g ◦ f)(x) = 3, Dom(g ◦ f) = R; (f ◦ g)(x) =

√
10, Dom(f ◦ g) = R11. a) (g ◦ f)(x) =

√
−x2 + 2x− 2, Dom(g ◦ f) = ∅. El dominio no tiene elementos y por tantono hay funión, por tanto, no siempre es posible omponer funiones.b) (f ◦ g)(x) = 2
√
x− 2− x+ 2, Dom(f ◦ g) = [2,+∞)12. a) h = g ◦ f , donde f(x) =

√
x y g(x) = 5x+ 5b) h = g ◦ f , donde f(x) = x2 + 3 y g(x) =

√
x) h = g ◦ f , donde f(x) = x2 y g(x) = 5x2 + 2x+ 613. k = −7/214. a) (f · g)(x) =

√
x+ 2

x2 − 1
, Dom(f · g) = [−2,+∞)− {±1}b) (f/g)(x) =
1

(x2 − 1)
√
x+ 2

, Dom(f/g) = (−2,+∞)− {±1}) (g ◦ f)(x) =
√

2x2 − 1

x2 − 1
, Dom(g ◦ f) = (−∞,−1) ∪

[
− 1√

2
,
1√
2

]
∪ (1,+∞)d) (f ◦ g)(x) = 1

x+ 1
, Dom(f ◦ g) = [−2,+∞)− {−1}e) (g ◦ g)(x) =

√√
x+ 2 + 2, Dom(g ◦ g) = [−2,+∞)f ) (f ◦ f)(x) = x2 − 1

2− x2
, Dom(f ◦ f) = R− {±1,±

√
2}73



15. a) (g ◦ f)(x) = lnx2, (f ◦ g)(x) = ln2 x) b) (g ◦ f)(x) = ln(ex + 1), (f ◦ g)(x) = x+ 1) (g ◦ f)(x) = (
√
2)log2 x, (f ◦ g)(x) = x

2
d) (g ◦ f)(x) = log4 2

x, (f ◦ g)(x) = 2log4 x16. a) f−1(x) =
1− 6x

3
, Dom(f−1) = Rb) f−1(x) =

3− 4x

1− 5x
, Dom(f−1) = R− {1/5}) f−1(x) =

7

x+ 1
, Dom(f−1) = R− {−1}d) f−1(x) =

√
27− x

3
ó f−1(x) = −

√
27− x

3
, Dom(f−1) = (−∞, 27]e) f−1(x) = 1 +

√
x+ 1 ó f−1(x) = 1−

√
x+ 1, Dom(f−1) = [−1,+∞)f ) f−1(x) = x2 + 3, Dom(f−1) = R17. a) f−1(x) = 2x − 1, Dom(f−1) = Rb) f−1(x) = log2 x− 1, Dom(f−1) = (0,+∞)) f−1(x) = 1 + e2x, Dom(f−1) = Rd) f−1(x) =

√
1 + lnx, Dom(f−1) = [e−1,+∞)e) f−1(x) = log( x− 2), Dom(f−1) = (2,+∞)f ) f−1(x) =

2x+ 1

3
, Dom(f−1) = Rg) f−1(x) = 1 + log3(x− 2), Dom(f−1) = (2,+∞)h) f−1(x) = −2 + log3 x, Dom(f−1) = (0,+∞)i) f−1(x) = 3x−2, Dom(f−1) = Rj ) f−1(x) = −3 + log2(1− x), Dom(f−1) = (−∞, 1)k) f−1(x) = 1 + 42x, Dom(f−1) = Rl) f−1(x) = 5 · 31−x, Dom(f−1) = Rm) f−1(x) =

√
10

4−5x

3 − 4, Dom(f−1) =

(
−∞,

4− 3 log 4

5

)18. a) (g ◦ f)(x) = x2 − 2 b) (g ◦ h)(x) = 1 + 2log3(2
x−3)) (f ◦ g)(x) = log2

[
(1 + 2x)2 − 3

] d) (h ◦ g)(x) = log3(2
1+2x − 3)e) (h ◦ f)(x) = log3(x

2 − 6) f ) (f ◦ h)(x) = log2

[
(log3(2

x − 3))
2 − 3

]g) (f ◦ g−1)(x) = log2

[
(log2(x− 1))

2 − 3
] h) (h ◦ g−1)(x) = log3(x− 4)19. a) (f ◦ g)(x) = cos(2 arc cosx); (g ◦ f)(x) = 2xb) (f ◦ g)(x) = sen(2 arc cosx); (g ◦ f)(x) = arc cos(sen 2x)20. a) f−1 = 2 arc senx b) f−1 = arc sen(1− x2)) f−1 = −1 + arc cosx d) f−1 =

√
senx

74



21. a)
(f + g)(x) =

4x− 6

x2 − 3x
; Dom(f + g) = R− {0, 3}

(f − g)(x) =
− 6

x2 − 3x
; Dom(f − g) = R− {0, 3}

(f/g)(x) =
x− 3

x
; Dom(f/g) = R− {0, 3}

(1/f)(x) =
x

2
; Dom(1/f) = R− {0}

f−1(x) =
2

x
; Dom(f−1) = R− {0}

g−1(x) =
2 + 3x

x
; Dom(g−1) = R− {0}

(f ◦ g)(x) = 4

2− 3x
; Dom(f ◦ g) = R− {0, 2/3}b)

(f + g)(x) =
x3 + 2x2 − 5x− 9

x+ 2
; Dom(f + g) = R− {−2}

(f − g)(x) =
− x3 − 2x2 + 5x+ 11

x+ 2
; Dom(f − g) = R− {−2}

(f/g)(x) =
1

(x+ 2)(x2 − 5)
; Dom(f/g) = R− {−2,±

√
5}

(1/f)(x) = x+ 2; Dom(1/f) = R− {−2}
f−1(x) =

1− 2x

x
; Dom(f−1) = R− {0}

g−1(x) =
√
x+ 5; Dom(g−1) =− 5,+∞)

(f ◦ g)(x) = − 5x2 − 20x− 19

(x+ 2)2
; Dom(f ◦ g) = R− {−2})

(f + g)(x) =
x+ 1√

x
; Dom(f + g) = (0,+∞)

(f − g)(x) =
x− 1√

x
; Dom(f − g) = (0,+∞)

(f/g)(x) = x; Dom(f/g) = (0,+∞)

(1/f)(x) =
1√
x
; Dom(1/f) = (0,+∞)

f−1(x) = x2; Dom(f−1) = [0,+∞)

g−1(x) =
1

x2
; Dom(g−1) = (0,+∞)

(f ◦ g)(x) = 1
4
√
x
; Dom(f ◦ g) = (0,+∞)
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d)
(f + g)(x) =

x3 + x2 + 4x+ 2

x+ 1
; Dom(f + g) = R− {−1}

(f − g)(x) =
− x3 − x2 − 2x− 4

x+ 1
; Dom(f − g) = R− {−1}

(f/g)(x) =
x− 1

(x+ 1)(x2 + 3)
; Dom(f/g) = R− {−1}

(1/f)(x) =
x+ 1

x− 1
; Dom(1/f) = R− {±1}

f−1(x) =
− x− 1

x− 1
; Dom(f−1) = R− {1}

g−1(x) =
√
x− 3; Dom(g−1) = [3,+∞)

(f ◦ g)(x) = 4x2 + 4x+ 4

(x+ 1)2
; Dom(f ◦ g) = R− {−1}e)

(f + g)(x) =
− x3 + x2 + 5x− 3

1− x
; Dom(f + g) = R− {1}

(f − g)(x) =
− x3 + x2 + 3x− 5

1− x
; Dom(f − g) = R− {1}

(f/g)(x) =
(x2 − 4)(1− x)

x+ 1
; Dom(f/g) = R− {±1}

(1/f)(x) =
1

x2 − 4
; Dom(1/f) = R− {±2}

f−1(x) =
√
x+ 4; Dom(f−1) = [−4,+∞)

g−1(x) =
x− 1

x+ 1
; Dom(g−1) = R− {−1}

(f ◦ g)(x) = x2 − 3

− x2 + 5
; Dom(f ◦ g) = R− {±

√
5}f )

(f + g)(x) =
3x

x2 − x− 2
; Dom(f + g) = R− {2,−1}

(f − g)(x) =
x+ 4

x2 − x− 2
; Dom(f − g) = R− {2,−1}

(f/g)(x) =
2

x2 − x− 2
; Dom(f/g) = R− {−1, 2}

(1/f)(x) =
x− 2

2
; Dom(1/f) = R− {2}

f−1(x) =
2 + 2x

x
; Dom(f−1) = R− {0}

g−1(x) =
1− x

x
; Dom(g−1) = R− {0}

(f ◦ g)(x) = x− 2

x
; Dom(f ◦ g) = R− {0, 2}A.6. Soluionario del tema 6: Límite de funiones. Continuidad1. a) 15 b) +∞ ) −∞ d) +∞e) 2 f ) +∞ g) { +∞ si x → 2+

−∞ si x → 2−
h) 0i) { +∞ si x → 1+

−∞ si x → 1−
j ) 0 k) 2 l) 2m) 2 n) −15/4 ñ) 1 o) +∞76



p) 0 q) 2/3 r) √
5 s) −1/5t) 1 u) 1/32. a) −2 b) 1/4 ) 0 d) 1/3e) 0 f ) −∞ g) 0 h) 03. a) 0 b) 2 ) 2d) 12 e) ∞ f ) −24. a) { +∞ si x → +∞

0 si x → −∞
b) 0 ) 1

e6
d) 1e) e f ) 1√

e
g) 1

e2
h) +∞i) 0 j ) 15. a) −∞ b) +∞ ) 0 d) +∞ e) 1 f ) 06. a) 0 b) { −∞ si x → −2+

+∞ si x → −2−
) −1 d) 0e) { −∞ si x → 2+

+∞ si x → 2−
f ) 0 g) 1 h) −1i) R− {2,−2} j ) R− {0}7. a) ĺım

x→0
f(x) = 1 b) ĺım

x→2
f(x) = 4) ĺım

x→3
f(x) = 2, ĺım

x→5
f(x) no existe; ĺım

x→5−
f(x) = 4 y ĺım

x→5+
f(x) = −8d) ĺım

x→0
f(x) no existe; ĺım

x→0−
f(x) = 1/2 y ĺım

x→0+
f(x) = 28. a) ĺım

x→1
f(x) no existe; ĺım

x→1−
f(x) = −2 y ĺım

x→1+
f(x) = 0b) ĺım

x→2
f(x) = −3/2 ) ĺım

x→+∞
f(x) = 1 d) ĺım

x→−∞
f(x) = −∞9. a) ĺım

x→0
f(x) = 1/2b) ĺım

x→1
f(x) no existe; ĺım

x→1−
f(x) = 1 y ĺım

x→1+
f(x) =

√
2

2) ĺım
x→+∞

f(x) = +∞ d) ĺım
x→−∞

f(x) = −∞10. k = −15/4
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11.
1 1 1

1 1

1 1 1

PSfrag replaements
a) b) )
d) e) f )

π/2

g) i)h)
y = 2

y = 2

x = −3

x = −2

x = −2

x = 2

x = 2

x = 2
y = −x− 2

y = −π/2

y = π/2 y = 1

y = 0y = 0

y = 0y = 0

x = 0

x = −1

12. No proede a soluión.13. a) Disontinua en:
x = −4 (Salto �nito)
x = −3 (Evitable) x = −1 (Salto �nito)

x = 2 (Salto �nito) x = 6 (Salto �nito)b) Disontinua en:
x = −4 (Salto �nito)
x = 0 (Evitable) x = 2 (Salto in�nito)

x = 4 (Evitable) x = 6 (Tipo in�nito)14.
1PSfrag replaements

Continua en R− Z
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15. a) Dom(f) = R− {2} b) En x = 2 ) Habría que de�nir f(2) = 416. a) Dom(f) = Rb) ĺım
x→3

f(x) = 2 ĺım
x→2

f(x) = 1 ĺım
x→4

f(x) no existe; ĺım
x→4−

f(x) = 3 y ĺım
x→4+

f(x) = 11) f es ontinua en R− {4}17.

1
PSfrag replaements

Continua en R− {3}

18. a) Continua en R− {0}. En x = 0 disontinuidad de salto �nito, (salto = 2)b) Continua en R) Continua en R − {3, 4}. En x = 3 disontinuidad de salto �nito, (salto = 5) y en x = 4disontinuidad de salto �nito, (salto = 16)d) Continua en R− {0}. En x = 0 disontinuidad de salto in�nito.e) Continua en R− {0}. En x = 0 disontinuidad de salto in�nito.f ) Continua en R.19. k = 220. Imposible.21. Evitable.22. a) a = 1 b) a = −8 ) a =
1

2
d) c = 1, a y b ualquiera.23. No proede la soluión.24. a) Continua en Rb) Continua en R− {0}. En x = 0 disontinuidad de salto �nito, (salto = 2)) Continua en R−{2, 1/2}. En x = 2 disontinuidad de tipo in�nito y en x = 1/2 disontinuidadde tipo in�nito.d) Continua en [5,+∞)e) Continua en Rf ) Continua en Rg) Continua en R− {e2}. En x = e2 disontinuidad de tipo in�nito.h) Continua en R− {x = 2kπ k ∈ Z}. En x = 2kπ disontinuidad de tipo in�nito.i) Continua Rj ) Continua en Rk) Continua en R− {0}. En x = 0 disontinuidad de salto �nito.l) Continua en R 79



A.7. Soluionario del tema 7: Introduión al álulo diferenial.Derivadas1. f ′(3) = 292. f ′(3) = 63. No proede la soluión.4. a) f ′(2) = 0 b) f ′(1) = 5 ) f ′(−1) = −8 d) f ′(2) = 12 e) f ′(6) =
1

6f ) f ′(0) = 0 g) f ′(1) =
1

2
h) f ′(2) =

1

25. a) Continua en R y derivable en R− {0} b) Continua en R y derivable en R− {0}) Continua y derivable en R d) Continua en R y derivable en R− {1}e) Continua y derivable en R− {3}6. a) Es derivable en x = 2, f ′(2) = 3 b) Es derivable en x = 1, f ′(1) = 2) No es derivable en x = 1, f ′
−(1) = 3 y f ′

+(1) = 2d) No es derivable en x = −2, f ′
−(−2) = −5 y f ′

+(−2) = 5; f ′
−(3) = −5 y f ′

+(3) = 57. a) a =
3

2
, b = −2 b) a = −5, b = −3

2) a = −13, b = −7 d) a = −1

2
, b = −3

2e) a = −1

2
, b = 48. Continua y derivable en R− {±1}9. Continua y derivable en [0,+∞)− {3}10. a) f ′(x) = 4x3 b) f ′(x) =

− 2

x3) f ′(x) =
2

3 3
√
x

d) f ′(x) = 8x3 − 9x2 + 2xe) f ′(x) = 18x2 + 10x f ) f ′(x) = 20x3 + 4x− 5g) f ′(x) = x4 + 2x2 − 8 h) f ′(x) = − 6

x3
− 1

x2i) f ′(x) = − 2

x3
− 3

x4
− 2

x2
j ) f ′(x) = −16

x5
− 4

x3
− 1

x4k) f ′(x) = 5x4 + 6x2 − 3 l) f ′(x) = 4x3 + 6x2 + 1m) f ′(x) = 4x3 + 3x2 − 8x− 3 n) f ′(x) =
2x3 − 6

x3ñ) f ′(x) =
− 3x− 8

x5
o) f ′(x) =

3

5
x2p) f ′(x) =

− 2

(x− 1)3
q) f ′(x) =

− x3 + 6x+ 12

x3(x+ 3)2r) f ′(x) =
− 4

(2x− 1)2
s) f ′(x) =

2x3 − 9x2

(x − 3)280



t) f ′(x) =
x2 + 8x+ 1

(x + 4)211. a) f ′(x) = 4x(1 + x ln 4) b) f ′(x) = cosx− senx) f ′(x) = cosx+ 2ex d) f ′(x) = 3x(ln 3 · lnx+
1

x
)e) f ′(x) = 4(6x+ 1)(2x3 + x)3 f ) f ′(x) =

2x3(x+ 2)

(1 + x)3g) f ′(x) = 10x(x2 − 3)4 h) f ′(x) = 8e2x(e2x + 3)3i) f ′(x) =
ex(x − 1)

x2
j ) f ′(x) = x · 2x · a2x(2 + x ln 2 + 2x ln a)k) f ′(x) = 4 cos 4x l) f ′(x) = 4 sen3 x · cosxm) f ′(x) = 4x3 cosx4 n) f ′(x) =

4x

cos2 2x2ñ) f ′(x) = −2 tg 2x o) f ′(x) =
1

2
√
x(1 + x)p) f ′(x) = − senx · ecosx q) f ′(x) = − 1

1− x2r) f ′(x) =
cosx

(1− senx)2

√
1− senx

1 + senxs) f ′(x) = −x tg

(
x2

2

) t) f ′(x) =
− 2[1 + tg2(1− 2x)]

tg(1− 2x)
=

− 4

sen(2 − 4x)12. a) f ′(x) = xx(1 + lnx) b) f ′(x) = (
√
x)

√
x
(
1 + ln

√
x

2
√
x

)) f ′(x) = (senx)x(ln(senx) + x cotg x) d) f ′(x) = (lnx)ln x

[
1 + ln(lnx)

x

]e) f ′(x) = (
√
x)tg x

[
(1 + tg2 x) ln

√
x+

tg x

2x

] f ) f ′(x) = (tg x)
√
x

[
ln(tg x)

2
√
x

+

√
x(1 + tg2 x)

tg x

]g) f ′(x) = (cosx)sen 2x [2 cos 2x ln(cosx)− tg x · sen 2x]h) f ′(x) =

(
x+

1

x

)x [
ln

(
x2 + 1

x

)
+

x2 − 1

x2 + 1

]i) f ′(x) = (arc senx2)2x
[
2 ln(arc senx2) +

4x2

arc senx2 ·
√
1− x4

]13. a) f
′′′

(x) = 33 · ln3 2 · 23x b) f4)(x) =
2 · 4!

(x− 1)5) f10)(x) = −310 sen 3x d) f5)(x) =
4!

(x + 2)514. a) fn)(x) =
(−1)n+1 · (n− 1)!

(x− 1)n
b) fn)(x) = ex + (−1)ne−x ) fn)(x) =

(−1)n(n+ 1)!

xn+281



15. a) y′ = 2x3 + x2 − 5 b) y′ = − 6

x3
− 6

x4
+

5

x2) y′ = 5

(
− 2

x3
− 3

x4

) d) y′ =
2

3 3
√
x
+

1

6
6
√
x5

+
3

4 4
√
xe) y′ =

2x+ 1

3
f ) y′ =

− 2

(x− 1)2g) y′ =
x√

x2 + 1
h) y′ = 20x(x2 + 1)9i) y′ =

(−7 + x) · (1− x)2

(1 + x)5
j ) y′ =

2
√
x+ 1

4
√
x2 + x

√
xk) y′ =

x2 − 2x− 1

3(x2 + 1) 3
√
(1 + x2)(1− x)2

l) y′ =
2ex

(1− ex)
2m) y′ =

1

x lnx
n) y′ =

− 4x

1− x2ñ) y′ =
2

1− x2
o) y′ =

− 1

(1− x)
√
xp) y′ = senx+ x cosx q) y′ =

2

e−2x16. a) y′ = 2x cosx2 + 2 senx cos x+ 2 cos 2x b) y′ = −6(1 + cos2 x)2 cosx · senx) y′ = ex(cosx− senx) d) y′ =
2

cosxe) y′ = −2ex tg ex f ) y′ =
lnx− 1

ln2 xg) y′ =
(1 + tg2 x)x − tg x

x2
h) y′ =

1

1 + x2i) y′ =
4 tg x(1 + tg2 x)

(1− tg2 x)2
j ) y′ =

1√
4− x2k) y′ =

(arc cosx)−4/3

3
√
1− x2

l) y′ =
ex

1 + e2xm) y′ =
− 1√
1− x2

n) y′ =

ex
(
arc tg x− 1

1 + x2

)

(arc tg x)2ñ) y′ =
− 2

1 + x2
o) y′ =

senx

1 + cos2 xp) y′ =
2√

1− x2
q) y′ =

− 1

2x(x − 1)

√
x− 1

x+ 1r) y′ =
− 4

e4x + e−4xA.8. Soluionario del tema 8: Apliaiones de las derivadas1. a) Reta tangente: 4x− y + 6 = 0, reta normal: x+ 4y − 7 = 0b) Reta tangente: 16x− y − 16 = 0, reta normal: x+ 16y − 258 = 0) Reta tangente: 9x+ y − 6 = 0, reta normal: x− 9y − 28 = 0d) Reta tangente: 9x− 125y + 64 = 0, reta normal: 625x+ 45y − 2536 = 082



e) Reta tangente: 8x− 2y − π = 0, reta normal: 8x+ 32y − π = 0f ) Reta tangente: 30√6x+16y− 4
√
2+5π

√
6 = 0, reta normal: 16√6− 180y− 16π+45

√
2 = 02. y = e−1x3. 4

√
3x− 12y − 37 + 8

√
3 = 04. 2x+ y − 14 = 05. (1, 1)6. 4x+ y + 7 = 07. r ≡ 5x− y + 8 = 0, s ≡ 5x− y − 8 = 08. 3x− y − 11 + ln 64

9. y = −x2 + 6x− 710. (1,−3)11. a = 1/812. k = 11/313. v(2) = 11 m/s14. a) vm = 10 m/s b) 21, 87 m.15. a) Dereiente en R− {0}b) Creiente en (−∞, 0) ∪ (2,+∞), dereiente en (0, 2)) Creiente en (−1,+∞), dereiente en (−∞,−1)d) Creiente en (−∞, 0), dereiente en (0,+∞)e) Dereiente en su dominio.f ) Creiente en (−∞,−1) ∪ (−1, 0), dereiente en (0, 1) ∪ (1,+∞)g) Creiente en (−1, 0) ∪ (1,+∞), dereiente en (−∞,−1) ∪ (0, 1)h) Creiente en (0,+∞), dereiente en (−∞, 0)i) Creiente en (1,+∞), dereiente en (−∞,−1)16. a) Máximos relativos: (0, 12), mínimos relativos: (4,−20)b) Máximos relativos: (0, 0), mínimos relativos: (1,−1) y (−1,−1)) Máximos relativos: (0,−1)d) Máximos relativos: (7π

4
,
√
2

), mínimos relativos: (3π

4
,−

√
2

)e) Máximos relativos: (π

4
,
1

2

), mínimos relativos: (3π

4
,
− 1

2

)f ) Mínimos relativos:(−5

2
,
53

16

) y (−1,−5)g) No tiene extremos loales.h) Máximos relativos: (0, 1)17. a) Máximo absoluto: (π

4
,
√
2

), Máximo relativo: (0, 1),mínimo absoluto: (5π

4
,−

√
2

), mínimo relativo: (2π, 1)b) Máximo absoluto: (5π

3
,
5π

3
+ 5 +

√
3

), Máximo relativo: (0, 5),mínimo absoluto: (π

3
,
π

3
+ 5−

√
3

), mínimo relativo: (2π, 2π + 5)18. y = x2 + x19. a) Cónava: (−∞,−2)∪ (0, 2), onvexa: (−2, 0)∪ (2,+∞), puntos de in�exión: (−2,
2202

35

),
(0, 0) y (2,−2202

35

) 83



b) Cónava: (−1, 1), onvexa: (−∞,−1) ∪ (1,+∞)) Cónava: (0,+∞), onvexa: (−∞, 0), puntos de in�exión: (0, 0)d) Cónava: (−∞, 5/3), onvexa: (5/3,+∞), puntos de in�exión: (5

3
,−187

27

)e) Cónava: (−∞, 1), onvexa: (1,+∞)f ) Cónava: (−∞, 1), onvexa: (1,+∞)20. y = x3 − 3x2 + 221. y = x3 − 3x2 + 322. a) Dom(f)= RContinua en RPuntos de ortes: (1, 0), (−2, 0) y (0, 2)No es simétria.No tiene asíntotas.Creiente en (−∞,−1) ∪ (1,+∞)Dereiente en (−1, 1)Máximo relativo en (−1, 4)Mínimo relativo en (1, 0)Cónava en (−∞, 0)Convexa en (0,+∞)Punto de in�exión en (0, 2) 1

b) Dom(f)= RContinua en RPuntos de ortes: (−8/5, 0) y (0, 8)No es simétria.Asíntota horizontal: y = 0.Creiente en (−3,−1/5Dereiente en (−∞,−3) ∪ (−1/5,+∞)Máximo relativo en (−1/5, 175/21)Mínimo relativo en (−3,−1)

f ′′(x) =
2(5x3 + 24x2 + 9x− 5)

(x2 + x+ 1)3

1 y=0

84



) Dom(f)= RContinua en RPuntos de ortes: (−4, 0) y (0, 0)No es simétria.No tiene asíntotas.Creiente en (−3,+∞Dereiente en (−∞,−3)Mínimo relativo en (−3,−3)Cónava en (−2, 0)Convexa en (−∞,−2) ∪ (0,+∞)Punto de in�exión en (0, 0) y (−2,−16/9)

-4
-3 -2

-1

1 2

-3

-2

-1

1

2

3

4

d) Dom(f)= R− {1, 3}Continua en R− {1, 3}Puntos de ortes: (0, 0)No es simétria.Asíntota horizontal: y = 1.Asíntotas vertiales: x = 1 y x = 3Creiente en (0, 1) ∪ (1, 3/2)Dereiente en (−∞, 0)∪(3/2, 3)∪(3,+∞)Máximo relativo en (3/2,−3)Mínimo relativo en (0, 0)

f ′′(x) =
2(4x3 − 9x2 + 9)

(x2 − 4x+ 3)3

-4 -2 2 4 6 8

-6

-4

-2

2

4

x=3

x=1

y=1

e) Dom(f)= R− {0}Continua en R− {0}Puntos de ortes: (−1, 0) y (1, 0)Es simétria on respeto al origen (impar).Asíntotas vertiales: x = 0Asíntota obliua: y = x.Es reiente en su dominio.No tiene extremos relativos.Cónava en (0,+∞)Convexa en (−∞, 0)No tiene puntos de in�exión. -4 -2 2 4

-4

-2

2

4
y=x

x=0
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f ) Dom(f)= R− {0}Continua en R− {0}Puntos de ortes: ( 3
√
−4, 0)No es simétria.Asíntotas vertiales: x = 0Asíntota obliua: y = x.Creiente en (−∞, 0) ∪ (2,+∞)Dereiente en (0, 2)Mínimo relativo en (2, 3)Es onvexa en su dominio.No tiene puntos de in�exión.

y=x

x=0

-4
-2 2 4

-6

-4

-2

2

4

6

23. La grá�a del apartado b).24. a) on 3) b) on 4) ) on 1) d) on 2)25. f ′(−2) =
4

5
y f ′(4) =

5

726. x = a es máximo relativo; x = b es mínimo relativo y x = c es punto de in�exión.27.
PSfrag replaements

a) b)
11
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