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ANALIZA SERIILOR DE REPARTITIE

2.1. Indicatorii tendintei centrale

Luarea unei decizii, in orice tip de activitate, implica necesitatea cunoasterii acelui
domeniu, respectiv a fenomenelor de masd manifestate in acel domeniu. Cu cat aceastd
cunoastere este mai profunda, cu atat riscurile actiunilor intreprinse sunt mai mici.
Fenomenele de masa prezintd o variabilitate insemnata la nivelul formelor de manifestare,
variabilitate determinatd de actiunea combinatd a unui complex de factori, esentiali sau
Neesentiali, obiectivi sau subiectivi, sistematici sau intAmplatori. Insi, importanti in
cunoasterea fenomenelor de masd nu este situatia fiecarei unitati din colectivitate, ci
tendinta manifestatd de intreaga colectivitate. O posibilitate de cunoastere a mediului
economico-social o reprezintid determinarea diferitilor indicatori statistici, dintre care un
rol de seama 1il au indicatorii tendintei centrale.

Indicatorii tendintei centrale se determind ca indicatori medii sau indicatori de
pozitie, in functie de natura variabilelor urmirite in colectivitatea analizatd, de scopul
analizei etc. Indicatorii tendintei centrale folositi mai frecvent sunt marimile medii si
indicatorii de pozitie.

2.1.1. Marimile medii

Primul contact il vom avea cu marimile medii care sunt utilizate frecvent atat in
activitatea de planificare si conducere, cat si in diversele cercetari statistice. Marimile
medii au un mare grad de aplicabilitate Tn activitatea practica, reprezentdnd, totodata, si
principale instrumente de cunoastere a fenomenelor de masa. Aceste marimi redau ceea ce
este tipic, comun si general, in evolutia fenomenelor.

Aplicarea corectd a metodei mediilor necesitad respectarea urmatoarelor conditii:

» calcularea mediilor trebuie sa se bazeze pe folosirea unui numar mare de cazuri
individuale diferite sub care s-a inregistrat caracteristica, a caror variatic este
intamplatoare in raport cu fenomenul in totalitatea lui;

= valorile din care se va calcula media sa fie omogene;

= alegerea acelui tip de medie care corespunde cel mai bine formei de variatie a
caracteristicii cercetate si informatiilor de care dispunem.

Spre exemplu, daca am avea urmatoarea situatie a notelor studentilor unei grupe la
un examen:

Nota 4 5 6 7 8 9 10

Numir studenti 9 10 10 2 2 1 1
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Analiza seriilor de repartifie

Daca am calcula media obtinutd de studenti la acest examen folosind metodologia
mediei aritmetice simple am obtine urmatorul rezultat:
me 4+5+6+7+8+9+10

7

Rezultatul acesta ar fi corect 1n situatia in care pentru fiecare notd am fi avut acelasi
numar de studenti (5). Avand in vedere ca realitatea este alta, calculul corect al mediei
notelor obtinute de studenti este urmatorul:

M= 4.9+5.10+6-10+7-2+8-2+9-1+10-1

35

Astfel, in primul caz am putea spune cd nivelul de pregatire al studentilor la acest
examen a fost mediu (media este 7), in timp ce in realitate acest nivel a fost foarte scazut
(putin peste nota de promovare — 5,57).

Din acest exemplu ne putem da seama, destul de usor, de importanta alegerii corecte
a tipului de medie.

Media nivelurilor individuale ale unei variabile (caracteristici) statistice este
expresia sintetizarii intr-un singur nivel reprezentativ a tot ceea ce este esential, tipic i
obiectiv in aparitia, manifestarea si dezvoltarea acesteia.

Avand in vedere ca media este o valoare reprezentativa pentru toate nivelurile pe
care le sintetizeaza, inseamna ca ea le poate substitui. Aceasta substituire poate fi privita
sub doua aspecte:

- unul cantitativ, care constd in faptul ca nivelul total al caracteristicii supuse
cercetdrii, calculat prin totalizarea nivelurilor individuale nu trebuiec sia se
schimbe atunci cand aceste niveluri sunt substituite cu media lor;

- unul calitativ, legat de semnificatia si continutul mediei calculate, continut care
este asigurat atunci cand unitatile statistice au un grad inalt de omogenitate.

Rezulta ca media cuantifica influenta cauzelor esentiale, faicand abstractie de cauzele
intamplatoare. In statistici, media poate fi interpretati ca nivelul la care ar fi ajuns
caracteristica Inregistrata, dacd, in toate cazurile, toti factorii esentiali si neesentiali ar fi
actionat constant, deci s-ar fi obtinut o valoare identica. Ca atare, putem aprecia ca media
este ,,speranta matematica” spre care tind toate valorile, variatia dintre ele nefiind altceva
decat influenta factorilor aleatori. Intr-adevar, daca fenomenele sunt de acelasi tip calitativ,
variatia dintre ele este minima si ar putea fi consideratd aleatoare, iar dacd sunt de tipuri
diferite, atunci colectivitatea se Imparte pe grupe omogene. Atunci se opereaza cu doud
tipuri de variatie: variatia din interiorul grupelor, care este influenta factorilor aleatori
(neesentiali), si variatia dintre grupe, care este influenta unor factori esentiali / sistematici
care structureazi obiectiv intregul ansamblu pe tipuri calitative. In primul caz este o
singura medie, in al doilea caz, pe langd media ansamblului, sunt si medii conditionate de
factorii esentiali care structureaza colectivitatea. Pentru a verifica gradul de semnificatie a
mediei este necesar sa se continue cu studiul variatiei (studiu realizat Tn paragraful 2.2.,
Indicatorii variatiei).

Data fiind marea diversitate a fenomenelor economico-sociale, precum si
complexitatea variabilitatii acestor fenomene, in practica trebuie sa se aleaga tipul de
medie adecvat. Mediile cel mai frecvent intalnite sunt: aritmetica, armonica, patratica si
geometrica, calculate ca medii simple sau ponderate in functie de tipul de serie asupra
careia se aplica.

=7.

=557.
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2.1.1.1. Media aritmetica

Media aritmetica se foloseste atunci cand fenomenul supus cercetarii inregistreaza
modificari aproximativ constante, in progresie aritmetica, prezentand, deci, o tendinta

liniara.

Media aritmetica simpla se foloseste pentru seriile simple, adica in cazul in care
numarul variantelor caracteristicii studiate este egal cu numarul unitatilor sau cand se
cunoaste nivelul totalizat al caracteristicii si numarul unitatilor. Pentru o caracteristica

statistica X, cu valorile Xy, Xy,

aritmetica simpla este de tip aditional, adica:
X+ X+t Xy = 2%,

Tnlocuind variantele caracteristicii cu media lor, atunci:
X+X+..+X=) % =

n-xX=x=

X:&’ |:1,_n
n

Exemplul 2.1.

..., Xn, §1 tindnd cont cd functia determinantd pentru media

Productia obtinuta de 5 firme din orasul Craiova, in luna decembrie 2006, se

prezinta astfel:

Tabelul 2.1.
Firma 1 2 3 4 5
Productia realizata (mii lei) 50 65 42 74 87

Sa se determine productia medie a celor 5 firme.

Rezolvare

i:

2% 50+65+42+74+87 318
n

5

=636 mii lei

Date conventionale

Media aritmeticd ponderatd este intalnitd in cazul seriilor de distributie, cand
unele variante ale caracteristicii se inregistreaza de mai multe ori. Daca fiecare varianta X; a
caracteristicii are o frecventa de aparitie fi in colectivitate, atunci suma simpla este
inlocuitd cu suma produsului X; - f;, rezultand:

Observatie: in cazul seriilor de distributie dupa intervale, variantele x; vor fi date de

centrele intervalelor.
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Daca 1n locul frecventelor absolute (f;) se folosesc frecventele relative (p;), relatia de
calcul devine:

o 2% P
2 p

si se poate scrie in urmatoarele doua variante:
X = % - daca p; este exprimat in procente ( > p, =100);
X=X -p; -dacapjeste exprimat in coeficienti (D_ p; =1).

Exemplul 2.2.
Situatia salariului lunar obtinut de angajatii unei intreprinderi din orasul Craiova in
luna decembrie 2006 este prezentata in tabelul 2.2.

Tabelul 2.2.
Salariul lunar realizat (lei) | Numarul de muncitori (f;) Xi
— 450 50 400
450 — 550 150 500
550 — 650 350 600
650 — 750 300 700
750 — 850 100 800
850 —» 50 900
Total 1000 -

Date conventionale

Sa se determine salariul mediu realizat de cei 1000 angajati ai acestei intreprinderi.

Rezolvare

o 2% -f400-50+500-150+600-350+700-300+800-100+900-50
S 1000

X =640 lei

Proprietitile mediei aritmetice

o Media aritmetica este cuprinsd intre varianta minimd si varianta maximd, adica:
Xmin < X < Xmax;

o Suma abaterilor variantelor caracteristicii de la media lor este egala CU Zero:
. Z( X —X)=0 - pentru media aritmetica simpla;

Demonstratie:
DX —X)=D2X—D X=2%—NX=D.X — ZX

= (% —X)f; =0 - pentru media aritmetica ponderaté;

Demonstratie:

ove o Zx,fI
26 =X =2 %6 =2 xfi =2 % fi - ST, > fi=

e Media aritmetica a unei variabile aleatoare X care are valorile individuale egale Tntre
ele este egala cu valoarea lor:
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X=X, =Xy =...= X}
o Daca dintr-0 serie X (X1, X2, ... xp) construim seria X" prin adaugarea sau scdderea
unei constante a (X; £ a, X, = q, ... x, £ @), atunci media seriei X va fi:

X =X+a;
Demonstratie:
. 3 o+ :
X :zx' :z(x' _a):le ta=Xz*a.
n n n

o Daca dintr-0 serie X (X, Xz, ... xn) construim seria X" prin mdrirea sau micsorarea

. X: . . .., * .. . .
de k ori (Xi -k sau ?'J , atunci media seriei X se va mari sau micsora de k ori:

X =%X-ksauxX =—:
k

Demonstratie:
X*ZZX: :in k :in k=%-k.

n n n

X

X*:ZX: zz?:zxi :z_

n n n-k k

Combinand ultimele doua proprietati, se obtine formula de calcul simplificat a
mediei aritmetice:
X, —a

A,
2

Evident, la prima vedere pare mai complicatd aceastd noua relatie de calcul a mediei

aritmetice, insd dacd pentru o serie de distributie vom considera constanta a ca fiind
varianta caracteristicii cu frecventa cea mai mare si constanta K marimea intervalului de

X = -k+a.

.. . . . X, —a . o .
variatie, atunci valorile raportului Ik vor fi 0 pentru varianta corespunzatoare lui a, -1,

-2,-3 ...deasupraluiasil, 2,3 ...suba.
e Daca dintr-o serie X (X¢, Xz, ... X,) construim seria X prin mdrirea sau micsorarea
de k ori a frecventelor corespunzdtoare valorilor individuale, atunci media seriei X~
va fi egald cu cea a seriei X:
X =X;
Demonstratie:
)X T 1Zx- f.
> fi Is¢ 2 i
ZT k Z I
< = 2% f _2xfik Ky >xf _x.
Xt Zfik kX 2 f
o Pentru o serie de distributie X (x1, X2, ... Xn) dacd frecventele sunt constante (fy = f, =
... =fy=1r)avem:

=X.

46



Analiza seriilor de repartifie

% = IRATORITNIR TR
>, rooner n '
Media aritmetica a unei variabile Z, definita ca suma a doud variabile aleatoare
independente X §i Y (Z = X + Y), este egala cu suma mediilor celor doua variabile:
X+y=X+VY,;
Media aritmetica a unei variabile Z, definita ca produs a doua variabile aleatoare
independente X §i Y (Z = X - Y), este egala cu produsul mediilor celor doua variabile:
X-y= X - y ;
In cazul in care colectivitatea generala este structuratd, valoarea medie a
caracteristicii studiate se calculeazd ca medie aritmetica ponderatd a mediilor
partiale. Astfel, pentru o serie X (X1, X2, ... Xr, Xr+1... Xn) Impartita in doud clase
r n
omogene de marime f; (fa => fij si fo (fb = fi} , pentru care vom avea mediile
i=1 i=r+1

partiale X, si X, , media va fi:

<= f. X, + X, .

fo+f
Demonstratie:

Z X fi Z X i
f, '=lr + f, '=';l N
L +h% & f 2 _ 2%t _x
fa + fb fa + fb En: fi
i-1

Exemplul 2.3.
Consideram datele de la exemplul 2.2. Pentru determinarea mediei aritmetice, pe

baza calculului simplificat, vom construi tabelul 2.3.

Tabelul 2.3.
Salariul lunar Numairul de Xi X, —a X —a
realizat (lei) muncitori (f;) K K f
— 450 50 400 -2 -100
450 — 550 150 500 -1 -150
550 — 650 350 600 0 0
650 — 750 300 700 1 300
750 — 850 100 800 2 200
850 — 50 900 3 150
Total 1000 - - 400
a=600; k=100
Rezolvare
X= 400 100+600=640 lei.
1000
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Principalul dezavantaj al folosirii mediei aritmetice 1l constituie sensibilitatea sa fata
de valorile extreme. Ea devine nereprezentativd daca termenii seriei sunt prea dispersati,
iar daca in colectivitatea statisticd se observa manifestari distincte, din punct de vedere
calitativ, media risca sa devinda o marime lipsitd de continut. in acest caz, este indicat sa se
calculeze medii partiale pentru fiecare tip calitativ al colectivitatii si, in final, sd se
determine media generald. Omogenitatea colectivitatii pentru care se calculeazd media
este, de fapt, o conditie a reprezentativitatii pentru orice tip de marime medie.

Media aritmetica a variabilei alternative

Variabila alternativa sau binara, cunoscuta si sub denumirea de variabila aleatoare a
lui Bernoulli, admite doar doud variante posibile, variante care se exclud reciproc. in
realitate existd diverse astfel de situatii: admis / respins (candidatii la un concurs), rebut /
nonrebut (piesele realizate ntr-o ntreprindere), calificat / necalificat (sportivii intr-o
anumitd competifie) etc. Deci, avem doua situatii ce nu pot aparea concomitent (un
candidat ori este admis ori este respins, nu poate sa fie in acelasi timp si admis, si respins).

Pentru prelucrarea si analiza statisticd se considerd urmatoarele conventii si notatii:
= situatiilor corespunzatoare raspunsurilor afirmative, cele care constituie varianta Xy, li

se atribuie cifra 1, avand frecventa absoluta f; si frecventa relativa p;
= situatiilor corespunzatoare raspunsurilor negative, cele care constituie varianta X,, li se
atribuie cifra 0, avand frecventa absoluta f; si frecventa relativa g.

Astfel, daca vom insuma frecventele absolute f; si f, vom obtine volumul
colectivitatii generale. In plus, cunoscand modul de determinare al frecventelor relative,
rezulta ca:

p+tq=1=p=1-qsiq=1-p

Media aritmetica in acest caz va fi:

i:zxi‘file'fﬁrxz'fz:xl- f; +X, - f5 =1-p+0-q=p
> f f,+f, f,+ 1, f,+f,

X=p.

Exemplul 2.4.

Daca analizam salariul muncitorilor din aceasta unitate prin prisma nivelului de trai
si consideram ca un salariu sub 550 lei este necorespunzitor din acest punct de vedere, iar
unul peste 550 lei corespunzator, putem regrupa datele din exemplul 2.2. ca in tabelul 2.4.

Tabelul 2.4.
Salariul lunar Numirul de muncitori | Frecvente relative
realizat (f) (p)
necorespunzator 200 0,2
corespunzator 800 0,8
Total 1000 1

Sa se determine media salariilor ,,necorespunzatoare”.
Rezolvare
X=p =0,2 (20%).
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2.1.1.2. Media armonica

Media armonica se determina doar pentru variabile cantitative si se aplicad numai in
cazuri speciale. Tn general, utilizarea acestui tip de medie este recomandat atunci cand
doua variabile interdependente se afla in raport de inversa proportionalitate.

Media armonica are, in principiu, aceeasi metodologie de calcul ca media aritmetica,
functia determinanta fiind tot de tip aditional; deosebirea consta in aceea ca nu se folosesc

. . .11 1
variantele xi, X,, ..., xn, Ci inversul acestora, adici — ,—,...,—.
X, X, X
Media armonica simpli este specifica seriilor simple, determinandu-se astfel:

1 1 1 1
+...+

n

_ - = J—
Xp o % Xn X
j—l

1 1 1 n
—tt.t=
Xn o Xp Xn  Xp
n <1
X X
- n
iy

Z"X

Media armonica ponderata Se utilizeazi in cazul seriilor de frecvente,
determinandu-se astfel:

1 1 1 1
—f+—-f+..+—-f =>=-f
X1 1 X2 2 Xn n in i
j—l

_i-fl+_i-f2+...+_i-fnzzifi
Xn Xn Xn Xn
> f 1

L= "—.f =

X, Z“xi '
o f;

i 3

o
Exemplul 2.5.

Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine salariul mediu aplicand
media armonica. Pentru aceasta, vom construi tabelul urmator (tabelul 2.5.):
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Tabelul 2.5.
Salariul lunar Numarul de Xi 1 1
realizat (lei) | muncitori (f) X X fi
— 450 50 400 | 0,002500 | 0,125000
450 — 550 150 500 | 0,002000 | 0,300000
550 — 650 350 600 | 0,001667 | 0,583333
650 — 750 300 700 | 0,001429 | 0,428571
750 — 850 100 800 | 0,001250 | 0,125000
850 —» 50 900 | 0,001111 | 0,055556
Total 1000 - - 1,617460
g, =2t _ 1000 _ o105 e
1 1,61746
ZX*' f;

Observam ca pentru aceste date X, <X.

Media armonici este mai rar folosita in practicd. In schimb, mult mai frecvent
utilizatd este forma transformatd a mediei aritmetice ponderate, care ia forma unei medii
armonice cu ponderi compuse. Se foloseste atunci cand nu se cunosc frecventele. De
asemenea, mai este folosita si ca model matematic in calculul unor indicatori statistici, cum
ar fi indicele mediu armonic al preturilor (cazul tipic il constituie determinarea pretului
mediu al bunurilor de consum ce compun cosul zilnic, determinat pe baza bugetelor de
familie ale unui esantion reprezentativ de consumatori; de reguld, acestia nu declarad
cantitdtile cumparate din fiecare produs, ci doar valoarea bunurilor consumate).

Tn cazul mediei armonice ca formd transformatd a mediei aritmetice ponderate,
relatiile de calcul se obtin prin substituirea frecventelor din numitorul relatiei mediei

. . 1 : ) .
aritmetice ponderate astfel f, =—-x;f;, datorita faptului ca X; si x; fi sunt cunoscute. Daca
X;
xifi sunt egale (X, f; = % f, = ... = X, f,), se obtine media armonica simpla:
Y:infi: > X% i _ nxfi _n _%
A 1 1
=xf x> Y=
X 171 171 Xi Xi

Daca x; f; sunt diferite (x; f # X fo # ... # X, f, ), se obtine media armonica
ponderata:

Proprietatile mediei armonice
e Pentru aceeasi serie de valori, intre media aritmeticd si media armonicad se verifica
relatia de ordine:
X, <X.
Egalitatea intre cele doud medii are loc numai pentru serii cu valori egale.
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e Daca intre doud variabile exista raportul de inversa proportionalitate, 1:1, atunci
X

acelasi raport se pastreaza si intre mediile calculate pentru cele doua variabile. Daca in
cazul primei variabile utilizim media aritmetica, atunci pentru cealaltd variabila se
impune folosirea mediei armonice;

e Daca pentru o caracteristicd numerica se cunoaste seria de valori (x;, fj), i=1,n, atunci
pentru determinarea nivelului mediu se va utiliza media aritmetica, iar dacid avem
valorile (x;, Xi-fi), i=1,n, se va utiliza media armonicd. Mediile calculate in cele doua
cazuri sunt egale:

T = 2xifi _ 2 xfi %
: 1 h
2 2 Xf

X

Exemplul 2.6.

Pentru cinci produse din aceeasi grupa sortimentala, vindute de o intreprindere in
luna decembrie 2006, s-a Tncasat suma de 10.000 lei, constatandu-se faptul cd sumele
incasate la fiecare produs au fost egale. Sd se determine pretul mediu de vanzare,
cunoscand ca preturile de vanzare ale celor cinci produse au fost urmatoarele (tabelul 2.6.):

Tabelul 2.6.
Produsul Pretul (lei/bucata)
A 5
B 4
C 1
D 2
E 3

Rezolvare

Stiind cd sumele incasate pentru cele cinci produse sunt egale, dar neavand la
dispozitie date despre cantitatile vandute, putem aplica media armonica simpla ca forma
transformata a mediei aritmetice ponderate:

=219 lei/buc.

Xp

5
11

4+

1

-1 1 1
s b P S
5 4 23

2.1.1.3. Media patratica

Media patraticd se foloseste in cazul in care fenomenele inregistreaza cresteri,
aproximativ, in progresie exponentiald, adicd atunci cind cresterea este mai lentd la
inceputul seriei si din ce in ce mai pronuntata spre sfarsitul acesteia, fiind utilizata, deci, n
analiza tendintelor neliniare, de tip exponential. Este folosita si ca model matematic Tn
calculul indicatorilor sintetici ai variatiei (abaterea standard).

Media patratica se determind in mod asemanator mediei aritmetice, functia
determinantd fiind tot de tip aditional, cu deosebirea cd, in cazul mediei patratice, se
foloseste patratul caracteristicii.
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Media patratica simpla este utilizatd pentru seriile simple si se determina astfel:
X2+ X5+ Xe =D X} }

T2 o2 v2 _n.y2

Xp + X, +.+ Xy =n-X;

n-ié:fo:

2
X, = |25
P n
Media patratica ponderata Se utilizeaza pentru seriile de frecvente, obtinandu-se
astfel:

2 2 2 _ 2
Xp - fi+x - f+ % f =D -fi}:

o2 w2 o2
X T X =X

=YX -fi=
< inz'fi

X, =, [=Z—/——-~.
VX

Daca pentru aceeasi serie se calculeazd media aritmeticdi si media patratica,
ntotdeauna:

X <X,

Aceastd proprietate este determinatd de faptul cd, in cazul mediei patratice,
variantele caracteristicii participa, prin ridicare la patrat, la calculul mediei in mod
diferentiat, patratul lor indeplinind rolul de frecventd. Acesta este si motivul pentru care
aceastda medie este indicatd pentru analiza fenomenelor ce inregistreazd tendinte
exponentiale.

Exemplul 2.7.
Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine salariul mediu aplicand
media patratica. Pentru aceasta, vom construi tabelul urmator (tabelul 2.7.):

Tabelul 2.7.
Salariul lunar Numarul de Xi X2 X2,
realizat (lei) muncitori (f;)
— 450 50 400 160000 8000000
450 — 550 150 500 250000 37500000
550 — 650 350 600 360000 126000000
650 — 750 300 700 490000 147000000
750 — 850 100 800 640000 64000000
850 — 50 900 810000 40500000
Total 1000 - - 423000000

Date conventionale

Rezolvare
2

X, = 2% - fi_ 423000000_ /752000=65038 lei
S, 1000
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2.1.1.4. Media geometrica

Media geometrica se foloseste 1n cazurile in care fenomenele inregistreaza
modificari, aproximativ, in progresie geometrica. Se utilizeaza mai frecvent in situatia n
care diferentele dintre variantele caracteristicii sunt mai mari la inceputul seriei i din ce 1n
ce mai mici catre sfarsitul acesteia. Rezultd ca, media geometrica este recomandata pentru
analiza tendintelor neliniare care evidentiaza cresteri la Inceput si o atenuare a acestora
spre sfarsitul seriei.

Este folositd ca model matematic in calculul unuia dintre indicatorii sintetici ai
seriilor cronologice (indicele mediu al dinamicii).

In cazul mediei geometrice functia determinanti este de tipul produsului.

Media geometrica simpla este specifica seriilor simple, determinandu-se astfel:

Media geometrica ponderati Se determind pentru seriile de frecvente, astfel:

fl fz f _ fi
X X2 s X" =TIX
=

vfi.fe . gt g2 fi
Xg Xg Xg —Xg

g2 fi i
xgZ =IIx"' =

%, == 4TIx" .

Prin logaritmare, statistica mediei geometrice capata o forma similara celei a mediei
aritmetice, cu deosebirea cad nu se aplica termenilor seriei ca atare, ci logaritmilor acestora:

= log x; o .
e logX, = & - pentru serii simple si
n

_ > fi-logx .
e logX, =“——_—— - pentru serii de frecvente.
2 f

Daca pentru aceleasi date se calculeazd media aritmetica, patraticd si geometrica,
Tntotdeauna:

Xg <X<X,.

Din acest motiv media geometrica este recomandata pentru analiza seriilor in cadrul
carora se manifesta tendinte de reducere a ritmului de crestere.

Exemplul 2.8.

Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine salariul mediu aplicand
media geometrica.

Rezolvare

X, =1"4400% - 500° .600°*° . 700°° . 800" - 900°° =
lg %, = 5019400+ 15019500+ 35019600+ 30019700+ 100lg 800+ 50lg 900
o 1000
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g X, =2,79885=> X, =629,29 lei

Constatam ca ig <X< ip .

2.1.2. Cuantilele

Cuantilele sunt indicatori de pozitie care impart seria de distributie intr-un anumit
numar de parti cu efective egale.

. e i . . k S .
Fie n volumul unitatilor statistice analizate si z =— un numar rational (z €(0,1), deci
n

k<n). Se numeste cuantila de ordinul z, valoarea X, a variabilei aleatoare X, cu proprietatea:
Fa(x;) =z,

unde Fy(X,) este functia empirica de repartitie (functia frecventelor relative cumulate). in

mod uzual, z are una din valorile:

1 . A . A g
= 7 :E = cuantila x, = Me se numeste mediand si imparte seria de variatie in doua
2

parti de efective egale cu %;

123 . o
= 7 E{Z ,Z,Z}: cuantilele x, =Xg, Xp =Xg, X3 =Xg, S€ Numesc cuartile si Tmpart
1 1 4

. TN o . . n
seria de variatie in patru parti de efective egale cu Z ;

. 26{1 2 9}: cuantilele x, =X, ,X, =X Xq =Xy Se numesc decile si
10'10°7"10 L TP 2 Dy TS

10 10 10

A . T o . . n
impart seria de variatie in zece parti de efective egale cu I ;

1 2 .
. ZE{ | ’”.’99}:> cuantilele X ; =Xp X ; =Xp s Xgg =Xp,, SE NUMESC
100 100 100 100 100 100

A . T - e . n
percentile si impart seria de variatie in o suta parti de efective egale cu 100

2.1.2.1. Mediana

Mediana reprezintda acea valoare care imparte seria (ordonatd crescdtor sau
descrescator) in doua parti egale.

Cum seria de date trebuie sa fie ordonatd, rezultd ca aceastd masurd a tendintei
centrale nu poate fi definita decat pentru serii ale caror valori sunt marimi cantitative sau
ordinale, neavand sens pentru o caracteristica nominald. Metodologia de calcul a medianei
diferd dupa cum seria este simpla sau de frecvente.
¢ Pentru o serie simpla vom parcurge etapele:

1) se ordoneaza crescator sau descrescitor elementele seriei;
2) se calculeaza valoarea mediana intr-una din urmatoarele doua variante:
- daca seria are un numar impar de termeni, atunci:
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Me = Xnep s
2
- daca seria este formatd dintr-un numar par de termeni, atunci mediana este

. . n .n .
semisuma termenilor de rang > si E+1, adica:

X, X,
— —+1
Me=-2—2_
2

Exemplul 2.9.

Fie seria de date X={18, 27, 16, 35, 38, 44, 13}, reprezentand numarul de puncte
obtinute de 7 candidati la un examen. Sa se determine mediana.

Rezolvare

Mai intai ordonam crescator seria: X={13, 16, 18, 27, 35, 38, 44}. Cum seria este
formata dintr-un numar impar de termeni, vom avea:

Me = 27.

Daci la seria initiala mai addugam o valoare: X={18, 27, 16, 35, 38, 44, 13, 30},
atunci numarul termenilor seriei va deveni par si vom avea o altd mediand. Seria ordonata
crescator va fi: X={13, 16, 18, 27, 30, 35, 38, 44}. In acest caz mediana va fi:

X + X
5 5 27+30

Me = 2
2

=285

A. Calculul algebric

o Pentru o serie de distributie dupa variante, determinarea medianei presupune

parcurgerea urmétoarelor etape:

1) se determini frecventele cumulate crescator sau descrescator (F¢;);

2) determinam unitatea mediand dupa relatia:

n
UMe 2 ’
3) stabilim mediana, care este egala cu prima valoare din cadrul seriei de valori
pentru care:

UMe _<FC| .
Exemplul 2.10.

Consideram notele obtinute de studentii unei grupe la examenul de Statistica
(tabelul 2.8.):
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Tabelul 2.8.
Nota obtinuta (X;) Numir de studenti (f;) Fc;
3 5 5
4 4 9
5 2 11
6 3 14
7 6 20
8 4 24
9 2 26
10 2 28
Total 28 R
U, =D-28_142 Me=s.
2 2

o Pentru o serie de distributie pe intervale, determinarea medianei se face parcurgand
etapele urmatoare:
1) se determind frecventele cumulate crescétor sau descrescator (FC; );
2) determinam unitatea mediana dupa relatia:
n
Upe = E '

3) se stabileste intervalul median I, = ( Xy, X5oP

este respectata relatia:
Une <FCi;
4) se calculeaza mediana cu ajutorul relatiei:
i n k
Me = xi +(——Snj-—,
2

Fie

), respectiv intervalul pentru care

unde: xin' — reprezinta limita inferioara a intervalului median;

S, —reprezinta suma frecventelor care preced intervalul median;

k — marimea intervalului in care se plaseaza median;

fue — frecventa intervalului median.
Aceasta relatie are la bazd ipoteza ca, in interiorul intervalului de variatie
unitatile statistice sunt uniform distribuite.

Exemplul 2.11.

Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine nivelul mediu cu ajutorul
medianei. La tabelul initial mai addugam o coloana cu frecventele cumulate (tabelul 2.9.).
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Tabelul 2.9.
Salariul lunar Numarul de Frecvente cumulate
realizat (lei) muncitori (f;) (Fci)
— 450 50 50
450 — 550 150 200
550 — 650 350 550
650 — 750 300 850
750 — 850 100 950
850 —» 50 1000
Total 1000 -
Rezolvare
n 1000
Upe = 2=, 500

Primul interval pentru care Uy <Fc; este lye =[550, 650].

1000 )

Me =550+ ———-200 100
2 350

=550+8571=63571 lei

Rezultd cd jumatate din angajati obtine salarii de pana la 635,71 lei, Tn timp ce

B. Calculul grafic
Pentru determinarea medianei pe cale grafica se foloseste ogiva (curba frecventelor

Exemplul 2.12.
Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine grafic mediana. Acest lucru

Frecvente cumulate

1000
900
800
700

00
50
400
300
200
100

n
2

jumatatea cealalta obtine salarii de peste 635,71 lei.

[~

|
I
I
I
I
I
Y,

,/””/’

’/,/f’

Me

. . N . C g - .
cumulate). De pe ordonata, din dreptul lui > se duce o paraleld la abscisa si din intersectia

acesteia cu ogiva, se coboara o perpendiculard pe abscisa; punctul de intalnire a
perpendicularei cu abscisa corespunde valorii medianei.

este realizat In figura 2.1. Se observi ca mediana se plaseaza pe intervalul [70, 90].

350 450 550

650 750 850 950
Figura 2.1. Calculul grafic al medianei.

57

Xi



STATISTICA. Teorie si aplicatii

In privinta principalelor utilizari ale medianei mentiondm ci poate fi folosita in locul

mediei Tn aprecierea nivelului mediu al unor serii statistice, este folosita ca baza de calcul
n determinarea unor indicatori ai asimetriei, sau poate fi folositd ca etalon in aprecierea
gradului de semnificatie a mediei.

2.1.2.2. Cuatrtilele

Exista trei cuartile (XQl XQ, 'XQa) care Tmpart seria de distributie in patru parti cu

efective egale. Cele trei cuartile sunt: X, - cuartila inferioard, Xo, - mediana si Xo, -

cuartila superioara.

Metodologia determinarii cuartilelor este asemanatoare celei a medianei. Metoda de

calcul algebric a cuartilelor presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

unde:

1) se stabileste intervalul cuartilic |, ~corespunzator cuartilei Xq . Acest interval

contine unitatea cuartilicd Uy, , unitate care se obtine astfel:

h-n

U —_— h=1,2,3;
4

Qn —

2) se calculeaza cuartilele pe baza relatiei:
_uinf  (h-n S k

Xon =X T T TP o,

inf e qe . . . - . . A - . .
X(';h — reprezintd limita inferioard a intervalului in care se plaseaza cuartila Xo, ;

Sq,-1 — reprezintd suma frecventelor care preced intervalul in care se plaseazd
cuartila Xo, : S 1 =f +..+ fg 4;
k — marimea intervalului in care se plaseaza cuartila XQ, ;

th — frecventa intervalului in care se plaseaza cuartila Xq, .

Exemplul 2.13.

Considerand datele de la exemplul 2.2, sa se determine cuartilele.
Rezolvare

Unitatile cuartilice sunt:

UQ1 _ 1~1OOO:250;
4
Uo :2-1000:500;
2
. :3-1000:750.
3

Corespunzator acestor unitdti cuartilice vom avea intervalele:
lo, =[550, 650];

|Qz =[550, 650];
|Q3 =[650, 750].
Cele trei cuartile vor fi:
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Xo, =550+ 1-1000 ,0). 200 _g50, 1428 = 564,28 lei:
1 350

s =550+(21000 500).200 g0, 8571=63571 lei;
Q2 350

o, :650+[3-1000 j 100

—550|-=——=650+6667=71667 lei.
300
Tn concluzie, 25% dintre angajati au salarii sub 564,28 lei Tn luna decembrie 2006,
25% au avut salarii Tntre 564,28 si 635,71 lei, 25% intre 635,71 si 716,67 lei si ceilalti 25%
au obtinut salarii peste 716,67 lei.

2.1.2.3. Decilele

Decilele sunt in numar de noud (Xp, ,Xp,,.--Xp, ) $i reprezinta acele valori care
Tmpart o serie de distributie in zece parti cu efective egale. Observam ca decila Xp, este

chiar mediana, datoritd faptului ca X, =X5 =X; =Me.

10 2
Metodologia de calcul a decilelor este similara cu cea pe care am intalnit-o in cazul
medianei si cuartilelor, astfel:
1) se stabileste intervalul decilic Iy, —corespunzitor decilei Xp . Acest interval

contine unitatea decilica Up, , unitate care se obtine astfel:

_hon,
10
2) se calculeazi decilele pe baza relatiei:
i h-n k —
_ yinf _
Xp, = Xp, +(1_0_8Dhlj'f_Dh’ h=19,

. oinf e e e s . . s s A = : .
unde: X'Er,‘h - reprezinta limita inferioara a intervalului in care se plaseaza decila Xp, ;

Sp,-1 — reprezintd suma frecventelor care preced intervalul in care se plaseazd
decila Xp, @ Sp 3 =f +..+f5 4]
k — marimea intervalului corespunzator decilei Xp, 3

fp, — frecventa intervalului in care se plaseaza decila Xp, .

Exemplul 2.14.
Considerand datele de la exemplul 2.2, sa se determine decilele.
Rezolvare
Unitatile decilice sunt:
U, - 1-1000:100;

! 10

. 2-10002 200:
2 10
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~3.1000
:T 10

Up =300;

9-1000
Up, ==, =900.

Corespunzator acestor unititi decilice vom avea intervalele:
Ip, = Ip, =[450, 550];

lo, = Ip, = Ip, =[550, 650];
lo, = Io, = Ip, =[650, 750];
o, =[750, 850].

Decilele vor fi:

1-1000_50} 100

Xp, =450+( -ﬁ=450+ 33,33=48333 lei;

o, :450{2-1000_50) 100

-——=450+100=550 lei;
10 150

Xp, =57857; Xp, =60714;
3 4
Xp, =63571; Xp, =66667;
Xp, =700; Xp, =73333;
Xp, =800 lei.

9

2.1.2.4. Percentilele

Percentilele reprezintd acele valori care impart repartitia in o sutd de parti cu

efective egale si sunt in numdr de 99 (X ,Xp, .- Xp,, ). Ele se folosesc numai pentru serii
formate dintr-un numar foarte mare de unitati statistice.

Referitor la percentile putem si facem urmatoarele observatii:

percentilele  Xp,_,Xp ,Xp,, ~ cCoOincid cu cuartilele Xy Xy, Xg,, deoarece
Xpss ZXEZXEZXQU Xpgy ZXLOZXEZXQZ $1 Xpyg :XEZXEZXQs;

100 4 100 4 100 4
percentilele  Xp \Xp, +Xpy 1 Xy 1 Xy 1 Xy 1 XPrg 1 Xy + Xy coincid cu  decilele
Xp, Xp, 1Xp, 1 Xp, 1Xpg 1 X0 1 XD, 1 Xpg 1 Xpy »  deoarece Xpy =X10 =X1 =Xp,»

100 10

Xy =Xgo =Xg =Xp, ;

100 10
percentila Xp,, coincide cu decila Xp, » CU cuartila Xq, 1 respectiv cu mediana, deoarece

Xy, =X50 =X5 =Xp =X; .

100 10 4 2
Metodologia de calcul a percentilelor este asemanatoare cu a celorlalte cuantile:
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unde:

. . e o . n
1) se stabilesc intervalele repartitiei in care se gisesc variantele de rang —,

100
2n 99n ilel )
100’ " 100 pentru percentilele Xp , X5, » ..., Xp, ;
2) se calculeaza percentilele pe baza relatiei:
i h-n k —
inf
XPh:XPh +(m—sphlj'a, h=1,99,

X'Pr;f — limita inferioara a intervalului in care se plaseaza percentila Xp ;

Sp,—1 — suma frecventelor care preced intervalul in care se plaseaza percentila Xp :
Spa=Ff+.+ 5 4;

k — marimea intervalului in care se plaseaza percentila X ;

f, — frecventa intervalului in care se plaseaza percentila X .

In cazul distributiilor simetrice, intre medie si cuantile se verificdA urmatoarele

egalitati:

2.1.3. Mediala

Mediala (Md) este un indicator de pozitie egal cu acel nivel al caracteristicii (x;)

care imparte suma termenilor seriei (3. f,) in doud parti egale.

Mediala nu se confunda cu mediana, care reprezintd acel nivel al caracteristicii ce

imparte efectivul total (3 ;) al unei serii in doud parti egale.

Pentru aceeasi serie de date mediala este mai mare decdt mediana, cu exceptia

cazului unei repartitii simetrice, situatie in care Me = Md. Compararea celor doi indicatori
ne ajuta la aprecierea fenomenului de concentrare.

Mediala se determina diferit in raport cu tipul seriei statistice.

¢ Pentru o serie simpla vom parcurge pasii urmatori:

1)
2)
3)

4)

se ordoneaza crescator termenii seriei;
se determina sirul valorilor individuale cumulate ale caracteristicii (C; (X;));
determindm unitatea mediala dupa relatia:
U _ in .
Md =T,
2

stabilim mediala, care este egald cu prima valoare din cadrul seriei de valori pentru
care:

Uma =Ci(xi).
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o Pentru o serie de distributie dupd variante, pentru determinarea medialei se
parcurg urmatoarele etape:
1) se determina sirul produselor (xif;) cumulate (C; (xif;));
2) determindm unitatea mediald dupa relatia:
_2xfi
Upg = 5
3) stabilim mediala, care este egald cu prima valoare din cadrul seriei de valori
pentru care:
UMd _<Ci(xifi).

e Pentru o serie de distributie pe intervale de variatie, determinarea medialei se
face parcurgand etapele urmatoare:
1) se determina sirul produselor (xif;) cumulate (C; (xif;));
2) determindm unitatea mediala dupa relatia:
_2xfi
Uyg = 5
3) stabilirea intervalului medial, respectiv a intervalului pentru care:
Uma 1 <Ci(xifi);

_ inf sup \y .
Iva =(Xma +Xmd )3

4) se calculeaza mediala cu ajutorul relatiei:

inf k
Md = xyag + (U g _Sn)"P ,
Md
unde: it - reprezintd limita inferioara a intervalului in care se plaseaza

mediala;

S, — reprezinta suma produselor (x;f;) care preced intervalul in care
se plaseaza mediala;

k — marimea intervalului in care se plaseaza mediala;

Pwma — produsul (xif; ) corespunzitor intervalului medial.

Exemplul 2.15.
Se considera datele de la exemplul 2.2. Sa se determine mediala. Datele necesare
calculului se gasesc in tabelul 2.10.

Tabelul 2.10.
Salariul lunar Numirul de Xi X; fi Ci(xif)
realizat (lei) muncitori (f;)

— 450 50 400 20000 20000
450 — 550 150 500 75000 95000
550 — 650 350 600 210000 305000
650 — 750 300 700 210000 515000
750 — 850 100 800 80000 595000

850 — 50 900 45000 640000

Total 1000 - 640000 -
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Rezolvare
Upg = Z’Z‘i fi _640000_450000<c, (xfi) = 515000 = lyg = [650; 750]
inf k 100 :
Md = Xt + (Upg =S, )- —— =650+ (320000- 305000 ————— = 657,14 lei.
Pud 210000

Se observa ca Md >Me (= 635,71).

2.14. Modul

Modul (dominanta) reprezinta valoarea caracteristicii care are frecventa cea mai
mare. Din aceastd definitie rezultd cad modul este un indicator specific seriilor de
distributie.

Pentru o serie de distributie putem avea una din urmatoarele situatii:

e seria de date are o singurd valoare modald — cazul in care existd o singurd valoare
care are frecventa cea mai mare, iar Seria se va numi unimodala (figura 2.2.a);

e seria de date are mai multe valori modale — exista doua sau mai multe valori
dominante, adicd frecventa cea mai mare corespunde la douda sau mai multe variante
din cadrul seriei. Seria se va numi multimodala (figura 2.2.b);

e seria de date nu contine valori modale — cazul in care toate variantele au aceeasi
frecventa de aparitie.

fi fi

Xi Xi
a) b)

Figura 2.2. Tipuri de serii de repartitie: a) unimodald, b) multimodala.

Daca in ceea ce priveste determinarea modului pentru seriile de distributie dupa
variante lucrurile sunt clare (conform definitiei, modul este dat de valoarea caracteristicii
care are frecventa cea mai mare), pentru obtinerea in cazul seriilor de distributic dupa
intervale trebuie sd l[udm in calcul si alte elemente. Astfel, pentru seriile de intervale exista
e pentru seriile de distributie cu intervale egale parcurgem etapele:

1) determinarea intervalului modal, respectiv intervalul cu frecventa cea mai mare:
_[yinf sup).
IMo - (XMO’XMO )’
2) determinarea modului.
Determinarea modului poate fi facuta in mai multe variante:
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Varianta 1. Valoarea modala se alege ca fiind centrul intervalului modal, astfel:
o X X
2
Desi modul se obtine mai rapid astfel, rezultatul obtinut este aproximativ, motiv
pentru care aceastd varianta este mai rar utilizata;
Varianta 2. Daca valorile intervalului modal sunt uniform repartizate, atunci

modul se determina pe baza relatiei:

i A
Mo = Xy +k——2—,
A +A,
unde: k — reprezintd marimea intervalului modal;
Ay — reprezintd diferenta dintre frecventa maxima si frecventa
intervalului precedent: A; = fyo — fuo-1;
A, — reprezintd diferenta dintre frecventa maxima si frecventa

intervalului urmator: 4> = fyo — fvo+1;

Aceastd variantd este cea mai des utilizatd dintre variantele de calcul algebric
(primele 3 prezentate);
Varianta 3. Tn cazul distributiilor unimodale simetrice, cei trei indicatori ai
tendintei centrale (media, mediana si modul) coincid. In absenta simetriei, insa,
aceste trei valori sunt distincte. Totusi, daca asimetria nu este mare, cele trei
puncte se gasesc intr-un raport relativ constant. Distanta dintre mod si media
aritmetica este relativ mare, in timp ce mediana se departeazd de medie cu a
treia parte din distanta care desparte media de mod (in cazul in care asimetria
este pronuntatd, acest raport nu se mai pastreaza). Rezulta ca, in cazul unei
distributii usor asimetrice, in care se cunosc valorile a doud din cele trei marimi,
cealaltd se poate determina cu o oarecare aproximatie. Desigur, determinarea
modului pe aceasta cale se face numai atunci cand nici o altd metoda nu se poate
aplica. Relatia care exista intre medie, mediand si mod este urmatoarea:

i—Me:%(i—Mo),
iar relatia pe baza careia se determina modul este:

Mo =3Me—-2X ;
Varianta 4. Consta in metoda grafica, respectiv utilizarea histogramei prin
dreptunghiuri. Se unesc varfurile coloanei maxime cu punctele de incidenta ale
acesteia cu coloanele adiacente si din intersectia segmentelor respective, se
coboard o perpendiculard pe abscisd; valoarea corespunzatoare punctului de
intersectie al acestei perpendiculare cu abscisa reprezintd nivelul modului.

e daci seriile de distributie au intervale inegale, trebuie sa parcurgem urmatoarele etape:

1)

2)

3)

se calculeazi mirimea fiecirui interval: I, =(x"" x**?). Se va alege un interval

etalon pentru seria de date, avand lungimea intervalului de valori h;
se calculeaza pentru fiecare interval factorul de ajustare:
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4) se determind modul prin diferite metode, precum in cazul seriei cu intervale egale.

Exemplul 2.16.

Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine, pentru aceste date, modul.

Rezolvare

Intervalul modal va fi Iy, =[550, 650], iar modul:

Mo =550+ 100- 350-150 — 550+ 100- 220 _ 630 Iei.
(350-150)+(350-300) 250

Aplicand varianta grafica se obtine figura 2.3.

fi
400
300
200
100
350 450 550 650 750 850 950 Xi
Mo

Figura 2.3. Calculul grafic al modului.

Modul are aceleasi utilizari ca si mediana; este folosit mai mult decat mediana in
calculul unor indicatori ai asimetriei. Modul poate Tnlocui media atunci cand aceasta nu se
poate calcula sau nu are sens a fi calculata, ca de exemplu: numarul mediu la incaltaminte,
talia medie in industria confectiilor etc. In aceste cazuri se stabilesc ca valori modale
numarul la pantofi cel mai cautat si talia cea mai des solicitatd. De asemenea modul este
util cand seria de date este asimetrica.

2.2. Indicatorii variatiei

Studiul variatiei fenomenelor economico-sociale ocupd un loc foarte important in
cadrul analizei statistice. Indicatorii tendintei centrale nu dau nici o indicatie asupra
imprastierii, respectiv a modului in care termenii seriei se abat intre ei sau de la medie
(pozitia centrului de grupare). Centrul de grupare poate fi acelasi pentru doud sau mai
multe serii de date, dar gradul de imprastiere sa fie diferit in jurul centrului de grupare.
Spre exemplu, daca am avea trei serii de repartitie simetrice X, Y si Z (figura 2.4.), ele pot
avea aceeasi medie, insa repartitiile lor sunt diferite. Astfel, variabila X are o imprastiere
mai mica decat variabila Y, iar variabila Y are o imprastiere mai mica decat variabila Z.
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Figura 2.4. Variabile cu medie identicd, dar imprdstiere diferita.

Media, prin modul sdu de determinare, ascunde structura colectivitatii pe grupe si nu
permite cunoasterea abaterilor termenilor seriei (datorate cauzelor intamplatoare) fatd de
media lor. Nu este suficient sa calculam valorile tipice (indicatorii tendintei centrale) ale
unei serii, ci este necesar sd verificdm si gradul lor de reprezentativitate. Din cele
prezentate rezulta necesitatea studierii variatiei fenomenelor social-economice.

Indicatorii variatiei utilizati in analizele statistice pot fi grupati dupd mai multe
criterii:

*  dupa numarul variantelor luate in calcul (sau dupd gradul lor de sintezd) avem
indicatori simpli si indicatori sintetici;

*  dupad modul de sistematizare a datelor primare, exista indicatori ai variatiei calculati
pentru serii de distributie unidimensionale si indicatori ai variatiei calculati pentru serii
multidimensionale;

»  dupa modul de calcul si exprimare, exista indicatori ai variatiei calculati ca marimi
absolute si ca marimi relative.

Indiferent de natura lor, indicatorii variatiei ofera informatii necesare nu numai
pentru cunoasterea variabilitdtii seriilor statistice analizate, ci si pentru aprecierea
,calitatii” valorilor tipice utilizate in procesul decizional.

Pentru caracterizarea variatiei exista o mare diversitate de indicatori, fiecare dintre
acestia prezentand o semnificatie si o metodologie de calcul specifice. Tinand cont de
gradul de sintezd a indicatorilor variatiei, distingem, dupd cum ardtam anterior, doud
categorii (indicatori simpli si indicatori sintetici), pe care i vom prezenta 1n cele ce
urmeaza.

2.2.1. Indicatorii simpli ai variatiei

Indicatorii simpli sunt folositi pentru caracterizarea gradului de imprastiere a
unitatilor colectivitatii cercetate fatd de medie sau fatd de o anumita valoare din serie. Se
pot exprima atat in unitati absolute, aceleasi ca si cele ale caracteristicii studiate, cat si in
marimi relative, calculate in raport cu media. Acesti indicatori sunt amplitudinea variatiei
si abaterile individuale ale fiecarui termen de la media lor.
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e Amplitudinea variatiei (A)
Amplitudinea variatiei ofera posibilitatea delimitarii campului de variatie a unui
fenomen si se prezinta sub doud forme:
» amplitudinea absolutid (A,) — se obtine ca diferentd intre valoarea maxima (Xmax) §i
valoarea minima (Xpin) a seriei, adica:

AAa = Xmax - Xmin .

In cazul unor serii de distributie pe intervale, amplitudinea se determinad ca
diferentd intre limita superioard a ultimului interval si limita inferioara a primului
interval,

» amplitudinea relativi (A,) — se calculeazd ca raport intre amplitudinea absoluta si
media aritmeticd, exprimandu-se procentual, astfel:

A =22 1002 Ko Znin 100,
X

X

Amplitudinea relativa permite aprecierea si compararea gradului de variatie pentru

doud colectivitati statistice In care caracteristica de grupare se exprimd in unitati de
masura diferite.

Amplitudinea, fiind calculatd numai pe baza valori extreme (Xmax $i Xmin ) ale seriei,
nu ofera posibilitatea cunoasterii structurii interioare a colectivitatii (figura 2.5.). In plus, Tn
cazul 1n care valorile extreme sunt neobignuite, rezultatul la care ajungem conduce la
concluzii gresite. Practic, acest indicator este folosit in prelucrarea informatiilor — la
alegerea numarului de grupe si a marimii intervalului de grupare (vezi capitolul 1).

- : it i .

Xmin Xmax Xmin Xmax Xmin xmax

Figura 2.5. Exemple de serii cu aceeasi amplitudine, dar cu o structurd internd
diferita.

e Abaterile individuale (d;)
Abaterile individuale Permit cunoasterea structurii variatiei la nivelul fiecarei unitati
statistice. Se prezintd sub doud forme:
= abaterile individuale absolute (da; ) — se calculeaza ca diferenta intre fiecare valoare
inregistrata si media aritmetica a seriei:

X, — X
_ X, — X

da =% —-X—>
X, — X

= abaterile individuale relative (dr; ) — se calculeaza ca raport intre abaterile individuale
absolute si media aritmetica a caracteristicii studiate, exprimandu-se procentual, astfel:
dr =93 100 %=X
X X

Abaterile individuale pot fi negative sau pozitive in functie de marimea fiecarui
termen fatd de media lor. In analizele statistice se urmiresc in mod deosebit abaterea
individuald minima si abaterea individuala maxima, calculate in cifre absolute si relative

astfel:

-100.
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- d
da . = Xmin — X SaU dr,, = % -100.
X
V2 damax+
daay, = Xpax — X SQU dr, ., = —2%.100.
X
In cazul unei distributii simetrice |day,,,| =|da,,_|, iar in interiorul seriei la abateri
egale dar de semne contrare, le corespund frecvente egale de aparitie. Aceasta conduce la
compensarea pe total (la nivelul intregului ansamblu) a abaterilor individuale.
Pentru determinarea abaterilor individuale in locul mediei se folosesc, mai rar, si
ceilalti indicatori ai tendintei centrale (mediana, modul).

Exemplul 2.17.
Consideram datele de la exemplul 2.2. Sa se determine, pentru aceste date,
indicatorii simpli ai variatiei.
Rezolvare
a) Amplitudinea variatiei:
- Amplitudinea absoluta:
Aa = Xmax — Xmin = 950 — 350 = 600 lei
- Amplitudinea relativa:
A :@-100:@-100: 93,75%
X 640
Campul de variatie al salariului muncitorilor este de 600 lei, aceasta reprezentand
93,75% din salariul mediu al muncitorilor.
b) Abaterile individuale:
- Abaterile individuale absolute:
X, —X =400-640=-240
X, —X =500-640=-140
X; —X =600-640=-40
X, —X=700-640=60
Xs —X =800-640=160
Xs —X =900-640=260
- Abaterile individuale relative:

da =% —-X—

dr =93 100= %=X 100
X X

dr, = 9% 100= 2240 100 _375%
X 640

dr, = 9% .100- =149 100_ 21879
X 640

dr; = - 6,25%;

dr, =9,37%;

drs = 25%:

drs = 40,62%.
Remarcam situatia muncitorilor cu salarii mici (sub 450 lei) si a celor cu salarii mari
(peste 850 lei) care inregistreaza cele mai mari abateri de 1a medie.
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2.2.2. Indicatorii sintetici ai variatiei

Indicatorii simpli ai variatiei nu pot exprima si caracteriza intreaga variatie a
caracteristicii studiate, fiind necesara calcularea indicatorilor sintetici. Acesti indicatori
caracterizeaza gradul de variatie, ludnd in considerare tofi termenii seriei. Indicatorii
sintetici sunt: abaterea medie liniara, dispersia, abaterea standard si coeficientul de variatie.

e Abaterea medie liniari (d )
Abaterea medie liniara se calculeaza ca o medie aritmetica simpld sau ponderata a
abaterilor absolute ale termenilor seriei de la media lor, luate sub forma de modul, astfel:

— X —X|
d= M - pentru o serie simpla;
n

— Y% -Xf ,
d= T - pentru o serie de frecvente.
1

Abaterea medie liniara aratd, in medie, cu cét se abat termenii seriei de la media lor.
Prezintd dezavantajul cd nu tine seama de semnul algebric (abaterea fiind calculatd in
modul), acordand aceeasi importantd atit abaterilor pozitive cat si abaterilor negative.
Abaterea medie liniara poate fi un indicator concludent numai daca seria prezinta un grad
mare de omogenitate. Aceste neajunsuri se inlatura prin calculul dispersiei.

Abaterea medie liniara se calculeaza si se analizeazd nu numai pentru seriile de
distributie, ci si pentru seriile cronologice sau teritoriale.

Se foloseste la determinarea intervalului mediu de variatie:

X+d
X—-d

Se poate face, Insd, o distinctie intre abaterile pozitive si cele negative, astfel:

- d,= Z(Xi -X)

x+d =

- abateri pozitive si

=X
, =————— - abateri negative,

unde: n; — numarul termenilor mai mari decit media;
N, — numarul termenilor mai mici decat media;
nN=n;+nNy;
X; - termeni mai mari decat media; i=1,2,...,n1;
X; - termeni mai mici decat media; j=1,2,...,n,.
Abaterea medie liniard generala va fi:

g8 o) S0-0-30)

n n n

Acest indicator are o valoare informationald importantd, deoarece nivelul sau
avertizeaza asupra tendintei evolutive a fenomenului supus analizei. Aceasta metoda poate
fi folosita pentru analiza variabilitatii unor indicatori, precum: productia fabricata, volumul
vanzarilor, volumul stocurilor etc.
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Exemplul 2.18.

Consideram datele de la exemplul 2.2. Sd se determine abaterea medie liniara.
Calculele intermediare necesare determinarii abaterii medii liniare sunt prezentate in
tabelul 2.11.

Tabelul 2.11.
Salar_iul Iun_ar Num?“lrul_ de |Xi _7| |Xi _x| f.
realizat (lei) muncitori (f;)
— 450 50 240 12000
450 — 550 150 140 21000
550 — 650 350 40 14000
650 — 750 300 60 18000
750 — 850 100 160 16000
850 — 50 260 13000
Total 1000 900 94000
Date conventionale
Rezolvare
- Y% —X| f; _94000_,,
> f, 1000

Determinarea intervalului mediu de variatie:
- |Xx+d=640+94=734
Xtd = _
X—d =640-94=546
Putem aprecia ca, in medie, salariile acestor muncitori se plaseaza pe intervalul
(546, 734) lei. De asemenea, pornind de la acest interval, putem determina un interval

mediu al fondului de salarii, astfel Incat conducerea acestei societati sa stie la ce nivel al
cheltuielilor cu salariile sa se astepte.

e Dispersia(c?)

Cunoscutd si sub denumirea de varianta, dispersia se calculeaza ca o medie
aritmetica simpla sau ponderata a patratelor abaterilor termenilor seriei de la tendinta lor
centrala. Aceasta Tnseamnd ca 1n calculul dispersiei poate fi luatd in considerare media sau
alt indicator al tendintei centrale (mediana, modul).

Relatiile de calcul ale dispersiei sunt urmatoarele:

2 2% - X)

o ==-—_—~ - pentru o serie simpl3;
n

. o2= (6 -X) f,
2 fi
Dispersia este un indicator abstract, nu are forma concretd de exprimare si arata
modul in care valorile caracteristicii graviteazd in jurul mediei. Masoara variafia totala a
caracteristicii studiate datorita cauzelor esentiale si intamplatoare. Este un indicator util Tn
verificdri de ipoteze statistice, in calculul altor indicatori statistici etc.
Dispersia, ca si media, calculata pe baza seriilor de repartitie dupa intervale, este mai
putin exactd decat In cazul folosirii datelor individuale negrupate, deoarece se calculeaza

- pentru o serie de frecvente.
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pe baza centrelor intervalelor, In baza ipotezei ca frecventele sunt repartizate uniform in
cadrul fiecdrui interval. In practica, insa, aceastd ipotezi este verificata foarte rar, motiv
pentru care valoarea dispersiei in aceasta situatie este afectata de erori.

Proprietdtile dispersiei
= Dispersia este egald cu diferenta dintre media patratelor §i patratul mediei:

o =x%-x2.

Demonstratie:
o2 S 06-X) i _ Z(Xf — 2% X + iz)fi _
2 f 2
DRSS N IR NI
2 f Xf 2
= Dispersia unei caracteristici X, pentru care x; = X, = ... = x, este o*(x)=0,
deoarece X =X;;
» Dispersia calculata din abaterile variantelor x; de la o constantd a, este mai mare
decdt dispersia reald cu patratul diferentei dintre medie §i constanta a, astfel:

ol = Z(Xiz—fé)z f ~(x-ay.
Demonstratie:
Z(Xiz_f?) (2o - ZZXififi - Zinfifi ’ azzfifi XA

=x?—2ax+a’-X’+2ax—-a’=x’-x%?=0o".

= Dispersia calculata din abaterile variantelor x; de la media lor, micsorate in prealabil
prin impdrtire la o constanta K, este mai micd decdt dispersia reald de K ori, astfel:

LR
2 .

Demonstratie:

X, — X
Z(kj f K2 = (6 —x) K2 = > (6 -x)" f, g2
2 f SEDI 2 f '

Din combinarea ultimelor doud proprietati rezultd relatia de calcul simplificat a
dispersiei:

2

Z(Hj £
B WL SV AR S

2 f

Aceasta nouad relatie de calcul a dispersiei pare mai complicata, dar, la fel ca n cazul
mediei aritmetice (cu a — centrul intervalului cu frecventa cea mai mare si K — marimea
intervalului de grupare), are loc o reducere a timpului si calculelor necesare obtinerii
dispersiei.
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Daca dintr-0 serie X (X1, X2, ... xp) construim seria X" prin micsorarea de k ori a
frecventelor, atunci dispersia seriei X va fi egald cu cea a seriei X:

o2 =o?.
Demonstratie:
—\2 fi 1 < \2
, > (% —X) M EZ(Xi -X)' f, S -xPf

O « = = = =0 .
X _
ZL 12 f 2 f
K k
In cazul in care colectivitatea generald X (x1, X2, ... Xr, Xr+1 ... Xn) eSte impartitd in
r n
doud clase omogene de marime f, (fa => fij St fo (fb => fij, dispersia generald
i=1 i=r+l1
este determinata in functie de media dispersiilor grupelor O'az si of si de dispersia
mediilor partiale X, si X, de la media generala X . Prin urmare, se determina mediile
f. X, + f,%,

partiale X, si X,, media generala X =
fo+ 1,

si dispersiile partiale O': si of.

Dispersia generala va fi:
2 _ fao-:f + fbo-s + fa(ia _Y)Z + fb(ib — i)z
f,+f, f,+ f,
Demonstratie:
Dispersiile partiale sunt date de relatiile urmatoare:

r n
PACET N (6 =% ) f,
2 _i=1 s 2 i=r+l

o.=—8S81lo0, =——m———

R T,

Aplicand proprietatea 3, relatiile de mai sus, pentru a =X, devin:
r n
> (x - x) > (% - XF 1,

ot = (5, 3 i of = (5

fa 1:b

Dispersia generala este:

Zn:(xi -x) f Zr:(xi - f +_Zn:(xi - f

O_2 — i=1 — i=1 i=r+1 —
n n

r n

Z(Xi - f _Z(Xi -xff,

i=1 . fa + i=r+1 . fb
— fa 1:b —

n

_oa - fot (=X fatop fy+({—X) -, _
- f,+f, -

O-s ) fa+o-§ ’ fb + (X’:‘t_i)2 ) fa"’_(ib _)_()2 ) fb
f,+ f, f,+ 1,
Pentru colectivitagi de volum redus, dispersia se determina dupa relatia:
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2 _ 2% —x%f
n-1
Dispersia variabilei alternative
Se foloseste relatia de calcul obisnuit a dispersiei, introducandu-se elementele
specifice variabilei alternative. Vom folosi notatiile si conventiile utilizate la media
aritmetica pentru variabila alternativd. De asemenea, ludm in considerare si rezultatul
obtinut pentru media aritmeticd, X = p . Dispersia va fi:

2 _ Z(Xi - i)z fi (Xl - Y)2 fi+ (Xz - X)2 f (Xl - X)2 fy (Xz - X)2 f

o’ = = = + =
>, f,+1, f,+1, f,+1,
=(@1-pfp+(0-pfa=pa(p+af
o =pq.
Exemplul 2.19.

Considerand datele de la exemplul 2.2, sa se determine dispersia utilizand atat relatia
de calcul obisnuit, cat si relatia de calcul simplificat. Datele necesare calculelor sunt:

Tabelul 2.12.

_ _ . v X, —a X, —a ? X, —a 2

Xi fi [ %=X | (x—X)-f, ” ( ” j ( ” j f;
400 | 50 -240 2880000 -2 4 200
500 | 150 -140 2940000 -1 1 150
600 | 350 -40 560000 0 0 0
700 | 300 60 1080000 1 1 300
800 | 100 160 2560000 2 4 400
900 | 50 260 3380000 3 9 450

~ [1000] - 13400000] - - 1500

Pentru calculul obisnuit, avem:

o2 >.(%—X)* f; _ 13400000
> f 1000

Pe baza calculului simplificat, avem:

=13400

Xi

2
oot
oo K J e —(x-a) = 1500 4 ho00- (640—600) =
> 1000
= 15000 — 1600 = 13400.

Se observa acelasi nivel al dispersiei pentru ambele procedee (calcul obisnuit si
calcul simplificat).

Daca analizam salariul muncitorilor din aceastd unitate prin prisma nivelului de trai
si consideram ca un salariu sub 550 lei este necorespunzitor din acest punct de vedere, iar
unul peste 550 lei corespunzator, putem regrupa datele din exemplul 2.2. ca in tabelul 2.4.
In acest caz, dispersia se determina tinind cont de caracteristicile variabilei alternative a lui
Bernoulli. Astfel, dispersia va fi:
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2=pq=0,2-08=016.

e Abaterea standard (o)

Denumitd si abatere medie patratica, abaterea standard se calculeazda ca o medie
patratica simpla sau ponderata a abaterilor valorilor seriei fata de media lor, respectiv
radacina patrata din dispersie'

oc=vVo 1/ - pentru serii simple;

- o=ol= in—x)f

T - pentru serii de frecvente.
i

Abaterea standard este indicatorul cel mai frecvent folosit pentru analiza variatiei
unei serii statistice. O serie de date prezinta o omogenitate mare daca o este mic.

La fel ca si abaterea medie liniard, abaterea standard poate fi folositd pentru
determinarea intervalului mediu de variatie:

_ X+o
Xto=><_

X—-0o
In analiza variatiei fenomenelor economico-sociale, pentru aceeasi serie de date

abaterea standard este mai mare decit abaterea medie liniard (o >d ), rezultand un
interval mediu de variatie mai mare pentru abaterea standard, motiv pentru care este
preferat acest indicator.

Dezavantajul abaterii standard constd in faptul ca se exprima in aceeasi unitate de
masurd ca si variantele caracteristicii. Ea nu permite compararea variatiei a doua
colectivitati in care caracteristica se exprima in unitati de masura diferite. De asemenea,
oferda o imagine deformatd asupra marimii variatiei atunci cidnd se compara doua
colectivitati de acelasi fel in care diferd ordinul de marime al caracteristicii studiate.

Abaterea standard a variabilei alternative
Abaterea standard pentru variabila alternativa este:

oo - pa.

Frecventele relative p si q sunt marimi complementare §i, ca atare, atunci cand p
creste ( scade cu aceeasi valoare cu care p a crescut. Datoritd acestui lucru, dispersia si
abaterea standard capata o serie de insusiri importante si deosebit de utile pentru folosirea
acestor indicatori In analiza statisticd, mai ales in practica sondajelor sociologice si in
studiul si controlul calitatii produselor.

Pornind de la constatarea anterioara (p si g sunt marimi complementare), precum si
de la faptul ca atat dispersia, cat si abaterea standard se calculeaza doar cu ajutorul acestor
frecvente, se pot foarte usor reprezenta grafic ambii indicatori ai variatiei pentru variabila
alternativa (figura 2.6).
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— Abaterea standard
— Dispersia

05 {—————=

04
0,3
02
01

|
|
|
|
T T T T T T T T I

0010203040506070809 1 p

Figura 2.6. Dispersia si abaterea standard a caracteristicii alternative.

Exemplul 2.20.
Pentru datele de la exemplul 2.2. abaterea standard se determina foarte simplu:

o=vo? =4/13400=115,76.
Intervalul mediu calculat pe baza abaterii standard este:
_ X+0=640+115,76=755/76
Xto _
X—o0=640-115,76=524,24
Se observa ca intervalul obtinut prin utilizarea abaterii standard (524,24; 755,76)
este mai larg decat intervalul rezultat in urma utilizarii abaterii medii liniare (546, 734).

Pentru cazul variabilei alternative considerate la exemplul anterior, abaterea
standard va fi:

o=+o? =/pq=4016=04.

e Coeficientul de variatie (Cv)

Deoarece atat media, cat si abaterea standard sunt indicatori exprimati in unitati de
masura concrete, ei nu pot fi folositi pentru compararea a doua serii de date exprimate in
unitati de masura diferite. Spre exemplu, nu putem compara mediile si abaterile standard
calculate pentru doud serii referitoare la vanzarea unor produse pe o piatd, cu valori
exprimate fizic, dacd aceste produse se exprimd in unitdti de masura diferite. Pentru
inlaturarea acestui inconvenient se calculeaza parametrul adimensional denumit coeficient
de variatie.

Coeficientul de variatie, propus de Pearson, se calculeaza ca raport intre abaterea
standard si nivelul mediu, adica:

cv=2.100.
X

Coeficientul de variatie aratd cate unitati din abaterea standard revin la 100 unitati de
medie. Coeficientul de variatie ia valori intre 0 - 100%. Dacd Cv = 0, Inseamna cid avem
de-a face cu o lipsd de variatie, toate valorile caracteristicii fiind egale intre ele si,
respectiv, egale cu media. Dacd Cv — 0 Inseamna cd variatia caracteristicii este mica,
colectivitatea cercetatd este omogend, media este reprezentativa, iar gruparea este bine
executatd. In general, se admite ca seria prezinti un grad de omogenitate ridicat daca Cv <
35%, iar daca Cv > 70-75%, se afirma cd variatia este foarte mare, media nu este
semnificativd §i ascunde o structurd eterogend a colectivititii care necesitd repetarea
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operatiei de grupare cu respectarea stricta a principiilor teoretice care conditioneaza reusita
operatiei de omogenizare a grupelor. De cele mai multe ori, Tn asemenea cazuri este
necesara impartirea seriei initiale in serii componente pentru a spori gradul de omogenitate
a datelor.
Acest indicator urmareste, 1n principal, urmatoarele:
- verificarea reprezentativitatii mediei variabilei analizate;
- compararea omogenitatii seriilor de date. Astfel, ierarhia coeficientilor de
variatie ai seriilor de date defineste ordinea acestora dupd gradul de
omogenitate.

Exemplul 2.21.
Pentru datele de la exemplul 2.2. coeficientul de variatie se determina imediat:
cov=2.100=22270 100-1800%.

X

Cum Cv < 35%, rezulta ca seria analizatd prezinta un grad de omogenitate ridicat,
iar indicatorii tendintei centrale sunt reprezentativi pentru aceasta serie.

Utilizarea coeficientului de variatie se face, insd, cu multa precautie, intrucat
valoarea lui este determinatd nu numai de nivelul abaterii standard, ci si de nivelul mediei.
Prezentam, in acest sens, graficul a doud distributii X; si X, (figura 2.7.), in care a doua
distributie este obtinutd din prima prin translarea termenilor acesteia, astfel incat media
celei de-a doua sd fie X, =2X,. Datoritd translarii, abaterile standard raméan egale:

0,=0,.

X, Xi

Figura 2.7. Variabile cu medii diferite, dar imprastiere identica.

Coeficientii de variatie, pentru cele doua serii, sunt:
o
Cv, =—1-100,

X

ov, =22.100= 21 .100=
X, 2X, 2

Deci, la grade identice de dispersare (o, =0,) corespund valori diferite ale

coeficientilor de variatie, primul coeficient fiind de doud ori mai mare decat al doilea,
deoarece media pentru a doua serie este de doua ori mai mare decét prima medie.
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2.2.3. Ahaterile intercuantilice

O alta categorie de indicatori ai variatiei o reprezintd abaterile intercuantilice. Aceste
abateri pot fi definite pentru variabile cantitative sau ordinale.

Tntr-o serie perfect simetricd, cuantilele se distribuie in mod simetric in ambele
sensuri fata de valoarea tendintei centrale a seriei, calculata ca valoare mediana. Calculand
abaterile dintre valorile mediilor de pozitie si valoarea mediana se poate interpreta tendinta
de distributie a frecventelor de repartitie ale variantelor caracteristicii.

Indicatorii de variatie intercuantilica se calculeazd in marimi absolute §i Tn marimi
relative. Indicatorii intercuantilici cel mai frecvent utilizati sunt: abaterea intercuartilica,
coeficientul de variatie intercuartilica, abaterea interdecilica, coeficientul de variatie
interdecilica.

o  Abaterea intercuartilica (Q.)

In seriile simetrice abaterea dintre cuartila inferioard si mediand este egald cu
abaterea dintre cuartila superioara si mediand, iar in interiorul lor se gasesc 50% din
numarul cazurilor inregistrate. Tindnd seama de ordinea de crestere a valorilor celor trei
cuartile pentru o serie perfect simetrica, putem scrie:

Me — X, =X, —Me.
In acest caz, media aritmetica a celor doua cuartile extreme este egald cu valoarea
cuartilei a doua, adica cu mediana seriei:

Q:XQI—;XQS :XQZZMe'

Dacé ultimele doua relatii nu sunt verificate, adicd Me—X, # X5, —Me si Q= Me,

inseamna ca seria prezintd un anumit grad de variatie intercuartilica, grad care poate si
trebuie sa fie masurata statistic.

Abaterea intercuartilica se calculeaza ca o medie a celor doua abateri ale cuartilelor
extreme fata de cuartila centrala:

Q. = (Me_XQ1)+( 3 —ME): X ~*q
‘ 2 2

Datorita faptului ca se bazeaza numai pe relatia dintre cele doud cuartile extreme,
abaterea intercuartilica s-ar mai putea numi si amplitudine semi-intercuartilica.

Ca orice indicator absolut, si abaterea intercuartilicd se exprima in unitdtile de
masurd ale caracteristicii studiate si nu poate fi supusd direct comparatiei statistice a mai
multor serii. De aceea, se calculeaza coeficientul de variatie intercuartilica, ca raport intre
abaterea intercuantilica si valoarea mediana, astfel:

V. :&.100:“.100_
Me 2Me
Daca seria prezintd un grad mai mare de asimetrie este necesar sd se calculeze si
variatia interdecilica.

®  Abaterea interdecilici (Qy)

Abaterea interdecilica se bazeaza pe aceleasi considerente ntalnite anterior, adica
ntr-o serie perfect simetrica distantele dintre decilele extreme si mediana sunt egale:

Me — Xp, =Xp, —Me,
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si este egald cu media aritmeticd a abaterilor decilelor extreme fata de cuartila
centrala a seriei, astfel:
_ (Me —Xp, )+ (ng — Me) _ %o, %o
‘ 2 2
Nici acest indicator nu permite comparatia statisticd a mai multor serii, motiv pentru

care a fost introdus ceeficientul de variatie interdecilica. Acesta se calculeaza ca raport
intre abaterea interdecilica si valoarea mediana, astfel:

1

Xo — X
Vo :&.1002M.100.
Me 2Me

De reguld, calculul variatiei interdecilice se face pentru serii statistice cu un numar
foarte mare de grupe si cu tendintd evidentd de asimetrie.

Avantajul major al acestor indicatori il reprezintd faptul ca nu sunt sensibili la
existenta valorilor aberante.

Exemplul 2.22.
Pornind de la exemplul 2.2.si tindnd cont si de rezultatele de la exemplele 2.13.

(%o, =56428 lei; xo, =63571 lei; Xo, =71667 lei) si 2.14. (Xxp, =48333 lei;
=800 lei), s se determine abaterile intercuantilice.

Rezolvare
Abaterea intercuartilica este:

Xos ~X%q, _ 7166756428

Q. = 5 =76,19 lei.
Coeficientul de variatie intercuartilica este:
Vo = Q° oo_ﬂ 100=1198%.

Me 635,71

Abaterea interdecilica este:

Q, = Xpg — Xp, _ 800-48333
¢ 2 2

Coeficientul de variatie interdecilica este:

Vy =2.100=15833 100249106
Me 63571

Cum valorile coeficientilor de variatie intercuantilica (Vq si Vp) sunt mici (ambele
mai mici de 35%) putem trage concluzia ca seria prezintd un grad de omogenitate ridicat,
iar media este reprezentativa.

=158,33 milioane lei.

2.2.4. Momentele

Vom arita in continuare ca indicatorii media si dispersia nu reprezinta altceva decat
cazuri particulare de valori ce semnifica momentele unei serii statistice.
Numim moment de ordinul t in raport cu o valoare cunoscuta a, parametrul:

S(x-a)f
>f

In functie de valorile pe care le ia a putem avea urmitoarele tipuri de momente:

m(a)=
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e momente initiale ( m? ) —n acest caz a=0, iar relatia de calcul a momentelor este:

me = > % fi ;
2 fi
e momente centrate (t4) — in aceasta situatie a =X si se determina pe baza relatiei:
_ CTRINT
h
e momente obisnuite sau ordinare (m;) — sunt cele in care a #0 si a= X, iar relatia de
calcul este cea descrisa initial.

Intre momentele centrate si cele obisnuite pot fi stabilite o serie de relatii. Pentru
determinarea acestor relatii vom face urmatoarele notatii:

X—a=p
X —X=r=(x-a)=(x -%X)+(x-a) p=r+s.
X-a=s

Momentul obisnuit de ordinul t va fi:
ny-E:p i D(r+s)fi_>r'f Cfs}jr“4fi+_Cfsz§:r“2fi+nlﬁks _

2 2 2. 2. 2.
m, =g +Clsp | +C2s%p_p +...+5".
In mod aseminator, momentul centrat de ordinul t va fi:
s 2rifi_2(p-s)fi_Xp'fi Cisyph

2. 2. 2. 2.

2:2% -2
N I (=)'t =
2.

1, =m, —Clsm,_, +C2s?m,_, +..+(-1)'s".
Momentele initiale pentru diferite valori ale lui t sunt:

S X, Zf

- t—O—)mO—

- t=lom = =X
f;
0 szf 2 o2
- t:29m2: =0"+X

>
Momentele obisnuite pentru diferite valori ale Iui t sunt:

_X(x-a) fi Fp'fi ¥

- t=0 > m, = = =1;
’ 2. Xf X
_ t= l—)ml—Z(X _a) f infi_azfi Zi_a;
2. f; Xf 2
- f; 2f
- t= 2—>m2_z(x a)’ _2(r+s) L=, + 250, +5° = m, =% +5%;

2 2 i
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X(x-ayfi F(r+s)f,
2 fi 2 fi
M, = 1ty +3Sp, +5°.
Pentru diferite valori ale lui t momentele centrate sunt:
2 =x%)f Zrofi 2 _1
2 f > X
_ 2 (X =X)f; _ >(p-s)f
> >
medie este nula (a se vedea, Tn acest sens, proprietétile mediei aritmetice);
2 =X)f; X)f,
>
SO, -XFf _ S(p-sVh,
2. fi 2 fi
Lz =My —3sm, +2s°
Momentele prezentate sunt folosite foarte frecvent in statistica, atat ca baza de calcul
in determinarea unor indicatori specifici seriilor de distributie (excesul), cat si ca
modalitate practica de simplificare a calculului unuia dintre indicatorii sintetici utilizati in
analiza statisticd (coeficientul de corelatie liniard). La randul lor, momentele pot fi

determinate cu ajutorul procedeului de calcul simplificat. Acest procedeu nu difera, in
principiu, de cel prezentat la calculul mediei aritmetice ponderate si dispersiei, astfel:

()
Zfi .

Cu ajutorul acestor rezultate vor fi calculate foarte usor momentele centrate.

- =3 m,= = 1ty + 351, +35% 1y +5° =

t=0 = 14 =

- =1 o oy =0, deoarece suma abaterilor de la

- =25 = =o? (din definitia dispersiei);

- =3 = —3sm, +3s’m, -s* =

m, =

Exemplul 2.23.

Sa se determine momentele initiale, obisnuite si centrate pentru diferite valori ale lui
t, corespunzatoare distributiei prezentate in exemplul 2.2.

Rezolvare

a) Momentele initiale sunt:

mO zXf zf =1
X Xf

1
-om 2% fi=i=640;

2 f
f;
- oml= zzxf = 52 + X = 13400+ 640 = 14040,
b) Vom utiliza calculul simplificat pentru obtinerea momentelor obisnuite. Pentru
aceasta vom construi tabelul 2.13.
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Tabelul 2.13.
y ¢ X —a (Xi —a) f [xi—ajz. £ [Xi_af. f
k K k : k '
400 50 -2 -100 200 -400
500 150 -1 -150 150 -150
600 350 0 0 0 0
700 300 1 300 300 300
800 100 2 200 400 800
900 50 3 150 450 1350
- 1000 - 400 1500 1900
a=600; k=100

Momentele obisnuite sunt:

_Z(Xi_a)ofi _Zpof > _1-

- m. = -
’ 2 >HooXf,
Xi —a
o)
m = K ) =400 460_40;
ST, 1000
2
Xi —a
5
m,=— K )2 21500 4 4600-15000;
S, 1000
3
f
Z( K J ", 1900
m, = 12 = 2299 4600000= 1900000,
ST 1000

¢) Momentele centrate sunt:

i %:Z(Xi—i)ofi _Zrofi >, 1

S 3t xh
f
S I
X)) f
- ;F%:a%lmoo;

- gy =m, —3sm, +25% =1900000- 3-40- 15000+ 2 - 40° = 228000.

2.2.5. Dispersia in analiza distributiilor hidimensionale

proces mai complex ce necesita o atentie suplimentara, intrucat variabilitatea, de aceasta
data, este provocata de doua categorii de factori: esentiali si intamplatori. Ca atare, variatia
trebuie descompusa pe cele doud surse de factori care o genereaza, fiind necesar ca studiul
acesteia pe intreaga colectivitate sd fie completat cu studiul ei in cadrul fiecarei grupe si
intre grupe.
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Presupunem ca avem doud caracteristici X; si Yj si unitatile au fost impartite In n
grupe dupa variatia lui Xj, obtindndu-se urmatoarele distributii condifionate de factorul de
grupare (tabelul 2.14.):

Tabelul 2.14.
Grupare Grupare dupi Y Total | Medii de | Dispersii de
dupa X |yi [y | ¥ |- Ym| fx | grupd ¥, | grupi of
X1 fll flz e flj e flm fl )_/l 0'12
Xo f21 fzz el fzj el fgm fg )_/2 0'22
Xi fil fiz el fij el fim fi )_/i O'i2
Xn fnl fng fnj fnm fn )_/n O'ﬁ
Total fy f1 fg ... fj ... fm n )_/0 O'g

Tabelul poate fi considerat cu dubld intrare, in care prima intrare se refera la
frecventele variabilei principale X;, iar cea de-a doua intrare la frecventele variabilei
secundare Y;. Din intretdierea celor doud variabile rezulta frecventele fj.

Pentru analiza variatiei caracteristicii Yj, in functie de variatia caracteristicii de
grupare X, precum si a interdependentei dintre ele, se pot calcula medii si dispersii
conditionate pentru fiecare grupa. Frecventele pe fiecare grupa se obtin prin insumarea
frecventelor din interiorul grupelor, pentru grupa i avand:

m
Zlfii =fp+ fp+ot fy o+ f =1
j=

Se poate calcula, in acest caz, o medie generald (Y,) care sintetizeaza variatia
valorilor individuale ale colectivitdtii totale si valorile mediilor de grupd. Pentru
caracteristica Y; se pot calcula 3 feluri de indicatori, care sa descrie:

- variatia valorilor y; in jurul mediei lor de grupa (yj - Vi) datoratd actiunii cauzelor
intamplatoare (pe fiecare grupa);

- variatia mediilor de grupa in jurul mediei colectivitatii totale (Vi - )70) datorata actiunii
cauzelor esentiale (factorul principal de grupare);

- variatia valorilor Y; in jurul mediei colectivitdtii totale (y i 70) datorata atat influentei
cauzelor esentiale, cat si influentei cauzelor intamplatoare.

Avand Tn vedere cei 3 indicatori de mai sus (inclusiv modul lor de definire), se poate
scrie:

(yj - 370)2 (yj - yi)+(yi - yo)-

Pornind de la aceasta relatie se pot determina dispersiile caracteristice distributiilor
bidimensionale, dispersii pe baza céarora se face analiza variatiei in cadrul acestor serii.
Aceste dispersii sunt:

- dispersia de grupd;

- media dispersiilor de grupa;

- dispersia dintre grupe;

82



Analiza seriilor de repartifie

- dispersia generala.

Dispersia de grupa (O'iz) — cunoscutd si sub denumirea de dispersie partiald, se
determind ca o medie aritmetica ponderatd a patratelor abaterilor variantelor
caracteristicii de la media grupei, pe baza relatiei urmatoare:

i(yj_yi)zfij i(yj_yi)zfij
Giz _ =1 . _d=t
> f

j-1
unde: y; — mediile de grupa determinate ca medii aritmetice ponderate, astfel:

Zyj f; Zyj f;

= i=1 = i=1 .
m f
2 f

1
j=1

Dispersia de grupa mdsoard variatia caracteristicii Y; determinatd de actiunea
cauzelor intamplatoare la nivelul fiecdrei grupe. Se vor calcula atitea dispersii de
grupa cate grupe are colectivitatea cercetatd, cu valori mai mici sau mai mari in functie
de gradul de omogenitate sau eterogenitate a grupelor.

Spre exemplu, considerdm o distributie bidimensionald a unei echipe de muncitori in
functie de vechimea 1n munca si salariul realizat de muncitori. Daca vechimea in
munca ar fi unicul factor de influenta asupra salariului, atunci pentru fiecare grupa de
vechime am avea un singur nivel al salariului. Cum, Tn general, avem mai multe
niveluri ale salariului pentru o grupd de vechime in munca, deducem ca la nivelul
fiecdrei grupe isi exercita influenta si alti factori. Intr-adevir, in realitate, salariul este
conditionat si de alti factori, cum ar fi: productivitatea muncii, nivelul de calificare al
muncitorilor, dotarea tehnica etc. Toti ceilalti factori, in afara vechimii in munca, sunt
considerati factori IntAmplatori, si, ca atare, dispersia de grupa va cuantifica influenta
acestor factori la nivelul fiecarei grupe.

Media dispersiilor de grupa (Ez) — sintetizeaza influenta factorilor intamplétori la

nivelul intregii colectivitdfi si se calculeazd ca o medie aritmetici ponderatd a
dispersiilor de grupd, cu ajutorul relatiei:

Dispersia dintre grupe (52) — reflectd variatia caracteristicii secundare datorata

actiunii cauzelor esentiale la nivelul intregii colectivitati si se calculeaza ca o medie
aritmetica ponderata a patratelor abaterilor mediilor de grupa de la media generala, pe
baza relatiei:
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unde: Y, — media generala si se determina fie ca o medie aritmeticd ponderata a
distributiei marginale, fie ca 0 medie generala a mediilor de grupa, astfel:

Zyj fi Zyi fi
_ =1 _i=1
Yo = = :

2
j=1

In exemplul considerat la dispersia de grupa, dacd presupunem ci variatia vechimii
in munca nu ar avea nici o influentd asupra salariului, atunci mediile de grupa ar trebui
sa fie egale. Intr-o astfel de situatie, media generala ar fi egald cu mediile de grupa, iar
dispersia dintre grupe ar fi nuld. Insi, vechimea in munci este unul din factorii
importanti de influentd asupra salariului, iar aceastd influentd este cuantificata de cétre
indicatorul dispersia dintre grupe. Nivelul acestui indicator este cu atat mai mare cu cat
influenta vechimii Tn munca este mai consistenta.

Din cele trei tipuri de dispersii prezentate, retinem faptul cd media dispersiilor de
grupa si dispersia dintre grupe pot fi comparate (pentru ca ele caracterizeaza intreaga
colectivitate). Putem, astfel, determina care dintre factori (esentiali sau intamplatori)
au avut o influentd mai puternica asupra caracteristicii studiate.

O atentie deosebita se cuvine sd acordam influentei factorilor intdmplatori pentru a
cunoaste cauzele care au condus la dispersarea unitatilor statistice din cadrul grupelor.
Putem determina in acest fel cauzele obiective, dar si subiective, care au determinat
deplasarea frecventelor f; din cadrul grupei i.

n fi
=1

o Dispersia generala (0'02) — se calculeaza ca o medie aritmeticd ponderatd a patratelor
abaterilor termenilor fatd de media generala, pe baza relatiei urméatoare:

i(yj ~Yof
i fi
j=1

-1
o2 =
Dispersia generald masoara variatia totald a caracteristicii secundare (Y;), variatie
determinata atit de actiunea factorilor intAmplatori, cat si de cea a factorilor esentiali,
la nivelul colectivitatii generale. Aceastd dispersie va avea o valoare mai mare in
colectivitatile eterogene influentate de un numar mare de factori (intdmplatori sau
esentiali) si o valoare mai mica 1n cazul colectivitatilor omogene.
Avand in vedere continutul dispersiilor calculate, rezultd regula de adunare a
dispersiilor:
ol =5"+05°.
Regula de adunare a dispersiilor mai este utild si pentru a calcula o dispersie atunci
cand se cunosc celelalte doua dispersii.
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Exemplul 2.24.
Distributia muncitorilor unei societati comerciale din orasul Craiova dupa salariu
(lei) si vechime (ani) in luna decembrie 2006 este redata 1n tabelul 2.15.

Tabelul 2.15.
Salariul | — [ 450 - [ 550 — [ 650~ [ 750 - [ 850 [ _
X Y| 450 | 550 | 650 | 750 | 850 | —» .
Vechime 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 X
15 10 [20 ] 30 30 20 - - | 100
15-25 20 |30 ] 80 | 100 | 90 30 - | 330
25-35 30 - 40 | 140 | 120 | 50 | 30 | 380
35 > 40 - - 80 70 20 | 20 | 190
Total f, 50 [ 150 | 350 | 300 | 100 | 50 [ 1000

Date conventionale

Sa se determine indicatorii variatiei pentru aceasta serie.

Rezolvare

a) Dispersia de grupa

Pentru determinarea dispersiilor de grupa vom avea nevoie de mediile de grupa:

m
.
,Z:ly’ ") 400-20+500-30+600-30+700-20 55000

e B t00 =550
2 fi;
j=1
Sy f
. J.Z::lyi *) _ 400-30+500-80 +600-100+700-90+800-30 _ 199000 _ ., 1
2= 330 330 ’
Sy f
_ J.Z:lyi *) _500-40-+600-140+700-120+800-50+900-30 _ 255000_ .. -
— 380 380 ’

m
f
7, = Eyj 4 ~ 600-80+700-70+800-20+900-20 131000
! f, 190 190
Dispersiile de grupa vor fi:

=689,47

m
v P
2 -7 1y (400—550) 20+ (500—550)*30 + (600 —550)*30 +

2 _j=1
O, = =
! f, 12
2
+(700-55020 _ 1050000 _ 10500
100 100

o; =12415,06; o} =11530,47; o, =9362,88

Dispersie mai mica apare pentru grupa 4, respectiv grupa de vechime de peste 35
ani. Urmeaza grupele 1, 3 si 2 (in grupa 2 dispersia fiind maxima). Deci, pentru ultimele
doua grupe factorii intamplatori au influentat puternic nivelul salariului.
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b) Media dispersiilor de grupa

0 2
2§
57— EG' : ~10500,00-100+12415,06-330+11530,47- 380+ 9362,88-190:>
4 1000
f;

o?=11307,5

c) Dispersia dintre grupe
Pentru determinarea acestui indicator avem nevoie de media generala:

f
g, = ,—;yl ! _400~50+500-150+600~350+700-300+800-100+900~50_640
T T 100 B
f.
20
(- %
52__2; ‘7071 (550-640)°100+(603,03-640)°330+

Tt 1000

+(671,05-640) 380+ (689,47—640190  2092503,99 20925
1000 ~ 1000 7
Comparand nivelul dispersiei dintre grupe cu nivelul mediei dispersiilor de grupa
constatam faptul ca factorii intdmplatori, la nivelul intregii colectivitati, au exercitat o
influenta mai puternica decat factorii considerati esentiali (vechimea in munca).
d) Dispersia generala

i(yj ‘70)2 f;

= _ (400-640)°50+ (500 640)° 150+ (600 640)* 350+
2 _ -
m 1000
f.
21,
+(700—640)° 300+ (800—640)*100+(900—640)° 50
1000
oﬁ::5§f99999=134oa
1000

Regula adundrii dispersiilor este verificata:
ot =5 + 8% = 13400 = 11307,50 + 2092,50.

2.3. Indicatorii formei

Pentru caracterizarea seriilor de distributie se utilizeaza, alaturi de indicatorii
tendintei centrale si ai gradului de dispersare, si masuri pentru asimetrie si boltire.
Masurarea asimetriei si a boltirii unei serii de distributie poate fi facuta atit prin
intermediul unor parametri specifici, cét si pe cale graficd. Daca metoda graficd poate fi
utilizata si In cazul variabilelor calitative, indicatorii de asimetrie si boltire sunt calculati
numai pentru caracteristici numerice. Ambele metode au, insa, ca scop verificarea
caracterului normal al distributiei.
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23.1. Asimetria

In urma prelucririi primare a datelor, se obtin repartitii de frecvente empirice, care
se pot compara cu repartitiile teoretice, pentru care s-au calculat indicatorii tendintei
centrale si variatiei, si este cunoscutda forma lor de repartitie. Cea mai frecventa repartitie
teoretica cu care se compara seriile empirice este distributia normald sau functia Gauss-
Laplace, ale carei frecvente se distribuie simetric de o parte si de alta a frecventei maxime
plasate in centrul seriei, iar graficul acesteia are forma de clopot (clopotul Gauss-Laplace).

Tn practica statisticii economico-sociale se pot intalni serii de repartitie de frecvente
simetrice, ugor asimetrice sau cu tendintd pronuntata de asimetrie.

Pentru cazul in care variatia este simetrica fata de valoarea centrala a caracteristicii,
compensarea abaterilor se face nu numai pe ansamblul ei, ci si in interiorul seriei, ca
urmare a faptului ca frecventele de aparitie ale acestor abateri sunt egale de ambele parti
ale valorii centrale. Dacd frecventele de aparitie ale variantelor nu urmeaza aceasta
regularitate Inseamna ca seria prezinta o tendinta de asimetrie fie spre valorile mai mari, fie
spre valorile mai mici ale caracteristicii.

O serie perfect simetrica va corespunde acelei forme de variatie statistica in care si
influenta factorilor intdmplidtori urmeaza o anumitd regularitate, astfel incat are loc o
repartitie uniforma in ambele sensuri.

Pentru determinarea tipului de asimetrie se poate recurge la metode elementare,
precum: metoda grafica si momentul centrat de ordinul 3.

o Metoda grafica — la interpretarea gradului de asimetrie se porneste de la pozitia si
valoarea pe care le au cei trei indicatori ai tendintei centrale: media, mediana si modul.
Astfel, in functie de raportul dintre acesti indicatori, putem avea una din urmatoarele

situatii:
- X=Me=Mo - serie simetrica (figura 2.8.a);
- X<Me< Mo - serie cu asimetrie spre stanga (negativa) — figura 2.8.b;
- X>Me> Mo - serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva) — figura 2.8.c.
fi fi Mg ~— Mo fi MO\ Me
| \ | | I/
| [ [
| [ [
| [ [
| [ [
| [ [
| [ [
| I 1 [
| L1 L1
X=Me=Mo X<Me<Mo X Mo < Me <X Xi

a) b) C)

Figura 2.8. Tipuri de serii de repartitie: @) simetricd; b) cu asimetrie spre stanga
(negativa); C) cu asimetrie spre dreapta (pozitiva) .

e Momentul centrat de ordinul 3:
Ly = 2 (x—X)°f, .
2
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Interpretarea acestui indicator porneste de la observatia cd momentele centrate de
ordin impar ale seriilor de distributie perfect simetrice sunt egale cu zero (deci si
13=0). Pentru seriile In care predomind termenii cu abateri negative fatd de medie
(% —Xx<0), vom avea £53<0, iar pentru seriile in care predomina termenii cu abateri

pozitive fata de medie (X —X >0), vom avea 5>0. Ca atare, in functie de valoarea
lui 13 vom avea:

- serie simetrica — pentru z; =0;

- serie cu asimetrie spre stinga (negativd) — pentru g, <0;

- serie cu asimetrie spre dreapta (pozitivd) — pentru s, >0.

Pentru masurarea statistica a asimetriei Se folosesc coeficientul de asimetrie al lui
Pearson si coeficientul lui Fisher.

e Coeficientul de asimetrie al lui Pearson — este cel mai frecvent folosit indicator
pentru determinarea asimetriei si se obtine pe baza relatiei urmatoare:

X —Mo

e

Acest indicator are o valoare abstracta, dar nu si lipsitd de semnificatie. El ofera
informatii atat asupra sensului asimetriei, cat si asupra intensitatii acesteia. Valorile pe
care le ia sunt cuprinse in intervalul (-1,1). Pentru seriile de repartitie moderat
asimetrice, coeficientul de asimetrie ia wvalori Tn intervalul [-0,3;0,3]. Semnul
indicatorului arata sensul asimetriei, astfel:

- Cas <0 - serie cu asimetrie spre stanga (negativa);

- Cas =0 - serie simetrica;

- Cas >0 - serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva).

In cazul seriilor usor asimetrice bazate pe un numar mare de cazuri observate, cand
se verifica relatia Mo~ X —3(X—Me), se poate folosi un alt coeficient de asimetrie,

calculat dupa relatia:

Cas* zw

Cas =

o
Acest coeficient ia valori in intervalul (—3,3) si va arata un grad mai mare de simetrie
Cu cat se va apropia mai mult de 0.

Pentru caracterizarea asimetriei, Pearson a mai propus si un al doilea coeficient de
asimetrie bazat pe momentele centrate de ordinul 2 si 3:

5, = ) :i.(&jz_

(ﬂz )3 Hy \ K
Din aceasta formula se observa ca S, >0 . Deci, acest indicator nu poate fi folosit in
aprecierea sensului asimetriei. Interpretarea coeficientului este urmatoarea:
- B, =0 - serie simetrica;
- B, >0 -serie cu asimetrie (spre dreapta sau spre stanga).

Imposibilitatea furnizarii de informatii asupra sensului asimetriei a condus la
redefinirea acestui coeficient de catre Fisher in forma prezentatd in continuare.

e Coeficientul lui Fisher — se determina astfel:
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Deoarece numitorul va fi intotdeauna pozitiv (neinfluentand semnul indicatorului),
interpretarea coeficientului lui Fisher este asemanatoare cu cea a momentului centrat

de ordinul 3 ().

Exemplul 2.25.
Pornind de la exemplul 2.2., sa se analizeze asimetria seriei.
Rezolvare
Cas X — Mo _ 640-630 —0.086.
o 11576

Rezulta ca avem o asimetrie moderata spre dreapta sau pozitiva.

2.3.2.Boltirea

Boltirea (aplatizarea) apare atunci cind distribufia prezintda o variatie slabd a
variabilei X si o variatie puternica a frecventei absolute (si invers), in comparatie cu o
distributie normald, de aceeasi medie §i dispersie.

Deci, boltirea unei serii de repartitie se defineste prin raportarea la repartitia normala
sub aspectul variatiei variabilei X si a frecventelor absolute f;. Boltirea se poate evalua fie
pe cale grafica, fie pe calea calculelor algebrice.

Pe cale grafici, boltirea se apreciaza comparand curba frecventelor unei distributii
empirice cu modelul corespunzator distributiei normale. Curba frecventelor poate sa apara
in una din urmitoarele trei situatii* (figura 2.9.):

- curba mezocurtica — coincide modelului (curba normald);

- curba platicurtica — prezinta o variatie puternica a variabilei X in paralel cu o variatie
slaba a frecventelor;

- curba leptocurtica - prezintd o variatie slaba a variabilei X in paralel cu o variatie
puternica a frecventelor.

———curba leptocurtica

curba mezocurtica

curba platicurtica

Figura 2.9. Boltirea.

! Denumirile folosite in continuare isi regasesc radacinile etimologice in limba greac: kurtos =
cocosat; platos = larg, lat; leptos = ingust, subtire.
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Pe calea calculelor algebrice boltirea se determina pe baza unor coeficienti.

coeficientul de boltire Pearson (f,) — se calculeaza pe baza momentelor centrate de
ordinul 2 si 4, cu ajutorul relatiei:
Uy M
B = _2 = _j, :
H, O
unde g4 si w4 reprezintd momentele centrate de ordinul 2 si 4.
Acest coeficient ia valoarea 3 (8 =3) pentru o distributie normald — curba
mezocurtica. Pentru £ > 3 avem o curba leptocurtica, iar pentru £, < 3 avem o curba
platicurtica.

coeficientul de boltire Fisher () — mai este cunoscut si sub denumirea de coeficient
al excesului, deoarece masoara excesul fatd de boltirea unei distributii normale Gauss-
Laplace. Se determind pornind de la coeficientul de boltire al Iui Pearson, tinand cont
si de faptul ca acest indicator pentru distributia normala ia valoarea 3, astfel:
r=p-3
Pentru 5 = 0 avem o curba mezocurtica, pentru » > 0 (avem un exces de frecvente
in zona centrald) curba este leptocurtica, iar pentru 7 < 0 avem o curba platicurtica.

Exemplul 2.26.

Considerand datele de la exemplul 2.2., si se analizeze boltirea (aplatizarea) seriei.
Rezolvare

a) Coeficientul de boltire Pearson:

Mai intai vom determina momentul centrat de ordinul 4:

> (% -x)*f; _ 52232000000

- =52232000C.
SIS 1000
Coeficientul va fi:
o e - 522320000: 291<3 = avem o curba platicurtica.

12 179560000

b) Coeficientul de boltire Fisher:
7% = [ —3=-0,09 <0 = avem o curba platicurtica.

2.4.Concentrare / diversificare

Corelat cu analiza dispersarii valorilor individuale inregistrate ale unei anumite

variabile are loc si analiza fenomenului de concentrare. Acest fenomen a fost studiat pentru

prima datd de statisticianul italian Corrado Gini in 1912 si viza distributia veniturilor

populatiei.

Prin concentrare se infelege aglomerarea unitdtilor unei populatii statistice sau a

valorilor globale in jurul unei anumite valori a caracteristicii de grupare.

Practic, aceastd definitie ne prezintd concentrarea ca pe o notiune conexa celei de

dispersare. In prezent, printre numeroasele aplicatii ale concentrarii se regisesc:

- masurarea concentrarii intreprinderilor in scopul stabilirii taliei lor in functie de
numarul angajatilor, de valoarea productiei, de cifra de afaceri;
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- masurarea concentrarii sarcinilor de serviciu in scopul organizirii eficiente a
activitatii in functie de numarul orelor de lucru necesare rezolvarii lor;

- evidentierea inegalitatilor dintre repartitiile de structurd, dupd o variabila datd, a
indivizilor si a veniturilor unei societati, in scopul caracterizarii nivelului de trai al
populatiei;

- caracterizarea structurii pietelor, situatie in care studiul concentrarii se completeaza
cu masurarea diversificarii.

Analiza concentrarii necesita studierea comparatd a structurii unitatilor dintr-o0
populatie statistica si a structurii valorii globale pe aceleasi variante / intervale de variatie a
caracteristicii de grupare. Tn felul acesta s-ar putea evidentia atat inegalititile dintre
distributiile de structurd comparate cat si concentrarea valorii globale pe un numar redus de
unitati din populatia statistica observata: cu cat sunt mai mari diferentele dintre cele doua
distributii de structura cu atat mai mari sunt diferentele dintre grupe, concentrarea tinzand
sd creasca, si invers, cu cat disparitatile de distributie sunt mai mici, cu atat concentrarea
este mai slaba, tinzandu-se spre o distributie egalitara.

Studierea concentrarii este aplicabila numai variabilelor continue cu valori pozitive.
Se poate extinde si in domeniul seriilor calitative atributive cu scopul stabilirii gradului de
concentrare pe tipuri calitative. in general, concentrarea este aplicabild oricirui fenomen
care poseda caracteristici ce pot fi Insumate.

Ca atare, analiza seriilor de distributie cu ajutorul concentrarii se face in conditiile
indeplinirii a doud cerinte: sd aiba sens insumarea variabilei de distributie si sa fie posibila
impartirea valorii globale a variabilei intre unitatile colectivitatii. Aceste doud cerinte sunt
indeplinite de distributii precum distributia populatiei pe clase de venituri, distributia
intreprinderilor dupa cifra de afaceri — cazuri in care valorile globale cumulate ar evidentia
diferentele existente in repartitia veniturilor colectivititii analizate. Insi, in cazul
distributiei pe varste a indivizilor unei colectivitati, spre exemplu, nu ar fi respectate,
deoarece atat insumarea, cat si impartirea varstei indivizilor ar fi operatii fara sens pentru
colectivitate.

2.4.1. Indicatorii concentrarii

Caracterizarea statisticdA a fenomenului concentrdrii se poate realiza atit prin
procedee grafice, cat si prin calcule numerice.

e Curba de concentrare

Procedeul grafic de caracterizare a concentrarii a fost elaborat de Corrado Gini si de
americanul Lorentz si se bazeazd pe construirea curbei de concentrare (curba Lorentz-
Gini), determinandu-se pe baza ei gradul de concentrare (indicele de concentrare Gini).

Curba de concentrare este construitd intr-un sistem de axe rectangulare, pe baza
frecventelor relative cumulate. Se parcurg urmatoarele etape:

1) se determind frecventele relative cumulate corespunzatoare efectivelor f; dupa
relatia:

R(T)=2, =2($J

si se fixeazi pe axa absciselor (unde p; = —

reprezinta frecventele relative);
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2) pe ordonata se fixeaza procentele cumulate ale valorilor xif; calculate dupa relatia:

F(xf)=3| 0|
‘ %)
3) se construieste patratul ABCD (pétratul lui Gini) si curba de concentrare prin
unirea punctelor de coordonate (F (f); F (xf)) ca in figura 2.10.

% % %
D D D

100 A 100 100 c

5O - - - - - - A1+t 50} ------ 50} ------

B B
A 50 f 100% A 50 100% A
Valoarea Valoarea
medianad (Me) mediala (Md)
a b c

Figura 2.10. Curba de concentrare cu grade diferite: a) concentrare slabd; b) lipsa
concentrarii, c) concentrare puternicd.

Ca mijloc de apreciere a gradului de concentrare, curba Gini se bazeaza pe faptul ca
prin reprezentarea grafica a concordantei ponderilor cumulate ale efectivelor unei
colectivitati (F(f)) cu ponderile cumulate ale valorilor globale ale unei caracteristici de
distributie (F¢(xf)) se aratd cat din valoarea globald a caracteristicii se concentreaza in
primele doua grupe, in primele trei grupe s.a.m.d.

Gradul de concentrare se poate aprecia In functie de marimea suprafetei de
concentrare. Astfel, cu cat abaterea curbei de concentrare este mai mare fata de diagonala
patratului ABCD, cu atat este mai mare suprafata de concentrare si, ca atare, diferentele
dintre grupe sunt mai mari i concentrarea este mai puternica.

Cand valorile celor doua variabile sunt egale (Fy (f)=(F« (xf)), curba de concentrare
se suprapune pe diagonala patratului, respectiv este cazul unei echirepartitii (figura 2.10.
b).

Cand intreaga valoare globald este concentratd la o singurd unitate a colectivitatii,
curba coincide cu laturile patratului. in acest caz, concentrarea este maxima, adica o
singura unitate din colectivitate detine intreaga valoare globala a caracteristicii.

Curba de concentrare are numeroase aplicatii in domeniul economico-social, si
anume:

* mijloc de apreciere a gradului de concentrare a unei distributii;

* metoda de aproximare a valorilor centrale ale unei distributii (Me si Md), a
indicelui de concentrare Gini;

» metoda de depistare a tipurilor calitative dintr-o distributie;

* mijloc de comparare calitativa a gradului de concentrare etc.

Exemplul 2.27.

Considerand datele de la exemplul 2.2., sa se aprecieze gradul concentrarii
muncitorilor in functie de salariul lunar cu ajutorul curbei de concentrare.
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Rezolvare
Pentru determinarea curbei de concentrare sunt necesare calculele din tabelul 2.16.

Tabelul 2.16.
f. k x: f. k( xf
i H i = ! F f = : il — F f = —

Xi fl P Zfi k( ) ;p| Xf in fi k(X ) ;(infiJ
400 50 0,050 0,050 20000 0,031 0,031
500 | 150 0,150 0,200 75000 0,117 0,148
600 | 350 0,350 0,550 | 210000 0,328 0,477
700 | 300 0,300 0,850 | 210000 0,328 0,805
800 | 100 0,100 0,950 80000 0,125 0,930
900 50 0,050 1 45000 0,070 1
Total | 1000 1 - | 640000 1 -

Se construieste patratul lui Gini si curba de concentrare prin unirea punctelor de
coordonate (F (f); F¢ (xf)) ca in figura 2.11.
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Figura 2.11. Curba de concentrare Gini.

Se observa o curba de concentrare foarte apropiatd de diagonala patratului, de unde
rezulta ca avem o concentrare slabd. De altfel, corespondenta Fy(f) - Fy(xf) ne arata
disparitati foarte mici intre cele doud repartitii de structura: 3,1% din masa salariala este
detinuta de 5% din mincitori, 14,8% de 20%, 47,7% de 55% s.a.m.d.

e Indicele concentrarii Gini
Indicele de concentrare este un indicator sintetic al concentrarii unei distributii, care
a fost formulat pentru prima data de catre C. Gini, cu ocazia studierii distributiei salariilor
si veniturilor populatiei. Indicele de concentrare a luat diferite forme, in functie de
procedeul folosit, dar este cunoscut, Tn continuare, sub denumirea de indicele lui Gini.
Relatia de calcul a indicelui este urmatoarea:
_ Suprafatade concentrare

¢ Ariatriunghiulii ABC
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unde suprafata de concentrare este cuprinsa intre diagonala patratului (AC) si curba de
concentrare.

Valoarea indicelui de concentrare ia intotdeauna valori cuprinse in intervalul [0, 1],

reflectind o variatie de la o concentrare nula la o concentrare maxima. Este transferabil in
timp si spatiu, permitdnd efectuarea de comparatii. Datorita eficacitatii sale, indicele de
concentrare Gini este unul dintre cei mai utilizati.

Din graficul de concentrare se poate observa cd acesta poate fi utilizat si pentru

aproximarea valorilor centrale.

Determinarea indicelui Gini poate fi facuta utilizand diverse metode, printre care:
metoda grafica — presupune construirea curbei de concentrare pe hartie milimetrica.
Evaluarea suprafetei de concentrare se face prin numararea patratelor intregi cuprinse
in suprafata de concentrare si raportarea la jumatate din numarul total de patratele ale
patratului ABCD;
metoda trapezelor — are ca punct de plecare curba de concentrare. Evaluarea suprafetei
de concentrare se face considerand cd suprafata de concentrare este egala cu suprafata
triunghiului ABC minus suma suprafetelor trapezelor (figura 2.12). Se poate observa
ca existd atatea trapeze cate intervale de variatie sunt.

D C

20| SR SHOS

Foab [ 72555

A Fal) R
Figura 2.12. Metoda trapezelor.

Suprafata triunghiului ABC este egald cu jumatate din suprafata patratului de
concentrare (ABCD) care are valoarea 1.
Suprafata trapezelor se determind pornind de la formula ariei unui trapez

(S =@j adaptata notatiilor unei distributii statistice, folosite in figura 2.12.

Suprafata de concentrare (Sc) va fi calculata dupa relatia urmatoare:
1 b+B)h 1

so= -2 BN Ll SR+ ROOIR,
unde:  Fy(xf) — ponderea valorilor globale cumulate pana la nivelul i al variabilei X;
~ px — ponderea efectivelor in totalul colectivitatii.
In acest moment, indicele de concentrare Gini se determind foarte usor Tmpartind
valoarea suprafatei de concentrare la aria triunghiului ABC.
metoda triunghiurilor — indicele de concentrare se determind pe baza relatiei

urmatoare:
n-1

lg = 2 (F( F)- Foa(XF )= Fea( F)F(XF)).
k=1
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e Abaterea mediali-mediani

Reprezinta un alt procedeu numeric de calcul a concentrarii si se determind cu
ajutorul relatiei urmatoare:

AM = Md — Me.

Semnificatia acestui indicator este urmatoarea: cu cat valoarea abaterii este mai
mare, cu atat concentrarea este mai puternica si, invers, cu cét valoarea abaterii este mai
micd, cu atit concentrarea este mai slaba. Daca abaterea este zero (adica Md = Me) nu
exista concentrare, distributia reprezentand o echirepartitie.

Spre exemplu, vom considera distributia unei echipe de muncitori dupa
caracteristica salariu. Mediana va fi acea valoare x; care imparte colectivitatea in doua parti
egale. Primii 50% dintre muncitori au salarii mai mici decat ceilalti 50% si, ca atare,
valoarea globala a salariului primilor este mai micd decat valoarea globala a salariilor
ultimilor. Din acest motiv, valoarea care imparte salariile globale in doud parti egale
(mediala) va fi mai mare decat mediana (pentru a echilibra acea diferentd rezultata din
impartirea facutd de mediand). Dacd, insa, distributia ar fi uniforma, am avea o mediala
egald cu mediana (situatia echirepartitie).

e Coeficientul de concentrare

Determinarea coeficientului de concentrare constd in compararea, sub forma de
raport, a abaterii mediala-mediana (AM) cu amplitudinea absoluta a variatiei caracteristicii
de grupare (As = Xmax — Xmin ), dupa relatia:

My, =M 100,
A

Coeficientul ia valori Tn intervalul [0,100]. Pentru valori mici (tinzdnd catre zero)
avem o concentrare slaba, iar pentru valori mari (tinzand catre 100) avem 0 concentrare
puternica, adica existd mari diferente Intre valorile globale pe clase de variatie.

Spre deosebire de abaterea mediald-mediand, coeficientul de concentrare permite,
datoritd exprimarii relative, compararea gradului de concentrare pentru diferite distributii
statistice indiferent de unitatea de masura folositd pentru exprimarea variabilelor de
grupare.

Desi usor de calculat, ambii indicatori (abaterea mediala-mediand si coeficientul de
concentrare) prezinta dezavantajul unor marimi aproximative, datorita faptului ca marimile
comparate (Md si Me) nu exprima toti termenii seriei, ci doar valorile ce ocupd o pozitie
centrala intr-o distributie.

Pentru aprecierea concentrarii in seriile calitative atributive este necesara
cunoasterea structurii populatiei statistice investigate, cu ajutorul ponderilor sau greutatilor
specifice (p;) si calculul si interpretarea unor indicatori, dintre care cei mai importanti sunt:

- raportul de concentrare;

- energia informationald Onicescu;

- diferenta Hirschman;

- coeficientul de concentrare Gini;

- coeficientul de concentrare Striick;

- lungimea vectorului de structura.

95



STATISTICA. Teorie si aplicatii

2.4.2. Indicatoril diversificarii

Diversificarea este procesul invers concentrarii, considerandu-se, spre exemplu, ca o

intreprindere care fabricd mai mult de un produs este diversificatd. Determinarea gradului
de diversificare este facut in mod asemainator cu cel al concentrarii, utilizind pentru
aceasta o serie de indicatori. Cei mai importanti indicatori utilizati pentru determinarea
diversificarii sunt:

e raportul de diversificare (d) — se calculeaza ca valoare complementara la unitate a
raportului de specializare (S;). Cei doi indicatori se determind pe baza relatiilor
urmatoare:

S =—",d=1->5=1-> 1,
N i-1
unde: f; —efectivul principal al unei intreprinderi;
N — totalul efectivului.
Valoarea raportului de diversificare este cuprinsa in intervalul {On—_l} Valoarea
n
minima (0) corespunde cazului 1n care toti angajatii unei intreprinderi lucreaza intr-0
singura activitate, iar valoarea maxima apare in cazul unei impartiri echivalente in cele
k activitati;
= indicele de diversificare — se determina pe baza relatiei urmatoare:
fi i o2
Ip=1->| | =1->S’.
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