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L’instabilité d’un milieu continu

et la résistance en compression

Z.P. BAZANT®

RESUME

On obtient dans cet article des équations différentielles avec
les conditions aux limites pour {'instabilité généraie d’un corps
élastique (ou viscoélastique) sous contraintes initiales. Comme
critére général de l'instabilité on adopte le critére énergétique
de Pearson [11] dont on donne aussi une déduction simple.
Les équations sont écrites en coordonnées des points i I'état
initial, avant le changement de déformation. Elles sont différentes
des équations de Biot {2]. Pour les équations de I'inscabilicé
on donne certaines solutions analytiques. On trouve que les
charges critiques pour ['instabilité interne doivent écre de I'ordre
des modules élastiques. Elles diminuent fortement avec la dimi-
nution des modules transversaux d’un matériau orthotrope. |l
semble que I'on puisse expliquer de cette facon la rupture par
compression par délamination des plaques et voiles en plastiques
stratifiés renforcées par du tissu de verre — et sa dépendance de
la courbure de voiles — et aussi, dans une certaine mesure, la pro-
longation des fissures longitudinales dans les bétons sous compres-
sion.

La rupture par compression constitue un phénoméne
beaucoup plus compliqué que la rupture par traction
ou par cisaillement. Il est bien évident que la compression
elle-méme ne peut pas prodmre la rupture et que cette
derniére ne peut étre causée que par les contraintes
secondaires de traction ou de cisaillement accompa-
guant la sollicitation par les forces de compression.
Comme pour les éléments uni- et bi-dimensionnels
(barres, plaques, coques) c’est surtout [linstabilité
transversale qui est décisive, le méme phénoméne se
présente pour expliquer I'apparition de fissures paral-
léles aux contraintes de compression dans un matériau
comprimé.

(1] CSc., ingénieur de recherche & I'lnstitut de Cons-
truction de I’Ecole Polytechnique de Prague, Stagiaire
la Direction Générale de la Recherche U.T.[.B.T.P.

SUMMARY

In this article we obtain differential equations with the limit
conditions for the general instability of an elastic (or viscoelastic)
body under initial stresses. Pearson's energy criterion [11], of which
a simple deduction is also given, is adopted as a basis of analysis.
The equations are written in coordinates of the points at the initial
state, before the deformation change. They are different from the
Biot equations [2]. For the instability equations certain analytical
solutions are given. We find that the critical loads for the internal
instability must be of the order of the elastic moduli. They diminish
markedly with the diminution of the transverse moduli of an ortho-
tropic material. It seems that it is possible to explain in this way the
failure by compression by delamination of the plates and shells of
stratified plastic reinforced by glass fibre — and its dependence on
the curvature of the shells — and aiso, to a certain extent, the pro-
longation of the longitudinal cracks in concretes under compression.

En particulier, c’est par ce phénoméne que trés proba-
blement s’explique la délamination des couches dans les
plaques en plastiques renforcés par du tissu de verre
ou des couches extérieures dans les plaques sandwich
comprimées, et aussi, au moins dans une certaine mesure,
la rupture par compression (en incluant la zone compri-
mée d’une poutre fléchie) des bétons hydrauliques, du
verre et surtout des roches orthotropes.

Actuellement, seul le flambement transversal des
pitces & une ou deux dimensions est bien connu. Le pro-
bléme général de I'instabilité d’un corps €lastique a été
abordé jusqu’a présent par bien des chercheurs, en
commen¢ant par BRYan en 1889 [11]. Cependant, le
traitement de ce probléme n’est pas unique et plusieurs
théories ont été proposées, parmi lesquelles nous notons
surtout trois voies essentiellement différentes, celles
de Bror [1, 2], de NEUBER {9, 10, 3], et de PEARsON [11].
La méthode de PEARSON est adoptée actuellement par
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la plupart des chercheurs, qui introduisent des critéres
semblables, par exemple HiLL [6], PrRAGER [12], GREEN
et ADKINS (5], TRuEsDELL [14], tandis que la théorie
de NEUBER et surtout celle de Bior [2] ont été appli-
quées en outre a beaucoup de probléemes pratiques,
essentiellement en géologie. L’absence d'unanimité
jusqu’a présent dans les théories peut s’expliquer en
principe :

10 Par les définitions différentes du tenseur de la
déformation finie, sur laquelle s’effectue le travail des
contraintes initiales [12]. La définition, que nous
adoptons, est introduite a présent par la plupart des
auteurs, tandis que Bior utilise une autre définition.

20 Par un accés différent au probléme, c’est-a-dire
par une condition différente introduite comme critére de
Pinstabilité. On peut partir du critére énergétique, ol
T'on peut examiner directement l’existence d’un autre
état voisin de 1'équilibre. Nous adoptons ici le eri-
tére énergétique obtenu par PearsonN {11} comme
fondamental, car il est accepté a présent par la plupart
des chercheurs et rend possible une solution simple
gue nous montrerons.

Notons que les équations différentielles que nous
obtiendrons sont différentes de celles de Bror (2],
ainsi que de NEUBER {9] ou NovozarLov {10a]. On
montrera que pour la théorie de Bror cette différence
est causée uniquement par une définition particuliere
du tenseur de la déformation finie, tandis que les théo-
ries de NEUBER ou de NovozHILOV sont en désaccord
total avec notre théorie qui découle du critére de stabi-
lité de PEARsSON, généralement adopté. Toutes ces
théories ainsi que la nétre sont en accord avec la théo-
rie du flambement des barres ou plaques. Cependant,
si 'on considére le cisaillement (plaques sandwich),
on se trouve en désaccord avec la théorie de Bror ou de
NovozaILov.

I. NOTATIONS PRINCIPALES
ET LOI ELASTIQUE

%; 1 =1, 2, 3) ou x, ¥, z = coordonnées cartésiennes
des points & Pétat de déformation initiale {état II);

a; = coordonnées des points avant la déformation
initiale (état I), x; = a; + v;;

u, ou u, v, w = changements des déplacements par
rapport a P’état déformé initial d’équilibre (état II);

%; = x; + u; = coordonnées des points aprés les
changements u; (état III).

Le tenseur du changement fini de la déformation
{de LAGRANGE) s’exprime, d’aprés la définition géné-
ralement adoptée, comme [12]

€5 = € + 3 Uri Ur (1)

1
=3 (s + us0) (1a)

est le tenseur de petit changement de la déformation,
S = S Vay = LSz = 281 €5 = €5

Dans (1) et (1a) ainsi que dans ce qui suit, nous utili-
sons toujours la notation u,; = du; /dx; et la conven-
tion d’EINSTEIN (sommation par rapport aux indices
muets qui se répétent).
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3;; = 1 pour i = j et 0 pour i 7% j (symbole de Kro-
NECKER).

S;;ou S, S, ... = tenseur des contraintes initiales
(& Détat II), qui correspondent a certaines déformations
dues aux v; (notons que la dépendance entre S,; et v, ;ne
doit pas &tre élastique);

6;; ou G, Ty, .. = tenseur du changement des
contraintes produites par les petits changements des
déformations e;; (en principe il est défini par I'expres-
sion (4) pour le travail de la déformation) et liées avec
eux par les relations linéaires :

o5 = Gy o 2)

ce qui est la loi élastique linéaire anisotrope
(€ = Crij = Cjiag» 055 = 0;;) pour les changements
de déformation.

E, G, v = module de YounG, module de cisaillement
et coefficient de PoissoN pour un matériau isotrope.
Pour le matériau orthotrope nous introduisons en parti-
culier la loi d’élasticité :

or = Egpey + Epye, + Eppep oo
Tay == 2 OpyCryy oee (2a)

P, ou P, ... = charges (par rapport aux x,) données
a la surface S (charge « morte » quine change nien direc-
tion ni en grandeur pendant la déformation, ce qui n’est
pas le cas pour la pression hydraulique ou un appui
élastique);

F, = forces (charges) de volume données (par
rapport a x;);

YV = volume (en état II), dV = dx, dx, dx,;
S = surface {en état II);
n; = vecteur unité de la normale de surface S (en

état II).

II. LE CRITERE ENERGETIQUE
FONDAMENTAL DE LA STABILITE

Nous démontrons d’abord comment on peut directe-
ment obtenir le critére de stabilité pour de petites varia-
tions de la déformation, ce qui est plus expressif que le
procédé général donné par PEaRSON.

Le critére énergétique fondamental est le suivant {13] :
la déformation est stable si pour tous les petits déplace-
ments u; 'augmentation AU de DPénergie potentielle
des efforts intérieurs du corps est plus grande que le
travail AW consommé par les charges extérieures ou
bien si le changement A(U — W) de I’énergie poten-
tielle totale (U — W) est positif, a savoir :

AU—AW >0 (3)
tandis que la premiére variation 3U — 3V, i cause de
Péquilibre initial, est nulle.

Le travail de la petite déformation pour I'unité de

volume, exprimé exactement jusqu’aux termes du
second ordre en u,;; est :

1
Siseis + 3 9us ey 4
ou bien, en séparant les termes du second ordre :
1
S;iei; + |8y (ei; — ey) + 5 Cymessen]|- (4a)
2
Pour le travail de S;; nous sommes obligés de consi-
dérer ici la déformation finie exprimée exactement

jusqu’aux termes de second ordre en u;;, méme siles
déplacements u; sont petits, parce que o, est petit



par rapport i S;;, alors que le terme o;; ¢;; est de second
ordre en u; ;. Donc nous avons :

AU = J S;e;dV + f Sii (e — e3) AV +
Al )

1
+ f w2 Cisrreijor AY. (4b)

Dans cette expression la premiére intégrale peut étre
transformée, compte tenu de la symétrie S;; =
de la fagon suivante :

[ suesav= [ Syu,av = ©)
\4]

d
=— [ s, uav f 2s
J.(V) 7.7 Wi + W) 9% (S;;

—— [, SamaV+ [ wS,uav, (©

Ji»

u) dV =

oll, pour obtenir la derniére expression, on a transformé
l’mtegrale de volume V en une intégrale de surface S
d’aprés le théoréme de Gauss [12]. La déformation
initiale est considérée a priori en équilibre, donc :

S;.; + F; = 0 (en tout point) (7N
n;S; = P; (a la surface). (8)

Nous considérons u; compatible avec les conditions a
la surface.

Par substitution dans (6) nous obtenons :

f S, e dv_f Fiu,dV—}—f P,udS = AW
9

ce qui représente évidemment le travail absorbé par
les charges extérieures de surface et de volume P, et I,
dont la grandeur et la direction sont invariables pen-
dant le changement u; (charges « mortes »). (La signi-
fication physique de I’égalité de (5) et de (9) est que le
travail des charges extérieures sur les petits change-
ments de déplacements est égal an travail des efforts
internes sur les petits changements (1a) des déforma-
tions, ce qui résulte aussi directement du principe des
travaux virtuels).

Si nous substituons maintenant (9) dans (4b), nous
obtenons finalement la condition nécessaire de la sta-
bilité sous la forme suivante :

AU - AW =0, + 0, >0 10)

ol

1
U, = fm 3 CineijendV (11)
U= [ Sules—epaV. (1)

Ce critére a été obtenu par PEarson [11, 12] (et plus
tard par HiLL [6]), mais sous une forme moins géné-
rale il a déja été présenté en 1903 par Hapamaro ([5a],
éq. VI. 18 et VI. 20 [14]) dans une étude des ondes
élastiques.

III. CONDITION AUX VARIATIONS
DE L’INSTABILITE

Certaines contraintes initiales S}; étant données, le
probléme se pose de savoir quel est le multxphcateur
admissible pour que I’état des contraintes ©S5?; soit
stable. Remplacons S;; dans (12) par SY; et U, par u UJ.
La condition est alors que :

ou e > — Uyus,
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La valeur minimale critique de y est :
Uorie, = min {(— Uy /UY).

La condition de minimum est que la variation de

U, /US soit nulle. Or :
S(I_Jl) U330, — U, 3U) _ 83U, + uenr 83U
Ue = oz U“

ou

83U, + tenit. 3U§ = 8 (Uy + wone. Ug) = 0.

Donc la condition nécessaire de ’instabilité est :

3(U, +U) =0 (14)

Remarquons que 3(AU—AW) ou bien 8 (U—W) =0,
ce qui est en accord avec le fait que la valeur de
Iénergie totale (U — W) n’atteint pas le minimum
local pour le cas de l'instabilité.

IV. CONDITIONS D’EQUILIBRE INSTABLE
EXPRIMEES EN EQUATIONS DIFFERENTIELLES

On peut considérer 1’expression U, + U, comme une
fonctionnelle des fonctions u, (x,) La détermination
de u; (x;) donnant la valeur extréme de ce fonctionnel
représente un probléme variationnel dans 'espace aux
valeurs libres aux limites. Soient les expressions dans
Pintégrale (11) ou (12) notées J, et Jo, J, + Jo = J.
Transformons la condition du minimum de la fagon
suivante (compte tenu de ce que dJ /du; = 0) :

s [ _[ 2 -
o[ T av = | 5 (u;,) AV =

(V) Oy

=f 2 2 uyav =

vy OUy; %y

; aJ) f ( 2
= — Su,dV 4
J (V) 0%; (buz i e v W) bx, buz i

— Su,dV f 8 dS =0,
f(\’) dx; (Duz :) + " Uy 3 "

oll nous avons changé I'ordre de variation 3 avec 'inté-
gration ou avec la dérivation 3 (u,;) = d(3u;)/dx;
et nous avons utilisé le théoréme de GAUSs [12]. Afin de
satisfaire a la derniére relation pour une variation 3u,
quelconque, il faut que dans tous les points :

2 (—bl-) =0 (16)

Dxi Du,-.j

(15)
) av =

(conditions d’EULER), et qu’a la surface on ait :

2J -
n; -D_l:; = 0 (17)

soit :
Su;, = 0. (18)

Tenant compte de ce que S; = S;;, Cpy = Cuppy
on peut calculer : _
MM Wi (Lo )
dug;  deyy duy;  dey ey (2 paklTpathi)

= Cymen = o5 (19)
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2 (€pq ~— €pa)

» duey 4 = S5

A,
Sugy O

D) =

P]
3,;: (Ur,p Brg) =
1
=3 (Siqtiq + Spitis) = Siuin  (20)

Portant ces derniéres expressions dans (16) et (17),
nous obtenons finalement ’équation différentielle de
Péquilibre instable :

i+ Sip Wik — Feupp =0 (21)

avec les conditions aux limites qui sont, en tenant
compte de (7) :

n;o; 4+ Prug, =0 (22)

soit :

;=10 (22a)

En particulier pour une surface non chargée on a :

ce qui est la forme habituelle des conditions aux limites
[8, 12] dans la théorie du 1¢T ordre. Les équations (21)
et (22) auraient aussi la forme des équations d’équilibre
du 1er ordre {8, 12}, si 'on considérait les charges de
volumes et les charges de surfaces suivantes :

Fi"' = Sjk U; e — Flc Wik (23)
Pi* = - Pj u;; (230)

qui dépendent de la déformation.

NOTE. Si nous définissons le tenseur de contrainte
it
Ty = Sy + 045 + 1 (24a)

avec : ti; = Sjp i

qui n’est pas symétrique, des équations (21) et (22) il
découle :

T’i]',i + Fi =0 et aniJ' = Pi' (241))

D’aprés ces équations les contraintes T,; doivent
représenter les forces totales dans les directions des
axes x;, qui agissent sur 1’élément obtenu de I’élément
dx,dx,dx, par déformation u,(quin’est plus parallélépi-
péde) et qui sont rapportées aux aires initiales dx,dx;,
dx,dx;, dx,dx,. On peut facilement établir la relation
de ces contraintes avec les contraintes d’Euler Tj;,
qui sont les contraintes réelles (symétriques), qui
agissent 3 I'élément dx;dx;dxs découpé aprés la défor-
mation et qui sont rapportées aux aires aprés la défor-
mation dx;dx;, ete. Dans ce but considérons un volume
quelconque V coupé dans le matériau avant la défor-
mation qui se transforme en volume V' aprés la défor-
mation. I’égalité des forces qui résultent de T,; dans V
et de Tj; dans V' exige que :

f n; Tﬁ dV == f n,:T;k dv'.
[$2] (vn

Puisque la normale de la surface :
n; = ng (0%/0%;) = m B + usy)
et encore :
dV' = DAV ol D = det (dxjjdx;) ~ 1 + u,,,

on obtient :
f W [ T — ne (81 + uy;) Tiy/D] AV = 0.
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Considérant que le volume V' peut &tre quelconque,
on a finalement :

!
Tie = (Tae + Ty5u,,)/D (24¢)
avec : Ty = Tip
Les relations inverses sont T;; = D (T;; — Ti,u; ).
Ainsi nous avons également démontré la significa-

tion statique de o;;, défini d’abord par la lei de défor-
mation ou par son potentiel.

REMAROQUE :

Les équations obtenues par Bror différent du fait
que ([2], éq. I1.2.24) :

1 1
ti; = Sjppusy — 3 Sixeax — ) Sikei (24d)
F* =, P*=—un;

ce qui est en principe dd uniquement au fait qu’il intro-
duit au lieu de (1) la déformation finie comme ([2],

éq. 1.3.28) :

o

1
i == €5 1 3 Ukiles — 3 CkiCri (24e)

d’ot découle (24d) par substitution dans (20).

Les équations d’équilibre de Novozmr.ov ({10 a],
éq. V. 16) ont encore une autre forme, oi1 les termes de
second ordre [(23), (23a)] disparaissent pour la rota-

tion locale nulle, & savoir : t; = 55,-,, (w0 — Uyp)s

ce qui ne peut &tre exprimé comme 3J,/du;; pour
aucune forme de ey et parait alors inacceptable.

Dans la théorie de NEUBER [9, 10, 3] on écrit les
équations d’équilibre classiques o;;; = 0 et on consi-
dére :

Tj; = (dx,/dm) (3%,/3x1) S + 045/D =
= Sy — Spuix — S e + 04/D,
ce qui donne les conditions aux limites :
n;Ty = P; = P,/D
ou bien:
n; (o — Sy — 28,.e5) = Py (D — 1).

On voit que la théoric de NEUBER ou celle de Novo-
ZHILOV sont en désaccord total avec notre théorie et
avec le critére de PEARsoN, tandis que la théorie de
Bror différe seulement avec la définition de ¢,

V. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE L’INSTABILITE
EN TERMES DE DEPLACEMENTS

En exprimant o;; a partir de la loi élastique (2) et en
considérant l’expression géométrique (1a), il résulte
immédiatement de (21) (lettre de 'auteur a M. A. Bror,
29 novembre 1963) :

1
3 Curt (et + vris) + Siveie — Frttgp = 0 (295)

avec les conditions aux limites (22) et (22a), dont la forme
en termes de déplacements est évidente. En particulier,
pour un matériau isotrope on a les équations :

G
Gu, 5+ 1T =3, %ii + Sjpttix — Fruye = 0. (26)



On constate que, i ’exception des deux derniers
termes exprimant la force volume F?de ,elles sont iden-
tiques aux équations de Lamg de élasticité classique
[8, 12].

Si Pon considére le matériau orthotrope d’aprés
(2a), on arrive par le méme procédé (pour F, = 0)
aux équations suivantes :

d ? du
(B 5 By Bl OB 5)]

d du | dw A Qu A
+ 2 o - ey bullied —
! dz [Ga:z (az + Dx)] + [Sz sz + S!I ayz + Sz 322
27)
d2u %u d%u
+ 284 Bxby+2s”‘ bybz+ Suz axbz] =90
On aurait pu obtenir directement les mémes équa-

tions & partir de la condition (16), aprés substitution
pour le matériau orthotrope :

Yol v dw\ du
t./j(wzg ( o bx "S}-’+E" Sz_)'b_x_{_

u )
o 4 Gy, (by + bx) + - | dxdydz. (28)
Les équations (25) ou (27) avec les conditions aux

limites représentent un probléme des valeurs propres
S., S
yrers

Remarquons enfin que ’on peut généraliser les équa-
tions & un matériau viscoélastique, si I'on considére les
équations d’équilibre (21)-(24) comme fondamentales
et si I'on tient compte de I’analogie élastique-viscoélas-
tique. Pour cela, il faudrait remplacer les modules
élastiques E,, ... par les opérateurs du fluage diffé-
rentiels ou intégraux dans le temps.

VI. QUELQUES FORMES DE L’INSTABILITE

VI.1. — Nous allons étudier maintenant quelques solu-
tions possibles des équations (27) pour certaines condi-
tions aux limites, en considérant que les contraintes
initiales sont uniformes (indépendantes de x, y, z)
et que le matériau est homogéne (E,, ... sont cons-
tantes) et orthotrope. Les équations (27) peuvent étre
satisfaites par :

U = @k eVl hs

v = hek¥evW M (29)

W = ceW*e¥ eh

(ot i, v, A et a, b, c sont complexes) quand les relations
suivantes :

a [!"-2 (B + S,,) + 2 (Gaw +8,) + S (G" +3S) +
+ 2uvS,, + 2vaS,, + 2u2S,] + (30)
+ b“’“ (E.ﬂl + Gzy) + CELX(EM + Gu) = 0’

avec les deux autres relations, obtenues par permuta-
tion de (x, ¥, 2), (& v, A), (a, b, ¢), sont remplies. Les trois
équations (30) forment un systéme d’équations algé-
briques linéaires homogénes pour a, b, c. Pour que leur
solution non nulle existe, leur déterminant doit étre
nul. Les valeurs u, v, A doivent encore satisfaire aux
trois conditions aux limites, alors que I’annulation du
déterminant constitue une condition pour les valeurs
critiques de S,, S,, S,, S,,, S.;, S,, ou bien pour un
multiplicateur crlthue Uerie. des valeurs initiales
données 89, SO, S%... (Seerir. = Hent, SO «..). Dans le cas
général une telle solution serait assez compliquée.

Z.P. BAZANT

V1.2. — Etudions donc maintenant le cas spécial de I'ins-
tabilité sinusoidale dans les directions x et y et consi-
dérons que les contraintes initiales sont homogénes et
que : S,, = S, = §,;, = 0. Si nous introduisons

(fig. 1) :
u = £ (z) sin ax cos By
v = n(z) cos ax sin By (31)
w == §(2) cos ax cos By

les équations (27) sont satisfaites quand :

&
- (Ga:z + Sz) I’.E + ["‘2 (Em: + Sz) + B2 (sz + sv)] £+

d
+“ﬁ( zy+Gmy)7l+“(Ea:z+G'xz)_E_“0’

afB (E:cy -+ ny) £~ (Gyz + Sz) ‘(Tz_:l +

d
[ Gy 45+ 8 (B £ 5,1 14+B(By +G,) T =0

(32)
dy

d
“(E22+Grz)a§+ B( yz+Gyz)_

42
- (Beo +5) T3 —[3(Goa+ 5+ 86, 4 5,)]T =0

Ainsi nous avons obtenu un systéme de trois équa-
tions différentielles ordinaires linéaires homogénes pour
& (2), 1 (3), T (2) qui définit avec les conditions aux limites
un probléme des valeurs propres.

Fie. 1.

Les relations (31) permettent de satisfaire les condi-
tions aux limites pour un appui rigide sans frottement.
c’est-a-dire (fig. 2) :

0 pour x=0etx =nn/a,
0 pour y =10ety = m=/f.

u = Tzz = Taw

v = b'yz == . =

Dans ce qui suit considérons une plaque épaisse
(fig. 2a, b) limitée par les deux plans z = z; et z = z,
(d = zy — z) ou, pour z, — oo, un demi-espace (fig.
2d, e). Des conditions aux limites (22) il vient d’apres
(2a) pour z =..1etz =z

du w
Ezsz+Eyz +E +SE_=09

zZZ az z bz
du du
— e —
Ges (bz ! ax> +8.5=0,

w | w w
Gy,(b_zTS?) +5,5=0
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ou bien :
ar

mz“w + Eyz@n + (EZZ —f‘ SZ) d ad O’ (33)
dz . dg
ze(gz' -m) +8. 5 =0
dn ] dn
G”’(dz 5)*5’@‘0

pour z == z;, 3 = .

VL.3. — Etudions d’abord quelques formes sinusoidales
élémentaires d’instabilité et introduisons :

f=acosvz, n=Dhbcosvys 5 =¢sinyz (34)
Par substitution dans (32) il vient : (35)
a [0‘2 (Ea::v + 5, + p? (Ga:u + Sy) + ¥* (ze + Sz)] =+
+ bBe (Ey + Gzy) +cay (Ep, + Gp) = 0,
axf (Ey + Gm‘y) + b [0‘2 (G- S;) + 2 (E,, +5,) +
+ v (G vz T Sz)] c@'( (B, + G ) =0,
aay (E;, +G,,) ')f" bﬂY (E,. + G, +c [‘12 (Gae +Si) +
(sz S ) '1“ Y ( zz S:)] = 05

avec les conditions a la surface : z,, surface que

nous considérons non chargée, S, ; 0
(@a2E,, + bBE,, + cvE..) cos y5 = 0
(ay + ca)sinyz = 0 (36)
(by 4 ¢B) sin vz ==

et les conditions analogues pour z = z,.

Deux solutions élémentaires sont maintenant pos-
sibles :
a) Nous choisissons une origine des coordonnées

telle que z, = =3 et nous remplissons les conditions
(36) par :
x% a B b n 3rn 5=
i S A A L L
Dans ce cas on obtient aussi v, = t,, = 0 dans

tous les points internes. Il s’agit alors d’une forme
purement compressive de l'instabilité. Nous pouvens
procéder ici par substitution de (37) dans (35) ce qui
donne un systéme de trois équations algébriques linéaires
homogenes en a2, b?, ¢2 dont le déterminant, qui doit
s’annuler, est le suivant (S, = 0) :

Em: "L' Sa:v Exu + 2 Ga:u -+ Syo - Eacz
E,, +26G,,+ S, E,, + S,, — %w = 0. (38)

z T Mz S'u " Lyze . 22

En évaluant le déterminant, le coefficient de S,S,
s’annule et la condition (38) pour les compressions cri-
tiques prend la forme suivante :

AS,+BS,+C=0 {38a)
ou
,-—E,,,E,,E — ELE,, E;,E
E. (o, -+ 26,y + 2K, Eyz (Epy + 26Gyy)-

Fie. 2.

Pour le cas de I'instabilité plane, le déterminant (38)
est du deuxidme ordre, v = b = B = 0, et il en résulte
la compression critique suivante {fig. 2) :

Em: Ezz — Eiz
V=R TE @

En tenant compte de expression (39) et de lexpres-
sion analogue pour S} qui doivent satisfaire a I’équa-
tion (38a), nous pouvons écrire la condition (38a)
pour les compressions critiques S, et S, dans le cas
spatial sous la forme :

’” + ” =1 (39a)

b) Le second cas élémentaire pour remplir (36) est
le suivant (pour 5, = O et z, = d

[

f—:=— EF‘__, F--3*(r—1)

P S v = nd, 2=d, ...

(40)

ol &
tx1

o r peut étre choisi quelconque (arbitrairement).
Dans ce cas les contraintes s,, s’annulent aussi dans
tous les points internes.

La substitution de (40) dans (35) donne un systéme
de trois équations algébriques linéaires homogénes en

(38b) a®b?, b2, a*c®> dont le déterminant, qui doit s’annuler,
est le suivant :
Gent® E' (Em +8,) —r(r—1) E_E (Egy +Guy) —r 5 E. (Bpe + Ggo)s (r — 1)? Ez (ny +S,)
Xz Yz

E:z hz E:* E:z E : ‘

Gr? Eo (Gay =+ So)s (r — 1) (Eyz +Gy)—r(r— 1) E (Bgy +Gpp) + (r — 1)? Ey7 (Eyy + S)|=0. (41)
E., E 2

—-r — (Exz + ze) -+ (r - 1) (Eyz + G ) -+ EI” r? Ef' (Gx~ -8 ) (' - 1)2 (Gyaa + Sy)
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Pour linstabilité plane, v = b = 3 = 0; il en résulte,
aprés transformations, que :
S _ sz E:z '_ Eiz
st = T B+ B, (1 + E.Gy)

(42)

VI.4. — Etudions maintenant la solution générale pour
Pinstabilité sinusoidale dans les directions x et y paral-
léles i la surface plane du corps. Par raison de simplicité
nous devons nous limiter au cas plan. Si nous introdui-
sons dans (32) (5,, = 0) :

E'-_.—ae“,:.—_—ceu(b=3=0) (43)

nous obtenons un systéme de deux équations algébriques
linéaires homogénes en a et ¢, dont le déterminant,
qui doit s’annuler, est le suivant :

—(Epp + Sp) o + (Ge -+ Sz) A%, — (E:tz + Ga)ar

ar By, + Gro)y (Brp + S) 32— (6, + Sp) 22 =0.
(44)
C’est une équation algébrique en (A /a) :
(Ma)t —2p (W) + q =0 (44a)
ol
2p =
(Ezz+sx) (Ezz+sz)+(crz+ Sa:) (Gzz + Sz) — (Ezz + G’a:z)2
(ze + sz) (EZZ + SZ)
(44b)

_(Bi 48 (6 +S)
1= €. +3) (B + 50
Considérons d’abord les deux cas ot toutes les racines

de cette équation sont soit réelles, soit imaginaires et
différentes. Pour obtenir ces cas il faut et il suffit que :

pE>q et ¢g>0 (45a)

soit la compression transversale S, pas trop forte, de
sorte que G, + S, > 0, E,, + S, > 0. Puisque
|S;} = E,, n’a pas de sens physique, la deuxitme
mégalité exige (en supposant que E,, > G_,) que :
— 8, > G,,. Les deux inégalités (45a) sont remplies
au moins pour un certain intervalle fini :

G, <—8, <G, +3 (58>0) (45b)

parce que si nous considérons S, infiniment proche
de la valeur — G, g devient infiniment petit (positif),
tandis que p? a une valeur finie, a ’exception du cas
(Ezp + S,) (Epp — Gy,) = (Ep + G.)?%, ce qui est assuré
pour lorthotropie suffisamment forte (E_, G, E_,
<« Eg).

Examinons maintenant le cas des racines imaginaires
+ i ky, £ i ky (i est 'unité imaginaire) :

ko=V —p L Vpr—g (46)

qui est obtenu pour p < 0, ce qui peut advenir quand
E., est petit par rapport & G,, ou E,,, étant donné que
ceux-ci sont encore plus petits par rapport a E_,. Choisis-
sons pour l'instant les deux racines + i k, de signes
opposés. Dans ce cas on obtient, d’aprés les équations
en a et ¢ qui correspondent au déterminant (44),
¢y /@3 = — ¢, /8, et nous constatons que ce choix nous
améne a deux fonctions identiques a (34). Mais nous
avons déja traité cela dans (37) - (42). Nous choisissons
donc deux racines différentes i k, et i k,, auxquelles
correspond la solution générale :

[ =a,cos kyaz + a, cos kyxz,

(46a)

- i C
I=a; Lsinkxz L+ a, = sin kyxz.
ay ?a, 2

Z.P. BAZANT

Ce type de solution permet d’obtenir l'instabilité
symétrique d’une plaque épaisse (fig. 2a, b) avec les
surfaces : z; = — d/2, 5, = d/2. Les conditions (33)
aux surfaces fournissent le méme systéme de deux équa-
tions linéaires homogeénes en a,, @,, dont le déterminant,

aprés la division de ses colonnes par cos k, %3 et

d .
cos ky 5 est le suivant :

Ezz + Ezz kl clj“l’
Ezz + Ezz k2 62/02

¢ d ¢
Gy (ky+- “—:)tgk1a§ ~S; k ;11’ = 0.

¢ d c
Gz (ke +;‘22) tg kz“§ -5, kz;‘f

(46 b)
Il peut toujours étre annulé par un certain choix de .

En méme temps ce type de solution permet de satis-
faire, pour z == 0 et 2 = d, par un certain choix de «,
aux conditions des bords fixées (fig. 2f, g),u =w =0
(une couche élastique enfermée dans un matériau
rigide) et aussi les conditions d’appui rigide sans
frottement (fig. 2h) (w = v, = 0)

Nous pouvons alors constater que, pour ce type
d’instabilité, la plus petite compression critique S,
est celle infiniment proche de — G, ¢’est-a-dire :
Inf(—S,,,,) = Gu 47)

Parce que dans ce cas 1a aussi les valeurs de ky, k,
et de c, /@y, ¢,/a, sont infiniment proches, il faut, pour
annuler le déterminant (45b), que « — oo, ou bien que
la longueur 27/« des ondes de plissement du matériau
devienne infiniment petite. Alors dans un intervalle
(45b), plus la longueur minimale admissible des ondes
de plissement est grande, plus la valeur de la compres-
sion critique est grande. Observons que c’est le cas
contraire de celui des corps minces.

L’autre des deux cas remplissant (45a) est le cas des
racines réelles + I/, et + [, :
la=%p £VP — 4 (48)

qui est obtenu pour p > 0, ce qui se produit quand les
modules E,,, G, E,, sont petits par rapport i E,,,
mais de méme ordre de grandeur. La solution générale
correspondant aux racines positives est :

T — g o .
S =a % 4 ag eyt

(48a)
c [
Y= ay i 3 ellzz + ay £ glvxz,
ay a,

Nous voyons que les déplacements disparaissent pour
z — — o0, ce qui nous incite i considérer un demi-
espace (fig. 2d, e) z << 0. Les conditions (33) & la sur-
face z = 0 procurent un systéme d’équations linéaires
homogénes en a, et a,, dont le déterminant, qui doit
s’annuler, est le suivant :

Ezz -+ (Ezz + Sz) ll /8y,
E:z + (Ezz + Sz) Lz 02/'a2
Gy th — cjay) + S: 1 ¢/ay,
Gz (la — c5/a2) + S, I o/,
(48b)
Considérant que ky, k, et ¢, /a,, ¢, /a, pour les modules
et la contrainte S, donnés ne dépendent que de S,

ce déterminant est une fonction de S,. Il ne peut étre
annulé [contrairement & (46b)], que pour certaines
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valeurs critiques de S, (toujours — S, > G,,), les-
quelles pourraient étre déterminées, par exemple,
en tracant la courbe i I'aide des valeurs numériques
du déterminant (48b), calculées pour différentes
valeurs numeériques de S, et les valeurs données des
modules et de S,. La longueur d’onde 2 n/x de plisse-
ment de la surface ne dépend pas dans ce cas de la
compression S,.

Quand |g| > p2, ona (e = — p + i y/qg — p.

Les racines sont complexes et elles ont la forme
+r +ir, ol

rl=\"/g-lcos Py Fg == Wsiny, cos 2 =P/q‘

La solution générale dans ce cas s’exprime comme :

'a)

= (ay chryez cos ryaz + a, sh ryazsin ryuz) +
+ (a3 sh ryaz cos roaz + ay ch ryaz sin ryaz)
(49)
$ = (¢ chryazsinryaz — ¢, sh ryoz cos ryaz) 4-
4 (cg sh ryazsin ryaz — ¢4 ch ryaz cos ryxz).

Les deux premiers termes décrivent la forme symé-
trique d’instabilité, les deux derniers termes la forme
antisymétrique (fig. 2¢). La forme antisymétrique
doit limiter, pour z; — 3, — 0, i la solution classique
d’EuLER [13] et pour cela elle semble pour notre pro-
bléme moins importante, car nous savons par la théorie
classique que les contraintes transversales dans les
corps minces sont peu importantes.

La forme symétrique pourrait, peut-étre, mener a
des compressions critiques plus petites que (47) ou (42),
mais son étude sort du cadre de cet article.

Notons que pour un matériau isotrope nous pourrions
méme considérer ’état initial homogéne de contrainte
avec les contraintes S,,, S,,. S,, non nulles, car la solu-
tion précédente reste valable par rapport aux directions
des contraintes principales initiales. Mais cela n’est pas
possible pour un matériau orthotrope, comme dans un
systéme d’axes déviés la loi élastique de la forme (2a)
n’est plus valable.

A la suite de cette analyse nous pouvons conclure
que pour un matériau isotrope (sauf les matériaux
hyperélastiques comme le caoutchouc) les formes
d’instabilité interne étudiées n’ont pas d’importance,
comme d’aprés (47) la compression critique est trop
grande et ne peut jamais étre approchée. Mais d’autre
part pour un matérian fortement orthotrope avec des
modules d’élasticité transversaux assez petits, la
compression critique peut aussi devenir relativement
petite.

VII. DEFORMATIONS
DUES AUX PERTURBATIONS
DE L’ETAT INITIAL

Pour les charges proches des charges critiques les
effets du second ordre ont une grande importance et
provoquent une forte augmentation des contraintes
et des déformations. La géométrie des constructions
ainsi que les positions des charges ne sont jamais
exactes et c’est pourquoei, par exemple, les formules
de flambement des poteaux sount basées sur l'idée
d’excentricité ou de courbure initiale. De la méme
fagon on peut aussi considérer que I'on a certaines
petites charges additives transversales (perturbations)
ce qui sera le plus commode dans notre cas.
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Etudions donc les déformations provoquées par les
petits changements f; et p, des forces dans le volume
et 4 la surface (perturbations) qui sont superposées
aux forces initiales en équilibre. La valeur de I'énergie
AU est toujours donnée par (4), tandis que dans
Pexpression (5) ou (6) pour AW il faut ajouter les

termes J fi u; dV + J p; u; dS.
V) )

Par les mémes transformations qui font passer de
I'équation (4) a I'équation (10) on peut enfin obtenir :

AU"'AW=U1+U0+J fiuidv+
)

+ f pou dS (50)
(8)

étant donné que les contraintes initiales S sont en
équilibre. L’état de équilibre sous les charges f; et p; est
obtenu 3 la condition que la valeur AU — AW de
Pénergie potentielle du systéme atteigne le minimum.
1l est alors nécessaire que la premiére variation 3 (AU
— AW) = 0. Par le méme procédé qui fait passer de
I’équation (14) aux équations (21) - (23) on obtient enfin,
au leu de (21) - (23), les conditions de I’équilibre
sous la forme (21), (22) dans laquelle il faut, cependant,
ajouter au c6té gauche le terme f; ou p,.

En illustration, examinons maintenant le cas élé-
mentaire d’une plaque épaisse orthotrope avec les
compressions initiales S, et S,, dont nous déduisons
les déformations d’aprés (34). Nous considérons les
perturbations sous une forme identique :

f:=0,f,=0,f, = fy cos 2x cos By sin vz
P:=p,=p, =0

Par substifutions dans (32) nous arrivons a des
équations identiques a (35), 4 'exception du fait que
dans la troisiéme équation (35) il faut ajouter le terme
f. Les conditions aux limites (36) restent inchangées
et nous les remplissons par les relations (37). La substi-
tution de (37) dans (35) (avec le terme f, ajouté) fournit
un systéme de trois équations algébriques linéaires
en a2, b2, ¢ dont le déterminant est {38) et dont les
termes absolus du c6té gauche sont 0,0 et cfy/y% La-
solution de ce systéme fournit :

—_— .f_O (Ezz + Sac) (Eyy + Sy)
Tyt AS,+BS, 4+ C

(51)

ou A, B, C sont les mémes expressions que dans {38a).
En se basant sur 'expression (39) pour le cas de I'insta-
bilité plane et de 'expression analogue pour S*, on peut
réécrire expression (51) sous la forme :

= __.Z_’D_ (Ezz + sz) (E'y'y + Sy).
G4 —Sy/5F — 5,/3%)

S’iln’y avait pas de contraintes initiales, S, =S, =0,
on aurait obtenu, comme un cas spécial de (51q) :

¢ =~ foE B,/ C

ot C est donné par (38b) et pour linstabilité plane
C = E_E,, — EZ. Donc les déformations ainsi que
les contraintes normales dues aux perturbations f,
ne produisant pas de cisaillement sont amplifiées a
cause des compressions initiales dans le rapport :

¢ (14SJEq) (L+5,E,)

c

(51a)

= - = : - 51%
6~ 1—S5,5¢ 5,5 (518)
Les compressions critiques résultent de la condition
¢ — oo et on s’aper¢oit immédiatement que 1'on
obtient les mémes expressions que d’aprés (39) ou (3%a).

Pour les autres formes plus générales de l'instabilité
cette formule aurait une autre forme. Mais il est probable



que 'on pourrait l'utiliser approximativement aussi
pour d’autres formes, si 'on substitue pour S%, S¥ les
valeurs critiques correctes, par exemple S* ~ G,

S* &~ Gy,

VII. SUR LA RESISTANCE EN COMPRESSION

Comme nous ’avons trouvé théoriquement, le phéno-
méne d’instabilité interne, produisant des tensions
transversales 2 la compression, peut apparaitre seule-
ment pour les matériaux fortement orthotropes. C’est le cas,
par exemple, des plastiques renforcés et de certaines
roches. Effectivement, il est expérimentalement bien
connu que la rupture de tels matériaux se fait par
longues fissures longitudinales et donne une image
semblable aux formes d’instabilité de la figure 2.

Pour les stratifiés de plastiques renforcés par du tissu
de verre on parle de délamination, c’est-a-dire détache-
ment (clivage) et flambement transversal des couches
individuelles a la rupture (fig. 3). Cependant, I’ortho-
tropie provenant seulement de l'absence des fibres

Fic. 3. Fie. 4.

transversales n’est pas suffisamment forte. Par
exemple, pour un plastique renforcé, E,, = 2.10° kp /ecm?
et le module en cisaillement de la résine seule 104 kp/cm?,
Pour une structure sans vides G,, devrait étre plus
grand que cette derniére valeur, ce qui est trop
grand, pour que le facteur d’amplification (51b) puisse
étre important. L’explication possible est la suivante.
Sous la compression initiale se produisent des tractions
transversales locales 4 cause de la non-homogénéité
(fig. 4), a savoir la répartition locale des contraintes.
Comme ’adhérence i l’interface verre-résine est trés
faible, n’ayant pas de caractére chimique, de petites
fissures doivent se former a linterface sous traction
ou cisaillement. Ces microfissures sont en général
paralltles  la contrainte. Par suite, elles doivent réduire
les modules transversaux movens E_, et G,,, surtout
dans une coupe qui contient le maximum d’interface
(qui peut atteindre 95 9;). Nous estimons que ces
modules peuvent étre réduits a Pordre 10° kp/cm?
Le facteur d’amplification r peut étre important pour
une certaine fraction de cette valeur, ce qui nous améne
a 'ordre des résistances effectives.

Pour les roches, les systémes des fissures discontinues
existent déja au préalable et sous charge ils se dévelop-
pent plus loin.

Z.P. BAZANT

Examinons encore plus en détail Ie réle de la non-
homogénéité dans les matériaux composites granulés
fragiles, comme le béton. Comme c’est un matériau
statistiquement isotrope, le flambement interne est
impossible sans tenir compte d’une préfissuration orien-
tée. Par contre, il nous parait impossible d’expliquer
les fissures longitudinales longues sans considérer
Pinstabilité, ce que nous essayons d’éclaireir.

Nous excluons d’abord le cas de frettage aux appuis,
qui ne peut influencer qu'une courte distance des appuis
(fig. 5a). D’ailleurs, les fissures longitudinales se
forment surtout dans les éprouvettes avec les appuis sans
frottement (avec carton) [7].
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Le coefficient de PoissoN moyen ne cause qu’une
extension transversale, tandis que la contrainte trans-
versale moyenne dans une coupe suffisamment longue
par rapport aux grains reste toujours nulle.

Du point de vue de la théorie de GRriFFITH [4a]
la propagation d’une fissure paralléle a la contrainte
normale (fig. 5b) est impossible, parce que la dimi-
nution de ’énergie élastique du corps due, par exemple,
a une ouverture elliptique (fig. 5b) est proportionnelle
seulement a ’axe transversal de l’ellipse et ne change
pas avec son axe longitudinal, tandis que l'énergie
de surface avec cet axe augmente. Méme la traction
transversale a la téte de la fissure (fig. 5b) tend vers
zéro avec 'axe transversal de I'ellipse.

Pour illustrer la coopération des phases aux modules
trés différents dans un matériau granulé, considérons
les cas typiques idéalisés des configurations des grains
d’apres la figure 6. La transmission des efforts pour la

configuration a ou b peut étre interprétée par le modéle
des figures 7a et 7b — un treillis hyperstatique —, ot
les barres de rigidité forte représentent les efforts
normaux transmis par les contacts des grains, les
barres faibles idéalisent les efforts normaux transmis
par la matrice 4 module bas. (Un treillis semblable a été
proposé par A.L.L. Bager dans Mag. of Concrete
Research, 1959, n° 33.)
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S"loc

Dans le treillis considéré se produisent des forces de
tractions S, dans les barres transversales (2 de la fig. 7),
qui sont pour la configuration b beaucoup plus fortes
(effet de coin des grains). Par exemple, pour le rapport
10 : 1 des rigidités des barres, on a calculé les forces
hyperstatiques dans les barres transversales S, = 0,062 S,
pour le cas a et S, = 0,438 S, 1/2 pour le cas b. Dans une
longue coupe longitudinale I-I, ces forces sont en équi-
libre avec les forces de compression dans les barres
diagonales. La distribution continue des contraintes
transversales locales dans cette coupe, qui correspondent
aux forces dans ces barres, est aussi en équilibre. Si ’on
suppose cette distribution sinusoidale (fig. 7), les
contraintes normales transversales locales extrémes
sont :

Sepe = £ TSP on LIESP VI (52)

oc

pour la configuration a ou b.

Conformément a la théorie de GriFFiTH [4 4], dans
les petites régions II des tractions transversales, il se
forme de courtes fissures (microfissures) longitudinales
(fig. 8). Mais comme entre ces régions il v a des
régions de compression, avant la formation des micro-
fissures, ou des compressions presque nulles aprés leur
formation, ces microfissures ne peuvent pas se prolon-
ger, elles restent discontinues.

Si le phénoméne d’instabilité ne pouvait pas se
produire (une éprouvette trés courte) et si 'on conti-
nuait & augmenter la compression, le matériau s’écra-
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serait enfin par cisaillement (lignes de glissement
inclinées, fig. 8b), d’aprés ce modele, en particules
indépendantes (gravier, sable ou poudre) et s’écoulerait
a coté (fig. 8¢).

Le troisitme cas typique de la configuration des
grains, le cas ¢ d’aprés la figure 6 (cas de mur), peut
étre illustré par le modéle de la figure 7c (proposé
par JorseL) selon lequel il se forme aussi, par
cisaillement entre les grains, des fissures longitudinales
(ou plus exactement des lignes de glissement, sans
clivage), lesquelles sont aussi discontinues.
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Les contraintes transversales, causées dans les confi-
gurations a, b ou ¢ par la différence du coefficient de
Porsson et aussi par I’extension des grains et de la
matrice, sont aussi locales, changent de signe et dans
une coupe longue leur résultante est nulle. Et semblable
est effet des vides.

11 peut aussi se former des lignes de glissement obli-
ques (fig. 5a), mais c’est le cas de rupture qui ne nous
intéresse pas. Nous remarquons seulement que dans ces
lignes de glissement il y a toujours la compression, de
sorte que les fissures ne peuvent pas s’ouvrir (et causer
Porthotropie macroscopique).

Le fait important, que nous devons finalement sou-
ligner, c’est que les microfissures primaires sous la
compression doivent é&tre orientées (fig. 9), et, par
conséquent, causer lorthotropie secondaire du béton,
c’est-a-dire réduire les modules transversaux. (Elles
peuvent exister déja pour les compressions beaucoup
plus basses qu’a la rupture.) Donc, une fois une certaine
compression atteinte, le flambement doit se manifester
et se traduire, Ponde s’allongeant, par une longue
fissure longitudinale (fig. 9). (La diminution du module
transversal était vérifiée par mesure de la vitesse
transversale du son [7], bien que dans ce cas il s’agisse



d’une moyenne entre le module en traction, qui est
diminué, et le module en compression, qui ne I'est pas.)

Dés qu’une non-homogénéité existe, c’est encore la
fragilité (une faible résistance i la traction) qui est
nécessaire pour la formation des microfissures. Pour
les plastiques renforcés, d’autre part, au lieu de la
fragilité on a une faible adhérence a I'interface, que nous
avons discutée.

Si nous avons une compression transversale S, en
plus, elle se superpose aux contraintes locales (52)
et diminue les tractions. La formation des microfissures
primaires est alors plus faible, ainsi que I'orthotropie
secondaire, ou n’existe pas du tout.

Cette théorie acceptée, les formules pour la résistance
devaient prendre une forme analogue a celle des poteaux.
Outre les tensions transversales locales il existe toujours
encore certaines faibles tensions transversales a grande
échelle, dues aux certaines perturbations initiales, ce
qui est analogue aux moments dus a ’excentricité ou a
la courbure inévitable dans les poteaux [par exemple,
surfaces pas exactement planes, imprécision des charges,

Fic. 10.

variabilité du module moyen, déviation des axes
d’orthotropie, etc. (fig. 10 a), perturbant Iimage des
isostatiques initiales (fig. 10 b)]. Elles sont d’abord
proportionnelles & S, et S, c’est-a-dire exprimées comme
C,S; + C.S,. Ces contraintes s’amplifient par le facteur
r, par exemple d’aprés (51b). Si nous supposons que la
rupture se produit quand la résistance moyenne x,
en traction transversale est atteinte, nous pouvons
écrire la condition approximative pour la résistance
sous la forme :

r(C,S; + GSy) < % (33)

Les coefficients C, et C, devaient étre déterminés
d’aprés les essais. D’habitude, c’est-a-dire pour E., =
E,,, il faut que C; = C,.

La formule (53) peut aussi expliquer le fait que la
résistance i la délamination des stratifiés du tissu de
verre est plus grande pour un tube que pour une plaque
plane et qu’elle augmente avec la courbure transversale.
Considérons une forme symétrique d’instabilité avec la
notation de la figure 11. Le déplacement entraine une
extension ¢, = — w/R, a laquelle correspond une
certaine contrainte o, &~ — E,, w/R. Cette contrainte,
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selon la condition différentielle d’équilibre dans le voile
courbe : d0,/ds = — o, /R, provoque une compression
additive o,. Considérant que w ~ { ~ sin 2 nz/d,
I'intégration donne s, ~ — E,, d/R% A la suite de ce
raisonnement fort approximatif on peut donc supposer
la condition de la délamination sous la forme :

rCl Sa: (1 - kEzz d/R2) < %y (54’)

ou k est un certain coefficient expérimental.

IX. CONCLUSIONS PRATIQUES

10 Dans un matériau parfaitement homogéne, pour
une certaine compression critique, il y a instabilité
interne accompagnée par des tractions transversales
de second ordre. La compression critique est déterminée
par les modules élastiques.

20 La résistance en compression doit étre plus petite
que la compression critique.

30 La compression critique diminue fortement avec
les modules transversaux s’il y a orthotropie. Clest
le cas des plastiques renforcés par du tissu de verre et
aussi de certaines roches. Mais malgré cela, cette
orthotropie parait insuffisante pour déterminer le
phénoméne. Dans le cas d’un matériau isotrope ce
phénomene est exclu (sauf pour le caoutchouc).

40 Mais Porthotropie du matériau est intensifiée
sous compression uniaxiale (avant P’instabilité, phase
primaire) par la formation d’un systéme de courtes
microfissures discontinues, orientées longitudinalement,
et causées par les tractions transversales locales dues a
la non-homogénéité, ce qui diminue les modules
transversaux moyens. La condition déterminante est la
fragilité ou la faible adhérence des phases. (Dans les
roches ces systémes existent préalablement et se déve-
loppent davantage.)

50 Cette orthotropie secondaire se produit a cause
de la non-homogénéité aussi dans les matériaux fragiles,
initialement isotropes, comme le béton.

60 Ily a toujours dans un élément des imperfections
ou perturbations initiales (comme I'excentricité des
poteaux), qui font apparaitre de faibles contraintes
additives moyennes transversales en traction. Ces
contraintes sont amplifiées par I'effet de second ordre
(instabilité), et d’autant plus que la compression
approche de la compression critique [par ex., éq. (51b)].

70 La théorie de GRIFFITH, qui ne peut pas expli-
quer la propagation des fissures paralléles a la compres-
sion uniaxiale, peut s’appliquer alors a ces tractions
transversales secondaires.

80 La théorie confirme l'expérience qui montre que
la résistance a la délamination d’un stratifié de verre
fortement orthotrope augmente avec la courbure
transversale (plaque et tuyau).

9o La théorie, en accord avec I’expérience, confirme
que la résistance du béton augmente avec le module,
ce qui sert de base pour les méthodes expérimentales
non destructives.

10° La théorie confirme que la résistance en compres-
sion dépend de la résistance en traction (la fragilité
du corps), laquelle est, de ce point de vue, la caracté-
ristique fondamentale.

110 La théorie donne une certaine forme du diagramme
d’interaction pour la compression biaxiale.
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12° Dans certains cas, contrairement i celui des
corps minces, la plus faible compression critique
diminue avec la longueur minimale possible des ondes
de plissement du matériau.

130 La résistance en compression, ainsi que les
compressions critiques et le facteur d’amplification,
dépendent des conditions aux limites de la région
comprimée, de la forme de cette région, du gradient
de la compression, etc.

Annexe 1

THEORIE CLASSIQUE DU FLAMBEMENT
DES CORPS MINCES

Nous démontrons que la théorie des barres et des
plaques constitue un cas spécial de nos équations.
Considérons une barre a 'axe x;, = x, avec la charge P.

Les contraintes initiales sont S, = S, = P/F,
S, = S, = 0, out F est la surface de la section. Dans
le plan (x,z) I'équation (23) fournit :

F} =S, d*w/dx? (55)

ce qui se traduit dans toute la section par une charge
transversale égale & p d*w /dx% L’accord avec la solu-
tion bien connue [13] est évident.

Examinons encore une plaque mince dans le plan

(x, y¥) aux contraintes initiales S;;, = S, /S, = S,
Sie = S,y S, = 8, = S, = 0. Selon (23) nous obtenons :
2w 2w dw
F:=sz‘b}‘§+zsva+sy3}ﬁ (56)

ce qui est Pexpression bien connue ([13], page 348).

L’accord avec les solutions techniques a été déja
démontré par PEARsoN [11] par la méthode variation-
nelle, c’est-i-dire comme minimum de [’expression
particuliére pour U, et U, Il a vérifié aussi 1’accord

avec la théorie de l'instabilité i la flexion plane des
poutres et I’accord avec la théorie d’une coque cylin-
drique sous pression extérieure hydrostatique.

Les mémes expressions valent aussi pour une barre
ou une plaque, si 'on tient compte des cisaillements
dus aux efforts tranchants, comme dans les plaques
sandwich.

NOTE. Par contre, la théorie de Brot [2] qui donne
pour les barres et plaques sans cisaillement les mémes
expressions, aboutit ici a des expressions différentes.
Pour le démeontrer, écrivons ’hypothése des sections
planes d’une barre, compte tenu des cisaillements :
w=w (x), u = (z — w) $ (x), ot { est la rotation de
la section plane, ¢ + dw/dx étant Pangle de cisaille-
ment. L’équation (23) procure toujours (55), tandis
que (24e) aboutit &

3% 1
* T — T
Fr =38, (4 w4 ax)
ce qui n’est pas en accord avec la théorie technique
de ces barres et plagques. La méme affirmation vaut
pour [10 a].

Annexe 2

LA PRESSION HYDROSTATIQUE

La pression hydrostatique P d’un gaz ou d’un liquide
ne constitue pas un cas de charge « morte », car elle
change de direction pendant le changement u; de défor-
mation. PEARsON a meontré [11] qu’a D’expression
U; + U, il faut encore ajouter dans linégalité (10)
I’expression : '

!
U= J(Sp) §("z w g — 1y Uy Uuyy) P dSp). (57)
Nous pouvons ’écrire aussi sous la forme

1
Uy = j(SP) g TrSprq Epik Ui Uk P dSp (57a)

Car &5 Eppq = 3, Sy — 3y &r [3]! [9]§ €% €st
le symbole de LEVI-CIVITE (£)53 = &35 = g5 = 1,
€139 = €391 = €32 = — 1, pour les autres combinai-
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sons 0). Donc, dans toutes les expressions (15) il faut
ajouter la variation :

> f sy 93 (oo i) dSp =
. DJ;; . { BJ:;
_f(SP) >, 3u; dSp + o) s, (3u;;) dSp (58)

ou J, dénote I'expression intégrée dans (57) ou (57a).
On peut calculer :

Ay _ 1
D—u-:-’ =3 P (n;up ;. — npuy,) (59)
13
2, _1 |
s{‘i—sj =5 PrépriSpu th P (60)



et & 'aide de (60) écrire la dernidre intégrale dans (58)
sous la forme :

1
— f(sp) 5 B Spr it (4, P),; 3u;dSp 4+

1
+ f(sp) 5P Erip (252 W, P 8u),; dSp.

Ici nous pouvons transformer la premitre intégrale
selon la relation ¢, ¢, = &, 8; — &; 3, [12] et
pour la seconde intégrale nous pouvons utiliser le théo-
réme de STOKEs [12] ce qui la transforme en une inté-
grale le long d’une courbe Lp, limitant la surface Sp
chargée par P. Or, nous obtenons :

1
- f ©p) 2 {r (4, P),; —n; (u; P) ;] 3u, dSp +
1
+ f (Lp) 2 Peypu; du; v dLp  (61)

olt v; est le vecteur unité de la tangente de la courbe Lp.

Z.P. BAZANT

Par substitutions de (59} et (60) dans (58) et leur intro-
duction dans (22) nous obtenons les conditions sui-
vantes a la surface chargée par les forces « mortes »
P, et la pression hydrostatique P :

n;o; + (P; + Pny) u;; +
1 1
+ { Pn;u;; — Pnju;; - 3 nu; P; — 3 nju; P, =0

(62)
On peut aussi écrire ’expression { ... } plus briéve-
ment sous la forme n,¢,,¢,,; (4, ;P + 3 W P ). Si tout

le corps n’est pas plongé dans le liquide ou le gaz, il
faut qu’a la courbe Lp on ait P = 0 (surface de liquide)
ou u; = 0, ce qui est d’habitude satisfait. Notons que
NovozriLov dans sa théorie obtient simplement le

1
terme 5 Pr; (u;; — u;,;) ([10a], éq. V. 30).

Annexe 3

REMARQUES SUR LE MODELE
DE MICROSTRUCTURE

Le treillis de la figure 7a, b, comme modéle de
microstructure, a Pavantage d’étre bidimensionnel et
de réagir dans le sens x comme dans le sens y. Il est
une fois hyperstatique. (Un treillis isostatique, trian-
gulaire par exemple, serait incapable d’exprimer
Pinteraction des deux phases, qui est hyperstatique.)
Cependant, pour le béton, ce treillis a encore le défaut
d’étre orthotrope (avec E,, = E,,, E,;, = E,,). Mais
I’isotropie presque parfaite peut étre atteinte (expé-
riences avec des plastiques renforcés par fibres dans les
quatre directions) en superposant les deux treillis a
et b, décalés de 45°. Pour les calculs, on pourrait approxi-
mativement supposer que les volumes des barres
fortes ainsi que des barres faibles des treillis a et b sont
égaux et que leur rapport mutuel est égal au rapport
V,/V,, des volumes des grains et de la matrice. Les
sections des barres fortes et faibles sont alors :

F,=2CV, et F,=CV,2

Dans le cas d’une porosité V,, on pourrait réduire ces
sections en les multipliant par (1 — V). Le coeflicient C
pourrait étre déterminé en considérant que pour le cas
limite E,, = E, (méme si pour ce cas le modéle est
incorrect) le module du treillis est égal a cette valeur.
Encore que moins approximativement, il faudrait
considérer 'influence de la couche de matrice de volume
V., dans la zone de contact des grains, et s’imaginer
qu’une petite partie 3 de la longueur unité des barres
fortes est constituée aussi par la matrice :

F,=2CV,/1 —38),F,=C(V,, — V)2

ol1le volume V, = 2 F,5 dépend de la densité du béton.

Plus exactement encore il faudrait généraliser le
treillis & trois dimensions (7 fois hyperstatique au lieu
de 1 fois), et distinguer deux sortes de diagonales des
cubes.

-
* %
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