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L'instabilite d'un milieu continu 

et la resistance en compression 

Z. P. BAZANT (1) 

R~SUM~ 

On obtient dans cet article des equations differentielles avec 
les conditions aux limites pour I'instabilite generale d'un corps 
elastique (ou viscoelastique) sous contraintes initiales. Comme 
cridlre general de I'instabifite on adopte Ie critere energetique 
de Peanon [11] dont on donne aussi une deduction simple. 
Les equations sont ecrites en coordonnees des points a I'etat 
initial, avant Ie changement de deformation. Elles sont differentes 
des equations de Biot [2]. Pour les equations de I'instabillte 
on donne certaines solutions analytiques. On trouve que les 
charges critiques pour I'instabllite interne doivent itre de I'ordre 
des modules elastiques. Elles diminuent fortement avec la dimi­
nlltion des modules transversaux d'un materiau orthotrope. 1/ 
semble que I'on puisse expliquer de cette fal;on la rupture par 
compression par delamination des plaques et voiles en plastiques 
stratifies renforcees par dll tissu de verre - et sa dependance de 
la courbure de voiles - et aussi, dans une certaine muure, la pro­
longation des fissures longitudinales dans les betons sous compres­
sion. 

La rupture par compression constitue un phenomime 
heaucoup plus complique que la rupture par traction 
ou par cisaillement. II est hien evident que la compression 
elle-meme ne peut pas produire la rupture et que cette 
derniere ne peut etre causee' que par les contraintes 
secondaires de traction ou de cisaillement accompa­
gnant la sollicitation par les forces de compression. 
Comme pour les elements uni- et hi-dimensionnels 
(harres, plaques, coques) c'est surtout l'instahilite 
transversale qui est decisive, Ie meme phenomime se 
presente pour expliquer l'apparition de fissures paral­
leles aux contraintes de compression dans un materiau 
comprime. 

[1] CSc., Ingenieur de recherche i I'lnstitut de Cons­
truction de l'l:cole Poly technique de Prague, Stagiaire i 
la Direction Generale de la Recherche U.T.I.B.T.P. 

SUMMARY 

In this article we obtain differential equations with the limit 
conditions for the general instability of an elastic (or viscoelastic) 
body under initial stresses. Pearson's energy criterion [11]. of which 
a simple deduction is also given, is adopted as a basis of analy:is. 
The equations are written in coordinates of the points at the initial 
state, before the deformation change. They are different from the 
8iot equations [2]. For the instability equations certain analytical 
solutions are given. We find that the critical loads for the internal 
instability must be of the order of the elastic moduli. They diminish 
markedly with the diminution of the transverse moduli of an ortho­
tropic material. It seems that it is possible to explain in this way the 
failure by compression by delamination of the plates and shells of 
stratified plastic reinforced by glass fibre - and its dependence on 
the curvature of the shells - and a/so, to a certain extent, the pro­
longation of the longitudinal cracks in concretes under compression. 

En particulier, c'est par ce phenomene que tres proha­
hlement s'explique la delamination des couches dans les 
plaques en plastiques renforces par du tissu de verre 
ou des couches exterieures dans les plaques sandwich 
comprimees, et aussi, au moins dans une certaine mesure, 
la rupture par compression (en incluant la zone compri­
mee d'une poutre flechie) des he tons hydrauliques, du 
verre et surtout des roches orthotropes. 

Actuellement, seul Ie llamhement transversal des 
pieces a une ou deux dimensions est hien connu. Le pro­
hleme general de l'instahilite d'un corps elastique a ete 
ahorde jusqu'a present par hien des chercheurs, en 
commenc;ant par BRYAN en 1889 [11]. Cependant, Ie 
traitement de ce probleme n'eet pas unique et plusiellIs 
theories ont ete proposees, parmi lesquelles nous no tons 
surtout trois voies essentiellement differentes, celles 
de BlOT [1, 2], de NEUBER [9,10,3], et de PEARSON [11]. 
La methode de PEARSON est adoptee actuellement par 
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la plupart des chercheurs, qui introduisent des criteres 
semhlahles, par exemple HILL (6], PRAGER [12], GREEN 
et ADKINS [5], TRUESDELL [14], tandis que la theorie 
de NEUBER et surtout celIe de BlOT (2] ont ete appli­
quees en outre a beaucoup de problemes pratiques, 
essentiellement en geologie. L'ahsence d'unanimite 
jusqu'a present dans les theories peut s'expliquer en 
principe: 

to Par les definitions differentes du tenseur de la 
deformation finie, sur laquelle s'effectue Ie travail des 
contraintes initiales [12]. La definition, que nollS 
adoptons, est introduite a present par la plupart des 
auteurs, tandis que BlOT utilise une autre definition. 

20 Par un acces different au prohleme, c'est-a-dire 
par une condition differente introduite comme critere de 
l'instahilite. On peut partir du critere energetique, ou 
l'on peut examiner directement I'existence d'un autre 
etat voisin de l'equilibre. NollS adoptons ici Ie eri­
tere energetique obtenu par PEARSON ('11] comme 
fondamental, car il est aecepte a present par la plupart 
des chercheurs et rend possible une solution simple 
que nous montrerons. 

N otons que les equations differentielles que nous 
obtiendrons sont differentes de celles de BlOT [2], 
ainsi que de NEUBER (9] OU NOVOZHILOV (lOa]. On 
montrera que pour la theorie de BlOT cette difference 
est causee uniquement par une definition particuliere 
du tenseur de la deformation finie, tandis que les theo­
ries de NEUBER ou de NOVOZHILOV sont en des accord 
total avec notre theorie qui decoule du eritere de stahi­
lite de PEARSON, generalement ado pte. Toutes ces 
theories ainsi que la notre sont en accord avec la theo­
rie du llambement des banes ou plaques. Cependant, 
si l'on considere Ie eisaillement (plaques sandwich), 
on se trouve en desaecord avec la theorie de BlOT ou de 
NOVOZHILOV. 

L NOTATIONS PRINCIP ALES 
ET LOI ELASTIQUE 

Xi (i = 1, 2,3) ou x, y, z = coordonnees cartesiennes 
des points a l'etat de deformation initiale (etat II); 

ai = coordonnees des points avant la deformation 
initiale (etat I), Xi = ai + Vi; 

Ui ou U, V, W = changements des deplacements par 
rapport it l'etat deforme initial d'equilihre (etat II); 

x; = Xi + Ui = coordonnees des points apres les 
changements Ui (etat III). 

Le tenseur du changement fini de la deformation 
(de LAGRANGE) s'exprime, d'apres la definition gene­
ralement adoptee, comme [12] 

1 
<:;i = eii + 2 Uk.; Uk.i (1) 

OU 

(la) 

est Ie tenseur de petit changement de la deformation, 
e:", = <:1l' "XII = 2 <:",u = 2 <:12' 6", = 6n,'" 

Dans (1) et (la) ainsi que dans ce qui suit. nous utili­
sons toujours la notation Uk.; = OUk ,'Oxi et la conven­
tion d'EINSTEIN (sommation par rapport aux indices 
muets qui se repetent). 
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3u = 1 pour i = j et 0 pour i =F j (symhole de KRO­
NECKER). 

Sfi ou S",,,,, S,,'I' ... = tenseur des contraintes initiales 
(it l'etat II). qui correspondent a certaines deformations 
dues aux Vi (notons que la dependance entre Suet vi.jne 
doit pas etre elastique); 

aii ou ax. '":"'11 ... = tenseur du changement des 
contraintes produites par les petits changements des 
deformations 6ij (en principe il est defini par l'expres­
sion (4) pour Ie travail de la deformation) et liees avec 
eux par les relations lineaires : 

(2) 

ce qui est la loi elastique lineaire anisotrope 
(Ciikl = C kW = Cjikl' aii = au) pour les changements 
de deformation. 

E. G, .. = module de YOUNG, module de cisaillement 
et coefficient de POISSON pour un materiau isotrope. 
Pour Ie materiau orthotrope nous introduisons en parti­
culier la loi d' elasticite : 

a", = E",,,, e", + E"'II ell + E",. e"" ... 

(2a) 

Pi ou P x .... = charges (par rapport aux Xi) donnees 
it la surface S (charge « morte » qui ne change ni en direc­
tion ni en grandeur pendant la deformation, ce qui n'est 
pas Ie cas pour la pression hydraulique ou un appui 
elastique) ; 

F; = forces (charges) de volume donnees (par 
rapport it xi); 

V = volume (en etat II), dV = dx1 dX2 dx3 ; 

S = surface (en etat II); 

n t = vecteur unite de la normale de surface S (en 
etat II). 

ll. LE CRrrERE ENERGETIQUE 
FONDAMENTAL DE LA STABD..ITE 

Nous demontrons d'abord comment on peut directe­
ment obtenir Ie critere de stahilite pour de petites varia­
tions de la deformation, ce qui est plus expressif que Ie 
procecle general donne par PEARSON. 

Le critere energetique fondamental est Ie suivant (13] : 
la deformation est stahle si pour tous les petits deplace­
ments Ui l'augmentation IlU de l'energie potentielle 
des efforts interieurs du corps est plus grande que Ie 
travail Il W consomme par les charges exterieures ou 
bien si Ie changement Il(U - W) de l'energie poten­
tieHe totale (U - W) est positif, a savoir : 

Il U - Q W > 0 (3) 

tandis que la premiere variation 3U - 3V, it callse de 
l'equilibre initial. est nulle. 

Le travail de la petite deformation pour l'unite de 
volume, exprime exactement jusqu'aux termes du 
second ordre en Ui.} est : 

1 
Sij E:ij + 2 aij 6ii (4) 

ou bien, en separant les termes du second ordre : 

Stieii + [So (<'ii - eij) + ~ Ctikletiekl]' (4a) 

Pour Ie travail de Sij nous sommes obliges de consi­
derer ici la deformation finie exprimee exactement 
jusqu'aux termes de second ordre en Ui.;' meme si les 
deplacements Ut sont petits, parce que ati est petit 



par rapport a Sii' alors que Ie terme (10 eo est de second 
ordre en Ui.i- Donc nous avons : 

~V = f Siieii dV + f Sii (eii - eii) dV + 
(VI (VI 

+ f !2 Ciikleiiekl dV. (4b) 
(V) 

Dans cette expression la premiere integrale peut etre 
transformee, compte tenu de la symetrie Sij = Su, 
de la fac;on suivante : 

f Sii eii dV = f Sij Ui.; dV = (5) 
(V) (V) 

=-f S/".u.dV+f 2..(S .. u.)dV= 
(V) I.)' (V) OXi .,. 

= - f Sii.iUi dV + I niSiiui dV, (6) 
(V) (S) 

ou, pour obtenir la derniere expression, on a transforme 
I'integrale de volume V en une integrale de surface S 
d'apres Ie theoreme de GAUSS [12]. La deformation 
initiale est consideree a priori en equilihre, done : 

Si;.; + Fi = 0 (en tout point) (7) 
niSii = Pi (a la surface). (8) 

Nous considerons Ui compatible avec les conditions a 
la surface. 

Par substitution dans (6) nous obtenons : 

f Sii6iidV = f Fiui dV + f Piui dS = ~W 
(V) (VI (SI 

(9) 

ce qui represente evidemment Ie travail absorbe par 
les charges exterieures de surface et de volume Pi et F i, 
dont la grandeur et la direction sont invariables pen­
dant Ie changement Ui (charges ({ mortes n). (La signi­
fication physique de l'egalite de (5) et de (9) est que Ie 
travail des charges exterieures sur les petits change­
ments de deplacements est egal au travail des efforts 
internes sur les petits changements (la) des deforma­
tions, ce qui resulte aussi directement du principe des 
travaux virtuels). 

Si nous substituons maintenant (9) dans (4b), nous 
obtenons finalement la condition necessaire de la sta~ 
bilite sous la forme suivante : 

~V - ~ W = Vi + Vo > 0 (10) 
ou 

Vi = f 2~ Ciik!eijek!dV (11) 
(V) 

VO = r Sii (eii - ei;) dV. (12) 
• (V) 

Ce critere a ete obtenu par PEARSON (11, 12] (et plus 
tard par HILL [6]), mais sous une forme moins gene­
rale il a deja ete presente en 1903 par HADAMARD ([5a], 
eq. VI. 18 et VI. 20 [14]) dans une etude des ondes 
elastiques. 

ill. CONDITION AUX VARIATIONS 

DE L'INSTABILITE 

Certaines contraintes initiales 51; etant donnees, Ie 
probleme se pose de savoir quel est Ie multiplicateur 
admissible pour que l'etat des contraintes fL5~; soit 
stable. Remplac;ons Sij dans (12) par S?i et Vo par fL vg. 
La condition est alors que: 

Vi + f.L vg > 0 (13) 

ou fL> - Vijug. 
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La valeur minimale critique de f.L est : 

fLcrit. = min (- Vt/vg). 

La condition de minimum est que la variation de 
V 1 /vg soit nulle. Or : 

(
VI) = vg aV l - VI avg = aVl + fLcrlt. au~ 

a u~ ug2 vg 

ou 

a VI + f.Lcrit. a vg = a (VI + fLcrit. vg) = o. 
Done la condition necessaire de l'instabilite est : 

(14) 

Remarquons quea(~V-~W)oubiena2(U-W) =0, 
ce qui est en accord avee Ie fait que la valeur de 
l'energie totale (V - W) n'atteint pas Ie minimum 
local pour Ie cas de l'instabilite. 

IV. CONDITIONS D'EQUILIBRE INSTABLE 

EXPRIMEES EN EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

On peut considerer l' expression Vi + V 0 comme une 
fonctionnelle des fonctions Ui (x;). La determination 
de ui (Xi) donnant la valeur extreme de ce fonctionnel 
represente un probleme variationnel dans I'espace aux 
valeurs libres aux limites. Soient les expressions dans 
l'integrale (11) ou (12) notees J1 et Jo' J1 + Jo = J. 
Transformons la condition du minimum de Ia fac;on 
suivante (compte tenu de ce que oj lou; = 0) : 

J
. . oj 

a J (Ui';) dV = J ,- I) (ui ) dV = 
(V) (VI "Ui.; 

f oj () 
= - - (I)u.) dV = 

(VI oUo OXj • 

(IS) 

=-J" ~(~)Ilu.dv+f ~(2l.au.)dv= 
(V) ~x; oU;.;' (V) OXi OU;.1 ' 

ou nous avons change l'ordre de variation 3 avec l'inte­
gration ou avec la derivation I) (u;,;) = 0(8ui )/ox; 
et nous avons utilise Ie theoreme de GAUSS [12]. Afin de 
satisfaire a la derniere relation pour une variation Bu, 
quelconque, il faut que dans tous les points: 

~ (~) - 0 (16) 
ox; OUi.l -

(conditions d'EuLER), et qu'a la surface on ait : 

oj 
n· - = 0 (17) 

, OUi.i 

soit ; 

aUi = O. (18) 

Tenant compte de ce que Si; = Sji' Ciikl = C k1ij , 
on peut calculer : 

oJl = oJl oe",! = oJl = ~ ('~ Cpqk!eVqelrl) = 
oUi.i OBkl OUi.i ~eij oeij 2 

= C iikl ek! = cri; (19) 
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()Jo _ S 
()Ui,i - 1)(1 

Portant ces demieres expressions dans (16) et (17), 
noUB obtenons finalement I'equation differentielle de 
I' equilibre instable: 

I Gii,1 + Sik Ui,Jk - F k Ui,I< = 0 I (21) 

avec les conditions aux limites qui sont, en tenant 
compte de (7) : 

(22) 

soit: 

(22a) 

En particulier pour une surface non chargee on a 

nJGii = 0 (22b) 

ce qui est la forme habituelle des conditions aux limites 
[8, 12] dans la theorie du 1 er ordre. Les equations (21) 
et (22) auraient aUBsi la forme des equations d'equilibre 
du 1er ordre [8, 12], si ron considerait les charges de 
volumes et les charges de surfaces suivantes : 

F i• = S'k Ui,ik - FkUf,k (23) 

Pi· = - Pi U f ,; (23a) 

qui dependent de la deformation. 

NOTE. Si noUB definissons Ie tenseur de contrainte 
T;; : 

avec: 
Til = Si; + Gi; + tii 

tii = Sil< Ui,I<' 

(24a) 

qui n'est pas symetrique, des equations (21) et (22) il 
decoule : 

Tij,; + F; = 0 et njT;; = Pi' (24b) 

D'apres ces equations les contraintes Tii doivent 
representer les forces tot ales dans les directions des 
axes Xi' qui agissent sur l'eIement obtenu de l'eIement 
dx1 dx2dx3 par deformation u;{ qui n' est plUB paralIeIepi­
pede) et qui sont rapportees aux aires initiales dx2dx3, 

dx3~' dx1dx2• On peut facilement etablir la relation 
de ces contraintes avec les contraintes d'Euler T;i' 
qui sont les contraintes reelles (symetriques), qui 
agissent a l'eIement dx~dx~dx~ decoupe apres la defor­
mation et qui sont rapportees aux aires apres la defor­
mation dx~dx~. etc. Dans ce but considerons un volume 
quelconque V coupe dans Ie materiau avant la defor­
mation qui se transforme en volume V I apres la defor­
mation. L'egalite des forces qui resultent de Tii dans V 
et ,de T;i dans V' exige que : . 

J niTiidV = J n~T;I< dV'. 
(V) (V') 

Puisque la normale de la surface : 

ni = n~ «()X~/()Xi) = n~ (8ik + Uk,i) 

et encore: 

dV' = DdV ou D = det (dx;jdxi ) 1 + Ui.i' 

on obtient : 

J [n~ Tik - n~ (8i l< + uk,i) Tii/D] dV' = O. 
(V') 
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Considerant que Ie volume V' peut etre queiconque, 
on a finalement : 

T;k = (T ik + T ii u",i)/D (24c) 

avec: T;" = T~i' 
Les relations inverses sont T ii = D (T;j - T;k ui,k)' 

Ainsi noUB avons egalement demontre la significa­
tion statique de Gu. defini d'abord par la loi de defor­
mation ou par son potentiel. 

REMARQUE: 

Les equations obtenues par BlOT different du fait 
que ([2], eq. II.2.24) : 

1 1 
tii = S;k Ui,I< - 2 Sik Bik - 2 Sik Bik (24d) 

F i • = tii,i' Pi* = - n;tij 

ce qui est en principe dti. uniquement au fait qu'il intro­
duit au lieu de (1) la deformation finie comme «(2], 
eq. 1.3.28) : 

1 1 
tii = eii + 2 Uk,; Uk,i - 2 eki eki (24e) 

d'ou decoule (24d) par substitution dans (20), 

Les equations d'equilibre de NOVOZHILOV ([10 a], 
eq. V. 16) ont encore une autre forme, ou les termes de 
second ordre [(23), (23a)] disparaissent pour la rota-

1 
tion locale nulle, a savoir : tu = 2 Sil< (ui,k - Uk,i), 

ce qui ne peut etre exprime comme ()JO!()Ui,i pour 
aucune forme- de eii et parait alors inacceptable. 

Dans la theorie de NEUBER (9, 10, 3] on ecrit les 
equations d'equilibre cIassiques GiM = 0 et on consi­
dere : 

T;i = «()Xi/()X~) «()xi/()x;) Sk\ + GulD = 
= Sii - Sik ui,k - Sik ui,k + Gii/D, 

ce qui donne les conditions aux Ii mites : 

n; T:i = P; = P;/D 

ou bien: 

ni (Gii - SikUi,k - 2SikBik) = Pi (D - 1), 

On voit que la theorie de NEUBER ou celle de Novo­
ZHILOV sont en desaccord total avec notre theorie et 
avec Ie critere de PEARSON, tandis que la theorie de 
BlOT differe seulement avec Ia definition de eii' 

V. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
DE L'INSTABILITE 

EN TERMES DE DEPLACEMENTS 

En exprimant GiJ a partir de la loi elastique (2) et en 
considerant l'expression geometrique (1a), il resulte 
immediatement de (21) (lettre de l'auteur a M. A. BlOT, 
29 novembre 1965) : 

1 
2 Ciikl (Uk.U + ul.ki) + Sik "i,ik - F k Ui,l< = 0 (25) 

avec les conditions aux limites (22) et (22a), dont la forme 
en termes de deplacements est evidente. En particulier, 
pour un materiau isotrope on a les equations : 

G 
GUi,ii+ ~ uj,ij + Sjl<Ui,;1< - Fkui,k = O. (26) 



On constate que, a l'exception des deux demiers 
termes exprimant Ia force volume F1de ,elles sont iden­
tiques aux equations de LAME de l'elasticite classique 
[8, 12]. 

Si l'on considere Ie materiau orthotrope d'apres 
(2a), on arrive par Ie meme procede (pour F; = 0) 
aux equations suivantes : 

On aurait pu obtenir directement les memes equa­
tions a partir de Ia condition (16), apres substitution 
pour Ie materiau orthotrope : 

l"lU~ " 1 j (aU av aW) au 
U1 = '" (V) 2 ~ E",,,, ax + E"'lI ay + E",z az ax + ... 

... + G (au + aV)2 + ... I dxdydz. (28) 
"'1/ ay OX \ 

Les equations (25) ou (27) avec les conditions aux 
limites representent un probleme des valeurs propres 
S"" Sy, •.• 

Remarquons enfin que l'on peut generaliser les equa­
tions Ii un materiau viseoelastique, si l'on considere les 
equations d'equilibre (21)-(24) comme fondamentales 
et si l'on tient compte de l'analogie elastique-viseoelas­
tique. Pour cela, il faudrait remplacer les modules 
elastiques E.,., '" par les operateurs du fluage diffe­
rentiels ou integraux dans Ie temps. 

VI. QUELQUES FORMES DE L'INSTABILITE 

VI.1. - Nous allons etudier maintenant quelques solu­
tions possibles des equations (27) pour certaines condi­
tions aux limites, en considerant que les contraintes 
initiales sont uniformes (independantes de x, y, z) 
et que Ie materiau est homogene (E.,., ..• sont cons­
tantes) et orthotrope. Les equations (27) peuvent etre 
satisfaites par : 

u = ae"""'evYeAZ 

v = be"""'evll eAz 

W = e elL" e1l eAz 

(29) 

(oil [L,'1, A et a, b, e sont complexes) quand les relations 
suivantes : 

a [[L2 (E",,,, + S"') + '12 (G"'II + S,,) + ).2 (G",. + S.) + 
+ 2 [L'IS",,, + 2'1AS". + 2 [L).S",.] + (30) 
-\- b[L'I (E",,, + G",,,) + e[LA(E",. + G",.} = 0, 

avec les deux autres relations, obtenues par permuta­
tion de (x, y, z), ([L, 'I, ).), (a, b, e), sont remplies. Les trois 
equations (30) forment un systeme d'equations alge­
briques lineaires homogenes pour a, b, e. Pour que leur 
solution non nulle existe, leur determinant doit etre 
nul. Les valeurs [L, 'I, A doivent encore satisfaire au.", 
trois conditions aux limites, alors que l'annulation du 
determinant constitue une condition pour les valeurs 
critiques de Sx, Sy, Sz, S",y, S"'Z, SlIZ ou bien pour un 
multiplicateur critique fLcrit. des valeurs initiales 
donnees S~, S~, S~II'" (S",crit. = fLcrit. S~ ... ). Dans Ie cas 
general une telle solution serait assez compliquee. 
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VI.2. - :t:tudions done maintenant Ie cas special de l'ins­
tabilite sinusoldale dans les directions x et y et consi­
derons que les contraintes initiales sont homogtmes et 
que : S.,y SyZ = S",z = O. Si nous introduisons 
(fig. 1) : 

u = ; (z) sin o(x cos fjy 
V = "I) (z) cos o(x sin ~y (31) 
W = qz) cos O(x cos ~y 

les equations (27) sont satisfaites quand : 

dH 
- (G",. + Sz) dz; + (0(2 (E",,,, + S.,) + ~2 (G",y + S1/)] ~ + 

d~ 
+ 0( fj (E.,y + G"'II) "I) + 0( (E",. + G",z) dz = 0, 

d2 "1) 
O(fj (E"'II + G",,,) ~ - (GyZ + Sz) dz2 + 

+ [0(2 (G",y+ S"') + ~2 (E lIy + SII}] "I) + ~(E1/' + Gil.) ~ = 0 

(32) 
d; d"l) 

0( (E.,. + G:r.) dz + ~ (Ey• + Gu.) dz + 

+ (E •• + S.) ::; _[0(2(G",.+ S"') + fj2(Gy • + Slim =0. 

Ainsi nous avons obtenu un systeme de trois equa­
tions differentielles ordinaires lineaires homogenes pour 
~ (z), 1) (z), ~ (z) qui definit avec les conditions aux limites 
un probleme des valeurs propres. 

'x 
FIG. 1. 

Les relations (31) permettent de satisfaire les condi­
tions aux limites pour un appui rigide sans frottement. 
c'est-a-dire (fig. 2) : 

u = T",z = T",y = 0 
V = T'lIZ = T"'II = 0 

pour 
pour 

x = 0 et x = nrc! (1., 

y = 0 ety = mrc!fJ. 

Dans ce qui suit considerons une plaque epaisse 
(fig. 2a, b) limitee par les deux plans z = zl et z = z2 

(d = Z2 - z1) ou, pour Z2 - 00, un demi-espace (fig. 
2d, e). Des conditions aux limites (22) il vient d'apres 
(2a) pour z = z1 et z = Z2 : 

au avow oW 
E",. ax + E'lIZ oy + E .. ;;; + Sz az = 0, 

(
aU ...j.. aw) au _ 

G",. az ' ax + S. oz - 0, 

G(aV,aW) sav _ 
Y' oZ T oy + z ()z - 0 
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ou bien: 

(33) 

pour z == %1' Z = Z2-

VI.3. - Etudions d'ahord quelques formes sinusoidales 
element aires d'instabilite et introduisons : 

:; = a cos yz, 1) = b cos yz, ~ = C sin yz. (34) 

Par substitution dans (32) it vient : (35) 

a [tx2 (En + Sx) + ~2 (GXY + Sy) + y2 (Gr: + Sz)] + 
+ b~tx (Exy + GXY ) + Ctxy (E xz + Gxz) = 0, 

atx~ (Exy + G",y) + b [tx2 (G"", + Sx) + ~2 (E yy + Sy) + 
+ y2 (GyZ + 5:)] + c~y (EyZ + GlIz) = 0, 

aocy (Exz + G:rz) + bf?,y (E yz + G yz) + C [oc2 (Gxz + S;r) + 
+ ~2 (GyZ + S,,) + '(2 (E zz + Sz)l = 0, 

avec lea conditions it la surface : Z = ZI' surface que 
nous considerons non chargee, Sz = 0 : 

(aaE:rz + b~Eyz + cyEzz) cos yZI = 0 

(ay+ clX)sinyzl= 0 (36) 

(by + c~) sin '(ZI = 0 

et les conditions analogues pour Z = z2' 

Denx solutions elementaires sont main tenant pos­
sibles : 

a) Nous choisissons une orlgme des coordonnees 

telle que Z2 = - ZI = ; et nous remplissons les conditions 

(36) par: 

a i3 b 7t 37t 57t 
- -;;' :r = - c· y = d' d' d' ... (37) 

Dans ce cas on obtient aussi 't'xz = 't'yZ = 0 dans 
tous lea points internes. 11 s'agit alors d'une forme 
purement compressive de l'instahilite. Nous pouvons 
proceder ici par substitution de (37) dans (35) ce qui 
donne un systeme de trois equations algehriques lineaires 
homogenes en a2, b2, c2 dont Ie determinant, qui doit 
s'annuler, est Ie suivant (Sz = 0) : 

I 
Ex", + S"" E",,, + 2 G",y + S", - Exz I 
Exy + 2 G"," + Sx, Eyy + Sy, - Eyz = O. (38) 
S", - E xz , S" - E"z, . Ezz 

En evaluant Ie determinant, Ie coefficient de S",S" 
s'annule et la condition (38) pour les compressions cri­
tiques prend la forme suivante : 

ASx+BSy+C=O (38a) 
ou 

c ~ E",,,, EYII Ezz - E~z Eyy - E;z Ex", -
Ezz (E",y + 2 G",,,)2 + 2 E",. E yz (E",,, + 2 GXY )' 

(38b) 
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Pour Ie cas de l'instahilite plane, Ie determinant (38) 
est du deuxieme ordre, v = b = ~ = 0, et il en resulte 
la compression critique suivante (fig. 2) : 

(39) 

En tenant compte de l'expression (39) et de l'expres­
sion analogue pour S: qui doivent satisfaire it l'equa­
tion (38a), nous pouvons ecrire la condition (38a) 
pour les compressions critiques S", et S" dans Ie cas 
spatial sous la forme : 

5", + 5" 
S* S* = 1. 

x y 
(39a) 

b) Le second cas elementaire pour remplir (36) est 
Ie suivant (pour ZI = 0 et .:'2 = d) 

or 
c Ezz - r--, 
a E",. 

(r - 1) ~b EE zz
, '( = 'ltd, 2-::d, ... 

yz 

(40) 

ou r peut etre choisi quelconque (arhitrairement). 
Dans ce cas les contraintes cr •• s'annulent aussi dans 
tous les points internes. 

La suhstitution de (40) dans (35) donne un systeme 
de trois equations algehriques lineaires homogenes en 
a2b2, b2c2, a2c2 dont Ie determinant, qui doit s'annuler, 
est Ie suivant : 



Pour l'instahilite plane. v = b = ~ = 0; il en resulte, 
apres transformations, que : 

S Exx Ezz - E;. 
.,erlt. = - E.% + E.,. (1 + EzzfG.,z) (42) 

VI.4. - ttudions maintenant la solution generale pour 
l'instahilite sinusoidale dans les directions x et y paral­
leles a la surface plane du corps. Par raison de simplicite 
nous devons nous limiter au cas plan. Si nollS introdui­
sons dans (32) (S",. = 0) : 

~ = aeA", ~ = ceM (b = ~ = 0) (43) 

nollS ohtenons un systeme de deux equations algebriques 
lineaires homogenes en a et c, dont Ie determinant, 
qui doit s'annuler, est Ie suivant : 

1
- (E"", + 5x ) a.2 + (G.,. + S.) 1..2, - (Ex. + Gx.) IXI.. 1_ 0 
IXI.. (Ex. + G.,.}, (E .. + Sz) ,,2 - (G.,. + S .. ) ~2 - • 

(44) 

C'est une equation algebrique en (A/IX) : 

(A/a.)" - 2p (A/a.)2 + q = 0 (44a) 
ou 
2p = 
(E",,+S.,) (E .. +S.)+(Gxz + Sx) (G.,. + S.) - (E.,. + G.,.)2 

(GX% + S.) (E .. + S.) 
(44b) 

(Ex .. + S.,) (Gx• + Sx) q - . 
- (G.,. + S.) (En + S.) 

Considerons d'ahord les deux cas OU toutes les racines 
de cette equation sont soit reelles, soit imaginaires et 
differentes. Pour obtenir ces cas il faut et il suffit que : 

p2 > q et q > 0 (45a) 

soit Ia compression transversale S. pas trop forte, de 
sorte que G." + S. > 0, E.. + S. > O. Puisque 
I S.,I ~ Exx n'a pas de sens physique, la deuxieme 
inegalite exige (en supposant que E.,., > Gx.) que : 
- Sx > Gx •• Les deux inegalites (45a) sont remplies 
au moins pour un certain intervalle fini : 

G",. < - s'" < G",. + 3, (3 > 0) (4Sb) 

parce que si nous considerons S'" infiniment proche 
de la valeur - G ... , q devient infiniment petit (positif), 
tandis que p2 a une valeur finie, a I'exception du cas 
(E .. + S.) (E., .. - G.,.) = (E ... + Gx.)2, ce qui est assure 
pour l'orthotropie suffisamment forte (E .. , Gxz, Ex: 
« Ex.,). 

Examinons maintenant Ie cas des racines imaginaires 
± i k1' ± i k2 (i est l'unite imaginaire) : 

k1,2 = V - p ± Vp~ - q (46) 

qui est obtenu pour p < 0, ce qui peut advenir quand 
E .. est petit par rapport a Gx• ou E",., etant donne que 
ceux-ei sont encore plus petits par rapport a E""" .. Choisis­
sons pour l'instant les deux raeines ± i k1 de signes 
opposes. Dans ce cas on ohtient, d'apres les equations 
en a et c qui correspondent au determinant (44), 
c'l, / a2 = - c1 /"r et nous constatons que ce choix nous 
amene a deux fonctions identiques a (34). Mais nous 
avons deFI traite cela dans (37) - (42). Nous choisissons 
donc deux racines differentes i k1 et i kz, auxquelles 
correspond la solution generale : 

; = a1 cos k1 a. z + a2 cos k2 ~:;, 
(46a) 

Z.P. BAZANT 

Ce type de solution permet d'obtenir l'instabilite 
symetrique d'une plaque epaisse (fig. 2a, b) avec les 
surfaces : :;1 = - d /2, Zz = d /2. Les conditions (33) 
aux surfaces fournissent Ie meme systeme de deux equa­
tions lineaires homogenes en aI' a2, dont Ie determinant, 

d 
apl'es la division de ses colonnes par cos kl a. 2 et 

d 
cos k2 a. 2' est Ie suivant 

Ex. + E .. k1 clial' 

II peut toujours etre annuM pal' un certain choix de ~. 

En meme temps ce type de solution pel'met de satis­
f&ire, pour z = 0 et z = d, par un certain choix de IX, 
aux conditions des bords fixees (fig. 2/, g), u = w = 0 
(une couche elastique enfermee dans un materiau 
rigide) et aussi les conditions d'appui rigide sans 
frottement (fig. 2h) (w = 'x. = 0). 

NollS pouvons alors constater que, pour ce type 
d'instabilite, la plus petite compression cl'itique S .. 
est celIe infiniment proche de - G",., c'est-li-dire : 

Inf(-S"erit) = G.". (47) 

Parce que dans ce cas Iii aussi les valeurs de k1' k2 
et de c1 (aI' c.Ja2 sont infiniment proches, il faut, pour 
annuler Ie detel'minant (4Sb), que a. _ 00, ou bien que 
la longueur 2 'It I rJ. des ondes de plissement du materiau 
devienne infiniment petite. AIOl'S dans un intervalle 
(45b), plus la longueur minimale admissible des ondes 
de plissement est grande, pillS la valeur de la compres­
sion cdtique est grande. Observons que c'est Ie cas 
contraire de celui des corps minces. 

L'autre des deux cas remplissant (45a) est Ie cas des 
l'acines l'eelles ± 11 et ± 12 : 

11.2 = vip ± yip'!. - q (48) 

qui est obtenu pour p > 0, ce qui se produit quand les 
modules E .. , G",., E",. sont petits par rapport a En" 
mais de meme ol'dre de grandeur. La solution generale 
cOl'l'espondant aux raeines positives est : 

:; = a1 ell'" + a2 e
I
2 ",., 

(48a) 

,. = a ~ el xz ...l- a9 ~ el • xz, 
.. 1 all' - a2 

Nous voyons que les deplacements disparaissent pour 
z _ - 00, ce qui nollS incite Ii considerer un demi­
espace (fig. 2d, e) :; L O. Les conditions (33) II la sur­
face z = 0 procurent un systeme d'equations lineaires 
homogenes en a1 et ~, dont Ie determinant, qui doit 
s'annuler, est Ie suivant : 

E.,. + (E .. + Sz) II c1lal' 

En + (E.% + S.) 12 c2/aZ = O. 
G",. (II - C1, a1) + S. 11 C1ial> 

G.,. (12 - czla!) + S. 12 C2(~ 
(48b) 

Considerant que k1' kz et c1lal' c2/~ pour les modules 
et la contrainte Sz donnes ne dependent que de S .. , 
ce determinant est une fonction de S". II ne peut etre 
annule [contrairement a (46b)], que pour certaines 
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valeurs critiques de S", (toujours - S'" > Gx.), les­
queUes pourraient etre determimSes, par exemple, 
en tra.;ant la courbe a 1'aide des valeurs numeriques 
du determinant (48b), calcu16es pour differentes 
valeurs numeriques de S", et les valeurs donnees des 
modules et de S •. La longueur d'onde 2 7t IIX de pHsse­
ment de la surface ne depend pas dans ce cas de la 
compression S". 

Quand 191> p2, on a ("A/IX)2 = - P ± i Y9 - p~. 
Les racines sont complexes et eUes ont la forme 
± Tl ± i T2' ou 

_~;- _41: 
Tl = V q cos 'P, T2 = V q sin 'P, cos 2'P = plq· 

La solution generale dans ce cas s'exprime comme : 

(a1 ch Tl IXZ cos T2 IXZ + a 2 sh Tl IXZ sin T2IXz) + 
+ (a3 sh TIIXZ cos T2 IXZ + a 4 ch T1IXZ sin T2 IX:;) 

(49) 

~ = (c1 ch 'I IX Z sin '2 IX Z - C2 sh 'I IX Z cos '2 IX :;) + 
+ (C3 sh T1IXZ sin '2IXZ - c 4 ch 'lIXZ cos '2IXz). 

Les deux premiers termes decrivent la forme syme­
trique d'instabilite, les deux derniers termes la forme 
antisymetrique (fig. 2c). La forme antisymetrique 
doit limiter, pour Zl - :;2 - 0, a la solution classique 
d'EuLER [13] et pour cela eUe semble pour notre pro­
bleme moins importante, car nous savons par la theorie 
classique que les contraintes transversales dans les 
corps minces sont peu importantes. 

La forme symetrique pourrait, peut-etre, mener a 
des compressions critiques plus petites que (47) ou (42), 
mais son etude sort du cadre de cet article. 

Notons que pour un materiau isotrope no us pourrions 
meme consid6rer 1'6tat initial homogene de contrainte 
avec les contraintes S"'1I' S1I.' S"'. non nulles, car la solu­
tion prec6dente reste valahle par rapport aux directions 
des contraintes principales initiales. Mais cela n'est pas 
possible pour un materiau orthotrope, comme dans un 
systeme d'axes devies la loi elastique de la forme (2a) 
n'est plus valahle. 

A la suite de cette analyse nous pouvons conclure 
que pour un materiau isotrope (sauf les materiaux 
hyperelastiques comme Ie caoutchouc) les formes 
d'instahilite interne etudiees n'ont pas d'importance, 
comme d'apres (47) la compression critique est trop 
grande et ne peut jamais etre approchee. Mais d'autre 
part pour un materiau fortement orthotrope avec des 
modules d'elasticite transversaux assez petits, la 
compression critique peut aussi devenir relativement 
petite. 

VII. DEFORMATIONS 
DUES AUX PERTURBATIONS 

DE L'ETAT INITIAL 

Pour les charges proches des charges critIques les 
effets du second ordre ont une grande importance et 
provoquent une forte augmentation des contraintes 
et des deformations. La geometrie des constructions 
ainsi que les positions des charges ne sont jamais 
exactes et c'est pourquoi, par exemple, les formules 
de fiambement des poteaux sont hasees sur l'idee 
d'excentricite ou de courhure initiale. De la meme 
fa.;on on peut aussi considerer que 1'0n a certaines 
petites charges additives transversales (perturhations) 
ce qui sera Ie plus commode dans notre cas. 
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Etudions donc les deformations provoquees par les 
petits changements fi et Pi des forces dans Ie volume 
et a la surface (perturhations) qui sont superposees 
aux forces initiales en equilibre. La valeur de l'energie 
AU est toujours donnee par (4), tandis que dans 
l'expression (5) ou (6) pour A W il faut ajouter les 

termes J' h U i dV + J' Pi Ui dS. 
IV) ~) 

Par les memes transformations qui font passer de 
l'equation (4) a I'equation (10) on peut en fin obtenir : 

AU - A W = U1 + Uo + J' fi ui dV + 
(V) 

+ J Pi U i dS (50) 
IS) 

etant donne que les contraintes initiales Si; sont en 
equilihre. Vetat de l'equilihre sous les charges h et Pi est 
ohtenu a la condition que la valeur AU - A W de 
l'energie potentielle du systeme atteigne Ie minimum. 
II est alors necessaire que la premiere variation I> (AU 
- A W) = O. Par Ie meme procede qui fait passer de 
l'equation (14) aux equations (21) - (23) on ohtient enfin, 
au lieu de (21) - (23), les conditions de 1'equilibre 
sous la forme (21), (22) dans laquelle il faut, cependant, 
ajouter au cote gauche Ie terme fi ou Pi. 

En illustration, examinons main tenant Ie cas e16-
mentaire d'une plaque epaisse orthotrope avec les 
compressions initiales S", et S,,' dont nous deduisons 
les deformations d'apres (34). Nous considerons les 
perturbations sous une forme identique : 

f", = O,f" = O,f. = fo cos IXX cos ~y sin '{Z 

P" = P" = p. = O. 

Par suhstitutions dans (32) no us arrivons a des 
equations identiques a (35), it l'exception du fait que 
dans la troisieme equation (35) il faut ajouter Ie terme 
f •. Les conditions aux limites (36) res tent inchangees 
et no us les remplissons par les relations (37). La substi­
tution de (37) dans (35) (avec Ie termef. ajoute) fournit 
un systeme de trois equations algehriques lineaires 
en a2 , b2 , c2 dont Ie determinant est (3S) et dont les 
termes ahsolus du cote gauche sont 0,0 et cfo/y2. La' 
solution de ce systeme fournit : 

fo (Ex", + S",) (E"y + Sy) (51) 
c = - =(2 AS", + BS" + C 

ou A, B, C sont les memes expressions que dans (38a). 
En se hasant sur l'expression (39) pour Ie cas de l'insta­
hilite plane et de l'expression analogue pour S~, on peut 
reecrire l'expression (51) sous la forme: 

_ fo (E",,,, + S"') (EVil + S,,) 
c - - :;2 C (1 _ S IS* _ S IS*)· (51a) 

, x.c Vi U 

S'il n'y avait pas de contraintes initiales, S", = S1I = 0, 
on aurait ohtenu, comme un cas special de (51a) : 

c = - fo E",,,,Ey1Ih 2 C 

OU C est donne par (3Sb) et pour l'instahilite plane 
C = E"""E.. - E;.. Donc les deformations ainsi que 
les contraintes normales dues aux perturhations f. 
ne produisant pas de cisaillement sont amplifiees a 
cause des compressions initiales dans Ie rapport : 

c (1 + S",/Ex",) (1 + S)EYlI) (51b) 
T = ~ = 1 - S",/S; - S1I/S: • 

Les compressions critiques resultent de la condition 
C _ 00 et on s'aper.;oit immediatement que l'on 
obtient les memes expressions que d'apres (39) ou (39a). 

Pour les autres formes plus generales de l'instabilite 
cette formule aurait une autre forme. Mais il est probahle 



que 1'0n pourrait l'utiliser approximativement aussi 
pour d'autres formes, si 1'0n suhstitue pour S~, S: les 
valeurs critiques correctes, par exemple S~ ~ G ... , 
S* !':::! Gj,.. 

VID. SUR LA USISTANCE EN COMPRESSION 

Comme now l'avons trouve theoriquement, Ie pheno­
mene d'instabilite interne, produisant des tensions 
transversales Ii la compression, peut apparaitre seule­
ment pour les 11JlJtenalU fortement orthotropes. C'est Ie cas, 
par exemple, des plastiques renforces et de certaines 
roches. Effectivement, il est experimentalement bien 
connu que la rupture de tels materiaux se fait par 
longues fissures longitudinales et donne une image 
semblable aux formes d'instabilite de la figure 2. 

Pour les stratifies de plastiques renforces par du tissu 
de verre on parle de delamination, c'est-li-dire detache­
ment (clivage) et flambement transversal des couches 
individuelles a la rupture (fig. 3). Cependant, l'ortho­
tropie provenant seulement de l' absence des fibres 

FIG. 3. FIG. 4. 

transversales n'est pas suffisamment forte. Par 
exemple, pour un plastique renforce, E",,,, = 2.105 kp /cm2 

et Ie module en cisaillement de la resine seule 104 kp/cm2• 

Pour une structure sans vides G",. devrait etre plus 
grand que cette derniere valeur, ce qui est trop 
grand, pour que Ie facteur d'amplification (S1b) puisse 
etre important. L'explication possible est la suivante. 
Sous la compression initiale se produisent des tractions 
transversales locales Ii cause de la non-homogeneite 
(fig. 4), Ii savoir la repartition locale des contraintes. 
Comme l'adherence Ii l'interface verre-resine est tres 
faible, n'ayant pas de caract~re chimique, de petites 
fissures doivent se former Ii l'interface sous traction 
ou cisailIement. Ces micro fissures sont en general 
paralleles Ii la contrainte. Par suite, elles doivent reduire 
les modules transversaux moyens E .. et G",., surtout 
dans une coupe qui contient Ie maximum d'interface 
(qui peut atteindre 95 %). Nous estimons que ces 
modules peuvent etre reduits a l'ordre 1()3 kp /cm2• 

Le facteur d'amplification r peut etre important pour 
une certaine fraction de cette valeur, ce qui nous amene 
a l' ordre des resistances effectives. 

Pour les roches, les svstemes des fissures discontinues 
existent deja au prealable et sous charge ils se develop­
pent plus loin. 

Z.P. BAZANT 

Examinons encore plus en detail Ie role de la non­
homogeneite dans les materiaux composites granuIes 
fragiles, comme Ie beton. Comme c'est un materiau 
statistiquement isotrope, Ie flambement interne est 
impossible sans tenir compte d'une pre fissuration orien­
tee. Par contre, il nous parait impossible d'expliquer 
les fissures longitudinales longues sans considerer 
l'instahilite, ce que nous essayons d'eclaircir. 

Nous excluons d'abord Ie cas de &ettage aux appuis, 
qui ne peut influencer qu'une courte distance des appuis 
(fig. Sa). D'ailleurs, les fissures longitudinales se 
forment surtout dans les eprouvettes avec les appuis sans 
ttottement (avec carton) [7]. 

c 

t 
.0 

, , '/ / / 

FIG. 5. 

Le coefficient de POISSON moyen ne cause qu'une 
extension transversale, tandis que la contrainte trans­
versale moyenne dans une coupe suffisamment longue 
par rapport aux grains reste toujours nulle. 

Du point de vue de la theorie de GRIFFITH [4a] 
la propagation d'une fissure parallele a la contrainte 
normale (fig. Sb) est impossible, parce que la dimi­
nution de l'energie elastique du corps due, par exemple, 
a une ouverture elliptique (fig. Sb) est proportionnelle 
seulement a l'axe transversal de l'ellipse et ne change 
pas avec son axe longitudinal, tandis que l'energie 
de surface avec cet axe augmente. Meme la traction 
transversale a la tete de la fissure (fig. Sb) tend vers 
zero avec l'axe transversal de l'ellipse. 

Pour illwtrer la cooperation des phases aux modules 
tres differents dans un materiau granule, considerons 
les cas typiques idealises des configurations des grains 
d'apres la figure 6. La transmission des efforts pour la 

FIG. 6. 

confi~ation a ou b peut etre interpretee par Ie modele 
des figures 7a et 7b - un treillis hyperstatique -, OU 
les barres de rigidite forte representent les efforts 
normaux transmis par les contacts des grains. les 
barres faibles idealisent les efforts normaux transmis 
par la matrice a module bas. (Un treillis semhlahle a ete 
propose par A.L.L. BAKER dans Mag. of Concrete 
Research, 19S9, nO 33.) 
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Dans Ie treillis considere se produisent des forces de 
tractions S2 dans les banes transversales (2 de la fig. 7), 
qui sont pour la configuration b beaucoup plus fortes 
(effet de coin des grains). Par exemple, pour Ie rapport 
10 : 1 des rigidites des barres, on a calcuIe les forces 
hyperstatiques dansles banes transversales S2 = 0,062 Sz 
pour Ie cas a et S2 = 0,438 SZ V2 pour Ie cas b. Dans une 
longue coupe longitudinale I-I, ces forces sont en equi­
libre avec les forces de compression dans les banes 
diagonales. La distribution continue des contraintes 
transversales locales dans cette coupe, qui correspondent 
aux forces dans ces hanes, est aussi en equilibre. Si l'on 
suppose cette distrihution sinusoid ale (fig. 7), les 
contraintes normales transversales locales extremes 
sont: 

S = -l- 1t Sla) X'loc -L. I 2 ou 

pour la configuration a ou b. 

1 Sib). /2-±21t 2 V (52) 

Conformement a la theorie de GRIFFITH [4a], dans 
les petites regions II des tractions transversales, il se 
forme de courtes fissures (micro fissures) longitudinales 
(fig. 8). Mais comme entre ces regions il y a des 
regions de compression, avant la formation des micro­
fissures, ou des compressions presque nulles apres leur 
formation, ces micro fissures ne peuvent pas se prolon­
ger, eUes restent discontinues. 

Si Ie phenomime d'instahilite ne pouvait pas se 
produire (une eprouvette tres courte) et si l'on conti­
nuait a augmenter la compression, Ie materiau s'ecra-

FIG. 8. 
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c FIG. 7. 

serait en fin par cisaillement (lignes de glissement 
inclinees, fig. 8b), d'apres ce modele, en particules 
independantes (gravier, sable ou poudre) et s'ecoulerait 
a cote (fig. Bc). 

Le troisieme cas typique de la configuration des 
grains, Ie cas' c d'apres la figure 6 (cas de mur), peut 
etre illustre par Ie modele de la figure 7 c (propose 
par JOISEL) selon lequel il se forme aussi, par 
cisaillement entre les grains, des lissures longitudinales 
(ou plus exactement des lignes de glissement, sans 
clivage), lesqueUes sont aussi discontinues. 

1. 

FIG. 9. 

Les contraintes transversales, causees dans les confi­
gurations a, b ou c par la difference du coefficient de 
POISSON et aussi par l'extension des grains et de la 
matrice, sont aussi locales, changent de signe et dans 
une coupe longue leur resultante est nulle. Et sembI able 
est l'effet des vides. 

n peut aussi se former des lignes de glissement obli­
ques (fig. Sa), mais c'est Ie cas de rupture qui ne nous 
interesse pas. N ous remarquons seulement que dans ces 
lignes de glissement il y a toujours la compression, de 
sorte que les fissures ne peuvent pas s'ouvrir (et causer 
l'orthotropie macroscopique). 

Le fait important, que nous devons linalement sou­
ligner, c'est que les micro fissures primaires sous la 
compression doivent etre orientees (fig. 9), et, par 
consequent, causer l'orthotropie secondaire du heton, 
c' est-it-dire reduire les modules transversaux. (Elles 
peuvent exister deja pour les compressions heaueoup 
plus hasses qu'a la rupture.) Done, une fois une eertaine 
compression atteinte, Ie flambement doit se manifester 
et se traduire, l'onde s'aUongeant, par une longue 
fissure longitudinale (fig. 9). (La diminution du module 
transversal etait verifiee par mesure de la vitesse 
transversale du son [7], hien que dans ce cas il s'agisse 



d'une movenne entre Ie module en traction, qui est 
diminm" ~t Ie module en compression, qui ne I'est pas.) 

Des qu'une non-homogeneite existe, c'est encore la 
fragilite (une faible resist~nce a la .traction) qui est 
necessaire pour la formatIon des lWcrofissures. Pour 
les plastiques renforces, d'autre part, au lieu de la 
fragilite on a une faible adherence a I'interface, que nous 
avons discutee. 

Si nous avons une compression transversale S. en 
plus, elle se superyose aux con~raintes I~cales (52) 
et diminue les tractIons. La formatIOn des mlCrofissures 
primaires est alors plus faible, ainsi que l' orthotropie 
secondaire, ou n'existe pas du tout. 

Cette theorie acceptee, les formules pour la resistance 
devaient prendre une forme analogue Ii .ceUe. des pot~aux. 
Outre les tensions transversales locales il eXIste touJours 
encore certaines faibles tensions transversales a grande 
echelle dues aux certaines perturbations initiales, ce 
qui est' analogue aux moments dus a l'excentricite ou a 
la courbure inevitable dans les poteaux [par exemple, 
surfaces pas exactement planes, imprecision des charges, 
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variahilite du module moyen, deviation des axes 
d'orthotropie, etc. (fig. 10 a), perturbant I'image des 
isostatiques initiales (fig. 10 b)]. Elles sont d'abord 
proportionnelles a S,.et Sy, c'est-a-dire exprimees comme 
CIS,. + C~y. Ces contraintes s'amplifient par Ie facteur 
r, par exemple d'apres (51b). Si nous supposons que la 
rupture se produit quand la resistance moyenne ltt 

en traction transversale est atteinte, nous pouvons 
ecrire la condition approximative pour la resistance 
sous la forme : 

(53) 

Les coefficients C1 et C2 devaient etre determines 
d'apres les essais. D'habitude, c'est-a-dire pour E,.,. = 
E yy, il faut que C1 = Ct. 

La formule (53) peut aussi expliquer Ie fait que la 
resistance a la delamination des stratifies du tissu de 
verre est plus grande pour un tube que pour une plaque 
plane et qu'elle augmente avec la courbure transversale. 
Considerons une forme symetrique d'instabilite avec Ia 
notation de la figure 11. Le deplacement entraine une 
extension Ey = - w /R, a laquelle correspond une 
certaine contrainte ay ~ - EyU w JR. Cette contrainte, 
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selon la condition differentielle d'equilibre dans Ie voile 
courbe: ()a./()z = - ay /R, provoque une compression 
additive a •. Considerant que w ,..., ~ ~ sin 2 1t:: Id, 
l'integration donne a. '" - Eyy d /R2. A Ia suite de ce 
raisonnement fort approximatif on peut donc supposer 
Ia condition de Ia delamination sous Ia forme : 

ou k est un certain coefficient experimental. 

IX. CONCLUSIONS PRATIQUES 

10 Dans un materiau parfaitement homogene, pour 
une certaine compression critique, il y a instabilite 
interne accompagnee par des tractions transversales 
de second ordre. La compression critique est determinee 
par les modules elastiques. 

20 La resistance en compression doit etre plus petite 
que la compression critique. 

30 La compression critique diminue fortement avec 
les modules transversaux s'il y a orthotropie. C'est 
Ie cas des plastiques renforces par du tissu de verre et 
aussi de certaines roches. Mais malgre cela, cette 
orthotropie parait insuffisante pour determiner Ie 
phenomene. Dans Ie cas d'un materiau isotrope ce 
phenomene est exclu (sauf pour Ie caoutchouc). 

40 Mais l'orthotropie du materiau est intensifiee 
sous compression uniaxiale (avant l'instabilite, phase 
primaire) par la formation d'un systeme de courtes 
micro fissures discontinues, orientees longitudinalement, 
et causees par les tractions transversales locales dues a 
Ia noil-homogeneite, ce qui diminue les modules 
transversaux movens. La condition determinante est la 
fragilite ou la faible adherence des phases. (Dans les 
roches ces systemes existent prealablement et se deve­
loppent davantage.) 

50 Cette orthotropie secondaire se produi.t a cause 
de la non-homogeneite aussi dans les materiaux fragiles, 
initialement isotropes, comme Ie beton. 

60 II y a toujours dans un element des imperfections 
ou perturbations initiales (comme l'excentricite des 
poteaux), qui font apparaitre de faibles contraintes 
additives moyennes transversales en traction. Ces 
contraintes sont amplifiees par l'effet de second ordre 
(instabilite), et d'autant plus que la compression 
approche de la compression critique [par ex., eq. (51b)]. 

70 La theorie de GRIFFITH, qui ne peut pas expli­
quer la propagation des fissures paralleles a la compres­
sion uniaxiale, peut s' appliquer alors a ces tractions 
transversales secondaires. 

80 La theorie confirme l'experience qui montre que 
la resistance a la delamination d'un strati fie de verre 
fortement orthotrope augmente avec la courbure 
transversale (plaque et tuyau). 

9a La theorie, en accord avec l'experience, confirme 
que la resistance du beton augmente avec Ie module, 
ce qui sert de base pour les methodes experiment ales 
non destructives. 

100 La theorie confirme que la resistance en compres­
sion depend de la resistance en traction (Ia fragilite 
du corps), laquelle est, de ce point de vue, la caracte­
ristique fondamentale. 

11 0 La theorie donne une certaine forme du diagramme 
d'interaction pour la compression biaxiale. 
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120 Dans certains cas, contrairement a celui des 
corps minces, la plus faible compression critique 
diminue avec la longueur minimale possible des ondes 
de plissement du materiau. 

130 La resistance en compression, ainsi que les 
compressions critiques et Ie facteur d'amplification, 
dependent des conditions aux limites de la region 
comprimee, de la forme de cette region, du gradient 
de la compression, etc. 

Annen 1 

THEORIE CLASSIQUE DU FLAMBEMENT 
DES CORPS MINCES 

N ous demontrons que la theorie des barres et des 
plaques constitue un cas special de nos equations. 
Considerons une barre a l'axe Xl = X, avec la charge P. 
Les contraintes initiales sont 5", = 511 = P /F, 
5

11 
= S. = 0, OU Fest la surface de la section. Dans 

Ie plan (x,z) l'equation (23) fournit : 

F: = S", ()2W /()X2 (55) 

ce qui se traduit dans toute la section par une charge 
transversale egale a p ()2w /()X2• L'accord avec la solu­
tion bien connue [13] est evident. 

Examinons encore une plaque mince dans Ie plan 
(x, y) aux contraintes initiales S11 = S"" /S22 = Sy, 
S12 = S"'1I' S. = S",. = S1I' = O. Selon (23) nous obtenons : 

()2W ()2w ()2w 
F: = S", ()X2 + 2 S"'1I ()X ()y + S1I ()y2 (56) 

ce qui est l'expression bien connue ([13], page 348). 
L'accord avec les solutions techniques a ete deja 

demontre par PEARSON [11J par la methode variation­
nelle, c'est-a-dire comme minimum de l'expression 
particuliere pour DI et Do' II a veri fie aussi l'accord 

avec la theorie de I'instahilite a la flexion plane des 
poutres et I'accord avec la theorie d'une coque cyIin­
drique sous pression exterieure hydrostatique. 

Les memes expressions valent aussi pour une barre 
ou une plaque, si I'on tient compte des cisaillements 
dus aux efforts tranchants, comme dans les plaques 
sandwich. 

NOTE. Par contre, la theorie de BlOT [2] qui donne 
pour les barres et plaques sans cisaillement les memes 
expressions, aboutit ici a des expressions differentes. 
Pour Ie demontrer, ecrivons l'hypothese des sections 
planes d'une barre, compte tenu des cisaillements : 
w = w (x), U = (z - w) <jJ (x), OU <jJ est la rotation de 
la section plane, <jJ + ()W /()X etant Pangle de cisaille­
ment. L'equa.tion (23) procure toujours (55), tandis 
que (24e) aboutit a 

F* = S (~()2W _ ~ ()<jJ), 
z '" 4 ()X2 4 ()X 

ce qui n'est pas en accord avec la theorie technique 
de ces barres et plaques. La meme affirmation vaut 
pour [10 a]. 

Annexe 2 

LA PRESSION HYDROSTATIQUE 

La pression hydrostatique P d'un gaz ou d'un liquide 
ne constitue pas un cas de charge « morte », car elle 
change de direction pendant Ie changement u j de defor­
mation. PEARSON a montre [11] qu'a I'expression 
DI + Do il faut encore ajouter dans l'inegalite (10) 
l'expression : . 

J
. 1 

D3 = (Sp) 2 (nl U I Uk,k - nk UI Uk,/) P dSp ). (57) 

N ous pouvons l' ecrire aussi sous la forme : 

D3 =f 2!nreprqZPlkUIUkoil P dSp (57a) 
(Sp) 

car eplk e prQ = air a",q - 31q a"'r [3], [9]; "iik est 
Ie symbole de LEVI-CIVITE (e123 = e231 = "312 = 1, 
el32 = e:321 = e212 = - 1, pour les autres combinai-
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sons 0). Donc, dans toutes les expressions (15) il faut 
ajouter la variation : 

3 f J3(Ui'uii) dSp = (8p) , 

-f ()J3 a dS I r ()Ja (3 ) 
- (8) ()U. Uj P T (8) ()U.. Ui,i p, • P .. , 

dSp (58) 

OU Ja denote I'expression integree dans (57) ou (57a). 
On peut calculer : 

()J3 1 
()u. = 2 P (niuk.",- nkuk.i) (59) , 



et Ii l'aide de. (60) ecrire la derniere integrale dans (58) 
sous la forme : 

- J !2 " r '7l1'i &:1>11 (Ut P) j 3Ui dSp + (Sp) , 

+ J 2! "r &:r;1> (E:l>ti Ut P 3u;),; dSp. (Sp) 

lei nous pouvons transformer la premiere integrale 
selon la relation &:I>tl &:I>r; = 3tr 3u - 3u 3ir [12] et 
pour la seconde integrale nous pouvons utiliser Ie theo­
reme de STOKES [12] ce qui la transforme en une inte­
grale Ie long d'une courhe Lp, limitant la surface Sp 
chargee par P. Or, nous ohtenons : 

- J 2~[1It(utP)i-ni(u;P);]3UidSp+ (Sp) , , 

+ J 2! P &:w, Ui 3u; Vic dLp (61) (Lp) 

00 Vi est Ie vecteur unite de la tangente de la courhe Lp. 

Z.P. BAZANT 

Par substitutions de (59) et (60) dans (58) et leur intro­
duction dans (22) nous obtenons les cQnditions sui­
vantes Ii la surface chargee par les forces « mortes » 

Pi et la pression hydrostatique P : 

11; ail + (P; + Pn;) "i,; + 

+ l Pni U.;,; - Pnjuj,i + ~ ni"jP,; - ~ nj"iP,i ( = 0 

(62) 

On peut aussi ecrire I'expression { ... } plus brieve-
1 

ment sous la forme nr&:l>ilE:l>r;(Ut,;P + 2 u, P,;). Si tout 

Ie corps n'est pas plonge dans Ie Iiquide ou Ie gaz, il 
faut qu'a Ia courhe Lp on ait P = 0 (surface de liquide) 
ou "i = 0, ce qui est d'habitude satisfait. Notons que 
NOVOZHILOV dans sa theorie ohtient simplement Ie 

t 
terme 2" Pn; ("i,; - U;,i) ([tOa], eq. v. 30). 

Annexe 3 

REMARQUES SUR LE MODELE 
DE MICROSTRUCTURE 

Le treillis de la figure 7 a, b, comme modele de 
microstructure, a l'avantage d'etre hidimensionnel et 
de reagir dans Ie sens x comme dans Ie sens y. II est 
une fois hyperstatique. (Un treillis isostatique, trian­
gulaire par exemple, serait incapable d'exprimer 
I'interaction des deux phases, qui est hyperstatique.) 
Cependant, pour Ie heton, ce treillis a encore Ie defaut 
d'etre orthotrope (avec En = E zz , E",z = E zz). Mais 
l'isotropie presque parfaite peut etre atteinte (expe­
riences avec des plastiques renforces par fihres dans les 
quatre directions) en superposant les deux treillis a 
et b, decales de 450 • Pour les calculs, on pourrait approxi· 
mativement supposer que les volumes des banes 
fortes ainsi que des harres faihles des treillis a et b sont 
egaux et que leur rapport mutuel est egal au rapport 
Vg IV m des volumes des grains et de la mattice. Les 
sections des harres fortes et faibles sont alors : 

F 9 = 2 C V 9 et F m = C V m V2. 

• • • 

Dans Ie cas d'une porosite VI>' on pourrait reduire ces 
sections en les multipliant par (1 - V u)' Le coefficient C 
pourrait etre determine en considerant que pour Ie cas 
limite Em = Eg (meme si pour ce cas Ie modele est 
incorrect) Ie module du treillis est egal Ii cette valeur. 
Encore que moins approximativement, il faudrait 
considerer l'inBuence de la couche de matrice de volume 
V e, dans la zone de contact des grains, et s'imaginer 
qu'une petite partie 3 de la longueur unite des harres 
fortes est constituee aussi par la matrice : 

00 Ie volume Vo = 2 Fg 3 depend de la densite du heton. 

Plus exactement encore il faudrait generaliser Ie 
treillis Ii trois dimensions (7 fois hyperstatique au lieu 
de 1 fois), et distinguer deux sortes de diagonales des 
cubes . 

L'auteur tient Ii remercier ici M. R. L'HERMITE, 
Directeur general de la Recherche de I'Union technique 
interfederale du Batiment et des Travaux publics, 
pour ses hons' conseils quant Ii la conception du pro­
hleme, ainsi que M. E. ABSI, lngenieur principal 
au Centre experimental de Recherches et d']!:tudes 
du Bitiment et des Travaux publics, et M. D. JEJ(;IC, 
Ingenieur Ii la Direction generale de la Recherche 
de I'U.T.!., pour leurs tres avisees critiques qui I'ont 
amene Ii revoir son expose avant d'en donner la version 
finale. 
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