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Ayudantia 1

1 Spin

Importante caracteristica de las particulas subatémicas. Muchas veces confundida y entendida como el giro
del electrén, la verdad sobre el spin es aun confusa y hasta hoy su riqueza se encuentra en lo abstracto que
llega a presentarse en muchas teorias. Muchos efectos importantes de la fisica se deben al spin y las diferentes
posibilidades en que se presenta al mundo.

Siendo mas concretos, el spin es un momento angular intrinseco de diferentes valores, eso si, todos multiplos de
%. Los operadores de spin, estan definidos por sus relaciones de conmutacion:

[Sz, Sy] = kS, (1)

Si consideramos el caso s = 1/2 y queremos representarlo por matrices de 222, tenemos:
) @)

(U gy) sen(h) sl

Esta representacion puede ser escrita como:

o o

donde

0 1 0 — 1 0
(o) e (P7) (oY) @
corresponden a las matrices de Pauli. Estas matrices, satisfacen las relaciones de conmutacién que siguen:

[05,0y] = 2io, (5)

y también satisfacen:

o2=02=02=1 (6)

(L‘: y:

Asi mismo, es importante considerar las siguientes relaciones generales:

S%sm) = hs(s+1)|sm) (7)
S.lsm) = hm|sm) (8)
Silsm) = hy/s(s+1) —m(m=E1)[s(m+1)) 9)
donde:
Sy =S, +i8, (10)



Problemas

1. (a) Encuentre los siguientes operadores en términos de las matrices de Pauli:
ot s Vito,

(b) Escriba el operador de spin S, de un electrén a lo largo de un eje 2z’ el cudl se encuentra rotado en
un angulo 6 respecto al eje z original y que yace en el plano x-y del sistema original de coordenadas
(estamos hablando del espacio de spin).

(c¢) Encuentre la probabilidad de medir %h y —%h a lo largo del eje z’ si el electron originalmente se
encontraba en los autoestados |+) y |—) de S,. Encuentre, para el primer caso, el valor medio de S’
Sugerencia: rote el spinor original apropiadamente y verifique que el spinor asi obtenido es autoestado
del operador de spin rotado.

2. En el instante ¢ = 0 un electrén, cuyo spin (s = %h) apunta en la diraccién 42 de un sistema cartesiano

de referencia, entra a una regién de campo magnético uniforme, B = By que apunta en la direccion +z.
Encuentre la probabilidad que en un instante posterior ¢ el spin de este electrén continte apuntando en
la direccién +2.

3. Considere una particula con nimero cuantico de Spin s = 1. Ignore todos los grados de libertad espaciales
y asuma que la particula esta sujeta a un campo magnético externo B = BZ. El operador hamiltoniano
del sistema es: H = gB - S

(a) Obtenga explicitamente las matrices de spin en la base de S?, autoestados S, |s,m.).

(b) Si la particula es inicialmente (a t=0) en el estado |1 1), encuentre el estado evolucionado de la
particula a tiempos ¢t > 0.

(¢) $Cudl es la probabilidad de encontrar la particula en el estado |1 — 1)



Soluciones

1. El primer problema fue separado en tres partes, resueltas a continuacién:

(a)

Cuando deducimos las matrices de Pauli, es trivial notar que forman una base en el espacio de las
matrices de 2x2. Es decir, si nos entregan cualquier matriz de 2x2, podemos escribirla en funcién de
las matrices de Pauli y la matriz identidad. Lo que queremos obtener es: o !, para ello, aprovechamos
la propiedad del cuadrado de la matriz:

02 = logo (11)
de modo que es trivial, obtener:

0,0,0, =0, =0, " (12)

()

Por otro lado, nos pedian también calcular: /1 + o,. Para ello, expandimos en la base:

Finalmente:

VvV1i+o, :aolgmg-l-aldx-i-agoy—l-a:;a'z (14)
Ahora elevamos al cuadrado la ecuacién recién descrita:
140, = al +ad + a3 + a3 + 2ag (a0, + azoy, + azo,) (15)
ya que: {0;,0;} =00, +0;0;, =0 Vi # j. Con esto obtenemos que:
ag = a3 = 0 (16)
2(100,1 =1 (17)
ai+al = 1 (18)

Lo que nos da finalmente un resultado de:

\/1—|—0'I = %(12;24—0@) (19)

Ahora, nos piden escribir el operador de spin S,. Lo que debemos recordar es cémo le afecta una
rotacion a un operador. Si tenemos un operator O, con una rotacion, quedara dado por:

O=ROR™" (20)
donde R es el operador unitario de rotaciones. Entonces, en nuestro problema, nos queda:

S.=se=m0 () r0) (21)

donde v
R,(6) = e~ 370" (22)

Para comprender mejor el problema, expandamos la exponencial:

e 370 = cos (%0) —isin (%0) (23)



2 _ 3 _ ‘o .
Pero, como sabemos que o, =1y 0, = 0y, es muy facil notar que:

_ig 0 .. (0
e 299 = cos <2> lozo — ioysin (2> (24)
cos(

s = (2l 280 (T =) e
- () (26)

Con esto, queda resuelto el ejercicio.

Entonces, nos queda:

[SISSNIEY

(c) Si el autoestado de S, es |+) = (10 )T vemos que el problema de autovalores queda definido por:

E cosl  sinf Cy _72 (oh (27)
2\ sinf —cosf Cy ) 2\ O

Este problema de autovalores, tiene por solucién:

(e)-(1) e

Por otro lado, es posible seguir la sugerencia del enunciado. Si teniamos un autoestado |+) de S,

entonces: ) " 0
U — o souf 1 _ C(?Sg —sw? _ cgsg (29)
0 sing  cosy sing

o1 . 2 0
Luego, la probabilidad de medir |+) es cos”5.

Si tenfamos el estado |—) = (01)7 — ¥ = ( —sinf cos )T

e . o . 7]
y la probabilidad de medir |+) = sin®$

Finalmente, para calcular el valor de expectacion, hacemos:

C(R\ .0 [ B\ . .0 h
(S.) = (2> cos” 5 + ( 2) sin”5 = 20039 (30)

2. EL Hamiltoniano que nos interesa es:

S.-B (31)

dado que g es aproximadamente 2. Hacemos un pequeno cambio,

- h_ eh _ =
S 5 — H == Qmeca . B (32)




Ahora, tomamos el campo magnético: B = ByZ, By constante. Con esto, obtenemos:

hB
H_e 00’1 ; 0'1:((1) (1)> (33)

2mec

Por otro lado, sabemos que la funciéon de onda es un spinor de dos componentes:

L
U= ( z; ) tal que HY = ih%—t (34)
Ahora, reemplazando nuestro caso concreto:
eBoh (0 1 (1 L0 (b
-2on — ih=
2mec ( 10 ) < P2 ot \ (35)

aqui la derivada parcial, puede ser reemplazada por la derivada total en el tiempo pues las funciones 1, ¥y
solo dependen del tiempo. Entonces,:

eBoh - dT/}l

2mecq/}2 ! dt (36)

€B0h - d¢2

2mecw1 -t dt (37)
eBo

Ahora, introducimos la notacién w = . Luego, derivamos la primera ecuacién y reemplazamos en la

segunda, obteniendo:

2mec

d*yy

preallins Py = Ae™' 4 Be ™t (38)

—W2¢1 =

Ent =0, [¢1(0)]> =1y [12(0)]*> = 0. De este modo:

,(/)1 — A(ez’wt —I—e_i“)t) (39)

Entonces, normalizando la funcién, se obtiene:

1(0) =24 = 44°=1 — |A|:% (40)

Entonces, vemos que A = B = % (salvo por fase global).

1(t) coswt (41)
Pi(t) = —isinwt (42)

U = coswt < (1) ) — isinwt < (1) ) (43)

Luego, la probabilidad buscada es cos?wt. Otra posibilidad es evolucionar temporalmente el estado inicial
(10)T de modo que:

Es decir:



se identifica el coeficiente de la primera componente.

3. Problema 3:

(a) Para obtener las matrices de spin para s=1, consideramos las relaciones:

esto, nos lleva a:

De aqui, es sencillo obtener:

( Y1 (t)

Pa(2)

S4[10
Sp1 —1
S |11
5_110

S-=(8)

1
8o =5(84+5)

) :e—z’Ht( (1)

Luego, se expande (10 )7 como C.L. de autoestados de o,. Allf la accién de H es diagonal. Finalmente,

)
)
)
)

Del mismo modo, obtenemos la matriz en y:

Su conmutador es:

Esto implica que:

1
Sy =5:(8: —5.)

)

= h211)
= h2[10)
= hv2|10)
= h21 —1)
0 1
W2 0 0
0 0
0 0
W2l 1 0
01
01
:i 1 0
2\ o0 1
L
AN
10 0
00 0
00 -1
10 0
00 0
00 -1

OO OO

[y

(44)

~ o~ o~
[
N O Ot

N
6%
S Nt N N

(52)

(54)



(b) De la matriz S,, podemos obtener los autovectores, que corresponden a los autoestados:

1S, = By = %(\11>+\/§|10>+|1—1>) (56)
1

1Sz =0) = ﬁ(\11>—|1—1>) (57)

1S, = —h) = %(\11>—\/§|10>+|1—1>) (58)

0JO: aqui estamos mirando los autoestados de S, y lo expresamos como una combinacion lineal de
los otros autoestados. Lo importante es tener claro que corresponden a bases diferentes.

El estado evolucionado de la particula sera:
) 1 . .
() = e B IL1) = = (e719B ) + 95| — i) + V2[0)) (60)
(¢) Transformando de vuelta a los autoestados de S, obtenemos:
[4(t)) = cos®(gBr/2)|1 1) — sin®(gBt/2)|1 — 1) — iv/2sin(gBt/2)cos(gBt/2)[1 0) (61)
Luego, la probabilidad de encontrar a la particula en el autoestado S,|1 — 1) es:

P, = sin*(gBt/2) (62)



Pontificia Universidad Catdélica de Chile - Facultad de Fisica
QM II - FIZ0412

Ayudantia 2

Profesor: Max Banados

Ayudante : Nicolds Pérez (nrperezQuc.cl)
Problemas

h). Considere una rotacién en torno

1. Considere el operador de rotaciones que actiia sobre spinores (S = %

al eje Z en un angulo 6.

(a) Escriba este operador de rotacién U (). Muestre explicitamente que:
0 0
U = (0032 — iawsin2) (63)

(b) Inicialmente se tiene un spinor, autoestado de S, que apunta hacia arriba (spinor up). Suponga que
medimos ahora la componente del spin respecto a un eje z’ que forma un 4ngulo 6 respecto al eje

z original, en el plano z — y. ;Cudl es la probabilidad de medir —l—g 6 —%? Encuentre el valor de
expectacién de S, (operador de Spin rotado) en el estado original.

2. (a) Considere un sistema de spin 1/2. Cudles son los autovalores y autovectores normalizados del oper-
ador A3, + B3, donde §,,5, son los operadores de momento angular, y A, B son reales constantes.

(b) Asuma que el sistema estd en el estado correspondiente al autovalor superior. ;Cuél es la probabilidad
de que una medicién de §, nos dara el valor /27.

3. Un electrén es descrito por un Hamiltoniano que no depende del spin. La funcién de onda de spin del
electrén es un autoestado de S, con autovalor +//2. El operador 7i-S representa la proyeccién del spin a lo
largo de la direccién 7. Nosotros podemos expresar esta direccién como 7 = sinf(cosdi + singy) + cosbz

(a) Resuelva el problema de autovalores de 7 - S ;Cudl es la probabilidad de encontrar un electrén en
cada autoestado n - S7

(b) Asuma ahora que el sistema es sujero a una campo magnético homogéneo B = AB. El hamiltoniano
es H = Hy+wn - S. El estado espacial original del electréon continua como un autoestado del
sistema modificado. Calcule el estado de spin del sistema para tiempos posteriores ¢t > 0. ;Cual es
la probabilidad de encontrar el sistema de nuevo en el estado original? ;Cudl es la probabilidad de
encontrarlo con el spin invertido?



Soluciones

Problema 1: Para rotaciones que actiian sobre spinores, sabemos que:

G-nb

B
[NE

U)=e"

(64)

donde 7 es la direccién del eje de rotacién. En este caso, n = &, con lo que obtenemos de la ecuacién

anterior:

U@ =e ~who3

Pero como vimos en la ayudantia anterior, esto puede ser expandido de la forma siguiente:

S0 1/ . 0\

Ahora, podemos simplificar esta ecuacién simplemente considerando las siguientes igualdades:

2 _ 4 _ _
=0,=..=1

z = Oz

Luego, es muy sencillo separar esto y obtener la simplificacién correspondiente:

CRESTORTOS
)

Luego, es evidente el resultado:

(b) Considerando el estado inicial (10)7, autoestado spin up del operador S,. El estado rotado es:

Luego, tenemos que:

El estado queda dado por:

6

oS35

— 2
€40 ( —ising >

Entonces, las probabilidades de medir j:g segun el nuevo eje 2z’ estan dadas por:

20
2

0
Py = 00825 P_ =sin

,Cémo calculamos el valor de expectacién de S,/ entre estados originales:

S = ehonts, e toud

(65)



Entonces, se obtiene:

(H]Sr|+) = (+]e7=0 8, e~ 57=0|4.)

Lo que se transforma en (no hemos considerado las tinidades):

(+|So|+) = (cos

Entonces el valor de expectacion es:

Problema 2: De la definicién del operador de momento angular, obtenemos rapidamente:

Luego,

(4|82 |+) = cos®

. 1 1
X = A8, + B3, = Ajho, + B ho.

0 in?
Q,zsan

0 .
— —sin" -

o o)

50

2 2

N h2
(X)2 = Z(A2 +B%+ AB{oy,0.})

;,Cémo llegamos a esto? Usando que:

y ademas que:

h2
T

(A% + B?)

{O‘i,O'j} =005 +0;0; = 2(5@7‘

Luego, los dos autovalores de X son:

X1:E1/A2+BQ,

2

En la representacién de 32 y S, tenemos:

x=n
2

(Ao, + Bo,) =

2

iA —-B

h<B —iA

Ahora, supongamos que los autovectores tienen la forma:

(%)

Luego, podemos escribir el problema de autovalores obteniendo:

donde:

: (

="
2

B
1A

(

0

+v/ A2 4 B2
0

10

)-r(3)

0
FVAZ+ B?

9
cosg

—181n

Xy = —gx/A2 + B?

)

)

[

2

)

(78)



<B:F\/m —iA >(

a
iA BrvazrB? )\ b ) =0 (88)

De modo que se cumple:
% —iAB T /A2 B? (89)

y el autovector normalizado es:

(Z>:{A2+(B¢1¢m>2r/z<3¢h> (90)

(b) En la representacién de % y §,, el autovector de 3, es:

s=g=>5( 7 ) (o)

Entonces la probabilidad de encontrar s, = 71/2 es:
= (92)

pe=|Gen ()] =[5 2B F VL + B + 4]

Noétese que P-_ es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado con autovalor X = iiv/ A% + B2/2
y Py es la correspondiente al estado de X = —hv/ A% 4+ B2/2.

> (BT VATIB?— A2

ia +b)?

Problema 3: En términos de la representacién de Pauli, escribimos:

o R 0 1 (0 —i 10
n~52[sm0cos¢)<1 O>+sm0$m¢)<i 0 >+cos€< 1 )] (93)

o

Luego, ‘
- E cos)  sinfe"®
o= 2\ sinfe®  —cosh

Los autovalores de esta matriz son £7/2, con los correspondientes autovectores:

0 -
cosg sing 05
< Singe”5 ) < —cosge“l5 (95)

Las probabilidades de encontrar el electron en los estados superiores son respectivamente cos?(6/2) y
;2
sin?(0/2).

(b) El estado evolucionado sera:

[ (8))) e B Rt @ ) B ) (96)

Ignorando la parte espacial, tenemos:

W(t) = e B O hoivt(75)/2 ( (1) ) o

11



o también:

U(t) = e_iE(O)t/h[cos(wt/Q) —in - dsin(wt/2)] ( (1) ) (98)
de modo que:
_ —iBtoy/n [ cos(wt/2) —isin(wt/2)cost
V() =e —isin(wt/2)sinfe'® (99)

La probabilidad de encontrar el sistema nuevamente con spin up es:

Py = |cos(wt/2) — isin(wt/2)cosh|? = 1 — sin®(wt/2)sin?0 (100)

Nfese que en los tiempos ¢ = 27 Jw, 47 Jw, ... esta probabilidad se transforma en la unidad. La probabilidad
de encontrar el sistema con spin down debe ser:

P = sin*(wt/2)sin’0 (101)

12
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Resumen - Adicién de momento angular

En este tema, lo que se busca comprender es la adicién de momento angular en sistemas complejos donde por
ejemplo tengamos dos particulas de diferente spin. En primer lugar, debemos tener claro que los operadores
que actuan sobre diferentes particulas dado que sus grados de libertad son independientes. Considerando esto,
es evidente que los operadores de spin conmutan, es decir:

[S1,82] =0 (102)

Luego, definimos el spin total como:
S =5 +55 (103)

Ahora, lo que nos interesa es determinar los autovalores y autofunciones de S? y S.. Si consideramos un sistema
con dos particulas de spin 1/2, tenemos que el sistema tiene 4 estados. Consideremos solo la primera particula
y hagamos actuar el operador sobre la autofuncién. Obtenemos:

1/1
Sfxil) =3 (2 + 1) ﬁQX(il) (104)
S Y = £hy Y (105)

Y es obvio que para la segunda particula es exactamente lo mismo. Otra notacién, que a veces es mas cémoda
visualmente, hace la relacién x; =7 Entonces, los cuatro posibles estados del sistema son:

LR A ) (106)

Si nos devolvemos y aplicamos S, sobre ambos spinores, lo que obtenemos es:

Soxixe = (S 4+ SP)xixe

= (SWx1)x2 + x1(SPx2)
(Amax1)xz + x1(hmax2)

= h(myi+m2)x1x2

Relacionando esto con la notacién grafica, tenemos:

™Tm = (111)
Thm = (112)
Wm = (113)
Wem = -1 (114)

Si esto se analiza correctamente, nos daremos cuenta que podemos separar 4 estados en dos sets. Uno con s = 1
que es el llamado triplete y otro con s = 0 que es el llamado singlete. Es importante notar que si nos abstraemos

13



al resultado general y formamos un sistema con dos particulas de spin s; y so, los spines totales del sistema
pueden ser:

s=(81+82),(s1+s2—1),(s1+ 32 —2),..., |51 — 2] (115)
El estado particula |s m) con spin total s y componente z m serd una combinacién lineal de los estados

compuestos |s1 my)|se ma) dada por:

|sm) = Z Chis2s Lls1ma)|sy ma) (116)

mi+mao=m

Nétese que las componentes z anaden solamente los estados compuestos que contribuyen para los cuales m +
mo =m

14



Problemas

1. Un sistema de dos particulas con spin s; = % y S0 = % es descrito por el Hamiltoniano aproximado
H = aS; - So, con a una constante dada. El sistema estd inicialmente (¢ = 0) en el siguiente autoestado

de 512,522512,5222

N w
N =

) (117)

N | =
N =

b

Encuentre el estado del sistema en tiempos t > 0. ;Cudl es la probabilidad de encontrar al sistema en el

3 3.1 _ 1ly9
estado 5 5; 5 — 3)7

. Considere un sistema de dos fermiones no idénticos, cada uno con spin 1/2. Uno estd en el estado con
Siz = h/2 mientras que el otro estd en el estado con Sy, = —h/2. ;Cudl es la probabilidad de encontrar
el sistema en un estado con numeros cuanticos de spin total s = 1,ms = 0, donde m; se refiere a la
componentez del spin total?

. Considere dos particulas de spin 1 que ocupan el estado:

[s1=1,m=1;80=1,my =0)

,Cudl es la probabilidad de encontrar el sistema en un autoestado de spin total S? con niimero cudntico
s =17 Cual es la probabilidad para s = 27

15



Soluciones

Problema 1:

El hamiltoniano es entonces:

H = %a(Sz — 5% 8% = %ahz [S(S +1) — g} (118)

Ls autoestados de S2,S, también serd autoestados estacionarios; Los valores permitidos del nimero
cuantico de spin total s son 1,2. Estos estados pueden ser expresados en términos de los estados
82,52, 5,.,55. através de los coeficientes de Clebsch-Gordan. En particular, tenemos:

TR T ey

TR IR T o
Utilizaremos la expresién:

Si|sm) = hy/s(s+ 1) —m(m £ 1)|s (m+ 1)) (121)

Los coeficientes a, b, ¢, d son facilmente determinados de:

_ - ]33 1 1 )31 11
Si11) = 0= al, 553 "% + bS] 55 375 (122)
33 11 33 11
= ali|= S5 - =) +0RVB|S S S o 12
“ 22’22>Jr \/3’22’22> (123)
Lo que nos da:
V3 1
=_Y< b= = 124
a 5 5 (124)
Similarmente, tenemos:
33 11
21)=2h|22) =2h|= =; = = 12
silz1y=2n22) =23 3 5 0 (125)
33 11 33 11
Lo que nos da:
1 V3
d 5 c= (127)
Entonces, tenemos:
V3|33 1 1 131 11
11) = — |- = = — = == =; = = 12
1D 2 (222 2>+222’22> (128)
V331 11 1133 1 1
21y = —|=-=; =— = — == = == 12
21) 222’22>+222’2 2> (129)



Las relaciones inversas son:

31 11 V3 1
S 2)y = YR+t 1
333 = ZRD+zhy (130)
33 1 1 1 V3
222 2 = Zpn-X211 131
355-3) = sRu-Pn (131)
El estado evolucionado del sistema sera:
1 —iBat/h —iBrt/h
() = 3 (\/§e 2t/h|9 1) 4 e~iELt/B|] 1>) (132)
con:
5ah
B = f% (133)
3ah
B, = (134)
4
como los dos autovalores de energia. Finalmente, la probabilidad de encontrar al sistema en el estado:
231 e
P = §§ 1 _17/)(75) ’ (135)
B 222 2
Ey— Eq)t
= %sinz {(2711)] (136)
3 .,
= sin 2at (137)
Problema 2:
De la representacion de Pauli, inmediatamente podemos ver que:
1
S12 = B/2) = *2(|T>1+|¢>1) (138)
1
Si1z = —h/2) = — — 139
|S1 /2) \/§(| P—11h) (139)
donde | 1) y | |) son autofunciones de S,. Las relaciones inversas son:
1
= —(|S1z =h/2) + |51, = —h/2 140
[Th ﬂ(\l /2) + 151 /2)) (140)
1
= —(|S1z =h/2) — |S1. = —h/2 141
[+ \/5(\1 /2) =151 /2)) (141)

De forma completamente andloga, podemos ver que:

17



|2y = 1/2)

‘S2y =

De modo que se obtiene:

El estado ms = 0 en el triplete s = 1 es:

|s=1,ms; =0)

V2
1

eifr/4|Slr

Ojo que hemos reducido:

—h/2)

7('*921/ =h/2) +[S2y =

\[

si

ez7r/4 _

Sl

—(|S2y = 1/2) -

V2

Sl

L 111 D2 =1 D1l D)2)

il 810 = 1/2)[S5, = h/2) -
—1/2)|S, = 1/2) -

L a4

(\ Tz +il 1)2)
(\ T2 —il 1)2)

—h/2))

|S2y = =1/2))

™48, = h/2)|Sa, = —h/2)
e /4|81, = —1/2)|S2y = —1/2))

Finalmente, de la expresién anterior, es posible leer la posibilidad:

P = {1 0]S1; =+, 8y, = —)|" = 1/4

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

Problema 3: No es dificil construir los autoestados de S2, S,. Los mostraremos utilizando letras en

negrita. Ellos son un singlete:

1 1
|0 O> = ﬁ|170>|170> - §(|171>‘17 _1> - |17 _1>|17 1>)
y un triplete:
11) = 7(|1 ;0)[1,1) = |1, 1)[1,0))
1
10) = ﬁ\l ,0)[1,0) —*(Il DL, -1) =1, -1)[1,1))
1-1) = 7(|1 ;0)[1,-1) = [1,-1)|1,0))

y un quinteto:

18
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De las relaciones de arriba, obtenemos:

22)
21)

20)

2 -1)

12 -2)

11, 1)]1,0) =

I1,1)[1,1)
1
ZLOLD + L 1)1,0)
1
ﬁ(u, DL, =1) + 1, -1)|1,1))
1
ﬁ(u,om, —1) + |1, —1)|1,0))
|1, _1>|1u _1>
—(21)-[11)
V2

(154)
(155)

(156)

(157)
(158)

(159)

Entonces, la probabilidad de encontrar al sistema en cualquiera de los estados mostrados a la derecha es

1/2.
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Resumen - Teoria de Perturbaciones independiente

Consideremos que hemos resuelto la ecuacién de Schrodinger:
H%y = By, (160)
Donde 1 es un set completo de autofunciones con los correspondientes autovalores E°. Se cumple:

<¢2W9n> = 0nm (161)

La idea es perturbar ligeramente modificando el potencial. Resolveremos entonces:

0OJO! Lo que obtendremos siempre seran soluciones aproximadas. Ahora, escribimos el Hamiltoniano en funcién
de un parametro A muy pequeno y expandimos la funciéon de onda y la energia:

H = H°+\H'
Y = YO+ ML+ A2+ (163)
E, = EY+)\E}+XNE2+

Importante: E} es la correccion a primer orden del autovalor y 1} del autoestado.
Si reemplazamos en la ecuacién original y jugamos un poco con los productos, obtenemos:

= (UnlH'|¢n) (164)

y la correccién del autoestado sera:

AL
"S- E (165

Asi mismo, la energia a segundo orden quedara dada por:

;- e "

m#n
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Problemas

1. Encuentre el resultado para la correccién a segundo orden de la energia del estado fundamental de un
oscilador arménico perturbado por un término Az?,i.e.

3. 21,
Ey(\) =14+ A= oA+

donde, en aras de la simplicidad, se ha escogido i = 2M = k/2 = 1, siendo Hy el hamiltoniano de
un oscilador arménico de masa M y constante k. De este modo el espectro no perturbado viene dado
simplemente por E0 = 2n + 1.

2. Un oscilador arménico 1-dimensional que posee carga eléctrica e se localiza en presencia de un campo
eléctrico externo uniforme F = EyZ. El hamiltoniano del sistema viene dado por:

R d> )
= Tomdp g™ BT

(a) Calcule los niveles de energia corregidos a segundo orden y la funcién de onda a primer orden en teoria
de perturbaciones y compare con el resultado exacto. Es decir debe resolver el problema en forma exacta
y verificar, en este caso, las bondades de teoria de perturbaciones.

3. Un sistema de dos niveles. Considere el hamiltoniano:

H = Hy+ \H'

con

Hy = <E01 sz> (167)

—ta 0

H’:( 0 i“) (168)

(a) Resuelva en forma exacta los autovalores y autoestados.

(b) Resuelva tanto los autovalores como las autofunciones a segundo orden usando teorfa de perturbaciones.
;. Como se comparan los autovalores exactos con los que ha obtenido mediante teoria de perturbaciones?
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Soluciones

Problema 1:

Consideremos las correccién a primer orden (correccién del n-esimo estado a primer orden):

EY = (n|V|n) (169)

Recordemos que:

In) = 4 /znm . (%) R Hn< ”;“%) n=0,1,2,.. (170)

En nuestro caso:

0) = x Ve /2 Hy(x)
‘0> — 7_‘,71/467902/2

Luego, calculando explicitamente la integral, se obtiene:

_ .2 _ 2
1/46 z /233477 1/46 T /2d.13
2
/2= 34 gy

o'}
|
—00
oo
I
—00

B~ ﬂl/z.(?’f)

Otlj/\
=
\
ST

Es util recordar que:
1
r (2) = V7 (171)
/ t*Letat (172)
0

—
—~
N
~—
Il

Por otro lado, sabemos que la correcciéon a segundo orden viene dada por:

OV )
pe =y EXVIm ¢ (173)

En este problema lo que utilizaremos es V = Az*, donde z = / %(a +a'). Ademss en las instrucciones

del enunciado, se dice: h = 2M = k/2 = 1 y sabemos que w = hk?/2m, entonces:
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1

x = i(a—i—aT)
A
vV = 16(a+a)

, . 0 . . .
Por otro lado, la energia de un oscilador es E,g | (ojo que las constantes han sido aproximadas
segun las indicaciones de enunciado). Ahora, necesitamos resolver la segunda aproximacién de energia:

D - Y D UVin) P
0 2:0+1—(2-14+1)
2 V)@
D P
© Y41 (0) 2
2 9t (a + a’)*n) ]
B = 32Z I

Esta expresion es un tanto complicada por lo que primero resolveremos el argumento dentro del médulo
cuadrado:

(ll(a+a®)*0) = (t]a*|0) + (I]a®a’|0) + (l]a*a’al0) + (Ia*(a")?|0) + (l]aaa®|0) + <l|( ")?(0)
+(lla(a’)?al0) + (Ia(a")?|0) + (l]a’a®|0) + (I’ a®a’|0) + (I|(a'a)?|0)
+(lla’a(a?)?[0) + (1](a")?a?|0) + (Ul(a’)?aa’|0) + (I](a)al0) + (1](a®)*|0)

Ahora necesitamos calcular estas expresiones. Las separare considerando que hay un grupo que inmediata-
mente se elimina. Esto se provoca porque cuando a actia sobre |0) se anula. De modo que los siguientes
términos se anulan inmediatamente:

(lla*|0
(llaatalo
(llaata?|0

(lla(a®)?al0
(a0
(llaTa®|0
{Ul(a%)*a?l0
(l(aal0

o O O O O o o o

)
)
)
)
)
)
)
)

Consideremos las siguientes propiedades:

alln) = Vn+1n+1) (174)
aln) = +Vnjn-1) (175)

Utilizando estas propiedades, calcularemos los productos restantes,
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(lla*a’l0) = (1]a®[1) = (1]a*]0) = 0
(lla*(@h)?|0) = (lla?a’[1) = (]a®V2[2) = 2(I]al1) = 2(1|0) = 0
(ll(aa®)?|0) = (I(aa)|0) = (1]0)
(lla(a)?0) = (la(a®)?[1) = \f<l|aaT|2> =3v2(1[2)
(llafa*at|0) = (la’a?1) =
(llata(a™)?[0) = (lataa’|l) = \/§(l|aTa|2> = 2(l|a’|1) = 2v2(1|2)
(ll(a™)?aa’|0) {Ul(a")?al1) = (l(a")?|0) = v2(1|2)
{U@H*oy = (1) = v2(ll(a")?[2) = V3B 2(1|al[3) = VA(I4) = 2V6(1]4)

Cuando introducimos estos productos, se nos introducen unas deltas de dirac. Finalmente lo que tenemos
es:

(Il(a + a")[0) = V41614 + 6v/20 2 (176)

Calculando la correccién a segundo orden, obtenemos:

2 1 |V416; 4 + 61/20 2|2
EY = - z
m#n
2 1 12¢/661,4 + 6126 2|2
EY = - l
m#n
@ _ 1 (24 72
Eo” = 32(4+2
42
E® = -=
32
21
E® = =
16

Con esto, ya se obtuvo la correccién requerida y coincide con la respuesta del enunciado.

Problema 2:

En primer lugar, resolveremos el problema exacto, y luego procederemos a utilizar teoria de perturbaciones.

El problema que se tiene es:

Utilizaremos el siguiente cambio de variables:

o = el
o mw?
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tenemos que realizar algunos cambios:

1
(Qmwzxz — eEx)

s ()] e+ (252)]

= —mw
_ 2,12 2 s €E 1, (eB)? , (eB)?
= Emwx +mwmm+§m m2w4—eEx—W
1 (eE)?
_ i 22 1
- 2 mw?
Entonces, la ecuaciéon nos queda:
Ry 1, 1(eE)®
- - = |E+ =
2mdm’2+2mwxw [ +2mw2}w

/

Esta es la ecuacién de Schrodinger para el oscilador armoénico simple, en x’. Entonces, la constante debe

ser (n+ 2)hw, con lo que tenemos:

B 1 1 (eE)?
E, = (n + 2) ho— 5o (177)

Ahora intentaremos resolver el problema con teoria de perturbaciones:

ELN =0 (n|V|n)© = —eE(n|z|n) = 0
Esto se anula porque x puede ser reemplazado por los operadores de subida y bajada que genera que las
autofunciones sean ortogonales.
Ahora debemos hacer la correccién a segundo orden, que estd dado por la expresién:
2

ET(LQ) _ (6E)2 |<m\:c|n>
mz#n (n —m)hw

Ahora resolvemos (esto es simplemente reemplazar x por la combinacién correspondiente de los operadores
de subida y bajada):

g _ (eB)? h 3 [V + 1mms1 + V10 m1]
" hw 2mw = (n—m)
E@ _ (eE)? [(n 4+ 1)6m,nt1 + 10m n—1]
n 2mw? = (n _ m)
g _ (B[ (n+1) n
" 2mw? |[n—(n+1) n—(n—-1)
eE)?
EY = gmo.))z [—(n+1) +n]
@ _ (eE)?
" 2mw?
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Como hemos notado, obtenemos el mismo resultado considerando el problema exacto o resolviendolo por
teoria de perturbaciones

Problema 3:
La solucién exacta de este problema la encontraremos en primer lugar buscando los autovalores del Hamil-
toniano:
E,—-F i\a B
det ( “ixa By E> =0 (178)
Asumiremos que Es > F; de modo que |Ey — E1| = E5 — E;7. Ahora, el problema del determinante es

simplemente resolver la siguiente ecuacién cuadratica:

E? — (Ey + E2)E + E1Ey — Ma®> =0

Tendremos que las soluciones son dos y estan dadas por:

1 1
EL = 5(E1 + Ey) + 5\/(Eg — F1)2 +4)\2q2

Si expandimos en potencias de A, obtenemos:

1 1 A2a?

E., = —(E,+E ~(Ey— E A

+ 2( 1+ 2)+2( 2 1)+E27E1
A2q2
= Fy4 —
)

Los autovectores tendran la forma:

b= (g) (179)

Donde:

(E1 — Ex)ay +idafy =0
de modo que:

—iAa

SEom

a+

Ahora, tenemos:

—i\a
Yy =Cy <E1 B E:t)

Eligiendo la fase en forma arbitraria, nos queda:

1

Ci] =
| :t| \/(El —Ei)2+)\2a2

Para comparar con la teorfa de perturbaciones, permitiremos que A — 0 y tendremos que:
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A2a?
E1 — E+ — 7(E2 — El) —

By — B
A2a?
E,-E_
! 7 B By
A2a?
C Ey, — F _—
+ ( 2 1)+2(E27E1)

C_. — Jda

De modo que con la fase arbitraria tenemos:

iAa
Es—FE
o (226)
1
Z/L 4>< iAa )
Es—E;

Resolveremos ahora por medio de teoria de perturbaciones

Los autovalores a orden cero son:

y los autovectores:

La primera correccién a los autovalores es cero dado que:

WO H [\ =0
WO H [0 = 0

Por otro lado, la primera correccién para la funcién de onda:

0 0 0
0 = 92 )
E§0) - Eéo)

. —ia 0
- FEi—Fy \1

0 0 0
o — VA )
2 E§O) _ Eéo)

_ ia 1
T Ey—E, \O
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Problemas Extra

Derive en detalle la expresién para la correccion de la funciéon de onda en segundo orden de teoria de perturba-
ciones (esquema de Rayleigh-Schrdinger) en el caso estacionario no degenerado.

‘n>(2): Z |l(0)><l(0)|v|m °)><m(0)|V|n(0) Z'l(O) Z(O)|V|n(0)><n(0)|V|n(0)>

(180)
0 0 0 0
m,l#n (E7(L )~ El( ))( v E( ) l#n E( ))

Solucién
Ya fue resuelta en clases las expresiones para la correccién a primer orden de la energia y de la onda. Dadas
por:

EY = Owvn® (181)
m® = Z 1) ((OO)) llV;m(O’ (182)
l (183)
Ahora, consideremos la correccién para segundo orden:
(Ho — Ep)[n)® + (V = Ey) ) — EP ) (184)
Reemplazaremos las primeras ecuaciones en la tltima, obteniendo:
(Ho — EOY )@ + (V= (a3 121 Eﬁf <"V;”>(O E@|n)® — 0 (185)

Ahora bracketeamos por la izquierda con °(m/|, tomando m # n. Haciendo esto, obtenemos:

(0) (I|Vn
(| Hy — EO|m)® + 3 E<0>| ) o (O tmfVIY©® —© 4] OV O ) — BD Ol =0 (156)

Ademas, sabemos del problema original, que:
Holn)'” = E[n)(
(Ho — EL)m)® =0

Si en esta ecuacién bracketeamos por la izquierda con (9) (m/|, con lo que obtenemos:

(BY, — E) O (m|n)® =0 (187)

Como m # n:

EQ _gO 2 g
=9 (mn) @ = 0

Ahora, utilicemos la ecuacién (13) , que nos queda:
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(B — B0 g 4 3 (VI OlanlVD® —O @V Ol V1))

=0 (188)
(£ = B”)

ONRIORONSIRINORE ©) _0) (11V11)© ©) (V1)@ ©) (15 (©
1€Ttermm0+z( {{[Vn) (m|V]D) <m|(rg>(0) E(O<))| |n) (n|V|n) mlh™) _ (189)
n M

Luego, reordenando tenemos:

(0)<Z\V\m>(0) (0)<m|v|n>(0) (0)<mu>(0)
0 0 0 0) _
(B — EWD) O (mn)©@ =" ( EY _ O

OV )@ © (m| V) © (0)<m|l>(0)>
(0) (0)
EY - E|

(190)

Si bracketeamos nuevamente por la izquierda con (?) (m| obtenemos la expresién final:

@ _ OV )@ O {m|V]n) @11) OV )@ O (V) |1 191
m® = > 20 _ g0y p® _poy | 2 PORZON (191)
m,l#n ( n m )( n l ) l#n ( n l )

Con lo que hemos demostrado lo solicitado.
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Problemas

1. Reemplace el nicleo de un dtomo de hidrégeno con una distribucién de carga eléctrica uniforme de radio
R < ap. {Cuél es el potencial electrostético resultante Vg(r)? La diferencia:

2

AV(r) = Va(r) — (-e) (192)

,
serd proporcional a la extensién R asumida del nucleo.

(a) Considerando AV como una perturbacién, calcule la coreccién a la energia del groud-state a primer
orden.

(b) Haga lo mismo para los estados 2s y 2p

2. Teoria de perturbaciones degenerada - Oscilador arménico bidimensional: Considere un os-
cilador arménico bidimensioanl descrito por el Hamiltoniano:

Hy = hw(alay + alasy) (193)
Calcule el efecto a segundo orden de la perturbacion:
H' = Xalalasas + alal) (194)

sobre los segundos estados excitados y a primer orden sobre los terceros niveles excitados. ;Cudles son los
efectos de la perturbacién sobre el ground-state y los primeros estados excitados?
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Soluciones

Problema 1:

En primer lugar, anotaremos identidades importantes. En la parte (a) necesitaremos:

A o\
L,(\) = /0 dzz™e ™ =n! (1 —e Z 3) (195)

En la parte (b), serd necesario, conocer las funciones de onda correspondiente:

Pioo(r) = (Wag)fl/Qefr/“" (196)
Yogo(r) = (3271'&8)_1/2(2 — 7‘/@0)6_’”/2“O (197)
Pa10(r) = (3271'(18)_1/2(7"/610)6_7"/2”“ (198)

Ahora, asumiendo una densidad de carga eléctrica uniforme, tenemos:

le]

_ 199
P %TFRS ( )
y si utilizamos la ley de Coulomb para el potencial electrostatico, tenemos:
3e?
1% = —— d*r’ 200
R(T) AT R3 <R r |7:», — F] ( )
2 R 1
1
= —3L3 / dr’r'Q/ (dcost) (201)
2R3 J, 1 V2 £ 12 = 2rr'cosh
O, separando por sectores:
02
Vr(r) = —— r>R (202)
r
e 3 1 /r\2
A [ < 203
Va(r) R {2 2 <R) } r< R (203)
La diferencia con el potencial de coulomb tipo punto estandar es:
AV(r) = 0 r>R (204)
1 1.2 3
AV(r) = é(-+-—= — = <R 205
(r) c (r+2R3 2R> "= (205)
Entonces, la correccién a primer orden a la energia del ground-state sera
EY) = (100/AV|100) (206)
1 3,.,—2r/a
= T / d3re 2"/ AV (1) (207)
2 A 4 2
e T 3z
= — [ dxe* — - 208
a Jo € (x T T o ) (208)
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donde hemos introducido el pardmetro:

R
A=—x1 (209)
ag
Resolviendo la integral, obtenemos:
2
BN = 5 [3-3)02 4223 — e 2 (346X + 3)%)] (210)
SGQ)\S

Expandiendo la exponencial cerca de A = 0 y manteniendo términos hasta 5 orden, obtenemos:

2 2
(1) e 4 3
By =—|— A 211
=5 |5+ 00 (211)
(b) La correccién al estado 2s es:
By - 1 /d% 2 — 2e*’"/aom/(r) (212)
20 32mad ao
ez [ x? 322
= — | dzx(2—2x2)%" . 21
Sa0 /. x(2 —x)%€ <m+2)\3 2/\) (213)
Resolviendo la integral, tenemos:
2
(1) e 1
Eyy =— == ) I(A 214
8 = 5 () T (211
donde , [
I(\) = 336 — 24)\% + 423 — e7*(336 + 336\ + 14427 + 3673 + 6)%) (215)
En el limite de A pequeno esto nos da:
2 2
(1) e A
Es) =~ — | — 21
8~ (35) (216
La correspondiente correccién al estado 2p es:
(1) 1 3 r ? —r/ag 2
Ey = 3273 d’r @ e cos“OAV (r) (217)
Entonces,
2 A 4 2 2
3z e
B =° / dza? L2 ) o S [720-72X24120%— (7204 720+ 28872+ 60A3+6\*
2T gy J, TN\ T 18aghi | * e (T20+7203+ FO0X"+6AT)]
(218)
Expandiendo, tenemos que:
B (N 219
0~ 5 (50) (219)

Notese que la correccién al estado 2p es fuertemente suprimida en comparacién con la de los estados s:

)\2
~— 22
o (220)

1
By
1
By
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Problema 2:

Recordar: Basicamente, se trata de buscar los autovalores de la matriz de nan:
0 0
Wi = (7 [H'|[43)

En primer lugar, debemos suponer isotropia. Tenemos:

Hy = hw(ala; + dabay) (221)
H = Malalagas + alalaiay) (222)
Tenemos que:
n = a'a (223)
fln) = nln) (224)

Y si separamos por ambas direcciones:

Hy1y = hw(a];al) — direccion x (225)
Hy2) = ﬁw(a;ag) — direccion y (226)
(227)
Luego, tenemos:
Hogr) + Ho) = hw(alar + ala) (228)

y aplicando las relaciones anteriores:

Hogny|m)© = hw(ajar)ln) = hon|ny) (229)
Hoz)|n2)®) = hew(abas)|na) = hwns|no) (230)

Luego, naturalmente se deriva:

Holny,n2)© = hw(alay + alas)|ng, ng)® (231)
H0|n1, n2>(0) = ﬁw(nl + NQ)|711, ’I’Lg>(0) (232)

Luego, tenemos que:
|0,0) con Eg =0 groundstate (233)
|1,0) [0,1) Ey =hw ler Nivel excitado (234)
[1,1),]2,0),|0,2) Ey =2hw 2° Nivel excitado (235)

Segundo Nivel:

12,0/, 1,1)®,]0,2)( (236)

Consideramos el cambio de Base:

a1112,0)? + a12|1,1) + a13]0,2) — ¥y (237)
212,00 + ag|1,1) 4 a23]0,2) — 1o (238)
az1]2,0)? + aza|1,1) + as3]0,2) — 13 (239)
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Entonces, tenemos dos matrices importantes:

U / /

ailp aiz2 ai3 H11 H12 H13

! / /

A= as1 QAg22 Q23 V= H21 H22 H23
! / /

az1 az ass Hi, Hjiy, Hig

Por otro lado, tenemos las ecuaciones:
al0) = 0
af|n) vn+1jn+1)
aln) = /njn—1)

Ademas:

Hly (0)<1,1|a1a1a2a2 —|—a£a;a1a1\1,l>x\
= [O1,1]ala]asas[1,1) + (1,1|afafaran |1, 1))\
= 0

y otro término de la matriz estd dado por:
Hiy =" (2,0|H'|0,2)

Es posible calcular:

M©(2,0lalalazas|0,2) + (2,0lalalarar]0,2)}
= MW2V1V1V2(2,0)2,0)
— 2\

/
H13

Se resuelve el problema de autovalores:

Resolviendo el problema de autovalores:

—v 02X
0 —v 0 |=—2(2®>—4\*)=0
20 0 —w

Lo que nos arroja los autovalores y autovectores siguientes:

ry = 0
Ty = 2\
r3 = —2\

y autovectores:

Sil-

[\

— —

o o

Sl

[\

—_ \
[y

v =

34

(240)

(241)
(242)
(243)

(244)
(245)
(246)

(247)

(248)
(249)
(250)

(251)

(252)

(253)
(254)
(255)

(256)



Entonces, la correccién a los niveles de energia son:

Ry = 2hw + 12 (257)

donde r = +1,0,—1
Problema 3:
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Resumen Método Variacional - Teoria de perturbaciones degenerada

La idea del método variacional es basicamente buscar al tanteo la energia del ground-state Fy,ouna - Se utiliza
cuando no es posible resolver la ecuacién de Schrodinger (independiente del tiempo).
Teorema:

Eground S <¢|H¢> = <H> (258)

En este método, a la funcién v se le denomina funcién de prueba. Luego de calcular el valor de expectacion, se
procede a buscar los puntos criticos de este para extremizar.
Problemas

1. Haga una estimacién variacional para el nivel mas bajo de energia de una particula de masa m confinada
en una caja unidimensional de largo a. Para ello considere la funcién de prueba (Ansatz) (¢(z) =
Az™(a — x)™). Siendo n un pardmetro variacional. ;jPor qué es un Ansatz razonable?

Compare la energfa variacional éptima con el valor exacto Ey = (72h?)/(2ma?).

Compare también el valor no 6ptimo obtenido con n =1

Se cumple:

1
/ ™Y1 — 2)" " Ydx = B(m,n) =
0

También le puede ser de utilidad I'(a 4+ 1) = aI'(a)

2. Considere las correcciones perturbativas que discutiéramos en clases para un caso degenerado. Considere
para ser mds explicitos un sistema en que los dos primeros estados |1) y |2) son degenerados. Muestre que
la correccién a primer orden para la funcién de onda |1>(1) viene dada por

[n) |V ]¢h1) }

EY — BQ(v; — )

o= {<¢2|V|n)(n|V|zp1>
n#(1,2)

asf como una expresién andloga para [2)(1). En la férmula anterio v, Y v_ denotan los autovalores que
provienen de diagonalizar la matriz secular, siendo |11) y |1)2) los correspondientes autovectores.

. Cudl es la expresién para la correccién a primer orden a la funcién de onda de los otros estados |n),
n#1,27
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Encuentre la correccién a segundo orden a la energia de los dos estados originalmente degenerados (n =
1,n=2).

. Considere el nivel n = 2 del hidrégeno. Se aplica un campo eléctrico constante en la direccién Z. Encuen-
tre las correcciones inducidas por esta perturbacién en el espectro de los cuatro estados (originalmente
degenerados). Para ello, obtenga la matriz secular. Diagonalicela y obtenga las bases de orden cero que
diagonaliza la perturbacién, Inférmese sobre las funciones de onda relevantes.
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Soluciones

Problema 1:

Para resolver este problema, lo que debemos resolver es el nuevo Hamiltoniano con una funcién de prueba.
Para ello intentaremos “adivinar” el estado base Ej considerando esta funcién de prueba que contiene un

pardmetro variacional. Utilizaremos:

= OH)
(0[0)

En este caso, tendremos que resolver por calculo directo la integral, que es:

(_;iz ) foa Axz"(a — )" d Ax"(a — )"

2m dz?
an A2m2n(a _ x)2n

- —R*\ I
H = |— |+
( 2m ) Iy

Resolveremos en primer lugar la integral superior I, que expandiendo, queda:

F:

a
I = / n(n — Da*"2(a — 2)?" — 2n22?" (a — 2)*" ' + n(n — 1)z*(a — 2)*" 2dx
0

Ahora procederemos a resolver cada término por separado:

i, = / n(n — 12" ?(a — x)*"dx
0
T - dr = du
a a
1
Li = n(n-— 1)/ (au)?"2a* (1 — u)*nadu
0
1
Li = n(n-1) / a2 (1 — ) du
0
Li = n(n-— 1)a4"_1B(2n— 1,2n+1)
4 (T@n-1T'2n+1)
I — -1 4n—1
o n(n—1la ( I'(4n)
_ 2n — 2)!(2n)!
T _ -1 4n—1 (7
b n(n—1ja ( (4n —1)!

Ahora el segundo término de I;:
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d
= U @ du
a a
1
L2 = 72n2/ (au)%*laz"*l(l fu)znfladu
0
1
1172 — _2n2/ a4n—1u2n—1(1 _ U)Qn—ldu
0
Lo = —2n%a*""'B(2n,2n)
1 {T(2n)T'(2n)
T = -2 2 4dn—1 [ 2 \<7Y)2 \=10)
1,2 n<a ( T(dn)
_ 2n — 1)!(2n — 1)!
I —  _op2gin-1 (
b2 e ( (dn— 1)!
Finalmente nos queda el tercer término de I:
I3 = / n(n — 1D2*"(a — )" 2dz
0
d
T
a a
1
11,3 — n(n _ 1)/ a]2nu2na’2n72(1 _ u)2n72adu
0
1
Ly = n(n- 1)/ a1 (1 —w)*2du
0
Lz = nn—1ad"""'B2n+1,2n—1)
L (T@n+1T(2n 1)
I — -1 4n—1
b3 n(n —1a ( Tin
_ 2n)!(2n — 2)!
I — -1 4dn—1 (7
b n(n =1 ( (4n —1)!

Ahora, lo que debemos hacer es calcular la integral inferior Is:
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I, = /xzn(a—x)%dat
0
dx

T~ o = du

a a

I2 _ a2n 2n 2n( )Q”ad:ﬂ

I, = 't / "(1—u) 2”d:r

I, = a™"'B@n+1,2n+1)

I _ gintl r2n+1)T'(2n+1)
> C(4n + 2)

I, — gintl (2n)!(2n)!

2 (4n + 1)!

Ahora, podemos calcular T = (I /15):

La+hao+1i3

I =
Iy
;o TL(TL _ 1)a4n71 (%) _ 2n2a4n71 (%) + n(n _ 1)a4n71 (%)
B n 2n)!(2n)!
atntt <((47)1-£1)!)>
e et () - nat (GRS 4 nln - Dat ! ()
o n 2n)!
atrtt ((4(n+)1)!)
n(n —1)a*1(2n — 2)! — na**~1(2n — 1) + n(n — 1)a**~1(2n — 2)!
I = 2 (2] (4n)(4n + 1)
7 n(n—1)2n-2) = n2n - 1)+ nn—-1)2n—2)! (4n)(4n+1)
N (2n)! a?
7 nn—102n-2)—n2n-1)2n - 2)! +n(n —1)(2n — 2)! (4n)(4n+1)
N (2n)(2n — 1)(2n — 2)! a2
7 n(n—1)—n@2n—1)+n(n—1) (4n)(4n+1)
2n)(2n — 1 a?
(2n)( )
7 ~(n)(4n +1)
- a®2(2n—-1)

Finalmente obtenemos el resultado que buscabamos que es:

— [ R\ (dn)(dn+1)
H= (2ma2> 2(2n—1) (263)

Para continuar con el método variacional, debemos minimizar este hamiltoniano dado con la funcién de
prueba, de modo que:
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dH

)
dn

An +1))(2n — 1) — (4n + 1)(4n)2

dn 2ma?

dH ( h? ){(4~4n+4(

2(2n — 1)2

Luego, tenemos que el numerador debe anularse (también es solucién que el denominador se indefina pero

ese valor obtenido indefine la funcién hallada de modo que la desechamos):

(32n +4)(2n — 1) — 2(16n* + 4n)
32n(2n — 1) + 4(2n — 1) — 32n% — 8n

Lo que arroja una solucién:

n4

n4t

ny

Por 1ltimo, nos queda evaluar:

Utilizando n=1 (no éptimo), se obtiene:

32n% — 32n — 4
8n? —8n—1

8+ ./64—4-8-(—1)
16
8 + 96
16
1.1123

—0.1123

_ h2
H=1
0 <2ma2)

Utilizando n=1.1123 resuelto con el método variacional, se obtiene:

Utilizando n=-0.1123 resuelto con el método variacional (descartaremos este valor), se obtiene:

— h?
H =9.8989
<2ma2 )

o O o O

_ h2
H=-01
0 <2ma2>
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Mientras que con el valor original 72, se obtiene:

_ B2
H=09.
9.8696 ( 2ma2)

De modo que nuestra solucién obtenida es muy cercana a la solucién real.

Problema 2:

(267)

Sabemos, de clases que los valores de expectacion del potencial en la base antigua del Hamiltoniano. Se

tiene:

(V) = BV = oy
(o] V]iho) = ESY = v

Ademés, igualando los distintos ordenes de A obtenemos:

Holb,) = EON)©
Hol)V + V) © = B0 + EO )
Hol)® + V)" = ED|n)® + EOn)! + ES )

Ahora, lo que haremos serd aplicar (%) (n| a la ecuacién (271):

O | Ho[ 1)V =l V]pn)® = Ol BV 1O +O) (] B [1)
EQ Q) +© (Vg = B O @n)® — 5V O )
(B = B Omn® = O vig)©
(0) (0)
= V)T
EY - E,

Ahora queremos calcular (%) (1)|1)(1). Para obtenerlo, aplicamos (1)s|:

(2 Ho|1)® + (3| V]1) D) (o E1Y® 4 (o BV D)D) 4 (4| EP |y
EP (]1)@ 4 (VDD = BN (0o 1)® 4oy (o] 1)D + BP ()
(o] 1)V (W V1)) 0y

Recordemos que buscamos una expresién para |1)(Y) tal como:

(0)
1O = (1) Do) + 37 (n]1) n) ©

n#1,2

Entonces, reemplazamos (13) en (12) y obtenemos:
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(ol 1)V =

O a1y Vo =

1 (0)

Nétese que (O (1hy|V]1h2)(©) = v_. Reemplazando (9) ahora, obtenemos:

O fyal 1) ® =

1

0
(¥2|V {(0) (12| 1) D |gp2) ) + Z<n|1>(”|n>(0’}
Ol 1) Ot VIga)® + 7 1) )

O |V ]1h1)© O (45| V |n)(©)

Vy — U

Finalmente, reemplazando en (13), se obtiene:

H® =

Para obtener |2), haremos:

D

n#1,2

{

(2| V|n) <n|V|¢1>

2.

(EY —

ER) (v

)|¢>

(Vi)
)

(0)
12)0 = (5, 12) D) O + 37 (0]2) D)@

n#1,2

El proceso es andlogo. Buscaremos (°)(n|2)(1) aplicando el brac

(n|2) =

Ahora, buscamos (11]2)(") aplicando el bra (1] en (5)

(¥r[2)

) =

(n|V]¢2)
EY — ED

(Y1|V]2)D)

Reemplazaremos en esta ecuacion, la ecuacién (18), resultando:

(r[2) =

Finalmente, reemplazando en (19)

Luego, juntando las ecuaciones:

12)1) =

2.

n#1,2

y (21

) en

1

(1 [V]n) (n|V]¢2)

v

— vy

(18)

>

12

—E,

n#1,2
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{ (1| Vn) (n|V]t2) )+ <n|V|1/Jz>
(B3 — EQ)(v- —vy) - Ep

©)(n| a la ecuacién (4):

)}

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

(287)
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Ahora, necesitamos obtener la correccién de la funcién de onda: Utilizamos la ecuacién (4) :
Ho|n)® + V[n)© = E%n)™® + EWM|n)©) (291)
Expresamos |n) como una combinacién lineal:
) = (1 |n) M [gon) + (aln) Pla) + Y (Un) VD) (292)

Necesitamos obtener los productos internos que involucran a [n) (M), estos son: (1 [n)(®), (¢hg|n) M y (1)1,
Para obtenerlos, bracketeamos por la izquierda y obtenemos:

1 [V |n)©
(th1|n) = alVim 50' J 271 (293)
U1 [V |n)©
(apy®) = lVim Ei(L _| ];2 (204)
1|V|n)©
(i = UV (205)
n l
Reemplazando, se obtiene:
V n)0 Vin) l V n)

Queremos calcular las correcciones a segundo orden de la energia. Para obtener esto, aplicamos (11| en
la ecuacién (4):

= (i |[V[1)! (297)

Con esto, simplemente reemplazando, se obtiene:

9 Vin)(n|V n|V V n
B

Z | nIVWJl |2

Para obtener EZ, aplicamos el bra por la izquierda con 5 a la ec. (5). Obtenemos:
B = (| V]2)" (300)
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Finalmente, reemplazando |2)(") obtenido anteriormente en (23), se tiene:

£ = walvi{ S g ) + 1 2 | (301)
2 Vin){(n|V n|V Vin
= - i g | o
n 2
B = 2?;5?3; (303)

Problema 3:

En este problema, tenemos una degeneraciéon g = 4 para todos los estados en el nivel n = 2. ;Por qué se
produce esta degeneracién? Se produce porque tenemos para un n dado, tenemos distintos valores para [
dado que

0<l<n

y ademas, m puede tomar distintos valores para cada [. Es asi, como esto nos lleva a 4 estados diferentes,
que son presentados a continuacion:

1 r —r/2ag
o onrons = (15 )
1 r )
2D Pn=2i=1m=—1 = — —e /2% ginfet?
n 8y/mag ao
1 r
On=21=1,m=0 = — e "/2% 050
n=3i=lm I /rad a0
= 1 " e "/200 ginfe ¢

Pn=2=1m=1 = —
" " 8y/mag ao

Ahora, como estamos aplicando un campo eléctrico en la direccién Z, el operador apropiado es:

V = —ez|E]| (304)

Entonces, lo que debemos hacer. es obtener la matriz secular, utilizando el valor de expectacién de V en
la base |[nml). Es decir:

Vij = (¢:|V1o;) (305)

Podriamos calcular estos 16 elementos de matriz, mas utilizaremos argumentos que tienen que ver con los
autoestados, reduciendo la cantidad de calculos. El argumento es que la perturbacién tiene elementos de
matriz que no se anulan Unicamente entre estados de paridad opuesta. Esto es, entre l =1 y [ = 0 en este
caso. Ademas, para que el elemento que hemos de calcular no se anule, los valores m deben ser iguales,
dado que z se comporta como un tensor esférico de rango 1 con componente esférica 0. Asi que los tnicos
elementos que quedan son entre 25 (m = 0 necesariamente) y 2P con m = 0.

Entonces, nos queda:
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0 2s|V|2p,m=0) 0 0
v (2s|V|2p,m = 0) 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

donde,

(25|V[2p,m = 0) = (2p,m = 0|V |25) = 3eao|E]|

Con esto, queda establecida la matriz secular. Ahora, es suficiente focalizar nuestra atencion en la matriz
superior izquierda 2 x 2 y a partir de ella obtener los shifts de energia.

Resolvemos entonces, los autovalores de la matriz. Esto se hace, resolviendo la ecuacién secular:

[V —€ll=0
Esto, se convierte en:
0 3eao|E| 10
= — =0 306
K 3eaolE] 0 ‘Lo 1 (306)
—€ . 33@0‘E| _ (307)
3eap|E| —€

Esto arroja los autovalores:

AE_E) = +3eay|E|

donde los subscripts =+ se refieren a los kets de cero orden que diagonalizan V. Para hallarlos solo resolvemos
el kernel de |V — €l|.

R
V2

Notese que el shift es lineal con el campo eléctrico aplicado.

|£) (128, m = 0) &+ |2p,m = 0))

Finalmente, lo que se observa, (considerando shifts y autoestados) es:

(125, M=0>-12p,m=0>)

/ T V2
3lellE lag
§

No change for I2pm=+1>

3lellE lao
12s, m=0>+12p,m=0>)

V2
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Resumen Teoria de Perturbaciones dependiente del tiempo

Noétese que hasta acd hemos estudiado fenémenos sin dependencia temporal. Es decir, solo hemos introducido

potenciales de la forma:
V(r,t) = V(7)

. En este caso, tenemos la ecuacién de Schrodinger:

ov
Que puede ser resuelta por separacién de variables:
U(F,t) = (e FHh (309)

donde ¥(7) satisface la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:
Hy = Evy (310)

Lo importante es que si queremos permitir transiciones entre niveles de energia tenemos que introducir
potenciales dependientes del tiempo.

Consideremos un sistema de dos niveles. Tenemos dos estados dados por 1, y 1. Son autoestados del Hamil-
toniano sin perturbar Hy:

H()wa - Ea"/}a (311)
Hopy = Epthy (312)
Estos son ortonormales:
<waW)b> = Oap (313)
Noétese que cualquier estado puede ser expresado por combinacion lineal de ellos:
\P(O) = Cqtha + cotp (314)

Si no tenemos perturbacién, cada componente evoluciona con su caracteristico factor exponencial:
\I/(t) = CaqﬁaeiiEat/h + wabeilEbt/h (315)

. Qué pasa cuando encendemos la perturbacion dependiente del tiempo?
Como v, y v, constituyen un set completo, la funcién de onda ¥(¢) atin puede ser expresada como una
combinacién lineal de ellas. La tnica diferencia es que ahora las constantes son funciones del tiempo:

U(t) = ca(t)ae™ Fat/M 4 oy (t)hpe BN (316)
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Entonces, nuestro problema se reduce a determinar ¢, y ¢, como funciones del tiempo. Si, por ejemplo, la
particula partié en el estado 1., de modo que tenemos:

ca(0) = 1 (317)
ca(0) = 0 (318)
y algin tiempo después t; encontramos que:
ca(t1) =0 (319)
(t1) =1 (320)

se ha producido una transicién desde ¥, a 1. Resolvemos para ¢, (t) y ¢(t) demandando que U(t) satisfaga la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo:

OV
HY = zha (321)
H = Hy+ H'(t) (322)

Luego, utilizando las ecuaciones anteriores es posible reemplazar la onda que hemos utilizado, y utilizando la
siguiente definicién:

Hj; = (| H'[4;) (323)
Se obtiene:
by = f%[caH;a+ch;be*i<Eb*Ea>f/h] (324)
b = Loy + cofye BB (325)
Problemas

1. El Hamiltoniano correspondiente a un oscilador bidimensional viene dado por H = Hy + V, donde

1 2
HOZ%(P12+P22)+m; (X7 + X3)
y
m3w?
V =y X{X3

donde « es una constante adimensional real positiva.

(a) Calcule la correccién perturbativa a primer y segundo orden para la energia del estado fundamental.

(b) Calcule las correcciones de energia a primer orden para las dos primeras excitaciones de Hy (es decir
los dos primeros niveles excitados de Hy), asi como los correspondientes autoestados de orden cero
de H.

48



Note que Ud. debe dar por conocida la solucién del problema no perturbado. Se sugiere fuertemente
introducir los operadores de creacién y destruccién en cada componente, es decir aq, a’i, as Yy a;

. Efecto Autler-Townes

Considere un sistema de tres niveles: |¢1), |d2) v |¢3), con energias Ey, EoyFs. Suponga E3 > Ey > E
vy que Fs — Fy < Fy — Fy.

Este sistema interactiia con un campo magnético oscilante a la frecuencia w. Suponemos que los estados
|d2) v |@3) tienen igual paridad, opuesta a la paridad del estado |¢1, de modo que el Hamiltoniano de
interaccién W (t) debido al campo magnético oscilante puede conectar |¢p2) y |¢3) con |¢1). Suponga que
en la base de los tres estados |¢1),|d2),|¢3), arreglados de acuerdo a este orden, W (t) viene representado
por la siguiente matriz

0 0 0
W)= 0 0 w1 sinwt
0 wisinwt 0

donde w; es una constante proporcional al campo oscilante.

(a) Sea

lv(t) = Z bi(t)e Eit/h| gy

Escriba el sistema de ecuaciones diferenciales que satisfacen los b;(t).

(b) Suponga que w es muy cercano a woz = (E3 — Ea)/h. Haga uso de la simplificacién W;; ~ 0. Integre,
en el marco de esta aproximacion, el sistema precedente con las condiciones iniciales

1
71)3 = 0
V2
desprecie en el lado derecho de las ecuaciones diferenciales los términos cuyos coeficientes, exp(+i(w+
ws32)t), varfan muy réapido y mantenga solamente aquellos coeficientes que son constantes o que varian
muy lentamente, como exp(+i(w — ws2)).

b1(0) = b2(0) =

La componente D, a lo largo de Oz del momento dipolar eléctrico del sistema (debe informarse sobre
el momento dipolar eléctrico) viene representado, en la base de los tres estados |¢1), |¢2) , |¢3),
arreglados en este orden, por la matriz:

0 d 0
d 0 0
0 00

donde d es una constante real (D, es un operador impar que conecta solamente estados con paridades
opuestas). Calcule (D,)(t) = (¢(¢)|D.|¥(t)), usando el vector |(t)) calculado en b).

Muestre que la evolucién temporal de (D, )(t) viene dada por una superposicién de términos sinu-
soidales. Determine las frecuencias v y las intesidades relativas 7 de estos términos.

Estas son las frecuencias que pueden ser absorbidas por el atomo cuando este se sitia en un campo
eléctrico oscilante paralelo a Oz. Describa las modificaciones de este espectro de absorcién cuando,
para un w fijo y tal que w = wa3, se incrementa w; desde cero.
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3. Un cierto sistema cudntico se encuentra inicialmente en su estado fundamental |0). En ¢ = 0 se aplica una
perturbacién de la forma

V(t) = Hoe™ /D)

Muestre que después de un largo tiempo la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |1)
viene dada por

(0] Ho|1)|?

PLO=10 T g
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Soluciones

Problema 1:

Recordemos que x se puede escribir en funcién de los operadores de creacién y aniquilaciéon z = 4/ % (a+

a'). Esto nos deja:

h
2 2 2
1 = 5 —(af +aa] +aja+(a)?)
h
2 _ 2 Pt 12
T = a asa QAo Q a
2 2mw<2+ 22+22+(2))

Utilizando las propiedades de a y a' obtendremos una expresiéon mas sencilla. Las operaciones son:

afln)y = Vn+1in+1)
aly = Vil —1)

Se obtiene:

E"Y = (nVin)
hw
E(()l) _ 7
4

La correccion a segundo orden seré:

@ _ Vot |?
By = Z E, — E,
l#n

Esto se resolvers en primer lugar, obteniendo |V,,;|?

Vo = (JA(a} + aral + alay + (al)?)(a3 + azal + ajas + (ad)?)|n)
Vi = A({]2)(m]2)
Vi = Adi2dme
Donde A = %
Finalmente:
2w
E(()z) __7
16

(b) Buscaremos la ecuacién secular, dada por:
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Vij = (9| V]d;)

wovjny =
O.AVI0,1) = (0,1]V]1,0)=0

Entonces Vo1 =0, Via =0, Vi1 = 37}*’ v Vag = 3’Y47M

Ahora, encontramos los auto valores resolviendo la ecuacién secular. Obtendemos:

_ 3yhw

€+ 4

Estos valores nos arrojan los autovectores (1,0) y (0,1) Estos siguen presentando degeneracién.

Ahora resolvemos la segunda excitacion:

5vhw ~yhw
- L= 0
V = ’y%w 57%&) 0
- 2 4 ouh
29w
0 0 I
Resolvemos la ecuacion secular, que arroja el sistema:
Syhw Yhw 0
4 2
~hw 5vhw 0 =0
2 T € -
Ivhw
0 0 ==
Las soluciones a esto, corresponden a:
9yhw
€L = ——
4
3yhw
€ = ——
4
Tvhw
€3 = ——
4

(337)
(338)

(339)

(340)

(341)
(342)

(343)

Para obtener los autoestados, debemos calcular el kernel de la matriz que aparece en la ecuacién secular.

Para €1, se obtienen el autoestado:

1) =[1,1)

En el caso de €3, se obtiene el autoestado:
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1

2) = ﬁ(\02> — [20))
Finalmente, obtenemos el autoestado para €3
1
3) = ﬁ(m?) +120))
Problema 2:
(a) Lo que se nos da por enunciado es:
3 .
() =Y bi(t)e™ P M) (344)
i=1

Ademiés, sabemos que:

oC,
ot

E, — By,
h

- _% > Cre |V |m), wom = (345)

Por otro lado, si observamos la matriz dada W(t), lo que notamos es que unicamente, los elementos
W3o = Was = wysin(wt) y que el resto de los elementos de matriz son nulos.

Para obtener las ecuaciones diferenciales que satisfacen los b;(t), utilizaremos la ecuacién descrita anteri-
ormente. Obtenemos:

% = = (B Wiy + by ()12 Wig + ba()e* W) = 0 (346)
db i j j

CZ o (e War + ba(D)e 2 Was + by (1) W) (347)
% = 1 (BLOe War + bo(t)e™*2 Wig + b () Wg) (348)

entonces, reemplazando los valores matriciales, se obtienes:

bi(t) = 0 (349)
bo(t) = f%bgei“’”’twlsen(wt) (350)
bs(t) = —%bgei“’”twlsen(wt) (351)

(352)

(b) En esta parte, se nos da la indicacién de w = waog = (E5 — E2)/h y ademds, se nos dan condiciones
iniciales. Lo que haremos serd mezclar los w’s pasando el sen a exponenciales.

En el caso de by se tiene:
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by = — Syt L) (353)
by = T im0 (354)
En el caso de b3 se tiene:
by = —%bze“"”twlw (355)
by = T it (356)
Tengamos también en consideraciion que woz = —wso. Con esto, la ecuacién de by nos queda:
by = 0021723 (e—itw—wm) _ gitlw—ws2)) (357)

Esto que hemos realizado, se reduce a algo incluso mas simple, cuando utilizamos la aproximacién dada
segin enunciado. Primero repetiremos el resultado que hemos obtenido hasta acd y a continuacién pre-
sentamos el resultado con la aproximacion:

1.)2 _ unbs (e—it(w+w32) _ eit(w—uJ32)) (358)
2h
1.)2 _ UJle (efit(w*w:u) _ eit(w+W32)) (359)
2h
Luego:
i, — _ 9108 it(w—ws) 360
o = oh e ( )
] _ W1b2 —it(w—w32)
by = —-¢ (361)

Obs: Se han eliminado las exponenciales con potencia (w+ wss2) porque varfan més rdpido. Aproximando:

by = —“’2123 (362)
by = ‘”2122 (363)
Lo que debemos hacer ahora, es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:
by = %63 (364)
by = — (%)2 b (365)
ba(t) = acos (%t) + bsen (%t) (366)
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Por otro lado, resolviendo para bs:

bs(t) = asen (;%t) — bcos (;%t)

Ahora, utilizatemos la condiciones iniciales dadas

b2(0) =

b3(0)

| 3‘_.
o N

Con esto, obtenemos:

Luego,

V2 2h
- 1 w1

Finalmente, by (£) =0 — by(t) =

S

(c) Calcularemos: (9(t)|D,(t)[¢(t)), considerando que:

3

[(t)) = Z bi(t)e F M g;)

1

La matriz dada en el enunciado, nos indica los elementos que sobreviven:

(¢2|D|p1) = d
(¢1|D|¢2) = d

Resolviendo esto, lo que tenemos es:
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(368)

(369)
(370)

(371)
(372)

(373)

(374)
(375)

(376)
(377)



’i‘(t)b2<t)eit(E1—E2)/hd + b5 (t)by (t)eit(Ez—El)/hd

d w1 it(B1—E>)/h it(B1—E5)/h

QCOS(th) (e +e )

@eos (£14) cos (wrat)
508 (57t ) cos (wi2

Con esto, queda demostrado que hay términos sinusoidales.

Problema 3: Tenemos que se cumple:

P(t,|n) = 1)) =

2

/ dt/eiwlnt"/ln(t/)

1
h2

(378)
(379)

(380)

(381)

En este ecuacién, reemplazamos directamente, el argumento Vj,(#') dado que conocemos la funcién.
Ademids, sabemos entre que estados es la transici’on:

2
- —/ dt' et (0| Hoe*/7|1)

2

- 7/ dt' et (0| Ho[1)e /T
0

2

— | O [T arent e
(0| Ho|1)[? o[
hg -1 }
{0 Ho|1)? { 1 ]
h? (win)? + (3)
|(0[Ho[1)[?
h2(wln)2+52(%>2
(0] Ho|1)|?
hQ(%)2+h2(%)2
|(O[Ho[1)[?
(Ae)? + (£)?

—

{ 1
. 1
Win — T
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Pontificia Universidad Catdélica de Chile - Facultad de Fisica
QM II - FIZ0412

Ayudantia 8

Profesor: Max Banados

Ayudante : Nicolds Pérez (nrperezQuc.cl)

Problemas

1. Este es un problema enganoso porque la degeneraci’on entre el primer y segundo estado no es removida
en primer orden. Un sistema que tiene tres estados sin perturbar puede ser representada por la siguiente
matriz Hamiltoniana perturbadas:

E1 0 a
0 Ei b (382)
a* b" Ey

donde E5 > E;. Las cantidades a y b deben ser consideradas como perturbaciones que son del mismo
orden y que son pequenas comparadas con Fs — E;. Use teoria de perturbaciones no degenerada a segundo
orden para calcular los autovalores perturbados. (Es esto correcto?) Luego diagonalice la matriz para
encontrar los autovalores exactos. Finalmente, use la teoria de perturbaciones degenerada a segundo
orden. Compare los resultados.

2. Infinite square well con funcién delta: Consideramos el pozo potencial infinito como el problema sin
perturbar y lo que haremos sera perturbarlo con la funcién delta en el centro del potencial . Calcularemos
los shifts de energia a segundo orden y los autoestados perturbados a primer orden.
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Soluciones

Problema 1:

Para resolver el problema, debemos usar el método de la ecuacién secular. Entonces, lo que deseamos
hacer es diagonalizar la matriz que describe el Hamiltoniano perturbado para obtener los autovalores
exactos de energia. La ecuacion secular obtenida es entonces:

(Br = N)((Br = M)(Ez2 = A) = [b*) + (a(A = E1)a*) =0 (383)

Una solucién trivial del problema es E; = A. Por otro lado, debemos resolver la ecuacién:

N — (By + Ex)AN+ E1Ey — |a]* — b =0 (384)

Entonces, tenemos dos soluciones a esto:

af2 + b2
Ay = Ei+ 385
+ e TR (385)
af? + b2
A = Ey— ———+— 386
>~ BB, (386)
Nétese que aqui hemos asumido que |al, |b], < |E2 — E1|.
Luego, la teoria de perturbaciones se lee como:
jal?
= 387
A E,— B (387)
Ay = ﬂ (388)
E, — E,
Jaf? + [B?
Ay = —— 389
3 B, E, (389)
De esta manera, los niveles de energia quedan dados por:
Ey+ A (390)
B+ Ay (391)
Ey + As (392)
Problema 2: Notemos en primer lugar el Hamiltoniano sin perturbar:
P2
Hy = o + V(z) (393)
Donde, tenemos la condicién del pozo potencial:
V() = 0 si0 <z <L (394)
V(z) = o0 siesta en otro rango (395)
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La forma que posee nuestra perturbacién es:

V(z) = %5@5 - §> (396)

Luego, el Hamiltoniano completo esta dado por:

H—Hy4 v = 2 A -k

Los niveles de energia sin perturbar son los cldsicos para un pozo potencial:

h2r?
EO) — 2
" 2mL? "

n=1,23,.. (398)

Con las correspondientes autofunciones sin perturbar:

bn(x) = (xTn0) = \/Esin (%x) (399)

Entonces, las correcciones de energia a primer orden estdn dadas por:

EWL =V, = nOTVTn®) (400)
Luego, tenemos que:
* 2h? o, M L
Vi = / AriV (@)on(r) = / desin("T )3z — 2) (401)

Nétese que esto resulta en dos posibles respuestas:

Vin = 0 sin es par (402)
2h? _ .
Von = o ) sin es impar (403)

Los elementos de matriz desaparecen para un n par porque las funciones de onda tienen un nodo en
x = L/2. Las autofunciones con n impar tienen un antinodo en z = L/2, de modo que la funcién seno
toma su valor maximo.

La correccién a primer orden a la autofuncién es usualmente escrito como:

an
InMy = — Z ‘m(O)>E (404)
mn mn

Entonces, para resolver esto vamos parte por parte. Primero resolveremos V,,,:

2h2

an =
mlL?

., mm L. . nm
/dmsm(Tz)é(z - E)sm(f:c) (405)
Entonces el resultado es:
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mn 212

Vion = —(=1) I mynimpar (406)
m
Vien = 0 my/onpar (407)
La energia que aparece en el denominador es:
h2 2
Epn =EW - EO = 2m7TL? (m? — n?) (408)

Por otro lado, la autofuncién perturbada a primer orden estd definida como:

YUn(@) = (2[n'?) + Az |n) (409)

Con esto, obtenemos:

/2 . nm a4 /2 > _((@2m—-1Dnx (—1)mtn—1
VYn(x) = \/Zsm(Lx) + 7TQ\/Z Z sin ( T x) m 1) (2n _1? (410)

m,n=1—m#n

Esta suma puede ser resuelta analiticamente (MAPLE). Calculando el ground state de la funcién de onda
a primer orden (n = 1), tenemos:

P1(x) = % <1 - 7:\2> sin (l—x) + %(m — Lu(x — L/2))\/§cos (%) (411)

donde u(x) es la funcién escalén unitaria. La derivada discontinua en x = L/2 es la caracteristica de los
autoestados con potenciales delta.

La correccion a segundo orden del shift de energia es calculado utilizando:

EP =Y [ Vi | (412)
n= E
men mn

Esta ecuacion nos lleva a:
8h? = 1
E® = — 413
" m2mL2 Z (2m —1)2 — (2n —1)2 (413)

m,n=1—m#n

Esta suma puede ser resuelta exactamente (MAPLE), obteniendo:

2n% 1

B2 - __ 2" -
" m2mL2 n?

(414)

Finalmente, la energia corregida a segundo orden:
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h2m? h? 2n% 1

2 2
~ A - A — 415
"~ omrz" + mIL? w2mL2 n? (415)
Solo para n impar! Pues para n par tenemos:
h2m?
E,=—— 41
omL?" (416)
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Pontificia Universidad Catdélica de Chile - Facultad de Fisica
QM II - FIZ0412

Ayudantia 9

Profesor: Max Banados

Ayudante : Nicolds Pérez (nrperez@uc.cl)

Problemas

1. Repita con lujo de detalles el cdlculo (presentado en clases) de la tasa de ionizacién del &tomo de Hidrégeno,
desde su estado fundamental, a un estado caracterizado por un vector E, al ser perturbado por un potencial
oscilante de la forma V(t) = eEy7 - n2sinwt. 7 es un vector unitario que indica la direccién del campo
eléctrico. Exploque las hipdtesis de su calculo y, en particular, muestre como se aplica la regla dorada de
Fermi.

2. Atomo de Hidrégeno: Considere un atomo de Hidrégeno real. ;Cudl es el espectro en ausencia de un
campo magnético externo? ;Como cambia este espectro si el &tomo se ubica en un campo magnético de
25000 gauss? Ignore el acoplamiento hiperfino

3. Atomo de Hidrégeno: La interaccion hiperfina en el dtomo de Hidrégeno, debida a la interaccion
entre los momentos magnéticos del electrén y protén, (para estados con I = 0), viene descrita por:

Hepy = =i B0 (417)
Para mayores detalles vea el libro de Jackson “Classical Electrodynamics”, segunda edicién, pdgina 187).
Debido a esta interaccidn el estado fundamental 1.5 sufre un ligero desdoblamiento (Splitting). Considere
estados de momento angular total F=8+ f, donde S es el spin del electrén y I el spin del proton.
Use el orden méas bajo en teoria de perturbaciones para evaluar la diferencia existente entre los estaodos
F =0y F =1. jCudl es el verdadero estado fundamental? ;Cudl es la longitud de onda emitida por una
transicién entre dos estados? (se pide un nimero y no solamente una expresién algebraica). Importante:
Debera recordar el problema de acoplamiento de momentos angulares en el caso de dos spines.

La longitud de onda que Ud. ha calculado (A ~ 21.1e¢m) es muy famosa en astrofisica. Las radiastrénomos
conocen muy bien estos fotones. Més adelante en el curso volveremos sobre este tema, mostrando que es
extremadamente improbable observar este tipo de decaimientos en el laboratorio, pues la vida media de
la transicién es del orden de los 107 afios.

Datos utiles:

S eh 3
He = e e
eh
i, = —2.792 0
fip 7928 <2mpc> Op

Ud. debera trabajar con la funciéon de onda del estado fundamental del a&tomo de Hidrégeno incluyendo
la parte de spin. Este es un problema donde, como ve, la perturbacién ocurre en el espacio de spin.
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Soluciones

Problema 1:

Se tiene un potencial, asociado a un campo eléctrico oscilante, tal que

E = |Eylesen(wt)

Entonces, el hamiltoniano es:

H=Hy+V (418)

=2 2

_ r_“
H=H,+ <2m . > (419)

Utilizando esto, lo que se quiere hacer es pasar de un estado inicial a un estado final. El estado inicial es
el 1S, tal que:

1
Vrad

y el estado final, es una particula libre (electrén emergente), de modo que se tiene:

Vi = Y100(7) = e/ (420)

1 —ik-7

s = We (421)
Notese que lo anteriores es una aproximacién. El electrén emergente, estard limitado a una caja cubica
de largo L (no debemos preocuparnos por este valor, dado que luego haremos L — o0). Asumiendo
condiciones periédicas de borde, tenemos:

e thzz efikz(erL)
(2m)3/2 - (2m)3/2
1 = e—iksL
k,L =2mn,
2mn,
ky,=——
L
Asi mismo, obtenemos:
2mn
ky = —=
L
27n,
ky = I Y

donde ng,ny,n.€2

Entonces, se tiene:

64



dN = dngdnydn,
L L L
= 2 —dk, 2 —dky Voo —dk,
= < ) k2 dkdS
Por otro lado, se sabe que |E| estd fijo de forma que:
Er, = Ey+hw
EO = |E1‘ = 13.6eV

Ya con esto, podemos definir la regla de oro de Fermi para la tasa de ionizaciéon como:

2
L = =2\ VI8 (E; — Ei)

dQ) = senfdbde

(422)
(423)

(424)

(425)

(426)

Pero como definimos una densidad de estados que dependen de un k fijo (puede variar infinitesimalmente).

Entonces:

2T
= %|<"/}j|v|¢i>‘2p(Ek)

Asi, se sabe que:

p(Ex)dEy
y, como también es sabido que:
E, =
dE, =
Volviendo a la densidad ya descrita:
p(Ey)dE, =
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AN
L3
2
L
(27)?

(nk)* _ p*

2m  2m

2
Pk .

]{52

(2m)3  h2k
mk

( )3h2

dEde

——=—5dEdQ

(427)

(428)

(429)



Luego, obtenemos:

mk
E = ———=dQ 430
p( k) (27T)3h2 ( )
mk 27
T o= 5 o 2 g V) (131)
ar = VI (132)
Ahora, calculamos el elemento de matriz Vi;:
3 1k -7 1 /
2.2 —r/ag
(Vi) /d 2 -eEor 67\/7?36
E
o 6332 2/d3re [7- €le” r/ao
ao ™
Definimos una integral T tal que:
€ f:/d3relEF[r ﬂe‘r/aﬁ (433)

Entonces:

y también:

Podemos decir que:

y para conocer I, se tiene que :

v si el dngulo que forman k y res a:

=
~
|

r/ag

I:/d?’rek’Fe

~y
Il
a1
~

. @o—T/ao0

Il
ISH
w
<
a
N
>
=1
!
a
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k-7 = krcosa

kI = /d%eikrwsakrcosae*”ao

o0
= 27rk/ rle
0

o0 s
/ r2e="/dy / etkreosarcosasenada do
0 0

[e%s) 1 )
27r/ r2e_7'/“°dr/ et krudu
0 -1

2m

0

1
—r/ag / ueikrudu
—1

y si
1
1 1 .
/ ueikrudu _ leikru _/ ezkﬂudu
1 ikr 1 ikr
eikr efik'r 1 . )
_ i + = + ikr _ _—ikr
ikr ikr  (kr)? ( )
eikr + e—ikr N eikr _ e—ikr
N ikr (kr)?
Entonces:
oo T ik —ik ik —ik
KT = ka/ e e serangy
0 ikr (kr)

r roo (itk—1/ao)r oo _(ik—1/ag)r o _(—ik—1/ag)r .2 oo _(ik—1/ao)r
= 2 / SRR r2dr—|—/ £ 7 Tdr—|—/ £ dr—/ £ 7
0 0 0 0

L 7

k )

_ [ 1 . 1
= T \((Mag — ik)3

= on |2 48 + %(a2 - bQ)}
1

Como conocemos las identidades:

Con esto, nuestra puede ser expresada como:

E*I = 2n(a +

haciendo:

Gk + 1/a0)3) + 1?' ((l/aolik)Q - (ik+11/a0)2>}

= (a+0b)(a®—ab+b?)

(a+b)(a—Db)

a—2>b

2
b) Z(a2 + ab+ b*) +
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1 1

b = -
ot ao —ik  1jao + ik
_ 2/@0
1/a + k2
o 2a0
1+ agk?
as{ mismo:
1 1 1
212
b b = - 435
@bt ik —1jao)? | (ik+ a0 K11/l (435)
_ 2(=kK*+1/ap) 1 (436)
(k2+1/a2)?  k?2+1/a3
=2k +2/af — k* —1/ad
- (2 + 1/a)2 (437)
—3k% +1/a?
T B+ 1a)? (438)
~ —3k%aj +ad (439)
(agk? +1)2
y finalmente:
b 1 1
a—b = —
1/a0—ik 1/a0+zk
B 2ik
 (1/a} + k2)
_ 2ika?
1+ k2ad
Volvemos a la expresiéon original, obteniendo:
ao 2 —3k%ag + a 2ia?
I o= 2 - 0
7ra%ka +1 [z (a2k? +1)2  adk?+1 (440)
_ drag [—22’(—3]@2@3 +a3) + 2ia3(a3k® + 1) (441)
(a2k? +1)2 (adk? +1)
_ 32mialk?a?
S @Erp (442)
Entonces:
i 2miay - -
=@ 1 (413
32mia) -
S L (444)

~ @R
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Volviendo a nuestro elemento de matriz obtenemos:

e|Eo| 32miag .

(s Vi) = (2a0)3/272 (1 + a%kz):an'

(445)

Finalmente, llevando nuestro calculo a la tasa, obtenemos:

i - e?E? 322a}®  mk3 i
(2a0)?72 (1 + a3k?)6 472h3
_ (32eEpag)?(kag)*m
— 3274R3(1 + adk?)®
32m(eEpa?)(kag)?

ds2
4R (1 + a3k?)s
Problema 2 - Atomo de Hidrégeno:

Consideremos el Hamiltoniano tipico de un electrén en el potencial electrostatico generado por el nicleo.
Este Hamiltoniano es:

Hy=——A-2= (446)

Donde p es la masa reducida del electrén. Si queremos hacer correcciones, debemos coniderar principal-
mente dos fendmenos. Uno de ellos corresponde a efectos relativistas y el otro es el spin del electron.
Estas dos correcciones, nos llevaran al correcto Hamiltoniano que buscamos obtener.

K = [m2c* + p*cHM? — moc? (447)

Como nos referiremos principalmente a dtomos con electrones de baja velocidad con respecto a ¢ (v/c =
Za < 1), podremos expandir en serie de potencias, obteniendo:

Aqui hemos reemplazado m, por u dado que la relacién entre las masas es &1 /1800. Nétese que el primer
término corresponde a Hy, es decir, el hamiltoniano que ya habiamos considerado. El segundo término
en la ecuaciéon anterior, representa a la correccion relativista en la energia cinética del Hamiltoniano, y
queda dada por:

11/ 0\

Por otro lado, el estudio relativista en la mecanica cuantica de dtomos de un electréon, muestran que la
interaccion del electrén con el nicleo, no es local y este efecto, es descrito agregando al Hamiltoniano el
Término de Darwin, que es:

(AV)(7) (449)



Ahora, esto puede ser transformado, dado que V(r) = —Ze?/r. y A(1/r) = —4xnd(r), con lo que obten-
emos:

VA

Hp =21
P 2u2c?

5(7) (450)

Ahora, dado que el electrén, bajo la accién de un potencial electrostatico ¢(r), estd sujeto a la accién de
un campo eléctrico E = —<7¢ = —(d¢(r)/dr)7, en el marco de referencia donde el electrén estd en resposo,

se verd también un campo magnético B = E X ©/¢, donde ¥ es la velocidad del electrén. Considerando la
expresion de E, obtenemos:

B__ 1 dﬁb(r)lf
mec dr T

Donde L es el momento orbital angular del electrén. El momento magnético del electrén (e/ mec)g en
presencia de este B producde una energia —ji - B, el que agregard un nuevo término al Hamiltoniano:

11 (dV(r)

- ) (L-S),V =ed (451)

Este calculo seria correcto, si el marco de referencia en reposo del electrén fuera un marco inercial. Como
en realidad, lo que tenemos es un marco de referencia acelerado, Thomas y Frenkel mostraron que esta
diferencia en realidad, necesita un factor extra de 1/2, con lo que finalmente obtendremos:

1 1 1dV(r), » &z
Hps= - - L-S 452
LS =3 (ne)?2r dr ( ) (452)
donde V(r) = —Ze?/r y la sustitucién m, — u debe ser hecha nuevamente. La energia Hyg es conocida

como acoplamiento spin-orbita. Ahora, hemos obtenido todas las correcciones, que se reducen a:

H = Ho+H,=Hy+Hyxgk+Hrs+ Hp (453)
h? Ze?
Hy = ——A-2% (454)
21 r
1 2o\
Hy = - ——A 455
" 2pc? ( 2p ) (455)
Ze? 1 -
H = ———(LS 456
LS 2[1,262 TB( ) ( )
nZe?h?
Hp = W(S(F) (457)

Lo que debemos calcular ahora, es el efecto de la perturbaciéon H; en el espectro de Hy. Como base de
autoestados de Hy tomaremos {|nlm;ms)}, donde n es el nimero cudntico principal, [ es el momento
angular orbital y my;, m son las componentes a lo largo del eje Oz del momento angular orbital y de spin,
respectivamente (en unidades de /). Obviamente, una base equivalente, es la dada por los estados |nljm),
donde j es el momento angular total y m es la tercera componente. Ambas bases estan relacionadas por:
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nljm) = C(11/2j;m — o,0,m)|nlm — 00). (458)

La ventaja de utilizar una base asociada a E2.§27 j?, J. es que estos operadores conmutan con H; y su
matriz de representacién serd diagonal; Este no es el caso si utilizamos la base asociada a I_:2, L. 52%5.,
dado que Hp g no conmuta con L,,.S,. Tomando esto en cuenta y estudiando el efecto de H; en el espectro
de Hy a primer orden en teorfa de perturbaciones, es suficiente para calcular (nljm|H;|nljm). Dado que
J=1L + 5", tenemos:

o1 L
S~L=§[ﬁ—L2—SQ] (459)
y entonces, si [ > 0:
: , Zen? [ .. 31, s
(njlm|Hps|nljm) = Y JjG+H =11+4+1) - yi (nljm|r—3|nljm) (460)

En el calculo de los elementos de matriz de 773, el spin no afecta, y utilizando lo siguiente:

1

-3 _ -3 >1

i aripirost 0 2
1

2 _ -2

T P VoI
1

-1 -1

(r"Hu = 20
obtenemos
. . Ze2h? 1 o 3

donde a = h/[u(Zac)]. Dado que las energias sin perturbar se pueden escribir como:

En = _M(ZQC)Q/ZHQ

El resultado obtenido, puede ser escrito también como:

l . 1

. . (Za) ) 73q J=lts

lim|H l =-FE,,—— +1

(nljmlHsfntjm) = ~Euos T

l

Donde [ > 0. Para valores [ = 0, el valor promedio de Hyg se anula debido al factor S . L. Ahora
calcularemos la contribucion de Hg. Recordemos que tenemos:

2 Z62
(;’M - r) Inljm) = Ep|nljm) (462)
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Asi que tenemos:

1 Ze2\?
(nljm|Hg|nljm) = —w<nljm| (Enl + :) [nljm) (463)
y utilizando las relaciones ya presentadas anteriormente, se obtiene:
1 27e%E,, 2724
ljm|Hg |nljm) = —— |E2 = 464
(nljm|Hic|nljm) 2uc? [ nt an? (2l+1)n3a2} (464)
Entonces: (Za)?
« n 3
lim|Hg |nljm) = B, ——— - - 465
Finalmente, el término de Darwin, nos da una contribucion de:
. . 7 Zeh?
(nljm|Hp|nljm) = Wlw’”m(o)'? (466)
JIRee
Que es no-nulo tnicamente cuando [ = 0:
7 2
(nljm|Hp|nljm) = —En (Zo) (467)

Con [ = 0. Reuniendo todas las correcciones calculadas, finalmente, tenemos para todos los valores de [ a
primer orden en teoria de perturbaciones, la estructura fina de los niveles de energia de los dtomos de un

electrén:
B - (Za)? n 3
nij = Sl n? |j+1/2 4

Ahora consideremos este a&tomo de un electrén en un campo magnético. El efecto de un campo magnético,
se incluye en el siguiente término del Hamiltoniano:

— - —.

Hy = — B- (L +25) (468)

2mec

donde g./2 = 1y el término diamagnético (€2/8m.c?)(Fx B)? ha sido despreciado. Ahora queremos evaluar
el cambio en el estado base Hy producida por la perturbaciéon Hy + Hp; a primer orden. Escogemos el
marco de referencia tal que B este orientado a lo largo del eje z positivo:

eB eB
Hy = — L,+2S,)=—
M 2mec( + ) 2mec

(J. +S2) (469)

En la base {|nljm)} previamente utilizada, los cambos en las energias estdn dadas por los autovalores de
una matriz de orden 2n? para cada n fijo, con elementos de matriz: (nl’j'm’|Hy + Hps|nljm). Obviamente
H; asi como el término en Hj; proporcional a J, son diagonales en esta representacién, mientras que el
término S, de Hjs,aunque es diagonal en [ y m, no es diagonal en j asi que ese es el tinico término que
no se anula. Por lo que los elementos de matriz toman la forma: (nlj’'m|H; + Hps|nljm). Esto, junto con
la ecuacién anterior, nos da:

(nlj'm|Hy + Hyrnljm) = 6,5 El@ _n 3 + ppBm —|—uBB<nlj’m|lS [nljm) (470)
T 2 \Gj+1/2 4 e
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Entonces, sil >0yl =1+1/2:

Y ahora, utilizamos el cambio de base, con lo que se obtiene:
(471)

1
(nlj’m|ﬁ5’z|nljm) = ZaC(ll/Qj’; m —o,0)C(11/25;m — 0,0)

1
(nllem|~S.|nllom) = +-m (472)
n 20,
1 15
(nllam| =S |nllem) = ———4/I153 —m? (473)
h 20,
mientras que si [ = 0 (y entonces j = 1/2), tenemos:
1
<n01/2m|ﬁ52|n01/2m> =m (474)
En conclusién, si [ # 0, entonces:
(Za)? n 3 204
ll H+H Il = F, - - Bm— 475
(nllem|Hy + Har|nllsm) oz iz 1) FreBmy (475)
B
(nllom|Hy + Hy|nllem) = J‘; 12 —m? (476)
+
ysil=0:
(Za)? 3
(n01/2m|H; + Hpr|n01/2m) = Enl? n-y +2upBm (477)

Por otro lado, dado que H; + Hj; es diagonal con respecto a n,l, m es suficiente diagonalizar cada una
de las submetrices correspondientes a valores fijos de estos niimeros cuanticos. Las submatrices asociadas

an,l,£(l + 1/2) son 1-dimensional y dan niveles con energfas:
(478)

(ZO‘)2< n 3>j:uBB(l+1)

n2 \U+1 4

Enaerjz) = B+ B 5= | 77

En contraste las submatrices para n,l,m con m # (I + 1/2) que son matirces de 2x2 lo que da lugar a

la ecuacion secular:
I+1 uwpB 2 2
o= — € = —m
1\ '+
+ =0 (479)

VA 2
Byt noé) (% - %) + 2upBmagry 2
B 12 (Za)? 3 1
—5ty/ i —m? Eu o= (3 -3)+ 2upBmag — €
Dejemos que A, sea la separacién de energfa entre los niveles de estructura final Ey;;11/2, Enyi—1/2-
(480)

(Za)? 1
Ap = | B2t
0= 1B z<z+1)|
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y definiendo:

Za)? 3
¢ e Enz% (7 - 4) (481)

La ecuacién secular, se transforma en:

1+1 g B
Anl‘i’?’lﬂﬁﬂBB*E/ *;213+11/l—2|r*m2 o (482)

_ kBB 2 _ 02 1 _ o
sirry/ e —m 2marnpB — €

Con raices:
1 1 Am 1/2
€t = g An +mpupB E 5 {Ail + QZ—HAWBB + ,uQBBQ] (483)
Entonces, los niveles perturbados de energia son:
1 3l 1 Am 1/2
ELf =FEu+|=—(0+1)(1-=)|A, B+ = |A%2, + ——A,upB + u%B? 484
nim l+[2 (+)< 4n>} LEmis 2[”l+2l+1 WBE i (484)
Sim#+(1+1/2). Y:
3(1+1)
Enit+ag1/2) = Enl = 1|1 - Ay £upB(l+1) (485)

Entonces, recordemos la primera solucién obtenida (el caso sin campo magnético). Lo obtenido fue:

Enij = En {1 + (Zno';)2 L’ +”1/2 } i]}

Se sabe que:

|Ey| = 13.6eV
E
By = %:3.461/

Consideraremos el caso n = 2. de modo que:

j = l4+s— ycomol=0,1ys=1/2
|
= 5
3
J2 = 5

El AFE; quedara determinado:

74



AE1:|E1|(ZO¢)2 { 2 3}

2 |j+1/2 4

(Za)? 2 3

AE, = |E -2
1= 1B j+1/2 4

Reemplazando los valores numéricos y j = 1/2, se obtiene un valor cercano a:

AE; = —5.67-10" %V

Asi mismo, hallamos, que el AFEs quedara determinado:

(Za)2 [ 2 3

AE, = |E -2
2= 1Bel j+1/2 4
(Za)? 2 3

AE, = |E -2
2 = B2l j+1/2 4

Reemplazando los valores numéricos y j = 3/2, se obtiene un valor cercano a:

AE; = —1.12-10" %V

Para el caso con el campo magnético, habiamos encontrado:

(Za)? [ n 3
En,l,:t(l+1/2) =En + Enl? m - Z + /JBB<Z + 1)

y para el caso en que m # (I +1/2)

3(1+1
Eni+a11/2) = Enl =1 [1 - (4n )} Ap +upB(+1)

La correccion, se reduce simplemente a:

1
AEp =14.45¢V -m; (14 ———
b c mﬂ( 21+1>

Consideraremos los casos varios:

lm][ AE |
3| 3 | 874105V
2| =3 ] —10.47-10 %V
5| 2 ] 2781-10 %V
5| 5 | 843-107%eV
5[ =5 ] —10.71-10%eV
5[ =35 ] —30.01-10%eV
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Problema 3 - Atomo de Hidrégeno:
Como se dijo por enunciado, la interaccion hiperfina en el dtomo de Hidrégeno, debida a la interaccion
entre los momentos magnéticos del electrén y del protén, (para estados con 1=0), viene descrita por:

8m_
Hepy = =~ fie - [ipd°(F)
Considerando que:
eh eJe =

e = — Te = — S 490
He 2mecge 2mec (490)
) ch \ . gy -

= —2.7928 = I 491
Hp (2mpc) p 2mpe (491)

Donde el spin del electrén es S y el spin del proton es I. también se tiene que g. ¥ gp son los factores
giromagnéticos del electréon y del protén. Luego, el Hamiltoniano queda:

8 eh eh .
Hyp = —— (- Ge | - [ —2.792 5y | 63 492
ef f 3 ( QmECO") < 79 8 <2mpc> UP) (’F) ( 9 )
2me?h? ~ 2.3
Heff = —=2.7928 (W) (O'e . Up)5 (ﬂ (493)
8 €ge egp = oo
H, = — |- -I6 494
17 3 ( 2mec> (2mpc) o ) (494)
con
- 1
I=1tns
2
ademads, sabemos:
L1 o .
§-I=3[(5+ )2 - §2 — 17 (495)

Ahora, lo que nos interesa es reducir esto a algo mds familiar. Para ello, utilizaremos las matrices de
Pauli. De este modo, podremos tener una expresiéon en funcion de F' = S + I. Recordemos las matrices

de Pauli:

(01
9=\ 1 0
0 —i

Ty = 7 0
/10
=0 -1
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ahora, se cumple (meramente es una multiplicacién de matrices), que:

=G240, + 72 =3 1o (496)

Ahora, buscando las expresiones que nos conviene despejar:

. 1,\° 1.,., 3
5% = <2ha> = 171202 = 1ﬁ2 Loga (497)
2
1, 1, 3
I? = (2h0> = thaQ = Zh2 Towo (498)
(499)

Entonces, ahora si hemos calculado algunos elementos para despejar la identidad descrita anteriormente
para S - I en (XXXXX):

R 1 /=

§-1 = 3 (F2 - [irﬁ Logo + 21‘12 1MD (500)

. 1/-=

S. I = 5 <F2 - gHQ 12$2> (501)
(502)

Continuamos trabajando en el Hamiltoniano, que hasta acd nos queda:

O €9 \ (L[ z_ 3. 3
Heys = 3 < 2mec> (Qmpc) (2 {F 2h Loz 0°(7) (503)

Consideraremos el estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno 1s(n = 1,1 = 0,m = 0) pero incluyendo la
parte del spin:

1 e—T/ao

100(T) = = Xspin
Vmad

Aqui, es necesario tener en consideracion, que los spines del electrén y el protén presentaran un acoplamiento.
. Por qué se genera esto? Bésicamente porque estamos haciendo el producto de dos espacios, que general
un nuevo espacio. Los espacios involucrados en este producto, son los espacios de spin de ambas particulas
(el electrém y el protén). Matemdticamente esto es:

(504)

Para continuar con el desarrollo, necesitamos los autoestados de los 4 operadores ya mencionados, que
son:

11/2,1/2:1/2,1/2
11/2,1/2:1/2, —1/2
11/2,-1/2;1/2,1/2
11/2,-1/2;1/2,—1/2

—_ — ~— ~—
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Con esto, lo que se tiene segin lo dicho anteriormente, es:

§211/28.;1/2L.) = zh2|1/25z;1/212>
PR/2531/2L) = SH2(1/25.51/2L)
S.11/28.;1/2L.) = hS.[1/2S.;1/21L.)
1.]1/25.;1/21,) = hI.|1/2S.;1/2L.)

Considerando S, = I, = {—%, %} yS=1I= %

Cuando definimos el spin total del sistema, tenemos F=8+T y considerando que los operadores
F? F, S2, I? conmutan entre si, podemos cambiar la base a una nueva base tomando:

|F, F.;S,I) =|F,F,) (505)

Los vectores de la nueva base, cumplen:

o2 3.9

S*|F,F,) = Zﬁ |F, F.)

PIRF) = SWIFF)

F*|FF,) = F(F+1)F|FF,)

E,|F,F.) = F,h|F,F,)
Ademiés se cumple que:

_F< F, <F

I-S|< F <I+S§

En nuestro caso:

Entonces, en la interaccién electrén protén, F puede ser 0 y 1. Considerando esto tenemos:

Singlete del atomo F = 0—-F, =0
Triplete del atomo F = 1—-F,=-1,01

Con esto, lo que se tiene es:
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F =0[0,0;1/2,1/2

)y = 10,0) Singlete
F=11,-1;1/2,1/2)

)

)

|1, —1) Triplete
I1,0) Triplete
= |1,1) Triplete

F=1]1,0;1/2,1/2
F=1|1,1;1/2,1/2

Ahora si estamos en condicién para calcular el splitting de energia:
F = 0 Singlete Xspin = Xo00

(Er—o0) = (¥100x00/Hefr|®100X00)

me2gegy = 3
= [ @YXt g (F? = Sh*13,9)6°
/ T¢100X1003memp02( ot t2 2)0”(7)%100X00

1 2 e — 3 1
_ /dBF efr/aoX* €~ Jedp (F2 h212x2) 367T/aoX0053(F)

00 -3
Vrad 3mempc? 2 Tay

me2geg 3
|¢100|23mﬁ(0(0 +1)h* — 5712)

er’p
2
TE Je g
_ —§ﬁ2 3mempé)2
2 nay
F =1 Triplete Xspin = X1F,
(Er=1) = (YrooX1m|Hesrlr00x100)
2
— ok * e geg o2 3 2
= &3F —— 2P (2 “p%
YlooX1m 3memp02( 5 222)¥100X 1M

2
3
= 0)2 =292 (1 4 (1+ 1)h2 — ZK2
19100(0)] 3memp02( +(1+ Dk 2h)

1 h? 7we2g, 9p
2 wad 3mem,,c?

Entonces, la diferencia de energia entre F =0y F =1, es:

N
Tag 3memyc?

Los valores numéricos son:
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(507)
(508)

(509)

(510)

(511)

(512)
(513)

(514)
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C
aq
Me
mp
Je

Ip
e? /he

Luego:

Q

Q|

1.055 x 1073°  kgem?/s
3 x 1010 em/s
5.29 x 107 cm
9.109 x 10731 kg
1.673x 1072 kg
2
5.596
1/137

AE = 9.449 x 10~* kgem? /52

(516)

Buscamos la diferencia energética entre los estados FF = 0 y F' = 1 para calcular la longitud del fotén
emitido en la transicién entre estos estados. Se tiene:

Entoces, finalmente:

Aemi

Aemi

/\emi

Luego, )\emitida ~ 21.1ecm

AE = hv

Yy vA = ¢

2chm

AE

271 - 1.055 - 10730 . 3. 1019
9.449 - 10—21

2.105¢cm

(517)
(518)

(519)

(520)
(521)

Finalmente, comprendemos que el verdadero fundamental corresponde a 1s, F' = 0 dado que la energia es

menor a la de F' = 1.
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Pontificia Universidad Catdélica de Chile - Facultad de Fisica
QM II - FIZ0412

Ayudantia 10

Profesor: Max Banados

Ayudante : Nicolds Pérez (nrperezQuc.cl)

Problemas

1. Una particula comienza (en ¢ = 0) en el estado N-ésimo de un pozo potencial infinito. Ahora agua cae

dentro del potencial y se drena hacia afuera de modo que la base ahora consta de un potencial V;(¢), con
Vo(0) = Vo(T) =0

(a) Resuelva la ecuacién exactamente para ¢, (t), y muestre que la funcién de onda cambia la fase, pero
no ocurren transiciones a otros estados. Encuentre el cambio de fase ¢(T) en términos de la funcién
Vo(T).

(b) Analize el mismo problema en teorfa de perturbaciones a primer orden y compare.

. Un oscilador cuantico unidimensional consistente en una masa m suspendida de un resorte con constante
elastica k estd inicialmente en el estado de menor energia. En ¢ = 0, el extremo superior del resorte es
repentinamente elevado una distancia d durante un intervalo de tiempo que es muy corto comparado al
periodo del oscilador.

(a) De una expresién explicita para los autoestados tiempo dependiente del hamiltoniano para t < 0 y
aquellos para t > 0 y discuta la relacién entre ellos en el contexto de este problema.

(b) Calcule la probabilidad de que una transicién haya ocurrido al primer estado excitado como un
resultado de la perturbacion en t = 0.

Ahora considere la situacién que involucra la alteracién en ¢ = 0, seguida por un intervalo desde
0 <t < T, donde T es grande comparado con el periodo del ground state y durante el cudl el
extremo superior del resorte permanece fijo en la posicién alterada.

(¢) Deriva la amplitud de probabilidad para el que el oscilador sea encontrado en su primer estado
excitado en tiempos t > T'. Es suficiente expresar sus resultados en términos de elementary overlap
integrals, que no sera preciso evaluar en este problema.

Los estados estacionarios de

2 2
P kx
=2 "
2m + 2
son: ) s
Un(z) = NyHy(ax)e™ 2
con: "
N, = ﬁ o= (ﬂ};) H, (ax) = polinomio de hermite

Cosas utiles:
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Relacion de recursion : H,y1(ax) 2axH, (ax) — 2nH,_1(ax)
o(ax)

(az)

(az)

(522)
1 (523)
(524)
(525)

2ax

= 4(ax)? -2

3. Considere un trompo simétrico, rodando alrededor de su eje de simetria con momento angular J diferente
de cero. El momento de inercia del trompo es I y su hamiltoniano estd dado por: H = J2/2I. Asuma
que el trompo es perturbado por un campo magnético B, con interaccién H' = —pu - B, donde pu = G%,uB
es el momento magnético del trompo, G > 0 y mp es el magnetén de Bohr.

(a) ;Cuél es la energfa del trompo cuando B = 07

(b) {Cudl es la energia del ground-state y la energfa del primer estado excitado del trompo que rota
cuando B = Byz, By > 07

(c) Asuma que B se vuelve tiempo dependiente.

B(t)=BoZ, t<0 B(t) = Boz + ABie ™, t>0 donde AB < Byy A (526)

Si el trompo estd en su primer estado excitado para ¢t < 0, encuentre la probabilidad de que el trompo
esté en el groundstate de la parte (b) para ¢t > 0.
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Soluciones

Problema 1:

Cémo fue estudiado en clases, sabemos que dada una funcién de onda:

U(t) =Y cn(t)pne Fnt/h (527)

para la evolucién temporal de los coeficientes se cumple:

e = f% 3 enH, e BBt/ (528)

donde porsupuesto, tenemos:
H';nn = <¢m|Hl|wn> (529)

Entonces, utilizaremos la siguiente expresién:

ém = —% %:CnHrlnnei(Em_En)t/h (530)

Tal como ya se ha explicitado antes, tenemos que:
Hyp = (@] Vo()|1hn) = 0mnVo(t) (531)

Luego, lo que tenemos es: ‘
bm = —%cmVO(t) (532)

Esto se traduce simplemente en resolver la ecuacién diferencial, con lo que obtenemos:

Cm i
— =—=W 533
(0 (533)
Con lo que finalmente se obtiene: ‘
Cm(t) = Cm(0)e ™ o 0N (534)

Para mayor conveniencia, consideremso el argumento de la exponencial como una funcién del tiempo
aparte x(t). Con esto, se simplifica a: ‘
em(t) = eXWe (0) (535)

donde x(t) estd dado por:
t
/ Vo(t")dt' (536)
0
De esta forma, evidentemente tenemos que:
lem (B)* = [em (0)? (537)

De este modo, no hay transiciones. Luego,

T
xav:—ll Vo(t)dt (538)



que corresponde a lo pedido.

(b) Tenemos la ecuacién:

.t
On(t)m1 -1 /0 Hiyn ()t (539)

Aplicando obtenemos:
.t
cN(t)%l—%/ Vo(t')dt =1 +ix (540)
0

Por otro lado, tenemos la siguiente ecuacién:

. t
enlt) = —3 / H el BB Mg (1  N) (541)

Luego,
St
Cm(t) = —% / S Vot )e!En BN /MGt =0 (m #£ N) (542)
0

De esto, entonces se tiene:

en(t) = 1+ix(t) (543)
cmt) = 0 (m#N) (544)

La respuesta exacta es Cn (t) = e’X() " Notemos que todo tiene sentido dado que esto es simplemente la
expansion en taylor hasta primer orden.

Problema 2:
(a) Parat <0 H:fiiJr%kxz

2m dx?
. Bt
Las autofunciones de H son uy,(z,t) = u,(z)e "%

donde:
1 [ k
E, = - =/ = 4
n=(n+ 2)hw w - (545)

nétese que u,(z) son dados.

Para t > 0 el sistema es desplazado una distancia Az = d, de modo que tenemos un hamiltoniano

modificado: 2o
1
H = —— — + _k(z — d)? 4
2m Ox2 + 2 (z—d) (546)
Hagamos ' = x — d, entonces:

h? 02 1
H/ _ - /2
~ 2m Ox? + 2kz (547)
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Las autofunciones de H ahora son:

ul (z,t) = up,(a)e Ent/h

— un(x - d)efiEnt/h

(b) Usamos la aproximacion:
Por = [{uo(2)|ur (2 — d))* = |(uo|T'|ur)[*

Noétese que T es simplemente el operador de traslacion:

T = e—ipd/h
hw
p = i Ty (@ —a)

Luego, el producto es:
—A(a—af
(uo|Tlur) = (uole™ =) [uy)

donde, evidentemente:
mw

2h
Luego, trabajando el operador, tenemos:
1 1
e—A(a—a ) — Zi(_)\)n(a_a’f)n

n!
n

~1 —Ma—ah) para pequeno desplazamiento.

Tenemos entonces:
(ug|T|ur) = —A{ugla — aT|u1> =\

Luego, la probabilidad es:

Py =X = _—d°
01 o7
(c) Una perturbacién es encendida en ¢t = 0:
H = Hy+H'
1
H = —kdx+ 5k:d?

La teoria de perturbaciones dependiente del tiempo nos lleva a calcular:

2
1

T
ﬁ/o e r Hi (t)dt!

pue este cdlculo nos permite obtener la probabilidad. En esta ecuacién, se tiene que:
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(549)

(550)

(551)

(552)

(553)

(554)

(555)

(556)

(557)

(558)

(559)
(560)
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Wri = h (562)
k
=1/— 563
w=y/o (563)
Luego, si queremos obtener el producto interno que aparece en la integral ya mencionada:
Hyp = (uy(2)|H'|uo(2)) = —ka(us (z)|x]uo(x)) (564)
Y este producto, esta dado por:
2
(ur(@)|z|ug(x)) = NlNo/Hl(nc)zsto(x)e_o“c (565)
1
= NiNoo- / (H(2) + 2Ho (2)) Ho(z)e " da (566)
N1N2 2 —ax? Nl
2 [ Hi@e e = (567)
Finalmente, la probabilidad estd dada por:
2
1 NP
=—=—— by 568
= s |, © (568)
1 N} 4, [wt
Problema 3:
(a) Tenemos que la energia estard dada por:
n?j(j +1)
Ey=————-
0 5] (570)
donde j es el niimero cuantico de momento angular.
(b) Ahora consideramos el campo magnético:
J2 G,uB > =
-2 _ . B 1
21 h 7 (571)
J2 GNB
=— — ——ByJ, 2
o7 7 0. (572)
Los autoestados de H son denotados como |j, m) donde (m = —j,—j + 1, ..., 7). Luego, tenemos:
25 +1 G
H|j,m) = ( ML) G Bohm> 1, m) (573)

donde el ground state es m = j y el primer estado excitado es m = j — 1 Luego, tenemos:
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Rj(j +1)

Ey = ————~ — GupByj
0 o7 HBHo]
255 +1 .

E, = % — GupBo(j —1)

(c) La teorfa dependiente del tiempo nos lleva a:

1
Pif(t):ﬁ

donde H = Hy + W(t)

Ahora, tenemos que la perturbacién es:
G/,LBAB

W(t) = -

Jee i=1 (lj,i-1), f=0
Luego, tenemos:

.. { GugAB o o
Wyi(t') = (4,4l (—ME};JI> 4. j — 1)e ™

Luego, recordamos que:

(rdlalind =1) = 5ViG+1) = (G = Di = 5V2)
Aqui, hemos utilizado
2Jw:J++J_

Luego, tenemos que:

GupAB — _\y
Wrilt) = =55 v/2je ™

Recordando que:

e R h
Finalmente:
AB)\? T R b
Py = Gz 2j / ISR (=AY gy
Sea
< B
A= iGug—2 + A
h
Luego,

t _ 1 _
/ e Mdt = —=(e7M — 1)
0 A

Finalmente, tenemos que la probabilidad de transicion es:

GupAB\?_ . 1  _;
KB )2j —)\t_l‘Q

Pl = (S572) 2
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Problemas

1. Una particula de masa m y carga eléctrica e, moviéndose en una dimension , estd confinada a una intervalo
de largo a y estd sujero a una campo elétrico uniforme E. Inicialmente esta en el autoestado de la energia
cinética con autovalor Ey = k?72h%/2ma?, donde k es un entero. Encuentre, a primer orden en 2, la
probabilidad de que después de un tiempo ¢ su energia cinética serd encontrada en E; donde k # I.

2. Considere dos spines 1/2. S y S5, acoplados por una interaccién de la forma a(t)S; - S; a(t) es una funcién
del tiempo que se aproxima a cero cuando || se aproxima a infinito, y toma valores no despreciables (del
orden ag) solo dentro de un intervalo, cuyo ancho es del orden de 7, cerca de t = 0.

(a)

En t = —o0, el sistema estd en el estado |+, —) (un autoestado de Sy, y S2, con autovalores +7/2 y
—h/2). Calcule, con aproximaciones, el estado del sistema en ¢ = +00. Muestre que la probabilidad
P(+— — —+) de encontrar, en t = 400, el sistema en el estado |—, +) depende solo de la integral:

[ :o alt)dt

Calcule P(+— — —+) usando teorfa de perturbaciones tiempo dependiente a primer orden. Discula
las condiciones de validez para tal aproximacién comparando los resultados obtenidos con aquellos
de la pregunta que precede.

Ahora asuma que los dos spines estan también interactuando con un campo magnético estatico By
paralelo a O, . El correspondiente hamiltoniano Zeeman puede ser escrito como:

Hy = —By(71512 + 72522) (586)

donde 1 v 72 son las razones giromagnéticas de los dos spines, asumidos a ser diferentes. Asuma
que a(t) = age™* /7" Calcule P(+— = —+) por teoria de perturbaciones dependientes del tiempo.
Con fijo ag y 7, discuta la variacién P(+— =) — + con respecto a By.
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Soluciones

Problema 1: Tenemos que el Hamiltoniano es:

H=Hy+W (587)

tenemos el potencial:
V =0 0<z<a (588)
V = o en cualquier otro punto (589)

Las autofunciones de Hy son:

br(z) = \/zsm (’“T) (590)

donde estas autofunciones tienen autovalores

k*m?h?

E =
k 2ma?

(591)

Asumamos que el campo eléctrico apunta en la direccién x. La energia potencial de una particula en este
campo es —eEx, con el cero del potencial en x = 0. Tenemos entonces:

W = —eEx (592)

De modo que la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a primer orden nos lleva a:

2

I AR ,
Po= g5 | [ BBkt (593)
0
Entonces, debemos calcular el producto interno, dado por:
e = [ ala)ebao (o) (594)
0

_ eE (2) /0 " vsin (“;l’) sin <’“Z"’”> iz (595)

_ —eE<2)/Oax;{cos(k+l)m—cos(k D e (596)

_ eE/ (ku)m«) _7/ (k:—&-l)ﬂx)dgc (s07)

Haciendo cambio de variables, tenemos:

E a2 (k}Jrl)ﬂ' 6E a2 (k*l)ﬂ‘
W (k) = ; W/ xcosxdx — Tmfo xcosxdx (598)
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Luego, recordemos como se resuelve esta integral:
/xcosxdm = cosT + xSINT

Luego, este producto se resuelve:

i eEa (cos(k+1)m—1 cos(k—1)m—1
R R S =

Ojo! Tenemos que hacer una distincién:
Si (k+1) es par:
cos(k+ ) =cos(k —l)m =1 = (W ({t')|k) =0
Si (k+ 1) es impar:
cos(k + 1) = cos(k — l)mr = —1

Entonces, el prudcto interno queda como:

Ea (k=12 — (k+1)* 8eFakl
W (k) = S22 (2 _ W
aw el = 5 (Y ) = g =
Entonces, la probabilidad de transicién sera:
1 iy o |
Py (k+1=impar) = ﬁW,fl / BB Ryl
0
1, 4h? . oFE — Ey
= ﬁWkl (B = Ek)2sm o t
1 1E—F
_ o Lo (1L k
= Wy (B = Ek)24sm (2 5 t>
Notese que:
2h2
B — By = (12— k)=
! k= )Qma2
Con esto, tenemos:
Wl2k _ 256212 E2abe?m?

(El _ Ek:)2 - 7T8h2(k,‘2 _ 12)6

Problema 2:
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(a) Primero, queremos calcular la probabilidad P(+— = —+) sin aproximaciones. Para ellos, introduci-
mos los términos del hamiltoniano en un operador explicitamente dependiente del tiempo. Podemos
resolver para u(t, —o0):

t

ih————" = Hu(t, —00) = u(t, —oo) = exp (;§1 ‘ §2/

o a(t’)dt’> (609)

— 00

Luego, tenemos:

(1)) = e~ 2 eI S 52 (610)
Consideremos:
§S=58+5, (611)
Luego, tenemos:
g & l & & a2
Sl-ngi(S —57—=52) (612)

Entonces, nuestra expresién para la funcién de onda es:
|’¢J(t)> = 67% fioc a(t')dt'%(§27§%7§§) (613)
Ahora, ;Qué obtenemos con la aplicacién de los operadores?
- - 3
Stl+ =) =S5+ -) = 771+ -) (614)
S+ -) (615)

Necesitamos mirar en la base |s m):

10) = —Z=[1+=)+ |-+ (616)
00) = —Z=1+=) = | =+ (617)
Ojo que necesitamos esto porque:
S2|s m) = h2s(s + 1)|s m) (618)
Entonces, se deduce:
|+ =) = —=[110) + [00)] (619)

V2

Recordando (sin aplicar esto que acabamos de obtener sino que simplemente aplicando los operadores
1y 2) obtenemos para la funcién de onda:

[h(8)) = e~ h 1o DI S50 |y (620)

Ahora, jqué obtendriamos aplicando la exponencial de 527

91



|+ ) =¢

L (110 + 00)] = —= ¢ 10) + [00)

V2

Sl

Luego, la funcién de onda queda simplemente como:

|'l,b(t)> = [6_% fioc a(t')dt’%

7e_lhft t)dt,(;|

1
V2
Po 0000 (| =) = | = 4)

10) + ¢~ 7 J2e AR (=) 9]

3ih

£y ) et

Entonces, finalmente, la probabilidad pedida, en un tiempo ¢t = co estd dada por:

P+— = —FH)ent=0

La respuesta final estd dada por:

Tﬁ S a)dt

— i o0 gt )dt!

e

R

> a(t')dt'

—oo

[ N N

|

@
~

Pl+— = —+) = sin? <Z /oo a(t')dt/>

o B [ althat _ B [75 a(t))dt! 2

(621)

(622)

(623)

(624)

(625)

(626)

(b) Ahora, nos piden que trabajemos con teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a primer

orden, esto es:

P(+-

- ‘/ Wyier?

donde wy; =0 (asumiendo H = Hy + a(t)§1 . §2, Hy =0)

Luego, calculamos el producto interno:

Wi = (=

/\

= (-

\a(;)( S-S

18528 ) )+ (- 4182 2y

Notese que este segundo producto se anula por ortogonalidad. Tenemos:

Wy,

a(t)h? o
_ 2@3; (— + |82 /52|(|00) + |10))
- “2(?/;22<— + [10)
att)r?

2
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Finalmente la probabilidad es:

Pl+— — —) (634)

= (Z/_Za(t’)dt’)z (635)

(¢) Lo que tenemos en esta parte del problema es que se incluye un campo magnético estatico que
interactia con los campos magnéticos. Nos dan el hamiltoniano zeeman y la forma de a(t):

I
|
8

Hy = —Bo(71512 + 72522) (636)
a(t) = age /™ (637)

Queremos calcular P(+— = —+). En este caso, wy; = i1 (E; — E;). La energfa inicial y final son:

E; = (+—[Hol+-) (638)
h h
= —30(715 - 725) (639)
Boh
= 70(72 -m) (640)
Ef = (=+[Ho|—+) (641)
h h
= —Bol=mg +123) (642)
—Boh
= 20 (v2—m) (643)
Esto nos deja con:
wyi = Bo(n —2) (644)

Entonces, la probabilidad estd dada por:

PH—= —4) = 712(/+°° age” /T erit ) (645)
_ h24ag (/Z /7 st g2 (646)

_ % ( /7 :O e~ (t/r=iwosr/2)? g2 (647)

— @ew?#/%ﬂ (648)

— 4712“?1”72 BE(1—72)°7 /4 (649)

Notese como la exponencial depende de By
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Aproximacion de Born y Scattering

Cuando hablamos de la teorfa de scattering cudntica, imaginamos una onda plana incidente del tipo (z) =
Ae™# | viajando en la direccién z, que se encuentra con un potencial de scattering generando una onda esferica
saliente. De este modo, buscamos por soluciones a la ecuacién de Schrodinger de la forma general:

ikr
P(r,0) ~ A {eikz + f(6) € } para r grande. (650)

r

Ojo: La onda esférica debe acarrear el factor de 1/r para que [1|? vaya como 1/7? para conservar la probabilidad.
El problema acé es determinar f(#) que corresponde a la amplitud de scattering. Esta te dice la probabilidad
de scattering en una direccion dada 6. Esto se traduce en:

do

o=l (651)

Es decir, la seccién eficaz diferencial es igual al cuadrado de la amplitud de scattering (que es obtenida resolviendo
la ecuacién de schrodinger).

Métodos de Resolucion

e Ondas Parciales

e Aproximacion de Born

Para entender la aproximacién de Born, es 1til tener en mente la forma integral de la ecuacién de Schrodinger:

zk|r I'(]l
U = o) = 55 | oV o)wlro)dng (652)
Se obtiene:
0 ~ m i(k'—k)-ro 3
F0.9) = —5 5 | e V(ro)d’ro (653)

Para el caso de scattering de baja energia, el factor exponencial es esencialmente constante sobre la regién de
scattering y la aproximacién de Born se simplifica a:

f(0,0) ~— V(r)d®r baja energia 654
2 h2
b
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1.

(a)

Problemas

Calcule, usando la aproximacién de Born, la seccién eficaz diferencial y total para el scattering de
particulas de masa m con el potencial de Yukawa.

r

V() =Vo (%) e

En el proceso de céalculo de la seccién eficaz total deberd encontrar una variable de integracion astuta
para llevar a cabo la integracién angular. Estudie los casos especiales de baja energia (1 >> krg) asi
como de alta energia (kro >> 1) donde k = \/2mE/h

Muestre que cuando se toma el limite Vy — 0, 79 — 00, de modo que se cumpla Vyrg = Z; Zoe? = cte,

proceso que conduce al potencial de Coulomb

Z1Z2€2
V(r) = -,

la seccién eficdz diferencial obtenida en a) deviene en la famosa férmula de Rutherford

docou(0)  [Z1Z2¢2]% 1
Q[ 2m? | sind(9)

Comente sobre la seccién eficaz total. Es un hecho curioso que esto coincida con el resultado clasico
y, més notable ain, que el célculo clasico conduzca a la misma seccién eficaz diferencial.

A una energia de centro de masa de 5 MeV, los corrimientos de fase que describe el scattering eldstico
de un neutrén con un cierto nicleo tienen los siguientes valores: d, = 30, §; = 10. Suponiendo
que todos los otros corrimientos de fase son despreciables, grafique j—g como funcién del dangulo de

scattering. Explicitamente, calcule j—g para 30, 45 y 90. ;Cuanto vale la seccién eficaz total?
El hecho que los otros corrimientos de fase d5, d3, ... sean despreciables, jqué implica respecto al

rango del potencial? Trate de ser lo mas cuantitativo posible. Recuerde la relacién integral que
satisfacen los corrimientos de fase

3. Use la aproximacién de Born para encontrar, hasta una constante multiplicativa, la seccion eficaz difer-

encial de scattering para una particula de masa m moviéndose en un potencial repulsivo:

V=Ae (655)
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Soluciones
Problema 1:

(a) De clases, tenemos que:

m By sty
f(9,¢)%—m ' F =Ry (7)) dPrg

y cuando utilizamos la aproximacion de Born con el potencial de Yukawa esto se reduce a:

2m
0)=——= | V(rg)rosin(krg)dr
f( ) Kkh2 ( 0) 0 ( 0) 0
Considerando la simetria esférica del problema, vemos inmediatamente la independencia de ¢. Por
otro lado, se tiene que:
Kk = 2ksin(0/2)

Reemplazando esto en lo anterior:

1) ,{h2 /VOTO o TSZ’(L(HT)d?”

1o = _2”;‘71/2740/6(7%0 sin(kr)dr

s = 2 [ () L (e
o) = _2/:7,;‘2/(;';0/(67%4’1'57”_67%77;&7‘) dr
O ——

_712(112 + 7"0_2)

Volvamos a recordar que:
do

= —| f(0) |?
e =156) |
A partir de esto calculamos la seccion eficaz diferencial:
do 1 ( —2mVyro ) 2
aQ (4k25in2(0/2) + 152)2 h?

Notemos que la dependencia en k solo esta presente en:

1 2 2
(4k2sin2(0/2) +r52)2 <4k2r38in2(9/2) + 1)

Luego, considerando el caso de krg < 1 (baja energia) podemos aproximar:

s ’ 4 2,2 02
<4k2rgsin2(0/2) . 1> ~ro(1+ 8k“risin®(0/2))
~ 7

y considerando el caso de krg >> 1 (alta energia) podemos aproximar a

r? 2 1 2
<4k2r§sin2(9/2) ¥ 1) ~ <4k2sin2(9/2))
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Por dltimo, si integramos la seccién eficaz diferencial obtenemos:

o = [110) P do

/72m‘/01"0 1
o = dQ)
B2 (4k2sin2(0/2) + s )2

72mV07’0 / /2” sinfdlde
(4k2sin?( 0/2) +752)2

—2mV,
, = 47r( mhg(ro )

)
Il

(b) Es obvio que si 19 — oo tendremos que

Entonces, el potencial de Yukawa se vuelve:

_r 7y Zae?
V(J(Lo)efo:> 122¢
T

r

Utilizando esto en lo anterior para la seccién eficaz diferencial, se tiene:
o — 00 = To 250

Luego,

do —omZ 1 Zee? \°
aQ 124k2sin2(0/2)

Finalmente, utilizando p = mv = hk:
do ([ —ZiZy®
dQ  \ 2mu2sin2(0/2)
Problema 2:

(a) Recordemos que
2

do > s
=12 § (20 4+ 1)e" sin(8;) Py(cosh)
dQ k —

Solo consideramos los dos primeros corrimientos:

do

1, . ,
< = 3 feléosin(éo) + 36“51sin(él)(cose)‘2

1
= 13 | (cosdsindy + 3cosdy sindycosl) + i(sindy + 382%2(510089)’

1
= k2 [sm260 + 9sin?d1cos*0 + 6sindysindy cos(6; — 50)0059]

k:2 [0.25 4 0.27cos*0 + 0.49cos6]

donde han sido utilizados los datos dados. Luego, si integramos:

o= / g ="" sm250 + 3sin251)
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De modo que evaluando en los dngulos indicados:

4m
do 1 9
o - = [0.25 + 0.27cos?0 + 0.49cosd|
Luego,
do 1
— = —0.87685
dS230 k2
do 1
— = —0.73148
dQas k2
do 1
— = —0.2
d290 k2 025
Grafiquemos 42 en funcién de 6 (k=1):
14
0.8
47 e
d)
0.4
0.2
o 2 4 6 8 10 12
theta

(b) Para responder esta parte del problema, recordemos que

o0
— 2mk / V(r)jf(kr)ﬂdr
0

(Sl ~ 72

donde j;(z) es una funcién esférica de Bessel.

Si §; es despreciable para [ > 1 estoq quiere decir que el integrando es muy pequeo — kr ~ 1 en el
rango del potencial, i.e:

1
R~ —
k
En este rango la integral no es despreciable.
Problema 3:
En la aproximacién de Born tenemos:
m —kr ik’-r 33
f(6) = 5 | € V(r)e™ *d°r (656)



donde k’, k son respectivamente los vectores de las onda incidente y scattereadas respectivamente. Sea

q=k -k, con |K'| = |k| = k para un scattering eldstico. Tenemos:

m oo T ) ,
0) = — 2d —iqrcosf 2715inb'do’
f(6) 512 /0 V(r)r 7"/0 e TSin

2 o ]

= ——Tg (T)ism(qr) r2dr
R Jg qr

Con esto, tenemos:

oo

2m rV (r)sin(qr)dr

0= |

donde g = 2ksin(6/2), hk es el momentum de la particula incidente.

Tenemos:

2mA [
f(6) =- ;;Zq / re_Tz/azsin(qr)dr
0

A oo
= _%q /_OC re‘r2/a2sin(qr)dr

mAa2 /oo 2.2
=— (e7" /%Y sin(qr)dr
2q J

Aa? [
- naa / efrz/azcos(qr)dr

2h?
mAa3 [

T | costaalyalh)

Aa® [
= _%/ e_TQCos(qar)de

A 3 o0 . .
_ _%/ {emt[—(r - %)Q] + exp[—(r + “12“)2]} e~y
—oo

mAa®

T Ve el

Luego:
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Problemas
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Soluciones

Problema 1:
Problema 2:

Problema 3:
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2 Aproximacion WKB

2.1 Problemas Resueltos
2.1.1 Problema 1

Un oscilador arménico unidimensional truncado viene descrito por el potencial:

100202 _ 2 :
smw?(z® —b%) si|z| <b
V(a:){ 0 si |z >b (669)

(a) Use la aproximacién WKB para estimar las energias de los estados ligados.

(b) Encuentre la condicién para que exista solamente un estado ligado. Esta condicién ha de depender de
m,wy b.

Solucién

Lo que tenemos aqui es el problema de un oscilador truncado. En este problema, vemos que existen tres zonas
en las que se divide el potencial. Para las zonas > by © < —b, se tiene que el potencial es cero. Pero en
la zona —b < x < b se tiene un potencial determinado. Dependiendo de la cantidad de energia que tenga el
oscilador, veremos como se comporta y cudles son los valores de energia. Sabemos que existe un punto en el
que el oscilador “se devuelve”; Este punto es el determinado punto de retorno y sabemos de su existencia por
las caracteristicas del problema (El hecho de que sea un oscilador).

Lo que tenemos entonces es lo siguiente:

LI
=3
s
QL
)

I
N
3
+
| —
N~
3

Entonces, se cumple lo siguiente:

/m ,/%’?(E CV(2))de = <n + ;) .
[ ﬁm (2~ o) )as = (w4 1)

Ahora, lo que nosotros sabemos es que cuando x = zg, £ =V, de modo que puedo escribir E en funcién de el
punto de retorno g

Blwo) = V(ao) = gme(a} — 1) (670)

Con esto, la ecuacion anterior se transforma en:
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Reduciendo términos, se obtiene:

DO =
B

~_  — ~— ~—
3

3

N = N

3

[N

Como la funcién es par, hacemos el cambio:

sy /O (1 . (;})jdm - <n+ ;) r

Haciendo el reemplazo x/xg = send (dx = xocosfdf), los limites de integracién pasan a ser:

=0 ==
T = Xg —

>
I

SIS

y la integral nos queda:

3

2 7\'/2
Mero / xocos0>do
h 0

Il
T~
3
+

1
2
2 /2 1
%/ (14 cos2t) b = (n+2)ﬂ
mexoa:m/f 1
no32 - \"Ta)f
mwz? _ n—i—l
2n 2
2 = it
mw 2

Es aqui donde detenemos el célculo y recordamos que la energia estaba expresada en funcién del valor de xg.
Recordemos:

1
E= imwz(x?) —v?)

Reemplazando por el valor de xy que acabamos de obtener, la energia queda dada por la siguiente expresion:
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1 2h 1
E = -mw? ( <n+ > — b2)
2 mw 2

Ahora, para que exista un estado ligado, debemos exigir:

Ey < O
E, > 0

Lo que nos lleva a la condicién:

2 2
3 1 9,9
Entonces:
b2
1< mz <3 (671)

3 Atomo de Hidrégeno

3.1 Problemas Resueltos
3.1.1 Problema 1
3.1.2 Problema 2
3.1.3 Problema 3

Discutamos el caso general de interaccién, con un campo magnético externo, es decir cuando no podemos
afirmar a priori si el Hamiltoniano de interaccién magnética (despreciando el término cuadritico diamagnético
y la interaccién hiperfina) es dominante o perturbativo frente al acoplamiento spin-6rbita (tenemos en mente el
atomo de Hidrégeno).

Procedemos entonces a diagonalizar el Hamiltoniano completo para el caso n=2, partiendo con los autoestados
que ya diagonalizan el Hamiltoniano hasta el nivel de acoplamiento spin-6rbita. Encuentre los elementos de
matriz no diagonales relevantes provenientes de la interaccién con el campo magnético. De alli se puede en
principio obtener el espectro. Ud. verd que solamente hay elementos no diagonales entre los estados 22 Ps /25
22P, /2 cuando ambos tienen m; = :i:%. Por consiguiente, los resultados que obtuvieramos en clase para el caso
del Efecto Zeeman débil son exactos para los estados 22P; /2y 22P, /2 con M; = :I:%. Encuentre los autovalores
de esa matriz de 2x2, correspondientes al espectro exacto en este caso.

Solucién o
Tenemos que n =2 ,1=0,1y j=3,3. Ademds J =L+ S.
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Nuestra base se escribe |n,j =1+ %,mj,l>. Es claro que tenemos 8 estados en nuestro problema. Para S,
tenemos:

2,1/2,1/2,0)
‘27 1/2a _1/2a 0>

Para P /5, tenemos:

12,1/2,1/2,1)
‘2a 1/2a 71/23 1>

Finalmente, considerando P35, tenemos:

12,3/2,3/2,1)
12,3/2,1/2,1)
12,3/2,-1/2,1)
12,3/2,-3/2,1)

En este caso, utilizaremos la perturbacién spin érbita Hgso. Esto es porque no podemos considerar al campo
magnético B como una perturbacién.

e - eB

H=———(L,+25,)B=- 5(J: +52) (672)

2m..c? 2mec

Lo que debemos hacer ahora, es considerar la accién de los operadores:

1 1 L
1 1 —h 1\? 2
(nd ot Gomy Il 4 Sl L= 5.my 0) = 5 (l+2) — M

Entonces, la matriz obtenida es:

[ —1/2 0 0 0 0 0 0 0
0 1/2 0 0 0 0 0 0
0 0 -1/6 0 0 v2/6 0 0
_ ehB 0 0 0 1/6 0 0 V2/6 0
M= MeC> 0 0 0 0 -1 0 0 0 (673)
0 0 V2/6 0 0 -1/3 0 0
0 0 0  V2/6 0 0 1/3 0
. 0 0 0 0 0 0 0 1 ]
Dado que no es diagonal en la base, debemos diagonalizar dos matrices de 2x2. Estas matrices son:
—-1/6 /2/6
A= 4
| e Ys] o7

Nétese que la matriz anterior corresponde a P ;o con m; = % y P32 con mj; = %y ademas:
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1/6  /2/6
B = 675

[ V2/6  1/3 (675)
Esta matriz corresponde a los elementos P;/o con m; = —% y P32 con m; = —%. Diagonalizaremos estas
matrices y obtendremos autovalores. Para la matriz A, se obtiene:

Autovalor =0 Autovector asociado = ( \{E ) (676)
Autovalor = -1/2 Autovector asociado = ( _\/15/2 ) (677)
(678)
Para la matriz B, se obtiene:
Autovalor = 1/2 Autovector asociado = ( \/51/2 ) (679)
Autovalor =0 Autovector asociado = ( _I/i ) (680)

3.1.4 Problema 4
Problema 16

Suponga que se tiene una situaciéon en que el efecto de la interaccién con un campo magnético externo es
dominante frente a la interaccién spin-6rbita (Efecto Paschen-Back). Trabajando en la “vieja” base, donde los
estados se rotulan de la forma |, s,1,,s.), encuentre el espectro del Efecto Zeeman en este caso y grafique la
evolucién de los niveles frente a los niveles originales del 4&tomo del Hidrégeno para el caso n = 2 (estados S y P).
A continuacién conecte la interaccién spin-érbita como una perturbacién y encuentre la correccién al espectro
al primer orden.

Nota: Manténgase en la vieja base, que es la base apropiada en este caso, en contraposicion con el efecto Zeeman
anémalo débil que discutiéramos en clase.

Solucién
Si consideramos el efecto Paschen Back tenemos que el Hamiltoniano viende dado por:

e - P
(L+g55) -B

H=Hy+
s
Donde Hj es el Hamiltoniano del dtomo de Hidrégeno sin correcciones. Algo que puede ser muy util para
hacer el producto punto serd localizar el campo magnético en la direccién del eje z, sin pérdida de generalidad
(simplemente escogemos un sistema de referencia), con lo que el Hamiltoniano de interaccién queda:

B
2
2mec

(L, +2S.,)

Acé usamos el hecho de que g; = 2.003 = 2.

Estamos considerando el caso en que el campo magnético es dominante frente a la interaccién spin érbita no es
necesario pasar a la base con J (momento angular total) por lo que trabajamos en la base recomendada en el
enunciado, en esta base tanto L, comoS, son diagonales, por lo que:

B
AE = (I,s,l.,s. | Hy | 1,5,0.,8,) = 726 (8,058, | (Lo +2S.) | 15,1, 5.)
MeC
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Los operadores de este Hamiltoninano actian del siguiente modo:
(L, +2S.) 1,81, 8.) =h(l, +2s,) | 1,8,12,82)
De modo que la correccion al atomo de Hidrégeno debida al campo Magnético es:

eBh

Wec(lz + QSZ)
donde [, va desde -1 hasta 1 y s, desde -s hasta s.

Se nos exige evaluar el espectro con el valor n = 2, por lo que tenemos [ = 0,1 y como se trata del dtomo de
hidrégeno s = 1/2. Para el estado 2S tenemos:

eBh
|18, 8:) = 0,1/2,0,+1/2) - AE = e

eBh
|1,8,1.,8.) =]0,1/2,0,—1/2) - AE = e

Es posible notar que la degeneracidn inicial g = (2/+1)(2s+1) = 2 de este estado 2S es eliminada por completo.
Y para el estado 2P tenemos:

[1,8,1,,8.,) = |1,1/2,—-1,41/2) = AE =0
eBh
l lzaz = 1,1 2,_1,—12 — AEF = —
Llerss) = 11,1/2,-1,-1/2) o
eBh
s, l,,s)) = |1,1/2,0,41/2) = AE =
Lsdoss) = [L1/20.41/2) 5 AB = 220
eBh
s, l,s)) = |1,1/2,0,—1/2) — AE = —
Lsdess) = [11/2,0,-1/2) 5 AB =~
Bh
1,s,0.,8.) = |1,1/2,41,41/2) —» AE =<
MeC
[1,8,1,,8.,) = |1,1/2,41,-1/2) - AE=0

Tenemos que este estado tiene degeneracién g = (214 1)(2s+1) = 6 (en el inicio), que se reduce a degeneracién
2.

Ahora, nos preocupamos de la correccién spin-orbita. El H;,teraccion €std dado por:

Como la interaccion spin-orbita tiene un valor muy pequeno nos mantenemos en la misma base. Entonces, la
correccion a primer orden para este caso estd dada por:

2

e |
AEQ = <lys,lz,$z ‘ H2 | l3371z73z> - W<Z;S,lz,$z | ( 7“73) ‘ l,S,lz,Sz>
e? . . 1
= g bsilese [ (STl Los){ls laysa | LI s, Lyso) (s by se | —5) |15,z 82)
62 1
= @(hs R, 8,5, 8, | 3 | 1,8,1.,8.)
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Ahora el elemento de matriz se calculard integrando en el espacio de coordenadas para cada caso.

Las integrales a resolver son:

/0 RQSERQSﬂdr: /O Ry~ Rosdr

/OOR* 1R 2d —/OOR* 1R d
, 2P3 2pPT AT = , 2Py 2P0T

donde se tiene que:

1 — r —r/2a
Ros = Z5a™¥? (1= 5 ) 72
1
Rop = a75/2r67r/2a

2V6

En el caso 2S, tenemos que 1=0, de modo que la correcciéon de energia es nula, por lo que solo debemos calcular:

1
Iy = | Riyp—Repridr =
0 T
Y las correcciones seran:

2S:
| 1,8,12,52) =[0,1/2,0,+1/2) — AE; =0

|1, 8,1.,8.) =] 0,1/2,0,—1/2) = AE; =0
2P:

e K1 e2h?
l lZ’ z) = lal 27_1a 1 2 —>AE = J— —
‘ y 8502, 8 > ‘ / + / > 2 QmECQ 2 243 96m302a3
62 h2 1 €2fi2
! lz’ z/ — ]-7]- 27713*1 2 AE, = — —
‘ 5 S, S > ‘ / / >4> 2 2m202 2 24a3 96777%620,3
e K1 e2h?
l,s,1,,5,) =|1,1/2,0,+1/2) — AEy = o _
‘ , S, S> | / + / > 2 ngCQ 2 24(13 96m302a3
e K1 e2h?
ls,l.,8.) = 1,1/2,0,—1/2) = AEy = L —
‘ y S, S > | / / > 2 2m202 2 2443 96m362a3
62 h2 1 €2ﬁ2
! lz’ z/ — ]-7]- 27 ]-a 1/2 AE, = — —
‘ 3 S, 5> ‘ / +1,+ / >4> 2 2m202 2 24a3 96777%620,3
e K1 e2h?

! lZ7Z =|1,1/2, 1,—12—>AE: — =
‘ 3 S, S > ‘ / + / > 2 szCQ 2 24@3 96m302a3

3.1.5 Problema 5

a) Evalie el orden de magnitud de la interaccién entre el campo magnético de una onda plana y el spin de los
electrones atémicos, mostrando que es menor que la perturbacién correspondiente al H;,; entre la “materia” y
un campo electromagnético externo discutida en clases. (jOjo: se piede un niimero y no una argumentacién de
tipo existencialistal)

b) Considere una onda electromagnética plana, que avanza a lo largo del eje z, polarizada circularmente a la
derecha (polarizacién o helicidad positiva). Demuestre que, si se absorbe un fotén con helicidad positiva, el
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dtomo pasa de m; — m; + 1; viceversa, demuestre que si se emite un fotén, entonces m; — m; — 1; asimismo,
si el 4tomo se encontraba en el estado |j,m; = j), al absorber un fotén de helicidad positiva pasa al estado
J+lm;=j+1)

Solucién

a) El Hamiltoniano H;,: para las interacciones Spin-CampoMagnético(CA) y Materia-CA estard dado por

Hyysp = —jip-B (681)
(& — —
Hintyyp = —%P <A (682)
Podemos reescribir esto, considerando:
- ge =
spin S
Hap 2mec

Ademas, sabemos que B=V x A: en donde:

A1 = %; iﬁéxei(ﬁ-?wt) n /i;EVS\X*ei(E-Fm)
Por otro lado, para una onda plana se cumple lo siguiente:
ﬁe—i(E.F—wt) _ _H;e—i(zz.r—wt)
Donde hemos utilizado identidades del rotor. Ademés:
|k x X |= kA
El campo magnético queda dado finalmente por:
|B| = kA (683)

Y el Hamiltoniano queda como:

~

| Hing/sp | =

ehBS  ehkAS  ehkA

684
mc me 2me (684)

Aqui ha sido utilizado g = 2 y ha sido transformado S segun:

g:

[

o

Buscamos relaciones entre médulos, ya que buscamos una relacién numérica, pero no buscamos especificamente
el valor de los H.
Si analizamos Hiyt/n Bt

e - -
Hintym = *%P A

Analicemos ahora, el caso del autoestado | 1.5) del 4tomo de Hidrégeno; Conocemos la siguiente relacién:

- 1 .
VL)Ols = ———P1sT
ao
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De modo que nos es posible escribir:

O h
i iag
Y podremos hallar una expresién para H;,¢/np-
e - -
Hiynyyyp=——P A
mc
e h . -
= Hintyyp = ——-—7-4
meciag
e h
=| Hinyyup |= ——A
me ag

Entonces, podemos mezclar las ecuaciones anteriores y obtendremos:

| Hint/sB | ~ o
| Hipeyup | £ LA

| Hint/sp | kao

| Hintyup |~ 2

Si escogemos A = 30004, (k = 27/\).
H,
| int/SB | ~ 5,5 x 1074
| HintnrB |

Queda demostrado.

(685)

(686)

b) Queremos demostrar la posibilidad de una cierta transicién en la condicién del enunciado. Para ello, de-

mostraremos la no nulidad de los elementos de matriz
(n | X-J | m)

Utilizamos ahora la aproximacién dipolar:

(| X-J|m)=—dwln|X-7|m)

Tomando en cuenta que la onda viaja en la direccién Z, los estados de polarizacién circular arrojan:

A= (%+z‘j)\%
(=il

—

X =

En primer lugar, estudiaremos el proceso de absorcién: Como la helicidad es positiva, utilizaremos ;.

Usemos este elemento de matriz en coordenadas esféricas, es decir:

7 = (rsinfcosyp, rsinfsing, rcosh)

Entonces

- A a1
“dw(n | A-7|m) == win| (+ij)

Ve
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PR 4 - ~ 01
= —dw(n | (1 + i) - (rsinfcospi + rsinfsingj + rcosfk)— | m)

V2
= ,\T(‘;m | rsinfcosp + irsinfsing | m)

Se obtiene:

sinf(sinfcosp + isinfsing) = (sind)?e'?

Finalmente, recordando la forma de los autoestados, separando la parte radial, de la angular y la asimutal, se
tiene que

—dw(n | X- 7| m)a/ewe_m“"emw
Esta integral no serd nula solamente si 1 —n +m # 0
—n=m+1

De modo que si ocurre la transicién dada.

— %
El caso de la emision es igual, a excepciéon de que debemos operar con A; , lo que resulta en:
—dw(n | \* -7 m)a/e‘“"e‘mwelm“’

Haciendo lo mismo, 1 —m +n =20
—n=m-—1

Quedando demostrado lo solicitado.

3.1.6 Problema 6
4 Cuantizaciéon Campo Electromagnético

4.1 ; Qué es el operador de campo electromagnético?
4.2 Problemas Resueltos
4.2.1 Problema 1

a) Muestre que el operador de campo electromagnético cudntico satisface las siguientes relaciones de con-
mutacion:

EX RN TR TR T
~(op) T(op)t 2rhe 5 o
{AE,X ’AE',X/} = T(SE,E’)‘ DY (688)

(o) o 4lon)t

b) {Cudl es el Hamiltoniano del campo electromagnético en términos de Ak 5 5

Solucién
Tenemos que los operadores actiian de la siguiente manera:

111



2mhc?

1/2

> M Nia|Niggag - Nia — 1.2
1/2

> )\\/Nk:)\+1‘Nk1)\1~-~Nk/\+1--->

E7X‘Nk1,>\17Nk2,)\2v ...Nk,\...> = <

2mhic?

/T;XW,CW\I,N,CQ,M...Nk,\...> = (

Calculo de conmutadores:

Para demostrar esto, Consideramos:

[Ak)\,/_l'kq/”...,Nk)\...> = |Nk)\> X .. X [EkA,Ek’A/]|NkA> X ...

Entonces tenemos:

- S 2mhc? Ny, - >
A A x| Niny — A Aea[Nky) =/ TM{/\Ak,\Wk,\ — 1) = Mpn|[Nea — 1)}

27hc? o - o -
VINEA(Ngx = D{A - A[Ngx — 1) — X - ANy — 1)}

w
= 0

Calculemos el segundo conmutador (Notemos que esto estd actuando sobre el ket apropiado, pero solo nos
enfocamos en los operadores, serfa incorrecto pensar que podemos resolver el conmutador por si mismo):

—.

AL, ALy

ELAEL’A’ - AZ@\/ UY’MT
(A'k’A’A’kA)T - (EkAEk/A/)T
= [/Yk,\gkw - gk’A’A'kA]T

= —([Ar Apn))

=0
y finalmente queremos demostrar:
Tlop) Flop)t] _ 2TRC 5 o S
AR, AnT] = 58 XX (689)
Para ello, tenemos:
[A’(Op) A’(OP)TMN ) = A Al IN, _ Al A |Nia)
];Xa E',X’ kiX1...Npx... XA\ [4VEX kN AARXN[LVEX
2mhc?
= AN [(Nea + 1) Nka) = Nia| Nea)]
271hc?
- ﬂwc )\'/\I|Nk>\>
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de modo que queda demostrado que:

Al Aen

2mhe -
o Alr] = S8 X (690)

Lk kR

En la parte b) lo que tenemos que considerar en primer lugar, es que la densidad de energfa electromagnética
es:

1

U = (E% + BY)d*r
P & [(ER+ |BR)
Por otro lado, sabemos que:
10
E = -2
c ot
B = VxA

ConV-A=0yp=0
Tenemos ademas:

Ar,t) = Z (Ak’/\ei(E-F—wt) n AL/\e—i(E-F—wt))
A

-

Siw=ck

Tenemos:

Z Ame — Al emiRTmwty (AL emiRTwl) gy gt (BTt
Ak,

B =

< \

Haremos esto por partes. Calculando el primer término del hamiltoniano, tenemos:

Vv w —2iw
o / EPd%r = 723 K (AALy + Al Ay — A]L AL €20 — Ay Apye )

Por otro lado, debemos considerar el campo magnético, dado por:

B

1 . L
Z W(V X Apae' T 47 % A;/\e—l(k'f’—wt))

# Z k% (Ak/\ei(lz.r—wt) + ALAe—i(E~F—wt))
Tomando el médulo al cuadrado igual que en el caso anterior nos queda:

1

|B|2 _ V Z k% (Akkei(k-f‘fwt) + A;rc)\efi(k-f!wt)) K % (Ak/Xe i(k-F—wt) + Aklxefz(ki*‘fwt))

PN IPY
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Podemos hacer una analogia con la siguiente expresién (notemos que bautizando el parentesis como una nueva
variable se obtiene lo mismo):

(kxa) (k' xaly) = =K x (kxap)]-af
= (K k) (arr-ab,) — (K - apn) (k- al,y)

Si no tomamos en consideracion el caso de fotones no coherentes, |B|? nos queda que:

Vv ; 9
3 / |Bl*d*r = Z K2 (A AL, + ALy Apx + Aja Apn €298 Ay Apyre™2Y)

Finalmente, se obtiene, simplemente sumando:

v
H = — [(EP+|BP?d
& [P + 5P

= 272 KA (AmALy + Al Arn)

4.2.2 Problema 2

a) Evalie el orden de magnitud de la interaccién entre el campo magnético de una onda plana y el spin de los
electrones atémicos, mostrando que es menor que la perturbacién correspondiente al H;,; entre la “materia” y
un campo electromagnético externo discutida en clases. (jOjo: se piede un ntimero y no una argumentacién de
tipo existencialistal)

b) Considere una onda electromagnética plana, que avanza a lo largo del eje z, polarizada circularmente a la
derecha (polarizacién o helicidad positiva). Demuestre que, si se absorbe un fotén con helicidad positiva, el
atomo pasa de m; — m; + 1; viceversa, demuestre que si se emite un fotén, entonces m; — m; — 1; asimismo,
si el dtomo se encontraba en el estado |j,m; = j), al absorber un fotén de helicidad positiva pasa al estado
j + 1, m; = j + 1>

Solucion

a) El Hamiltoniano H;,; para las interacciones Spin-CampoMagnético(CA) y Materia-CA estara dado por

Hyysp = —4ip-B (691)
Hipyup = —%ﬁ A (692)
Podemos reescribir esto, considerando:
Hspin 2:;205_:

Ademas, sabemos que B =V x /Y, en donde:

—

o Ao oo Ao

A = ZEX Neilki—wt) | 7 KA Yx —i(k-i—wt)
= {foe - 4

Por otro lado, para una onda plana se cumple lo siguiente:

@64(12-;7@) _ 7Z‘Eefi(l_c‘»7“7wt)



Donde hemos utilizado identidades del rotor. Ademés:

|k x X |= kX
El campo magnético queda dado finalmente por:

|B| = kA (693)
Y el Hamiltoniano queda como:

Aqui ha sido utilizado g = 2 y ha sido transformado S segun:
h

Buscamos relaciones entre moédulos, ya que buscamos una relacién numérica, pero no buscamos especificamente

el valor de los H.
Si analizamos Hiy,e/p Bt
e = -
Hipyyyp=——P-A
me

Analicemos ahora, el caso del autoestado | 1.5) del 4tomo de Hidrégeno; Conocemos la siguiente relacién:

1
VL)01.9 = ———P1sT
ao

De modo que nos es posible escribir:
O h
a0
Y podremos hallar una expresion para H;p,s/aB-
e - -
Hinyyyp=——P-A
me
e h -
= Hipgyyp=———7-4
meiag
e h
=| Hiptyup |= ——A (695)
me ag
Entonces, podemos mezclar las ecuaciones anteriores y obtendremos
| Hint/S’B | - EQF;I:L?
| Hipeyup | 352
(696)

| Hint/SB | - @
| Hz’nt/MB | 2

Si escogemos A = 30004, (k = 21/)).
Hin
[ Hinyjs | ~55x107*
| Hint/mi |
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Queda demostrado.
b) Queremos demostrar la posibilidad de una cierta transicién en la condicién del enunciado. Para ello, de-
mostraremos la no nulidad de los elementos de matriz

(n | X-J|m) (697)
Utilizamos ahora la aproximacién dipolar:
(| X-J|m)=—=Xu(n|X-7|m)

Tomando en cuenta que la onda viaja en la direccién 2, los estados de polarizacion circular arrojan:

- 2 a1
A= (Z‘HJ)E
-l il e 1
Ay = (i—1ij)

%

En primer lugar, estudiaremos el proceso de absorcién: Como la helicidad es positiva, utilizaremos ;.
Usemos este elemento de matriz en coordenadas esféricas, es decir:

7 = (rsinfcosyp, rsinfsing, rcost)

Entonces 1
Dwln | X7 m) = -dwln|(G+ij)— -7 | m
(n] | m) (n] (i +1j) 7 | m)
N A A N ~0 1
= —Xw(n | (i +1y) - (rsinfcospi + rsinfsinej + rcos@k)ﬁ | m)
)\w< | rsing L irsindsi | m)
= —"——(n| rsinfcos irsinfsing | m
\@ ¥ ¥
Se obtiene:

sinf(sinfcosp + isinfsing) = (sind)?e'?

Finalmente, recordando la forma de los autoestados, separando la parte radial, de la angular y la asimutal, se
tiene que

“dw(n | X-7| m)a/ewe*m‘oeim“"
Esta integral no serd nula solamente si 1 —n +m # 0
—-n=m+1

De modo que si ocurre la transicién dada.

- %
El caso de la emision es igual, a excepcion de que debemos operar con A1 , lo que resulta en:
—dw(n | X*- 7| m>o¢/67weﬂ”‘p6’m‘p

Haciendo lo mismo, 1 —m +n =0
—n=m-—1

Quedando demostrado lo solicitado.
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4.2.3 Problema 3

Calcule la vida media del estado 2P del dtomo de Hidrégeno. Este estado decae al estado 1S5 emitiendo un
foton. Observe que puede simplicarse la vida usando la aproximacién dipolar. Note Ud. que siempre puede
escoger uno de los dos vectores de polarizacién del fotén de modo que sea perpendicular al plano, moviéndose
el fotén en el plano.

Recuerde que los niveles de energia para el &tomo de Hidrégeno vienen dados por:

1 2

Las funciones de onda para los estados 1S y 2P vienen dadas por

2

’/113

(#[2P) = — ¥ (6, g) Lo/
a

(2]15) = ——=Y2 (0, ¢)e "/

2v/6a3
Donde a es el radio de Bohr: a = ﬁ o= %i

Si todo va bien, debera obtener 7 = (%)8 resultado que coincide con el valor experimental 7 ~ 1.6 x 10795

_a_
cad?

Solucién
Utilizando la aproximacién dipolar, buscamos determinar la siguiente transicién:

| 2P) —| 185)

En el estado inicial se tiene:
=1 m=0 =1

Mientras que en el estado final se tiene
(=0 m; = 0

Siguiendo las reglas de seleccién, esta transicién es permitida. Tenemos entonces dos casos posibles Am; = 0
y Amy; = £1,

En el primero, el elemento de matriz relevante sera:
(IS|R|2P)=(1,0,0]2|2,1,0)
Mientras que en el segundo se tiene:

(1S|R|2P) = (1,0,0 | x| 2,1,4+1)i + (1,0,0 | y | 2,1, +1);

Por otro lado, para este caso se cumple
(flali)=i(flyld)

Si buscamos calcular la tasa de transicién, necesitamos el médulo al cuadrado del elemento de matriz en cada
caso, por lo que el problema en general, consiste en calcular dos elementos de matriz:

(1,0,01212,1,0) v (1,0,0]x]|2,1,41)
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Como el operador involucrado consiste en una coordenada, es necesario integrar. El resultado sera:

(1,0,0] 22,1,0) = / e Y)Y 2 Ylofe_r/zar%m( )dfdpdr
\f 2v6a3 " a

como z = rcos(f), la integral se transforma en:

1 © o 2e 4 27 pm v rr0 . 1 28a5\/§
= a4\/6/0 e~"/aeTr/2ay dr/o /0 (Y5) Y7 cos(0)sin(0)dpdd = G 3 3

Asi mismo, para el otro elemento de matriz, se tiene:

2 1
(1,0,0] x| 2,1,£1) = / ﬁefr/“(YOO)*m2 G 3Ylﬂrefr/%r?sm( )dOdgpdr
a a

Tenemos que la transformacién de coordenadas esféricas para x es: x = rsin()cos(¢)

1 28° +v3
a*/6 3* 3v2

0o 27 T
= a‘i/é/ efr/aefr/zarzldT/ / (YOO)*Ylil(sin(@))%os(qﬁ)dqﬁd& =
0 o Jo

Entonces, tenemos que si:

, 2152

Am=0—=|(r) "= 310
215a2

Am = +1 | (r) |*= 310

Es por esto que cada transicion tendra el mismo elemento de matriz. Como ya tenemos los elementos de matriz,
la tasa de transicién para cada modo sera:

w3e

37T€ 3meohc® |

() I?

donde
E,—FEf 3 ma?

R 4 2h

w =

Finalmente,la tasa de transicién es:

R 3 ma? 3 e? 3 21542 _m3a662a2 26
~\4 2n 3meghc? 310 ) geghted 37

Finalmente el tiempo de vida media es:

1 weohtc® 37
T == ——
R m3abe2q? 26

Si queremos utilizar lo del enunciado, usaremos el sistema cgs, donde 47eg = 1, con lo que finalmente se tiene:

3 8 a
T=|=-]) —
2/) cat
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4.2.4 Problema 4

a) Muestre que los elementos de matriz del operador de corriente

- - e -

J(7) =3 - = A)p() (699)
son invariantes de gauge.

b) Muestre que en cuadro de Heisenberg se cumple

WY G Jiwt) = 0 (700)
ot
Solucién
a) Tenemos entonces que:
- e -
= ] — 714 r
7w = 5@ - S AR

= I T =
J(F) = Z <2m5(7‘—7“i)+5(7‘—7"z‘)27;—mCA(F)fS(T—Tz‘)>
Lo que buscamos demostrar es que es invariante de gauge, es decir:

(k| J(7) k) = (K117 (7))
Entonces, se tiene:

(4T (7)) k) /w,ﬁ (T‘?% (71, oy T )37y d57y,

y esto se iguala a:

B(F(7y)ete 22y = in¥ (F(7y)e s 2es0)
= ehe el [ﬁ‘(F(F‘)) + Eﬁzs(F»)F(ﬁ)}
B J J c J 2 7

Entonces, obtenemos para nuestro resultado anterior:

Bo(r =) (7= r5)e(Vie(®) | (7= 75)P,
2m 2mece 2m

E /e h,c i 7"1 '(/} e;i Z E(Tl
J

e T L e
+%5( —rj)Vjal—(S(r—rj)mc -

Ve (F)o(F — rj)] wkzdgrl AP,
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Esto se simplifica , eliminando términos, a:

—

P§(F—7; 7 — )P .
Z/wzl ( j(S(T Tj) + (S(T rj) J 5(7:»_ 7—,»])6A7r> wkzd?)rlmd?)rn
; 2m mc

2m

Procedemos a meter la sumatoria en la integral, con lo que se obtiene:

[ (30 = S A@p(0) vradiradr,
= (k1| J]ks)

de modo que se tiene:

(K} | Tk = (v | T1ks)

Resolvemos la parte b)
tenemos:

iHt iHt

p(Tst) = e m p(Fe”*

luego, calculando la derivada parcial temporal:

8 _’t H iHt iHt H iHt iHt
P = B (<) e
i H H iHt
= (S - o) e
= e F H p() e

oS e (P-A+ A P)+ C Ryeprv
o - 2m  2me " ! 2mc2 €
Luego, desarrollando el conmutador, obtenemos:
1 = e = - o o
H =Y —[P?p(f))]— —I[P-A+ AP,
[H,p(7)] = 3" 5 1P, p(7)] = 5 — (B A+ A- By p(7)]

%

Ahora debemos ir por partes para no rellenar de cosas que no se entienden. En primer lugar, terminaremos de
desarrollar este conmutador pero por partes:

{]31_2’ P(F)} = —n? [V2(§(F— 7)) — 2V (8(F — 7)) - Vi

120



resolviendo la segunda parte:

—

B A+ A. é-p(f')} = 2RA(=V(5(F — 7)) = 26hA -V (5(F — 7))

Ya resueltos cada uno de estos, volvemos al conmutador principal (que contenia H y p(7)).

[H, p(7)]

e

%

2 p ~ e

ih (Pié(r—ri) +(5(r—ri)Pi> Zhe/fé #)1

- ihe -

¥ (09 - 2ot )

Entonces, volvemos a la derivada temporal que habiamos calculado en un inicio porque ya estamos en condicién
de reemplazar:

8p(F, t) - 7 iHt [ = N - __iHt
= et [V () - —Ap()| e
8,0(7?, t) o u;{t Y 711;?
5 = —enr V-J(Pe
8,0(F, t) o =3 iHt = _iHt
5 = -V (e n J(F)e” n )

3p(7“,t) + _’.J_’

4.2.5 Problema 5
5 Seccién 8

5.1 Problemas Resueltos
5.1.1 Problema 1

Dos Particulas idénticas de spin 1/2, sin interaccién entre ellas, se encuentran en una caja con paredes rigidas
“Vpareda = 00”. Las paredes estdn en © = 0y x = L. Es decir estas particulas solo sienten el potencial V(z) =0
si|z|<ayV(z)=o0si]|z|>a.

Dado que el Hamiltoniano de este sistema no depende del spin, este ha de conmutar con S2 y con S, y los
autoestados de energia pueden, entre otros, ser rotulados por los niimeros cudnticos S y M, siendo §= 81452

Escriba las funciones de onda normalizadas correspondientes a los seis (6) estados de dos particulas de menor
energfa en la representacién | 1, z2,m1, me). { Cudnto valen las correspondientes energias?

Solucién
Este problema consiste en una particula en un pozo de potencial. En este caso, como hemos visto durante el
curso, las las ecuaciones de onda tomaran la forma siguiente:

1

on(z) = ——=cos(kpx) sin impar

\/a
on(z) = —F—sin(k,x) si m par

Va
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considerando:
2mE h2m2n?
k= —— FE,=——
Y 2m(2¢)?

Si incluimos el spin, la funcién de onda total sera

1

0
77bn—down = ¢($) ( 1 )
Como en este caso particular tenemos dos particulas con spin 1/2 , la funcién de onda resultante debe ser
antisimétrica.
Por otra parte, el acoplamiendo de dos spines 1/2 nos da como resultado

triplete — X I singlete — X,

Cuando tomamos la antisimetrizacién, obtenemos:

TP = (Pn(@1)Pm(22) — P (w2)dm (1)) X
Vo™ = (dn(@1)bm(72) + dn(2) (1)) X5
Analicemos primero el caso n=m=1, para encontrar las funciones de onda normalizadas para las dos particulas
de menor energia. Obtenemos:
1
ot = x o) —=
s ¢1(x1)¢1(22) 72

vt o= 0

(11/2,1/2) | 1/2,-1/2)= | 1/2,-1/2) | 1/2,1/2))

el triplete se anula. Ademads, la energia estard dada por
Ey1= (12 +1*)E, =2E,
Ahora para el caso n=1 m=2 tenemos:
1
V2

Considerando el caso del triplete, no se anula como vimos anteriormente, de modo que generamos 3 estados,
siendo estos:

‘I’i’z = (¢2(I1)¢2($2) + ¢1(I2)¢2(11)) ’ (| 1/27 1/2> | 1/27*1/2>* | 1/27 *1/2> | 1/2, 1/2>)

| 1/2,1/2)
U2 = (¢o(21)d2(w2) — d1(a2)da(z1)) x | [1/2,-1/2) | 1/2,-1/2)
75(11/2,1/2) | 1/2,-1/2)+ 1 1/2,-1/2) | 1/2,1/2))

caso en que la energia es:
Eio= (1 +2%E, =5F;

Finalmente analizamos cuando n=m=2. Solo tendremos la funcién de onda del singlete que estd dada por:
1
WP = Galwn)alen) 5(11/2,1/2) | 1/2,-1/2)= [ 1/2,-1/2) [ 1/2,1/2))
con la respectiva energia:

Eyp = (22 +2%)E,
Eyo = 8E)
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5.1.2 Problema 2

Considere un sistema de dos spines 1/2. El operador P(312) que produce el intercambio de estados de spin de

las dos particulas en el espacio producto Hg = H & ® H éz) puede ser definido a través de su accién sobre
la base de autoestados| my,ms) =| m1)™ | my)® rotulados por los autovalores de los operadores de spin

(§M)2 (52, S 8 correspondientes a los spines (1) v (2), respectivamente.
Pfay [ my,ma) = ma, my)

Este operador se conoce con el nombre de operador de intercambio de spin. Por simplicidad lo denotaremos
por P(12). Muestre que se cumple lo siguiente:

-1 _ pt  _
a) P2y = Ppay = Paz)
b) Los autovales de P2y solamente pueden valer £1.

¢) Los autoestados simultaneos de(SM)2, (§2)2, 52 = (S, 4+ 5,)? y Sy también son autoestados del operador
de intercambio de spin.

d) Trabajando en el espacio de Hilbert producto tensorial de los dos espacios de spin 1/2, muestre que el
siguiente operador

1 4 = —
Pazy =3 [14— ﬁs(l) : 8(2)]

efectivamente representa un operador de intercambio de spin, esot es

Py | mi,ma) =| my, ma)

Solucién
a) Sabemos que:
Py | m1, ma) =[ ma, my)

y si volvemos a aplicar el operador tendremos:

Pa2yPazy [ mi,me) = Puagy | ma,mi)

= | my,ma)

de modo que obtenemos:
Pug)Paz) =1 — Pag) = Py,
Ademés los estados | my,ms) estan debidamente normalizados asi que:

(mi,ma | mi,me) =1

Usando lo anterior:

(m1,ma | PuoyPagy | mi,ma) = 1
((ma,ma | Ply))(Pag) | mi,ms)) = 1
((my,ma | Ply) [ma,mi) = 1

Para que este producto se mantenga con el valoro 1, se debe cumplir que:

<m1,m2 | P(le) = <m2,m1 |
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y, entonces: :
P(12) = Paz)

esto, era lo pedido. b) Podemos suponer un autoestado de P(12) con autovalor A, es decir:

Pagy | v) = Av)
si aplicamos el operador dos veces a este autoestado particular obtenemos:
P2y Pg) | v) = PgyA | v)
y usando lo anterior (ya demostrado):
I|v) = APz |v) =N |v)
S A =12 A=%1

que era lo pedido

¢) Aqui procedemos con calculo directo:
P(12)512 | m17m2> = ml(ml + 1)52 ‘ mg,m1>

P(u)SQQ | ml,m2> = mg(mg + 1)h2 ‘ mg,m1>

Para (S7)?, tendremos que:
(S7)? = S% + 82 + 25,5,

de modo que:
Pagy(St)? | mi,ma) = Puay(St+ S5 +25152) | my, ma)
= (ml(ml + ].)hz —+ mg(mz —+ 1)h2 —+ 2\/m1(m1 —+ l)mg(mg —+ 1)ﬁ2 | mg,m1>

d) En el caso que manipulemos una dos spines 1/2 combinados, obtendremos:
1
V2

donde S; - Sy (operador) actia sobre un singlete dando:

| my,ma) = —=(]1/2 - 1/2)% [ =1/2,1/2))

—3h?
4

cuando actia sobre un triplete , obtenemos:

De este modo, cuando tenemos:



obtendremos:

Paoy7=(11/2 = 1/2)+ 1/271/2>>—;<¢1§< 12 = 1/2)+ | -1/2,1/2))

b Sa (12 1/2) + |—1/2,1/2>>)

(7

1
(11/2=1/2)+ | -1/2,1/2)) + \ﬁ(l 1/2=1/2)+ | —1/271/2>)>

1
- \ﬁq —1/21/2)+ | 1/2,-1/2))

Sl -

y asi mismo:

Pus) f<| 1/2 - 1/2)— —1/2,1/2>>=§<j§< 1/2-1/2)— | -1/2,1/2))

4 1
TSt S5 (11/2-1/2)- | 1/271/2>)>

(I 1/2-1/2)=[-1/2,1/2))

N | =

1
_3ﬁ(| 1/2—1/2)—| —1/2, 1/2>)>

Sl-

- E(| —1/21/2)+]1/2,-1/2))

De modo que esto es un operador de intercambio de spin.

5.1.3 Problema 3

En el limite no relativista, el Hamiltoniano que describe la interaccién de los electrones con el ntcleo es inde-
pendiente de los spines electronicos y nucleares. Sin embargo, los niveles de energia en dtomos multielectrénicos
si dependen del estado de spin de los electrones.

Considere un atomo con dos electrones. El Hamiltoniano no relativista viene dado por

H=H,+ H;
con
K2 Z62
Hy=—
=% (gt )
Y 2
HI:%
| 71— 72 |

a) Para el caso en que un electrén se encuentra en el estado fundamental y el otro electrén en un estado excitado
con nimeros cuénticos (n,l,m), ; cuél estado de spin (tripelete o singlete) tiene energia més alta?
b) Como una variacién, considere dos electrones en un oscilador arménico unidimensional. Para el caso en
que uno de los electrones se encuentre en el estado fundamental y el otro en el primer estado excitado, calcule
{(z2 — 21)?) para los estados triplete y sigulete, donde z1 y x son las posiciones de los electrones.

Solucion
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a) Una posible solucién al problema tendria forma:
‘I’(T_L ’I"_é) = wn,l,m (T_i)wn’,l’,m’ (T_é)

Como tenemos un electrén en el estado fundamental y el otro electron en un estado excitado con ntimeros
cuanticos n,l y m, tendremos:

U(r1,73) = ¥1,0,0(r7)Un,1,m (72)

Esta situacién puede cambiar segin la paridad del ntimero cudntico 1, cambiando la paridad de la funcién V.

De este modo para | par debemos usar el singlete, es decir:

Urs = [Y100(71)Ynim (2) + ¥100(r2) ¥nim (11)] X

1
ﬁ“ 1/2,1/2) [1/2,-1/2)= [ 1/2,-1/2) [ 1/2,1/2))

Y cuando consideramos el 1 impar debemos usar el triplete, es decir:

= [1100(71)Ynim (12) + V100 (12)Ynim (r1)] -

Uy = [¥100(71) Ynim (12) — ¥100(72) Ynim (11)] Xt
donde consideramos:

| 1/2,1/2)
X, = | [1/2,-1/2) | 1/2,-1/2)
75(11/2,1/2) | 1/2,-1/2)+ 1 1/2,-1/2) | 1/2,1/2))

Como la funcién total debe ser antisimétrica puesto que son electrones, evidentemente cuando consideramos
el singlete, la parte espacial queda simétrica, de modo que los electrones pueden estar més cerca uno del otro
produciendo mayor interaccién.

Es por esta razén que la energia de interaccién asociada al singlete es mayor.

b) La funcién de onda para el oscilador arménico cudntico es:

Definiremos la perturbacién energética en funcién de las cantidades vistas en clases (J y K)

2

J= / Pardas | valn) P dnla) 2 S

2

K= d3x1d3x2wa<x1>wb<xz>f;wz:(m)w;(m)

Para el caso n=0 y m=1, las funciones de onda asociadas al problema son:

1
mw\ 1 _ mwz?
e

wo= ()
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Si consideramos que ((x2 — x1)?) es el tipo de perturbacién que buscamos obtenemos:
<(.T2 - x1)2> =J+ K

donde el signo + se refiere al singlete y el signo - al triplete.

Finalmente el problema es reducido a calcular los coeficientes J y K:

2
J= / Brrdizs | Pal@r) P Go(wa) 2 —

T12
2

1 2 1
mw\z _mesi 1 rmw\z _mess mw
= [Emat (T) e (22) e A 0 — )

2\ 7l
_2h
T mw
2
K = [ o)) b))
3 3 mw\1 _mesd 1 /mw\i _mesd  [mw
= /dxld@(ﬁ) e " 2m E(E) e "zn 2 Txg
o (Mw\T _mesd 1 muw\T _ mwsf mw
(2= () e ﬁ(ﬁ) Vi
_ —h
T mw

De modo que la perturbacién energética es, (considerando el singlete):

h
AE;,=J+ K=—
mw
y en el caso del triplete:
AE;,=J—-K= Sh
mw

5.1.4 Problema 4

Considere la colisién de dos particulas idénticas de spin 1/2.

a)Suponga que la funcién de onda de las dos particulas después de la colisién corresponde a un momento angular
relativo [ = 0. Escriba, entonces, las posibles funciones de onda de spin.

b) Repita la pregunta anterior en el caso que el momento angular relativo sea [ = 1.

Solucién
(a) Si tenemos 1=0, tenemos que la funcién de onda es par, de modo que la unica opcién es el singlete,

de este modo, la funcién de onda de spin es:

1

| s,ms,1/2,1/2) =] 0,0,1/2,1/2) = —(| 1/2,1/2) | 1/2, —1/2)— | 1/2,~1/2) | 1/2,1/2))

Sl

2

b) Si tenemos 1=1, tenemos que la funcién de onda espacial cambia con un cambio en las coordenadas y con el
fin de mantener la antisimetria, las funciones de ondas de spin deben pertenecer al triplete, es decir:

| s,ms,1/2,1/2) =| 1,m,1/2,1/2)
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De modo que tenemos tres casos:
| 1,1,1/2,1/2) =[ 1/2,1/2)

|1,-1,1/2,1/2) =| 1/2,-1/2) | 1/2,-1/2)

L(| 1/2,1/2) [1/2,=1/2)+ [ 1/2,-1/2) [ 1/2,1/2))

11,0,1/2,1/2) = 7

5.1.5 Problema 5
Considere un sistema formado por tres spines S=1/2. En el espacio producto
Hg=Hi® Hi @ H?
de los espacios de Hilbert de cada spin tenemos el vector
1
V2

i Qué vector resulta de la accién de simetrizar y/o antisimetrizar el estado | u) 7

v =—=(+ - H-1- + +)

Solucién
En primer lugar, lo que haremos es simetrizar. Para ello, debemos usar el determinante de Slater, con U dado
en el enunciado.

En los determinantes cambiamos la notacién a up; para + en el Hilbert i del producto tensorial y con down
para -.

Entonces:
1 upy downy upy downy upy upy

\/ﬁ upy  downg ups — downg upy ups

upy  downs ups downg ups ups
Ahora calculamos cada matriz, con lo que obtenemos:

| U> sim —

upy downy upy
upy downy ups =l+—-+)+|—-+H)+|++)+ | +—F)+|++ )+ |-+ +)
ups downs ups

downy upy upy
downy upy upy o =|—++H)+[++-)+|+—H)+[++)+|—+H)+][+—+)
downg ups ups

Cuando restamos, se anulan, de modo que:
| U>sim =0

Para el caso antisimétrico haremos lo mismo, pero ahora calculamos el determinante de matriz como es usual,
es decir:

1 upy downy upy downy upy upy
| U)sim = \/? upy downs ups | — | downs ups ups
upy  downsg ups downg ups ups
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Calculando cada uno de ellos:

upy downy upy
upy  downy wupy |=|+—+)+ |-+t |[++ )|+ —F)—|++ )| —++)=0
ups downs ups

downy upy upy
downy upy upy |=|—++H)+[++ )+ |+—+H)—|++—-)—|—++H)—[+—-+)=0
downs ups ups

en este caso cada una se anula.

No es posible construir un estado simétrico ni uno antisimétrico.
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