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Capitulo 1

Distribucion de este
documento

Este libro ha sido escrito integramente por Ignacio Martin Bragado y todo su
material es original, incluyendo los graficos que contiene, excepto los iconos de am-
pliacién, recuerda, nota, problema y resolucién que han sido tomados del proyecto
GNOME (distribuido con licencia GPL) y modificados. Ha sido compuesto utilizan-
do I¥TEXsobre un ordenador AMD K6 utilizando un sistema operativo GNU/Linux.

Se permite la reproduccién de los contenidos de este libro siempre y cuando
quede absolutamente explicita la procedencia de este documento y su autor y se
conserve esta leyenda.

No se permite la modificacién de ningun tépico de este libro. Si desea reali-
zar alguna correcciéon hagalo poniéndose en contacto con el autor en la direccién
imartin@ele.uva.es

La direccién web original de este material es:

http://www.ele.uva.es/~imartin/libro/index.html
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Capitulo 2

Introduccion

Este esquema pretende ser una pequena guia para resolver los problemas de
fisica evitando las confusiones més usuales. No obstante no existe un sistema que
resuelva los problemas de fisica, sino que, cada uno, presenta una faceta que hemos
de descubrir haciendo uso de nuestra razon.

Este esquema no pretende ser un chuletario de los distintos tipos de problemas y
como solucionarlos, sino sélo una iniciacién bésica en el “arte de resolver” problemas
de fisica.

El planteamiento de las ecuaciones que intervienen en los procesos fisicos es, a
nivel general, algo complicado, puesto que son muchos los fenémenos que pueden
presentarse. En esta guia iremos desgajando los distintos procesos que pueden darse
y las ecuaciones involucradas.

La creaciéon de este esquema ha sido un proceso complicado. Inicialmente cons-
tituy6é unos breves apuntes que se impartian para un curso del (extinto o en vias
de extincién) COU, pero se fueron anadiendo cosas y mezclando parte de los con-
tenidos basicos de dicho curso con algunas consideraciones de indole més practica
fruto de la experiencia en el aula.

Actualmente el nivel de este libro hace que pueda ser utilizado para la asigna-
tura de Fisica de 1° de las carreras de ciencias. Para 2° de Bachillerato quizas su
nivel exceda un poco en algunos temas y no contenga otros. En cualquier caso la
concepcion final de este libro es como “Curso de fisica general” y no como un libro
de texto de ningtn curso especifico de Facultad ni Instituto.

2.1. Signos empleados

o Cuando aparezca algin comentario de interés, si bien no sea importante
para el desarrollo del tema, se tratard de esta manera.

o Las partes del desarrollo que excedan un poco los objetivos de este libro,
pero no por ello dejen de ser interesantes o importantes apareceran de esta
manera.

> Aquellos péarrafos que sean muy importantes o que sea conveniente

recordar, ya que pueden constituir algin dato esencial o un resumen de
todo lo dicho se indicardn de esta forma.

P El enunciado de algunos problemas que sean posteriormente re-
sueltos.
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CAPITULO 2. INTRODUCCION

R La resolucién del problema con los célculos y explicaciones perti-

nentes. Resolucién
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Capitulo 3

Esquema

Para plantear un problema de fisica se pueden seguir los siguientes pasos:

Hacer un dibujo explicativo. Esto supone haber leido antes bien el enunciado
comprendiendo exactamente qué datos se ofrecen y qué resultados se piden.

Elegir un sistema de coordenadas adecuado, que sera aquel que nos facilite
la posterior resolucion del problema. Hay que ser coherente con el sistema de
coordenadas que se elija, refiriendo posteriormente a él todas las cantidades
con sus correspondientes stgnos.

La eleccion de un sistema de coordenadas no siempre es Unica, pero en cual-
quier caso hay que hacer una que otorgue sencillez al problema, por coincidir,
generalmente, con algin punto particular que pueda dar posteriormente mas
simplicidad al planteamiento o a los célculos.

Comprobar las fuerzas que intervienen en el problema. Suelen ser siempre
menos de las que parecen. Sobre todo no hay que olvidar la fuerza de gravedad,
de rozamiento, posibles tensiones, fuerzas eldsticas' asi como sus reacciones.

Considerar las proyecciones sobre los ejes. Una vez comprobadas las fuerzas
que intervienen en el problema habra que proyectarlas sobre los ejes del sis-
tema de coordenadas, para poder asi darlas un tratamiento vectorial. Esta
proyeccion es mas sencilla de lo que suele parecer. Basta recordar las relacio-
nes sina y cos a.

Plantear las ecuaciones para cada eje. Pueden ser ecuaciones dindamicas del
tipo > F = ma o cineméticas. Hay que ser conscientes de que la “dnica férmu-
la” que se suele emplear es Y F = md, pero que, como ésta es una ecuacion
vectorial, se descompone en tantas ecuaciones como dimensiones tenga el mo-
vimiento, o lo que es lo mismo, en tantas proyecciones como ejes tenga nuestro
sistema de coordenadas elegido.

Como en pasos anteriores ya hemos considerado las fuerzas que intervienen
y sus proyecciones este paso no debe ser sino un recuento cuidadoso de las
fuerzas que aparecen en un determinado eje o direccién ligandolas con la
ecuacién correspondiente.

Este paso es estudiado mas ampliamente en los capitulos siguientes.
Relacionar las ecuaciones planteadas con los datos que tenemos y los que que-

remos saber. Es decir, encontrar el sistema matematico que nos lograra en-
contrar la solucién.

1Cuando hay muelles.
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CAPITULO 3. ESQUEMA

Resolver los sistemas matematicos involucrados. Este es un mero ejercicio
matematico en el cual buscaremos la solucién al problema.

Interpretar la solucién. La interpretacion de la solucién consiste en mostrarse
criticos hacia los resultados logrados, planteandose si estos son coherentes con
la intuicién, con lo que esperabamos que saliera, si responden bien al criterio
de signos y sistema de coordenadas elegido, si tienen un orden de magnitud@
apropiado y estan en las unidades oportunas, asi como todo lo que nos parezca
oportuno indagar en nuestra propia solucion.

En caso de que el resultado “parezca correcto” lo cual, lamentablemente, no
quiere decir que lo sea, podremos dar por concluido el problema. En caso
contrario es conveniente volver a repasar todo el ejercicio, o la parte de la cual
nos mostremos insegura, para ver si detectamos alguna inconsistencia.

2Es decir, si no son demasiado grandes o pequefios.
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Capitulo 4

Introduccion al calculo
vectorial

4.1. Magnitudes escalares y vectoriales

Llamamos magnitud escalar, o simplemente escalar, a toda magnitud que puede
expresarse simplemente con un tinico nimero. Por ejemplo, el peso o la altura de
una persona es una magnitud escalar.

Se denomina magnitud vectorial o vector a aquella medida para la cual nece-
sitamos dar “algo més que un sélo niimero”. Por ejemplo, para saber la velocidad
del viento ademads de su intensidad, es decir, tantos kilémetros por hora, se requiere
conocer su direccién y sentido, y asi saber si viene del norte hacia el sur, etc. . . Este
tipo de magnitudes se denominan vectores.

4.1.1. Representacion matematica

Matematicamente un escalar se representa con un unico nimera] y un vector
con una serie de coordenadas, tantas como dimensiones tenga el espacio en el que
se representa.

Asi un vector ¥ se representa como

T = (Ug, Uy, 0:) = U0 + vy ] + vk,

siendo v,, vy y v, las componentes del vector, es decir, sus proyecciones sobre los

ejes X,y v z. A su vez 7, j y k son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes
X,y y z respectivamente.

4.2. Operaciones vectoriales unarias
Se llama mddulo de un vector a lo que éste “mide”. Se calcula como

U] = v =4/v2 + 02 + v (4.1)

Proyeccién de un vector sobre un eje es “la sombra” de dicho vector sobre el eje
si la “luz que proyecta dicha sombra” cayera justo perpendicularmente. Asi las
proyecciones de un vector ¥ sobre los ejes X,y y z serdn v,, vy y v. respectivamente.

1Que normalmente pertenece al cuerpo de los nimeros reales
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CAPITULO 4. INTRODUCCION AL CALCULO VECTORIAL

El inverso de un vector es dicho vector con sus proyecciones cambiadas de signo. La
suma de un vector y su inverso da siempre el vector nulo.

—U = (—Vg, =y, —V).

Vector nulo es aquel vector cuyo médulo es cero. Este vector es especial, pues carece
de direccién y sentido.

0= (0,0,0).

Vector unitario de otro dado v es aquél que, teniendo la misma direccién y sentido
que el que se da, presenta un médulo igual a 1, se representa como ©. Asi

>
I
=i

4.2.1. Operaciones unarias diferenciales

Para derivar un vector ¢ respecto a un parametro t se deriva componente a
componente.

dﬂi(d d d )
PRV TR TR LTSS

Para integrar un vector ¥ respecto a un parametro t se integra componente a

componente.
/ﬁdt:(/vxdt,/vydt,/vzdt).

4.3. Operaciones vectoriales binarias

Las operaciones binarias necesitan dos vectores para poder operar sobre ellos.
Las més conocidas son:

4.3.1. Equivalencia

Dos vectores son iguales si sus coordenadas son iguales. Es decir

d=b=a,=by, ay=by,, a,=0b..

4.3.2. Suma y resta

La suma de varios vectores también se denomina resultante de dichos vectores.
Para sumar un vector @ a otro b se suma componente a componente, es decir

a+b= (az + bz, ay + by, a; +b,).
Para restar un vector @ de otro b se suma el inverso del vector l_;, es decir:
a—b= (agy —bg,ay —by,a; —by).
La resta de dos vectores iguales son es el vector cero.
a—a=0.
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CAPITULO 4. INTRODUCCION AL CALCULO VECTORIAL

4.3.3. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores da como resultado un escalar, como indica
su nombre. Para multiplicar asi escalarmente un vector @ por otro b se opera

a@-b=|al|b| cos(8). (4.2)

Siendo 6 el angulo que forman los vectores @ y b entre ellos.
El producto escalar de dos vectores, dadas sus componentes, se puede realizar
también sabiendo que .
a-b=azby +ayb, + ab,. (4.3)
Observando las relaciones que marcan (4.2) y (4.3) y teniendo presenta ademds
la relacién del médulo de un vector expuesta en (4.1) se pueden deducir las siguientes
propiedades del producto escalar:

= Es nulo si alguno de los dos vectores es el vector nulo.
= Es nulo si los dos vectores son perpendiculares.

.
= Para proyectar un vector @ sobre un eje marcado por un vector b basta con
realizar la operacién

L
S

proy;(a@) =

=

= Dados dos vectores se puede calcular el angulo que forma entre ellos usando
la relacion

B a-b B azby + ayby + a.b,
|l |b] \/a%—l—a%—&-az\/b%—&—b%—kbg

os(0)

4.3.4. Producto vectorial
Introducciéon

El producto vectorial, representado como @ X b o bien como @ A 57 tiene las
siguientes propiedades:

= Es perpendicular tanto a @ como a b. Es decir, (d’/\ 5) ldy (Ei/\ 5) 1b.

= Su médulo es absin a, siendo « el dngulo que forman entre ellos. También,

’6/\ 5‘ = absin a.

= Su sentido estd dado por la regla del sacacorchos, entendiendo que hay que
“mover el sacacorchos” desde el primer vector al segundo.

Célculo de las componentes de @ Ab

Demostraremos en 4.3.4, quizds no muy rigurosamente, pero si ganando a cambio
mucho en simplicidad, como se puede llegar a este resultado. En cualquier caso, para
hallar cuales son las componentes del vector producto vectorial basta con saber que
sid = azt+ay)+ azl% y b= byt +by) + bzl%, entonces:

. 7k
aNb=|a; ay a. = (ayb. —a.by)i+
by by by (4.4)

(azby — agh,)j+

(azby — ayby)k
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CAPITULO 4. INTRODUCCION AL CALCULO VECTORIAL

Expresion analitica del producto vectorial

o Tomando @A b = & henos exigido que tanto @1 ¢ como que bLé. Es decir

AzCr + ayCy +azc. = 0
bzce +bycy +bzc. = 0° (4.5)

Ademas parece 16gico suponer que este nuevo vector deberd ser “indepen-
diente” del sistema de coordenadas que elijamos, con lo cual vamos a tomar
uno en el que el vector @ coincida con el eje y y el b se encuentre contenido en
el plano zy, formando entre ellos un dngulo 6.

Despejando ¢, en una de las ecuaciones (4.5) tenemos que

—ayCy — azC;

Cg = ——— (4.6)

Qg
y, sustituyendo en la otra se consigue que

o — —b.c.az + braycy + bra.c.
y = .

(4.7)

byas

Operando un poco en la expresion (4.7) de tal forma que podamos expresar
c. en funcién de ¢, tendremos que

¢y (byag — byay)

bea, — bray (4.8)

c, =
y ahora no queda més que ver el significado de esta expresién para lograr el
resultado final.

De las relaciones (4.5) tenemos que ¢ debe ser perpendicular tanto a @
como a gy, por tanto, en el caso concreto que hemos elegido, ¢ debe estar
en el eje z, es decir, ¢ = k. Ahora bien, precisamente por esta misma razén
¢y = 0y, segun la relacién (4.8) ¢, deberfa ser también cero, cosa que no tiene
sentido. Una posible solucién seria hacer ver que la relacién no es valida porque
estamos dividiendo por cero, y, ya que ¢, también es cero, igualar ambos
términos. Asi tendriamos ¢y = bza. — b.a, y podriamos simplificar ¢, con el
denominador?. Una vez extraido ¢y se tendria también que c; = bya, — bzay,
y s6lo quedarfa hallar ¢, usando nuevamente las ecuaciones (4.5). Quedaria,
no en si demostrado, pero si razonado, el por qué de expresar el producto
vectorial de la manera resefiada en (4.4).

Calculo de areas con el producto vectorial

Antes de nada: ;cdmo es posible qué el producto vectorial, que da como resultado
un vector, sea reutilizable para calcular un area?”. Responder a esta pregunta es
sencillo si, para ello, tenemos en cuenta el médulo del producto vectorial, que serd un
escalar.

Sabemos ya que |@ A 5| = absin ¢ donde ¢ representa el angulo formado por
ambos vectores. Esto puede verse en la figura [4.1] También nos damos cuenta que
bsin ¢ puede interpretarse como la “altura” del tridngulo formado por d, b v la
unién de sus dos extremos. Con lo que resulta que |@ A g| resulta ser la base a por
la altura bsin ¢, y por tanto

—

@ A B
2

= Atrm

donde Ay, es el area del tridangulo anteriormente dicho.

2Teniendo presente que esta simplificacién estd muy tomada por los pelos... ya que se trata de

olo
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CAPITULO 4. INTRODUCCION AL CALCULO VECTORIAL

\J

~ - pcos ¢

Figura 4.1: El angulo entre dos vectores y sus proyecciones.

4.3.5. Producto mixto

A veces se define el producto mixto entre tres vectores d, b y C como
@ (bAQ). (4.9)

Este producto, cuyo resultado puede verse que va a ser un escalar, se puede calcular
también como el determinante de la matriz 3 * 3 que se forma con las componentes
de los vectores, es decir

Gz Gy Gy
by by b, | = azbycy + crayb, +azbyey — abycy — aybyc, — azbscy.
Cx Cy Cs

Una de las utilidades del producto mixto es que da el volumen de un parale-
lepipedo formado con las aristas de los vectores @, b y ¢, ya que si manejamos un
poco (4.9) tenemos que:

i (bAE) =

= albAdcosd
abcsin ¥ cos ¢.

donde besiny no es sino el drea de la base del paralelogramo (ver seccién |4.3.4) y
a cos ¢ resulta ser la altura de dicho paralelepipedo. El area de la base por la altura
nos da el volumen de este tipo de cuerpos geométricos.

o Seria un buen ejercicio para el lector intentar demostrar més rigurosa- Ampliacién
mente estas tltimas afirmaciones
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Capitulo 5

Cinematica

5.1. Introduccién

Cinematica es la parte de la fisica que estudia el movimiento de los cuerpos,
aunque sin interesarse por las causas que originan dicho movimiento. Un estudio de
las causas que lo originan es lo que se conoce como dindmica.

Las magnitudes que define la cinematica son principalmente tres, la posicién, la
velocidad y la aceleracion.

Posicion es el lugar en que se encuentra el mévil en un cierto instante de tiempo t.
Suele representarse con el vector de posicién 7. Dada la dependencia de este
vector con el tiempo, es decir, si nos dan 7(t), tenemos toda la informacién
necesaria para los calculos cinematicos.

Velocidad es la variacién de la posicién con el tiempo. Nos indica si el mévil se
mueve, es decir, si varia su posiciéon a medida que varia el tiempo. La velocidad
en fisica se corresponde al concepto intuitivo y cotidiano de velocidad.

Aceleracion indica cuanto varia la velocidad al ir pasando el tiempo. El concepto
de aceleraciéon no es tan claro como el de velocidad, ya que la intervencién
de un criterio de signos puede hacer que interpretemos erréneamente cuando
un cuerpo se acelera (a > 0) o cudndo se “decelera” (a < 0). Por ejemplo,
cuando lanzamos una piedra al aire y ésta cae es facil ver que, segun sube
la piedra, su aceleraciéon es negativa, pero no es tan sencillo constatar que
cuando cae su aceleracion sigue siendo megativa porque realmente su veloci-
dad esta disminuyendo, ya que hemos de considerar también el signo de esta
velocidad.

5.2. Velocidad

Se define velocidad media como

L A7
Um AL

tomando los incrementos entre los instantes inicial y final que se precisen.

No obstante, aunque la velocidad media es una magnitud 1til, hay que destacar
que en su calculo se deja mucha informacién sin precisar. Asi, aunque sepamos que
la velocidad media de un movil desde un instante 1 a otro 2 ha sido “tantos” metros
por segundo, no sabremos si los ha hecho de forma constante, o si ha ido muy lento
al principio y répido al final o si...por eso se define una magnitud que exprese
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CAPITULO 5. CINEMATICA

la velocidad instantanea, es decir, la velocidad en cierto y determinado instante
y que pueda calcularse como una velocidad media donde los intervalos sean tan
pequenos que pueda decirse exactamente a qué velocidad se desplazaba el mévil en
cada instante. Es facil darse cuenta de que esta definicion se logra tomando como
velocidad instantanea:

y por tanto, coincide con la definiciéon de derivada respecto al tiempo. Asi pues se

define finalmente J

%T.

De esta definicién se obtienen algunas consecuencias:

U=

s La direccién de ¢ va a ser siempre tangente a la trayectoria.

= El médulo de ¥ puede calcularse, ademdas de operando sobre el vector v, sa-

biendo que
d
=2
7] = s(0)

siendo s(t) la distancia que el mévil ha recorrido sobre la trayectoriall.

5.3. Aceleracion

Aceleracion es la variacién de la velocidad en la unidad de tiempo. Se puede
definir una aceleraciéon media entre dos instantes, inicial y final, como

N
=
tr—t;
y, de manera analoga a la velocidad, puede definirse una aceleracién instantanea
llevando estos instantes inicial y final muy cerca uno del otro, hasta tener asi que
la aceleracién instantdnea es la derivada de la velocidad respecto al tiempo

L _d
a= %v(t).

5.4. Componentes intrinsecas de la aceleracion

Tomando el vector velocidad como un médulo por un vector unitarios, es decir,
como

<>

v = |7l

y derivando se tiene que, utilizando la regla del producto para las derivadas (apéndi-

ce C),

7= (Sl +101 o

a = (—|v|)v V|l—U.
dt dt

N——

tangencial  normal

De estas dos componentes la primera se denomina aceleraciéon tangencial porque,
como se desprende de su propia definicién, su direccién es la del vector unitario v y
es por tanto, tangente a la trayectoria. La otra componente es la aceleracién normal.

Intuitivamente, para un automévil 7 serfan las coordenadas del coche vistas desde un sistema
de referencia elegido, y s(t) serfa la distancia recorrida por el automévil que va marcando el
cuentakilémetros.
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CAPITULO 5. CINEMATICA

De la aceleracién tangencial diremos que su médulo es

_ d,
|G| = —|7] (5.1)
dt
y su direccién
.U
V= -—7.
|

Esta d; se encarga de “medir” la variacién de la velocidad sin importarle su direccién
ni sentido, sino solo su médulo, es decir, su “intensidad”.
En cuanto a la aceleracién normal, se puede demostrar que su médulo es

1@ = 2L (5.2)

siendo R el radio de curvatura de la trayectoria, y que su direcciéon es siempre
perpendicular a la trayectoria y hacia el interior de la “curva”.

5.5. Clasificacion de movimientos

Los movimientos se pueden clasificar segin las componentes intrinsecas de su
aceleracion.
1. ay — 0
a) a, = 0. Movimiento rectilineo a velocidad constante.
b) a, = cte. Movimiento circular uniforme.

¢) a, # cte. Movimiento circular acelerado.
2. a,=0

a) a; = 0. Movimiento rectilineo a velocidad constante.

a¢ # cte. Movimiento rectilineo acelerado.

b) a; = cte. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado.
c)

3. a, #0y ay #0. Movimiento curvilineo.

5.6. Composicién de movimientos

Los problemas de composicién de movimientos tienen la dificultad de saber res-
pecto a que sistema estamos resolviendo y por tanto determinar siempre las magni-
tudes respecto al sistema apropiado, bien el especificado por el problema, bien uno
elegido adecuadamente. Es comiin en este tipo de problemas la presencia de mas de
un movil y hay que ser muy cuidadoso para identificar correctamente que maéviles

se mueven y respecto a qué.

5.6.1. Translacion pura

Sus relaciones, que pueden deducirse facilmente de la suma vectorial y posterior
derivacién respecto al tiempo, son:

Fo= 4
v = T +7 (53)
i = @+d
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Piedra
gue cae.

P

- - -

Coche que
avanza

Figura 5.1: Relacién vectorial entre unos y otros sistemas. El conductor verd la
piedra que cae como 7, = e — Tp.

En donde intervienen el sistema “quieto” y el que se “mueve”, que es el “pri-
mado”. Las magnitudes con el subindice 0 son las relativas entre los sistemas de
referencia.

Una estrategia que suele resultar bastante inteligible de plantear es la siguiente:

1. Plantear un sistema fijo, respecto al cual conocemos, al menos, cémo es el
movimiento de uno de los otros sistemas.

2. Dibujar entonces el vector de posicién que buscamos (generalmente el de un
sistema respecto al otro).

3. Relacionar estos vectores entre si como sumas unos de los otros.

Se ha dibujado esto en la figura(5.1.
Una vez que conocemos el vector de posicién se puede extraer el resto de infor-
macién derivando o realizando la operaciéon matematica necesaria.

5.6.2. Rotacion pura

En este caso suponemos que un sistema gira respecto al otro con una velocidad
angular constante w, pero manteniendo el origen en comun.
La formula interesante es la que relaciona sus velocidades

=0 +@x7 (5.4)

que presenta una dificultad un poco mayor de deduccién, y por eso no se expresa
aqui.

Las magnitudes que aparecen en esta férmula son v, que es la velocidad que el
mévil presenta respeto al sistema “fijo”. ¢, la velocidad del mévil vista desde el
sistema que rota, y w que es la velocidad angular con la cual el sistema movil rota
respecto al “fijo”, aunque siempre manteniendo en comtn su origen de coordenadas.

Por ejemplo, si hubiera una mosca posada en el eje de un tocadiscos y girando
con él a una cierta velocidad angular w, que observara a un mosquito avanzar
por el disco con una velocidad ¢, vista desde el punto de vista de la mosca, que
esta rotando, en este caso:

s ¥ Seria la velocidad del mosquito vista desde el eje del tocadiscos, pero el
observador fijo, es decir, sin girar.

s ¢ es la velocidad con la cual la mosca, que gira, ve al mosquito desplazarse
por el disco.
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= w es la velocidad angular del disco.

= 7 es el vector de posicién del mosquito, en el sistema fijo.

5.7. Resolucién de problemas

5.7.1. Tiro parabdlico

Se denomina tiro parabdlico, en general, a aquellos movimientos que suceden de
forma bidimensional sobre la superficie de la tierra.

Para este tipo de méviles el movimiento se descompone en sus componentesg T
e y. El movimiento en x no sufre aceleracion, y por tanto sus ecuaciones seran

Eje x{ T = o+ vost (5.5)
Ve = Vog

pero en cambio en el eje y se deja sentir la fuerza de la gravedad, supuesta constante?
y por tanto sus ecuaciones seran

_ 1 42
Eje y{ yo= Yot voyt— g9t (5.6)
vy = Voy — gt

Algunas preguntas tipicas del tiro parabdlico son calcular el alcance y altura
maxima. Estas preguntas se pueden contestar sabiendo que la altura maxima se
alcanzard cuando v, = 0. De esta condicién se extrae el tiempo que tarda en alcanzar
la altura maxima y sustituyendo en la ecuacion de las y se obtiene la altura maxima.
El alcance méaximo se puede calcular razonando que, para cuando esto suceda, el
movil volvera estar al nivel del suelo y por tanto y = 0, sustituyendo se obtiene ¢
y, sustituyendo éste en las = el resultado. Otras cantidades se pueden conseguir de
manera similar.

© X0 e Yo seran las coordenadas donde el mévil se encuentra en el instante
t = 0, inicio del movimiento, y vzo y vyo la velocidad con la que se mueve
en ese instante. Si nos han indicado que el mévil se movia con una velocidad
v formando un angulo « con la horizontal se puede ver muy ficilmente que,
entonces, Vzo0 = VCOSQ Y Vyo = U Sin a.

A su vez el significado de las variables = e y es el siguiente: éstas nos
indican a que distancia horizontal (z) y altura (y) se encuentra el mévil en cada
instante de tiempo ¢, considerando que estamos tomando como origen para
medir estas distancias horizontales y alturas desde el sistema de coordenadas
respecto al cual estemos tomando todos los deméds datos.

o Se podria hacer un estudio més complejo incluyendo el rozamiento del

aire. Para esto habra que modificar las ecuaciones x e y a las nuevas ecuaciones
deducidas en el apéndice B.

5.7.2. Componentes intrinsecas

P Sea un mévil cuyo vector de posicién es
7= (7—3t)i + (5t — 5t%)) + 8k (m).

Calcular su velocidad, aceleraciéon y componentes intrinsecas de ésta,
asi como el radio de la trayectoria para t = 0,5s.
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R Derivo para encontrar ¥ y d. Una primera vez

d m

v=—7= -3+ (5—10t)j—

7 ( )

y una segunda vez

d m
i=—0=—10j—.
“= @t o

Ahora calculo el médulo de la velocidad:

15 = /9 + (5 — 10£)2 = /34 — 100 + 1002~
S

que, derivado respecto al tiempo nos dara el médulo de d;.

100t — 50 m
V34 — 100t + 100¢2 s2

d
|d@;| = £\/34 — 100t + 100¢2 =

y multiplicando por el unitario de ¥, que es
—3i+ (5 —10t)j
V34 — 100t + 100¢2

Q/}:

nos da el vector d;

. 100t — 50
£ 34 — 100t + 100¢2

R " m
Por dltimo podemos calcular @, como @ — d;. Haciendo las oportunas
sustituciones tendremos que para t = 0,5s, ¥ = =317, d = —10jz,

ay = 65% con lo cual @, = —3)73 y de esta forma, podremos despejar el
radio de la trayectoria, que serd

R:v—:?um.
(275

5.7.3. Calculo de trayectorias

‘P Dado el vector de posicién de un movil
7= 15ti + (200 — 5t2)3,
calcule la ecuacién de su trayectoria.
R Este tipo de problemas se resuelve en general despejando t en una

de las ecuaciones de x o de y y sustituyendo en la otra, encontrando
asi z en funcién de y o al revés. En este caso tenemos que

X
=1t=t=—
v 15

y sustituyendo en
y = 200 — 52
tendremos

— 200 5(3)2;» — 900 — g2
y= 15 y= 15"

2Vectores i y 7.

3 Aproximacién vélida siempre que el tiro discurra en la superficie terrestre o “apreciablemente”

en la superficie terrestre.
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Capitulo 6
Dinamica

6.1. Introduccion

Asi como la cinemética se encarga de la descripcién del movimiento de los cuer-
pos, aunque sin entrar en detalles de la causa que hace mover a éstos, la dinamica
estudia precisamente por qué se mueven los cuerpos, es decir, cudles son las causas
que crean la variacion de su estado de movimiento.

6.2. Leyes de Newton

6.2.1. Ley de la inercia

La ley de la inercia se podria enunciar como

> Todo cuerpo permanece en su estado actual de movimiento con Recuerda
velocidad uniforme o de reposo a menos que sobre él actie una fuerza
externa neta o no equilibrada.

donde la fuerza neta de la que hablamos antes seria la suma vectorial de todas las
fuerzas que puedan actuar separadamente sobre el cuerpo.

o Esta es la razén por la cual es tan peligroso para los astronautas en Nota
el espacio separarse de la nave sin un cordén que los una a ella, ya que si
chocan con algo y salen impulsados, como no actda ninguna fuerza sobre
ellos, seguirdn desplazdandose uniformemente y separandose de la nave sin
posibilidad de volver a ella (a no ser que tengan un pequefio impulsor).

6.2.2. Segunda ley de Newton

Esta ley es la mas importante en cuanto nos permite establecer una relacién
numérica entre las magnitudes “fuerza” y “aceleraciéon”. Se podria enunciar como

> La aceleracién que toma un cuerpo es proporcional a la fuerza neta Recuerda
externa que se le aplica.

La constante de proporcionalidad es la masa del cuerpo, con lo que numéricamente
esta expresién se denota como
F=ma (6.1)

0, en componentes

Fy=ma;, i=1,2,3 (6.2)
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donde F' representa la resultante de todas las fuerzas externas al cuerpo, es decir,
la suma de dichas fuerzas. F = Zﬁj, j=1,..

Esta expresion nos relaciona F ,my d de una forma univoca. Bésicamente nos
dice que el resultado que producen una serie de fuerzas sobre un cuerpo es que dicho
cuerpo se acelere en la misma direccién y sentido que la suma de las fuerzas que le
son aplicadas y con una intensidad o médulo que serd la misma que la resultante
de las fuerzas dividida entre la masa del cuerpo.

o Asf pues un cuerpo experimenta una aceleracién mientras estd siendo
sometido a una fuerza resultante no nula. Si dicha fuerza cesa el cuerpo ad-
quirirfa un movimiento rectilineo uniforme o se quedaria quieto, segun el caso.

6.2.3. Tercera ley de Newton

La tercera ley de Newton expresa una interesante propiedad de las fuerzas: éstas
siempre se van a presentar en parejas. Se puede enunciar como

> Si un cuerpo A ejerce, por la causa que sea, una fuerza F sobre
otro B, este otro cuerpo B ejercerd sobre A una fuerza igual en moédulo
y direccion, pero de sentido contrario.

Gracias a esta leﬂl‘ se pueden entender fenémenos como que, para saltar hacia
arriba jempujamos la Tierra con todas nuestras fuerzas hacia abajo!. Al hacer esto
la Tierra también ejerce esta misma fuerza con nosotros, pero con sentido contrario
(es decir, hacia arriba) y como la masa de la Tierra es enorme en comparacién
con la nuestra, el resultado es que nosotros salimos despedidos hacia arriba pero
la Tierra no se mueve apreciablemente. Asi también si empujamos una superficie
puntiaguda con mucha fuerza, podemos clavarnosla, porque dicha superficie también
estard empujando nuestro dedo con la misma fuerza que nosotros a ella, y como la
superficie de la aguja es muchisimo menor la presién que esta hace sobre nuestro
dedo es muy grande.

< Entonces, si a toda fuerza que se ejerce se opone otra de sentido contrario
(no deberian anularse las fuerzas y nada se podria mover?. No, porque las
fuerzas se ejercen en cuerpos diferentes. Asi en el ejemplo del salto, nosotros
empujamos a la Tierra y la Tierra a nosotros, pero estas fuerzas no se anulan
porque, como es evidente, nosotros y la Tierra somos cuerpos distintos.

6.3. Fuerzas especiales que aparecen en problemas

6.3.1. Normal

Por normal se entiende la fuerza con la que una superficie se opone a un cuerpo
que se le sitia encima. Si no existiera esta fuerza el cuerpo se “hundiria” en la
superficie. Esta es, por tanto, la fuerza de reacciéon que, obediente al tercer principio
de Newton, la superficie opone al empuje que el cuerpo, por encontrarse encima,
hace sobre ella.

Esta fuerza es siempre normal a la superficie, es decir, perpendicular a ésta. Para
calcular su valor hay que ser bastante cuidadoso y hacer un balance de las fuerzas
en los ejes que tomemos, utilizando la normal para compensar las otras fuerzas de
la forma en que sea necesario.

‘P Calcule la normal que una mesa ejerce sobre un cuerpo de 10kg si
el cuerpo estd en reposo.

ITambién llamada ley de accién y reaccién
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R Si el cuerpo estd en reposo significa que su aceleracion total es
nula. Entonces aplicando la segunda ley de Newton a un eje vertical
tendremos que

0=N-P

donde hemos supuesto que la mesa esta perfectamente horizontal y por
tanto la normal tendrd sélo una componente en el eje y. Asi tendremos
que N = P y por tanto en este caso N = mg.

El célculo de la normal en un caso donde haya un cuerpo deslizandose por una
rampa puede encontrarse en la seccién 6.6.

6.3.2. Rozamiento
Entre dos superficies

El rozamiento entre superficies se expresa como
F. = puN,

siendo siempre de sentido opuesto al del movimiento. Este resultado no se puede
“demostrar” porque se trata de un resultado empirico, es decir, fruto de la experi-
mentacion.

El coeficiente de rozamiento u es adimensional y expresa asi la relacion entre
la normal que el cuerpo ejerce, es decir, la fuerza con la que el cuerpo empuja la
superficie debajo de la cual se encuentra, y el rozamiento que va a sufrir por causa
de este empuje. Puede haber dos tipos de coeficiente de rozamiento. Un p estético,
que se aplica cuando el cuerpo estd quieto y que asi, utilizado en F,. = 4N nos va a
ofrecer la fuerza méaxima con la que el rozamiento se va a resistir a que se mueva un
cuerpo que esta quieto, y un g dindmico que, aplicado en la férmula de rozamiento,
nos dice la fuerza que el rozamiento esta realizando contra un movimiento.

P Un cuerpo de 4kg esta deslizando por una superficie lisa con coefi-
ciente de rozamiento (dindmico) g = 0,25. Si sobre este cuerpo no actian
mas fuerzas que el peso y dicha fuerza de rozamiento jcon qué acelera-
cién se mueve el cuerpo?.

R Aplicando la ecuacién de Newton al eje y del movimiento obtene-
mos que, en este eje, las fuerzas que aparecen son el peso y la normal vy,
por tanto,

N — P = ma,.

Como a, = 0 (un cuerpo sobre una superficie no va “botando” sobre
ella, su altura, medida sobre la superficie, es siempre 0.) tendremos que
N = mg. Aplicando ahora F, = ma, tenemos que la tnica fuerza en el
eje x es la de rozamiento, y por tanto

Fx:_F7':_HN:maw:>aw:_Ng

de donde a, = —2,457. El signo ‘-’ se debe a que, como estamos su-
poniendo implicitamente que el cuerpo avanza hacia el signo positivo
de las z, el rozamiento se opondra al avance y tendrd, por tanto, signo
negativo.
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Con un fluido

o Rozamiento con un fluidd? se expresa con

F, =—-Kv

o bien

F, = —Kv*
u otras potencias de v. Una aplicacién algo compleja sobre la forma de utilizar
esta fuerza de rozamiento puede verse en el apéndice [B. No es sencillo demos-
trar por qué esta contribucién nos aporta el rozamiento contra un fluido y,
en algunos casos, es por medio de la experimentacién como se encuentra una
férmula empirica méas precisa.

Tension

En problemas que intervienen cuerdas o poleas tension es la fuerza que liga unos
cuerpos y otros a través de la cuerda. La tensién en cada extremo de una misma
cuerda es siempre igual pero de sentido contrario. Si esta tensién supera un cierto
valor critico la cuerda se romperia.

6.4. El momento lineal

La ley de Newton, expresada como F = mi puede ser utilizada también para
demostrar otras relaciones interesantes, siempre que se manipule adecuadamente.

Por ejemplo, si definimos una cantidad p a la que llamaremos cantidad de mo-
vimiento, podemos decir que una fuerza es la encargada de variar la cantidad de
movimiento sobre un cuerpo. De esta forma definamos p’ tal que

Foy
dt

La pregunta serd ahora ;tendra p’ alguna expresién conocida?. Supongamos que un
cuerpo con masa constante va a cierta velocidad . Una fuerza sobre él deberd produ-
cirle una aceleracién y, por tanto variar su velocidad y su momento lineal. Asi pues
velocidad y momento lineal deben de ir relacionados de alguna forma. Efectiva-
mente tomando p = mv nos damos cuenta de que %mf)’ cuando m es constate es

m%ff =ma=F.
Por tanto hemos descubierto una nueva magnitud p’ que nos sera de gran utilidad

para desarrollos sucesivos.

¢ Una forma intuitiva de comprender el momento lineal es como una forma
de medir la dificultad de llevar una particula hasta el reposo. Asi es claro
que, cuanto mas masivo sea un cuerpo y mas velocidad tenga, tanto méas nos
costara “parar” el movimiento de dicho cuerpo.

6.4.1. Conservacion del momento lineal

Cuando la resultante de las fuerzas externas sobre un sistema es nula, ;qué su-
cede con p?. Como la fuerza es la derivada del momento lineal respecto al tiempo,
obtenemos que, cuando la fuerza total es cero, esta cantidad que se deriva debe ser
constante y, por tanto, si F =0 esto supone p = cte. Hemos obtenido asi que esta
magnitud tan interesante, el momento lineal, se conserva, es decir, no varia, cuando
no aparecen fuerzas externas sobre un objeto. Por tanto podemos decir que

pbi = Df-

2 Aire, agua, aceite...
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CAPITULO 6. DINAMICA

mg cos o

Figura 6.1: Descomposicién de las fuerzas en un plano inclinado.

La importancia de esta igualdad se podra ver mejor cuando hablemos de los
sistemas de particulas, concretamente en la seccién [8.3.3.

6.5. Conservacion de la energia

Cuando en un problema intervienen sobre el sistema unicamente fuerzas con-
servativas3 se pude aplicar el teorema de conservacion de la energia. Esto supone
que

E;=FEy,

siendo F; y Ey las sumas de las energias potenciales mds la energia cinética en los
momentos i y f*.

La explicacién de esta igualdad tan interesante no se expresa aqui porque se
verd més concretamente en el capitulo [7.4.

6.6. Resolucién de problemas

6.6.1. Planos inclinados

Es comtin en los problemas la presencia de planos inclinados. En estos casos
habra que tener en cuenta que, asi como la gravedad siempre se presenta vertical, la
normal sera perpendicular al plano inclinado, por lo que ningun sistema de coorde-
nadas ortogonal tendré exactamente comprendidas las fuerzas en accién en sus ejes.
Esta pequena dificultad se soslaya de una manera simple, se proyectan las fuerzas
sobre los ejes que estemos utilizando.

Una buena eleccién suele ser tomar el eje y en la normal al plano inclinado, y el
eje x acorde con su superficie de deslizamiento. De esta forma la normal estara to-
talmente comprendida en el eje y, y sélo habrd que considerar las proyecciones de
g usuales; gcos a para la normal y gsin« la componente de la gravedad que hace
desplazarse el vehiculo hacia abajo en el plano inclinado. Todo esto se puede ver en
la figura[6.11

‘P Un cuerpo desliza por una rampa inclinada 30° y con un coeficiente

3Bésicamente, siempre que no hay rozamiento.
4Llamados asi por 4nicial y final.
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Figura 6.2: ;Cudl serd la aceleracién de este sistema?

de rozamiento p = 0,2. Calcular la aceleracién con la que desciende
suponiendo que g = 9,873.

R Tomemos para enfocar este problema el grafico representado en la
figural6.1. Habremos de aplicar la ecuacién de Newton

F=md

para un sistema adecuado de ejes. Se van a tomar como ejes unos tales
que el eje = presente la misma inclinacién que la rampa. De esta forma
planteando la ecuacién primero para el eje y:

Fy, = ma,

y como las fuerzas en el eje y son la normal (componente positiva) y la
proyeccién sobre este eje y del peso (componente negativa) tendremos
que

N — mgcos 30 = ma.

Ahora hay que darse cuenta que, en el eje y el cuerpo no se acelera
porque, como en ningun momento se despega de la superficie, siempre
suy =y, por tanto, a, = 0. Asi que tenemos que N —mgcos30 =0 =
N = mg cos 30.

Para el eje z tenemos dos fuerzas, la proyeccién sobre nuestro eje x
del peso y la fuerza de rozamiento. Asi pues

F, =ma; = mgsin30 — uN = ma,

y haciendo las oportunas sustituciones podemos despejar a,, que es la
aceleracion del sistema.

a; = gsin 30 — pug cos 30 ~ 3,2%.
s

Cuando aparecen varios cuerpos unidos por cuerdas hay que hacer este mismo
analisis para cada cuerpo, incorporando como fuerza la tensién que ejercen las cuer-
das y dandose cuenta de que a, sera la misma para todos los cuerpos, puesto que
si se encuentran unidos por cuerdas su movimiento serd solidario.

P Encontrar la aceleracién del sistema dibujado en la figura [6.2.
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R Tomemos primero el cuerpo 1 y analicemos las fuerzas que apare-
cen sobre él. Podemos, aprovechando el andlisis del problema anterior,
darnos cuenta de que un estudio de las fuerzas perpendiculares a la su-
perficie va a darnos sélo como resultado que Ni = migcosa. Asi que
las fuerzas horizontales seran, tomando como sentido positivo hacia la
derecha:

1. La tension, positiva.

2. La componente x del peso, de valor —m;gsin a.

3. El rozamiento, que serd —ui Ny = —puymigcosa.
Para el cuerpo 2 se tendrédn las fuerzas:

1. Tensién, negativa para este cuerpo. —7T

2. Componente z del peso: magsin 3.

3. Rozamiento, —pus Ny = —pamag cos (.

Queda ahora plantear el sistema de ecuaciones que resolvera este proble-
ma. Antes hay que darse cuenta que la componente x de la aceleracién
debe ser la misma para ambos cuerpos, ya que van solidarios gracias a
la cuerda. Llamaremos a esta componente de la aceleracién simplemente
a.

T —migsina — gymigcosa = mia

—T 4+ magsinf — pamagcos . = maa } '

Resolviendo este sistema (por ejemplo sumando las ecuaciones miembro
a miembro) se obtiene ficilmente que

mg sin 8 — pameo cos f — my sina — pymy cos o

mi + mo

6.6.2. Curvas

Cuando aparecen problemas de estabilidad en las curvas pueden ser de los tipos
explicados a continuacién y cuya representacion se ha pretendido en la figura 6.3.

Curvas sin peraltar

En estos casos la fuerza de rozamiento es la que nos proporciona toda la com-
ponente normal que servird para tomar la curva. Siempre que tengamos que ésta
es mayor que la aceleracién normal el automévil serd capaz de tomar la curva, es
decir, el caso limite se alcanza cuando

2

F.=ma, =m—

R

Curvas peraltadas sin rozamiento

En estos casos se toma la proyeccién de la normal sobre la horizontal como
causante de la fuerza centripeta. Este caso se puede ver en la figural6.3b y se tiene,
simplemente, que:

2
mY% v2
tanq = —& = —.
mg Ry
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Figura 6.3: Distintas situaciones ante una curva.

Curvas peraltadas con rozamiento

Este es un caso bastante mas complejo de analizar. Podria ser un buen ejercicio
para el lector intentar demostrar que, en este caso, la velocidad limite para tomar
la curva siendo g la aceleracién de la gravedad, u el coeficiente de rozamiento, a el
angulo de inclinacién de la curva y R el radio de la misma, es

R u+ tan o
U: —_— .
gl — ptan o

En otras situaciones se pide que analicemos si vuelca o no un automévil. Se
considera que vuelca cuando la fuerza sobre el centro de masas supera el angulo que
forma el centro de masas con alguno de los extremos donde se apoya el vehiculo.
Un dibujo puede verse en la figural6.3. (Este apartado necesita actualizacién).

Vuelcos

6.6.3. Casos limite

Es comin la existencia de problemas en los que se nos pregunta por un caso
limite, relacionado con cuando un mévil se saldrd de un determinado recorrido,
o podra dar una vuelta completa en un bucle, o similar. En estos casos hay que
tener en cuenta, simplemente, que un cuerpo permanecera adherido a una superficie
mientras exista una cierta reacciéon de la superficie al cuerpo, es decir, mientras la
normal no sea nula. Cuando la normal es nula estamos ante el caso limite.

También es muy conveniente recordar que, en la mayoria de estos casos, los
cuerpos siguen una trayectoria circular. Pues bien, habrd que recordar que este
recorrido circular sélo es posible si existe una aceleracién centripeta del médulo
adecuado a la velocidad y radio de la trayectoria, (ver (5.1) y (5.2)) con lo que
habra que realizar la descomposicién oportuna de fuerzas para ver qué parte es la
que suministra esta componente y, cuando las fuerzas exteriores no sean capaces de
suministrar esta aceleracién normal, nos hallaremos con el caso limite y el cuerpo
se saldria de su trayectoria circular o, en definitiva, dejarfa de hacerla.

P Calcular la altura minima desde la que hay que dejar caer un
objeto para que logre dar la vuelta a un bucle entero, como el dibujado
en la figura 6.4. Se desprecian todos los rozamientos que pudiere haber.
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Figura 6.4: ;Desde qué altura podra una masa realizar un bucle?.

Resolucion R Analizando las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo cuando éste
se encuentre en el punto B de la trayectoria, tenemos que, tomando

s . o . . . ’
ﬂ. como sentido positivo hacia arriba, el peso serd —mg, la normal en

este caso es hacia abajo porque la fuerza que realiza la superficie sobre
el cuerpo es siempre evitando que este “atraviese” la superficie, y en
este caso “atravesar” la superficie supondria empujarla en exceso hacia
arriba, con lo cual, tomando N como el médulo de la normal, la normal
serda —N. Por tultimo el efecto de estas dos fuerzas serd producir una
aceleracion pero, como en este caso el objeto estd rotando, no serd una
aceleracién cualquiera sino una aceleracion puramente normal y, por
tanto, de médulo
0= —

R

y sentido también hacia abajo (hacia el centro de la curva). De esta
manera tendremos que el andlisis de fuerzas en la parte méas alta del
bucle (punto B) es

U2

-mg—N=—-m—.

R

1 Qué significa esta férmula?. Lo que significa es que son el peso y la
normal, los que “empujan” al cuerpo hacia abajo obligdndole a girar y
realizar una trayectoria circular. Ahora bien, si “mentalmente” vamos
disminuyendo v en la féormula, nos damos cuenta de que el término de
la aceleracién normal va siendo més pequeno, y por tanto la fuerza
centripeta también. ;Cémo se logra esto?. Como el peso es constante
sélo se puede lograr disminuyendo la fuerza que ejerce la normal. Cuando
la fuerza centripeta sea igual que el peso del cuerpo tendremos que en
este instante la normal es cero. ;Y si es menor la fuerza centripeta que
el peso?. Entonces deberiamos tener una normal positiva, es decir, que
“empujara” hacia arriba. Pero esto es imposible, porque claramente se ve
que las superficies no “absorben” los cuerpos, que es lo que supondria que
la normal tuviera signo contrario. Por lo tanto si m% < mg el cuerpo no
puede rotar correctamente y caeria saliéndose del bucle. Intuitivamente
sucede que, como la fuerza centripeta no necesita tanto peso, “sobra
componente vertical” y, por tanto, el cuerpo cae.

Asi pues deducimos que la velocidad limite con la que debe llegar el
cuerpo arriba es tal que m% =mg = v =+/gR.
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Por tltimo, para relacionar esta velocidad con la altura utilizamos el
teorema de conservacion de la energia, ya que no hay rozamientos. Asi

EA+EA = 0+ mgh 1 2
c » = Zm(+/
Ef—i—Ef Linv? + 2mgR = mgh 2m( gR) +2mgR

y con un simple cdlculo se obtiene que

5
h—gR.

Aunque entender intuitivamente de donde sale este %R mas de lo
que parece que se necesita para llegar al punto mas alto del bucle no
es sencillo, si puede intentarse pensando que, al llegar a la parte més
alta del bucle se requiere un minimo de energia cinética para seguir
desplazandose hacia la derecha, pero la suficiente para que el cuerpo
siga girando. Este minimo lo proporciona esa altura extra.
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Capitulo 7

Consideraciones energéticas

7.1. Introduccion

Los conceptos de trabajo y energia son de gran importancia en fisica, y también
son muy utilizados en la vida cotidiana. No obstante el uso habitual de estos con-
ceptos en la vida diaria no siempre coincide con su idea fisica, por lo que habra que
tratar la intuicién con cierto cuidado cuando la apliquemos a las situaciones en las
que intervienen el trabajo y la energia.

7.2. Trabajo

Se define trabajo como
W= /ﬁ-dﬁ (7.1)

La unidad del trabajo es el Julio. Un Julio equivale a un Nm. Si la fuerza
aplicada es constante, entonces se puede decir que

W =F.7=Frcosa, (7.2)

en donde « es el dngulo que existe entre la linea de aplicacién de la fuerza y el
desplazamiento del cuerpo.

¢ Se tiene asi que una fuerza aplicada perpendicularmente a un despla-
zamiento no produce trabajo. Por ejemplo, avanzar horizontalmente mientras
se sujeta una bolsa no produce trabajo, porque la fuerza aplicada es vertical
y, por tanto, perpendicular al desplazamiento. ;Cémo se puede entender esto
intuitivamente?. Realmente uno asocia la palabra trabajo con “cansancio” y,
por tanto, parece que llevar una pesada bolsa deberia producir trabajo fisico,
porque cansa. Para entender esta situacién podemos pensar que realmente no
es necesario sujetar personalmente la bolsa a cierta distancia del suelo, puesto
que esta misma acciéon puede realizarla un soporte con ruedas, por lo que el
trabajo auténtico consiste en desplazar el objeto paralelamente a las fuerzas
que se oponen a él, como podria ser en este caso el rozamiento del soporte con
el suelo.

P ;Cuanto es el trabajo que produce la normal sobre un cuerpo que
realiza un desplazamiento sobre una superficie cualesquiera?

R Ninguno, porque la fuerza normal siempre es perpendicular al
desplazamiento del cuerpo y por tanto, el trabajo (producido por la
normal) serd nulo.
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CAPITULO 7. CONSIDERACIONES ENERGETICAS

Ahora bien. ;Cémo podemos definir el trabajo si la fuerza es variable, o si la
trayectoria es curva?. En ese caso suponemos valida la definicién de trabajo para
una trayectoria muy pequenia (infinitésima) y sumamos (integramos) a todos los
“pequenos trozos de trayectoria”.

Es decir:

2
Wrwlz/ F . dF (7.3)
1

P Un nino arrastra un trineo durante 100 metros. Para hacerlo tira
de una cuerda con una fuerza de 80 Newton formando un angulo con el
suelo de 30°. ;Cudl es el trabajo producido?

R Utilizando la férmula (7.2) tenemos simplemente que:
W =80 - 100 cos 30 = 6928,20.J

> Las definiciones de trabajo son:

W:/ﬁd

W = F.7=Frcosa

=

7.2.1. Trabajo conservativo

Trabajo conservativo es aquel producido por las fuerzas conservativas. Una fuer-
za, es conservativa si el trabajo que realiza no depende del recorrido sino sélo de
los puntos inicial y final, es decir, independientemente del itinerario seguido. Si un
cuerpo se desplaza desde un punto A hasta otro B bajo la accién de una fuerza con-
servativa el trabajo realizado por dicha fuerza serd el mismo independientemente
del itinerario del cuerpo.

Estas fuerzas son muy importantes porque para ellas se puede definir una mag-
nitud denominada energia potencial (ver 7.5.2). Ejemplos de fuerzas conservativas
son las fuerzas constantes (aquellas cuyo valor es el mismo para todos los puntos
del espacio) y centrales (las que presentan la forma funcional f(7) = f(r)#).

> Trabajo conservativo es aquél que sélo depende de los puntos inicial
y final de la trayectoria.

7.3. Potencia

La potencia se define como el trabajo realizado por unidad de tiempo, es decir

dw
P=— 74
7 (7.4)
donde, si el trabajo es constante, se puede expresar como
%%
P=—, (7.5)
t
y si la fuerza es constante se puede decir que
P=F.. (7.6)

La unidad de la potencia es el Watt o Vatio. (W).
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> Potencia es el trabajo realizado por unidad de tiempo.

¢ La magnitud potencia puede servir para entender algunas situaciones de
la vida cotidiana. Por ejemplo los motores de los coches (suponiendo que la
presion que se ejerce sobre el acelerador es constante) desarrollan una potencia
que podemos considerar constante. Esto supone que, como se deduce de la
férmula (7.6) la fuerza que puede desarrollar el motor multiplicada por la
velocidad es constante. ;Qué podemos explicar con esto?. Supongamos que
un automévil estd ascendiendo por un puerto, y por tanto su motor debe de
realizar una fuerza bastante considerable para contrarrestar la componente
del peso que “tira de él hacia atras”. El conductor se ve obligado a ir en una
marcha corta, lo cual significa que la relacién entre la fuerza y la velocidad va
a ser de mucha fuerza frente a poca velocidad. El mismo conductor en cambio,
en un llano, puede ir en una marcha muy larga y a gran velocidad, porque
la fuerza que debe desarrollar el motor es poca, inicamente para vencer los
rozamientos.

Si este conductor es adelantado por un coche de gran potencia verd como,
efectivamente, si la potencia es mayor, el coche que le adelante puede desarro-
llar la misma fuerza que se necesita para ascender por el puerto, pero a una
velocidad mayor.

P Calcula la potencia que debe tener una bomba de agua para as-
cender mil litros de agua por minuto a una altura de 10 metros.

R Primero calculemos el trabajo que debe realizar esta bomba para
ascender este agua. Usando la férmula para fuerzas constantes y notando
que la fuerza que debe realizar la bomba es paralela al desplazamiento
y de médulo igual al peso del agua que ha de ascender tendremos que,

W = Fd=1000-9,8-10cos0 = 9,8 - 10*.J.
Aplicando ahora la ecuacién de la potencia (7.5) tendremos que

~ 9,8-10

P
60

=1,6-10°W.

7.4. Energia

Se considera tacitamente la energia como la capacidad para hacer un trabajo, o
bien el trabajo “acumulado” por un cuerpo.

El concepto de energia es uno de los mas fructiferos de toda la fisica, pero
también es bastante abstracto, dada la gran diversidad de formas en las que aparece,
por ello iremos viendo algunas, aunque antes necesitaremos definir unos conceptos
previos.

7.5. Conceptos previos

7.5.1. Energia cinética

Energia cinética es la que tiene un cuerpo por desplazarse a determinada velo-
cidad. Realmente resulta un poco sorprendente que un cuerpo, por el mero hecho
de moverse, tenga un tipo de energia, pero no tenemos mas que pensar que efecti-
vamente, en caso de un choque, por ejemplo, este cuerpo es capaz de producir un
trabajo (de deformacién, o del tipo que sea) y por tanto, debe de tener una energfa.
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Se puede demostrar la existencia de la energia cinética de varias formas. Una
manera (que se deja como ejercicio al lector) es suponer que se estd aplicando una
fuerza constante sobre un cuerpo y que, por tanto, utilizando la ley de Newton
F = ma, tendremos un cuerpo sometido a una aceleracién constante y, usando las
ecuaciones del movimiento, relacionar la cantidad trabajo, que serd malAx con la
velocidad.

Otra forma es calcular el trabajo que desarrolla un cuerpo sometido a una cierta
fuerza paralela (para simplificar el cdlculo) del tipo que sea. Utilizando (7.3) tenemos

que
2 2
W = / Fdx:/ ma dx
1 1
2 2
d d
= / m—vdx:/ m—xdv
1 dt 1 dt
2
1 1
= dv = =mv? — Zma?.
/1 mydy = gmuy — omuy
Con lo cual se puede ver que el trabajo “se acumula” en forma de energia cinética

cuya férmula es
Lo o

E.=-mv (7.7)
2
> Energia cinética es la energia que tiene un cuerpo por desplazarse
con cierta velocidad y su valor es
1
E.= “mv?.
2
¢ En algunos libros de fisica se denomina a la energia cinética como 7.
Es mas correcto expresarlo como
1 1
2 2
Wy — Wi = —mu; — —muy, (7.8)

2

éste es el llamado teorema de las fuerzas vivas.

Para resolver un problema utilizando este teorema habra que elegir unos instan-
tes 1 y 2y, calculando el trabajo y la energia en cada uno de estos instantes, el teo-
rema nos permitird relacionar una de estas magnitudes con el resto. Generalmente
se busca una velocidad y se tiene el resto de datos. Hay que elegir convenientemente
los puntos 1 y 2 para obtener lo que deseamos y, ademas, intentar que el maximo
numero de estas magnitudes sea nulo, lo cual facilita el calculo.

2

P Se aplica una fuerza horizontal de 100N a un cuerpo de 2kg que
estd inicialmente en reposo. {A qué velocidad se movera al cabo de 20
metros?.

R Apliquemos el teorema de las fuerzas vivas (7.8) a este problema
y tendremos que _
W=E!-FE!

siendo ¢ y f los instantes inicial y final, respectivamente. Vemos que, en
este caso, E! es nula, porque el cuerpo parte del reposo, y que el trabajo
serd, como la fuerza es paralela al desplazamiento, W = F'd = 100-20 =
2000.J. Tendremos entonces que

1
2000J = imv2
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y por tanto

7.5.2. Potencial

La energia potencial es aquella relacionada con fuerzas conservativas. Se define
la energia potencial en un punto de tal forma que se cumpla

Wap = Ey(A) — E,(B) (7.9)

Igualmente, unificando las definiciones (7.3) y (7.9) se puede decir que
W= /ﬁ .d§ = —AE, (7.10)

es decir, el trabajo realizado por una fuerza conservativa equivale a la disminucién
de la energia potencial, donde hemos llamado AE, = E,3 — Epi.

Es muy importante darse cuenta de la aparicién del signo — en la férmula (7.10),
consecuencia de la definicién (7.9) anterior. Dicho signo aparece también en las
ecuaciones (7.11), (7.12), (7.13), y (7.14).

¢ Otra notacién para la energfa potencial es, en vez de llamarla E,, deno-
minarla U.

¢ Intuitivamente la energia potencial es la que tiene un cuerpo por el mero
hecho de ocupar una determinada posicién en el espacio. Asi por ejemplo, ve-
remos méas adelante, concretamente en 7.5.2) que un cuerpo que se encuentre
a una cierta altura h sobre la superficie terrestre presenta, sélo por este hecho,
una energia potencial. Podemos entender esto ddndonos cuenta de que, efecti-
vamente, un cuerpo, por el mero hecho de estar elevado respecto al suelo, tiene
energia, puesto que puede caer al suelo y, por tanto, desarrollar un trabajo
durante su caida.

Gravitatoria en la superficie terrestre

Aplicando la definicién de potencial indicada en (7.10) tendremos que

By =— /Oym(—g)ds = mgy (7.11)

Se tiene que
E, = mgy
siendo y la altura sobre el suelo o el nivel 0. En la integral aparece (-g) ya que

el sentido de la fuerza de la gravedad es contrario al sentido en que se toman las
alturas.

> La energia potencial cuando el valor de g se puede tomar constante
es

E, = mgh.
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Gravitatoria general

Como se puede ver mas ampliamente en (11.1]) todos los cuerpos se atraen entre
s{ con una fuerza que se rige por la ley de Newton de la gravitaciéon universal, es
decir, que el médulo de la fuerza de atraccién es

Mm

F=-G=3

)

w_»m

en donde el signo nos informa de que el sentido siempre es de atraccion.
Asi pues para calcular la energia potencial que un cuerpo de masa m tiene por
estar a una distancia r de otro de masa M no habrd mas que calcular

Ep:f/Fdr: f/fGMQm dr:—GMm/f% ar =M™ (719
r r r

> Energia potencial gravitatoria (en el caso general) es

M
B, = -G "
r

o Tanto en esta férmula como en la férmula (7.14) un andlisis del signifi-
cado estas expresiones y, mas concretamente, de la presencia de una r en el
denominador, nos indica que, para estas dos férmulas, el origen de las energias
se toma en el infinito, es decir, que la energia potencial de un planeta (por
ejemplo) es nula, cuando este planeta estd totalmente aislado, es decir, infini-
tamente alejado, del otro.

Elastica

Para muelles y sistemas de fuerzas centrales que cumplan F' = —k7” se tiene que,
(tomando una unica dimensién)

1
E, = —/Fdx = —/—kxdx = 5Kx2 (7.13)
> La energia potencial de un sistema que obedece a la ley de Hooke
es

E, = 1K

= —Kux*.

P2
Electrostatica

Dadas dos particulas con cargas q y @, se comenta en el apartado 12.1] como el
modulo de la fuerza de atraccién entre ambas cargas es

Qq

F:Kr_z’

siendo r la distancia que existe entre ambas cargas. De esta forma se puede extraer
facilmente que la energia potencial electrostatica serd

Ep:f/Fdr:—/K%dT:KQQ/_T—ZT:K% (7.14)

> Energia potencial entre dos particulas cargadas es

B, = k%
T
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7.6. Conservacion de la energia

Cuando en un sistema sélo aparecen fuerzas conservativas, se tiene entonces que
se cumple el siguiente teorema de conservacién de la energia

E,(A) + E.(A) = E,(B) + E.(B) (7.15)

Siendo Ay B dos momentos cualesquiera en la evolucién de la particula, y E,(A)
y Ep(B) la suma de todas las energfas potenciales que tenga el cuerpo en los puntos
Ay B.

Este teorema es muy util para la resolucién de ciertos aspectos de los problemas,
sobre todo los relacionados con la obtencién de la velocidad en determinados instan-
tes en un sistema conservativo. Esto se debe a que, por ejemplo, en un movimiento
sin rozamientos de un cuerpo bajo el campo gravitatorio terrestre en superficie,
particularizando (7.15) tenemos

L o L

5l + mgy1 = 5muy + mgys

de donde podremos despejar facilmente la velocidad en uno y otro instante segin
los datos que conozcamos.

> El teorema de conservacién de la energia dice que la energia total
en todos los instantes es la misma, siendo la energia total la suma de las
energias cinéticas mas las potenciales.

P Un cuerpo desliza sin rozamiento por una pista de hielo. Si parte
del reposo desde una altura de 7 metros sobre el suelo. ;A qué velocidad
estard cuando se encuentre tan sélo a 1 metro sobre el suelo?

R Llamemos A al instante inicial, en que encuentra parado y a 7
metros, y B al segundo instante, cuando viaja a una velocidad v y se
encuentra a tan solo 1 metro. Tendremos entonces que

A A _ B B
E4 + EA = EP + E!

en donde E' = mg7, EF = mgl, como parte del reposo E* = tmv? =0
porque v4 = 0 y denominando vp a la velocidad cuando pasa por el
punto B tendremos que EF = %mv%. Tendremos entonces que

1
mg7 = mgl + §mv]23 =v=429(7T-1)~ 10,84%.

7.6.1. Rozamiento

En el caso de que exista rozamiento u otras pérdidas de energia no conserva-
tivas podremos atn seguir usando (7.15) siempre que tengamos la precaucién de
introducir esta energia perdida por rozamiento con el signo oportuno. Por ejemplo
si tenemos un problema en el cual aparece la energia potencial en la superficie te-
rrestre mgh y también una fuerza de rozamiento podriamos plantear la ecuacién de
conservacion de la energia entre los instantes 1 y 2 como

1 1
§mvf + mgy, = 5mv§ +mgys + £,

donde se ha representado por E* la energia que se ha perdido entre dichos instantes.
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Figura 7.1: ;A qué velocidad llegard al final?.

> Cuando aparezcan trabajos procedentes de fuerzas no conservativas Recuerda
los puedes poner como

A A B B *
ES+E;=E +E +FE (7.16)
Donde E* es el trabajo no conservativo.

A su vez el trabajo de rozamiento puede calcularse teniendo presente que W =
Fdcosa y que a = 180° porque el rozamiento siempre se opone al desplazamiento.
De esta forma se tendria que W = —uNgs pero, como el término E* se sitia en el
miembro derecho de la ecuacién (7.16]) con valor positivo, simplemente

E* = uNs,

donde N es la normal y s es el desplazamiento que ha realizado el cuerpo, es decir,
la distancia durante la cual ha experimentado el rozamiento.

Problema ‘P Dejamos caer desde el reposo un cuerpo de masa m por una rampa
de « grados de inclinacién desde una altura h (ver figural7.1). Si la rampa
¢ ofrece un coeficiente de rozamiento u. ;A qué velocidad llegard al suelo?
Resolucién R Planteemos la ecuacién de conservacién de la energia expresada
en (7.16) y analicemos el valor de cada término. Antes llamaremos A al
instante en el cual el cuerpo se encuentra a cierta altura A y B cuando
el cuerpo estd ya al nivel del suelo con una velocidad v. Asi tendremos
que
A
E; = mgh
B _
E; = mg0=0
1
EA = Zm0?>=0
2
1
B 2
£ = 5mu
E* = uNs

Donde queda por precisar que s es el espacio total recorrido por el cuerpo
mientras bajaba por la rampa. Teniendo en cuenta que el espacio s es
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la hipotenusa de un triangulo rectangulo donde un angulo mide o y su
lado opuesto mide h, se tiene que s = Siﬁa.

Respecto a la normal N, como se ha visto ya en/6.6, su valor serd N =
mg cos « por lo que el valor de E* en funcién de pardmetros conocidos

serd,

E* = umgcosa

SN &«

Por fin utilizando (7.16) tenemos que

Lo o
mgh = —mv* + pumg cos a——
2 sin «

y despejando v se obtiene la solucién, que es,

v =1/2gh (1 — ptana1).

o Como consecuencia del problema anterior jPara qué relacién entre p y
« el cuerpo no podria bajar por la rampa?.

7.7. Impulso

El impulso surge de integrar la fuerza respecto al tiempo.

I= / Fdt. (7.17)

O lo que es lo mismo,
Ap=py—p1 =1 — 1, = /ﬁdt.

7.8. Gradiente

o Sabiendo que podemos expresar un incremento infinitesimal de energia
potencial como

dE, = E,(F + dF) — E,(F) = —F - dF = —(Fyda + F,dy + F.dz)

y que la regla de derivacién de la cadena para varias dimensiones nos dice que

OF OFE 0F
db, = Pdx Pd Pdz
P ox + Oy vt 0z
tenemos entonces una interesante relaciérm que nos dice que
— aEP
TR,
Fz = - 80:

A raiz de esto se puede definir matemdticamente el gradiente de un escalar
como nabla por dicho escalar. Por nabla se define al “vector®” V = a%“‘ a%j—i—

2 [. La notacién 2L supone derivar la funcién f respecto a la variable z y
oz ox

considerar el resto de variables, (y, z, etc.) como si fueran constantes.

1Mucho més explotada en libros de fisica més avanzados

2Pues realmente es un operador, ya que acttia como una derivacién sobre los escalares o vectores

a los que se le aplica.
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Con esto podemos definir el vector fuerza como
F=-VE, (7.18)

Las propiedades matematicas del gradiente son muy interesantes, aunque
exceden ampliamente el nivel de este libro.
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Capitulo 8

Dinamica de un sistema de
particulas

8.1. Conceptos y definiciones primarias

Sistema de particulas es un conjunto de particula£ cuyas propiedades globales
queremos estudiar.

Fuerza exterior de un sistema de particulas es aquella que viene de fuera del siste-
ma. Fuerza interior es la proveniente de las interacciones entre las propias particulas
del sistema. Se pueden denotar como Fe*t y Fint,

8.2. Centro de masas

El centro de masas para un sistema de particulas discreto es

N m1F1 —+ m21?2 =+ ... Zivzl mﬂ?l
Tem = = N . (81)
mi + mo + Z

Cuando se tenga un sistema continuo el centro de masas vendréd definido como

L [rdm
Tem = fdm

0, expresandolo mejor en funcién de la densidad del sistema

L [pdm

cm —
mr

siendo mp la masa total del cuerpo continuo.

8.2.1. Teorema de Pappus

o Este teorema resulta muy util para calcular el centro de masas de
algunas figuras. El mecanismo de funcionamiento es como sigue: tomando
un area cualquiera cerrada en un plano y generando un sélido rotandola en
el espacio de manera tal que cada punto siempre se mueva perpendicular al
plano del area, tendremos como resultado que el sélido asi generado tendra un
volumen igual que el area de esta seccién empleada por la distancia que se ha
desplazado el centro de masas.

1Supuestas puntuales.
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8.3. Dinamica del centro de masas

8.3.1. Velocidad

Hallar la magnitud ¥, es simplemente derivar la ecuacién (8.1), con lo cual se
llega a

vcm Z Pi

0, también se tiene

N
ML Fem = Y _ Pi. (8.2)
i=1
8.3.2. Aceleracion
Derivando dos veces
Fe® = mydem,. (8.3)

Para llegar a este resultado ha hecho falta darse cuenta de que cada F, = mlaz
N
se puede descomponer en F; = Feot 4 Fint donde Fint — D i F”7 siendo estas Fy;
todas las fuerzas de interaccién entre las particulas o, més concretamente, la fuerza
que una particula j ejerce sobre la i. Posteriormente cuando se suman todas estas
fuerzas en la férmula general se tiene que el sumatorio 32N S, Fi. se anula ya
g q i i L] y

que, por el principio de accién y reaccién, Fi; = —Fj;.

8.3.3. Momento lineal

Se define el momento lineal de un sistema de particulas como la suma de los
momentos de cada una de las particulas que integran el sistema. Quiere decir esto
que el momento lineal de un sistema sera

N
Py P
i=1
Atendiendo a la férmula (8.2) podemos ver claramente que

D= MVem.

A su vez, si la fuerza exterior ejercida sobre el sistema de particulas es nula,
haciendo uso de (8.3) se ve facilmente que p’ permanece constante, de donde podemos
enunciar la conservacién del momento lineal total del sistema:

Fert = 0 = = cte.

> Si la fuerza neta externa que actia sobre un sistema es nula, el
momento lineal de éste se conserva.

8.3.4. Energia

Generalizando el teorema de las fuerzas vivas a todo un sistema de particulas se
puede demostrar que
WA = E.(B) — E.(A)
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N .
donde E,. = Zi:l E. ;. Cuando todas las fuerzas, tanto las internas como las exter-
nas, que aparecen en accion en el sistema son conservativas podemos enunciar un
teorema general de conservacion de la energia, que dird

Er = E. + E, = cte.

Ahora bien, como ya hemos definido una FE. total nos quedara ver cémo definir la
magnitud F,. Intuitivamente se puede ver que deberd ser una suma de todas las
energias potenciales puestas en juego en el sistema, es decir, un término donde se
considere la energia potencial que pueda tener cada particula por la aplicacién de la
fuerza externa, y otro donde se sumen todos los pares de interaccién entre particulas
del propio sistema, que también contribuird. Estas ideas se traducen en

ZE““ +3 ZZE;%

1—1 j#i

Energia mecanica interna

Relacionando la energia cinética de un sistema de particulas en un sistema de
referencia inercial usual con la que tiene en el sistema de referencia centro de masas
se llega a la ecuacién

1
_ o 2
Ec = Ec + imtvcm
donde vemos que, ademas de la energia cinética que tiene el sistema considerandole

como un unico cuerpo situado en su centro de masas, aparece otra energia, que se
relaciona con cémo se mueven esas particulas respecto al centro de masas.

o Posteriormente veremos que esa E. se puede expresar mucho maés facil-
mente cuando tenemos un sistema de masas continuo que esta rotando

> Cuando tanto las fuerzas externas como las internas que actian
sobre un sistema de particulas son conservativas, la energia total del
sistema permanece constante.

8.4. Aplicaciones

8.4.1. Sistema de referencia del centro de masas

Consiste en situar el sistema de coordenadas justo con el origen en el centro
de masas. Tiene como ventaja que, si la resultante de todas las fuerzas exteriores
es nula, es decir si Feat — 0, entonces en este nuevo sistema el centro de masas
permanece constante e igual a 0 (ya que estd situado en el origen de coordenadas)
y ademas, se trata de un sistema inercial.

Para pasar de un sistema a otro basta usar las ecuaciones (5.3) en este caso
particular y tendremos

i o

K3

habiendo primado en este caso las coordenadas que se verian desde el sistema centro
de masas.
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8.4.2. Problemas de dos cuerpos

o Cuando tenemos un problema de dos cuerpos podemos separar este
problema en dos situaciones diferenciadas. Por ejemplo, si queremos ver que
sucede con el sistema Tierra-Sol, podriamos plantearnos usar la ecuacién (8.3)
para tener una idea global de cémo se estd moviendo el sistema.

No obstante esta ecuacién no nos da la informacién concreta de cémo una
particula, o un planeta, se mueve respecto al otro, sino sélo como se desplaza
su centro de masas. Es muy util suponer que las fuerzas exteriores sobre el
sistema sean nulas, es decir, que tengamos un sistema de dos cuerpos aislados,
y ver que sucede. En ese caso @.m = 0 y, por tanto, el c.d.m. se desplazara con
movimiento rectilineo y uniforme (o se estard quieto). Pero {qué sucede con
las particulas que componen nuestro sistema?.

Cuando las fuerzas externas son nulas se puede demostrar tras un poco de
algebra que =

Fio = pdiz
donde p = % y d12 es la aceleracién del cuerpo 2 vista desde el 1. Esta
igualdad nos permitiria establecer como es el movimiento de los cuerpos como
si de un unico cuerpo de masa u se tratase.

8.4.3. Colisiones

Cuando tenemos un sistema de particulas en el cual sus particulas componentes
chocan entre si, en ausencia de fuerzas externas, hemos de tener en cuenta que
esto supone una conservacién de la masa, evidentemente, mas una conservacién del
momento lineal, como ya se ha escrito en[8.3.3. Por tanto tomando el sistema en un
instante ¢nicial y otro final tendremos

Zi Py = Zl p;

En general, para simplificar los problemas, el nimero de particulas en los ins-
tantes i y f suele ser 1 o 2.

Conservacion de la energia

En las colisiones, en cambio, no se tiene por qué conservar la energia. Aquellas
en las que si que se tiene que E? = E7 se denominan eldsticas. Para medir el grado
de elasticidad de una colisién, y también para aportar un dato extra en el caso
en el cual la conservacién del momento (y de la masa) no nos aporta informacién
suficiente, se recurre al concepto de coeficiente de restitucién. Este se define en el
caso unidimensional como

F_ g
K:fH (8.4)
2 2

y cuyo valor varia entre 1 para un choque eldstico y 0 para otro perfectamente
inelastico.

o La demostracion de que K = 1 para un choque eldstico no es complicada,
aunque hay que hacer un poco de dlgebra. Pasa simplemente por plantear, para
un choque de dos cuerpos donde no hay variacién en la masa, las ecuaciones de
conservacién del momento lineal y, por ser eldstico, también las de la energia
cinética. Seran dos ecuaciones con dos incégnitas. Se despeja y sustituye y, al
resolver la ecuacién de segundo grado que se obtiene, sale una relacién de vlf
y Ug de la cual ya, introduciendo sus valores en (8.4) se obtiene el resultado
deseado. Seria muy util que el lector comprobara esto personalmente a modo
de ejercicio practico.
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Capitulo 9

Dinamica de la rotacion

9.1. Introduccion

9.1.1. Sdlido rigido

Para simplificar mucho la explicacion de la rotacién en los cuerpos se toma siem-
pre un modelo de como son estos cuerpos que se denomina sdlido rigido. Este modelo
consiste en considerar que los cuerpos, los sélidos tomados, son absolutamente in-
deformables, son rigidos. Matematicamente se puede expresar de una manera mas
rigurosa diciendo que la distancia entre sus particulas no cambia. Dada una particu-
la j y otra i del sistema que consideremos siempre se tendrd que |7; — 7;| = K siendo
K una constante cualesquiera.

Para un cuerpo de este tipo, por tanto, conociendo dénde estd en un momento
determinado una particula y el dngulo 6 de rotacién del cuerpo respecto a la posicién
original, conocemos el resto de las posiciones de los puntos.

9.1.2. Analogias

El estudio de la dindmica de la rotacién se puede hacer sencillo teniendo presentes
las siguientes analogias entre la dindmica normal y ésta.

traslacion Rotacién
T 0
v w
a «
m I = Zmir%
7 L=FAP
F M=7AF
F=ma M=1x
F=1% M =4
p = mu L=1w
W = Fd W = M¢o
E. = %mzﬁ E. = %Iuﬂ

9.2. Momento de una fuerza

Cuando un cuerpo sufre una aceleracion es porque tiene una causa que lo pro-
voca. Newton descubrié que es la fuerza la causa de que esto suceda. ;Cudl es la
causa de una rotacion?. Es el momento de una fuerza. Una deduccién facil, clara y
divertida se puede encontrar en [1]. De momento aqui se expondra su definicién y
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propiedades. Como M = 7 A F tomando M ser4 igual a rF'sin « siendo « el dngulo
formado entre el vector ¥y F. Por tanto la componente perpendicular al vector
posicién es la que interviene realmente en la rotacion.

> La componente de la fuerza perpendicular al vector posicién es la
que realmente interviene en la rotacion.

9.3. Momento angular

En dindmica de traslacion la variaciéon del momento lineal p’ respecto al tiempo
es denominada fuerza. Parece 16gico suponer que debiera existir alguna magnitud
analoga en dindmica de rotacién tal que su derlvada temporal nos proporcione

también la causa, es decir, el momento de las fuerzas M. Como M = FAF probemos

a tomar M = % siendo

L=FAp (9.1)
y ver que sucede al ser derivado. Es sencillo llegar a la conclusién de que, efecti-
vamente, esta magnitud es la andloga del momento lineal P en cuanto que al ser
derivada se obtiene M.

o Derivar esta magnitud no es complicado, razonando que un producto
vectorial no es sino un producto combinado de las componentes de un vector
no parece descabellado admitir que

db

Ab) = /\ b an—

5 @nd) = +ang

Asi tenemos que

dp

TAD) = — /\ A —

. . . i R
en donde es sencillo darse cuenta de que p' = m¥ y que ¥ = F. Tenemos

entonces un primer sumando que serd ¥ A mv = 0 por se el producto vectorial
de dos vectores paralelos, y un segundo sumando que es, efectivamente, igual
a M.

También se puede expresar L en funciéon del momento de inercia I como
L=Iw.

o La igualdad L = Iw se puede conseguir tomando un sélido rigido y
calculando cuanto serd su momento angular. Para una determinada particula
tendremos que L; = m;r;v;. De aqui sélo resulta interesante conocer cuanto
serd la proyeccion de este valor sobre el eje z que vamos a tomar en este caso
como el eje de rotacion. Esta proyeccién se logra multiplicando L; por el sin 6;,
siendo 0; el dngulo formado por 7; con el eje de giro. Asi tenemos que

. 2
L, = g L., = E m;T;v; sin 0; = E m; Rjw

siendo R; la distancia de la particula i al eje. Todo esto se puede expresar

ahora facilmente como
2
L.=w E m; Ry =
i

puesto que se define I = ZZ m;R?. Existen algunos ejes en un cuerpo, gene-
ralmente ejes de simetria, tales que si el cuerpo rota alrededor de estos ejes,
el momento angular total es paralelo al eje de rotacién, y por tanto para ellos
L, = L. En estos casos se puede escribir que

L=1Ia.
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¢ El momento angular total como vector L no tiene por qué estar en la
direccién del eje de rotacidn si este eje no coincide con alguno de simetria del
cuerpo.

9.4. Momento de inercia

Se ha visto ya en apartados anteriores la importancia relativa del momento de
inercia I como el andlogo de la masa para las rotaciones.

> El momento de inercia es el andlogo de la masa para una rotacion.

Para sistemas discretos este momento de inercia se expresa como
2
I = g m;r;
i

donde r; representa la distancia de la particula al eje de rotacién. Pero normalmente
se tiene cuerpos reales, formados por tal cantidad de &tomos, de pequenas particulas
que se les supone continuos. Para ellos la formula de calculo del momento de inercia

es
I = /r2dm: /TdeV.

No obstante, a la hora de determinar el momento de inercia de un determinado
cuerpo es interesante conocer que

1. La simetria del cuerpo permite a veces realizar sélo parte del célculo.

2. Como el momento de inercia es aditivol| el calculo de un momento de inercia
de un cuerpo compuesto se puede tomar como la suma de los momentos de
inercia de sus partes. También si tenemos un cuerpo formado por uno més
sencillo al que “le falta un cacho” podemos calcular su momento como la
suma del cuerpo sencillo menos el cacho que le falta.

3. Muchas veces dado el momento de inercia de un cuerpo respecto a un cierto
eje podemos sacar su momento en otro eje sin necesidad de recalcularlo usando
el teorema de Steiner o el de las figuras planas.

9.4.1. Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

El teorema de Steiner relaciona el momento de inercia de un eje que pase por
el centro de masas de un cuerpo con el momento de inercia que tendria el mismo
cuerpo tomando cualquier otro eje paralelo al primero. Esta relacién es

I=1.,+md

donde I es el momento de inercia del cuerpo respecto al eje paralelo al original, I,
es el momento de inercia del eje que pasa por el centro de masas, m es la masa total
del cuerpo y d es la distancia entre estos ejes paralelos.

> El teorema de Steiner relaciona el momento de inercia respecto a
un eje que pase por el centro de masas de un sélido con cualquier otro
eje paralelo a él.

1Ya que proviene de una suma o integracién, que son operadores lineales.
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9.4.2. Teorema de las figuras planas o de los ejes perpendi-
culares.

El momento de inercia de una figura plana respecto a un eje perpendicular a la
figura es igual a la suma de los momentos de inercia de dos ejes que estén contenidos
en el plano de la figura, corten al eje perpendicular y sean todos perpendiculares
entre si.

Es decir, dado el dibujo de la figu-
ra 9.1 tendremos que I, = Iy, + I,. Es-
te teorema nos sirve, por ejemplo, para
calcular facilmente el momento de iner-
cia de un anillo. Respecto al eje que pa-
sa por el centro del anillo, como toda
, X la masa estd situada a la misma distan-
I cia tenemos que su momento de iner-
cia sera de mR? (es trivial, como dicen
los matemédticos). Ademds como el ani-
llo tiene mucha simetria el momento de
inercia de un eje que esté contenido en
Figura 9.1: Dibujo de una figura plana. €l plano del anillo sera igual al de otro

eje también contenido en el plano pero
perpendicular al eje anterior, ya que el anillo “se ve igual”. Si llamamos a este otro
momento I, poniendo p de plano, tendremos que mR? = I, + I, = I, = %mRQ.

> El teorema de los ejes perpendiculares sélo se aplica a las figuras
planas y permite relacionar el momento perpendicular al plano de la
figura con los momentos de otros dos ejes contenidos en el plano de la
figura.

9.4.3. Relacion del momento de inercia respecto a un punto
con los tres ejes

Si llamamos al momento de inercia de un cuerpo respecto a un punto, y no un
eje, Iy tendremos que
2y =1, + 1, + 1.

Como demostracion basta darse cuenta que el momento Iy serd
/(x2 +y? +2%) dm

frente a los momentos

J(y? +2%) dm
[(x? + 22) dm
J( ) d

x2+y2 m

T
Iy
I

9.5. Ecuacion de la dinamica de rotacion

Sabemos ya que % = M y que cuando la rotacién es alrededor de un eje de
simetrfa? L = Iw. Introduciendo esta L en la férmula anterior tenemos sencillamente
que

M= I« (9.2)

donde « es la derivada de w respecto al tiempo, es decir, serd la aceleracién angular.

Lo cual ser4 cierto en los problemas que puedan surgir a este nivel.
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De esta manera la ecuacién (9.2) nos proporciona una relacién entre los momen-
tos aplicados a un cuerpo y la aceleraciéon angular que logra alcanzar ese cuerpo. En
muchos casos, como se puede ver en[9.7.1 y 9.7.2 se puede establecer una relacién
entre « y a.

9.5.1. Conservacion del momento angular

A partir de la férmula (9.2) y, de manera andloga a como lo planteamos con la
dindmica de traslacién, se puede establecer que cuando no actia ningin momento
externo sobre un sistema de particulas o un cuerpo rigido, su momento angular se
mantiene constante, teniéndose entonces que

Esta es una igualdad muy ttil para resolver situaciones en las que el cuerpo varia
su forma, y por tanto su momento de inercia I, pero sin que existan momentos
externos. Una explicacién méas detallada se encuentra en(9.7.6.

> Cuando no actiian momentos externos sobre un sistema de parti- Recuerda
culas su momento angular L permanece constante.

9.6. Energia de rotacion

Al igual que un cuerpo con una cierta velocidad v presenta una energia cinética
igual a %va, los cuerpos que rotan tienen una energia asociada a esta rotacion
que, por analogia, resulta ser

o También se puede razonar tomando E. = Y . 3m;v] y, como v; = 7w Ampliacién
tendremos F = Zl %mw?wz que, extrayendo factor comun resultard ser

1 1
Ec:§ Zmirf w2:§Iw2.

Cuando, ademss, el cuerpo estd girando con respecto a un eje que pase por su
centro de masas la energia cinética total es igual a la de traslacién del centro de
masas mas la de rotacién, es decir

1
E.= §mvfm + ilcmwQ

siendo m la masa total del cuerpo y vem € Iom la velocidad del centro de masas y
el momento de inercia del cuerpo cuando rota por un eje que pase por el centro de
masas, respectivamente.

9.7. Algunos problemas tipicos de rotacion

Se detallan a continuacién algunas situaciones facilmente resolubles y carac-
teristicas en las cuales se aplican las formulas anteriores de dindmica de rotacién.
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9.7.1. Cuerpos rodantes

Cuando un cuerpo rueda sin deslizarse se establece una ligadura, hablando en
lenguaje fisico, entre el angulo que rota el cuerpo y la distancia que avanza. Para
un cuerpo redondo, que es el caso comin, s = R, siendo R el radio de la figura.
Esto es muy logico porque si el camino que va recorriendo el mévil fuera mayor que
la longitud de cuerpo que toca el suelo necesariamente deberia haber algtin tipo de
deslizamiento.

Teniendo esta igualdad es muy facil establecer que

Vern = Rw }

aemm = Ra

9.7.2. Poleas

En problemas en los que aparezcan poleas, como éstas giran alrededor de su
centro de masas y su momento de inercia serd el de un circulo (o un cilindro, si es
tridimensional), tendremos ya toda la situacién conocida.

1. El momento de las fuerzas sera simplemente el producto de la fuerza, o la
tension de la cuerda, por el radio de la polea al que se aplica.

2. El momento de inercia de un circulo es 2 M R?.

3. Tendremos asi que, si la cuerda pasa por la parte exterior de la polea, como es
habitual (hay que tener més cuidado si la polea tiene més gargantas o éstas
no estén sobre la superficie externa del disco) para cada tensién T aplicada
en la polea TR = %MR%[.

4. Como la cuerda gira sin deslizar existe la condicién a = Ra que se aplica a la
ecuacién anterior.

9.7.3. Estatica y equilibrios

En aquellos problemas en los cuales, no existiendo movimiento de ningun tipo,
se nos pida calcular la geometria de alguna estructura o bien las fuerzas de accién o
de reaccién que hay que tener para mantener la estructura en equilibrio basta con
aplicar dos férmulas.

1. Al no haber movimiento del centro de masas tendremos que la resultante de
todas las fuerzas deberd ser nula. Asi

Zﬁ:o.

Esta ecuacién se descompondrd en tantas como dimensiones tenga el proble-
ma.

2. Cuando hay una situacién estatica o un equilibrio el cuerpo tampoco gira

respecto a ningtn punto. Por ello podremos aplicar también que los momentos
resultantes deben ser nulos
d M =o.

Con estas ecuaciones aplicadas con cierta intuicién a algunos puntos concretos
del sistema se pueden resolver este tipo de problemas.
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9.7.4. Calculo de la aceleracién angular de un cuerpo

Para ello hay que aplicar la ecuacion general de la dindmica de rotacion.

Se consigue el momento de inercia de la figura respecto al eje en que se produce
la rotacion.

Se calculan los momentos de fuerzas tomando como punto uno del eje de
rotacion. Si el problema es bidimensional este eje sera perpendicular al plano,
generalmente, y podremos reducir el momento de fuerzas tridimensional a su
modulo, es decir M = Fcsin 6, siendo 6 el angulo que forman F con 7.

Se relacionan estas magnitudes con la aceleracién angular o mediante Y M =
la.

9.7.5. Calculo de momentos de inercia

Para la resolucién de los problemas de calculo de momentos de inercia es habitual

el planteamiento segiin algunos distintos tipos.

Si no conocemos el momento de la figura en absoluto respecto a ningin otro
eje, y ésta no estd compuesta de otras figuras tendremos que aplicar I =
> m;R? para un cuerpo discreto o bien I = fdem = fRzpdV para uno
continuo.

Si la figura es plana y conocemos los dos momentos de inercia del plano, y
nos piden el del eje perpendicular a la figura se intenta usar el Teorema de las
figuras planas. (Ver[9.4.2).

Si conocemos el momento de inercia respecto a un eje que pasa por el centro
de masas y nos piden hallar el de otro eje paralelo a este usaremos el Teorema
de Steiner. (Ver[9.4.1).

Si nuestra figura estd compuesta por otras figuras de las cuales conocemos su
I, o bien parece una figura sencilla a la que se ha extraido alguna otra figura
simple, usando la linealidad del momento de inercia podremos poner nuestro
momento incégnita como sumas o restas de otros momentos mas sencillos,
teniendo siempre cuidado de que todos los momentos estén referidos al mismo
eje de rotacion.

9.7.6. Variacién de la forma del cuerpo que gira

En aquellos problemas en los cuales varie la forma de un cuerpo pero no exis-
tan momentos externos es muy util la aplicacién del principio de conservacién del
momento angular. Tomando un instante ¢ y otro f inicial y final tendremos que

L; = Ly y, por tanto
I,;wi = Ifb«)f,
relacién de la que conocidos tres datos podremos extraer el cuarto.
¢ Esta es la razon por la que las patinadoras sobre hielo, cuando encogen

los brazos, van angularmente més deprisa. Al disminuir su I resulta que w
debe aumentar para mantener constante el momento angular.
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9.7.7. Conservacion de la energia para cuerpos rodantes

Si tenemos un caso de un cuerpo simétrico que rueda respecto a un eje que pasa
por su centro de masas y todas las fuerzas externas son conservativas, podremos
aplicar el teorema de conservacion de la energia y tendremos que

E=FE 1+ FEy1 =FE.2+ Eps.
En este caso ademas

1 1
E. = imvfm + §Iw2.

Ademas, si el cuerpo rueda sin deslizar se podré relacionar v y w mediante v = Rw.
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Capitulo 10

Conceptos generales de
campos

10.1. Introducciéon

En bastantes campos de la fisica se trata el concepto de campo, introduciéndole
de forma mads o menos intuitiva y formulandolo después rdpidamente para después
realizar con él algunos cdlculos. De todas formas parece més conveniente analizar
ahora algunos conceptos de manera un poco mas rigurosa para poder luego entender
mejor la visién que sobre la fisica aportan los campos.

10.2. Definicion

Se denomina campo a todo objeto matematico que esté definido para cualquier
punto del espacio. En fisica una magnitud es un campo cuando estd definida en
todo el espacio. Si esta magnitud es un nimero, un escalar, tendremos un campo
escalar, si es en cambio un vector, serd un campo vectorial.

Por ejemplo, en un dia con mucho viento, la temperatura que haga en cualquier
parte de una ciudad serd un campo escalar. Asi podemos decir que en el punto
“tal” existen tantos grados de temperatura y en el “cual” otros ciertos grados de
temperatura. Dado cualquier punto de la ciudad diciendo que temperatura hace
tendremos un campo escalar (de temperaturas). Si para esta misma ciudad tomamos
la intensidad y direccién del viento como un vector tendremos un campo vectorial.
Anélogamente podremos decir: En este punto el vector de la velocidad del viento es
tanto, pero en este otro punto es cuanto. Tendremos definida una cierta magnitud
vectorial en todos los puntos del espacio.

10.3. Formalismo matematico

Para describir mateméticamente un campo bastard con indicar cuanto vale la
magnitud que nos interese en todos los puntos del espacio indicada por una cierta
funcién. Para un campo escalar tendremos que M = f(x,y, z) o quizés también del
tiempo t. Por ejemplo, si queremos definir el campo escalar distancias al origen de
coordenadas tendremos que M = /22 + y2 + 22 y asi hemos cumplido la definicién
de campo escalar. Dado un punto del espacio tenemos bien escrita una magnitud
para ese punto. En el punto (1,1, 1) la magnitud, en este caso, es V3.

Un campo vectorial se define de manera analoga, pero teniendo en cuenta que
deberemos aportar las tres componentes del vector. Podemos denotarlo como M=
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f(z,y,2) o también como

Mx - fl(xvyvz)
My = f2(x7y,z)
Mz = f3<.’1?,y,2)

Un ejemplo (que representa una fuerza cualesquiera) de campo vectorial serfa

M(x,y, 2) = 2% +y*j + zyk.

10.4. Flujo de un campo vectorial

Se define el flujo de un campo vectorial como la cantidad de campo que atraviesa
cierta drea. Como esta definicion hablada es un poco pobre, matematicamente si
tenemos un campo vectorial M que atraviesa una pequena regién dS tomamos
como d¢ = MdS. Ahora bien, no es lo mismo que la superficie que atraviese sea
perpendicular al campo, en cuyo caso entraria “de lleno” a que dicha superficie
esté situada de forma paralela, pues en este ultimo caso no atravesaria nada de
campo. Por esto se define un vector ds que sea perpendicular a la pequena area
considerada y tener asi que d¢ = M -dS. Con esto logramos que aparezca el término
cos 6 en la definicién de flujo y poder asi considerar la proyeccion correcta de campo
que atraviesa la superficie. Para lograr tener el flujo total no hay méas que integrar:

¢M:/M-§.
S

10.5. Gradiente de un campo

o Dada una fuerza conservativa ya hemos visto anteriormente como se
podia extraer de un potencial, lo cual reportaba la ventaja de que una fuerza
conservativa no es sino un campo vectorial, y por tanto tendrd tres dimensio-
nes, frente a un potencial, que puede ser considerado un campo escalar y por
tanto presenta sélo una dimension.

La operacién por la cual lograbamos esto la llamamos gradiente, y tenia-
mos que F=_-VV.

Asi pues la operacién gradiente es una forma de, a partir de un campo
escalar, lograr otro vectorial y, como hemos visto en el parrafo anterior, este
campo nuevo serd un campo de fuerzas si el otro era un potencial.

10.6. Ley de Gauss

Si tomamos una fuerza central que decrezca con el cuadrado de la distancia,

es decir, del tipo F' = C';z donde C es una constante cualquiera, y calculamos su
flujo a través de una superficie esférica centrada también respecto al origen, como
la fuerza, de radio R tendremos que

¢=/C%-d§
S T

y aqui considerando que para este caso la fuerza siempre corta perpendicularmen-
te a nuestra esfera, y la distancia a ella siempre es R tendremos, extrayendo las
constantes y realizando el producto escalar

C

=~ [ds
R Jg

¢
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que, simplemente, dard ¢ = %47{]‘22 y, por tanto
¢ =4nC.

Esta ley encontrada para un caso muy particular, se puede demostrar no obs-
tante, que sirve también tomando un campo gravitatorio o electrostdtico cualquiera
y una superficie cerrada cualquiera. Por tanto, cualquiera que sea la superficie que
tomemos

¢ =4nKq, (10.1)

donde ¢ es la carga encerrada por la superficie, para el caso electrostatico, o bien
¢ = —4AnGm, (10.2)

siendo ahora m la masa total que encierra la superficie.

Este resultado, en cuya demostracion general no vamos a entrar, resulta muy
importante y 1til, ya que es practico para resolver bastantes problemas, y se conoce
con el nombre de Ley de Gauss para el campo electrostdtico o gravitatorio, en
honor de su descubridor.

10.7. Circulacion

o Se define la circulacién de un campo vectorial M alo largo de un reco-
rrido [ como la integral a lo largo de la linea de la componente del campo que
es paralela a dicha linea.

Esta definicion se puede expresar matematicamente como

L

Como podemos observar esta nueva magnitud, la circulacién. no es més
que la definicién matematica de una magnitud fisica que ya conocemos: el
trabajo.

10.8. Representacion grafica de los campos

10.8.1. Campo escalar

Representar un campo escalar se puede realizar por medio de sus superficies
de nivel, es decir, uniendo con una linea todos los puntos que presente el mismo
potencial, y observando estos dibujos tendremos una idea de como se comporta este
campo. Un ejemplo podrian ser las lineas de nivel de un mapa geografico. En él
se indican cuanto vale en cada punto la altura. Basta echar una ojeada a un mapa
geografico para, observando dénde se acumulan mas lineas de nivel saber que en
esos puntos la pendiente serd mayor.

o Ademads, en este ejemplo, el campo escalar de las alturas coincide (salvo
una constante) con el campo escalar potencial gravitatorio. De esta manera
un punto donde hay muchas lineas de nivel supone un punto donde hay mu-
cha variacién de energia potencial. La variacién la proporciona la derivada del
escalar, en este caso el gradiente. Si esta derivada es alta el gradiente serd con-
siderable. Pero el gradiente de un potencial con signo menos es la fuerza que
se siente en ese punto. ;Cémo entender esto desde nuestro mapa geografico?,
es sencillo, alli donde las curvas de nivel estdn muy juntas el terreno es muy
empinado, tiene mucha pendiente, y la fuerza que se ejerce sobre nosotros
en esos puntos serd muy pronunciada (hacia arriba o hacia abajo) porque el
gradiente lo es. O escrito de otra forma quién no ha sentido la dificultad de
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subir o bajar por un terreno muy escarpado?. Esta dificultad que nos propor-
cionan las fuerzas gravitatorias se puede ya ver gracias a la representacion de
un mapa con lineas de nivel.

10.8.2. Campo vectorial

Aunque representar un campo vectorial no es sencillo una manera de hacerlo
es mediante el concepto de las lineas de fuerza, que son lineas tangentes en todo
punto a la direccién del campo. Si el campo fuera uno de velocidades estas lineas
coincidirfan con las trayectorias de las particulas sometidas a dicho campo. Algunas
propiedades de estas lineas es que no pueden cortarsa! pues, si asf fuera, tendriamos
que en ese punto habria dos valores para el mismo campo. Para lograr que estas
lineas nos hablen del médulo del campo (es decir, de su intensidad) se dibujan de
tal manera que la densidad de lineas sea proporcional a dicho médulo.

Cuando un campo es conservativo, a los puntos donde las lineas convergen, se
juntan, se denominan sumideros, y a aquellos de donde surgen o nacen fuentes.
Asi cualquier planeta es un “sumidero” de campo gravitatorio, y un protén seria
una “fuente” de campo electrostético.

1Més que en puntos singulares, sitios donde la fuerza es infinito. . .
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Gravitacion y campo
gravitatorio

11.1. Introduccién

La ley de Newton F =mad es muy util para indagar como se mueve un cuerpo
sometido a una cierta fuerza, pero no obstante hay algunas situaciones en las cuales
hay que indagar cual es la fuerza a la que se ve sometido un cuerpo determinado.
Entre estas fuerzas las mas conocidas son la gravitatoria y la electrostéatica, de
aspecto muy similar pero origenes distintos.

No obstante estas fuerzas aparecen gracias a una extrana “accién a distancia”.
Para evitar este concepto se introduce el concepto de campo, como una “deforma-
cién” que sufre el espacidl‘ que posibilita esta accién a distancia entre unas particulas
y otras.

11.2. Ley de la gravitaciéon universal

11.2.1. Enunciado

Esta ley, descubierta por Newton, afirma que dos masas cualesquiera experimen-
tan una atraccién entre ellas en la linea que une sus cuerpos y que dicha atraccién
es proporcional a sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que las separa, es decir

M
Tp (11.1)

F=-G
.

En esta ley si tomamos || = /22 + y? podemos decir también que

—GMm 5 }

F,
F, —GMmZs

Donde M es la masa de un cuerpo, m la del otro, r el médulo de la distancia

1
que hay entre ellos, que podemos expresar como r = (12 +y?+ 22) >y Gesla
constante de gravitacion universal cuyo valor experimental es aproximadamente

G=6,672-107 1 m3kg~1s72.

10 el espacio-tiempo.
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11.2.2. Las leyes de Kepler
Estas leyes de indole empirica son

1. Los planetas describen érbitas elipticas y planas alrededor de su sol, donde
éste tultimo ocupa el foco de la elipse.

2. El vector de posicién con respecto al sol de un planeta cualquiera barre areas
iguales en tiempos iguales.

3. Los planetas que giran alrededor de una misma estrella cumplen que 72 < R3,
siendo T su periodo y R la distancia a la estrella.

11.2.3. Principio de superposicion

La ley descubierta por Newton se aplica al hallar la fuerza de atraccién entre
dos tnicos cuerpos puntuales. Por eso es légico preguntarse que sucederda cuando
tenemos tres o mas cuerpos que se atraen gravitatoriamente entre si. Para ello se
ha descubierto el principio de superposicién.

Este principio indica simplemente que, a la hora de calcular cual serd la fuerza
que siente una particula por otro conjunto de particulas, basta sumar vectorialmente
las fuerzas.

Esta propiedad, pese a que estamos acostumbrados a ella, no deja de ser sorpren-
dente. De alguna forma la perturbacién que se crea en el espacio y que logra que los
cuerpos se atraigan, es independiente de si ya existe otra perturbaciéon creada por
el mismo cuerpo, y simplemente se suman sus resultados respectivos para formar el
total.

o Esta propiedad general que presenta la fisica en muchos campos se suele
llamar linealidad. También a veces se habla de fisica lineal, ptica lineal, etc...
indicando aquellos dmbitos en los que es valido afirmar que la perturbacién
total es simplemente la suma de las perturbaciones parciales.

> Para un conjunto de particulas la fuerza gravitatoria que experi-
menta una particula es, simplemente, la suma de los vectores de cada
una de las fuerzas involucradas.

11.3. Campo gravitatorio

11.3.1. Concepto

Podemos decir que cuando un planeta gira alrededor del Sol es debido a que el Sol
“tira” de él, a través de los millones de kilémetros de espacio vacio e inerte, usando
para ello un concepto denominado “accién a distancia’, es decir, esta misteriosa
capacidad de lograr que un cuerpo afecte a otro sin que “haya nada en medio”. No
obstante otra forma mas fisica de interpretar el mismo suceso es suponer que el Sol
crea algtin tipo de perturbacién, crea una entidad que hace que, cuando un planeta
se sitia en el mismo espacio, éste se sienta atraido. A esta perturbacién es a la que
denomina campo.

o ;Pero por qué afirmar que es mas fisico suponer la existencia de este
campo?. Para ello valgdimonos de un ejemplo sencillo. Si en un estanque en
el cual hay bastantes olas porque un nino se estd banando enfrente, nosotros
dejamos caer un corcho de una botella observaremos que éste oscila. La in-
terpretacién de “accién a distancia” postularia que es el nifio el que, de una
forma quizds “misteriosa” ha logrado hacer oscilar el corcho. La interpretacion
de campo sostiene que el nifio crea una perturbacion en el medio, en este caso
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el agua, que se transmite y llega hasta el corcho, haciéndole oscilar. Incluso
podriamos ver que, como las ondas son esféricas y se van haciendo cada vez
mas grandes, si su energia permanece constante, como ha de repartirse entre
la longitud de la onda total, que es 27r, su efecto decrecerd con el inverso de
la distancia. Podriamos postular asi la ley de accién a distancia del nifio sobre
los corchos de botella como “todo nifio en un estanque genera una fuerza os-
cilatoria sobre los corchos de los alrededores que depende directamente de la
fuerza del nino e inversamente de la distancia a dicho nifio”, pero no obstante
es mucho més natural pensar que el nino se limita a realizar una perturbacion
que afecta tarde o temprano al corcho.

Estas dos formas de ver el mismo fenémeno, no obstante, dejan claras dos
diferencias extraordinariamente importantes:

1. En la “accién a distancia” no parece haber ningin inconveniente pa-
ra que dicha accién se ejerza instantdneamente, pero en cambio cuan-
do usamos el concepto de campo parece légico que la perturbacién se
propague y tarde, por consiguiente, cierto tiempo en alcanzar su obje-
tivo. Vemos pues que existe asi una forma mucho mds tangible de ver
si el Sol genera un campo o una accién a distancia. La respuesta es un
campo, aunque tendriamos que irnos hasta la mecanica relativista, que
escapa de los objetivos de este libro, para comentar que, efectivamente,
la gravedad “tarda” en llegar desde el Sol hasta nuestro planeta cierto
tiempo. Concretamente, si lograsemos quitar repentinamente el Sol de
nuestro Universo la Tierra no se enteraria de su ausencia gravitatoria
hasta pasado un cierto tiempo. ;A qué velocidad se propaga esta altera-
cién gravitatoria? A la velocidad de la luz ¢, como casi todo en mecénica
relativista.

2. La presencia de un campo implica de alguna forma la existencia de un
“medio” que propague la perturbacién. Este medio seria el agua, en el
ejemplo didactico expuesto anteriormente, y el vacio en nuestro caso con-
creto de la gravedad (y el electromagnetismo). Por tanto el “vacio” no
estd tan vacio como parece, sino que debe presentar una cierta estruc-
tura que permita transmitir estas alteraciones. A esta estructura Albert
Einstein, Minkowsky y otros la denominaron espacio-tiempo.

11.3.2. Entidad matemadatica

Partiendo de la ecuacién (11.1) de Newton para la gravitacién podemos ver que,
si consideramos un cuerpo aislado, podemos suponer que este ejerce un campo igual
a la fuerza que experimentaria una particula de masa m dividido, precisamente,
por esta masa m. Asi tenemos que el campo gravitatorio, que llamaremos ¢ es,
simplemente .

f

m

g:

> El campo gravitatorio ¢ que existe en cualquier sitio del espacio es
igual a la fuerza neta que experimentaria una particula de masa m en
dicho punto dividida por esa misma masa.

De esta manera, de forma general, tendremos que el campo ¢ que genera una
particula de masa m sera

11.4. Energia potencial gravitatoria

Resulta muy interesante hacer un estudio sobre la energia potencial que puede
tener un cuerpo por el hecho de estar sumergido en un campo gravitatorio. Sabe-
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mos ya que los campos gravitatorios producidos por una particula puntual, serdn
centrales y que toda fuerza central es conservativa y, por tanto, tendrd una energia
potencial. Ahora bien, saber cudl sera ésta puede ser o no sencillo. Veremos en este
caso cudl es dicha energia potencial gravitatoria.

La energia potencial es facilmente obtenible a través del trabajo que supone
desplazar una particula o cuerpo desde una posicién hasta otra. Esto es asi porque
esta magnitud nos expresa una cierta energia “especial”’, ya que la tiene el cuerpo
por ocupar una posicién, y la energia estd intimamente relacionada con el trabajo.
Asi podemos plantear cudl serd dicho trabajo como

B
Wap = / F (7) - dl.
A
Como dicho trabajo resulta venir de una fuerza conservativa central emplearemos
la misma técnica que se usaba para ver que las fuerzas centrales eran conservativas:
separamos mentalmente la trayectoria en orbitas perpendiculares a la fuerza, en
las cuales el trabajo sera cero, y otras paralelas a dicha fuerza. En las fuerzas
centrales las érbitas perpendiculares en todo punto a la fuerza resultan ser circulos
concéntricos. Asi pues sélo va a intervenir el trabajo realizado por alejar o acercar

un cuerpo del origen, y la ecuaciéon anterior pasard a ser

WAB = / F(T)d’l“,
rA

en donde sélo intervienen los médulos. Basta ahora recordar que F = —Gy—;” para
obtener que

"B GM 1 1

WAB:_/ —ZmdrzGMm(———>.
A T B TA
Como Wap = E,(ra) — Ep(rp) tenemos por fin que:
GMm
Egrav('l?) - —T (112)

1. Intentando interpretar el resultado (11.2) tenemos que para que la energfa
potencial gravitatoria de un cuerpo sea cero éste debe encontrarse jen el
infinito!. ;Cémo se entiende esto?. Como el alcance de la fuerza gravi-
tatoria es infinito el hecho de que un cuerpo deje de sentirla supone que
dicho cuerpo estd infinitamente alejado. Ese es, en principio el significado
de esta eleccion de origen de energia potencial.

2. Otro dato significativo es el hecho de que dicha energia sea negativa.
Hasta ahora todas las energias nos habian salido positivas. ;Qué puede
significar que una energia sea negativa?. Para ello vamos a pensar en lo
que supone tener un cuerpo con energia cero. Tedricamente éste seria un
cuerpo incapaz de producir trabajo alguno. No es dificil asociar este cuer-
po con uno situado en el vacio més absoluto, aislado y quieto en nuestro
sistema de referencia. Como no tiene velocidad ni hay perturbacién al-
guna su energia deberia ser cero. Pensemos ahora en que hay que hacer
para que un cuerpo parado en las cercanias de otro llegue a tener energia
cero. Para ello deberfamos aislarle del otro, y para hacerlo le alejamos
hasta el co. Ahora bien, como el otro cuerpo le atrae hemos de aportar
energia para alejarle hasta dejarle aislado. Ahora bien, si para que este
cuerpo tenga una energia nula hemos de darle nosotros energia, significa
que, de alguna forma, este cuerpo “debe energia”, pues hemos de darsela
nosotros para que su energia total sea cero. Precisamente como “debe”
energia tenemos que su E, es menor que cero.
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11.5. Problemas concretos

11.5.1. Calculo de la fuerza gravitatoria ejercida por un sis-
tema de particulas

Recordando el principio de superposicién enunciado en para calcular la
fuerza que sobre una particula de masa m y radio 7 ejerce un sistema de ¢ particulas
con masas m;, ¢ = 1,..., N y radios 7; basta “sumar” todos los campos producidos,
esto es

N N G )
F=SF=-5 """ (=%

i=1 i=1

11.5.2. Calculo de la fuerza gravitatoria ejercida por un cuer-
po continuo

Si debemos calcular la fuerza gravitatoria que ejerce un cuerpo continuo debere-
mos, aplicando el principio enunciado en [11.2.3, “sumar” todas las contribuciones.
Para una suma continua hemos de recurrir al calculo integrar y lograr asi conseguir

F=-— / (Gimq)z(ro/—\r)dm.

—

ro —T
Después como se hace usualmente se reemplaza dm por p(7)dV y se integra.

¢ Esta integracién, que en el caso general puede resultar complicada, queda
muy simplificada en problemas que presenten simetria eligiendo adecuadamen-
te el sistema de coordenadas.

11.5.3. Problemas de satélites

Para resolver problemas de satélites generalmente basta con lograr relacionar su
velocidad con la altura a la que érbita. Para ello se supone que describen una érbita
circular a velocidad angular constante y que, por tanto, debe existir una fuerza que
proporcione la aceleracién normal necesaria. Esta fuerza es la gravitatoria.

Sabiendo entonces que
v? _ GMm
"RT R
y relacionando v con otras magnitudes como v = Rw y w = 2% suele bastar para
sacar estos problemas.

11.5.4. Velocidad de escape

Se llama velocidad de escape a aquella que hay que dar a un cuerpo para que
logre desligarse de la atraccién gravitatoria a la que se encuentra sometido. Como
desligar a un cuerpo de la atraccién gravitatoria supone en cierta medida aislarlo del
cuerpo que lo atrae, necesitaremos que la energia que tenga dicho cuerpo, sea, por
lo menos, nula. En caso contrario tendra una cierta energia potencial negativa, que
supondra que ain se encuentra ligado con el sistema que le atrae. Asi pues tomando
que la energia total, suma de cinética y potencial debe ser cero, tendremos que

1 5 GMm

Zmuv? —
2 r

=0

y de aqui se puede extraer dicha conclusiéon. Se ha aplicado la ecuacién (11.2).
Es notable que la resolucién de este problema supone el claro entendimiento de la
seccién 11.4/
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"D dm
I [}
! x ok
[
I

L

Figura 11.1: Campo g generado por una varilla delgada.

11.5.5. Medida de la gravedad en la superficie de un planeta

El valor de ¢ en la superficie de un planeta serd sencillamente el valor que el
campo ¢ tiene en dicho punto y, por tanto

GM
R2

donde M es la masa del planeta y R el radio que dicho planeta tiene.

g:

11.5.6. Calculo de la atraccion gravitatoria de algunos sélidos
simples
Para algunos sélidos simples o que presenten simetria se puede calcular con

relativa sencillez la atraccién gravitatoria que ejercen, o su campo g. Generalmente
bastara integrar en unos casos y aplicar astutamente el teorema de Gauss en otros.

Varilla delgada horizontal

Para lograr calcular cual puede ser el campo que se ejerce a una distancia D de
una varilla delgada, como la de la figura|ll.1 tomemos un punto cualquiera a una
distancia x. La pequena masa dm generara un campo dg que sera

En estos casos siempre se toma la varilla homogénea, de donde dm = Adx, aunque
si no lo fuera tendriamos que dm = A(z)dz y se integra entre los extremos que hay
masa, es decir,  variando entre D y D + L. Asi tenemos que

. LM N GM (1 1 \.
g:/dg:/D —Gﬁdxz: 7 (E_L—FD)Z

donde hemos sustituido A = %

Plano infinito

Si tenemos un plano infinito y queremos hallar el campo en cualquier punto
tendremos que, necesariamente, en dicho punto el campo tiene que ser perpendicular
al plano. Esto es asi porque al ser el plano infinito en cualquier zona que estemos
estamos “en el medio del plano”, es decir, hay la misma cantidad de masa en todas
las direcciones. Podemos usar el teorema de Gauss para resolver este problema.
Tomando como superficie un cilindro perpendicular al plano y de tal manera que
la mitad este a un lado y la otra mitad al otro tendremos que el flujo total que
atraviesa serd ¢ = —47GM donde M = oS siendo o la densidad superficial y S
el area que encierra el cilindro, que sera la misma que la de su tapa. EL flujo se
puede calcular ficilmente. Serd solamente el de las tapas, pues los bordes resultan
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paralelos al campo que, como hemos dicho antes, es perpendicular. En las tapas,
por simetria, el campo serd el mismo a lo largo de toda la tapa, y como ademaés
serd perpendicular a ella tendremos que el flujo total resulta ser ¢ = —2Sg donde el
2 es debido a que tiene dos tapas, y —Sg es sencillamente el campo por la superficie
que, en este caso particular y sencillo, nos dara el flujo.

Relacionando ahora con la ecuacién de Gauss anteriormente escrita tenemos que
—4nGoS = —2Sg y de esta manera deducimos que g = 27Go que, de forma un
tanto sorprendente, no depende de la distancia a la que estemos del plano.

o Como ejercicio puede ser interesante plantearse el campo gravitatorio
que generaria un hilo recto homogéneo infinitamente largo.

Campo gravitatorio de un objeto esférico homogéneoﬂ

Si tenemos un objeto esférico homogéneo podemos decir, por simetria, que el
campo que genere sera central. Entonces tomaremos como superficie de Gauss una
esfera mdas grande que el objeto, concéntrica con él y cuyo radio, tomando como
origen el centro del objeto, sea r. Dado que el campo de la esfera es central éste
cortard perpendicularmente a la superficie de Gauss en todo punto, de donde el flujo
serd sencillamente ¢ = —gdnr? pues ¢ es el médulo del campo, atin no sabemos
cuanto, y 4mr? la superficie total de la esfera que usamos como superficie de Gauss.

Igualando este resultado con (10.2) tendremos que

—4gnr? = —47Gm

y, por tanto, el resultado es que la esfera actia como si toda su masa estuviera

concentrada en su centro, pues
Gm
9= —75-
r2

2Al menos a capas.
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Capitulo 12

Campo y potencial eléctrico

12.1. Preliminar

Las leyes de este tema y las formas de resolucién de problemas son muy similares
en forma y contenidos a las del tema anterior. Por esta razén se veran un poco més
escuetamente sus leyes. De todas formas hay que tener en cuenta que esta analogia
se produce entre dos magnitudes tan diferentes como la atraccién gravitatoria y la
eléctrica, cuya diferencia en 6rdenes de magnitud es del orden de 1020.

12.2. Ley de Coulomb

Dos cargas eléctricas puntuales se atraen (o repelen) entre sf con una fuerza
dada por
- 1
[ Q.

- 12.1
47eq r2 ( )

Q v g son los valores de las cargas involucradas, que deberdn llevar su corres-

pondiente signo, €y se denomina permitividad del vacio. A veces al valor m se le

denota con la letra K y su valor aproximado es de 9,00 - 10° Nm?/C2.

12.2.1. Principio de superposicién

La fuerza que ejercen un sistema de cargas sobre otra es igual a la suma (vecto-
rial) de las fuerzas de cada una de las cargas del sistema sobre la otra. Quiere decir
esto que dado un sistema de cargas puntuales de posiciones 7; y cargas ¢;, la fuerza
que ejercen sobre otra carga ¢ situada en 7 serd

Z i — 7.

p 471'6() |7"z — ﬂ

12.3. Campo eléctrico

Es la fuerza por unidad de carga que experimentard una carga en cierta posicién
del espacio. Obedece a la férmula

—

E =

Q|'§1

Debido también al principio de superposicion, la expresion del campo eléctrico en
una posicion 7 del espacio creado por un sistema de N cargas de valor ¢;, i = 1,... N
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y posicién 7 sera

= 1 q; —
E = Z I —1 r, —1T.
i=1 dmeo |7ni - F]

En el caso de tener un sistema continuo esta férmula anterior quedard transfor-

mada en -
R 1 N
E :/ Lot
v 4meg |7 —

> La fuerza y el campo eléctrico son magnitudes vectoriales que cum-
plen el principio de superposicién. Por tanto se podran sumar como
vectores.

12.4. Ley de Gauss

Recordando que el flujo es la cantidad de campo vectorial que pasa por unidad
de superficie, tendremos que, para el campo eléctrico E el flujo sera

¢E=/E-d§.
S

Siguiendo un razonamiento similar al que se puede realizar para el caso gravita-
torio, la ley de Gauss nos dice que

o =47KQ = —.
€0
© En este caso, como las cargas pueden ser tanto positivas como negativas,
puede resultar que, pese a que existan cargas en el interior de la superficie su
carga neta sea nula (se anulen unas con otras) y el flujo sea cero.

La ley de Gauss resulta muy util para la resolucién de problemas con simetria
plana, cilindrica o esférica.

12.5. Potencial y energia eléctrica

Potencial es la circulacion del campo eléctrico entre dos puntos A y B, es decir

B
V(FA)fV(FB):/A E(7) - dI. (12.2)

Si en esta formula multiplicamos ambos miembros por g, como F= qﬁ tendre-
mos que el trabajo eléctrico realizado para desplazar una carga ¢ desde una posiciéon
A hasta otra B serd simplemente W4_.g = ¢(V(A4) — V(B)).

Anélogamente la energia eléctrica, es decir, la energia potencial eléctrica que
tendrd una carga por encontrarse inmersa en un campo eléctrico, serd tal que
Wa_p = Ep(Ta) — Ep(7g) = q(V(A) — V(B)). Esto supone que

E,(7) = qV (7).

> Tanto la energia como el potencial y el trabajo son magnitudes
escalares y por tanto se expresardn como un numero normal (con sus
correspondientes unidades, eso si). Ademds, en virtud del principio de
superposicién el potencial eléctrico de un conjunto de particulas es la
suma del creado por cada uno de ellas. Como el potencial es escalar
serd tan facil como sumar sus magnitudes.
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Figura 12.1: Asociacién de condensadores en serie y en paralelo.

12.5.1. Algunos casos particulares de potencial eléctrico
Carga puntual

Usando la ecuacién (12.2) con el valor de E para una carga puntual, que es

E = 4#16 47 e integrando, se llega facilmente a la conclusién de que
or
L q
Vir)= =.
(r) dmeg T

Campo eléctrico constante

Un sencillo uso de (12.2) nos lleva directamente a la expresion

donde suponemos que el campo E es constante, y asi el potencial depende de una
cierta cantidad unidimensional x. Un buen ejemplo seria el campo creado por un
plano cargado infinito. En este caso z seria la distancia al plano.

12.6. Condensadores

Un condensador es un dispositivo capaz de almacenar carga eléctrica. Bésica-
mente estdn formados por dos conductores situados uno frente al otro, lo més cerca
posible, dejando entre medias de ellos un aislante que puede ser el “vacio” o un
dieléctrico.

Existe una relacién de proporcion entre el potencial creado entre los dos “polos”-
de un condensador y la carga almacenada. Mateméaticamente se puede expresar de
una manera simple como

Q=0CV,

donde C es la constante de proporcionalidad, denominada capacidad. La unidad de
la capacidad es el faradio.

¢ Un faradio es una unidad muy grande. (Al estilo del culombio). Por ello
lo comiin es encontrarse con microfaradios, nanofaradios o picofaradios.

12.6.1. Asociaciéon de condensadores
Serie
En dos condensadores situados en serie, como en el primer grafico de la figura

12.1/1a diferencia de potencial total que cae entre el primero y el segundo serd la
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suma de las diferencias parciales de cada condensador, es decir, AVy = AV + AVs.
No obstante, al encontrarse unidos en serie la carga de ambos debera ser igualll, y
ademds serd la carga total almacenada por la asociacién. Asi tenemos que @1 =
Q2 = Q7 y podemos poner

Q. Q

AV, = AV; + AV =
t 1+ AV o TG

y de aqui se deduce facilmente que la capacidad efectiva de la asociacién es

1 1 1

Paralelo

Si situamos dos condensadores asocidndolos en paralelo, como se puede ver en
el segundo dibujo de la figura[12.1, tendremos que la diferencia de potencial entre
ambos deberd ser igual, y ademas serd la diferencia de potencial total. Esto es
asi porque tenemos unidos los dos “polos” de los condensadores por un conductor,
y por tanto la caida de potencial entre los “polos” opuestos tiene que ser la misma.
A su vez, como cada condensador almacenard una carga distinta, tendremos que
para la asociacion total

Qr = Q1+ Q2 = C1AV + Co AV = (C1 + Co)AV.

Se ve pues, de manera sencilla, que la capacidad efectiva o equivalente de dos con-
densadores asociados en paralelo obedece a la ley

C=C+0Ch.

1Pues si no se produciria un desplazamiento de cargas.
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Capitulo 13

Movimiento armoénico simple

13.1. Introduccion

Hay muchas situaciones en fisica en las cuales la fuerza que siente una particula
en cierto sistema es proporcional a un desplazamiento respecto cierto punto “de
equilibrio”. Es decir, existen sistemas para los cuales es valida la ley de Hooke

F=—ka (13.1)

o al menos, lo es manteniendo el moévil entre ciertos limites. Estos sistemas se dice
de ellos que describen un movimiento armdnico simple.

La intencién de este apartado es estudiar este tipo de movimientos, dada su
importancia y su sencillez.

¢ En todo el estudio que se haga en este capitulo se tratard el problema
de manera unidimensional.

o Se puede demostrar que la gran mayoria de los sistemas que tiene un
punto de equilibrio estable admiten un tratamiento arménico para pequenas
oscilaciones en torno a dicho punto. Esto se puede ver desarrollando en serie de
Taylor alrededor del punto y ddndose cuenta de que como la primera derivada
serd nula el primer término que aparecerd serd, precisamente, el término de
k.2

un potencial arménico: 5x

13.2. Dinamica del sistema

13.2.1. Ecuacion del movimiento

Si aplicamos la ley de Newton, F' = ma junto con la ley de Hooke, obtendremos
que
ma=—-Kz = ma+ Kz =0.

Esta sencilla ecuacion es, no obstante, algo mas complicada de resolver que otras
anteriores, puesto que las magnitudes involucradas, a y « dependen La una de la
"

otra, concretamente como a =

d® n K 0
2 4=

dt?  m
que constituye una ecuacién diferencial, ya que involucra derivadas de funciones con
la propias funciones. Resolver esta ecuacién esta bastante mas alld del ambito de este
curso, pero aun asi es facil darse cuenta de que las funciones sin y cos van a tener
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algo que ver, dado que son las Unicas que al ser derivadas dos veces y sumadas
consigo mismas dan nulo. Manipulando algunos coeficientes en estas funciones y
operando se encuentra la solucion maés general a este movimiento, que es

x = Asin(wt + ¢) (13.2)

y que por tanto constituye la ecuaciéon de movimiento de un sistema que cumpla
la ley de Hooke, o bien de un movimiento arménico simple.

Significado de la ecuacién

En esta ecuacién A es la amplitud méxima que puede recorrer el mévil, w es
la frecuencia angular de la oscilacién, es decir, el nimero de “radianes” que da en
un segundo. Como parece que la palabra radidn no tiene sentido para un muelle,
por ejemplo, quizds sea preferible pensar en la frecuencia del movimiento f = 5=
es decir, el numero de oscilaciones completas que da en un segundo, o bien tomar
T = %’T el periodo de la oscilacién, que sera el tiempo que tarda nuestro sistema en
dar una oscilaciéon completa.

Por ultimo ;qué serd ¢?. Notemos que, si tomamos ¢ = 0 tendremos que en el
instante 0, el cuerpo que realiza un movimiento estaba en la posicién & = sin(¢),
por lo que ¢, parametro al que se conoce con el nombre de fase, nos indica cuando

empieza el movimiento.

13.2.2. Periodicidad de la ecuacion

Fijéndose en la ecuacién (13.2) se puede observar que, la existencia de una
funcidén seno para describir este movimiento, nos va a llevar irremediablemente hacia
un movimiento de tipo periédico. Efectivamente, si tuviéramos un resorte perfecto,
este estaria oscilando “eternamente” describiendo el mismo movimiento en cada
oscilacién.

Para adivinar cada cuanto se repite el movimiento bastara igualar el argumento
del seno a 2, pues como se sabe sin(2m 4+ ¢) = sin(¢). De esta manera tendremos
que el movimiento se repetira, esto es, hard un periodo, cuando wt = 2, lo cual
supone que el periodo T serd, como ya habiamos dicho, T' = 27”

Es también frecuente describir el movimiento arménico simple como la analogia
de una proyeccién sobre el eje OY o bien OX de un movimiento circular de velocidad
angular constante w.

13.2.3. Velocidad

Para hallar la velocidad que un mévil sometido a una fuerza arménica presenta
en un instante ¢ basta derivar su ecuacién del movimiento. Asi tendremos que, como
dz

’U:E

v = Aw cos(wt + ¢),

relacion que nos ofrece la velocidad de un movimiento arménico para cualquier
instante. Es también comun relacionar la velocidad con la posicién, cosa sencilla

notando que cos = v/1 — sin® y que, por tanto

Aw cos(wt + ¢) = Awm

de donde, introduciendo la amplitud A en la raiz cuadrada

v= w\/A2 — AZsin®(wt + ¢)
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y ahora, echando un vistazo a la relacién (13.2) se ve que

v=wy A% — 22

siendo esta la relaciéon entre v y x buscada.

13.2.4. Aceleracién

La aceleracién a la que se encuentra sometido un mévil que describe un movi-

. s . . _ dl

miento armoénico simple se puede obtener teniendo presente (13.2) y que a = 7.
Por tanto

a = —Aw?sin(wt + ¢).

Si queremos obtener una relacién de la aceleracién con respecto a la posicion del
moévil podemos recurrir a observar la similitud entre la ecuacién anterior y la que
describe la ecuacién de movimiento de un m.a.s., o bien utilizando las leyes de
Newton y Hooke poner que

K
F=ma=-Kr =>a=——=x.
m

13.3. Energia

13.3.1. Energia cinética
Partiendo de la relaciéon de la energia cinética de un mévil, y de la ecuacién de
velocidad del m.a.s. se tiene que

1
E.= §KCOS2(wt + ),

0, relacionandolo con la posicién

13.3.2. Energia potencial

. Es conservativo el movimiento arménico simple? ; Podemos definir un potencial
para é1?. La respuesta es si, por tratarse de una fuerza central'. En este caso ;cudl
serd el potencial?. Para hallarlo recordamos que

B
Wa_p = E,(A) — E,(B) :/ Fdx,
A

y que, por tanto, tendremos que

B 1 ) B 1 ) 1 )
A

siendo ahora ya muy sencillo identificar la energfa potencial en una posiciéon x como

1
E,(z) = 5[(1’2.

1 Aunque estemos haciendo un estudio unidimensional, no por ello dejamos de tener una fuerza
central.

Fisica General. http://www.ele.uva.es/ imartin/libro/index.html 79



Nota

Ampliacién

CAPITULO 13. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

13.3.3. Energia mecanica

Para obtener la energia mecdnica o total puesta en juego en un movimiento
armoénico simple sumaremos las energias potencial y cinética respecto a la posicién.
Asi tendremos que

_1 RN S S WP
ET72K(A x)+2Kﬂc72A.

¢ En el movimiento arménico simple se ve, de una forma que casi roza
en lo magistral, lo que la conservacién de la energia supone en fisica. En
este caso toda la energia estd dada por la férmula %AQ, que es la energia
potencial méxima que alcanza el muelle por separarle una distancia A de
su posicion de equilibrio. Mas tarde, cuando empieza el movimiento, éste va
adquiriendo energia cinética, siempre a costa de su energia potencial, y por
tanto acercandose a la posicién de equilibrio. Cuando el mévil se encuentra en
la posicién de equilibrio su energia potencial es nula, pero el cuerpo conserva
una cantidad de energia cinética que se ird ahora utilizando en comprimir
otra vez el muelle hasta su amplitud maxima, y que contribuird, por tanto,
a incrementar nuevamente la energia potencial. En cualquier caso la suma de
ambas nos dard la energia maxima puesta en juego, que se conserva.

o En un muelle real la conservacién de la energia no se cumple, ya que
siempre existen pérdidas por rozamiento. Estas pérdidas dan lugar a lo que se
denomina un movimiento arménico simple amortiguado, ya que la amplitud va
disminuyendo poco a poco, informéndonos a su vez de la cantidad de energia
que se estd perdiendo.

Una forma de solucionar este fenémeno es aportando algo de energia extra
al mévil, para contrarrestar la que pierde por rozamiento. Esto puede dar lugar
a resonancias y otros fenémenos fisicos muy interesantes.

13.4. El péndulo simple

Hay ciertos sistemas que, si bien no son estrictamente sistemas sometidos a una
fuerza tipo Hooke, si pueden, bajo ciertas condiciones, considerarse como tales. El
péndulo simple, es decir, el movimiento de un grave atado a una cuerda y sometido
a un campo gravitatorio constante, es uno de ellos.

Al colocar un peso de un hilo colgado e inextensible y desplazar ligeramente el
hilo se produce una oscilacién periddica. Para estudiar esta oscilaciéon es necesario
proyectar las fuerzas que se ejercen sobre el peso en todo momento, y ver que
componentes nos interesan y cuales no. Esto se puede observar en la figura [13.1.

Vemos pues que, considerando tnicamente el desplazamiento tangente a la tra-
yectoria, es decir, el arco que se estd recorriendo, podemos poner

2
ml 4 mgsin(a) = 0 (13.3)
dt?
donde no hemos hecho sino aplicar la segunda ley de Newton. Esto se puede ver
considerando que el arco es la y, como [ es la longitud del hilo y es comstanteﬁ7
la aceleracién sera l‘fTS‘. Por otra parte, aplicando Zl*:” = md, en este caso la
fuerza es solo la de la gravedad, mg que se descompone en una componente, que se
contrarresta con la tensién, més otra, que es la que hace que exista movimiento en
la trayectoria marcada por el arco.

Esta ecuacién diferencial no es nada facil de resolver3 y por ello recurrimos a

la aproximacion siguiente: suponiendo que el angulo que desplazamos es pequeino,

2Se considera un hilo inextensible.
3Realmente no tiene solucién analitica.
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Tension (T)
I

Figura 13.1: Descomposicion de las fuerzas en un péndulo.

tomamos que sin(a) ~ « y asi tenemos que

d?a g
Z 1 Z2a=0 134
dt?2 1 ( )
que a veces también se expresa como & + Ja = 0.
Esta ecuacion es absolutamente andloga a la de un movimiento armoénico simple,
y por tanto su solucién también serd (13.2) teniendo, tinicamente, la precaucién de
sustituir el valor de w antiguo por el que tiene ahora para un péndulo

A partir de aqui se pueden extraer todas las demds relaciones para un péndulo
simple, el periodo, frecuencia, etc.
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Capitulo 14

Ondas

14.1. Introduccién

Existen en la naturaleza muchos fenémenos de los cuales se dice “tienen natu-
raleza ondulatoria” pero jqué es exactamente una onda? ;Qué propiedades tienen?
;,Coémo se puede formalizar una expresiéon matematica de un fenémeno ondulatorio?.
Estas y otras cuestiones son el tema objeto de este capitulo.

No obstante, antes de entrar de lleno en lo que es una onda y su formalismo,
vamos a definir onda como:

> Una onda es una perturbacién fisica que transmite energia y mo-
mento lineal, pero que no transmite materia.

En las ondas materiales las particulas concretas que componen el material no se
propagan, sino que se limitan a oscilar alrededor de su posiciéon de equilibrio. No
obstante cuando una onda se transmite por dicho material se produce una sincro-
nizacién de oscilaciones entre las distintas particulas componentes del medio que
posibilita la propagacion de un momento lineal y una energia.

o Matematicamente todas las ondas deben satisfacer la ecuacién de ondas,
que es
f(z,t) 1 0°f(x,t)
dx2 w2 a2
siendo v la velocidad de propagacién de la onda en el medio. Se podria demos-
trar (aunque no es trivial) que algunas velocidades de propagacién de ondas

son v =,/ pzz para una onda que viaja por una cuerda de densidad lineal p; y

tensién T asi como v = %1 para una onda sonora que circula por un medio

cuyo médulo de Young sea E y densidad sea p.

14.1.1. Tipos de ondas

Podemos establecer criterios de clasificacién de las ondas. Algunos serian:
= Segun el medio por el que se propaguen.

e Ondas que requieren medio material para propagarse. Ejemplo, el sonido.

e Ondas que no requieren un medio material. Ejemplo, la luz.

= Segun el numero de dimensiones que involucran.

1Se trata, por tanto, de una ecuacién para hallar la velocidad del sonido en un medio.
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e Unidimensionales. Ejemplo, la propagacién del movimiento en una cuer-
da.

e Bidimensionales. Ejemplo, olas en la superficie de un liquido.

e Tridimensionales. Ejemplo, el sonido normal.
= Segun la relacién entre la vibracién y la direccién de propagacion.

e Transversales. Son aquellas ondas en las cuales la oscilacién es perpen-
dicular a la direccién de propagacién de la onda. Por ejemplo en una
cuerda normal y tensa la onda se propaga de izquierda a derecha (en
cierto caso particular) pero, en cambio, la oscilacién de un punto concre-
to de la cuerda se produce de arriba a abajo, es decir, perpendicularmente
a la propagacion.

e Longitudinales. En este tipo la propagacion es paralela a la oscilacion.
Como ejemplo, si apretamos un muelle las espiras oscilan de izquierda a
derecha y de derecha a izquierda, paralelas en cualquier caso a la direccién
de propagacion.

14.2. Ecuacién general de una onda

Supongamos que, en una cuerda tensa, creamos una forma f en determinado
instante y después observamos como se propaga a una velocidad v. Esto supone que
la deformacién que antes habia parat = 0 en x = 0 debera desplazarse de tal forma
que, siendo coherente con su velocidad, se encuentre en x = vt en un tiempo t. Esto
se puede lograr considerando la funcién de onda

x
fa=f(t-2) (14.1)
v
que nos ofrece una ecuacién de onda que se desplaza de izquierda a derecha. Si qui-
siéramos obtener una onda desplazandose de derecha a izquierda bastaria sustituir
el signo por uno positivo y tener

fat) =1 (t+3).

14.3. Ecuacién de una onda armonica

La ecuacién considerada en (14.1), si bien es correcta, no obstante es de una
generalidad tan amplia que su estudio no es sencillo y no aportaria tampoco datos
muy significativos. Es por eso conveniente particularizar al caso de ondas armonicas,
tomando la funcién f(t) como f(t) = Asin(wt) tendremos que

Y(x,t) = Asin (w (t— E)) .
v
Esta ecuacion presenta una doble periodicidad temporal y espacial que serda muy
atil estudiar. No obstante antes de hacer un estudio més formal es conveniente
plantearse intuitivamente qué estd sucediendo en esta onda. Como la funcién sin(x)
es una funcién periédica que contiene infinitos “bucles” significa que, si dejamos
el tiempo fijo y nos vamos desplazando por el eje OX desde cierto punto, tarde
0 temprano encontraremos otro punto desde el cual “se ve la misma forma de la
onda”. La distancia entre estos dos puntos se llama longitud de onda A\ y por “ver la
misma forma de la onda” nos referimos a observar ondas en la misma fase, es decir,
si en el primer punto vemos el seno en un maximo, por ejemplo, buscaremos en el
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segundo punto otra vez el seno en un maximo, o si en el primer punto esta el seno
en un cero, pero subiendo, buscaremos el segundo punto en la misma situaciéon: un
cero subiendo. ..

Otra periodicidad que encontramos se nota al tomar la distancia fija e ir variando
el tiempo. Dado un cierto instante ¢ty veremos que en un punto fijo xg va variando
la posicién hasta que, al cabo de un tiempo tg + T xg se encuentra igual que en tg.
A esta cantidad T se la denomina periodo.

© Quizas se pregunte el lector que utilidad puede tener tomar una funcién
tan particular como la funcién sin(z) para hacer nuestro desarrollo de las
ondas. Esta eleccién por una razén: Matematicamente el teorema de Fourier
demuestra que toda funcién f(z) puede ponerse como una suma de funciones
sin(z) y cos(x) y siempre es mds sencillo operar con estas funciones que con
la funcién general f(z).

14.3.1. Periodo y frecuencia

Calculemos explicitamente cuanto es T. Tenemos una onda particularizada en
un tiempo g y una posiciéon xg, nos darda un desplazamiento en el eje y concreto
que sera

. x
Y(to,zo) (T0, o) = Asin (w (to _ ?0)) )

Al cabo de un cierto tiempo 7', cuando el cronémetro marque to+ 1T debemos tener
la misma situacion, es decir, ¥(to+7,z0) = Y(to,z0), POT tanto

Asin (w (to - %)) — Asin (w (to +T— %)) .

Esta situacién se produce para las funciones seno y coseno cuando su argumento
aumenta en una cantidad 2w, con lo cual tenemos que:

x x
W(to— —O> +27T:L<J(t0+T— —O>
v v
y de esta expresion es sencillo deducir la siguiente, e interesante relacién

T2

w

. Por tanto el periodo esta relacionado con la frecuencia angular w mediante esta
relacién, que es la misma que para un movimiento armonico simple. Analogamente
podemos definir la frecuencia f o v como el inverso del periodo, es decir

1 w
V= — = —.
T 2

En la figura|14.1 se ha representado lo que supone el transcurrir del tiempo para
una onda armoénica y como ésta se repite al cabo de un tiempo 7.

14.3.2. Longitud de onda y nimero de ondas

Procedamos de manera similar al apartado[14.3.1 pero fijando ahora el tiempo
y dejando que la coordenada x varie desde xg hasta xg + A. Tendremos entonces

que
A
u.)(to—zo)—|—27r=(,u<to—IojL >

v v

y esto supondra la relaciéon:

A
w—:27r
v
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t=0 =

En un periodo T la onda se "repite".

/!
\/!
/\/!
V!

Figura 14.1: Periodo de una onda armonica.
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-
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Figura 14.2: Longitud de onda de una onda arménica.

que cuando se pone en funcién de T adquiere el singular aspecto de

A
V=
es decir, la velocidad de propagacién es el espacio que recorre la propagacién en
un cierto tiempo dividido por ese tiempo. Tomando el tiempo como un periodo
obtenemos que la longitud que recorre es A y el tiempo que tarda es 7T

Se suele definir también nimero de ondas como

27

T
Poniendo asi la funcién de onda arménica en funciéon de w y k queda la sencilla
expresion.

k

Y(x,t) = y(z,t) = Asin(wt — k).

En la figura|14.2 se puede ver de manera grafica lo que representa la magnitud .

14.4. Consideraciones energéticas de las ondas

14.4.1. Energia

Para llegar a la expresion de la energia que propaga una onda vamos a tomar
como caso particular el de una onda propagandose por una cuerda tensa. En este
caso la energia total involucrada por cada particula i es la que corresponderia a un
movimiento arménico simple, que puesto en funcién de la masa y de w serd

1
Ei = §m7;A2w2

siendo m; la masa correspondiente a la particula ¢. La energia total sera la suma a
toda la cuerda de las energias de cada particula 7. Hay que tener en cuenta que la

Fisica General. http://www.ele.uva.es/ imartin/libro/index.html 87



CAPITULO 14. ONDAS

amplitud A y la velocidad angular w van a ser constantes en toda la cuerda, y por

tanto 1 1
E = ;Ei = Z §miA2w2 = §A2w2 ;mz

i
La suma a la Masa de cada particula sera la masa total de la cuerda, que podemos
poner en funcién de su densidad lineal como myetq; = pil. Con esto nos queda que

1
E= 5A%ﬂpll. (14.2)

14.4.2. Potencia
E

;Cudl serd la potencial transmitida?. Para ello basta tener presente que P = 3
y, dividiendo asf la expresién (14.2) por t y considerando que la longitud recorrida
en la cuerda por unidad de tiempo va a coincidir con la velocidad de propagacion,
tendremos que

1
P= §A2w2plv (14.3)

14.4.3. Intensidad

Se define la magnitud intensidad de una onda como la potencia por unidad de
area que atraviesa una superficie. Para el caso de una onda plana la intensidad es
igual a

1
I= §A2w2pv.
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Capitulo 15

Fenémenos ondulatorios

15.1. Introduccién

Los procesos en los cuales intervienen ondas dan lugar a una serie de fenémenos
especiales, dada la naturaleza particular de las ondas, que son de interesante estudio,
y que explican muchas de las asombrosas propiedades que tiene tanto la luz como
el sonido. En el caso de la luz podemos explicar en qué consisten los fenémenos de
reflexion y refraccion y qué leyes gobiernan estos fenémenos. También habra que
dedicar un apartado al fenémeno fisico que se produce cuando se superponen dos o
mas ondas: la interferencia, y por iltimo, tratar algunos temas someramente para un
conocimiento cualitativo por parte del lector, como son los temas sobre la difraccion
y la polarizacién de las ondas.

15.2. Principio de Huygens

El principio de Huygens es una herramienta ttil y bastante sencilla para en-
tender muchos de los extranos procesos que suceden relacionados con las ondas. Si
bien no es estrictamente correcto y ademaés se acepta sin una demostracién riguro-
sa, sirve para explicar satisfactoriamente algunos fenémenos ondulatorios como la
interferencia, reflexién (figura[15.6) o refraccién (figura [15.8).

Basicamente este principio explica cémo tiene lugar la propagaciéon de una onda:
cuando cada uno de los puntos de un medio material es alcanzado por una onda,
este punto se vuelve a comportar como un foco emisor de ondas, creando una serie
de ondas secundarias. El resultado global de todos estos puntos emitiendo ondas a
la vez sera la de un nuevo frente de ondas similar al anterior, con lo que la onda se
ird propagando sucesivamente.

15.3. Interferencia entre ondas

1, Qué sucedera cuando dos ondas se cruzan?. Esta es la pregunta que queremos
explicar en este apartado. Para resolverla hemos de volver a recurrir a nuestro “co-
nocido” el principio de superposicién, es decir, que podemos considerar el resultado
final como una mera suma de los efectos causados por la primera onda més la se-
gunda. Recordemos que este principio parece ser una propiedad de la naturaleza,
va que el efecto de aplicar dos ondas consecutivas sobre un mismo medio no tendria
por que dar como resultado la simple suma de ambas ondas.

> Al propagarse dos o méas ondas por un medio la perturbacién to-
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Figura 15.1: Esquema de un fenémeno de interferencias.

tal resultante es, simplemente, la suma de las perturbaciones de ambas
ondas.

Vamos a utilizar el principio de superposicién para estudiar algunos casos sen-
cillos de interferencia entre ondas.

15.3.1. Ondas coherentes: Interferencias constructivas y des-
tructivas

Supongamos que tenemos dos ondas tales que su longitud de onda, frecuencia
y amplitud son iguales, y que sus fases o bien son iguales, o bien presenta una
cierta discrepancia que permanece constante. Son precisamente este tipo de ondas
las que reciben el nombre de ondas coherentes. Matematicamente llamemos v a una
onda y ¢ a la otra y supongamos que queremos calcular el efecto que hacen sobre
un cierto punto. Ahora bien, los puntos de aplicacién del foco de dichas ondas no
tienen por que coincidir, por lo que las distancias a dicho punto serdan distintas, y
las llamaremos d; y dz. Tomaremos su frecuencia como w y su longitud de onda
A aunque, no obstante, vamos a realizar el tratamiento matematico expresando
las ondas en funcién del nimero de ondas k para simplificar un poco la notacién.
Asi pues tendremos que una onda serd

Y = Asin(wt — kdy)

y la otra
¢ = Asin(wt — kds).

La onda resultante sera la suma de ambas, es decir
U =1+ ¢. (15.1)

Hagamos ahora un poco de &algebra, la expresion (15.1) una vez sustituida se
transforma en

U = Asin(wt — kdy) + Asin(wt — kds)
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Figura 15.2: Representacién de una interferencia (casi) constructiva.

que al extraer factor comin a la amplitud da como resultado
U = A(sin(wt — kdy) + sin(wt — kds)).

Apliquemos ahora la igualdad trigonométrica siguiente

o) i) = 2 (457 Yo (457

a nuestra expresion de ¥ y el resultado final serd que

U = 2Asin (wt — k‘@) cos (M) .

(15.2)

(15.3)

Interpretar este resultado es sencillo, pero no por ello poco sorprendente. Si
hacemos la sustitucion d = dl—‘gd"’ tendremos que la onda resultante es una onda
que parece provenir de una distancia d, que es la semisuma de las distancias a
ambos focos, pero cuya amplitud no es constante, sino que depende del término

kdy—kd . . .
2A cos (%) y que por tanto va a variar segiin el punto del plano y las relaciones

entre las distancias a los focos, como se representa en la figura [15.1.

Interferencia constructiva

Concretamente esta amplitud sera maxima en los lugares en los cuales cos (

1 y minima para aquello sitios donde cos (M)

mas profundamente tendremos que aquellos puntos que verifiquen

kdy — kdy
2

=nm

hd—hd )

= 0. Analizando esto un poco

tendran una amplitud méxima. En ellos se producira lo que se denomina interferen-
cia constructiva, ya que en dichos puntos las ondas se “funden” constructivamente
dando lugar a una amplitud que es la suma de ambas amplitudes. Un ejemplo se ve
representado en la figura[15.2, donde la interferencia no es puramente constructiva,
porque si no se veria inicamente el dibujo de una onda, pero si existe un desfase

tan pequeno como para ver qué significa este tipo de interferencia.
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Figura 15.3: Representacion de una interferencia destructiva.

Interferencia destructiva

A su vez, en los sitios donde este coseno modulador sea nulo, que seran aquellos
para los cuales se cumpla

kdy — kdy

T
— (n+ 1)t
5 (n+)2

tendremos que la amplitud serd siempre cero, independientemente del tiempo que
pase, ya que al ser cero uno de los dos términos de la ecuacién (15.3) el resultado total
serd nulo y no dependera del tiempo. Entonces a estos puntos que nunca presentan
amplitud se les denomina nodos y a las lineas que los unen se las denomina lineas
nodales. Un ejemplo de interferencia destructiva estd representado en la figura[15.3.
Noétese que el resultado de la suma de las ondas es una linea plana, una onda de
amplitud nula.

> Interferencia constructiva supone amplitud méxima, destructiva
implica amplitud nula.

¢ Se puede intentar entender estos resultados utilizando un poco de in-
tuicién fisica. Una interferencia constructiva se producird cuando la diferencia
de fase sea de nm pero dicha diferencia estd marcada por el término

kdy — kdi
2

que, puesto en funcién de A resulta ser

()
A A/
Igualando esta diferencia de fase a nm tendremos que
d2 — d1 =n\

lo cual constituye una férmula mucho mas inteligible que las anteriores. Re-
sulta que para puntos separados una longitud entera de longitudes de onda la
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Figura 15.4: Experiencia de Young.

interferencia es constructiva. Un cédlculo similar para interferencia destructiva
nos llevaria a que

dg—dlz(n—&—%))\.

;Qué significa esto?. Pues sencillamente que si la distancia entre los puntos
es un numero entero de longitudes de onda, como ambas ondas parten con la
misma fase de sus focos respectivos, cuando llegan se encuentran una frente
a la otra variadas en lo que han logrado recorrer de mas o de menos en esta
diferencia de distancias. Si esta diferencia es de un nimero entero de lamb-
das ambas ondas se encuentran exactamente igual, porque la funcién seno es
periddica y se repita cuando ha avanzado espacialmente esta magnitud A. En
cambio si ha avanzado cierto nimero de lambdas més la mitad de una \ re-
sulta que las ondas se encuentran en contra-fase, o bien que una es justo la
opuesta de la otra! y por tanto ambas se anulan simultdneamente.

Experiencia de Young

o Consiste esta experiencia en hacer iluminar dos rendijas muy pequenas
y separadas una distancia a, también pequefia, con un foco de luz. A una
distancia d medida desde la mitad de las rendijas, y que debe ser mucho
mayor que a, se puede observar que existird un maximo, una interferencia
constructiva, si
% =nA,
siendo y la distancia vertical medida desde el centro de la pantalla de obser-
vacién, como se ha representado en la figura[15.4.

Seria un ejercicio interesante para el lector intentar demostrar esto par-
tiendo de la relacién para un méximo ds — d; = n\ y la figura[15.4]

15.3.2. Ondas estacionarias: Propagacién en direcciones o-
puestas
Vamos ahora a proponer una forma un poco diferente de “interferencia”. Tome-

mos como ejemplo una cuerda y fijémosla por uno de sus extremos. (En un gancho
de una pared, por ejemplo). Si propagamos ahora una onda por la cuerda esta tarde

Ya que sin(a + 7) = —sin(a).
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o temprano llegard a la pared y rebotara en ella. Tendremos entonces una interfe-
rencia que se producira en la cuerda, debida a dos ondas iguales, con la excepcion de
que se propagan en sentido contrario. Se va a adelantar ya que este tipo de situacién
se denomina ondas estacionarias.

Matemaéaticamente lo que tenemos es que una onda presenta la forma

¢ = Asin(wt — kx)
y la otra, por propagarse en sentido contrario, sera
= —Asin(wt + kx)

, donde el signo negativo es debido a que al “rebotar” también se produce un cambio
de fase de 7 radianes, siendo la resultante la suma de ambas, por tanto

O = ¢+ = Asin(wt — kz) — Asin(wt + kz).

Para ver que significa esta expresion se va a volver a utilizar la relacién (15.2)) de la
suma de dos funciones seno, nos dard

® = 2A cos(wt) sin(kx). (15.4)
. Qué significa (15.4)7. Tenemos que destacar algunos puntos:

= No se trata de una onda propiamente dicha, pues no aparece un término que
contenga una dependencia espacial y temporal, sino que estas dependencias
aparecen separadas.

= La energia no se puede propagar por la cuerda. Esto es debido a que aquellos
puntos para los cuales sin(kz) = 0 van a estar siempre quietos, ya que no
presenta ninguna otra dependencia. Evidentemente la energia no podra reba-
sar estos puntos para propagarse al otro lado. Por tanto esta construcciéon no
es una onda normal, no es una onda “viajera”; precisamente por esto se la
denomina onda estacionaria.

= Un punto cualquiera de la cuerda se limitara a moverse de forma armoénica en
el tiempo, debido al término cos(wt) con una amplitud 2A sin(kx).

A los puntos que cumplen sin(kxz) = 0 y que por tanto, van a estar siempre
quietos, se les denomina nodos. En nuestro caso tendremos nodos en las posiciones
en las cuales kx = n.

Onda estacionaria en una cuerda fija por ambos extremos

Este es un caso interesante y con ciertas aplicaciones préacticas. Como ejemplo,
en cualquier instrumento de cuerda tendremos una disposicién de este tipo.

Vamos a hacer un andlisis semi-cuantitativo de este fenémeno. Si en este caso
la cuerda debe estar sujeta por ambos extremos significa que dichos extremos no
van a poder moverse. Deberdan ser por tanto nodos. Esto nos lleva a afirmar que
sin(k0) = 0 y sin(kL) = 0 donde se ha supuesto, como resulta 1dgico, que la cuerda
empieza en x = 0 y acaba en z = L. La primera condicién es trivial y es siempre
cierta, pero la segunda nos ofrece que

kL =nmw

expresion que hay que interpretar. Es ésta una relacion entre el nimero de ondas
k y la longitud de la cuerda L. Ahora bien, puesto que la longitud L de la cuerda
es algo que podemos variar a nuestro antojo lo que tenemos realmente es que el

94 (C) Ignacio Martin Bragado. imartin@ele.uva.es



CAPITULO 15. FENOMENOS ONDULATORIOS

nimero de ondas no puede ser uno cualquiera, sino que debe cumplir que k = “7,

es decir ser discreto y con unos valores concretos2. Poniendo estos valores en funcién

de X tenemos que

L
A =22,
n

y como también existe una relacién entre Ay Ty T = v~! podemos por fin expresar
la frecuencia de la vibracién como

donde v es la velocidad de propagacién de la onda (si se propagara).

Este resultado si que es extraordinariamente interesante, porque nos dice que
la frecuencia de la onda va a estar delimitada por el valor de su longitud L. Adn
asi para una longitud L tendremos una serie de frecuencias diferentes segtin el valor
de n que tomemos, que se denominan armoénicos. Esta es la razén fundamental
de la existencia de los instrumentos de cuerda, como por ejemplo una guitarra.
Como la frecuencia de la oscilacién se propaga por el aire y se escucha como sonido,
tendremos que podemos variar la nota bien cambiando la longitud de la cuerda L,
por ejemplo, poniendo el dedo sobre un traste y acortando esta longitud en cierta
cantidad determinada, o bien variando la velocidad de propagacién de la onda en la
cuerda, que dependia de la tensién y la densidad: es decir, bien afinando la guitarra,
es decir, aumentando y disminuyendo la tensién de la cuerda, o bien variando la
densidad de la cuerda poniendo una primera en vez de una segunda, o una tercera,
etc. ..

15.4. Otras propiedades de las ondas

15.4.1. Difraccién

La difraccién es un fenémeno caracteristico de las magnitudes ondulatorias, ca-
racterizado por la propagaciéon “anémala” de dicha magnitud en las cercanias de
un obstaculo o una abertura comparable, en tamano, a su longitud de onda.

En un lenguaje mas intuitivo: la difraccién supone una contradiccién a nuestra
idea preconcebida de que la luz se propaga en linea recta, observandose en las
cercanias de esquinas de obstdculos, o en los bordes de la sombra de la luz tras
atravesar una rendija estrecha, que dicha luz parece “torcer la esquina” o desviarse
de su trayectoria recta.

La difraccion es el resultado de una compleja serie de interferencias de las mag-
nitudes ondulatorias consigo mismas. Si en la luz no se observa aparentemente este
fenémeno, razén por la cual surge nuestra idea preconcebida de la “propagacién en
linea recta de la luz”, es debido a que, como ya se ha dicho antes, este fenémeno
aparece sélo cuando el tamano de los objetos o rendijas es comparable al de la
longitud de onda de la propagaciéon. Como en el caso de la luz visible esta longitud
es diminuta. en nuestra experiencia macroscopica y cotidiana de la existencia, no
tenemos consciencia de estos fenémenos.

15.4.2. Polarizacion

En una onda transversal el movimiento de las particulas que componen el medio
(o de los campos que oscilan, como en el caso de la luz), debe ser perpendicular a
la direccién de propagacion, Ahora bien, como la direccién de propagacion es una
recta en el espacio tridimensional, la perpendicular a esta recta supondra un plano

2En lenguaje de fisica moderna se podria decir que k esté cuantizado.
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en el cual el medio puede desplazarse. Imaginemos que una onda se propaga en
el eje z. Esto supone que la oscilacién deberd producirse ortogonal a dicho eje, es
decir, estar contenida en el plano zy. Pero no se nos dice si estando contenido en
dicho plano puede oscilar en sentido norte-sur, o este-oeste, o suroeste -nordeste,
etc. Esta libertad de eleccién que queda de la direccién de vibraciéon componente
de la onda se puede caracterizar en una propiedad que se denomina polarizacion.
Polarizacién de una onda serd por tanto la direccién concreta que toma dicha onda
en la vibracién de sus particulas componentes.

La luz normal, por ejemplo, no estd polarizada. Esto significa que varia alea-
toriamente su direccién de vibracién en el plano perpendicular a la propagacién.
Cuando esta variaciéon no se produce, o bien se conoce con exactitud, se dice que la
onda esta polarizada, y ademés se puede definir su tipo de polarizacion.

Decir por ultimo que existen dispositivos capaces de polarizar la luz, tales como
los polarizadores o polaroides.

15.4.3. Otras propiedades

Existen otras propiedades interesantes de los fendmenos ondulatorios en general
y la luz en particular, que quiero resenar aqui, asi como una serie de fenémenos
que son faciles de explicar con las nociones que se recogen en parrafos anteriores y
posteriores de este capitulo. Por ejemplo la dispersion de la luz, responsable de que
el cielo sea azul y las puestas de sol rojizas, responsable también de la salida del
arco iris cuando el sol logra iluminar el mundo en un dia lluvioso. La reflexién y
refracciéon de la luz, que trataremos posteriormente, y causa de que podamos vernos
en un espejo, de los espejismos y de que las cucharillas se “tuerzan” cuando las
metemos en agua, causa también de los halos que el sol y la luna ofrecen a veces.

Asi pues fenémenos como estos, o como el atractivo colorido que el aceite ofrece
sobre un charco, por qué no vemos bien debajo del agua si abrimos los ojos al
liquido elemento, o incluso por qué los peces son plateados por su panza, pueden
explicarse utilizando algunos principios béasicos de interferencia de la luz en capas
delgadas, indice de refraccién del agua frente al del cristalino e incluso reflexién total
e ideas evolutivas darwinistas. Queda a juicio del lector estimar si la fisica ofrece
sélo algunas explicaciones parciales e inttiles o si bien es capaz de formar parte
junto con la poesia, la religién y la mistica de las doctrinas que son capaces de crear
una visién global de la belleza de nuestro Universo, e incluso llegar a suplantarlas
algun dia. . .

15.5. Reflexion y refracciéon de la luz

Los fenémenos de reflexion y refraccion se producen en general cuando un movi-
miento ondulatorio se encuentra en sus propagacién con una superficie que separa
dos medios distintos. La parte de la onda que logra atravesar dicha superficie y pasar
al otro lado frecuentemente cambia de direccién, conociéndose este fenémeno como
refraccién. También sucede que parte de la onda (o toda) rebota con la superficie,
denominandose reflexién a este fendémeno.

15.5.1. Reflexion

La ley de la reflexién se enuncia afirmando que, cuando un rayo de luz, o bien
la direccién de propagacién de un frente de ondas, se encuentra con una superficie,
la onda reflejada lo hard con un angulo igual que el de la onda incidente, medido
desde la perpendicular a la superficie donde se refleja la onda.
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Ondas secundarias segun € principio de Huygens.

Figura 15.6: Explicacién segtn el principio de Huygens de la reflexion.

Tomando las magnitudes de la figura [15.5 esto se expresa simplemente como
0; =0,.

15.5.2. Refraccién

La ley de refraccién nos ofrece el angulo que adopta la propagacién de la onda
en el segundo medio, medido también respecto a la vertical a la superficie, como
se indica en la figura|15.7. Ademads los rayos de incidencia, reflexién y refraccién se
encuentran siempre en el mismo plano. La ley que relaciona el dngulo de incidencia
con el de refraccién se conoce como ley de Snell, que es

n1sinf#; = na sin By,

donde ny y no son dos constantes relacionadas con las caracteristicas de cada medio
y que se denominan indice de refraccion. Este indice de refraccién de un medio
resulta ser

n=-—,
(%

en donde v es la velocidad de la luz en dicho medio. Se deduce por tanto que para
luz en el vacio cuya velocidad es ¢ se tendra que n = 1.

Reflexiéon total

La ley de Snell es vélida para pasar de un medio a otro cualquiera. Cuando
tenemos que pasar de un medio 1 a otro 2 tal que ny < ng tendremos que sin s =
Z—; sinf; y como Z—; < 1 no habra ningin tipo de problema. Ahora bien, cuando
tengamos que ni > ngy entonces Z—i > 1y al tomar sinf, = "; sin 01 existird un

T n
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A

Figura 15.7: Refraccién de una onda.

Ondas secundarias segun
el principio de
Huygens.

Medio 1.
Velocidad v ¢

Medio 2.
Velocidad v ,

Figura 15.8: Explicacién segin el principio de Huygens de la refraccién.
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angulo #; = arccos Z—i tal que sinfy = 1. ;Qué pasard para dngulos 6; > 6;7. Pues
sucederd que para estos sin s > 1 y por tanto, nuestro problema no tendrd solucion
real.

El significado fisico de este fenémeno nos dice lo siguiente: en estos casos existe
una angulo limite #; a partir del cual es imposible que se produzca el fenémeno de
refraccién y por tanto toda la luz que incida sobre esa superficie serd reflejada. Por
esta razon a este fenémeno se le conoce como reflexién total.

Un ejemplo préactico se puede observar cuando se bucea: a partir de cierto dngulo
de inclinacién en el cual miremos a la superficie del agua, veremos esta como un
espejo, pero no podremos ver absolutamente nada de lo que hay por encima del
agua.

15.5.3. Principio de Fermat

o Una forma muy elegante de entender estos fenémenos de reflexién y
refraccion, y que aun sigue siendo vélida, es hacer uso del principio de Fermat.
Dicho principio dice que la luz, para ir desde un punto A hasta otro B elige
siempre un camino tal que el tiempo en recorrerle sea el minimo (o, a veces el
méximo). Es de notar que la ley afirma que es el tiempo el que es minimo, no
el espacio que recorre.

De esta forma en un mismo medio la luz viaja en linea recta, porque como
la velocidad es constante entonces el tiempo minimo lo logra con una distancia
minima, y ya se conoce que la recta es el camino més corto entre dos puntos.

En cuanto a la reflexién, resulta que si tenemos que ir de un punto A a
otro B pero “tocando un espejo” por el camino, la forma maés rapida en la cual
lo haremos sera logrando que el dngulo de incidencia sea igual al de refraccién.

Por ultimo para la refraccién: si debemos ir de un punto A en un medio
donde uno se desplaza muy rdpidamente (por ejemplo) a otro punto B situado
en un medio distinto y donde la velocidad de desplazamiento resulta muy lenta,
nos resultard mas favorable, para llegar antes, recorrer algo més de espacio
donde la velocidad es méas rapida para poder asi “atajar” algo de espacio en el
medio donde esta velocidad es lenta y recorrer alli menos. Como ejemplo basta
pensar que a veces para ir de un sitio a otro preferimos tomar una autopista,
aunque demos un ligero rodeo, que una carretera de tierra y piedras que vaya
recta, sin poner en duda que aunque en la autopista recorremos mas camino
vamos a llegar antes.

Una explicacion clara y amena de las leyes de refraccién y reflexién gracias
al principio de Fermat puede ser consultada por el lector en el [1] capitulo 26.
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Capitulo 16

Electromagnetismo

16.1. Introduccién

Si bien algunos efectos magnéticos han sido conocidos desde la antigiiedad, como
por ejemplo el poder de atracciéon que sobre el hierro ejerce la magnetita, no fue
sino hasta el siglo XIX cuando la relaciéon entre la electricidad y el magnetismo
quedo patente, pasando ambos campos de ser diferenciados a formar el cuerpo de
lo que se conoce como electromagnetismo.

Con el advenimiento posterior de las ecuaciones de Maxwell, relacién de ecuacio-
nes en las que quedan expresadas todas las leyes del electromagnetismo, quedé ce-
rrado el estudio clasico de este campo. Tan importantes y logradas fueron estas
ecuaciones que Albert Einstein, eligiendo entre la veracidad de las ecuaciones de
Maxwell o la Mecanica Newtoniana, que no son compatibles entre si, logré desban-
car la teoria Newtoniana imponiendo la llamada Teoria de la Relatividad.

En este nivel veremos algunas de las relaciones méas patentes entre la electricidad
y el magnetismo, asi como las fuerzas a las que la aparicién de campos magnéticos
da lugar.

16.2. Fuerza de Lorentz

Dado un campo magnético B y una particula de carga g que se desplaza por el
interior de dicho campo con una velocidad ¢ Lorentz descubrié que esta particula
sufre una fuerza magnética igual a

F=qiAB. (16.1)

Elementos a destacar de esta férmula es que la fuerza magnética se deja no-
tar, por tanto, s6lo sobre particulas cargadas; para particulas neutras (¢ = 0) se
tendra que F = 0. Un hecho atn mds resefiable es que sélo actia sobre particu-
las en movimiento. Si una particula estd en reposo respecto a nuestro sistema de
referencia la fuerza magnética ejercida sobre ella, aunque esté cargada y exista un
campo magnético, es nula.

o Para caracterizar el sentido del campo se puede emplear la denominada
regla de la mano izquierda, consistente en que, si consideramos los dedos
pulgar, indice y corazén de la mano izquierda, de tal forma que el dedo corazén
seniale en la direccién y sentido de la velocidad y el indice en el del campo,
obtendremos el pulgar “apuntando” en la direccién y sentido correctos de la
fuerza magnética.
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CAPITULO 16. ELECTROMAGNETISMO

La unidad de campo magnético en el Sistema Internacional es el Tesla. De la
ecuacién (16.1) se puede extraer que dimensionalmente un Tesla serda T = %
Newton segundo entre metro Culombio.

> La fuerza magnética siempre es perpendicular a la trayectoria de
la particula y al campo magnético

o Si, ademés de un campo magnético existiera un campo eléctrico £ po-
demos incluir esta fuerza en la Ley de Lorentz y, como la fuerza eléctrica es
simplemente F' = ¢ y podemos usar el principio de superposiciéon

F =q(E+ 7 A B).

Un ejemplo de cémo se puede aplicar esta férmula para campos magnéticos
constantes se puede ver en la seccién [16.5.1.

16.2.1. Fuerza sobre una corriente eléctrica

Pero... ;Y si en vez de una sola particula tenemos varias moviéndose?, esto
es como preguntarse por la fuerza que experimentara, debido al magnetismo, una
corriente eléctrica. Para ello vamos a suponer una corriente eléctrica y tomar un
elemento diferencial de ella. Si diferenciamos (16.1) tendremos que, como sélo la
carga ¢ va a variar

dF = dq(7 A B),
pero habra que calcular cuanto puede ser este dq. Partiendo de la definiciéon de
intensidad para una corriente eléctrica, I = % y sustituyendo dq tendremos que

dF = I ditv A B.

Veamos ahora que podemos hacer con esta expresiéon usando la conocida férmula

de la velocidad v = % y sustituyendo por tanto dl' = v dt:

dF = IdI'A B.
Por 1ltimo, recordando que en un circuito la intensidad, por la ley de Ohm,

depende sélo de la diferencia de potencial y la resistencia de dicho circuito y podemos
considerarla por tanto constante, tendremos que para un conductor finito:

F=1 /df/\ B. (16.2)

16.3. Campo magnético debido a una carga en mo-
vimiento

La relacion entre la electricidad y el magnetismo es tan intima que cualquier
carga moviéndose genera a su alrededor un campo magnético. Deducir cual es dicho
campo a partir de principios iniciales no es facil, y por eso se detalla aqui simple-
mente cual es el campo que genera una carga en movimiento:

dr 2
donde pg es la constante correspondiente al campo magnético, y se denomina per-
meabilidad magnética del vacio, g es la carga de la particula ¢ es la velocidad a la
que se mueve y 7 es el vector que indica el lugar dénde queremos calcular el campo
pero visto desde un sistema de referencia centrado en la particula. También se la
conoce como ley de Biot y Savart.

Esta férmula nos indica cémo el magnetismo estd creado por corrientes y no por
monopolos, es decir por “cargas magnéticas” del estilo de las cargas eléctricas.

(16.3)
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¢ Como ejemplo para ver la naturaleza un poco distinta del campo mag-
nético basta considerar el intento de separar el polo de un imén. Aunque
rompamos un iman por la mitad este “reproduce” sus dos polos. Si ahora
partimos estos cachos otra vez en dos, nuevamente tendremos cada cachito con
dos polos norte y sur diferenciados. En magnetismo no existen los “monopolos”

o Una explicacién detallada aunque con bastante nivel que deduzca maés
rigurosamente estas expresiones y de razones para ellas puede buscarse en
cualquier libro que trate sobre electromagnetismo, ecuaciones de Maxwell o
incluso teoria de la Relatividad.

16.3.1. Campo magnético producido por una corriente eléc-
trica

Si intentamos generalizar la férmula (16.3) a una corriente eléctrica deberemos
pasar primero a una forma diferencial para intentar integrar después, igual que
hicimos con la fuerza de Lorentz. Para ello partimos de

TAT

B = 24”2
"

47

en donde, haciendo también el cambio en funcién de la intensidad y teniendo en
cuenta que 7 es el punto donde queremos calcular el campo pero visto desde la carga,
si llamamos a ese punto 7 desde un sistema de coordenadas, y ¥ a cada punto del
conductor que vamos a recorrer en la integracién, tendremos que

TA g
B:@I/dl/\r 27‘
4 (F—7")".

16.4. Ley de Ampere

El hecho de la no existencia de un “monopolo” magnético va a hacer que en
cualquier situaciéon “entren y salgan” lineas de campo magnético en cualquier vo-
lumen que queramos imaginar y que, por tanto, el flujo del campo magnético sea
nulo siempre, con lo cual no hay ningin teorema similar al de Gauss para el campo
magnético en cuanto a flujo se refiere. Pero no obstante la circulaciéon del campo
magnético, es decir [ B-di'si que va a ser una magnitud interesante debido a que, se
puede demostrar, que la circulacién del campo magnético a través de una trayecto-
ria cerrada cualquiera va a ser igual a g por la intensidad de corriente que atraviesa
el plano encerrado por dicha superficie. Esta relacién, expresada matematicamente
se convierte en

f{ B-dl' = pol (16.4)
donde el simbolo § se utiliza para expresar integrales sobre trayectorias cerradas.

¢ El hecho de que la circulacién del campo magnético no sea nula para
cualquier trayectoria indica que este campo no es conservativo, y por tanto no
vamos a lograr encontrar un potencial para él. No obstante esto se refiere tini-
camente al campo magnético, no a la fuerza magnética y no implica, por tanto,
la no conservacion de la energia. Es més, como la fuerza magnética siempre es
perpendicular a la trayectoria esto supondra que el trabajo magnético siempre
es cero, es decir, no se produce trabajo magnético.
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16.5. Resolucion de problemas tipicos

16.5.1. Particula sometida a un campo magnético constante
y uniforme

Supongamos que tenemos una carga que entra en un campo magnético con una
cierta velocidad y de tal forma que el campo magnético sea perpendicular a dicha
velocidad. ;Como se moverd en el seno de este campo?. Se puede entender de forma
intuitiva que al se ejercerd una fuerza sobre la carga que, debido a (16.1) debe ser
perpendicular a la velocidad con la que se desplaza la carga, y por tanto tendréd una
componente exclusivamente normal a la trayectoria. Como en todo momento la fuer-
za es perpendicular a la trayectoria, porque asi lo exige la ley de Lorentz, tendremos
que la carga describird una circunferencia, ya que estara sometida a una fuerza que
creard una aceleracion normal constante y una aceleracion tangencial nula. Podemos
por tanto igualar la fuerza centripeta de este movimiento con la fuerza magnética
y tener asi que, si tomamos los médulos,

02
quB = mE
de donde se puede deducir que el radio de la trayectoria sera
muv
" 4B

16.5.2. Fuerza magnética experimentada por un conductor
recto y perpendicular al campo magnético

Podemos tomar un conductor recto y de longitud L que esté situado sobre el
eje OX. Un campo perpendicular a el puede ser B = Bj. Entonces utilizando la
expresion (16.2) en donde dl = idz tenemos que

L
ﬁ:I/ dxi A Bj = ILBk
0
donde se ha supuesto que B es constante.

16.5.3. Campo magnético creado por un conductor recto e
infinito

Este problema es facilmente resoluble utilizando la ley de Ampere. Debido a la
simetria que va a presentar el problema podemos afirmar que el campo magnético
serd en cualquier punto perpendicular al hilo conductor (ya que éste es recto y en
el célculo del campo B aparece un producto vectorial) y, lo que resulta de gran
utilidad, su médulo sélo puede depender de la distancia al hilo.

Aprovechando estas condiciones vamos a tomar como trayectoria una circunfe-
rencia centrada en el hilo conductor y perpendicular a él. La circulacién del campo
magnético a través de este camino sera

uofzfé-df,

para hacer esta integral debemos darnos cuenta de que, en cualquier punto de la
trayectoria, B va a resultar paralelo a di y por tanto tendremos

piol = jde“z

104 (C) Ignacio Martin Bragado. imartin@ele.uva.es



CAPITULO 16. ELECTROMAGNETISMO
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Figura 16.1: Geometria para calcular el campo magnético en el eje de una espira.

y cémo ademds |B| va a resultar constante
wol = legdl = B2mr,

siendo r el radio de la circunferencia, que coincide con la distancia minima de un
punto cualquiera de nuestra trayectoria hasta al cable conductor. De esta tultima
expresién podemos despejar B que es lo tnico que no conocemos (la direccién y
sentido de B se conocen, y se pueden obtener usando la “regla de la mano derechal”
y asi

Queda unicamente darse cuenta de que I es, tal y como pide el teorema de Ampere,
la intensidad que cruza la superficie limitada por nuestra trayectoria.

16.5.4. Campo producido por una espira en su eje

Se va a calcular el campo que produce una espira circular en un punto del eje
que diste una distancia R del centro de la espira, si circulara por dicha espira una
intensidad I. No es un calculo sencillo y tendremos que utilizar la ley de Biot-
Savart expresada en (16.3) Vamos a proceder también usando la simetria, para
facilitar el calculo de la expresién. El producto de di’- 7 podra descomponerse en
dos componentes, una paralela al eje y otra perpendicular a él. Las componentes
perpendiculares se anulan unas con otras y por tanto nos bastard con conocer cual
va a ser la componente paralela, ya que la otra serd nula. Todo esto puede verse en
la figura[16.1.

ITomando la mano con el pulgar sefialando en la direccién de la corriente, el resto de los dedos
marcan cual es el sentido del campo eléctrico
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Figura 16.2: Trayectoria para un solenoide infinito.

Debemos calcular por tanto tinicamente las componentes dB, paralelas al eje.
Esto serd

R
dBy = dBsinf =dB | ——
(vx2+R2)

que, utilizando Biot y Savart serd

dB _ Mo Idl R
Y Ara? 4+ R2 /22 L R?

Para determinar ahora el campo debido a la espira completa bastara integrar la
expresion anterior alrededor de la espira:

Bm:]{de: po IR Fdl
4 (22 +12)2

y, como x y R no van a variar? la expresién anterior puede tomarse como
IR
B, = 1ot % dl
4m (22 +1r2)2

donde la integral de dl alrededor de la espira es 27r. Por tanto

Mo 27TR2[

e
dm (22 + R2)?
¢ La ecuacién para el campo en el centro de la espira se deduce de la
anterior muy sencillamente y es

pol
B=—
2R’

cosa que el lector interesado puede entretenerse en demostrar.

16.5.5. Campo magnético en el interior de un solenoide infi-
nito

Se llama solenoide a un conjunto de espiras arrolladas consecutivamente. Para

calcular el campo magnético de un solenoide habria que proceder més rigurosamente

de lo que se va a hacer en este apartado pero, en aras a conseguir cierta claridad,
vamos a hacer ciertas aproximaciones “fuertes” y algunas “tropelias matematicas”.

2z serd la distancia desde el centro hasta donde queremos tomar el punto, y R el radio de la

espira. Ambas magnitudes son constantes.
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Concretamente vamos a tomar un solenoide infinito enrollado de tal forma que
haya un total de n vueltas por unidad de longitud. Tomemos entonces el recorrido
insinuado en la figura 16.2] que es un tanto peculiar. Dicho recorrido pasa por el
centro de la espira infinita para luego salir y alejarse hasta el infinito, donde se cierra
el circuito. Reconocemos que este recorrido no deja de ser peculiar, pero nos va a
llevar correctamente a la expresién deseada si nos abstenemos de hacer preguntas
sobre la rigurosidad de esta demostracién. Evidentemente en el infinito el campo B
serd nulo, porque la perturbacién de la espira no llega hasta tan lejos, con lo cual
la integral [ B -I'va a ser nula en esta parte del recorrido. A su vez en los bordes de
este solenoide (en el casi en el cual un solenoide infinito tuviera bordes) el campo
va a ser perpendicular al recorrido. jPor qué?, por simetria es l6gico suponer que
el campo B va a ser paralelo al solenoide en su interior y, si existiere en el exterior,
también deberia ser paralelo. Por tanto inicamente quedard hallar la integral en el
recorrido que discurre por el interior del solenoide. Esta integral sera

%Edf: BL

donde L es la longitud del solenoide (si, pese a todo sabemos que L = oo, pero
es util ponerlo asi). ;Y cudnto serd I, la intensidad total que atraviesa el plano?.
Como tenemos n espiras por unidad de longitud de solenoide, la corriente total que
atraviesa el plano limitado por esta singular trayectoria serd Iiotq; = Lnl. Asi pues
tendremos que

pwolnl = BL

con lo cual
B = ponl.

Esta es la expresion del campo en el interior de un solenoide infinito. Su interés
radica en que es también una buena expresion para el campo magnético que existe
en el interior de un solenoide finito, siempre que nos encontremos lejos de los bordes.

16.5.6. Fuerzas entre corrientes paralelas

. Cémo podemos calcular la fuerza con que se atraen (o repelen) dos corrientes
paralelas?. Para ello combinaremos las expresiones usadas en los apartados 16.5.3
y 16.5.2. Tomando el primer hilo, con una corriente eléctrica Iy, creard en un hilo
conductor, situado paralelamente a una ldistancia d de él, un campo que, usando

16.5.3 sera
_ kol

- 2md’
y claro esta, este hilo segundo por el cual circula una corriente Is experimentara una
fuerza por estar sometido a este campo. Esta fuerza la tomamos de 16.5.2 y es

F = LLB.

Ahora bien, como la longitud de ambos hilos es infinita, la fuerza total que sienten
estos hilos también es infinita, aunque eso si, repartida por su longitud sin limite.
Una magnitud 1til es ver cuanta fuerza se siente por unidad de longitud L, lo que

equivale a decir que
F - ﬂ 11[2

— —LB=
1 o d

Respecto al sentido de la fuerza, se puede ver que ésta es atractiva cuando las
corrientes son en sentidos contrarios y repulsiva si el sentido es el mismo. Una forma
de verlo es considerando el sentido del campo en cada hilo y aplicando entonces que
F=1IIn E, o bien la llamada regla de la mano izquierda.
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¢ Es frecuente utilizar estas relaciones para definir el Amperio. 1 Amperio Nota
seria asi la intensidad de corriente necesaria para que dos hilos rectos situados
a 1 metro el uno respecto al otro sientan una fuerza por unidad de longitud
equivalente a 2 - 1077%.

108 (C) Ignacio Martin Bragado. imartin@ele.uva.es



Capitulo 17

Induccién electromagnética

17.1. Introducciéon

La unién de la electricidad y el magnetismo queda patente cuando descubrimos
que una intensidad eléctrica es capaz de crear un campo magnético a su alrededor.
No obstante la fisica es una ciencia en la que el pensamiento “simétrico” resulta fre-
cuentemente ampliamente productivo, es decir, podemos preguntarnos ;Y podra un
campo magnético producir un fenémeno eléctrico?. La respuesta a esta pregunta es
afirmativa, como veremos a continuacion.

17.2. Ley de Faraday-Henry

Si uno conecta un galvanémetro a una bobina de conductor, sin nada mas, el
galvanémetro no debera senalar nada: por alli no circula corriente de ningin tipo.
Pero ahora bien, al acercar o alejar un iman de la bobina descubriria un hecho sor-
prendente: el galvanémetro marcaria una tenue corriente durante este proceso. Esta
experiencia, similar a las llamadas experiencias de Faraday, demuestra claramente
que existe una relacién entre el campo magnético y el eléctrico.

Si en la experiencia anterior uno acerca un iman a la bobina y lo deja ahi veria
que el galvanémetro marca corriente mientras el imén se mueve, pero no cuando le
dejamos quieto. Este fendmeno constituye la esencia de la ley de Faraday y Henry,
que podemos ya enunciar:

_dop

o (17.1)

E =
En esta ecuacion € es la fuerza electromotriz inducida y ¢ g es el flujo magnéti-
co que atraviesa la superficie delimitada por el circuito. Asi pues la variacién del
flujo magnético ocasiona la aparicién de una fuerza electromotriz. Como el flujo
magnético ¢p = B - S esta variacién puede deberse a tres causas diferenciadas o a
una mezcla de todas:
1. Variacién del modulo del campo magnético B.

2. Variacién del médulo de la superficie del circuito S.

3. Variacion de la orientacion entre ambos.
> La variacion del flujo magnético induce una fuerza electromotriz.

109

Recuerda



Nota

CAPITULO 17. INDUCCION ELECTROMAGNETICA

17.2.1. Ley de Lenz

.Y qué significa el signo menos en la expresién (17.1)?. Este puede deducirse de
un principio fisico més general, conocido con el nombre de Ley de Lenz que afirma
que “la fuerza electromotriz inducida posee una direccién y sentido tal que tiende
a oponerse a la variacion que la produce”.

Este principio es una manera mas elegante de “adivinar” cémo serd la f.e.m.
inducida en un circuito. Por ejemplo, supongamos que tomamos una espira con-
ductora e introducimos en ella un imén. En este caso el flujo magnético aumenta,
lo cual produce una f.e.m. inducida. ;Qué sentido tendrd?. Aquel que se oponga a
la causa que lo produce, es decir, como en este caso es producido por un aumento
del flujo magnético el circuito tenderd a disminuir dicho flujo magnético. ;Y cémo
puede lograrse esto?. Haciendo que la intensidad de corriente creada genere a su vez
un campo magnético que se oponga al anterior y disminuyendo de esta manera el
campo.

De alguna manera este es un mecanismo de “inercia” que, en general, presentan
todos los sistemas fisicos.

17.3. Fuerza electromotriz

En general para que en un circuito exista un corriente eléctrica estacionaria debe
existir un elemento que suministre esta energia a las cargas. Este elemento puede
ser, por ejemplo, una pila o bien un campo magnético variable.

Se define asi la fuerza electromotriz como el trabajo realizado por unidad de
carga realizado a lo largo del circuito; como el trabajo por unidad de carga es el
campo eléctrico tendremos que:

= $E-dl

definiendo la integral a lo largo del circuito. Se ve de esta definicién que su unidad
va a ser el Voltio, al igual que el potencial eléctrico.

¢ Entonces jpor que no llamar también V a la fuerza electromotriz?.
Cuando tenemos un campo estdtico, por ser conservativo resulta que

fﬁdi:o

lo cual nos permitia definir el potencial eléctrico. Ahora bien, ahora el campo
eléctrico no resulta ser conservativo y por lo tanto no podemos definir un
potencial, con lo cual aunque € y V sean magnitudes similares que se miden
en la misma unidad, no obstante no son la misma cosa.

17.4. Autoinduccion

Imaginemos ahora que tenemos un circuito eléctrico apagado, con el interruptor
de corriente abierto. ;Qué sucede cuando lo encendemos?.

Puede parecernos que simplemente se crea instantdneamente una corriente en
su interior igual a, segin la ley de Ohm, I = % pero la realidad no es tan simple. Al
encender el circuito empieza a aumentar la intensidad por su interior, lo cual genera
un campo eléctrico que atraviesa el propio circuito. Este campo es proporcional a
la intensidad y por tanto varia junto con la intensidad. La variaciéon del campo
crea una variacién del flujo magnético, y por lo tanto la aparicién de una fuerza
electromotriz inducida que se opone a esta intensidad creada. Por tanto el circuito
presenta una cierta “inercia a ser arrancado”.
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Figura 17.1: Circuito con una resistencia y una autoinduccion.

Ahora bien: ;Cémo podemos relacionar el flujo magnético que el circuito crea
sobre si mismo?. En principio como el flujo de un circuito, si no se deforma, va a
resultar proporcional al campo magnético, y este es proporcional a la intensidad,
tendremos que el flujo que el circuito genera sobre si mismo va a ser proporcional a
la intensidad. Esta constante de proporcionalidad se denomina la autoinduccién L
, ¥ se tiene

¢=1LI

. La unidad de autoinduccién en el Sistema Internacional es el henrio (H), equiva-
lente a 1H = 1Qs.

17.4.1. Induccién mutua

De una manera andloga a la anterior si tenemos dos circuitos préximos uno de
ellos puede inducir un cierto flujo magnético en el otro (y al revés). El flujo magnéti-
co que atraviesa el primer circuito, llamémosle a debido a la corriente eléctrica que
circula por b serd proporcional a ésta, y por tanto

¢a = MabIb~

Este coeficiente M presenta también las mismas unidades que L, el henrio, y se
llama inductancia mutua.

o Andlogamente se tendrd que phiy = Mpyl, donde, ademds, se puede Nota
demostrar que Mg, = Myp,, una prueba mas de las simetrias tan comunes en
fisica.

17.5. Energia magnética

Deducir la expresién de la energia magnética de forma directa no es sencillo, pero
en cambio se puede obtener un resultado muy 1til utilizando argumentos indirectos
en los que la conservacion de la energia juega su papel. Supongamos que tenemos
el circuito de la figura 17.1]y analicemos que esta sucediendo. Por la ley de Ohm el
efecto de todas las fuerzas electromotrices es generar una IR, es decir, > e = IR.
Podemos atribuir una € a la pila y una € a la f.e.m. que se induce en el circuito.
Sabemos que € = — ‘fl(f y que para un propio circuito ¢ = LI siendo L una constante.
Tendremos por tanto que

dl
e+ =IR ée—LE:IR,
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y despejando de aqui la f.e.m. que produce la pila, es decir, € resultard que

dl
e=IR+ L—. 17.2
7 (17.2)
Sabemos ahora que €l es toda la potencia que suministra la pila. Multipliquemos
entonces toda la ecuacion (17.2)) por I para ver a donde va a para esa potencia y
tendremos que

dI
el = I’R+ LI—,
dt
es decir, que parte de la potencia se gasta en el efecto Joule (producir calor) y otra
parte se va en el término LI %. Como la potencia es P = % si llamamos Ep a

la energia asociada con el campo magnético que se almacena en la autoinduccién
tendremos que

dEp dl
b= A o St
dt dt
de donde integrando se tiene que
1
Ep = 5LIQ.

o La expresién general del campo magnético contenido en una regién del
espacio en funcién de B es mas dificil de obtener y tiene el siguiente aspecto:

s == [ Bv.
2[10 v

17.6. Problemas y aplicaciones de induccién elec-
tromagnética

17.6.1. Generadores

Un generador es un dispositivo capaz de producir corriente a partir de otras
formas de energia, generalmente a partir de energia mecénica.

La gran mayoria de los generadores consisten en una espira conductora que gira
en el interior de un campo magnético constante y homogéneo a velocidad angular
w también constante. ; Como sera su fuerza electromotriz inducida?.

El flujo magnético que atraviesa la espira serd igual a ¢ = B-S§ = BScosé.
En este caso si la espira gira a una velocidad angular constante, esto supondra que
0 = wt + ¢ siendo ¢ una fase inicial que podemos suponer tranquilamente que es
cero. Tendremos por tanto que ¢ = BS cos(wt).

Para calcular € sabemos que € = —% con lo cual directamente obtenemos que
€ = BSwsin(wt).

En la practica se usan solenoides con muchas espiras y otras mejoras técnicas,
pero en cualquier caso la f.e.m. producida siempre es del tipo € = € sin(wt).

¢ Si representamos la f.e.m. inducida en este tipo de generadores en fun-
cién del tiempo, como en la figura|17.2 vemos que esta corriente generada es
alterna. Esta es una de las razones por las que el uso de la corriente alterna
estd tan difundido: ya que su generacién es mucho més sencilla que la de la
corriente continua.
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Figura 17.2: Corriente alterna.

17.6.2. Transformadores

Un transformador es un aparato capaz de cambiar el voltaje o tensién de la
corriente eléctrica alterna. Basicamente estan formados por dos solenoides de ny y
no espiras arrollados en torno a un nicleo de hierro, como en la figura [17.3] Si uno
de estos circuitos es alimentado por un generador que produce una f.e.m. €; esto
producird un flujo magnético ¢ que atravesara cada espira del solenoide. En este
circuito, si suponemos que no se pierde energia en calor, etc. . . tendremos que toda
su €; se estd invirtiendo en flujo magnético y, segin (17.1) y como el flujo total
que atraviesa el circuito es el de una espira, ¢ por todas las nq espiras que tiene se
obtiene que

do
€1 = —N1 i .

Veamos que sucede para el circuito 2. El hecho de arrollar ambos circuitos a
un ntcleo de hierro sirve para que casi todo el flujo (siempre se pierde algo) ¢ que
atravesaba cada espira del primer circuito lo haga también en las del segundo. De
esta manera vamos a suponer que no hay pérdida alguna y que, también para el
segundo circuito cada espira es atravesada por el flujo ¢. En este caso se inducira una
corriente €5 equivalente a la derivada temporal del flujo total con signo menos, esto
es

do
€2 = —N2——
dt
y como el término % es el mismo en ambas expresiones si dividimos miembro a
miembro tenemos que
n2
€ = —€1

ni

que nos da la relacion entre las tensiones de entrada y salida de un transformador.

Ahora bien, este no es un dispositivo “milagroso” y aunque logra transformar
un tenue voltaje en otro mas alto debe respetar el principio de conservacién de
la energia, y por tanto las potencias de entrada y salida deberian ser, si no hay
pérdida&ﬁ iguales. Como la potencia es P = I¢ esto nos dice que las intensidades se

transforman como Iy = Z—;Il.

Resumiendo: Si elevamos la tensién de un circuito lo hacemos a costa de dis-
minuir su intensidad. Cuando bajamos la tensiéon de otro a cambio elevamos la
intensidad. La potencia, que es el término energético, se mantiene constante.

1En un caso real la potencia de salida siempre es menor que la de entrada, el resto se disipa en
forma de calor.
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Figura 17.3: Esquema simplificado de un transformador.

17.6.3. Autoinduccién de un solenoide

Si tomamos la aproximacién de solenoide muy largo que vimos en el apartado
16.5.5 podemos intentar calcular el valor de su coeficiente de autoinduccién. Como el
campo en su interior vale B = ugnl siendo n, recordemos, la densidad longitudinal
de espiras, tendremos que si cada espira presenta una superficie S el flujo total
serd ¢ = nlBS donde [ es la longitud del solenoide. Despejando

_or

L
1

y por tanto en esta aproximacion resultard que

L = pon?lS.
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Capitulo 18

La naturaleza de la luz.
Dualidad onda corptusculo de
la materia

18.1. Introduccidon historica

Historicamente la luz ha sido siempre un ente escurridizo al que los fisicos han
querido asignar una naturaleza determinada, sin conseguirlo. Newton, a finales del
siglo XVII, sostuvo que la luz estaba compuesta por particulas, diferentes segun el
color, y que “rebotaban” en un espejo logrando asi explicar porqué los angulos de
incidencia y reflexiéon eran los mismos. Parece ser que la propagacién rectilinea de
la luz tuvo mucho que ver con esta posiciéon. Ademaés lograba explicar la refraccién
sobre la superficie de dos medios diferentes usando también una teoria corpuscular.
Huygens, contempordneo de Newton, hablaba de ondas luminosas, y mediante el
principio de Huygens, visto en [15.2 explicaba también la refraccién y reflexion.
Segun Newton la luz debia ir méas rapida en un medio més denso. Segin Huygens el
fenémeno era al revés, pero no obstante en aquella época ain no se podia medir la
velocidad de la luz de manera fiable, y no se levé a cabo ninguin experimento para
descubrir quien tenfa razoén; fue la eminencia de Newton lo que decanté la balanza
hacia el lado corpuscular de la luz durante esa época, y esta inercia hizo que, pese
a los continuos debates y polémicas, fuera la naturaleza corpuscular de la luz la
dominante durante el siglo siguiente al de Newton.

A principios del siglo XIX empezé a formarse un sistema consecuente y desarro-
llado de la luz vista desde un punto ondulatorio. Fueron de gran importancia las
aportaciones de Joung y Fresnel. El descubrimiento de muchos fenémenos de difrac-
cién e interferencia relacionados con la luz y la posterior explicacién del fenémeno
ondulatorio de la luz como una onda electromagnetica por parte de Maxwell pare-
ci6 dejar sentada definitivamente la teoria ondulatoria sobre la luz a finales del siglo
XIX.

Pero no obstante a finales del siglo XX surge uno de los fenémenos mas com-
plejos y enrevesados estudiados entonces: la radiacion del cuerpo negro: un sistema
ideal que absorbe toda la radiacién que incide sobre él y que, en buena aproxima-
cién, puede tomarse como un cuerpo con una cavidad que comunica con el exterior
con un pequeno orificio, y cuyas caracteristicas radiativas cumplen la propiedad de
depender sdélo de la temperatura de sus paredes.

Fue este hecho el que jugé un papel primordial en la historia de la fisica moderna
y que obligé a Planck (a disgusto, segin cuenta la historia) en 1.900 a introducir
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Figura 18.1: Dibujo de un “cuerpo negro”.

X**3/ exg(x ) ——
x**3/(exp(1.25x)-1) -~~~
x**3/(exp(1.1*x)-1) -----

Figura 18.2: Distribucién espectral de la radiaciéon emitida por un cuerpo negro a
distintas temperaturas.

uno de los fendmenos més sorprendentes de la fisica: la cuantizacién de la energia
y, en concreto, de la luz.

18.2. El cuerpo negro

Un esquema de la cavidad que puede aproximarse a un cuerpo negro ideal se
encuentra en la figura 18.1] Estos cuerpos al irse calentando van encontrando un
equilibrio de radiacién en el cual, a mayor temperatura, el cuerpo emite a su vez mas
radiacion. Ademés al irse calentando el cuerpo aumenta la cantidad de energia ra-
diada (de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann) y la concentracién de la energia
se desplaza hacia longitudes de ondas mas cortas. Precisamente a una represen-
tacién de la potencia radiada frente a la longitud de onda se le puede denominar
distribucién de la radiacién o distribucién espectral.

Una gréafica de la distribucion espectral de la radiacién de un cuerpo negro
puede verse en la figura 18.2] Este resultado experimental se intenté explicar de
una forma directa a partir de la termodinamica clasica, y el resultado obtenido, que
también estd representado en la figural|18.2, claramente no coincidia con el resultado
“verdadero”, que es siempre el que marca la experiencia de laboratorio.

En 1900 el fisico aleman, Max Planck afirmé que realizando una inusitada modi-
ficacién de los cédlculos clasicos, e introduciendo una hipdtesis nueva y singularmente
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extrana, habia encontrado una distribucién espectral que explicaba perfectamente
los datos experimentales.

Esta “sorprendente hipdtesis” era que la energia emitida y absorbida por el
cuerpo no era continua, es decir, el cuerpo no podia tomar o dejar cualquier valor
de ésta, sino discreta y ademds, proporcional a la frecuencia. Es decir

E=hv (18.1)

donde h es la constante de proporcionalidad, de valor h06,626-10~34.Js y conocida
actualmente como constante de Planck.

Planck fue absolutamente incapaz de encajar esta hipétesis dentro del marco de
la mecénica clasica y, sin proponérselo, habia dado el primer paso para el adveni-
miento de la mecanica cuédntica.

> La radiacién electromagnética se emite en “paquetes” de energia o
fotones cuyo valor energético es:

E = hv.

18.3. El efecto fotoeléctrico

18.3.1. Descripcién del problema

Este efecto fue descubierto por Hertz en 1.887 y estudiado por Lenard en 1.900.
Fue satisfactoriamente explicado por Einstein en 1.905 y su explicacién le supuso
ganar el Premio Nobel de Fisica. El efecto fotoeléctrico consiste en el hecho de que,
cuando se ilumina una superficie metélica limpia, bajo ciertas condiciones se emiten
electrones. Estos electrones pueden ser recogidos en un tubo de rayos catddicos para
relacionar su emisién con algo facilmente medible, como es la intensidad y voltaje
eléctrico.

Analicemos que sucede en el circuito de la figura [18.3. Cuando la luz incide
sobre el ciatodo C se emiten electrones. Si alguno de ellos choca con el anodo A
existird una cierta corriente por el circuito. El nimero de electrones emitidos que
alcanzan el anodo puede variarse haciendo el anodo positivo o negativo respecto
el catodo, es decir, creando una diferencia de potencial V' entre ellos. Cuando V'
es positivo los electrones arrancados por la luz son atraidos por el anodo. Para
un valor lo suficientemente alto de V' todos los electrones “arrancados” por la luz
alcanzan el anodo y la corriente logra su valor maximo; si aumentamos mas V
descubriremos que que la corriente ya no aumenta, se mantiene en su valor maximo,
ya que V no influye en que se liberen maés electrones del catodo, sino sélo en que
todos los que son liberados se acerquen hacia el dnodo. Si variamos V al revés
los electrones seran repelidos por el anodo, y sélo aquellos que tengan una energia
cinética (%mvg) suficientemente alta lograran llegar al anodo y generar corriente.
Pero ahora bien, cuando bajamos V' y lo hacemos menor que un cierto valor —Vj
no existe corriente alguna, lo cual significa que ningin electrén alcanza el anodo.
Entonces este potencial Vj estard relacionado con la maxima energia cinética que
tendrén los electrones, de manera que podemos poner

1
5m02|maz =elp.

Ahora bien ;y qué es lo interesante de esta experiencia?. Lo curioso es que
el valor de Vi no depende de la intensidad de la radiacion, pero si depende de
“algo tan peregrino” como el color de la luz con que se ilumine el cdtodo. Asi pues
aparentemente al aumentar la intensidad, por tanto la energia por unidad de tiempo
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anodo catodo

Figura 18.3: Dispositivo simplificado para la medicién del efecto fotoeléctrico.

que cae sobre el catodo, no aumenta la energia cinética de los electrones emitidos.
;,Cémo se puede explicar esto?. ;Por qué sucede?. Estas fueron las preguntas que
se hizo Einstein ( y logré contestar) en 1.905.

18.3.2. Solucién

Einstein demostré que estas experiencias podian entenderse suponiendo que la
energia luminosa no se distribuye de manera continua, como dice el modelo clasico
( y Maxwelliano) de la luz, sino cuantizada en paquetes pequetios llamados fotones.
La energia de un fotén es E = hv, la relacién que Planck usé para la explicaciéon del
cuerpo negro. Einstein supuso que un electrén emitido desde la superficie del catodo
es de alguna forma “arrancado” por el impacto con el fotén, de forma que toda la
energia del fotén pasa al electrén. Ahora bien, el electrén recibe su energia de un
tnico fotén. Asi, cuando se aumenta la intensidad de la luz lo que sucede es que
al incidir mas fotones sobre el cadtodo por unidad de tiempo quedan més electrones
liberados, pero la energia que ha absorbido cada electrén no varia, es la misma.

De esta manera se hace un sencillo calculo energético: Si la energia necesaria
para que se desprenda un electrén de la superficie de un metal es, pongamos, una
cierta W, la energia maxima de los electrones deberia ser la que queda de la que
tenia el electrén, es decir
lmv2\maz =hv-—-W
2
y como a su vez, sabiamos que esta energia era eV podemos deducir que este
potencial de frenado Vj sera
hv — W

e

V =

Este resultado coincidia plenamente con los datos experimentales, y ademas el
valor h de la constante h resulté ser igual que el usado por Planck para explicar
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el cuerpo negro. Esto supuso una nueva evidencia sobre la validez universal de la
hipotesis de la cuantificaciéon de la energia luminica.

18.4. Efecto Compton

Arthur H. Compton, en 1.923 realiz6é una experiencia en la que se enviaban rayos
X (un tipo de luz mds energética que la visible) a una zona con dtomos, y posterior-
mente se media tanto la frecuencia y dngulo de la luz dispersada como la velocidad
el electrén derivado tras el choque. Utilizando los principios de conservacién de la
energia y del momento lineal en estos choques, todos los resultados eran coherentes
si se suponia que la luz se comportaba como una particula (un fotén) que colisiona
con el electrén, con energia dada por la relaciéon de Planck ' = hv y con momento
lineal igual a

h
p=x- (18.2)

¢ Puede resultar 1til recordar que, de acuerdo con la teoria clasica, la
energia y cantidad de movimiento de una onda electromagnética estd marcada
por
E =pc,
entonces, relacionando esta F mediante la ecuacién (18.1) y recordando que
¢ = Av se obtiene ficilmente (18.2).

18.5. Naturaleza ondulatoria de la materia

Las ideas de simetria, que se muestran siempre muy utiles en la fisica, levaron a
Louis de Broglie a pensar que, al igual que la luz, pese a ser de naturaleza supues-
tamente ondulatoria, presentaba muchas veces una componente corpuscular, podia
ser que la materia normal, tratada siempre como particula, tuviese también una
naturaleza ondulatoria.

Pero de Broglie fue mas alla: si el momento lineal de un fotén, segin el expe-
rimento de Compton, era p = % ipor qué no utilizar esta relacién para encontrar
la “longitud de onda de la materia”?. Esto es, para un cuerpo normal p = mv y
usando (18.2) y despejando asi A obtenemos

A= —. (18.3)
mu

Ahora bien, la fisica tiene siempre una forma para decidir cuando una hipétesis
es 0 no correcta: la experimentacion. En experiencias posteriores se pudo compro-
bar que efectivamente, particulas como los electrones, pueden producir patrones de
difraccién, un hecho puramente ondulatorio, similares a los que producen los rayos
X.

Ahora bien, si todas las particulas presentan esta dualidad onda y corpusculo,
jpor qué en nuestra vida cotidiana no vemos, por ejemplo, la difraccién de una
bola de billar o de algin objeto igualmente macroscépico?. La respuesta es que, si
tomamos una bola de billar con una masa de 100 gramos y una velocidad de 1%} su
longitud de onda sera, dado el infimo valor de h, extremadamente pequena, razén
por la cual con los aparatos actuales somos incapaces de comprobar su existencia.
Para objetos més pequefios (protones, electrones, neutrinos...) se ha encontrado
un comportamiento ondulatorio siempre que se ha buscado.

o Evidentemente toda esta serie de fenémenos nuevo invalida de tal ma-
nera las leyes anteriores que es necesaria la bisqueda de nuevas “leyes de
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Newton”, de nuevas ecuaciones que sean capaces de explicar a su vez estos
nuevos fenémenos. Estas nuevas leyes entran a formar parte de un nuevo mar-
co de la fisica que se conoce como Fisica Cuantica o Mecdnica Cuantica. La
palabra cuéntica hace referencia al hecho de que, en este nuevo marco, algu-
nas magnitudes no van a ser continuas, sino que van a ser discretas, a estar
cuantizadas, es decir, a permitir sélo ciertos valores discretos.

Podemos citar a los fisicos Schrédinger, Heisemberg y Pauli como los pa-
dres de la mecédnica cudntica, descubridores a su vez respectivamente de la
mecéanica de matrices, la ecuaciéon de Schrodinger de la Mecanica Cuéantica y
la ecuacién de Pauli de la Mecdnica Cudntica y Relativista (en la cual aparece
de manera natural el fenémenos del espin), pero toda lista seria incomple-
ta. La Mecanica Cuéntica y la Mecanica Relativista son dos espectaculares
teorias, en su mayoria poco intuitivas e incluso muchas veces “contra el sentido
comin” que han revolucionado la fisica del siglo XX y han logrado explicar
infinidad de hechos nuevos y otros ya conocidos bajo una luz diferente. Su
unién con las teorias de campos, en lo que se conoce como Teoria Cudntica de
Campos ha dado pie a una de las teorias mas exactas y extrafias que existen
actualmente.

Tecnolégicamente aparatos tan cotidianos como los ordenadores o avances
médicos como la radiologia no habrian sido posibles sin estos descubrimientos.

18.6. Resumen: Dualidad onda-corpusculo de la
luz y la materia

Asi pues como resumen jqué es la luz y la materia? ;Son ondas o son particulas?
;,Se comportan como las primeras o las segundas?. Como se ha podido ir desgajando
a lo largo de las secciones la respuesta no es facil. La fisica en si misma no es una
ciencia que pretenda explicar la esencia de la Naturaleza, sino mas bien cémo se
comporta ésta. Por eso la contestacion a la pregunta de si la luz es onda o es particula
es irrelevante. Lo importante es que, segin la experiencia, se comporta de una u
otra forma en unos u otros casos. Asi mismo la materia se comporta como onda o
como corpusculo segin la ocasién. Seria como si “fuera onda los lunes miércoles y
viernes y particula el resto”.

No obstante quizés esta explicaciéon parezca muy absurda a muchos, que piensen
que todo esto tiene que estar claramente equivocado porque ;céomo va a ser algo
onda y particula a la vez?. Segun los més elementales principios de la légica algo
no puede ser y no ser a la vez, o bien un ente no puede contener dos propiedades
contradictorias de forma consecutiva.

El problema surge al considerar la esencia misma de la concepcién “onda” o
de la concepciéon “particula”. La mente humana crea un modelo, un concepto como
“onda” para explicar una serie de hechos, y luego renuncia a los hechos para afirmar-
se més en la concepcién de “onda”. Andlogamente crea la concepcién “particula”.
Posteriormente cree que, el hecho de que ciertos aspectos de la Naturaleza puedan
explicarse como particula implican que ese aspecto es una particula, y esta identi-
ficacion es la que resulta incorrecta. Por ejemplo: una bola de billar se comporta
como una particula, pero esto no significa que sea una particula. ;Qué es por tanto
una bola de billar?. No es la fisica quien tiene que dar la respuesta, entre otras
cosas porque (es mi opinién) ni es un tema de su incumbencia ni lo podréd saber
nunca. La bola de billar es un objeto incognoscible al que podemos asociar una
etiqueta “particula” porque en todas las ocasiones se comporta como tal, pero por
ello no tiene por qué ser una particula. Dicho de otra forma, “onda” o “particula”
son sélo modelos o categorias mentales, y la Naturaleza no tiene porqué amoldarse
a nuestras aldeanas categorias mentales. La Naturaleza sera lo que sea, y muchas
facetas suyas se aproximaran a “onda” y otras a “particula” que no son mas que
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aproximaciones o modelos humanos.

Asi pues jqué es un fotén? ;Qué es la luz?. Conocer la esencia de la luz no
es tarea de la fisica, su tarea es describir como se comporta la luz bajo ciertas
condiciones. Y de esta forma se descubre y estudia que a veces se comporta como
luz y a veces como particula, pero “comportarse como” es muy distinto de “ser”.

Aun asi seria interesante concluir citando unas palabras de Einstein: Lo mas
incomprensible es que sea comprensible.
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Capitulo 19

Fundamentos de Fisica
Nuclear

19.1. Introduccién

La materia estd compuesta por atomos, unidos entre si por enlaces quimicos.
A su vez los dtomos estan compuestos de electrones, neutrones y protones, deno-
minandose a estos dos tltimos el nicleo atémico. Como los &tomos son neutros esto
obliga a que exista el mismo numero de electrones que de protones en un atomo
normal, ya que los neutrones no tiene carga y los protones y electrones tienen igual
carga pero de distinto signo.

Ahora bien jqué es un nicleo? jqué pasa dentro de un nicleo? jpuede variar el
nucleo?. Estas son las preguntas que intentaremos responder.

19.2. El nucleo atémico

19.2.1. Algunas definiciones

La masa de un nicleo cualquiera se puede constatar que coincide muy bien
con un numero entero de veces la masa del nicleo del dtomo de hidrégeno. Las
variaciones de masa de unos nucleos a otros también es un miultiplo de la masa del
atomo de H. De esta manera se denomina A al nimero mésico de un dtomo, es
decir, precisamente al nimero que es ese miltiplo del dtomo de H. De esta manera
claramente para el hidrégeno A = 1.

Al ntimero de protones que contiene un ntcleo, que como hemos dicho es el
mismo que electrones tiene su corteza, se le denomina Z. Como ademas la masa de
protones y neutrones es casi igual se tiene que el niimero de neutrones de un atomo
es

N=A-7Z

Un elemento quimico estd formado por un conjunto de atomos con igual Z, pero
donde puede variar V. Por esta razén se denomina isétopos a los atomos del mismo
elemento pero de distinta masa, es decir, que necesariamente tienen que poseer un
nimero distinto de neutrones. Un nuclido es aquel conjunto de atomos de igual
Ay Z (y por tanto N) y se representa como 4X siendo X el simbolo quimico
del elemento correspondiente a su Z. Se ve facilmente que en esta notaciéon hay
informacién redundante.
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El patrén de medida que se utiliza para las masas atémicas es la unidad de masa
atémica o u.m.a., se define como la doceava parte de la masa del 124C.

19.2.2. Caracteristicas

Cuando se mide muy precisamente la masa del nicleo resulta sorprendente com-
probar que ésta siempre es algo menor que la suma de las masas de las particulas
que lo componen. Concretamente se puede restar la masa de las particulas que lo
componen de su masa real y obtener asi

Am = Zmy, + (A—Z)m, —mx

siendo mx la masa real del 4tomo de 4 X.

., Qué ha sucedido con esta masa que se ha perdido?. Recordemos que segin la
teoria de la relatividad de Einstein masa y energia son intercambiables, por lo que
podemos afirmar que el niicleo como tal tiene una energia £ = Amc? menor que las
particulas que lo forman. Esta energia, por tanto, se desprendié cuando se formé el
nicleo y su carencia es lo que ahora posibilita su existencia como agregado. Si la
volviéramos a reintegrar al nticleo obtendriamos otra vez los neutrones y protones
correspondientes y por tanto disgregariamos el dtomo a sus componentes. Se trata
por tanto de la energia de enlace del ntcleo atémico.

Esta energia nuclear esta asociada a su vez a la fuerza nuclear fuerte, la inte-
raccién que evita que los protones se alejen (se repelen entre si) manteniéndoles
fuertemente unidos. Algunas propiedades de esta fuerza son:

» Es de muy corto alcance, sélo se nota a distancia de un fermi (1-1071°m) o
menores.

= No depende de la carga eléctrica.

s Es una fuerza atractiva, aunque a distancias mucho m&s pequenias que su
alcance resulta repulsiva.

= Depende del espin de los protones y neutrones que relaciona.

En cuanto al tamafio del niicleo es del orden de 10~°. Se ha encontrado que se
puede suponer a los ntcleos como esferas de radio

R = RyAs

donde Ry = 1,2fm y A es el nimero mésico del nicleo en cuestion.

19.3. Radiactividad

La radiactividad es la emision de particulas al , [ﬁy '}H por parte de un nicleo
atémico y como consecuencia de ajustes y cambios internos en los que general-
mente el nicleo cambia su nimero de neutrones y protones (y por tanto pasa de
un elemento a otro). Histéricamente la radiactividad fue descubierta por Becquerel
al descubrir que un compuesto que contenia uranio era capaz de velar una placa
fotogréfica sin necesidad de exponer ésta a la luz.

Antes de entrar en detalle en estos procesos radiactivos es interesante senalar
que en aquellos que se producen desintegraciones (reacciones atémicas) se conservan
la energia, el momento angular y el lineal y la carga, asi como otras “magnitudes”
como conservar el nimero de protones mas neutrones (de nucleones).

INiicleos de Helio.
2Positrones o electrones.
3Fotones muy energéticos.
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19.3.1. Radiactividad «

En la radiacién « un nicleo se desintegra emitiendo un ntcleo de Helio, que es
a lo que se denomina particula «. De esta manera la reaccion que se establece es la
siguiente
A A—4 4
7X =z 5 Y +3 He

en donde X era el nicleo original e Y sera el producto de la reaccién, cuyo nimero
atémico es dos unidades menor que el del original. Haciendo un célculo de diferencias
de energia, la energia liberada en esta reaccién sera

E = (Mx — My — M,)c%.

La radiactividad a es muy poco penetrante. Basta una hoja de papel o un vestido
para pararla.

19.3.2. Radiactividad

Existen dos tipos de radiactividad 3, la 87 y la 3~ en cuyas reacciones se emiten
positrones y electrones, respectivamente. De esta manera procesos de este tipo daran
lugar a reacciones como

A A — _
72X =z Y +07 +v

2X =5 Y+ BT +v

en donde 7 y v son respectivamente un antineutrino y un neutrino, de los cuales
hablaremos mas tarde.

Experimentalmente se encontré que la energia de los productos finales no se co-
rrespondia con la que se esperaba si sélo se emitieran un nicleo hijo més la particula
beta respectiva. Por esta razén Pauli postulé la existencia de unas particulas nue-
vas, de carga neutra (razén que hacfa dificil su detencién) y masa, caso de teneﬂz,
muy pequena (y por eso se le bautizé neutrino, puesto que era como un ‘“neutrén
chiquitin”.

Posteriormente se descubrié que, efectivamente, esta particula existe.

La radiactividad beta es bastante penetrante, aunque se puede parar con una
ldmina de metal.

19.3.3. Radiactividad v

La radiacion «y consiste en la emision de fotones muy energéticos. La razén de la
existencia de esta radiacion se debe a la necesidad de descargar parte de su energia
que tienen algunos nucleos después de una desintegracion en la que quedan en un
estado excitado. Este proceso es similar al de la emisién de luz por parte de un
atomo normal (por ejemplo, uno de hidrégeno) cuando los electrones “caen” de un
nivel excitado a otro mas fundamental. De esta manera el nicleo también tiene
algunos niveles energéticos diferenciados entre los cuales puede moverse mediante
la emisién de fotones. Como la diferencia entre niveles energéticos de un nicleo es
bastante cuantiosa, los fotones emitidos o particulas gamma tienen energias muy
impresionantes.

Esta radiactividad es la més peligrosa de todas por su alto poder de penetracién
y por su elevado nivel energético. Para frenarla se requieren, en casos extremos,
planchas de plomo muy gruesas.

4Tras cuidadosas mediciones se ha logrado establecer, tras varios afos de duda, que la masa
del neutrino es muy pequena pero distinta de cero.
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19.4. Caracteristicas de los procesos radiactivos

19.4.1. Cinética de las reacciones nucleares: Ley de desinte-
gracién

Un ntcleo radiactivo posee una cierta probabilidad de desintegrarse. El hecho
de que estemos tratando con un proceso probabilistico se debe a que la naturaleza
de la desintegracion es fundamentalmente de tipo cuantico.

Asi, la cantidad de nicleso dN que se desintegran serd proporcional al tiempo que
pasa dt y al numero total de nicleos que teniamos, N. De esta manera obtenemos
que

dN = —ANdt

donde X es una constante de proporcionalidad que se llama constante de desinte-
gracién.
Integrando y despejando convenientemente se demuestra que

N = Nye M (19.1)

donde N es el niimero de nicleos radiactivos que quedan en una muestra cuando,
tomando una muestra original de Ny ntcleos dejamos transcurrir un tiempo t.

También se puede expresar este fenémeno en términos del periodo de semidesin-
tegracion T%, que se define como el intervalo de tiempo necesario para que en una
muestra el nimero de nucleos radiactivos se reduzca a la mitad.

De esta manera, el que al pasar un tiempo T% tengamos una muestra que al

principio presentaba Ny nucleos con sélo % supondra que

N() T
20 _ N d
2 0c *

y, por tanto
In2 0,693
T = — = ’
2 A A
Es usual también hablar de la vida media 7 de un nicleo como el tiempo ne-
cesario para que el numero Ny de nucleos radiactivos de una muestra se reduzca a

%. De esta manera se demuestra que

1
T=—.
A
Por ultimo se define la actividad de una muestra, cuya unidad en el S.I. es el
becquerel (Bq) como una desintegracién por segundo. Asf actividad serd
|dN|

—— = NoAe M.
dt 0ne

19.4.2. Las series radiactivas

Una serie radiactiva es un conjunto de niclidos radiactivos que derivan del mismo
nuclido inicial pero que, por desintegraciones consecutivas, conducen a un mismo
ntclido que resulta estable.

Existen tres series naturales, segtiin el elemento que les de origen. Se denominan
pues la serie del uranio, del torio y del actinio. Por ejemplo, la serie del uranio, que
comienza con el 238U y termina con el 26 Pb puede consultarse en la figura 19.1.
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Figura 19.1: Serie radiactiva del uranio.
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¢ ;Y cudl puede ser la aplicacién de las desintegraciones nucleares?. La
radiactividad tiene multiples campos de utilizacién. Por ejemplo, el método
del C permite fechar una muestra midiendo la proporcién de *C frente
al 12C en muestras orgénicas antiguas y, comparando dicha proporcién con
la normal, se calcula cuanto '*C ha decaido. Posteriormente con este dato y
conociendo que la semivida del elemento son unos 5500 ads se pueden datar
muestras en un intervalo de unos 1000 a 55000 ahos. Para muestras de edad
superior o inferior los datos no son significativos y el proceso no es fiable.

Otra aplicacién consiste en el uso de isétopos radiactivos. Como sabemos
un isétopo es quimicamente indistinguible de otro que sea estable. De esta
manera, introduciendo algunos isétopos radiactivos en un organismo, éste los
asimila como si fueran normales. y asi podemos usarlos como trazadores en
ciertos procesos biolégicos, o para determinar las velocidades de reacciones
quimicas, observar el recorrido de la sangre en el cerebro. ..

19.5. Reacciones nucleares

Cuando los ntcleos vencen la repulsién eléctrica que los protones generan entre
si y se sitian en posiciones de alcance de la fuerza nuclear fuerte, es posible que
se produzca un reagrupamiento de los nticleos obteniendo asi unos productos de la
reaccion distintos de los originales. Este proceso es el denominado reacciéon nuclear.

En estas reacciones se conservan la carga y el nimero de nucleones, la energia y
los momentos angular y lineal.

Tipos inportantes de reacciones nucleares son las de fision y fusion.

19.5.1. Fision nuclear

Es la divisién o ruptura de un nicleo pesado en otros dos mas ligeros de masas
similares. Es una reacciéon que espontaneamente se produce con gran dificultad.

Artificialmente se puede generar bombardeando los nicleos con neutrones. Es-
tos, al no presentar carga, penetran con cierta facilidad en los nucleos y pueden
desencadenar asi un proceso que termina con la ruptura del ntcleo original.

Por ejemplo, una reaccién nuclear tipica es

23577 L1, _ 141 1
92 U +gn —55 Kr+43on.

En general, las reacciones del 23°U pueden esquematizarse como

n+eU—X+Y +203in

siendo los restos de la reacciéon X e Y ntclidos con numeros comprendidos entre los
intervalos (84,104) y (129, 149).

El hecho de que entre los productos finales de la reaccién existan 2 o 3 neutrones
posibilita el hecho de que se produzca una reaccién en cadena, es decir, que estos
nuevos neutrones emitidos vuelvan a incidir en nucleos que se fisionen, creando
asi mas neutrones que...y el proceso continua. Cuando sucede una reaccién en
cadena de este tipo todo el “combustible nuclear” se fisiona muy rapidamente y
de manera explosiva liberando enormes cantidades de energia: hablamos de una
explosién nuclear. Este es el fundamente bésico de una bomba atémica.

Ahora bien, si logramos reducir el nimero medio de neutrones liberados hasta
uno por nucleo fisionado, tendremos una reaccién controlada. Este es el fundamento
de las reacciones nucleares que suceden en un reactor nuclear de una central atémica.
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19.5.2. Fusién nuclear

Asi como fisionar es dividir, fusionar es juntar: en una reaccién de fusién se
obtiene un nucleo pesado a partir de dos ligeros. Debido a la repulsion eléctrica
entre protones este proceso es mas sencillo cuanto mas ligeros sean los ntcleos
originales. Cuando el niicleo creado tenga menos masa que la suma de los nicleos
originales tendremos que, este defecto de masa se libera como energia. Este es el
proceso que sucede en todas las estrellas, auténticos “hornos de fusién” en los que
la enorme presion que genera la gravedad al apinar estas cantidades gigantescas de
sustancias es suficiente para generar espontaneamente reacciones de fusién.

Actualmente el proceso de fusién controlada no estd dominado (el incontro-
lado si, en las tristemente célebres bombas de hidrégeno o de neutrones) puesto
que se requiere alcanzar y mantener temperaturas del orden de millones de gra-
dos centigrados y no existe ningun recipiente que soporte esto, con lo que hay que
contener magnéticamente el plasma formado: en cualquier caso el proceso no es
facil.

No obstante, algunas razones para interesarse por el proceso de fusiéon controlada
son

s Es una energia relativamente limpia: al contrario que en las reacciones de
fisién apenas hay sustancias de desecho peligrosas.

= Su rendimiento energético es muy grande. Por ejemplo en la reacciéon
H+3H —5 He+4n
se liberan unos 18MeV.

= El “carburante” que necesita, deuterio y tritio, es facil de obtener. El agua de
mar contiene cantidades ingentes de deuterio.
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Apéndice A

Esquemas y formulario

A.1. Calculo vectorial

1. Definicién

a) Escalar

b) Vector
1) Moddulo
2) Direccién
3) Sentido

2. Operaciones con vectores

a) Componentes. T = (vg,vy,V;)

b) Médulo. || =v = \/U%TW

¢) Vector unitario. © = %
1) (1,0,0)=1
2) (0,1,0) =3
3) (0,0,1) =k
d) Suma. @+ b == (a,ay,a.) + (ba,by,b.) = (@ + ba,ay + by, az +b.).
Gréfica.

e) Producto escalar. @ - b=abcosh = Gzbg + ayby +azb,

A.2. Cinematica

1. Vector de posicion 7
2. Vector desplazamiento A7 =75 — 171
3. Velocidad

a) Media ¢ = 22=2
=

, . d =
b) Instantdnea v’ = $7(t)
4. Aceleracién
a) Media @ = 2=0

to—tq1
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2

b) Instanténea @ = Li(t) = L7 ()
¢) Tangencial. @; = ﬂfl D

d) Normal. @, =% -7, i L&

e) Relaciones

1) a=a;+a,
2) a?=a?+a?
A.2.1. Movimiento circular
1. 6 es el angulo recorrido en radianes.
2. 2mrad = 360°

Velocidad angular. w = 46(t)

4. Aceleracién angular. a = %w(t)

5. Relaciones magnitudes angulares con lineales
a) v=Rw
b) a = Ra

¢) a, = Rw?

A.3. Dinamica

A.3.1. Translacién
1. Leyes de Newton.
a) Ley de inercia
b) S F=ma
¢) Ley de accién y reaccién
2. Fuerzas

a) Peso. P =mg.

=

Normal. En rampas N = mgcosf

o

)
) Rozamiento. F,. = uN
)

S8

Tensiones. A ambos lados de una polea perfecta es igual.
3. Momento lineal: P = mv

iz : inging _ fin ofin
4. Conservacién del momento lineal. ) m™v;"™ =" m] " v}

5. Cantidad de movimiento e impulso mecanico. I=Ft= AP

A.3.2. Rotacion

. . . 2
1. Movimiento circular. F, = m%

Aplicacién a curvas con y sin peralte. Vmqe = VgR, v,ax = (/tan agr
Momento de un par de fuerzas. M = Frsina

. . _ 2
Momento de inercia. I =) m,r;

DA el

Ecuacion de la dindamica de rotacion. M = I«
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A.4. Trabajo y Energia
1. Trabajo: concepto intuitivo.
2. Trabajo: concepto matematico:
a) W =Frcosa
b) W=F.7
3. Potencia.P:%:Fv, P=F.¢%
4. Energia.

a) Concepto intuitivo.

2

=)

Cinética. T = E. = %mv

Potencial eldstica. ), = %Kﬁ

)

e) Potencial gravitatoria general. E, = —G@

Potencial coulombiana. £, = K %

f

)
)
)
d) Potencial gravitatoria superficie. E, = mgh
)
)
9)

Teorema de conservacién de la energia. E.(A)+ E,(A) = E.(B)+ E,(B)

A.5. Movimiento armoénico simple
1. Ley de Hooke. F' = —Kz
2. Ecuacién del m.a.s.

a) Ecuacién general. z = Asin(wt + 6)

b) Relacién velocidad posicién. v = VA% — 22
¢) Relacién aceleracién posicién. a = —w?z

3. ;Quéesw?

2 K

a —
m

b

S

Periodo. w = 2%

)
)

c¢) Frecuencia. w = 27v
)

d) Relacién periodo y frecuencia. v = T~}

4. Energfa en un m.a.s.

a) Potencial. E, = 1 Kz?
b) Mecénica. Eiprqr = %KA2
5. Péndulo simple.
a) Relacién con un m.a.s. w = /¥

b) Propiedades. Célculo aproximado para amplitudes pequenas.
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A.6. Campo y potencial eléctrico y gravitatorio

1. Fuerzas
a) Coulombiana (cargas). F = K %f
b) Newtoniana (masas). F = —G Mo p

2. Campos

a) Electrostético. E = K%ﬁ

b) Gravitatorio. § = —G2%7.
3. Principio de superposicién vectorial. ﬁtaml =3, F;
4. Energia potencial.

a) Electrostética. E, = K%.

b) Gravitatoria. E, = G2,
5. Potencial electrostatico. V =K g
6. Principio de superposicién escalar. Viotar = >, Vi.
7. Diferencia de potencial electrostatico.
8. Relacién entre la diferencia de potencial y el trabajo. AW = q(V4 — Vp).

9. Relaciones entre campos y fuerzas.

—

a) Electrostatico. F = ¢E.

b) Gravitatorio. F = mg.

10. Relacién entre energia potencial y potencial electrostatico. E, = qV'.

—

11. Flujo (¢ = E- S) y teorema de Gauss.

a) Electrostdtico. ¢ = dene.

b) Gravitatorio. ¢ = 41Gmenc.
12. Anexos.

a) Significado de la energia potencial negativa.
b) Velocidad de escape. E; = %mv2 — G@ = 0. Concepto de particulas
“ligadas”.

¢) Relacién (unidimensional) entre el campo y el potencial. E = 4Z

d) Leyes de Kepler.

e) Resolucién de problemas de satélites. = :
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A.7. Circuitos de corriente continua

1. Conductores y aislantes.

) . d
2. Intensidad. Amperio. I = %

3. Diferencia de potencial. AV.
4. Ley de Ohm. Resistencia. AV =IR, R = p%.
5. Asociacién de resistencias.

a) Asociacion serie. R, = > \_|' R;

IR 1 i=n 1
b) Asociacién paralelo. - =37~} #-.

6. Instrumentos de medida
a) Amperimetros. (Serie).
b) Voltimetros. (Paralelo).
7. Trabajo de la corriente eléctrica. Ley de Joule. W = I?Rt(.J).
8. Potencia de la corriente eléctrica. P = I?R.
9. Generadores. Fuerza electromotriz (fem). AV =e¢ -1 r;.

10. Motores. Fuerza contra-electromotriz. (fcem). Ley de Ohm generalizada. > €; =
11. Redes eléctricas. Reglas de Kirchhoff.

A.8. Electromagnetismo

1. Campo magnético. B.

2. Flujo magnético. ® = B - S.

3. Accién de un campo magnético sobre una carga en movimiento. Ley de Lo-
rentz. |F| = ¢|0]|B|sina.

4. Radio de la 6rbita de una carga moviéndose bajo la accién de un campo

&ti - my

magnético. R = aB "

5. Accién de un campo magnético sobre un conductor rectilineo recorrido por

una corriente. Ley de Laplace. |F| = Bllsin .

6. Campo magnético creado por una corriente rectilinea. Ley de Biot y Savart.
B=1tl
2 r

7.  Campo magnético creado por una espira circular en su centro. B = E2TR.
- . .
8.  Campo magnético creado por un solenoide. B = ul 7.

F 0
l

~
~

9. Fuerza entre corrientes paralelas. Definicién de amperio.
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Apéndice B

Movimiento de un cuerpo en
el campo gravitatorio bajo el
rozamiento con el aire

B.1. Introduccion

Vamos a analizar que sucede cuando dejamos un cuerpo en caida libre bajo la
accion de la gravedad, pero considerando también que existe un rozamiento con la
atmosfera, con el aire, de valor F,. = —Kw.

B.2. Planteamiento de la ley de Newton

Aplicando la ley de Newton tenemos que F = ma. En este caso tomaremos el
sistema de referencia habitual, y al tratarse el problema de una caida libre, haremos
Gnicamente un tratamiento unidimensional para el eje y.

Las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo que cae son unicamente la fuerza de
la gravedad —mg y la de rozamiento —K4f'. La constante K la dejaremos indicada,
su valor se mide experimentalmente.

Asi pues la ley de Newton se expresard como

—mg — Kv =ma. (B.1)

B.3. Interpretacién de la ecuacion de Newton

Vemos que tenemos una ecuaciéon que relaciona a con v. Ahora bien, la acele-
racién y la velocidad no son magnitudes independientes, ya que una es la derivada
de la otra. Por tanto no podemos despejar tranquilamente a o V, ya que, al estar
relacionadas entre si, esto no serfa una solucién de la ecuacién (B.1). Hemos de
plantear como resolver

dv

—-mg — Kv = mo

1Hemos de ser conscientes que en este modelo del rozamiento hemos incluido ya el hecho de que
el rozamiento siempre se opone al movimiento. ;Qué cémo sucede esto aqui?, simplemente porque
cuando la velocidad sea positiva —Kwv serd negativo e ird en sentido contrario al movimiento.
Andlogamente cuando v < 0 tendremos que F; > 0 y también se opone al movimiento. Por dltimo
si el cuerpo no se mueve v = 0 y no hay rozamiento.
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EL ROZAMIENTO CON EL AIRE

que recibe el nombre de ecuacidn diferencial. Aunque el tema de las ecuaciones
diferenciales supera con mucho el nivel y los planteamientos de la fisica general
de este curso, este caso concreto representa, no sélo un caso sencillo e inteligible,
sino ademds un ejemplo potente y didactico de lo que representan las ecuaciones de
Newton para el mundo fisico, razén por la que trataremos este sistema como una
excepcion al nivel del curso, pero una excepcién muy interesante.

Para resolver esta ecuacién pasemos todos los términos con v a un lado y los
que tienen t al otro. Asi tendremos

mdv

- =dt
mg + Kv

lo cual es una forma de acumular todos los términos en v a un lado y con t bien
separados para nuestra préxima accién. Integremos ahora ambos miembros entre el
instante t = 0, en el cual suponemos que v = 0 y un instante genérico t.

t t
_/ Ldvz/ dt
o mg+ Kv 0

Esta integral es inmediata ddndose cuenta de que

K

d
= Ky)= ——
(mg + Kv) = 5

dt

, y por tanto tendremos
t

m
ty =~ In(Kv+mg)] .

que sabiendo que en t = 0 teniamos v = 0 nos dird que

m Kv+mg
t=——In{ ———|.
K mg

Bueno, ahora basta hacer alguna acrobacia matematica y despejar la velocidad,
que es la magnitud que nos interesa, esto se logra exponenciando

ﬁ_KU—Fmg

y despejando

B.4. Conclusion

Interpretar el resultado de la férmula (B.2) es una delicia fisica que nos dird mu-
cho mas que todo el desarrollo matematico, mas o menos complejo, anterior. Deje-
mos de momento pensar al lector que nos esta diciendo esta relacién en general y,
mucho més concretamente que sucede para tiempos muy pequenos y muy grandes,
es decir, estudiar que significan los casos en los que t < 1y t — oo.
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Apéndice C

Tablas y féormulas utiles

C.1. Introduccion

Este apéndice estd pensado como un complemento o un recordatorio matematico
de algunos conceptos de esta indole imprescindibles para abordar con éxito el estudio
de la fisica. No obstante, si el lector descubre que desconoce una gran parte del
contenido de este apéndice, o bien que no comprende la procedencia de las férmulas,
deberia por su cuenta estudiar estas bases hasta su total comprension.

C.2. Calculo complejo

i2 = -1
v—1 = 1
(a+bi) - (c+di) = (ac—bd)+ (bc+ ad)i
a+b1: _ ac+bd + cb—adi
c+di c2+d? c2+d?

C.3. Calculo vectorial

Médulo || = /a2 + a2 + a2.

Producto escalar @-b = abcosf.

Producto vectorial Ver|4.3.4.

C.4. Funciones elementales

C.4.1. Trigonométricas

sin®t + cos?t = 1, Vt
sin(a+b) = sinacosb=*cosasind
cos(axb) = cosacosbFsinasinb
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C.4.2. Logaritmicas y exponenciales

Inl = 0
In0 — —00
In(ab) = Ina+Inbd
In (%) = Ina—1Inb
lna® = blna
el = 1
et > 0, Vt
eaer _ eaeb
eab _ eab

C.5. Derivacion

C.5.1. Propiedades generales
Constante %K =0.
Suma G (f+9) = Gf+ G9.

Producto por constante %(Kf) = K%f.

Producto %(f-g) = (%f) g+f (%g).

Division &1 = (#/)s /()
dt g g2 )

Regla de la cadena 2 f(g(t)) = (L f)(g(t)) - Lg(t).

Ejemplo de la regla de la cadena £ sin(t?) = cos(t?)2t.

C.5.2. Tabla de derivadas

d d
f(t) 2t (0 f(t) it ()
t 1 t" nt"=1
Vit L sint cost
2Vt
cost —sint tant CO; n
sinh ¢ cosht cosht sinh ¢
Int % log, t % log, e
at a'lna et et
arcsint L arccost —————
V ll—t . %—I
arctant e argsinh¢ e
arg cosh ¢ T tlZ - | arg tanht 1_1t2

C.6. Integracion

C.6.1. Definicion y propiedades

Se define [ f(t)dt = F(t) + C si se cumple que 2 F(t) = f(t). Algunas propie-
dades son:

Nula [ 0dt = C donde C es una constante cualesquiera.

Constante [ Kf(t)dt = K [ f(t)dt,
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g(t)dt = [ f(t)dt + [ g(t)dt.

La integral de un producto de dos funciones es

/u(t)dv(t) =u(t)v(t) — /v(t)du(t).

C.6.2.

Jtrdt
dt

Fisica General. http://www.ele.uva.es/ imartin/libro/index.html

Tabla de integrales

gt
n+1

+C, n#-1
In|t|+C
et +C
—cost + C
sint + C'
tant + C
arcsint + C
—In|cost| + C
In(t+vVt2—-1)+C

arctant + C
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