Mecanique
du solide

Applications
industrielles






Mecanique
du solide

Applications
industrielles

Pierre Agati Yves Brémont

Professeur agrégé honoraire Professeur agrégé a I'lUFM de Créteil
a I'lnstitut National Polytechnique
de Grenoble

Gérard Delville

Professeur agrégé a I'lUFM de Créteil

2¢ édition

DUNOD



lllustration de couverture : Digital Vision

Ce pictogramme mérite une explication.  établissements d'enseignement supérieur,
Son objet est d'alerter le lecteur sur  provoquant une baisse brutale des achats
la menace que représente pour I'avenir  de livres et de revues, au point que la
de I'écrit, particuliérement dans possibilité méme pour les auteurs
le domaine de I'édition tech- [ DANGER | de créer des ceuvres nouvelles et
nique et universitaire, le dévelop- de les faire éditer correctement
pement massif du photo- est aujourd’hui menacée.
copillage. Nous rappelons donc que

le Code de la propriété toute reproduction, partielle ou
intellectuelle du 1" juillet 1992 [ LEPHOTOCOPLLAGE | totale, de la présente publication
interdit en effet expressément la TUELELVREJ ¢t interdite sans auforisation du
photocopie & usage collectif Centre frangais d'exploitation du
sans autorisation des ayants droit. Or,  droit de copie (CFC, 20 rue des Grands-
cefte pratique s'est généralisée dans les  Augustins, 75006 Paris).

© Dunod, Paris, 2003
© Dunod, 2020 pour cette nouvelle présentation
11 rue Paul Bert 92240 Malakoff

© Bordas, 1986, pour la 1€ édition
ISBN 978-2-10-081532-6

Toute représentation ou reproductim intégrale au partielle fite sans ke
consentement de l'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est illicite
selon le Code de la propriété intellectuelle (Art L 122-4) et constitue une contre-
fagon réprimée par le Code pénal. « Seules sont autorisées (Art L 122-5) les
copies ou reproductions strictement réservées a I'usage privé du copiste et
non destinées a une utilisation collective, ainsi que les analyses et courtes
citations justifiées par le caractere critique, pédagogique ou d’'information de
I'ceuvre a laquelle elles sont incorporées, sous réserve, toutefois, du respect
des dispositions des articles L 122-10 a L 122-12 du méme Code, relatives a la
reproduction par reprographie.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Avant-propos

Dans la collection Sciences Industrielles proposée aux étudiants des classes préparatoires aux grandes écoles,
DUT, BTS, ainsi qu’aux étudiants du premier cycle universitaire, cet ouvrage Mécanique du solide développe
les trois grandes parties de la mécanique générale du solide indéformable :

— Cinématique
— Statique
— Dynamique

Les chapitres de ce livre sont construits sur le méme plan :

— Cours

Un cours concis et complet ol chaque notion importante est suivie d’une courte application.
— A savoir

Un résumé des résultats essentiels du cours.

— Exercice résolu

Un exercice dont la correction détaillée montre la mise en ceuvre du cours.

— Conseils pour la résolution

Des conseils pour éviter les erreurs classiques.

— Exercices corrigés

Des exercices, pour la plupart issus de mécanismes industriels, avec des réponses plus ou moins détaillées.

Nous souhaitons que la méthode pédagogique utilisée et le choix des exercices permettent au futur ingénieur
ou technicien de comprendre, d’assimiler et d’appliquer les concepts fondamentaux de la mécanique du solide
pour arriver a une modélisation et une étude correcte des systemes mécaniques industriels.

Les auteurs
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Chapitre 1

Modélisation et parameétrage
des mécanismes

Un mécanisme est un ensemble de pieces mécaniques reliées entre elles par des
liaisons, en vue de réaliser une fonction déterminée.

Le but de ce livre est I’étude des mouvements et des actions mécaniques dans les
mécanismes. Pour cela, commengons par modéliser les pieces mécaniques et les

liaisons.

1.1 MODELISATION DES PIECES
MECANIQUES

Nous considérerons que les pieces mécaniques peu-
vent &tre modélisées, en premicre approximation,
par des solides indéformables. Ceci exclut bien sir
les pieces dont la fonction est précisément de se
déformer : ressorts, rondelles élastiques, barres de
torsion, etc.

Définition d’un solide indéformable. Une
picce mécanique (S) peut étre considérée
comme un solide indéformable si quels que
soient les points A et B de (S) la distance AB
reste constante au cours du temps 7.

VA et BE(S), Vit ||AB| =Cte.

Figure 1.1

1.2 MODELISATION DES LIAISONS

Définissons les modeles de liaisons, qui existent entre
deux solides (S) et (S,), que I’on utilisera pour éta-
blir les schémas cinématiques des mécanismes.

Pour chaque modele de liaison, qui est un modele de
référence théorique, nous donnerons :

— la définition mathématique ;

— les mouvements relatifs que la liaison autorise ;
—les schématisations planes et spatiales normalisées
sous forme de tableau, au paragraphe 1.2.12.

Pour cela un repere orthonormé direct R(O,X,y,7)
sera placé sur chaque liaison.

Ce repere n’est lié a aucun des deux solides (S;) ou

(S2).

1.2.1 Liaison ponctuelle

Définition. Les deux solides (S;) et (S,) ont
une liaison ponctuelle si, au cours de leur mou-
vement relatif, un point A; de (S;) reste dans un
plan P; de (S;).
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A?
(S2)
A D5 7
P,
[ 50 xf
Figure 1.2

Mouvement relatif

Considérons le repere R(0O,X,y,Z) tel que son ori-
gine O soit confondue avec le point A, et le vecteur
unitaire Z soit perpendiculaire au plan P;. Par rap-
port aux trois axes de ce repere, le mouvement de
(S,) par rapport a (S;) se décompose en rotations et
translations élémentaires suivantes :

— rotations autour de (O,X), (0,y) et (O,7) ;
— translations suivant (O,X) et (O,y).

1.2.2 Liaison linéaire rectiligne

zA
(S2)
D
2 6] Y
P,
[s) x/
Figure 1.3

Définition. Les deux solides (S;) et (S;) ont
une liaison linéaire rectiligne si, au cours de leur
mouvement relatif, une droite D, de (S;) reste
dans un plan P; de (S;).

Mouvement relatif

Considérons le repere R(O,X,y,Z) tel que axe
(0,X) soit confondu avec la droite D, et le vecteur
unitaire 7 perpendiculaire au plan P;.

Le mouvement de (S;) par rapport a (S;) se
décompose en :

— rotations autour de (O,X) et (0,7) ;

— translations suivant (O,X) et (O,y).

1.2.3 Liaison linéaire annulaire

Définition. Les deux solides (S;) et (S) ont
une liaison linéaire annulaire si, au cours de leur
mouvement relatif, un point A, de (S;) reste sur
une droite D; de (S;).

(S4)
Figure 1.4

Mouvement relatif

Considérons le repere R(O,X,y,Z) d’origine A,, tel
que I’axe (O,X) soit confondu avec la droite D;. Par
rapport a ce repere, le mouvement de (S;) par rap-
port & (S;) est constitué des mouvements élémen-
taires suivants :

— rotations autour de (0,X), (0,y) et (0,2) ;

— translation suivant (O,X).

1.2.4 Liaison rotule

S
X O (S2)
A -
A, O y
(84)
7
Figure 1.5

Définition. Les deux solides (S;) et (S;) ont
une liaison rotule si, au cours de leur mouve-
ment relatif, un point A, de (S;) reste confondu
avec un point A; de (S;).

Mouvement relatif

Plagons I’origine O du repere R(O,X,y,7) au point
A confondu avec A;. Le mouvement de (S,) par
rapport a (S;) se décompose en :

— rotations autour de (O,X), (O,¥) et (0,7).

1.2.5 Liaison appui plan

A

(S2)

P,
[ (s1)

Figure 1.6
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Définition. Les deux solides (S;) et (S;) ont
une liaison appui plan si, au cours de leur mou-
vement relatif, un plan de P, de (S,) reste
confondu avec un plan P; de (Sy).

Mouvement relatif

En positionnant le vecteur unitaire 7 du repére
R(0,X,y,7) perpendiculaire aux plans P; et P, on
constate que le mouvement de (S;) par rapport a
(S1) se décompose en :

— rotation autour de (O,7) ;

— translations suivant (0,%), (O,9).

1.2.6 Liaison pivot glissant

Définition. Les deux solides (S;) et (S,) ont
une liaison pivot glissant si, au cours de leur
mouvement relatif, une droite D, de (S,) reste
confondue avec une droite Dy de (S;).

z)

(S2)_< /, e
o ) =
D, Y
xs1 s
5 (84)
Figure 1.7
Mouvement relatif

Placons ’axe (O,x) du repere R(O,X,y,Z) sur les
droites D; et D,. Le mouvement de (S,) par rapport
a (S;) se décompose en :

— rotation autour de (O,X) ;

— translation suivant (O,X).

1.2.7 Liaison sphérique a doigt

Définition. Les deux solides (S;) et (S;) ont
une liaison sphérique a doigt si, au cours de leur
mouvement relatif, d’une part, un point A, de
(Sy) reste confondu avec un point A; de (S;), et
d’autre part, un autre point B, de (S,) reste dans
un plan P; de (S;) contenant le point A;.

Mouvement relatif

Placons I’origine O du repere R(O,X,¥,Z) au point
A confondu avec le point A, I’axe (O,X) suivant
A;B, et I’axe (O,y) normal au plan P;. Le mouve-

5
X
Py
®
+ B2 y
A4
J — 0A, z
(S1) (S,)
|y
’P_1‘ QBZ z
y

Figure 1.7 (bis)
ment de (S,) par rapport a (S;) se décompose en :
— rotations autour de (O,X) et (O,5).
Remarque

Une réalisation technologique usuelle est le joint
de Cardan.

1.2.8 Liaison hélicoidale

A
+
AV
(H4)
0
o, ~ © y
x/D"’
Figure 1.8

Définition. Les deux solides (S;) et (S,) ont
une liaison hélicoidale si, au cours de leur mou-
vement relatif, d une part, une droite D, de (S,)
reste confondue avec 1’axe D; d’une hélice cir-
culaire H; de rayon r liée a (S;), et d’autre part,
un point A, de (S;) situé a une distance r de D,
décrit I’hélice circulaire H;.

Mouvement relatif

En positionnant I’axe (O,X) du repére R(O,%,5,7)
sur les droites D; et D,, on constate que le mouve-
ment de (Sy) par rapport a (S;) se décompose en :

— rotation autour de (O,X) ;

— translation suivant (O,X).

Ces deux mouvements ne sont pas indépendants. En
effet, si ’on suppose le repere R 1ié a (S;) on peut
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définir la position du point A; par rapport a R, par le
parametre angulaire 0 et ’abscisse x (figure 1.8).
En appelant p le pas réduit de I’hélice (p = pas de
I’hélice divisé par 27) on a entre x et 0 la relation
(dans le cas d’une hélice a droite) :

1.2.9 Liaison glissiere

<Y

Figure 1.9

Définition. Les deux solides (S;) et (S;) ont
une liaison glissiere si, au cours de leur mouve-
ment relatif, d’une part, un plan P, de S, reste
confondu avec un plan P; de (S;), et d’autre
part, une droite D; liée a (S,) et située dans le
plan P, reste confondue avec une droite D; liée
a (Sp) etsituée dans le plan P;.

Mouvement relatif

Placons ’axe (O,x) du repere R(O,X,y,Z) sur les
droites D, et D,. Le mouvement de (S;) par rapport
a (S;) est une translation d’axe (O,x).

1.2.10 Liaison pivot

Définition. Les deux solides (S;) et (S) ont
une liaison pivot si au cours de leur mouvement
relatif deux points A, et B, de (S;), distants
d’une longueur [/, restent confondus avec deux
points A; et B; de (S;), distants d’'une méme
longueur / (non nulle).

(81

(S2)

Figure 1.10

Mouvement relatif

Placons I’axe (O,X) du repere R(O,X,y,7) sur les
droites A1B; et A;B,. Le mouvement de (S;) par
rapport a (S1) est une rotation d’axe (O,X).

1.2.11 Liaison encastrement

‘ (S2)
A=Az D,
D,
_ /é (S1)
Figure 1.11

Définition. Les deux solides (S;) et (S,) ont
une liaison encastrement si, au cours de leur
mouvement relatif, d’une part, une droite D, de
(S,) reste confondue avec une droite D; de
(S1), et d’autre part, un point A, de (S;) situé a
une distance d non nulle de D, reste confondu
avec un point A; de (S;) situé a la méme dis-
tance d de D;.

Mouvement relatif

La liaison encastrement ne permet aucun mouve-
ment relatif entre (S;) et (S,).

1.2.12 Schématisations normalisées
des liaisons

Dans le tableau de la figure 1.12 sont présentées les
schématisations planes et spatiales normalisées des
liaisons que nous venons d’étudier. Comme précé-
demment, sur chaque liaison est placé le repere
orthonormé direct R(O,X,y,7).

1.2.13 Choix d’'une modélisation de liaison

D’un point de vue cinématique, une liaison réelle
entre deux solides (S;) et (S;) est caractérisée par :

— une géométrie (forme, dimension de la liaison) ;
—un jeu de fonctionnement.

Application 1

Liaison entre un arbre (S;) et son alésage (S;).
Notons :

d le diametre de 1’arbre.

[ lalongueur du palier.

j le jeu radial dans la liaison (j > 0).
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1 Modélisation et paramétrage des mécanismes 7
a af . p e p .. Mouvements
Degrés Désignation Schématisation Schématisation élémentaires
- ra - - - I n
de liberté des liaisons spatiale plane Rot./Transl.
Liaison ponctuelle
de normale (O,7) Rx  Tx
5 A’F @ Ry Ty
Rz O
Liaison linéaire
rectiligne Rx Tx
a . d’'axe (IO,% B 0 Ty
e normale (0O,z) / W R, O
Liaison linéaire
annulairg d'axe Ry Tx
(0,x)
4 Ry O
1 R; O
Liaison rotule de
centre O Rx 0
3 Ry O
Ry 0
Liaison appui plan
de normale (0,7) / 0 Tx
3 0 Ty
/ R, 0
Liaison pivot
glissant d'axe (O,x) f Rx Tx
2 0 0
- 0 0
Liaison sphérique a
doigt Ry 0
2 d'axes (O,X) et Ry O
0, 0 0
Liaison A droite
hélicoidale d'axe Rx Tx
1 (0,x) 0 0
0 0

g A gauche
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, L . . , .. p ... Mouvements
Degrés Désignation Schématisation Schématisation élérl:l‘;n taires
de liberté des liaisons spatiale plane Rot./Transl.
Liaison glissiere
d'axe (0.%) / L 0 Tx
1 0 0
- _ >< 0 0
Liaison pivot
d'axe (O,x) | Rx O
1 0 0
0 0
Liaison
encastrement 0 0
0 { 0 0
0 0

Figure 1.12

Soit R(0,X,¥,Z) un repere orthonormé direct, 1’axe
(0,X) étant placé suivant I’axe de I’alésage.

Les mouvements de (S,) par rapporta (S;) se classent,
compte tenu du jeu j, en deux catégories :

* Mouvements de grande amplitude :

— rotations autour de (O,X) ;
— translation suivant (O,X).

* Mouvements de faible amplitude :

— rotations autour de (O,y) et (O,Z7) ;
— translation suivant (O, ) et (0,7).

y“ ©z
(81) @7/47 /A
(s2) W ‘

Figure 1.13

gd

™ |

L’amplitude de ces mouvements dits de faible ampli-

l
tude est fonction du jeu j et du rapport 7 de la liaison.

Le choix de la modélisation d’une liaison réelle par tel
ou tel modele de liaison en fonction du degré de préci-
sion que 1’on décide d’adopter. Dans le cas présent, si
I’on suppose que ’ajustement est du type H7 g6, on

considere généralement que 1’on peut modéliser la liai-
son, avec une précision suffisante par :

o . . l
— une liaison pivot glissant pour 7 >1,5;
— une liaison linéaire annulaire pour 7 <0,2.

[
Pour 0,2 < 7 < 1,5 la modélisation de la liaison sera

en fonction du degré de précision que 1’on adoptera
pour analyser le mécanisme dont fait partie la liaison.

Application 2

Montage de I’arbre d’une fusée de roue dans son palier
sur deux roulements rigides a une rangée de billes
(figure 1.14).

Globalement la liaison de 1’arbre (S,) par rapport au
palier (S;) est modélisable, avec une précision donnée,
par une liaison pivot d’axe (O,X).

Cette liaison est réalisée avec deux roulements rigides
a une rangée de billes (R;) et (Ry).

Considérons la liaison réalisée par un seul roulement
(R;) par exemple.

Modélisons la liaison entre la bague extérieure du rou-
lement et (S;) par une liaison encastrement ainsi que
la liaison entre la bague intérieure du roulement et
(S2).

Reste a modéliser la liaison entre la bague intérieure et la
bague extérieure. Pour cela nous devons tenir compte :
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1 Modélisation et paramétrage des mécanismes

d!

(R4)

=

N O

Figure 1.14

— du rotulage possible du roulement, c’est-a-dire de
I’angle d’inclinaison maximal que peut prendre 1’axe
de la bague intérieure par rapport a 1’axe de la bague
extérieure (angle noté ) ;

— de la déformation de I’arbre, plus précisément de
I’inclinaison maximale que peut prendre 1’axe de la
section droite située en A par rapport a la ligne
moyenne de I’arbre (angle noté 3) (figure 1.15).

Figure 1.15

Suivant les valeurs relatives de « et 8 on adopte les
modélisations suivantes :
« = [ : modélisation par une liaison rotule,

«a < [ : modélisation par une liaison pivot.

1.3 NOMBRE DE DEGRES DE LIBERTE

D'UNE LIAISON

Définition. Le nombre de degrés de liberté
d’une liaison est le nombre de mouvements
indépendants de rotation et de translation sui-
vant (0,x), (0,y) et (0,7) que la liaison autorise.

Applications :
— la liaison ponctuelle est a 5 degrés de liberté ;
— la liaison pivot glissant est a 2 degrés de liberté ;

— la liaison hélicoidale est a 1 degré de liberté car la
translation et la rotation suivant I’axe de la liaison sont
proportionnelles.

Remarque

Lorsque deux solides n’ont aucune liaison on dit
qu’ils ont une liaison libre. Cette liaison est a 6
degrés de liberté.
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1.4 PARAMETRAGE DE LA POSITION D'UN
SOLIDE PAR RAPPORT A UN REPERE

Pour définir la position d’un solide (S) par rapport a
un repeére R(O,X,y,7), il faut commencer par lier a
ce solide un repere R (Oy,X1,y1,Z1) et ensuite défi-
nir la position du repeére R; par rapport au repere R.

X4

Figure 1.16

Le repere R est caractérisé par son origine O et sa
base(X1,Y1,21)-

Nous devons donc définir la position de I’origine O
dans R et I’orientation de la base (¥1,y1,Z1) de R;
par rapport a la base (¥,y,7) de R.

Remarque

Tous les reperes introduits sont orthonormés
directs.

1.4.1 Paramétrage de la position
de l'origine O,

Les parametres qui définissent la position d’un point
dans un repere sont habituellement :

— les coordonnées cartésiennes ;
— les coordonnées cylindriques ;
— les coordonnées sphériques.

Le type de coordonnées choisi est fonction du pro-
bleme que ’on a a traiter (probléme a symétrie de

S

révolution autour d’un axe, probleme & symétrie
sphérique, ...).

a) Coordonnées cartésiennes

z

Figure 1.17

Les coordonnées cartésiennes x,y,z du point Q
sont les projections orthogonales du vecteur OO
sur la base du repere R.

Ces parametres sont en nombre nécessaire et suffi-
sant pour positionner O; dans R.

Par suite, les parametres x,y,z sont dits indépen-
dants.

Imaginons que OO; soit une tige de longueur [/
ayant une liaison rotule de centre O avec un bati, et
supposons que pour la commodité des calculs on
soit amené a traiter le probleme avec les quatre
parametres x,y,z,l.

Dans ce cas, les quatre parametres introduits sont
liés entre eux par la relation :

x4yt 422 =12

Les parametres x,y,z,/ sont alors dits dépendants.
D’une facon générale, si I’on définit la position d’un
point dans un repeére par n parametres (n > 3), il
existe entre ces n parametres, introduits a priori, g
relations indépendantes, telles que :

b) Coordonnées cylindriques

Figure 1.18
Soit :
H la projection orthogonale du point O; sur le plan
(O.x.y).

i un vecteur unitaire de direction OH.

Les coordonnées cylindriques du point O; dans le

repere R sont : s

r = OH : mesure algébrique de OH sur l’axe
(O,i).

6 = (X,u) : angle orienté par le vecteur unitaire Z

normal au plan (X,i).
7z : projection orthogonale de OO, sur ’axe (0,7).

Relations entre les systemes de coordonnées
cartésiennes et cylindriques

Si ’on définit la position du point O; par les cinq
parametres x,y,z,r et 6, il existe entre eux
q =5 —3 = 2 relations indépendantes.

Ces deux relations s’obtiennent en projetant le vec-
teur OH sur ¥ et y :





