Mécanique du solide

Cinématique

Exercice 1

Un cerceau de centre G, de rayon R, reste au contact avec un plan (oxy). Ce contact a lieu en un point |
du plan.
Soit (x, v, z) les coordonnées de G. On choisit I’axe Gx; colinéaire & 1G, ’axeGz, est I’axe de
révolution du cerceau ; Gy, compléte la base orthonormée directe (7, ¥5, Z7). L’axe Gu (U vecteur
unitaire ) est la projection paralléle & z de I’axe Gx; sur le plan (Gxy). On pose y I’angle que fait X
avec U et 0 I’angle que fait Z avec z;. On désigne par ¢ I’angle de rotation propre du cerceau autour de
son axe Gz,

1- Montrer que i, x7, Z, z;sont dans le méme plan.

2- trouver une relation entre z et 0.

3- Donner I’expression du vecteur rotation en fonction de v, 6, et .

4- Traduire analytiqguement la condition de roulement sans glissement.
Solution

—

1- Montrons que %, x5, Z,

—

z,sont dans le méme plan

La tangente au cerceau en I est perpendiculaire a E) eta E } N Gy, paralléleala

Les axes Gxq et Gy, appartiennent au plan du cerceau tangente en I au cerceau

—_— —_—
DoncGy est parallele au plan xoy et par conséquent perpendiculaire a I'axe0z, ce qui donne
Gy, perpendiculaire aux axesGx4, Gz, et0z. De plus U est la projection de Gxparallélement & Ozce

. d . . \ . . . e " A
qui donne u perpendiculaire a la tangente en | au cerceau, Ceci signifie que les quatre axesGx4, GZz4,

0z, et Usont coplanaires. X
1
7 1
A
21‘\
y
Tgenlau
' ceau

7 X

2- Relationentrezet®

.
Z _— —

- = o ll'lz - —> o _ey —_— > — —_— =7
R(0,%,y¥,Zz) — (0,U,y4,Z) — (G,%X1,¥1,21) — (G, x',y',z1 ) lié au cerceau
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Mécanique du solide

Puisque X, ¥, U et y; se trouvent dans le méme plan, alors la précession permet le passage de
R(0,%,y,Z) a (O,u,y;,Z) . On doit garder y; pour retrouver le repére lié au plan du cerceau, pour

. . . N —_— > — .
cette raison la nutation se fera autour de y;, ce qui permet le passage a (G,X; ,V; ,Z; ). La rotation
propre se fait autour de I'axe Z,(z; est lié au cerceau ).

AY 2, AZ Y’ ‘r Y1
¥ . ,
V'_ u 0 \(ﬁ_
Y P > T 7] . L T @ ‘Xl
@Z ®Yl OZl

le(xoy) = 01.7Z=0& (0G + GI).Z=0
(xX +yy+2Z).Z—Rx;.Z=0= z— R(cosOuU + sinfz).Z = 0 = z = Rsin6

3- Vecteur vitesse angulaire du cerceau

Le vecteur vitesse angulaire du cerceau est la somme des trois rotations
E(C/R) = Y7 — 0y, + ¢z, = Psindx; — 0y; + (¢ + Pcosh)z;

4- Condition de roulement sans glissement

La condition de roulement sans glissement est donnée par I'équation

V(G ) — TGN 1y = G Le plan (xoy) est fixe = V(<CY)/ ) =G

= V{IEC/ ) =0=V({0/p) + /) AGIl &

X+ Rsimp((p + l/)COSQ) + R@sinbcosyp = 0 équation 1
y— Rcosw(((p + 1[)0059) + R@sin@siny = 0 équation 2
% —ROcosh =0 équation 3
x 0 siny — ¢ sinf cosy —Rcos6 cosy
V_()G/R) = <y> et Q_(>C/R) =| —6 cosy — ¢ sin simp et GI = (—Rcos@ sint/))
z/ (252 ¥ + @coso #5.5) —Rsin® /(232

En intégrant I’équation 3 On retrouve le résultat de la question 2 : z = Rsinf

En multipliant les équations 1 et 2 respectivement par cosy et siny et en faisant leur somme , on
trouve : % cosyp + ¥ simp + R 60 sinf = 0

Exercice 2
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Mécanique du solide

Soit Ry (0, x4, Vo, Zo) Un repere orthonormé direct, (C,) et (C,) deux cones droits identiques a bases
circulaires. Le rayon de base est r, la hauteur est h, le demi angle au sommet est a, C; et C, sont les
centres des bases des deux cylindres. (C;) est fixe et son axe coincide avec. z, (C,) roule sans glisser
sur le céne (C, ) de sorte que leurs sommets restent fixes et coincident avec le point O.

1- Paramétrer le systéme des cones et donner les figures planes de rotation.

2- Déterminer 1’axe instantané de rotation, et donner 1’expression de la vitesse angulaire de
rotation instantanée.

3- Donner les éléments de réduction du torseur cinématique [C] associé a (C,) au point C,.

z,
C; J
|

S Figure 1.

Solution

1- Les paramétres du systéme 4z

O1l est la projection de Oz sur le plan (Xo, Yo).

rotaion de 2a
autour de™

1117 —_ 5 S5 — o o pZ > o Y
Ro(0, Xo, Yo, Z)Lié 2 (€1) — (0,4, 7, Z,) 0,w,,7) 5 R(0,%7,7) lié 2 (c2)

AY
0 AZO z )k
v y
Y 2a
u P X
£
N v R @
> X, »Uu o zW
O % Qv Q/ 2a
w
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Mécanique du solide

La rotation autour de ¥ est d’un angle constant, donc on aune précession et une rotation propre.
s_i(R ) =PZy + ¢Z
/Ro YZo+ ¢

2- Axe instantané de rotation

Le cone (C,) roule sans glisser sur le cone (C; )fixe, ce qui se traduit par : Tous les points appartenant
a la génératrice de contact OA ont une vitesse nulle. Le torseur cinématique est alors un glisseur

ayant pour vecteur Q <(C2 )/R0> et pour moment le vecteur vitesse nulle. Donc I'axe instantané de

rotation est le support OA du glisseur.

Soit P le vecteur unitaire porté par OA, et (3 le vecteur unitaire perpendiculaire a P et appartenant

au plan (0, &, Z) (Pet Q perpendiculaires 37 de telle sorte que (B, #, §)forment un triedre direct).

P— =

- = -
Zo =cosa P +sinaQ et Z=cosaP — sina Q

2o P
Q Z rat R _ Hir—ad P H . = . iy . -
Q /Ro =9YZo+ ¢z = (P + ¢)cosa P + ( — ¢)sina Q
Or OA est I'axe central du torseur et porte Q(R ,donc la

composante de (CZ/RO) suivant Q est nulle, ce qui donne 1 = ¢

et par conséquent (CZ/RO) =(Zo +Z) ou
(_i(R/ )=2¢cosaﬁzzlﬁ cosa’ 0A
R, P

3- Torseur cinématique

Le torseur cinématique a pour vecteur Q <C2/RO> et pour moment en C2 la vitesse de C2
par rapport a Ro(O,Xo,Yo,Z0)

—)C 57 - —_— . r— — — . N
V( 2/RO) = V(A/Ro) +Q (R/RO) NAC, = 1(Zg +Z) AW = 1(1 + cos(2a))¥
Avec WA/RO) =0 (roulement sans glissement) et AC, = rw

| ﬁ(R/RO) =21])cosa_ﬁ=%1/) cosa?04
cl =
WCZ/RO) =rP(1 + cos(2a))v

Exercice 3
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Mécanique du solide

Soit Ry (0, x4, Vo, Zo )un repére orthonormé direct; le plan (0, x,, 7y, ) lié a Ry est supposé matérialisé
et noté P. Un solide S est constitué¢ d’un disque de centre C et de rayon R auquel est soudée selon son
axe une tige rectiligne; soitR(C, X, y, Z)un repéere orthonormé direct lié a S, avec(C, Z) axe du disque
orienté du coté de la tige. S est en mouvement dans R, de telle sorte que le disque reste en contact
ponctuel avec P en un point | variable, et que la tige (supposée suffisamment longue) coupe
constamment (0, z, ) en un point variable M (Figure 2 ). La position de S dans R, (0, Xy, Vg, Zo ) €St

repéré par les angles d’Euler habituels (i, 8, ) et la variable A telle que : Ol = Av.

Figure 2.

Questions
1- Déterminer le vecteur vitesse instantanée de rotation 0 (S/Ry).

- Déterminer 7 (! 7(1/ i int aéométriaue - déterminer 7 (I € S
2- Déterminer V ( /Ro) etV ( /S)V|tesses du point géométrique ; déterminer V( /Ro) :
. Dé i 7(CES
3- Déterminer.V ( /Ro)
4- M étant le point géométrique intersection de (0,Zg ) et (C,Z), on pose CM = uZ (u > 0) et
OM = Zz; ; sachant que 6 varie dans un intervalle inclus dans ]O 7z[, déterminer et Zen

fonction des paramétres.
5- Déterminer V/ (M/RO) etV (M € S/RO)'

Solution
A
Zo A L
z
wW
\ :\ w
M M
C
u
0 Yo
0 > v
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Mécanique du solide

1- Vecteur vitesse instantanée de rotation

— — —> IPZO — =

6% j
Ry (55, Vo Z5) ———s Ry (3,11, 25 ) ——— Ry(W,1i,Z) ——— R(%,7,7)

v
3

C

© =z

Lorsqu’on tourne le tire- bouchon dans le sens de 8, il avance dans le sens contraire a celui
de 1 d’ou le signe(-)

Q(S|Ry) = Pzg — OU + 9Z = —p sinO ¥ — O + (P + Ppcosb)zg

1- Vitesses du point géométrique |

* V(IlRO) est la vitesse absolue du point gé¢ométrique | par rapport au repeére fixe Rq.

N

doi . dp
=Av+1—
dt

dt

_d(AD)

VUIRy) = R

= A0 + Wpu

Ro Ro Ry

* I7(I|S) est la vitesse relative du point géométrique I par rapport au repére lié a (S).

. dci|  d(—Rw) dw - _ R,
V(”S) = W = T = —R[E + Q(Rle)/\W] = RQDZ/\W = Rgau
R R R,
Avec | =T et QA(Rz|R) = —Q(RIRy) = —¢Z
dat R,

* V(IeSlRO) est la vitesse d’entrainement du point géométrique / par rapport au repere fixe Ry, c’est
aussi la vitesse absolue du point matériel | de (S).

On sait que : Ve) = Z)—Vr, donc:
V(IeS|Ry) = VIR, — VU|S) = AV + (AP — Rp)u

2- Calcul de V(CeS|R,)

1°® méthode

C et | sont deux points du méme solide indéformable, donc leurs vitesses sont reliées par la loi de
transport des moments d’un torseur, ona:

V(CeS|Ry) = V(IES|Ry) + Q(S|R)AIC = A% + (A + Rcos8)ii + ROZ
= (1— R0 sin@)¥ + (A + Rcos)i + Rcosd 7,
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| Mécanique du solide

2™ méthode
17(65|R)—d0_€ _ doi +dﬁ = io+ i+ R | + Q(R,|R)AW
S ="0 T T dt =Av+ Apu dt 2lfo)AW
0 Ry 0 R,
dv_l; = — = — HE — N . H - —
Ri—| + Q(R,IR)AW | = R Q(R,|R)AW = R[ysind W — 6 U + (¢ + 3 cos6)Z] Aw
Ry

=R(0Z+ycosh)u

V(CeS|Ry) = A% + P(A + R cos6 )ii + ROZ = (1 — RO sinf)v + 1)(A + Rcos)i + ROcos6 zg
= Acos® W + (A + Rcos®)u + (Ré — 1 sin@)f

3- Détermination de u et Z en fonction des parameétres.

OM =0[+1IC+CM = A%+ RW + uZ

—_—
Orw = cosOv + sinfz, et Z= —sinfv + cosOz, et OM = Zz,, En remplacant chaque terme
par sa valeur, on trouve :

OM = (A — pu sinf + Rcos6) ¥ + (i cosf + Rsinb) z,

5 0 0 7 — R+4 cosO

) — usin@ + Rcos@ =0 " sing

Ce qui donne 1t cos6 + Rsind = Z = _ A+Rcos8
sin@

4- Calcul de V(M|R,) et de V(MeS|Ry)

* V(MIRO) est la vitesse absolue du point géométrique M.

V(M|Ry) aom Zz,
o) =" —| T4£Zo
dt |,

* V(MeSlRO) est la vitesse d’entrainement du point M par rapport au repere fixe.

M et C deux points du méme solide indéformable, donc :

~ ~ _ . 1 cos@ lll sinf 0
V(MeS|Ry) = V(CeS|Ry) + Q(S|IROIACM = | (A + Rcosh) | + —6 A <0>
RO —Asing /5 \@+ Y cos6 R, R,
Acos® — Ou
=| ¥(A + Rcos8 — usind)
RO — Asin6 R,

Or, d’aprés le résultat de la question4,ona: A1 — u sind + Rcos8 =0 =
— . . A+ R cosO _, .
V(MeS|Ry) = (Acose - 6W) w + (RO — Asind)z
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Mécanique du solide

Exercice 4

Un cercle de centre O, de rayon R, tourne avec une vitesse angulaire @, autour d’un axe Oz, situé
dans son plan a une distance a de O. On complete Ogz, par deux axes OgX, et Oy, de facon a former
un triedre orthonormé direct( Ty ) tel que a I'instant initial, O sur Ogyo.

Un repere T(O, x, y, z ) est lié au cercle de sorte que a I'instant initial Oy et Ogy, soient confondus, Ox
et Opxq paralleles de méme que Oz et Oyz,. Soit A le point du cercle d’ordonnée dans ( Ty ) : a+R.

Le point M se déplace sur le cercle a la vitesse angulaire w autour de Ox.

1- Déterminer la vitesse et I'accélération absolues de M pour une position quelconque.
2- En déduire leurs expressions lorsque le point M passe en A dans le repére T.

Solution

1- Vitesse absolue de M
At=0 atz0

AZy AZ

R

0
—

E=k0

Va)(M/TO) =GM/p)+ Z)(M/TO)

e \itesse relative
dOM

- d[R(coswt J + sinwt k)]
VT'(M/T) = dt =

dt

= Rw[—sinwt ] + coswt k|

T T

V_r)(M/T) = Rw[—sinwt J + coswt k|

e Vitesse d’entrainement

d0,0
7 (M _ 0 T
(M) =— T+Q( /r,) A OM
0
d0,0| _daj| _ |df| =i, N - L
2| =ar| =] O (r) h| = awokanf = —awi
= J
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| Mécanique du solide

a (T/TO) AOM = woky A R(coswt J + sinwt E) = —woR coswt T

v, (M/To) = —wo(a+ R coswt)l

e \Vitesse absolue

VT’(M/TO) = ( —Rw sinwt

—wo(a+R coswt))
Rw coswt T

e Accélération relative

rw(M/r) =

av, ( /T)

= —Rw?[coswt ] + sinwt E]

e Accélération d’entrainement '
dZ dﬁ) T/ ., — —
Ve (M/TO) d(z‘z’ 0 + % AOM + G (T/TO) Ald (T/TO) A OM|
=0
d;i(z,O = —awl] et ﬁ(T/TO) A [ﬁ (T/TO) A W] = —Rw} coswt |

0

( /To) 2[a + R coswt]]

e Accélération de Coriolis
vc (M/TO) =24 (T/TO) A Vr)(M/T) = 2Rww, sinwt T

e Accélération absolue

2Rwwy sinwt
7o (M) = (-otla-+ Reosar] R cos
—Rw? sinwt T

2- \Vitesse et accélération au point A

AupointA:wt =2kmr = coswt=1 et sinwt=0

—wo(a+R) 0
> et ya( /To) < wila+R]- Rw2>
T 0 T

v ()=

Rw

Exercice 5

Un cylindre (C) d’axe Oz et de rayon R est fixe. Un deuxiéme cylindre (S) dont I'axe O’Z’ et le rayon
R’, roule sans glisser a I'extérieur du premier cylindre. Les axes Oz et O’z’ sont paralléles.

1- Paramétrer le systeme des deux cylindres.
2- Donner la condition de roulement sans glissement, ainsi que le degrés de liberté du systeme.

Solution
1- Parametres du systeme
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| Mécanique du solide

, XII ,
Soit R(0, %,,Z) le repére fixe li¢ au cylindre (C) vy 1 J X

! _I)_I)_I) pY LN 1,7
etR'(0,x,y,z )lerepérelié al'axe O’z du

cylindre (S) tel que (0, ?) coincide avec OO'. A ¢

Le repére R"' (O,x_”), y_”: ?) et lié au cylindre (S).

@ est I'angle de rotation de (S) autour de son
axe, et 0 I'angle de rotation de I'axe O’z’ autour o

de0z.z/ =7 %

Soit A le point de contact entre (C) et (S).

AT e B B . Y O B
R(O,x,y,z)—Z>R (O,x,y,z) et R(O,x,y,Z)—Z>R (O,x % ,Z)
2- Condition de roulement sans glissement
La condition de roulement sans glissement permet d’écrire : V(A €S/R) — V(A €C/R) = 0

(C)estfixe=V(AeC/R)=0 =>V(AeS/R)=V('/R)+Q(S/R)ANO'A=0

7 dx’ -
=(R+R)—=(R+R)0Y
. dt

Lo d0oo
V(' /R) =—

QS/RNOA=¢Z A—R' ¥ =—R'¢py =V(@AES/R)=[R+R)6-R'¢ly =0

R+R! ,
0
Ry

La condition de roulement sans glissement est donnée par: ¢ =

On a deux parameétres 0 et ¢ et une équation reliant ces paramétres, le degrés de liberté est
donc égalal.

Exercice 6

Un tube cylindrique mince OA, incliné par rapport a I’horizontale d’un angle a, tourne autour de la
verticale a une vitesse angulaire constante w. Un point matériel P de masse m, assujetti a se déplacer
dans ce tube, est initialement au repos a la distance a de O, intersection de I'axe vertical de rotation

avec le tube. Soient les repéres d’espace R(0, 1, J, k ) constitué de I'axe vertical de rotation Oz et du
plan horizontal xoy, R'(O, v, k’) lié au tube cylindrique d’axe Oz’ portant OA, Oy’ dans le plan xOy

et Ox’ compléte le triedre direct.

1- Ecrire le vecteur vitesse angulaire de rotation dans la base du repére mobile R’. On fera par la
suite tous les calculs dans cette base.

2- Calculer la vitesse relative et d’entrainement du point matériel P. En déduire sa vitesse
absolue.

3- Calculer I'accélération de P par rapport au repére fixe par composition de mouvement.
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Mécanique du solide

4- Retrouver les résultats des questions 2 et 3 par calcul direct.

Solution

1- Vecteur vitesse angulaire de rotation

; 4 A
y
A
u A
YI
wt
P
wt Y’

0] > X

Oz o] » Y

a
7 A Zl wt
u

Q
v

Ry
XI
a autour dey'’
R(Oxy,z)—> R,(0,u,y',z) —— > R'(0,x',y',7")
a est constant, donc ﬁ(S/R) =wZ=w [cos (— — a) z' —sin (— - a) 7] = w[sina 7' — cosa 7]

Q5/p) =w [sina Z — cosa ?]

2- Vitesse de P par rapport au repére R

Vitesse relative de P

=7z ouOP =17

Vitesse d’entrainement de P

Ve)(P/R) =ﬁ(R’/R)/\W5= w[sina z’ — cosa X'| A 1z’ = r w cosa’y’
Z(P/R) =rwcosay’

Vitesse absolue de P

VZ(P/R) =V_r>(P/R)+Ve)(P/R) =rwcosay +72z
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Mécanique du solide

3- Accélération de P par rapport au repére R

Accélération relative

av; (P/p)

v (Plr)=—g

Accélération d’entrainement

R/

ve(P/r) = A(5/p) A[G(5/5) A OP] = w[sina z’ — cosa x'| AT w cosa y’

y—e’(P/R) = —rw?cosa [sina ¥ + cosa E_”)]

Accélération de Coriolis

W(P/R) = zﬁ(S/R) AW(P/R,) = 2w 7 cosay

Accélération absolue
Ya(P/R) =7 (F/R) +v(P/p) +ve(P/R)

—rw?cosasina

ﬁ(P/R) = < 2w 1 cosa
i —rw?cos*a

4- \Vitesse et accélération par calcul direct

Vitesse de P par rapport aR

— o o dOP —  d7 -
0P=rz’:>V(P/R):7 =tz +r—r| =rz'+r
R R

V(P/R) =f?+rw[sina?—cosa?]/\;’)=i‘?+rmcosa7

Accélération de P par rapporta R

-
N S '
=7z +1r—
dt

R R

(P
7/ = 2 o)

=#27 +2Ffwcosay + rwcosa(_i(R’/R) Ay

P —rw?cosasina
Ya( /R) = 2w 1 cosa
i —rw?cos®a /g,

Exercice 7

-
+Twcosa y' + rwcosa

On considere le disque D homogene, de centre G, de rayon a et de masse m, astreint a se déplacer

sur I'axe matériel Ox du plan vertical fixe (O, x, y ) d’un repére orthonormé direct Ry(O, X, y, z ). Soit

Rs(G, Xs, Vs, Zs )le repére direct lié au disque. | est le point de contact entre le disque et I'axe Ox. On

appelle x(t), y(t), z(t) les coordonnées de G et (t) paramétrise la rotation propre du disque autour de

Oz. On suppose que D roule sans glisser sur I'axe Ox.

Bougarfa Latifa
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Mécanique du solide

1- Identifier les variables angulaires d’Euler, et paramétrer le disque

2- Calculer la vitesse de glissement et donner la condition de roulement sans glissement.

3- Nous supposons maintenant que le disque roule sans glisser a I'intérieur d’'un anneau fixe A
de centre O et de rayon R. A chaque instant un point | du disque est en contact avec un point
de I'anneau. Paramétrer le disque et donner la condition de roulement sans glissement.

4- Donner la condition de roulement sans glissement dans le cas ou le disque roule a I'extérieur

de I'anneau.
Solution
. . y A
1- Paramétrage du disque
On a une seule rotation du disque autour de son axe :
C’est la rotation propre @(t) ; et une translation de G
Parallelement a I’axe Ox.
- D TN . . . G a
Q( /Ro) = @Z est le vecteur vitesse angulaire du disque
Par rapport au repere R,. o >
I X
2- Vitesse de glissement
v (D —y(l€ED _v (I €0x —v(G oD Y3
5(P/0x) =V (1€ P/r,) =V (1€ 0%/ ) =V (“/R,) + B (P, ) G
=0
Vy(Plpy) =%%+ @ZA—ay = (i +ag) %
La condition de roulement sans glissement est : Vg)(D/Ox) =0 = x+ap=0
Dans ce cas, le degrés de liberté du disque est égal a 1 R
oy . . y
3- Condition de roulement sans glissement
On a deux rotations : v
e |arotation de G autour de O ; G décrit un cercle de 0 u
Centre O et de rayon ( R-a) : c’est la précession
e larotation propre du disque autour de son axe Gz.par '
rapport au repére (G, u, v, z)
= D _ H N2 2 . .
Q( /Ro) = (Y + 0)Z = @Z est le vecteur vitesse angulaire P R
O X
La condition de roulement sans glissement est donnée par :
— D _ -
V(%/4) =0
: 7(I €D -0
Or le cerceau A est fixe=> V ( /Ro) =0
V(G/p,)+8(P/g,)AGI =T
R)="77 =R-a)—| =R-a)ypv
0 dt Ry dt Ry
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Mécanique du solide

ﬁ’(D/RO)AE?=<pzAaa= ag v

. . . R—a .
R-—-a)Y+ap=0 = ¢=- " P
4- Le disque roule sans glisser a I'extérieur du cerceau. A
La condition de roulement sans glissement est donnée par : Y
V(G/g )+8(P/g )nCI =0 u
Ry Ry v ¢
el G _ [N
V( /Ro) =R+a)yYv
—_ D _— _
Q( /RO)/\GI =—a@v
)
R+a)p—ap=0=> (pz%!}). o >
X

Exercice 8

Le sommet C d’un triangle quelconque ABC est astreint a se déplacer sur I'axe vertical Oz, du repére
Ro, tandis que le cdté opposé AB reste dans le plan horizontal de normale z, passant par O. On
appelle H le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur AB.

1- Définir un repére orthonormé R attaché au triangle (origine et base ).

2- Proposer un paramétrage de la position de Rs par rapport a Ry (position de I'origine et
orientation de la base ).

3- De combien de parameétres la position de Rs par rapport a Ry dépend-elle ?

4- Pour une position donnée du triangle, exprimer ces parameétres en fonction des vecteurs

AB et HC (dont les positions par rapport a Ry sont supposées connues)

. z
Solution S

1- Définition du repére

HC est perpendiculaire a E, on peut donc
Prendre les axes portant respectivement

AB et HC comme axes du triedre lié au triangle

Tels que :
—_. 4B t 70 = HC
S T

L’axe Y5 compléte le triédre tel que : yg = Zg A Xg

Le triédre lié au triangle est alors : Rs( H, Xg, Vs, Zs ).
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Mécanique du solide

2- Parametrage de Rs par rapport a Rg

AB est perpendiculaire a HC eta Zy , soit U I'angle que fait AB avec Xo, et 8 I'angle que fait

— —
Zg avec z;.

- y()
y _ A —
Zg Zg
1/J — —
Xs 0 Vs
Y
_ o
> ol o~
— Xo >
Oz Oxg

—_— — —> wa — 5 —> xs —_— — —>
Ro(X0,¥0,20) — R(Xs,y,29) — Rs(Xs, ¥s, Zs)

L’origine H du repére R est donnée par: OH = CH sinf

3- Parameétres dont dépend la position de Rs

La position de Rs par rapport a Ry dépend des deux angles d’Euler : la précession ¢ et la

nutation 0

4- Expression des parameétres en fonction de AB et HC

Pour déterminer les valeurs des angles dans une position connue, ona:

W= X AB - % t 0 =75 7 HC - %
COSY = X¢*" Xg = ——— e COSU = Zy " Z¢ = ———
T B S e

Exercice 9

Pendule simple

Dans le plan vertical (0x, , 0y, ) d’un repére fixe orthonormé direct Ro( O, Xg, Yo ,Z ¢ ) ou Ox, est la

verticale descendante, on considére le mouvement d’un pendule simple constitué d’une tige
rectiligne (T, ) de longueur L et de centre de gravité G;.

L'extrémité A de la tige est astreinte a se déplacer sur I'axe Oy,. On posera OA=yet Y :(Oxo,ﬁ ).

1- Quels sont les paramétres nécessaires et suffisants pour connaitre la position de (T,) ?

2- Définir un repére R, d’axes X7, y; et z; lié a (T, ).

3- Quel est le vecteur vitesse de rotation de (T, ) par rapport a Ry, noté : (_l)(Tl/RO)

4- Déterminer les éléments de réduction du torseur cinématique [T]G1 de (T, ) au point G, par

rapport a Ry en fonction des données du probleme.
5- Déterminer le vecteur vitesse de I'extrémité B de (T, ) par rapport a Ry:
a) Parla méthode directe,

Bougarfa Latifa
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Mécanique du solide

b) En utilisant la loi de distribution des vitesses dans un solide indéformable.
c) Ecrire les éléments de réduction du torseur cinématique en B par rapport a R.
6- Calculer les accélérations des points A et B dans R,.

Pendule double.

On accroche a la tige (T; ) une deuxiéme tige identique (T, ) d’extrémités BC. (T, ) et (T, ) sont

articulées en B. Soit Ry( B, X3, ¥, ,Z o ) le repére lié a (T, ) tel que :BC = Lx, et a = (X],%3).

1- Faites des représentations graphiques planes des repéres en indiquant les angles de rotation
permettant le passage d’un repére a I'autre.

2- Déterminer le vecteur vitesse de rotation instantanée de la tige (T, ) par rapport a
Ro; Q(T2/Ro)

3- Déterminer le vecteur vitesse linéaire de I'extrémité C de (T, ) par rapport a Rg; on
I’exprimera dans la base de R,.

Solution

V1

Pendule simple

1- Parametres de position de (T, ) o
Les parametres nécessaires et suffisants pour connaitre
la position de (T, ) sont : y = OA et .
2- Repereliéa(T,)
Le repere lié a (T, ) est R; d’origine A et tel que :
X1 suivant AB, y; faisant I'angle { avec y, et z; paralléle a

7.
3- Vitesse de rotation Xo

a("/p,)=v7.
4- Torseur cinématique
V (Gl/RO) =V (A/RO) +0Q (TI/RO) ANAG, = yyg + l,b%/\%(cosw X + sin yg)
V(Gl/RO) = —% P simp xg + (3'1 +% P COSI/J)%
a("/p,) =%

V(Oifp,) =~ wsinp s + (9475 b cosw) 35

[T]Gl =

5- Vitesse de B
a) Calcul direct

OB = OA+ 4B = y yg + L (cosy Xg + siny yg)
dOB
- B _
V(5/r,)

=——| = -LusinpF + (7 + Ly cosy)y
R

0
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b) Loi de distribution des vitesses
7(3/ )=7(A/ )+5(T1/ )Aﬁ=y}7’+1/}z_’AL(cos¢x_’+simp37’)
Ro R, Ry 0 0 0 0

= —Ly sing xg + (¥ + Ly cosyp)y,
c) Torseur cinématique en B

a("/p,) =%

[tls =4 _ ‘
B V(B/Ro) = —Ly sinp Xg + (¥ + L cosyp)y,

6- Accélérations des points A et B

7 (A
R, —dr VYo
Ro
e av (B /Ro) L § sinyp — L2 cosy
V( /Ro) = at_ | T\ J+Lcosp—Ly?sing
Ro 0 Ro
Pendule double
1- Représentations planes des repéres
A Yo 0
Y1
X4
1)
> X
O,
¥ X
AN
Y,
X,
a
> X,
Oz,

Y ——

—_— — —> ) —_— — — O.’EO—) —_— — —
Ro(0,%0,¥0,20) — R1(A,%1,¥1,2Z9) — > R2(B,Xx3,¥7 , Zg )
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Mécanique du solide

2- Vecteur vitesse rotation de (T,)

a (TZ/RO) = +d)z

3- Vitesse de I'extrémité C de (T,)
— — — R —
V(“/r,) =7 (%/r,) + 8("/p, ) ABC
—Ly) siny 0 L cos(a + )
y + L cosyp +<.0 ) A(Lsin(a+1,b)>
0 R l/) +a Ro 0 R
—L sinp — L(§ + d)sin(a + )

y + L cosy + L(zp + d)cos(a + )
0 Ry

Or X, =cosyx; —sinpy; et Yy, =sinpx; +cospy;

En remplagant x; et y, par leurs valeurs, on trouve :

—L(l/) + d)sina + y siny

v (C/RO) = | Ly + L(y + &)cosa + y cosy
0 R,

Exercice 10

Soit Ry (0, Xy, Vo, Zo) un repére orthonormé direct, avec (0, z,) vertical ascendant, supposé galiléen.
Le solide étudié (S) est constitué par un disque homogene (D) de centre C, de rayon R et de masse m,
auquel est soudé suivant son axe de révolution une tige (T) infiniment mince, homogéne de masse
identique m et de longueur L. (S) est en articulation sphérique en O avec le repére Ry. Au cours du
mouvement de (S) par rapport a Ry, le disque roule sans glisser sur le plan horizontal () et reste en
contact ponctuel avec le plan en un point | de sa circonférence.

On repere la position de (S) dans Rq a 'aide des angles d’Euler habituels (U, 6, ¢). On note
R,(0,14,7,7,) et R,(0,U,w, Z) les deux repéres intermédiaires et R(0, X, y, Z) le repére lié & (S).

1- Montrer que I'angle de nutation B garde une valeur constante au cours du mouvement.

2- Représenter les figures planes des rotations représentant les angles d’Euler et qui font passer
de (Rp)a(R).

3- En déduire le vecteur vitesse de rotation instantanée.

4- Exprimer les éléments de réduction en O puis en | du torseur cinématique du solide (S) dans
son mouvement par rapport a (Ry). Que vaut son invariant scalaire Is?
En déduire la nature de ce torseur et son axe instantané de rotation.

Solution
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1- Valeur de I'angle de nutation w AZO

Considérons le triangle 10C droit en
Cou OC est la tige de longueur | et
Cl le rayon du disque.

\%)
tg(5-6) = tgo : C ~ o
cotg(=—0) = =-
g 2 g r Y >
Donc 6 est un angle constant . Yo
| v
2- Figures planes des rotations
o Xo !
v A
7 w
y
p u 4 w y
l.|J |-
O za " %o 0 > v i u
Précession Ou ) Oz
Nutation Rotation propre

3- Vecteur vitesse de rotation instantanée

Le vecteur vitesse de rotation instantanée est donné par :
=S _=(S — R2 — }?1 .o PN PREN
Q( /Ro) —Q( /R2)+Q( /R1)+Q( /Ro) = @Z + 01U + Yz,
Or I'angle de nutation est constant ce qui donne 6 =0et par conséquent
q (S/RO) = 97 + YZg = 1 sind W + (¢ + ¥ cosf)Z

4- Eléments de réduction du torseur cinématique en O.

On a une liaison sphérique au point O, O est un point du solideS = Vv (0 € S/RO) =0
— S _ . ; — . . N
[T (S/RO)] _ Q( /Ro) _)wOSl:iW + (goj— Y cos6)z

0 7( /RO) =0

0
Eléments de réduction du torseur cinématiqgue en |

Au point | on a roulement sans glissement ce qui donne V (1 € S/RO) =V (I € RO/RO) =0
ﬁ(S/R ) =1 sind W + (¢ + 1 cos0)Z
S _ 0
[ (5/ro)]. 7(1€5/p ) =0

L'invariant scalaire est alors nul avec une résultante non nulle, le torseur est alors un glisseur.

I =v(I€ S/Ro)ﬁ(S/RO) -V (0€ S/Ro)ﬁ(S/RO) =0

L’axe instantané de rotation est I'ensemble des points ou le moment du torseur est nul c-a-d I'axe Ol

I

Puisque Ol est I'axe instantané de rotation, il est parallele a [9) (S/RO) qui peut s’écrire sous la forme :
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Q (S/Ro) = (O ¥ ou ¥ est le vecteur unitaire porté par 0.

5(5 ) )7 + Ze = ¢ (cosO Zo — sind B) + Yz, Q_,:>{Q=—<psin9 et

= @z Zy = ¢(cosO zy — sinf v Zy=Qv .
/Ro Pz + Yz =9 0 ¥z Y+ ¢ cosd =0
Cette deuxieme équation peut étre obtenue en appliquant la condition de roulement sans
glissement ; en effet cette condition nous donne Vv (1 € S/RO) = 6, en plus | et O sont deux points

du méme solide ce qui permet d’écrire :
7(IE€ES —7(0€S oS 07 =0
v( /RO)—V( /R0)+Q(/R0)A01—0 N

ﬁ(S/RO) AOI = [¢(cosO z5 — sind B) + Yzg| A (—Isin®) = I sind (Y + ¢ cosh) = 0
= Y+¢cosd=0

L’ensemble des positions de I'axe instantané de rotation est appelé surface axoide, dans ce cas c’est
le plan horizontal xg Yo.

Exercice 11

On donne le repére usuel orthonormé direct Ry (0, Xg, ¥, Zo) €t le repére R(C, 4, V,2zy) en
mouvement dans Ry. L'origine C est défini dans R, via deux points A et B de la fagon suivante :

OC =0A + OB avec OA = LU (I=cste), appartenant au plan (Oxoy,) et OB = h(t)z,. L'axe Cu est
dirigé par BC et I'angle (g, %) = ¥ ().

Un point M d’un solide S décrit un cercle C(C,a), du plan (C, ¥, Z;), de centre C et de rayon a, cercle
sur lequel il est défini par I’'angle (1?, Fvi) = 6(t).

1- Calculer la vitesse du point M par rapport a R.

2- Calculer la vitesse relative du point M par rapport a R, la vitesse d’entrainement de R par
rapport a Rq et vérifier la loi de composition des vitesses.

3- Calculer I'accélération du point M par rapport a Ry.

4- Calculer les accélérations :relative, d’entrainement et de Coriolis du point M. Vérifier la loi de
composition des accélérations.

Solution
1- Vitesse absolue de M

Le point M décrit un cercle de centre C et
de rayon a, et tourne autour de I'axe Cu
avec une vitesse angulaire :0 1. Le Centre
C du cercle (C, a) tourne autour de L'axe
Oz, avec une vitesse angulaire ;1/)23, en
effectuant un mouvement hélicoidal d’axe
Oz, et de rayon BC=l

Bougarfa Latifa Page 20



Mécanique du solide

OM = 0C + CM = 0A + OB + CM
OM =i + acos® B + (h + asind)zg X

17(1‘/1 )—@ _ —at9'sint917+acos@d—17 + (h+abcosb)zg
Ro/ ™ dt R B dt|, dt|, ’
0 0 0

% (M/RO) =—apcosfu+ (L —absing)d+ (h+abcoshd)zg
2- Composition des vitesses
e Vitesse relative de M

- dCM
v,(M/p) = e

e Vitesse d’entrainement de M

= af[—sinb ¥ + cos6 7, |
R

doc

V(M - of(R M
e(M/p) =~ ) +0(R/p ) A CM
0
doC|  d(i+hz)| . .. —~p B L
7t RO— It Ro—llpv+hzo etﬂ( /RO)/\CM—IIJZO A a(cosO v + sinf z,)

Ve)(M/R) =—acosO U+ 1Y ¥+ hzg

On remarque que 74 (M/Ro) = W(M/R) + VQ)(M/R) , la loi de composition des vitesses est donc
vérifiée.

3- Accélération du point M
av (M av (My - .
() - LI O ) v

Ry R

—ay cos@ + ay)f sind 0 —aip cosh
V(M/RO)= Iy — af sinf — ab? cosh +(0> A\ 1) — ab sind
h + ab cos6 — ab? sinbd / 5 Yr \h+abcoso R
—ai) cosf + 2ay)8 sinf — ly?
=| 1Y — ab sind — a(6? + ¥?)cosb
h + ab cosd — ab? sind R

4- Composition des accélérations
e Accélération relative

(M
() = L)

e Accélération d’entrainement de M

0
=a (—9 sinf — 62 cosB)
R 6 cosf — 62 sinf / 4

d0 (R /Ro)

dt

s
% (/e,) =g

ACM +5(R/RO) A [(_i(R/RO) A CM]

Ro
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d:zfd = _ll$ 2 ; w ATM = (‘alﬁocose) i
‘ Ro i . t X R
: —a1) cos® — lyp?
ﬁ(R/RO) A [ﬁ (R/Ro) A m] N (_al/)zCOsB) = Ve (M/RO) = - a;liz cosf
’ R

e Accélération de Coriolis
V_C)(M/Ro) =2 (_i(R/RO) AVT)(M/R) = 2ay) 6 sinf i
e Accélération absolue de M
—ai) cosf + 2ay)f sinf — lyj)?
ﬁ(M/RO) =7 (M/p) +7e(M/p) +ve(M/p) = | 14 — ab sin6 — a(62 + 42)cos6
h + af cosd — ab? sind R

La loi de composition des accélérations est vérifiée.

Exercice 12 (Epreuve de mécanique 2 Juillet 2011)

On se propose d’étudier le mouvement d’une bille dans un roulement a billes (Voir Figure).

Soit Ry (0, X%y, Vo, Zo) un repére fixe lié au bati (Sy). Les deux cylindres (bagues) (S1) et (S,) sont
animés d’'un mouvement de rotation autour de I'axe (0, z,) de (So). On pose :

{5(51/1?0) =0 Z))
Q(SZ/RO) =, Z_o)

La bille (S) de centre C, animée d’'un mouvement plan, roule sans glisser en |, avec (S1) et en |, avec
(S,), a ce mouvement correspond le torseur cinématique, au point C :

Q(S/Roy) = 07

_ _, avecVet () desinconnues du probleme
V(C/Ro) =V

[V(S/Ro)] = {

Soit R, (0, %, ¥7,Z;) un repére tel que ¥; ait méme direction et méme sens que OC . On pose :

T o =7 —_— N — m
0]1 = Rlxl et 012 = szl ou xl = W
c

La cage (S;) a un mouvement de rotation d’axe (0,z, = z;) par rapport a (So).
Tous les résultats doivent étre exprimés dans le repéere R,
1- En utilisant la loi de distribution des vitesses, déterminer les vitesses :

V(l, €S/Ry) et V(I € S1/Ry)

Bougarfa Latifa Page 22



Mécanique du solide

A
Yo
2- Exprimer la condition de roulement sans X4
glissement en |, Yi A L
3- Déterminer les vitesses : /o)
V(I €S/Ry) et V(I € S, /R,) et exprimer la I
condition de roulement sans glissement en |, y
4- Déduire de ce qui précéde les expressions de \

V et ) en fonction de 14, Q,,R; et R,.

5- Déterminer la vitesse instantanée de
rotation : 5(53/R0) = ﬁ(Rl/RO) sachant
que O et C appartiennent au repéere R;.

Xo

5
\O
v

(S2)
6- Déterminer alors la vitesse instantanée de rotation : Q(S/S5).
7- Déterminer la vitesse de glissement de la bille par rapport a la cage (S3) au point A,

V(A€eS/S3), tel que: CA = % (R, — Ry,

Solution

1- Calcul des vitesses de ;.
D’apres la loi de distribution des vitesses des points C et |, appartenant au solide S :

Ry —Ry_,
X1

V{1, € S/Ry) = V(C/Ry) + Q(S/Ry) ACL, = Vy; + Qzg A —

R, — R
=(V_ 22 1Q>ﬁ

17(11 € S1/R,) se calcule a partir de la vitesse du point O de (S;)
V(ly € S1/Ro) = V(0 € 5;/Ry) + G(S1/Ro) /\0_11) = M1Zg AR X{ = R1Q1Y7
Car le point O est fixe.

2- Condition de roulement sans glissement
La vitesse de glissement de (S) par rapport a (S;) au point |, est nulle :

Ry — Ry

Vy(5/S) =V €S/R) —V(L ES/R) =0 = V-—"——0=R0 (1)

3- Lesvitesses de |,
D’apres la loi de distribution des vitesses des points C et |, appartenant au solide S :

— — — —_— R
V(I, € S/Ry) = V(C/Ry) + Q(S/Ry) ACl, = Vy; + QzZg A— > L
R, — R
=(V+ 22 ln)ﬁ

V(Iz € S,/R,) se calcule a partir de la vitesse du point O de (S,)

I7(12 € S2/Ry) = 17(0 € S3/Ry) + 5(52/R0) A 0_12) = 0,7y A RyX{ = Ry Q)7

La condition de roulement sans glissement en |, se traduit par la relation :

Ry — Ry
2

V,(S/S,) =V, €S/Ry) —~V(, €S,/R) =0 = V+ Q=R,Q, (2)

4- Expressions de V et ( en fonction de (4, Q,, R; et R,.
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En calculant la somme des équations (1) et (2), on trouve :

RyQ3—-R1 Q4

D+@ =V =R +R0) et (2)— (1) =0 =200

5- Vitesse instantanée de rotation :5(53/R0) = ﬁ(Rl/RO).
O et C appartiennent au repére R;.
V(C € Ry/Ry) = V(0 € Ry/Ry) + Q(R,/Ry) AOC =

. _ Ry, —Ry\_, R, =R\ _,
Vyi = Q(R1/Ro)zg A (R1 + > )x1 = Q(R1/Ro) (Rl + 2 )yl

. 2V . RO, +R,Q,
> Q(R{/Ry) = =
(R1/Ryo) R1+RZZO R, + R, Zg
6- Vitesse instantanée de rotation :5(5/53).

Ona:Q(S/Ry) = O(S5/S3).+0(S3/Ry) avec Q(S3/R,) = Q(R,/R,), donc:
R,Q5 — R1Qy R{Qq+R;Q,

—

Q(S/S3) = Q(S/Ry) — U(S3/Ry) =

R, — R, R,+R, |°°
. - 2R1R,(Q; —Qq) _,
Soit 1 Q(S5/S3) = 22 _R2 Z
2 1

7- vitesse de glissement de la bille par rapport a la cage (S3) au point A.
Calculons la vitesse de glissement au point A de la bille (S) par rapport a la cage (S3).
A et C deux points de (S), donc d’apres la loi de distribution des vitesses, on a :
V(A €S/Ss) =V(CeS/S)+Q(S/S;) ACA
Le point C étant lié a (S) et a (S3) : V(C € S/S3) =0

2R1R;(Q;-Q4) — 1 —
— iz Z0/\3 (R — Ry,
2 1

Dot : V(A €S/S;) = Q(S/S3s) ACA =
R1R3(Q;-04)

soit: V(A € S/S3) = o
1 2

Exercice 13

Le systeme mécanique représenté ci-dessous est composé de deux solides.
(Sl) : une barre de longueur 001 =L, de masse négligeable, maintenue a ses deux extrémités

par des liaisons : sphériques en O et cylindrique en O; d’axe x; Le disque (S, ) mince de centre
0; a un rayon R et une masse m. La barre, liée au repéreR,(0,x;,Y;,Zy) , est en rotation dans le
plan vertical a une vitesse angulaired par rapport au repére fixe Ry (0, X,, o, Zo) autour de I'axe
—_— P . .z \ _ = —> , —_— —_— .

Z, = z;. Le disque lié au repére R, (0, x5,y,,Z,), tourne autour de I'axe x; = X, a une vitesse
de rotation ¢. Déterminer :

1. La vitesse de rotation instantanée du disque par rapport au repere fixe R, (0, xg, Vo, Zo)
2. La vitesse et I’accélération des points O; et M ( point de la circonférence du disque ) par calcul
direct, et par composition de mouvements.
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A
Y1
V2 ¢
71
0\
z;
Solution
1- Le vecteur de rotation instantané du disque par rapport au repeére fixe est :
— A — —
Y1 Yo - Z .
Z2 Y2
¢ X1 ®
¢
e s 4
T Xo
0 01
0

G(P/p,) =07+ 0%

2- Vitesse et accélération de O, par calcul direct
00, = L(cosO x, + sinfyg) =

V( /R0> Todt
Ro
—0 sin0 — 6% cos0O

=(0 y ( o
F( 1/R0>=L<9 cose—ezsin0> =LOy;— L6*x;
0 Ro

=10 (-sin@xy +cos0yy) =LAy,

Vitesse et accélération de M par composition des mouvements

e \itesse relative

75
dt

(M7, =

_ _’RZ = _ . — = _ . —
ot RI—R.Q( /Rl)/\zz-R(pxlA(cosgozl sinp yq)

V(M/Rl) = —R @(cospy; + sing zy)

e \Vitesse d’entrainement

v (MERl/Ro) = Ro

g R o — N — —_—
o+ 1/R0)/\01M=L0y1+021 ARZ;
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=LOYy, +ROZ; A (cospz; — sing y;)
V(Mle/R0> — 6 (Rsing % +L77)

e \itesse absolue

MeR R 0 sing
— — — € . .
V(M/RO)ZV(M/RI)"'V( 1/RO)Z LG—R.(p_cos<p
— R ¢ sing Ry
e Accélération relative
d \7’(1"1/R ) 0
— M _ 1 _ . o 2 -
r( /Rl) =——o— =-R|®cos—¢*sing

.o = D 2
R, @ sIng + @“ cos® R,

e Accélération d’entrainement

+dE(R1/R0) L

r a0 08 + 8 ("4 ) A 8%, ) 1 03]

_)(MGRI/RO) _ d20—01)

dt? Ro
a2 .
7 (Meryy \_ Lo +8203.ln¢
Ry~ | LO—RO”sing
0 R

e Accélération de Coriolis

r ¢ R - N — . [— - f—
Ic (M/Ro) = 29( 1/R0> AV (M/Rl) =202z, A—R@(cos@y; +sing z;)

Te (M/Ro) = 2RO ¢ cosp X;

e Accélération absolue
P = T (Me,) F(’”’f’“/m,) #Tc (M,

—L 6% + RO sing + 2R 0 ¢ cos@ X,
r (M/RO) =| L & — R6? singp — R cos@ + R@? sing
—R § sing — R@? cos¢g

Rq

Exercice 14

On considére un systeme (S ) composeé des trois parties rigides suivantes :

e Une tige S; supposée unidimensionnelle dont les extremités sont notées A et B, elle est
homogene, de longueur 2L, de masse m et de centre de masse G.

e Deux disques minces plans identiques S, et S; ,ils sont homogénes de rayon R, de masse
M et de centres respectifs A et B.

Ces trois éléments sont assemblés de telle sorte que le plan de chacun des disques et la droite

support de la tige restent dans le méme plan. Les liaisons disque/ tige en A et B ne permettent

aux disques qu’une rotation autour de I’axe perpendiculaire a ce plan.
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Mécanique du solide

Le mouvement de S, est tel qu’il reste en contact avec le montant horizontal d’un bati fixe en

P( point geométrique ) et celui de S est tel qu’il reste en contact avec le montant vertical de

ce méme béti fixe en Q (point géométrique ).

Les montants horizontal et vertical du bati sont respectivement repérés par les axes ( C, x,) et

(C, ¥9). Le mouvement de S reste localisé dans le plan (O, x;, y,) de maniére a ce que les

axes (O, x,) et (O, y,).soient les trajectoires respectivement de A et B, on suppose que les

contacts en P et Q ont lieu avec un roulement sans glissement..On note P, le point matériel de

S, qui se trouve en P et Qs le point matériel qui se trouve en Q.

L’espace est rapporté au repére fixe Ry (0, X4, Vo, Zo) €t on définit respectivement les repéres

liés a S1,S,etSs:

R,(G,%;,y;,Z]) avec BA = 2L %,

RZ (A' Er ﬁ' Z—O)) avec @, = ( x—O)' x—Z) )

R3(B,ﬁ,ﬁ,z_0’) aﬁ? Q3 = (X—O),X—?:)

On note 8 = (x;,0G) . Le repére Ry sera utilisé comme repére de projection.

Déterminer par rapport a Ry :

1- Le torseur cinématique de S; en G, Aet B

2- Le torseur cinématique de S; en A et P,.

3- Le torseur cinématique de Sz en B et Q.

4- Ecrire les conditions de roulement sans glissement en P et Q et en déduire I’évolution des
angles ¢, et ¢ en fonction de celle de 6. Réécrire les différents torseurs cinématiques en
ne faisant désormais apparaitre que 1’angle 6 et ses dérivées.

N2
(Ss) R
X3
P3 yi
B >
G
x_l’ —
Y2 Yg
(S2)
o P,
° \/
A

Solution

1- Torseur cinématique de S,

e Paramétrage
Le centre de masse G décrit un cercle de rayon L et de centre O, donc le triangle OGA est

isocele( OG=GA=L )et par conséquent (0G,0A) = (AG,A0) = 6 et(GO,GA) = T — 20
X, =cosOxy—sinfy, et y=sindx,+ cosdy,
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| Mécanique du solide

Lorsque G tourne d’un angle , (S; ) tourne du méme angle mais dans le sens contraire c-a-d
— /S .
(—6), donc: Q( 1/R0) =—07,
e Torseur cinématique de (S;) en G
0G = L(cosO xg + sin8yg) =V (G/RO) = LO(—sind xg + cosO yg)

(
V’(Sl/ ) 8 ﬁ<51/"°>:_éz_°)
Rl =

G LV (G/RO) = LO(—sinf xg + cosO yg)
e Torseur cinématique de (S;) en A
AES =) - - . —
V( 1/ > (G/R0)+.Q< 1/R0>AGA= —2L 0 sinf x,

[ o)
i I
\

4 A651 — ho: —
V< /RO>— 2L 0 sinf x,

e Torseur cinématique de (S;) en B

V(Besl/ ) (G/RO) + ﬁ(sl/R ) AGB = 2L cosOy,

|( ﬁ<51/R0) =07
(EYR

B LV (BES1/R0> =2L0 cosOy,
2- Torseur cinématique de S,

e Torseur cinématique de S, en A
0 ( /Ro) = @22
Le point A est un point matériel appartenant a la fois aux solides (S,) et (S,), donc :

Vv <A€Sl/ ) Vv <A€SZ/ ) = —2L 0 sinf x;
=4 S . —
'Q< 2/R0> =¥, 20
=(s,

a |V (AGSZ/R0> = —2L 0 sinf x;
e Torseur cinématique de(S,) en P,

V(PZGSZ/ ) (AeSZ/ ) n 5<52/R0> NAP; = (R, — 2LO sind )X,
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| Mécanique du solide

( ﬁ(SZ/R()):‘pzZJ)

kV (PZGSZ/RO> = (R¢p, — 2L 6 sinB) x,

3- Torseur cinématique de (S3) en B et Q;

e Torseur cinématique de (S;) en B

Puisque le point B est un point matériel appartenant a la fois aux solides (S;) et (Ss),
on peut écrire :

| BES = [ BeS ; —
V< € 1/R0>=V< 3/R0>=2L0cosey0

( =g S . —_—
é 0 3/R0 = ¢,z
TARE _
V( /R°> |+ (Bes
tV( € 3/R0> =2L0 cosOYy,

e Torseur cinématique de (S;) en Qs

7 A) - [ BeS =[S = : .\
V(Q3E 3/R0) = V( € 3/R0> +.(2< 3/R0> ANBQ, =(2L 0 cos6 — R¢,)y,

( =[S —
0 3/R0 = ¢,z

=[S
< Ro 0 Q€53 /
3 RO

B

V = (2L 6 cos6 — R¢,)y,

\
4-Conditions de roulement sans glissement

e EnP
7 (Pebati; \ _ [ P2€S2 _~ . _2L6sind
v ( /RO)_V<2 /RO>—0=>¢2—T
e EnQ
— [ Qebati -, €S 5 , 2L6 cos0O
V(Q /R0>=V<Q?’ 3/R0>=0 = (p3=—R
P2
— =tgl
D3 g

7

( !—2><SZ/R0> _ ZLBI:ine -
o) o[ L
"

AGSZ/R()) = -2L 0 sinf x;

—
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o)

Exercice 15

lide

B

i

S 2L0 cosO _

7 BeS
4 3/R>—2L0c050y0

Soit un repere fixe lié a un demi- cylindre creux de rayon R, sur lequel se déplace une barre de
longueur 2L. Le mouvement se fait dans le plan vertical (xOy). La barre est en contact permanent
avec le demi- cylindre en deux points, I’extrémité A en contact avec la surface du cylindre et le
point C avec son bord.
1. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (C.I.R.) géométriquement ;
2. Retrouver les coordonnées du centre instantané de rotation (C.1.R.) analytiqguement ;

3. En déduire la vitesse du point C de la barre

Solution

y

N

1- Coordonnées du centre instantané de rotation (géométriqguement )

A

A

y

A

&

V(4/p)

| centre instantané de rotation, donc IA est
perpendiculaire a la vitesse de A

V(4/R)
De méme IC est perpendiculaire a la vitesse de C
enC

V(/g)

Le triangle (ICA) rectangle en C est alors inscrit
dans le cercle de centre O et de rayon R, ce qui
signifie que 1A=2R

le triangle (COA) isocéle :

CO=0A.

En plus (CO,CA) =( AD,AC)=a car deux angles
alternes internes

L'angle (OC,0A)=n-2a

L’angle (OI,0C)=2a et par conséquent :
T
=-—2a
Ol = R cos2a x, + R sin2a 'y,
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Mécanique du solide

2- Coordonnées du centre instantané de rotation ( analytiquement )

La vitesse de centre instantané de rotation de la barre est nulle.

V('/p,) =V

(4/r,) + (g, ) 1 =0

- dOA —, . .
V( /Ro) =t avec OA = —R cos2a x, — R sin2a y,
Rg
2R @ sin2a o X; + R cos2a
Vv (A/Ro) = (—ZR & cos2a et Al = A0 +0I = (y, + R sinZa)
0 Rg 0 Ro
B 2R a sin2a 0 x; + R cos2a R sinZ2a — y;
V (I/Ro) = <—2R a cosZa) + O) A (y, +R sinZa) =a (x, —R cosZa)
0 Ry a Ry O Ro O
(x; = R cos2a
Yr = R sin2a

3- Vitesse du point C

7 (%/p,) =7 (Yg,)+ ﬁ(sl/Ro) ATC = 5(51/R0) ATC

. sin2a
vV (C/RO) = Ra <1 — c0052a>
R

0
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