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PRESENTACION

El Centro Nacional de Didactica (CENADI) el cual, por la naturaleza de su creacion,
procura el desarrollo cualitativo de la educacion costarricense, se complace en presentar
esta obra a todas las actoras y los actores educativos de los Colegios de Telesecundaria.

La labor tesonera del CENADI, en aras de recopilar, adaptar y crear recursos de
apoyo a los procesos educativos, se ve materializada, una vez mas, en el presente
Compendio para Matematica X afio.

El documento se pone a la disposicion de docentes y estudiantes de
Telesecundaria para enfrentar los retos que demanda este nivel educativo, en la
asignatura de Matematica como una fuente de informacién y, sobretodo, como un estimulo
e inspiracion para profundizar en la investigacion y autoaprendizaje de las y los
estudiantes.

La produccion de este tipo de materiales didacticos, vienen a constituir un eslabén
mas de esa gran cadena de esfuerzos conjuntos, que buscan garantizar el éxito y la
consolidacion de un modelo psicopedagdgico dirigido a la formacion de estudiantes de las
zonas mas alejadas del pais.

Por lo tanto, reciban con todo carifio esta obra, que fue planificada, escrita y

publicada para ustedes.

Cordialmente

-
o Cmma 2L ﬁ
%&»‘] A 5"

Master Daisy Orozco Rodriguez
Directora Ejecutiva del Centro Nacional de Didactica







INTRODUCCION

La presente Antologia de Matematica para 10° afio se ha preparado para la ampliacion de

la Telesecundaria de Costa Rica a la Educacioén Diversificada.

Esta incluye material perteneciente a México, pais que ha brindado todo su apoyo a la
iniciativa costarricense. Contiene material desarrollado en el Centro de Informacion
Electrénica, del CENADI, cuya base de datos ha permitido el desarrollo de algunos temas.
Por otra parte, la red de Internet también ha sido consultada y aprovechada. Asimismo,
presenta material inédito de algunas personas, asesores y docentes del Ministerio de
Educacion Publica, cuya colaboracién ha sido sumamente valiosa para el proposito que

NnosS ocupa.

Los diferentes articulos poseen caracteristicas que les distingue. Las diferentes fuentes
de informacién se citan al final del documento. Es importante tomar en cuenta que este
compendio no pretende suplir todas las necesidades que requiere el proceso educativo y
representa un esfuerzo abierto a todo tipo de observacién y aporte que le pueda

enriguecer.

Esperando que la lectura, analisis y aprovechamiento se centre en el componente principal
de la educacion: la juventud. Al mismo tiempo, que la sabia guia docente sea, como ya lo
ha logrado antes, el soporte acertado para el éxito educativo en nuestros Colegios de

Telesecundaria.

Lilliam Rojas Artavia
Asesora de Matematica
Telesecundaria 2005
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Ecuacion Cuadratica

ECUACIONES CUADRATICAS 12

Resefia histérica

“A fines del siglo XVI el matematico francés Francisco Vietta (1540-1603) introdujo por

primera vez expresiones tales como ax’ + b=23 donde a y b podian ser niumeros cualesquiera.

La genialidad de Vietta permiti6 dar uno de los saltos mas importantes del algebra. Con mucha
1!1

razon, a veces, se le llama el padre del algebra moderna.

Concepto de la ecuacion cuadratica

Antes de iniciar la discusién del concepto de
ecuacidn cuadratica, es necesario destacar la
importancia que tiene para la humanidad el estudio
del algebra. Los cientificos y los técnicos, tienen al
algebra como su herramienta, pues; estudiando a la
resolucion de problemas como los siguientes: ¢ Cual
es la trayectoria que sigue un cohete disparado en la
Tierra para llegar a la Luna? ¢Qué velocidad inicial
debe imprimirsele a dicho cohete para que pueda e
vencer la fuerza de gravedad terrestre?, trabajan ST -
constantemente con ecuaciones.

En el calculo de muchas estructuras se utilizan diversas ecuaciones, entre las cuales
algunas son de segundo grado.

¢,Qué es una ecuaciéon?

Recordemos: Una ecuacion, es una igualdad que se establece entre dos expresiones
matematicas que involucran nimeros y letras.

Ejemplos:
a) 3x+2=-7

b) 2x% —3X+6=2
0) V2x%+3x—7=2x-1

La ecuaciones de acuerdo a su grado se clasifican en:

DE PRIMER GRADO: son aquellas en donde la incégnita, sélo aparece con exponente
uno.

CUADRATICAS: son aquellas en donde la incégnita tiene como mayor exponente el dos.

! Barahona, Manuel. Matemética Elemental por objetivos. 9° afio. 1993. San José, Costa Rica. Editorial
Libreria Francesa.




Ecuacion Cuadratica

CUBICAS: son aquellas en donde la incognita tiene como mayor exponente el tres.
No solo éstas ecuaciones existen, las hay también de 4° grado y mayores grados.
De acuerdo con la clasificacion anterior tenemos que:
Una ecuacién cuadratica es una igualdad algebraica
donde el mayor exponente de la incognita (x) es dos.

La forma general de una ecuacién cuadrética es la siguiente: ax2+bx +c¢ =0.

En los ejemplos anteriores son ecuaciones cuadraticas las siguientes:

b) 2x%* - 3x+6=2
c) V2x% +3x—7=2x-1

Por conveniencia , se usa preferentemente la letra “a” para designar al coeficiente de la incégnita
con exponente 2, se usala “b” para designar al coeficiente de la incognita con exponente 1y
“c” para designar al término independiente; a, b, ¢ son nimeros realesy a siempre es diferente
de cero.

Explique con sus propias palabras: ¢Por qué a debe ser diferente de cero?

En el ejemplo b)2x? — 3x + 6= 2 el término independiente NO es 6 pues la ecuacion debe estar
igualada a cero para poder designar los valores de a, b y c respectivamente, por lo que es
necesario igualar a cero la ecuacion, para ello restamos a ambos lados de la igualdad el nimero 2.

Obteniendo como resultado lo siguiente: 2x2 —3x+6-2=0 osea 2x’—-3x+4=0 entonces,
de acuerdo a la forma general de la ecuacién cuadratica se tienea =2, b =-3y c=4.

ACTIVIDAD:

Iguale la ecuacion del ejercicio c) \/EXZ + 3x—7=2x-1 a cero y determine los valores
dea,byc.

Sugerencia: Sume términos semejantes.



Ecuacion Cuadratica

Solucién de una ecuacion de segundo grado o ecuacion cuadratica

Las soluciones de una ecuacién son los valores de la incégnita (xX) que satisfacen la
igualdad. A esos valores se les llama también raices o ceros del polinomio en cuestion.

Ejemplo:
3 es la solucion de la ecuacion: x? —2x=3

Pues al sustituir x por 3 en la ecuacién, se satisface la igualdad.
x> —2x=3

32-2.3=3

9-6=3

3=3

Observe:

Formula general para obtener la solucion de una ecuacion cuadratica

En la resolucién de ecuaciones de segundo grado se puede utilizar la formula general y
casos especiales de la formula general.

Las raices o ceros de la ecuacion: ax2+bx+c=0,con a,b,ceR; a#0,

—b+vb? - 4ac

2a

se puede obtener mediante la aplicacion de la formula general: x =

En la formula general, se llama discriminante al subradical y puede ser representado con
el simbolo A.
Observe en la formula:

—b++/b? - 4ac

2a

El discriminante es A = b2 - 4ac
I. Cuando el subradical es un nimero mayor que cero, la ecuacién respectiva tiene dos
soluciones reales y diferentes.
II. Cuando el subradical es cero, la ecuacién correspondiente, tiene una sola solucién real.
lll. Cuando el subradical es un nimero menor que cero, la ecuacion no tiene soluciones reales

Para utilizar la férmula general es necesario determinar el caso en el que se esta trabajando, para
ello analice los ejemplos que se presentan a continuacion.
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1. Caso: cuando a, b y ¢ son diferentes de cero.
EJEMPLO
Hallar las raices o ceros de la ecuacion  6x2+ 5x - 4=0
Resolucion:
_ —b++b®-4ac

X = a==6 b=5 c=-4
2a

Sustituimos los valores de a, by ¢ en la férmula:

5,57 —4.6-(-4) 5425+ 9 _ 54121
= 2> X=—— =2 X=F—(

X =
2-6 12 12
-5+11 6 1 1
5411 X, = B :EZE Oseaxlzz
X=—""-"2>
12 -5-11 -16 -4 —4
Xy = =——=— 0Oseax,=—
12 12 3 3
Respuesta:
’ 2 1 1
Lasraicesocerosde 6x“-5x+4=0 son E y Z

ACTIVIDAD:
Encontrar las raices o ceros de las siguientes ecuaciones:

1) Ax?-7x+10=0

2) 2x*-x+15=0

3) (2x -1) (3x +2) = 1+ x -3 x?

4) 4x33 - 2x-8 = x:+1
11 3 5

Respuestas

1)no hay solucioén,

1+41201  _ 1-+/1201
-4 77

-1++/109 X
18 '

4
_ —1-4/109

2 18

3)X; =

4) X, = 3,X, =1,07
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2. Caso: cuando a y b son diferentes de cero y ¢ es igual a cero:
EJEMPLO:
Hallar las raices o ceros de la ecuacion 6 x> -7 x = 0

Este ejercicio se puede resolver de dos formas:
1) sustituyendo, cada valor en la formula general y procediendo como el ejemplo anterior 6

—b++/b® - dac

2) abreviar la aplicacién de la férmula general X = > , ya que el término 4ac
a

se anula porserc=0 quedando

. _~b=b_-2b_-b
X=—bi\/b_2: ! 2a 2a a
2a -b+b a
X2= = — =

2a 2a

De modo que el ejercicio

~bx+b?

6x%> -7x=0 se resuelve sustituyendo b=-7,a=6 en X=

2a
G FY
asi, X= =
2-6 12
7+7 14 7 b —(-7) 7
1:—:—:— 0 X1=—= - —
12 12 6 6
luego
X2—H=£=O 0 X2=£=O
12 12 2a
ACTIVIDAD:
Encontrar las raices o ceros de las siguientes ecuaciones:
1. x?-2x=0
2. 6x° - 10x =0
3. 3- 2x* =-6x
4. (x+ 3% -9=0
Respuestas
1)X1=2,X2=0, 2)X1=%,X2=O, 3)X1=—3,X2=0, 4)X1=—61X2=0
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3. Caso: cuando a y c son diferentes de cero y b es igual a cero.

Hallar las raices 6 ceros de la ecuacion 3x*—12=0
Para resolver este tipo de ecuaciones utilizamos el siguiente método.

Si se tiene ax? + ¢ = 0 entonces ax? = —c¢

—C
X=i1f—
a

en nuestro ejemplo aplicando la férmula abreviada, tenemos que:

3x? =12
2 =12
3

x* =4
X =+/4

{X:Z
X=12=

X=-2

ACTIVIDAD:

Encontrar las raices o ceros de las siguientes ecuaciones:

1) 9x?-1=0
2) x*-36=0
Respuestas:
1 —
DX ==X, =—, 2) X, =6,X, =—6
) X1 3 %2=73 ) Xy 2

Fuentes de Informacion

Barahona, Manuel.( 1992) Matematica Elemental por Obijetivos. 9°. San José, Costa Rica:
Ediciones Libreria Francesa.
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RESOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS MEDIANTE FACTORIZACION12)

Resolucion de ecuaciones cuadraticas mediante factorizacion aplicando los
productos notables

Anteriormente se estudid la ecuacién cuadratica y la resolucion de ecuaciones cuadraticas
mediante la férmula general. También es posible resolverlas mediante la aplicacién de productos
notables.

Se pueden recordar las siguientes “formulas notables”.

Primera férmula notable: (a + b)2 =a’+2ab+b?

2 —a?_2ab+b?

(a+b)=a’-b?

Segunda féormula notable: (a -b

Tercera formula notable: (a -b

Ejemplos:
+2(2x)(3y) + (3y)” = 4x? + 12xy + 9y?

= 2(3x)(5y) + (5y)2 = 9x2 — 30xy + 25y?
o) (x+2y)(x-2y)= X% — (2y)2 =x2 - 4y?

Observe que las dos primeras formulas notables son trinomios cuadrados perfectos.

Actividad

Investigue y construya con sus propias palabras la definicion de los siguientes términos:

Un método practico y comodo de resolver ecuaciones cuadraticas de la forma ax’+bx+c=0
con a, b,c €R, esla aplicacion de la factorizacién del trinomio ax?+bx+c.

El trinomio ax®+bx+c es factorable por producto notable si al calcular el

—b++/b? - 4ac

discriminante A = b% — 4ac de la férmula general X= > , Se obtiene que A=0.
a

En este caso debemos recordar de la practica N° 1 que la ecuacion posee dos raices iguales
Xy =X,.

Esta condicidon del discriminante hace que la ecuacién ax’+bx+c=0 se pueda expresar

2
(\/gx + \/E) =0, en donde ay c son cuadrados perfectos.
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Ejemplo resuelto:
Resolver la ecuacién 9x2 — 30x +25=0

Procedimiento: Lo primero que se debe hacer es el calculo del discriminante:
A=hb?-4ac
A=(-30)° - 4-9-25
A =900-900

A =0 la ecuacién posee dos raices iguales, por lo tanto la ecuacion:
2
9x? — 30x + 25 =0 se puede expresar de la siguiente manera: (\/ X2 — 4 25) =0 osea
A=0 9x?—-30x+25=0 es factorizable de acuerdo a la segunda férmula notable en:

(3x—5)°=0

Explique: ¢ Como se obtuvo el resultado 3x en la expresion anterior?.........cccccceeeeevvvvvennnn.
¢, C6mo se obtuvo el resultado 5 en la expresion anterior?............cccvvvveeeveevvennnee.

Continuando con el proceso de solucién de la ecuacion 9x? — 30x + 25 =0 se tiene que:

(3X - 5)2 =0, aqui se puede proceder de dos formas:

a) Expresar (3x - 5)2 =0 como b) Partiendo de que en (3x - 5)2 =0 se
(3x B 5)2 _ (3x B 5)(3X _ 5): 0 puede despejar X, _ qu_l'fando ?I
exponente 2 con la aplicacion de raiz
De—-donde se concluye que cuadrada a ambos.
3x-5=0- o0 que el otro factor 3x-5=0 3x-5=0 luego se despeja:
3x=5 3x=5
5)
X=— X = E
3 3

. . - 5
En ambos procedimientos se obtiene como solucion a X = 5

Ejemplos de ecuaciones que pueden resolverse aplicando la primera o la segunda formula notable:

a)dx? —-12x+9=0
b)x? +6X+9=0
c)16x° — 16x+4=0
d)25x% + 10x +1=0
e)l 9

135320
4 4 16
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El caso de la tercera formula notable se presenta cuando en la ecuacion ax?+bx+c=0, b=0 y
c es el opuesto de un cuadrado perfecto.

La estructura de la ecuacion es ax?-c=0

Ejemplos de estas ecuaciones son:

a)4x?-9=0
b)xz—i=o
25
c)36x% —64=0
d)ixz—i=o
49 81

Para encontrar la solucion de este tipo de ecuaciones, utilizamos la factorizacion por tercera
férmula notable.

Ejemplo resuelto:
Resolver la ecuaciéon 64x2 —49=0

Procedimiento:

64x° es el cuadrado perfecto de 8x y 49 es el cuadrado perfecto de 7. Por lo
tanto, 64x% —49=0 se puede factorizar como: (8x + 7)(8x - 7) =0

Recordemos que en un producto a-b = 0, alguno de los dos factores o ambos deben ser 0. En el
procedimiento de solucién de (8x + 7)(8X - 7) =0

setieneque -8 +7=0 06 8x-7=0

= 8x=-7 = 8x=7
7
X=— X=—
8

Por lo tanto, las raices de la ecuaciéon 64x% —49=0 son

e
g 7 '

Nota: Cuando las ecuaciones cuadraticas no corresponden a ninguno de los casos de las tres
férmulas notables expuestas anteriormente, utilizamos para su resolucion la formula general o la
evaluacioén (division sintética)
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Rompecabezas matematico

Instrucciones: Copie el siguiente cuadriculado en una cartulina. Luego recorte los doce
cuadrados. El juego consiste en construir el cuadriculado de manera que cada ecuacién quede

coincidentemente “a la par” de su conjunto de solucién.

{-2;5}  2x® =3x x2—2x-3=0 3x2=-7 {0,4; 0,6
{E;j} t* -8t =-14 1
1.3} 22 of | ax—ax=1 {1
25y —25y+6=0
{0,5; 0,2} 3,1 X2 +2./2x-7=0
(x+2)x-5)
x?-9=0 {4+«E;4—ﬁ} {~3;3}
w?—25w+1=0
1
{3—\/5;—3—\/5} x? +(x+5F =5+4(3-x) {5; 2}
{_n@_—?—@} 2x* -11x+5=0
2 2
15; 0 x*=49 | -7;7
5. 0) (77} e
1 =0
w0y
3x(2x+4)=18 x*-0,7x+01=0 y

Fuente de Informacién

Ubicacion: San Pedro de Montes de Oca, Biblioteca de la Universidad de Costa Rica.

Barahona, Manuel.( 1992) Matematica Elemental por Objetivos. 9°. San José, Costa Rica:
Ediciones Libreria Francesa.

10
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SOLUCION DE LA ECUACION CUADRATICA UTILIZANDO LA CALCULADORA
EQUATION 3

Antecedentes

El desarrollo humano es tal que a la par del conocimiento puro se van creando los instrumentos, la
técnica y otros apoyos para trabajar con el conocimiento. El caso de las calculadoras es un
ejemplo de ello.

En la historia antigua de América se verifica la existencia de medios para facilitar el célculo, en
Mesoameérica hay indicios de un &baco similar al abaco oriental. EIl quipu en la cultura Inca servia
para mantener la memoria del pueblo pero también para conteos.

En 1642, el francés Blaise Pascal invento la primera calculadora digital y le llamé Pascaline, este
instrumento se asemejaba a una calculadora mecanica de los afios 1940.

Controversia

Hay quienes se oponen al uso de la calculadora, sin embargo, otras personas la utilizan
apropiadamente.

La calculadora obliga al usuario a mantener el orden ldgico, a tener claridad en los conceptos
matematicos, por otra parte facilita y motiva la solucién de problemas.

Un caso particular

CASIO tiene un modelo denominado EQUATION, la cual soluciona ecuaciones cuadraticas.
La calculadora reporta E cuando la ecuacion no tiene soluciones reales.

Indica x seguido por un nimero cuando la ecuacion tiene una sola solucion.

Reporta x1 y un numero cuando hay dos soluciones reales, posteriormente muestra la otra
solucion.

Para utilizar esta opcion de la EQUATION se debe tener muy clara la forma de la ecuacion.

Las siguientes son ecuaciones cuadréticas, pero no todas estan listas para usar la calculadora en
su solucién:

x?+2+3x=0 —2X+5+x%=0 X2 +2x+3=1
X2 +2=2x x?-12x+3=0 5-x%+2x+3=12
—2x2+2=0 X2 —6x=0 X2 =X +3=-2x%+3x

Para determinar la o las soluciones de cada ecuacion con la calculadora es necesario igualar a
cero, ordenar en forma decreciente, utilizar suma entre los términos y completar con ceros donde
no hay término.

11



Ecuacion Cuadratica

Observe detenidamente los cambios de las ecuaciones anteriores:

X2 +3x+2=0 X2 +-2x+5=0 X2+2x+2=0
X2+ -2x+2=0 X2 -12x+3=0 —X24+2x+-4=0
—2x*+0x+2=0 X2 +-6x+0=0 3x? +-4x+3=0

¢,Cuales cambios se hicieron en cada ecuacion?
¢, Qué caracteristicas comunes observa en los ejemplos?
¢En relacion con la forma de la escritura de las ecuaciones cuél(es) detalle(s) observa?

Una de las formas de anotar una ecuacion cuadratica es la utilizada en las ecuaciones anteriores.

2
Se puede afirmar que todas cumplen la forma simbdlica: ax + bX +C = O

Siempre que se va a utilizar la EQUATION es necesario remitirse a este formato, de lo contrario, la
informacién obtenida seré falsa.

Para ejecutar los comandos en la calculadora se debe reconocer cada uno de los coeficientes de
la ecuacién, de ahi la importancia del cuidado en la forma de escritura.

A continuacion se determinaran los coeficientes a, b y ¢ de las ecuaciones expuestas. Complete
las casillas en gris.

Ecuacién cuadratica a b C
X?+3x+2=0 1 3 2
X2 +-2X+2=0 -2

—2x? +0x+2=0 -2 0 2
X2 +-2Xx+5=0 1 -2 5
x?-12x+3=0

X +-6x+0=0 1 -6 0
X*+2x+2=0 1

— X2 +2x+-4=0 -1 2 -4
3x? +-4x+3=0

Elija un ejemplo, determine correctamente los coeficientes, verifique que la ecuacion esté igualada
a cero y ejecute el siguiente procedimiento:

Encienda la calculadora.

Presione la tecla "MODE", esta junto al Shift.

Presione 1.

Aparece una letra a con u¢, signo de interrogacion: a ?. Digite el valor del coeficiente a.
Presione la tecla M+, esta en una esquina inferior.

Aparece una letra b con u¢, signo de interrogacién: b ?. Digite el valor del coeficiente b.
Presione la tecla M+.

12
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) Aparece una letra c con u¢, signo de interrogacion: ¢ ?. Digite el valor del coeficiente c.
o Presione la tecla M+.

A continuacion la pantalla le mostrara:
> Una E, si el conjunto de solucién es vacio, o sea si el conjunto de solucion es ¢ .

> Una x seguida de un numero si la ecuacion tiene dos soluciones iguales, en este caso el
conjunto de solucién es el conjunto con ese numero, por ejemplo: {— 3}.

> El simbolo x1 seguido de un nimero. En este caso, hay dos soluciones distintas. Para
ver la otra solucion se presiona la tecla M+. Entonces aparece x2 seguido de un namero.

El conjunto se solucion tiene como elementos a esos dos nimeros. Por ejemplo: { 0; —17}

Actividad complementaria
1. Utilizando calculadora determine la solucién de cuatro de las ecuaciones expuestas en el

documento.

2. En grupos de tres, inventen tres ecuaciones cuadraticas e intercambien los ejercicios.
Posteriormente, preparen una exposicion de la solucién de los ejercicios.

Fuentes de informacion
Maria Rojas Artavia, egresada de Ingenieria en Sistemas de la UNA.

Rojas Artavia, Lilliam. (2000) Abaco. Documento escrito del KIOSCO DE INFORMACION,
CENADI-MEP.

Castillo Sanchez, Mario. (1998) Biografia de Blaise Pascal. Documento escrito del KIOSCO DE
INFORMACION, CENADI-MEP.
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COLECCION DE EJERCICIOS DE ECUACION CUADRATICA 13

De http://www.ice.unican.es/sosmath/algebra/ QUADRATICEQ/BDEF/bdefs.html

Una ecuacion cuadratica es cualquier ecuacion equivalente a una de la forma:

ax’ Lzt c=10

Algunos ejemplos de ecuaciones cuadraticas...

x2-9=0 x* —x+1=0

x> +2x+1=0 —x24+2x=0

Resuelva cada ecuacion anterior, con el método que desee y luego compare sus
respuestas con las y los compafieras(os)

Los siguientes ejercicios son copia del sitio http://dit.inictel.gob.pe/proyectoteleed/curso-
mat/Ecua-segu/ejercicioeg.htm

Ejercicio Resolver las siguientes ecuaciones
01) x? =81

02) 14x*-28=0

03) (x+6)(x-6)=13

04) (2x - 5)(2x + 5) - 119 =0

05) (x +11)(x - 11) = 23

06) x? = 7x

07) 21x*+100=-5

08) 2x? - 6x = 6x° - 8x

09) (x-3)*-(2x +5)*=-16

10) @x-D2x+3)=(xx+3)(x-1)
11) x>+ 12x+35=0

12) X*-3x+2=0

13) x? + 4x =285

14) BX(x - 1) - 2(2x* - 7x) = - 8

14
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15) (x+2)?=1-x(x+3)

16) 2x 3 13

=== OPTATIVO
3 2x 6
1) x+4 x+2_ 1 OPTATIVO
X+5 x+3 24
18) 2
X__i_i:z
4 2
19) X x*  2x
—_—t =
3
20)  Xx-8_71x-4 OPTATIVO

X—1  X+2

Cuyas soluciones aparecen en la direccion http://dit.inictel.gob.pe/proyectoteleed/curso-
mat/Ecua-segu/respuestaeg.htm

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS

{9, 9} 8 | {0; 05} 15| {~3, -05}
V2 2] o2 15| 225 ]
3
3177} 10 {o-—ll} 17 [{3,- 11}
LT
41 {-6; 6} 11[{-5,-7} 18 [{-4,2}
5 {@;_@} 12 [{1,2} 19 [{0,1}
610, 7} 13[{15,-19} 20 | {4; 25)

7[{o;5) 14[{-1,-8}

Literatura consultada
Ubicacién: Internet

Ejercicios de ecuaciones de segundo grado <http://dit.inictel.gob.pe/proyectoteleed/curso-
mat/Ecua-segu/ejercicioeg.htm> "ejercicios de ecuaciones" (12 de marzo 2001)

Quadratic Equations: Basic Definitions <URL:

http//www.ice.unican.es/sosmath/algebra/QUADRATICEQ/BDEF/bdefs.html:>  "ecuaciones
cuadraticas" (12 de marzo 2001)
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COMPLETACION DE CUADRADOS 13

El mecanismo de completar cuadrados esta fundamentado en el hecho de que el trinomio
cuadrado perfecto esta constituido asi:

El cuadrado del primer término =+
el doble del 1° porel 2° +
el cuadrado del segundo término.

En una ecuacién del tipo x> £ bx+c¢ =0 lo primero es verificar si es 0 no un cuadrado
perfecto. De no ser un cuadrado perfecto, se aislaac restando "c" a ambos lados (pasando a
restar):

Para lograr un trinomio cuadratico se requiere que el coeficiente de x sea igual al doble del
primer coeficiente por el segundo término.

El segundo término debe ser el cuadrado de la mitad del coeficiente de X, por lo tanto,

primero se calcula la mitad de ese coeficiente, es decir > y luego se le suma a la ecuacion la

b)?
expresion (5) ;

2 2
x* + bx+(9) =—c+(9)
2 2

recuerde se suma a ambos lados.
2
Efectivamente, si se analiza la expresion del lado izquierdo x* +bx + T se verifica que se

trata de un trinomio cuadratico, pues:

2 2
(xig) x2i2-9x+(gj
2 2 2

Il
>
N
H
o
=<
+ N | T
VR
N | T
~—_
N

Y... ¢como se aplicaen la
solucién de la ecuacion?

Como se obtuvo un cuadrado perfecto en el lado izquierdo de la ecuacién entonces se
puede extraer raiz cuadrada a ambos lados:

16
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<2 4 bx+(gj2 (gj
() <(5)
CORCE

Por lo tanto, si se contindia con el despeje de la ecuacion se obtiene:

2
x=22% [2] —c
2 2

Cuando la ecuacion es de la forma ax® + bx+c =0 se divide todo por a.

Ejemplos

a) 12x-1+9x*=0

Se ordena la ecuacion: Ox?+12x—-1=0
92y 1 g
Se divide por 9: 9 9
, 4
X*+—=x-—=0
3

Se despeja el término independiente: X +%X =%

Se calcula la mitad del coeficiente de x:

(CHIICRN
w|N

w| N

Se determina su cuadrado: (

17
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4 1 4
X2+ —Xb—=—t—
Se suma a ambos lados Z 2 9
X2+ —X4+—=—
9 9
2V |5
X+—| =.|—
3 9
x+ 2535
Se escribe el cuadrado y se aplica raiz cuadrada 3
X=__Zi£
3 3
L_—2%45
3
X +11=10x>
Se acomoda la ecuacion: —10x* +x+11=0

Se divide por -10:

1, 1
10 10
Se aisla el término independiente: 2 —ix = E
10 10
1
Se calcula la mitad del coeficiente de x: % = 2_10

, 1 1 11 1
Xfm X —— = ——
10" 400 10 400

L)
20 400

/( ;LJ 1/44
Se obtiene la raiz cuadrada a ambos lados: 20 400

X—— i
20 20

Se suma a ambos lados el cuadrado de lo obtenido:

18
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X:ii\/441
Se despeja y se obtienen las dos soluciones: 20 20
X_li A 441
20
Ejercicios g
Resuelva completando el cuadrado..
1) x*-6x-3=0 2) y*-10y-3=0 3) 2y° -6y +3
4) 2d? -4d +1=0 5) 3x? +5x—4=0 6) X +mx+n
Soluciones
1) {3+2.3; 3-2/3} 2) {5+2.7; 5-2.7}
SYEARERERSE g 142,002
2 2 2 2
5) {—5+J773_—5—m} 6) {w/m2—4n - m. /m®-4n _m}
6 6 2 2’ 2 2

Literatura consultada
Ubicacion: Coleccion personal

Baldor Aurelio. (1978) Algebra. México: Editorial Publicaciones Cultural.

Barnett, Raymond; Ziegler, Michael R. y Byleen, Kart E. Precélculo Funciones y Gréficas 4°
edicion. México: McGraw — Hill
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PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN CON ECUACION CUADRATICA

|Lista Unogg) |

Problema 1.- Calcular la hipotenusa de un triAngulo rectangulo, sabiendo que las medidas de sus
lados son tres nUmeros consecutivos

Solucién: Se puede realizar el siguiente dibujo del problema, teniendo en cuenta que la
hipotenusa el el lado mayor y llamando "x" al menor de los catetos.

K+

¥+
Teniendo en cuenta el teorema de Pitagoras, se cumple: (x+2)? = (x+ 1)? + x2.
Operando: x? + 4x + 4 = x 2 + 2x + 1+ X2
Agrupando todos los términos en el segundo miembro y simplificando: x*-2x - 3=0

Ecuacion que sabes resolver numéricamente, con soluciones: x = 3y x = -1 como se aprecia en la
imagen siguiente:

resolucion grafica de ecuaciones

Naturalmente la solucién x = -1 hay que rechazarla porque un lado no puede tener una medida
negativa, luego nos queda:

Hipotenusa:x+2=5; Cateto mayor:x+1=4; Cateto menor: x = 3.
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Plantea la ecuacion necesaria en cada caso para resolver los siguientes problemas.
Resuélvelos numéricamente y también graficamente

Problema 2.- Un rectangulo la base mide el triple que la altura. Si disminuimos en 1 cm. cada lado,
el area inicial disminuye en 15 cm . Calcular las dimensiones y el area del rectangulo inicial.

(Sugerencia: Realiza un dibujo del problema).
Solucién: Base = 12 cm. Altura =4 cm.

Problema 3.- Hallar tres nimeros impares consecutivos, tales que si al cuadrado del mayor se le
restan los cuadrados de los otros dos se obtiene como resultado 7.

(Soluciéon: 5,7,y 9)
Problema 4.- La edad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24 afios la edad del

padre sera el doble de la del hijo. ¢ Cuantos afios tiene ahora cada uno?
(Solucién: 6 y 36)

| Lista DOS(30)

36 La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 5 cm. Halle la medida de los catetos sabiendo
gue su suma es 6 cm.

37 Se rodea por un camino de ancho uniforme u terreno rectangular de dimensiones 26 m por
30ml Se sabe que el &rea del camino es 240 m?, determine el ancho del camino.

39 Un avion vuela hacia el norte a 200 millas por hora y pasa por cierto lugar en tierra a las 2:00
p.m. Otro avidn, que vuela hacia el este, pasa sobre el mimo lugar a las 2:30 p.m. (ver figura)

N
e 4
el

*

et
ta, . art?
T N
am? v,
n* =
§ AL
*

(@) Si t denota el tiempo (en horas) después de las 2:30 p.m., exprese la distancia d entre los
aviones, en términos de t.

(b) ¢A qué hora la distancia entre los aviones es de 500 millas?
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41 Un trozo de alambre de 100 pulg de largo, se corta en dos y cada pedazo se dobla para que
tome la forma de un cuadrado. Sl la suma de las areas formadas es 375 pulg? encuentre la
longitud de cada pedazo de alambre.

49 En una hoja de papel de 24 X 36 cm se va a imprimir una fotografia, con el lado menor en la
parte de abajo. EI margen en los lados y en la parte de arriba debe ser el mismo ancho, y el
margen de abajo debe ser el doble de los otros. Halle el ancho de los méargenes si el area que se
va a imprimir es de 661,5 cm?.

OPTATIVO

Una caja sin tapa se debe construir cortando cuadrados de 3 pulgadas de un hoja de lata
rectangular, cuya longitud es el doble de su ancho. ¢Qué tamafio de hoja producird una caja con
un volumen de 60 pulg®?

RESPUESTAS

36 Si a es un cateto, el otro es 6-a, utilizando el teorema de Pithgoras se plantea la ecuacién
2 .. Ly ~
a’ + (6 —a) =25, se resuelve la ecuacion cuadratica. (recuerde usar la férmula notable para
(6-a)>.

37 2 pie
39 (a) d=+/(400t)’ + (200t +100) =100~/20t? + 4t +1
(b) 3:30 p.m.

41 24 pulg, 76 pulg

49 1,5 pulg en los lados y la tapa; 3 pulg en la base
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FACTORIZACION

Factorizar significa escribir como el producto de varios factores.

Examine la siguiente factorizacion del namero 120.

120=24-5
Hay muchas formas de factorizar este nimero, entre ellas: <120=10-12
120=30-4

Si en la factorizacion se utilizan solo factores primos se dice que es la factorizacion prima o
completa.

120=2-2-2-3-5

Un numero o polinomio es factor de un polinomio p(x) si existe un nimero o polinomio que
multiplicado por él genere p(x).

Ejemplos:

1. X—2 es factor de X2 — 2X, porque (X— 2) X generaa X° — 2X.

2. En el polinomio X2 45X + 6, uno de los factores es X + 3.
(X—l— 3)°(X+ 2) esiguala X2 +5X + 6.

3. En (x +5) (x - 4) (8x + 8) un factor es 8 pues el polinomio equivale a:
x+5) (x-4)8((x+1)

Un polinomio esté factorizado completamente cuando todos los factores son primos, es decir son
factores que “ya no se pueden factorizar mas”.

Para los polinomios, existen varias formas de factorizar, las cuales se pueden utilizar una después
de la otra hasta conseguir factorizar completamente el polinomio.
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Factor Comun

En el estudio de la factorizacion el primer método que se sugiere utilizar, siempre, antes de
cualquier otro, es el Factor Comun.

Factor comin numérico

12x% —12x+3
Sillqs num_eros son, enteros, se obtiene el 12 12 3 3
maximo divisor comun de ellos. 1 es
4 4 1
el MDC

Se divide cada coeficiente numérico por el 12x* ~12x+3=
MDC obtenido y se realiza la factorizacion. 3 (4x% - 4x +1)

2., 32

5 125
Cuando los coeficientes huméricos estan en
notacion fraccionaria, se determina el MDC 2 322 5 12515
del numerador y el MDC del denominador 1 16 1 25

2( 2 16)

. W —__

5 25

0,5z° +0,25z° - 0,125
05=>  025=2
10 100
. 125
En caso de que los niumeros tengan parte 0125=——
decimal distinta de cero, se puede utilizar la 1000
notacién fraccionaria en sustituciéon de la
LEEITE 052° +0,252% ~ 0125 = > 7% + 22 72 122 _
10 100 1000

5(, 5, 25
— | +—=z7" -
10 10 100

Ejercicio Factorice 120ab —210ac +150bc
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Factor comun literal

15 8

—a+-—ab’—ab’=
Si un literal se presenta en todos los términos de un 7 5
polinomio entonces se “saca” como factor comun. 15 8 b2 _b?

al —+—-b° -

7 5

Cuando el literal esta presente en todos los términos pero 3m® —15mn +7nm? =
con exponentes distintos el factor comuan literal tiene el A
menor exponente. m(3m —15n+7nm)

—12xy°z? +17x%y?7° =

El factor comun literal puede constar de mas de una letra. -
xy?z?(-12y +17xz)

5113 34 215
. . . 3 a’b® +6a°bh* —2a“b>=
Al factorizar se divide cada literal entre el factor comUn

determinado. a’b? (a3 4 6ab— sz)

RECUERDE:

Al dividir potencias de igual base, se conserva la base comun y se restan los exponentes

Ejercicio Factorice ab’c®m?n—a’bc’m®n+a’b’c’m’n

Factor comin monomio

En un polinomio el factor comun puede considerar nimeros y letras. Ejemplos:

1)Eabcz—£ab2c+£a2b3c = 2abc[60—lb+3ab2j = 2abc(60—1b+3ab2j
5 15 35 5 1 3 7 5 3 7

2) 49x*y® —-35x*yz+70xy> = (7xy)7xy’— (7xy)5xz+(7xy10y =
= Txy (7xy2 —5xz +10y)

~121 , 33
W~ +

3) —1,21w° +0,33w? —1lw = ———=- 95
100 100

w? —1lw = -11w (llwz —3W+1j
100 100

~11w (0,11w? —0,03w+1)

Ejercicio Factorice 125ab® —0,125a°b* + 25 2%
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Factor comin polinomio

(2a+5)x*y® +(2a+5)zw® =

En algunos casos el factor comdn es un polinomio. ) 3 3
(2a+5) (x2y® + zw?)

Si el factor comdn “no viene acompafiado” en alguno 6x—y+(6x—yJab =
de sus términos debe recordarse colocar un 1 en su
lugar. (6x—y) (1+ ab)

2a-4b+(a—2b)c =

En ocasiones, es necesario, utilizar, previamente la 2 (a-2b)+(a—2b)c=
factorizacion en una parte del polinomio. factor comn

(a=2b) (2+c)

15 (x —1)*(x +3) + 17(x+3)x+2)(x-1)=
El factor comun polinomio puede ser de mas de una (X 1)(X+3) (15()( 1) A (X+ 2)):

expresion. (x—1)(x+3)(15x ~15+17x + 34) =

(x=1)(x+3)(32x +19)

Ejercicio Factorice
(%2 + 2x =) x+3) (x=1) + (x? + 2x =1 x = 1) (x + 3) - (x + Y x —1)(x? + 2x —1f

Factorizacién de la diferencia de cuadrados

Después de verificar la posibilidad de factor comuan, si un polinomio o uno de sus factores se
puede escribir como la diferencia de cuadrados, se factoriza con la denominada “tercera férmula
notable”.

Ejemplos

1) 121w? - 81 Se verifica si hay factor comun. NO hay factor comudn. (no lo hay)
Como es una resta de dos términos, entonces se examina Si estos son

{121w2 = (L1w)?

cuadrados perfectos. Lo son:
81=9’

Por tanto, la factorizacién es:

121w? —81=(11w)* — 92 = (1lw—9)11w +9)

26



Factorizacion de Polinomios

2) —z2°+— Hay factor comun cinco.
9 25
-1, 4 .
5 ?z + 2—5 Una vez que se obtuvo el factor comun se acomoda.

oE Se observa que hay dos cuadrados perfectos:

{4 1) =2

. 2 1 2 1
Por tanto, se factoriza como: 5|=-Zz|=+=z
5 3 5 3
., 1 2\ 1 2
NOTA: También se puede expresar como: -5|=z-——|=-z2+—
3 5)A3 5
3) w* -81
wh=w?)? y 81=9? por lo tanto, se trata de una diferencia de cuadrados
w! —-81= (W2 - 9XW2 + 9) se observa que uno de los factores es a su vez una

diferencia de cuadrados...
w* —-81= (w2 —9XW2 + 9):

, la udltima expresién es la factorizacion completa del
(w —3)w +3)\w? +9)

polinomio w* — 81

Ejercicio Factorizar completamente

a)y* -625 b)1§+x2 c) 12w?* -3

Factorizacién del trinomio de segundo grado

Recuerde que un polinomio se llama trinomio de segundo grado si tiene tres términos y su grado

es dos. Simbdlicamente: ax’ + bx + C, donde a=0 , b y c son nimeros reales; se llama
trinomio de segundo grado.

El trinomio de segundo grado puede factorizarse, basicamente, de tres formas:
¢ Reconociendo una formula notable

+ Inspeccién
¢ Determinando sus raices o ceros
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Factorizacién del trinomio de sequndo grado por reconocimiento de férmulas notables

De la pagina 7, retomemos los resultados

Primera férmula notable: (a + b)2 =a’+2ab+b?

Segunda férmula notable: (a - b)2 =a’—2ab+b?

En estos casos se dice que el trinomio es un trinomio cuadratico.

La factorizacion utilizando estos resultados consiste en reconocer el desarrollo de la formula y
factorizar de acuerdo con la formula. Ejemplos:

1) ‘llz2 +32+9 Se verifica factor comin. NO hay.

Es un polinomio de tres términos, se examina si es la primera férmula
notable.

1 z° ! z 2
Se observan dos cuadrados perfectos: < 4 2
9=3°

. : 1 ; , .
Ademas se calcula el doble de cada base anterior: 2-52 -3=23z, el cual esté en el polinomio.

2
Por tanto, la factorizacion es: 41122 +32+9= (; Z+ 3}

3) a’b® +169 —26ab Se examina si hay factor comin. NO hay.

Es un polinomio de tres términos y tiene una resta, puede ser la segunda férmula notable.

169 =132

Hay dos cuadrados perfectos: ,
a’b? = (ab)

Ademas el doble del producto de las bases es 2-13-ab = 26ab.

Por lo tanto, la factorizacion es: a’h? +169 — 26ab = (ab)’ — 2-13ab +13? = (ab +13)’
L . . L , 25 , 5 1 1,
Ejercicio Factorice los siguientes polinomios a) z +%W _§ZW b) > +§x - X
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Factorizacion del trinomio de segundo grado por inspeccion;»)

Para factorizar el polinomio x? —9x +18 se utilizara el método conocido como inspeccién o
tanteo.

Actividad

1) Determine los valores de los coeficientes numéricos en el polinomio x2 —9x + 18 y escribalos
en los espacios correspondientes:

a=

b=

c=

2) Busque dos numeros que multiplicados entre si, den como resultado el valor del coeficiente
numeérico correspondiente al valor a=1.

Observe: 1 se puede obtener Unicamente de dos productos: 1elode -1e-1

3) Busque dos numeros que multiplicados entre si, den como resultado el valor del coeficiente
numérico correspondiente al valor ¢ = 18.

Observe: que el valor 18 se puede obtener de los siguientes productos:
18 e 1, Qe 2, 6 e 3, -18 e -1, -9e-2 -6e-3.

Analice las diferentes maneras en que se pueden combinar los productos obtenidos en los dos

pasos anteriores:
1><18 1><6 1><9
1 1 1 3 1 2

1 -18 -><18 1><6

1><_1 ) 1 1 -E

La combinacién de estos arreglos que se utiliza para factorizar el trinomio, es la que cumpla con la
siguiente condicién: Al multiplicar en equis y sumar los resultados tiene que dar el valor de b = -9.

Si se analizan los distintos arreglos presentados anterior mente se puede determinar que el arreglo
que cumple con la condicién dada es el siguiente:
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(Le-3)+(Lle-6)=-3+-6=-9

-3

Es decir: este arreglo el que construye el valor de b. Para encontrar los factores del trinomio
x% - 9x + 18se procede como lo muestra la siguiente figura:

@ == (X-6)

AN

Yy

Por lo tanto, la factorizacion de x? — 9x + 18 es (x-6)(x-3).

Ejercicios Halle la factorizaciéon completa de los siguientes trinomios, utilizando el método de
inspeccion:
a) 2x*+ 11x + 12 b) 2x*+ 11x -6

Respuestas:

a) (t+4)2t+3)

b) (2x-1)(x+6)

Literatura consultada

Ubicacion: San Pedro de Montes de Oca, Biblioteca de la Universidad de Costa Rica.
Barnett-Uribe. (1988) Matematicas 4. Segunda edicion. Colombia: Editorial McGraw-Hill.

Camacho Araya, Orlando. (1990). Matemética. Ejercicios y Problemas I. Tercer ciclo y
Bachillerato. Primera edicidon. San José, Costa Rica: Litografia e Imprenta Universal.

Meneses Rodriguez, Roxana. (1992) .Mateméatica. Ensefianza - Aprendizaje. 11° afio. San
José, Costa Rica: Ediciones Farben.
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Factorizacion y teorema del factor (s

Orden descendente de un polinomio

Los polinomios se ordenan de acuerdo con el exponente de una de sus variables. EIl orden
descendente consiste en que los exponentes van de mayor a menor.

Ejemplos:

1) El polinomio -3 x* + 4 + x, ordenado descendentemente queda: -3x* + X + 4

2) -8x + x*- 9, queda x3- 8x - 9.

Si se desea, el término x* que no aparece, se completa con cero: x* + 0x* - 8x - 9.
3) 134 - 15x® + y’ - 17 x” y® ordenado descendentemente

Respecto ay, queda: -17x"y® +y’ -15x% + 134,

Respecto a x, queda:  -15x® - 17x'y® +y’ + 134.

1
4) x? - 5x° + 5% + 54 - 18 x°, ordenando y completando:

-18x6-5x5+0x4+0x3+x2+%x+54.

Los coeficientes de un polinomio y el término independiente

En cada término del polinomio se puede reconocer el coeficiente numérico y el factor literal.

El factor literal esta compuesto por las letras y sus exponentes. El coeficiente numérico es el
namero que multiplica a las letras.

Los coeficientes de un polinomio se pueden dar de acuerdo con el orden descendente, y se dice
gue es cero si un término no aparece. Al primer coeficiente se le llama “principal” y al dltimo,
“término independiente”.

Ejemplos:
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Polinomio
1) -3x*+x+4
2) x*-8x-9

3) -15x%-17x'y® +y’ + 134
1
4) -18x°-5x°+x* + Ex+54

5) -2x°+87x%+ 17x% + 89

Raiz o cero de un polinomio

Si en un polinomio, al sustituir la variable
por un nuamero real y efectuar las
operaciones se obtiene un valor numérico
igual a 0, se dice que el nimero es una raiz

o cero del polinomio.

Ejemplos:

Coeficientes
3, 1y 4
1, 0, -8 y -9
-15;-17;0;0;0; 0; 0; 0y 134
1
-18; -5; 0; 0; 1; E y 54

-2;0;87;17;0y 89

1. Considere el polinomio 3x? +5x— 2.

Al calcular el valor numérico del polinomio en X="2, se obtiene:

3{—@2+&—2—2:

3¢4+710-2=
12+710-2=
2-2=
0

Coeficiente Término
principal independiente
-3 4
1 -9
-15 (re_specto a 134
la variable x)
-18 54
-2 89

El nimero de raices o ceros de un polinomio es
igual o menor que su grado:
Un polinomio cuadratico tiene no méas de dos
raices, un polinomio de tercer grado tiene a lo
sumo tres ceros.

Por lo tanto, X=" 2 es una raiz o cero del polinomio 3x°% +5x— 2.

2. Determinar si X=5 es un cero de p(x) = X2 +X—-4.

Se sustituye el valor en el polinomio:

32



Factorizacion de Polinomios

2
p(5)=("5) + 5-4=
25+ 5— 4=
20— 4 =
16

Por lo tanto, X="5 NO es una raiz o cero de P(X) = x> +x—-4.

Relacion entre una raiz de un polinomio y los factores del mismo

Al conocer una raiz de un polinomio se puede deducir un factor del polinomio y viceversa.
Observe los ejemplos.

Raiz o cero del polinomio Factor del polinomio
x="1 X+1
X =6 X —6
X =2 X—=2
X =0 X

Ejercicio: complete la siguiente informacién

Raiz o cero del polinomio
X =73
X=__
X =8
X =77
x =13
X =1

Factor del polinomio

X+

X+2

Si 3 es una raiz de un polinomio, entonces (x - 3) es un factor del polinomio.

Si ~ 7 es un cero del polinomio, entonces un factor del polinomio es (x + 7).
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Describa la relacién entre las raices y los factores de un polinomio:

Si un valor “a” es una raiz de un polinomio p(x), entonces (x - a) es un factor de p(x).

Cuando la raiz es una fraccidn

Observe detenidamente el ejemplo:

2

X = — es unaraiz o cero de un polinomio g(x) . Determine un factor de g(x) .

De la expresion X = 7 se despeja para obtener un cero después del igual:

2

X=—

Z

IX=2
X—2=0

El factor es (7X - 2).

Ejemplos:

Raiz o cero Factor
% (4x - 7)
77 (4% +7)
g (9x - 5)
?5 (9x +5)
71 (2x +1)
% (2x-1)
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Ejercicio

A ¢Cual es el factor silaraizes X =—"?

B Trace lineas, uniendo cada raiz con el factor que determina:

(3x —11)
5 (4x +7)
6
11 (5x +1)
7 (5x-1)
4
(5x - 6)
1
5 (4x-7)
(6x +5)

Calque las siguientes lineas y sobrepdngalas en el cuadro anterior para comprobar sus
respuestas.

35



Factorizacion de Polinomios

;,.Como determinar los ceros de un polinomio vy factorizar?

En el caso particular de los polinomios de segundo grado existe la posibilidad del uso de formula
notable o férmula general (utilizando o no la calculadora).

Ejemplos
Trinomio cuadrético Raices o ceros Factorizacion
x> —8x +15 5y3 (x -5)(x-3)
X2 +x-2 1y "2 (x —1(x +2)
x? +11x + 30 "6y 5 (x +6)(x +5)
x? +8x — 48 12y 4 (x +12)(x - 4)

Ejercicio Después de leer el ejemplo, resuelva el completar.

Ejempilo: “Si un trinomio cuadratico tiene como raiz a 6, entonces un factor de su factorizacion
es (x—6).

Complete:
e Sjuna raiz de un trinomio cuadrético es 9, entonces un factor del trinomio es:

e Suponiendo que un cero de un polinomio es ~ 3, se tiene que un factor del polinomio es
(x + 3). Si un cero o raiz de un polinomio es ~ 5, entonces un factor es:

e Si las raices de un trinomio cuadratico son 2 y ~4, entonces la factorizacion es:

(— QR ):

¢ Suponiendo que la informacién siguiente es correcta, anote la factorizacion de los polinomios:

Trinomio cuadratico Raices o ceros Factorizacion
x? —10x + 21 7y3
X2 +4x —32 4y "8
X% +13x + 22 11y 2
X2 —8x — 48 "4y 12
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Comprobacion

Para verificar una factorizacion se toman los factores y se multiplican. Ejemplo:

Si para el polinomio 6x®-17x -3 se hall6 la factorizacion (6x +1)(x — 3), entonces para
comprobar, se multiplica:

v

(6x+1)(x —3)=6x*-18x+1x -3 =6x> -17x - 3
A 24

\ﬁ_,*

Como la operacion brinda como resultado el polinomio original, entonces se sabe que la
factorizacion es correcta.

Ejercicio: Determine las raices de los siguientes polinomios, escriba cada factorizacion y
compruébelas.

10x? +13x -3 6x% —17x -3

2x% +x -1 6x% +x—15

Raices compartidas

Los trinomios cuadraticos opuestos, tienen las mismas raices o ceros.

Ejemplos:
. . . . Factorizaciones Raices o
vrtiiemio 4 llinenrie 2 Trinomio 1 Trinomio 2 ceros
“Tx*+387x-10  7x*-37x+10 |("7x+2)(x -5 (7x - 2)(x - 5) 2y5
‘ 7
2x2 +x -1 “2x7-x+1 | (x+1)(2x-1) (x+1)(*2x+1) 1yl
2

Por esto, a veces, se confunde la factorizacion . Ejemplo:

Para ~7x? + 37x — 10, se hallan las raices 2 y 5, se factoriza como (7x - 2)(x - 5), pero al
7

comprobar se obtiene:  (7x —2)(x —5) = 7x? —37x +10 i NO se obtuvo el polinomio original!

Para determinar la verdadera factorizacidn, basta con cambiar el signo a los términos de sélo un
factor: (‘7x + 2)(x - 5).
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Otra forma de determinar raices o ceros

Existe una forma de determinar raices y, por tanto, de factorizar, basada en un método de
divisién de polinomios planteado por Pablo Ruffini, italiano que la publicé en 1804. En 1819 el
inglés W.G. Horner divulgé basicamente lo mismo. Existen trabajos matematicos chinos del siglo
XIII con antecedentes de este procedimiento.

Este procedimiento se asocia a la denominada “division sintética”. Para aplicarlo se debe,
previamente, realizar unos pasos sencillos...

A) Se ordena el polinomio en orden descendente. Se completa con ceros aquellos términos
faltantes. Ejemplos:

X3 +0x*-7x—6
2x° +0x* —=x -5

1) X*—6-7x
) —X+2x° =5

3) —X’+4-X = —x*-x+4
B) Se identifican los coeficientes, en orden. Se distingue el término independiente. Ejemplos:
1. Polinomio X° — 6— 7X
Se ordena y se completa X3 +0x%> —7x—6
Los coeficientes son 1,0,7y6.
El término independiente es -6

2. Polinomio 2X% —13x+ 10+ x°

Se ordena y completa x3 +2x% —13x+10.
Los coeficientes son 1, 2, 13 y 10.
El término independiente es 10

C) Se determinan los divisores del término independiente. Ejemplo:

1. Determine los divisores del término independiente en X3 —6-7X.
X3 —6-7X = x3+0x%-—7x—6

El término independiente es ~ 6.

Sus divisores son: 1, 2, 3, 6, -1, -2, -3, -6.
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Regla de Ruffini

: . : .3
Determine las raices o ceros del polinomio X~ —6—7X.

X3 +0x?—7x—6  Coeficientes: 1 0 "7 76
Término independiente: 6.
Factores de -6: 1; 2;3;6; 1 2; 3y 6.

Como un polinomio no puede tener mas raices que su grado, en el ejemplo, a lo sumo tres
factores del término independiente serviran.

El coeficiente principal se copia de nuevo, asi: 1 0 7 6|2

Se multiplica el 1 por el factor que se est& probando S mu iy lic 1 O B -%
y el resultado se copia debajo del segundo
coeficiente, cero: 2 f

1 l: Sa coloeaf

1 0 7 6|2

Se suman el cero y el dos:

2
1 2 |
Con el resultado de la suma se realiza de nuevo el 10 "7 ~6 }"
proceso: se multiplica por el factor investigado, se S suman
coloca debajo del respectivo coeficiente y se suma: S muliip e an 2 tleoloca

2 73 |

: . . 1 0 7 6|2
Con el dato obtenido (*3) se hace el mismo
procedimiento: 2 4 06

1 2 3 712

El altimo nimero es ~12, por lo tanto 2 NO es una raiz o cero del polinomio.
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Se “baja” el 1, se multiplica por ~2, el resultado se coloca debajo del coeficiente respectivo y se
suma:

1 0 7 "6| 2
"2
1 "2

Con el dato obtenido se multiplica el factor estudiado, se coloca y se suma:
1 0 7 6] 2
2 4
1 2 3

Se hace el mismo proceso y si se obtiene 0, entonces ~2 es un cero o raiz del polinomio en
cuestion.

1 0 7 6| 2
2 4 6
1 2 "3 O

Se obtuvo 0, esto indica que el -2 es una raiz del polinomio en cuestion.

Entonces un factor es X+ 2.

Se prueba con otros divisores del término independiente. Por motivo de la extension del
documento no se anotan los intentos fallidos.

El ~ 1 es también una raiz del polinomio pues:
1 0 7 6|1
1 1 6
1 1 8 % Se obiuvo un 0, por lo
tanto -1 es un cero o raiz

del nolinomio.
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Por lo tanto, otro factor del polinomio es X+ 1L

Al probar con 3 se obtiene:

1 0 7 6|3
3 9 6
I %3 2 Se obtuvo wn 0, por lo
@L’ tanio x - 3 es un factor del
polinomio.
La factorizacion de X° — 6— 7X es: X3 —6-7Xx= (X—l— 2)(X+ 1)(X— 3)

Ejercicio: Determine las raices o ceros de los siguientes polinomios y factoricelos

Polinomio Raices o ceros Factorizacion

x%+2x-3
x?-2x-35

x* -4

x> -5x—-6
x% +13x + 36

Literatura consultada

Ubicacion: Biblioteca del Kiosco de Informacion.
Protti Ramirez, Orietta y Tsijli Angelaki, Teodora. (1997) Matematicas 8. Serie Hacia el siglo XXI.
Costa Rica: Editorial de la Universidad de Costa Rica.

Ubicacion: Coleccion personal

Bolafios, Guiselle. (1993) Matematica Activa. 9°. San José, Costa Rica: Editorial. Textos
Modernos Cattleya.
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Combinacién de métodos

En ocasiones, después de factorizar por factor comin se obtiene un factor que a su vez es
factorizable.

Ejemplos
1) 20az> +30az +45a = 5a (422 +62+9) = 5a (2z+3)’
2) 5x°~80x = 5x(x*—16) = 5x (x—4)(x+4)

3) a’(6a—b)+a(6a—h)—6(6a—h)=(6a—b)a’+a—-6)=(6a—b)a—2)a+3)
O bien aplicar alguna de las férmulas y obtener a la vez un polinomio que se debe factorizar
Ejemplo

1) x*- 16
x* 16 = (x* —4)(x* +4)
= (x—2)(x+2)(x2 +4)

Factorizacién por agrupamientoss
Algunos polinomios de mas de tres términos pueden ser factorizados, si comenzamos agrupando
los términos de modo que cada grupo sea factorizable, y al hacerlo descubrimos un factor comdn o
un producto especial.
Ejemplos
1) Para factorizar el polinomio 2x 2 + 2xy + 3x + 3y, podemos comenzar agrupando los primeros
dos términos y los ultimos dos:

(2x% + 2xy)+ (3x + 3y).

Luego factorizamos cada uno de los grupos:
2x (x+y) +3 (X +y).

Ahora notamos que (x +y) es factor coman a ambos grupos y terminamos factorizando como
2x+3) (xtvy).

2) La factorizacién de x? + 2xy -1 + y 2, puede conseguirse agrupando los primeros dos términos y
el ultimo. De esa manera, re-escribimos el polinomio como

(x 2+ 2xy +y?) -1.
Ahora notamos que el primer grupo es el cuadrado de (x + y), por lo cual podemos expresar el

polinomio como
(x+y)*-12, gue reconocemos como una diferencia de cuadrados
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Entonces la factorizacion es (x +y +1) (X +y -1).

Ejercicio: Factorice completamente

14) 7x 2 + 7xy - 2x - 2y 15) x> y*-9x > -y* + 9 16) -t * + 12 + 2rt + r?

Ejemplo s

5x%y + 3x%y -9xy -15xy?

De acuerdo a las caracteristicas se puede agrupar los términos centrales y el primero con el tltimo
El primer grupo es: 5x%y -15xy?

Y su Factor Comin Monomio: 5xy (x3 -3y)

El segundo grupo es: 3x% -9y

Y su Factor Coman Monomio: 3y (x* -3y)

Entonces: 5x%y + 3x%y -9xy -15xy? = 5xy (x? -3y) +3y (x* -3y)

Y ahora aplicamos Factor comin Polinomio, ya que nos damos cuenta que el polinomio (x* -3y) se
repite.

La respuesta finalmente sera: (x* -3y)(5xy +3y)
Gracias al Agrupamiento se pueden factorizar polinomios que, a simple vista, no se distinguen
como factorizables.
Ejemplos
1) x*—4y*-2x+1
x> —4y® - 2x+1= (x2 —2X +1)—4y2 =

(x-1)" —4y? = (x—1—4y2Xx—1+ 4y2)
(x—4y2 —lXx+4y2 —1)

2) —a’+b®—-4ab+4a®-x*-2ax
—a’ +b’ —4ab+4a’ — x> — 2ax = (4a® — 4ab + b )— (x* + 2ax + a*)

(2a-b)> - (x+a) =
(2a—b)-(x+a))(2a—b)+(x+a)) por diferencia de cuadrados
(2a—b-x-a)2a-b+x+a)

(a—b-x)3a-b+x)
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Ejercicios Factorice completamente los polinomios siguientes:

Parte A(17) Parte B(lg)

23) 7u* - TudV? = 08)x(a+7)-5(a+7)

24) kx® + 2kx? - 63kx = 09) 2x(a - 1) - 3y(a - 1)

25) 5x3 - 55x% + 140x = 10)x(a+9)-a-9

26) 4m°n®+ 24m?°n - 28m? = 11) - x -y + a(x +y)

27) 7hkx® + 21 hkx + 14hk = 12) (a+5)(a+ 1) - 2(a + 1)

28) wx’y - 9wxy + 14wy = 13)(a+b-2)@+2)-a*-2

29) 2x3+10x* +x + 5 14) (3% +8)(x +y -2) - (3X* + 8) - (x + y - 4)(3x* + 8)
30) px + py +gx + qy = 15) xm - ym + xn - yn

16) a°x* - 8bx* + a’y” - 8by?
17)1+a+8ab +8b

18) 6ax - 2by - 2bx - 12a + 6ay + 4b

19) a?b® - m*> + a?b®%? - m°> x? - 3a’bx + 3m°x
20) (x +3)(x +2)(x +5) + (x + 2)(x + 5) + (x + 5)

Parte Cyg

1. Factorizar P(x)= x> —x* —2x

2. Factorizar P(x)=x® ? —8x

3. Factorizar P(x)= x> —7x? +12x

4. Factorizar P(x)= x* +3x? —10x

5. Factorizar P(x)= x> —5x* — 6x

6. Factorizar P(x)= x* +4x> — 21x

Respuestas

Parte Ay Parte C

23) 7u2(gj2 -v%) = 7u?(u + v)(u - V) 1) x(x=2)x+1)

24) kx(x® + 2x -63) = kx(x + 9)(x - 7) _

25) 5X(x’ - 11x +28) = 5x(x - 4)(X - 7) 2) x(x-4fx+2)

26) 4m?(n? + 6n - 7) = 4m?(n + 7)(n - 1) 3)  x(x-4)fx-3)

27) 7Thk(® + 3x + 2) = 7hk(x + 1)(x +2) 4)  x(x+5)x-2)

28) wy(x* - 9x + 14) = wy(X - 2)(x - 7)

29) (252 + 1)(x + 5) 5 x(x-6)x+1)

30) (p + G)(X +Y) 6) x(x+7)Yx-3)

Parte Bis)

08) (a+ 7)(x-5) 09) (a- 1)(2x - 3y) 10) (a2+ 9(x-1)
11) (x +2y)(a -1) 12) (a+ 1)(a+3) 13) (a2 + 22)(a2+ b -3)
14) (3x“ + 8)(3 - 2) 15) (X - y)(m + n) 16) (x“+y9)(a” - 8h)
17) (a+ 1)(8b + 1) 18) (6a - 2b)(x +y - 2) 19) (a®b® - m°)(1- 3x + x?)

20) (X + 5)(x + 3)?
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EXPRESIONES ALGEBRAICAS 2g)
Una expresion algebraica es una expresion en la que se relacionan valores indeterminados con
constantes y cifras, todas ellas ligadas por un numero finito de operaciones de sumas, restas,
productos, cocientes, potencias y raices.

Ejemplos:

Xy — 2X 3

a) X° +2xy b) v2x +y’x? c) ==
X +1

EXPRESIONES RACIONALES )

Liliana camina todas las mafanas 5 km en una hora.

Los primeros 3 km los recorre a una velocidad constante v
pero, ya cansada, recorre los ultimos 2 km a una velocidad
v-2 km por hora.

¢,Con qué velocidad camina en cada tramo?

Recordemos que, en esta situacion, el espacio recorrido (e) se relaciona con la velocidad (v) y el
tiempo (t) por la formula:

e=v-t
Velocidad .
. Tiempo que
Espacio con que
; tarda en
recorrido recorre el
recorrerlo
tramo
Primer 3 3
v hd
tramo v
Segundo ) 5 2
V_ -
tramo v_2
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. . 3 2
Como el tiempo que tarda en el recorrido es — + V2" resulta:
vV V-

. 3 2 . :
A cada una de las expresiones — 'y v_2 se les llama fracciones algebraicas.
Vv V-

Como puedes observar toda
expresion algebraica racional
puede expresarse Como
cociente de polinomios.

DEFINICION

Dados dos polinomios P(x) y Q(x); Q(x) #0p(x)
llamaremos fraccion algebraica a toda
P(x)

Qx)

expresion de la forma

La indeterminada x podra tomar
aqui cualquier valor real siempre EJEMPLOS
que dicho valor no anule al a 2x* +1
denominador. x> +2
b) i; X %3
x-3

Existe una gran similitud entre definiciones y operaciones entre fracciones algebraicas y
numeros fraccionarios

Simplificacién de expresiones algebraicas
Para simplificar una expresion racional seguimos los siguientes pasos:
1. Factorizar completamente el numerador y el denominador.
2. Dividir el numerador y el denominador por los factores comunes en ambos. Esto se hace
cancelando los factores comunes en el numerador y el denominador.

Ejemplos para discusién:

1)&_ 35 3 3
40 2.2.2.5 2.2.2 8
y 3% _ B _ 57 _ 71
5x-15 5(x-3) 5(x-3) x-3
y’-16 _ y* -4 (y-4)y+4) _ y-4
y2+9y+20_y2+9>’+5'4_(y+4)(y+5)<:onTy¢—4y+5
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3x+6 Ax+2) 3(x+2) 1

) 3%t _a1x 54~ 3(x? -7x-18) 3(x+2)x-9)_ - (x-9)

Se asume x#-2

5) 22 —xy-y® _(2x+y)x-y) _ 2x+y

x? —y? (x-y)x+y) ij X +Yy

Ejercicio: Simplifica cada una de las siguientes expresiones racionales, recuerde hacer la
restriccion para los valores que indeterminan la expresion.

8x +5
) - 22—
X —3X y* +14y +45
5x% —20 a? —36h?
) 4) ;
5x° +5x—-30 a‘ —3ab-18b

Recordemos gue: si a, b v r son
nimeros reales h = 0 v r = 0 entonces:

a.r a

br b
En este caso deciamos gue habiamos
simplificado los factores comunes de la

fraccign.
DEFINICION
Dada la fraccion algebraica P(Xi tal que Q(x) =0(x).
%
Si P(x) v Q(x) son divisibles por el mismo polinomio
dix) entonces existen dos polinomios M(x) v N(x) tales
gue:
Pix) =Mix) d(x) ¥ Q(zx)=N(x) d(x) con N(x) = Oy(x).
Luego se verifica gue:
Plx) MG)dx) M)
Q) N)dx) N(x)
() g este caso diremos gue Meo simplificacidon de
EJEMPLO Nix)
Six=10 B(x)
x*+3x  x+3 Qx)
x +2x x° 42 —'
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A las fracciones —— yi
br b
llamamos fracciones equivalentes.

3 6 15 _ DEFINICION
. —:—: — son fracciones h

5 10 25 P Daos fracciones algebraicas 2@ A M&)
Qx) N

son equivalentes si una de ellas es la

— I — simplificacién de la otra.
EJEMPLO

equivalentes.

x*-2x?+x ; (x-1)°

; D (x-1)
x(x-1) (x-1)
x=0:x=1 —I

Se dice que una fraccién estad simplificada si numerador y denominador no poseen factores
comunes. Ejemplo:

6x* + 4x

2x* + 2x

_2x(3x + 2)
©o2x(x + 1)

_§_3x+2
2X X +1

_3x+2
X+1

OBSERVACION: Siguiendo el camino inverso podemos obtener una fraccion equivalente a

EE; multiplicando numerador y denominador por un mismo polinomio H(x) distinto de
X
cero.
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Expresiones racionales

Reduccion a comun denominador de fracciones algebraicas

Recordemos:
Sia, b, ¢ v d son numeros reales, b =0,

d=0 v b=d: las fracciones %yg 5

podian reducir a comin denominador

considerando dos fracciones
eguivalentes con igual denominador. =P
O = =)
b bd d db

[ —
EJEMPLO

S |

x+3 =x

x° x-1

Para escribirlas con igual denomunador buscamos
fracciones equivalentes a las dadas con esa propiedad

Dadas las fracciones: ; x=0; x=1

(x+3) (x+3)(x-1) =x"+2x-3
x° x’ (x-1) x -x’
x=0: x=1
S| B x*+1)x° x'+x?

= _Ki

x-1 (x-1)x* x?

DEFINICION
P M&
Qx ~ N
con Q(x) = Op(x). N(x) = Op(x)

Las expresiones:

Dadas las fracciones

P(x). N(x) Mix). Q)
Q(x). N(x) N(x).Q(x)

son fracciones algebraicas
equivalentes alas dadas con
igual denominadaor.

A Q(x) . N(x) se lo llama

denominador comnn.

algebraicas
refducidas a

fracciones
fueron

Las
dadas

comun denominadar.

Observacion: Aunque cualquier denominador comun es valido, las operaciones resultaran
mas sencillas si elegimos de todos los posibles denominadores comunes el de menor

grado.
A este denominador se lo llama minimo comun denominador.
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EJEMPLO

Regla practica para hallar el minimo
comtin denominador. Si debemos hallar el minimo

comin denominador de las

e Se factorizan los polinomios de los fracciones algebraicas:

denominadores.
¢ Se multiplican todos los factores 2
. —_— X711 x-2 3x
diferentes. —c — ; :
e Si existen dos factores con la misma base X X (x-1) x-1)
y distinto exponente es suficiente tomar debemos tener en cuenta los

BT S
como factor aquel que tiene mayor factores x” y (x —1)
El minimo comin denominador

es:

eXponente.

X (x-1)°

Operaciones con expresiones racionales

El proceso para multiplicar, dividir, sumar y restar expresiones racionales es muy similar a efectuar
operaciones con numeros racionales.

Se parecen a las
operaciones con Tal vez debamos repasarlas
nameros racionales

A. Multiplicacion

Para multiplicar expresiones racionales seguimos los siguientes pasos:
1. Factorizar completamente cada una de las expresiones en el numerador y el denominador.
2. Cancelar los factores comunes que aparecen en el numerador y denominador.
3. Multiplicar los numeradores y denominadores.

Ejemplos para discusion:

y 1A 722
2 35 2 5.7

i
arinN

g1 N
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3x-6 5xy  3(x-2) 5Xy 3 X 3x 3x
2) = = . =". = =
10y x?2-4 25y (x=-2)x+2) 2 (x+2) 2(x+2) 2x+4

y+7  y*-9 _ y+7  (y-3fy+3)_y-3
y2—y—7 y?+10y+21 y*-y-7 (y+7)\y+3) y+7

3)

Ejercicio Efectla las operaciones indicadas.

X 4x-8 2) x2—6x+9.5x2—15x
2x—4 12 5xy x> -9

1)

B. Division
En la divisidon seguimos los pasos a continuacion:

1. Multiplicar la primera expresion racional por el reciproco de la segunda.

2. Simplificar usando el procedimiento de la multiplicacion de expresiones racionales.
Ejemplos para discusion:

3,201,316 3 2222 122 4

1) ——=—.""=

) T A n 22 37 17 7

2) 2y+14 y+7_2(y+7), 2:2-2y 1 4 4
4y> 8y  2.2y*  y+7 y 1 y

g  4xt6 L2x*+3x_ 4x+6  x+5 _ 2(2x+3)  x+5 _
x24+2x-15  x+5  x2+2x-15 2x*>+3x (x+5)x—-3) x(2x+3)
2 1. 2 _ 2
x-3 x  x(x-3) x*-3x

Ejercicio Efectla la operacion indicada:

y? =16y +7y+12 ,y  3a+15 _6a’-6 a’-6a-7
y?-6y+8  5y-10 a’+2a-8 a-2 a+5
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C. Sumay resta de fracciones racionales
Si tienen el denominador igual, se suman los humeradores y el denominador se copia.
Ejemplo

x-1 2-2x 1 o X=1+2-2x+1 - X+2 2-X

(x? +4x+4)+(x+2)2 +(x+2)(x+2)_ X2 +4x+4 X +dx+4 (x+2)

Si los denominadores son diferentes entre si, se determina el minimo denominador comun.

Ejemplo
2x—1+ X B 3—-X _ 2x-1 N X B 3-X
x2—49 x?2-5x-14 x?+4x+4 (x=7)x+7) (x-7)x+2) (x+2)

Se han factorizado todos los denominadores.
El denominador comtn es  (x — 7 }(x + 7 {(x + 2 )2
A continuacién se homogenizan las fracciones.

2x-1  (2x-1)x+2)
(X=7)x+7)  (x=7)x+7)x+2)

X X(x+2)x+7) x(x+2)x+7)

(x=7)x+2) (x=7)x+2)x+2)x+7) (x=7)x+7)x+2)

3-x _ (B-x)x+7)x-7)

(x+2f  (x+2PF(x+7)x-7)

Se suman los numeradores y el denominador es el minimo denominador coman.

2X_1+ X _ 3=X B 2x -1 X 3-x
x*—49 x’-5x-14 X’ +4x+4

(x=7)x+7) +(x—7)(x+2) (x+2Y -

(2x —1)x +2) +x(x + 7)x = 2) - (3= x)x = 7)(x + 7)
(x+2f (x=7)x+7)
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(2x—1)x? + 2x+ 4)+ x(x2 - 2x + 7x —14)— (3— x)(x — 49)
(x+2)7 (x2 —49)

(2x® + 4x% +8x — x? — 2x — 4)+ x(x? + 5x +14)— (3x? —147 - x° + 49x)
(x+2)2(x2 —49)

(26¢ + 3% + 6X - 4)+ (x* + 5X? +14x)— (- x* + 3x* + 49x —147)
(x+2)(x? - 49)

2x° +3x% +6Xx—4+ x> +5x> +14x+ X° —3x* —49x +147 _
(x+2)(x? - 49)

4x3 +5x* —29x +143
(x+2)(x? - 49)

Ejemplos para discusién:

) 242 P —

X°+5x X 2x-14 x-7
3) X N 7 2x+1 3 6X
6x—-30 2x-10 25x% +10x+1 25Xx+5

Ejercicio Efectua las operaciones indicadas:

2 X
1 +—
) x> -6 x-4
a 5
2) 2 T2
a‘+11a+30 a“+9a+20
3) 4X + 2 3Xx+8

X2 +X-12 X2+6X+8
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Ecuaciones Racionales

NO ES PARTE DE NUESTRO PROGRAMA pero se incluye como material recomendado

En esta ocasién pasaremos a resolver ecuaciones que contienen expresiones racionales para el
valor de una variable desconocida, siguiendo los siguientes pasos:

1.

2.

3.
4.

Hallar el minimo comun multiplo de los denominadores de todas las expresiones racionales
en la ecuacion.

Multiplicar ambos lados de la ecuacion por el minimo comun multiplo para eliminar todos
los denominadores.

Resolver la ecuacion resultante para la variable.

Verificar la solucion sustituyendo en la ecuacion original. Descartar todos los valores que
hacen que la expresion en la ecuacién original no esté definida.

Ejemplos para discusién:

_9
y+2 'y
2) AX 43
X—5 X
3) g+ 5 _ X+6
3 x—-4 3x-12
Ejercicio

Halla el valor de la variable en cada ecuacion:
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PLANO CARTESIANO(y)

Observa el programa de televisiébn (sesion GA 3.25 jUbicalos!). En él, mostraran como se
constituye un plano cartesiano, y ademas como se utiliza en la localizacién de puntos en el mismo.
Comenta después brevemente, con un compafiero lo que aprendiste, y continla la siguiente
lectura en parejas. Un navegante o cualquier persona que utiliza instrumentos que sirvan para
orientarse o para llegar a un lugar determinado, utiliza herramientas que son muy comunes: la

brdjula y la rosa de los vientos.

En el estudio de la matemética existe la
necesidad de localizar puntos en el
plano.

Para poder describir la posicion de un
punto en el plano se necesitan dos rectas
numéricas. Con éstas se construye un
sistema de ejes coordenados, los cuales
determinan un plano que se le conoce
técnicamente como plano cartesiano. El
trazo de las dos rectas se ejecuta
perpendicularmente; la recta que se
encuentra en posicién horizontal se le
identifica como el eje de las abscisas o
de las x y la recta que tiene la posicién
vertical se conoce como el eje de las
ordenadas odelasy.

Y iEje delas ordenadas)

A

(o y]
T

=2

— ———+——+—= % (Ljede las abscisas)

¥

v

Plano cartesiano

Las rectas perpendiculares X, y, son conocidas como ejes coordenados, y el punto donde éstas
se cortan recibe el nombre de origen, cuyas coordenadas son (0,0).
Y

F !

'k - ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

le'i_gg*l] |_I_'I__ I_'I__| /'

Ejes coordenadas X, X', Y, ¥
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Si uno se sitla en el origen, observa
qgue hacia la derecha estan los
valores positivos. Asimismo, se
percata de que del origen hacia la
izquierda se tienen valores
negativos.
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Lzquierda i Derecha

X e —————— % (Lje de las abscisas)

Orizen

Ahora, ubicandose de nueva cuenta en el origen se tiene que hacia arriba estan valores positivos
y hacia abajo los valores negativos.

¥ (Eje de las ordenadas)
'y
el
[ =
1+ E
) -
< -
-
| -
1 __: 1 1 1 1 1 1 l] 1 'l 1 1 1 1 :—_ x
AR
T
-2
5 - o
Origen = E
Ak =
i
¥
v

De esto se deduce que:

1) En el primer cuadrante la abscisa y la ordenada son positivas.

2) En el segundo cuadrante la abscisa es negativa y la ordenada positiva.
3) En el tercer cuadrante tanto la abscisa como la ordenada son negativas.
4) En el cuarto cuadrante la abscisa es positiva y la ordenada negativa.
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Como puede observarse, el plano cartesiano esta
dividido en cuatro partes, las cuales son conocidas
como cuadrantes. Dichos cuadrantes se simbolizan
con nameros romanaos; por lo que respecta al orden .
de los cuadrantes, éste se establece en sentido I
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, -
comenzando por el cuadrante superior derecho y CUARIANTE o CHAREANTE

terminando con el cuadrante inferior derecho.

(.'L'ADIIIT.ANTE - CUADFANTE

Una vez que se ha determinado el plano cartesiano se estd en posibilidad de representar pares
ordenados de nimeros en dicho plano.

Si se tiene la pareja ordenada (a; b), hay que considerar que a es la primera componente y se
localiza en el eje de las abscisas, por lo tanto se le llama la abscisa del punto. En tanto que b es
la segunda componente y se localiza en el eje de las ordenadas; asi pues, se le llama ordenada
del punto. Al par ordenado también se le conoce como las coordenadas de un punto.

Una vez hechas estas consideraciones es importante sefalar que los valores en cada cuadrante
del plano cartesiano se representan asi:

CUADRANTE 1 B CUADRAMTE |
Abscisa - Abscisa +
Ordenada + - Ordenada +

h" - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T }{
CUADRANTE 111 i CUADRAMTE IV
Abscisa - B Abscisa +
Ordenada - Ordenada -

Con estos elementos se pueden localizar puntos en el plano. Graficar un par ordenado de numeros
significa localizar un punto en el plano cartesiano. ¢Cémo se logra esto?

Supolngase que se necesita localizar el punto M cuyas coordenadas son (3; 2).
Se procede de la siguiente manera:
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1. Se localiza en el eje de las abscisas la “primera componente” (en este caso es 3) de la pareja
ordenada. A partir de ese punto se traza una recta punteada paralela al eje de las ordenadas.

2. Se localiza en el eje de las abscisas la “segunda componente” (en este caso es 2) de la pareja
ordenada. Se traza también una recta (punteada) paralela al eje de las abscisas.

3) En el cruce de las rectas punteadas se localiza el punto M, el cual representa a la pareja.
Y

I )

Ejemplos:

Localiza en un plano cartesiano los siguientes pares ordenados: A (1; 5), B (-2; 5), C(— 3 —3), D
(1;-5), E (4;0), F (0; 2), G (-5; 0), H (0; -1), | (0; 0).

A

- ——————— - ———————
[ Wea]
’
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Al adquirir la habilidad en el uso del plano cartesiano, podras desarrollar la capacidad de
representar e interpretar graficamente expresiones algebraicas; asimismo, se te facilitara el
aprendizaje de otros temas de nivel superior.

Ejercicios Completa las siguientes cuestiones:

a) Para trazar un plano cartesiano se requieren dos . La que
identificamos con la letra X, se le denomina de las y la
identificada con la letra y se le denomina de las

b) Las rectas perpendiculares cortadas entre si en un plano cartesiano, se conocen como ejes
El punto donde se cortan estas rectas recibe el nombre de
, por lo cual sus coordenadas son ( , ).

Verifica tus respuestas y coméntalas posteriormente a otra bina, si tienes errores, corrigelos.

G

mContinua trabajando en tu bina, y anota en

los circulos vacios la expresion, numero o literal

gue sefala la flecha en el esquema de la derecha. Cuadrante

Ahora resuelve las siguientes cuestiones:

a) ¢En cuantas partes se encuentra dividido un T

plano cartesiano? Gttt —

b) ¢ Como se establece el orden de los cuadrantes
del plano?

c) En la pareja ordenada (-20;-3), el punto que la
representa se ubica en el cuadrante.

Comenta tus respuestas con tu compafiero de equipo y si tienes dudas consulta la teoria.

m Continta trabajando con tu compafiero y
localiza en el plano cartesiano los siguientes T
pares ordenados: A(5,1), B(-5,-4), C(1,-1), +
D(7,0), E(-2,0). 1
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Compara tu plano cartesiano con el de otra bina, si te equivocaste corrige.

Ahora trabaja individualmente y encuentra
las coordenadas de los puntos del tercer cuadrante
y anotalos:

AC 5 ) B(C 5 ) CC o).
Localiza en el mismo plano las siguientes parejas
ordenadas: D(0;7), E(-5;2), F(4;-7).

Verifica tus coordenadas y compara tus respuestas
con la clave.

CLAVE
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FUNCIONES )
Videocinta correspondiente a GA 3.26 Uno depende de otro.
Existen cosas que cambian en funcion de otra. Por ejemplo, la hora del dia varia en funcién de la
posicién del Sol con respecto al cenit. Si se desea hacer un viaje, el costo del pasaje variara en

funcién de la distancia del lugar que se desea visitar.

El término de funcién es muy importante en matematicas y sin él muchos de sus conceptos no
habrian evolucionado hasta ser lo que son ahora.

Considérese el siguiente ejemplo:

Se desea conocer el perimetro de algunos circulos conociendo la medida de sus diametros.
Setoma Tt =3,1416

Circulo 1 =10 cm de diametro, por tanto P = 31,416 cm
Circulo 2 = 15 cm de didmetro, por tanto P = 47,12 cm
Circulo 3 =18 cm de diametro, por tanto P = 56,54 cm
Circulo 4 = 25 cm de diametro, por tanto P = 78,54 cm
Circulo 5 = 32 cm de diametro, por tanto P = 100,53 cm

Dando valores a la medida del diametro es posible encontrar el perimetro del circulo, aplicando la
regla que existe entre esos dos valores, ésta es:

P=1 «d

En esa expresion se localizan la constante vy las variables P, d.

Un simbolo o literal que representa un valor especifico recibe el nombre de constante.

Una literal o simbolo que puede adquirir diferentes valores recibe el nombre de variable.
Asi, en la expresion anterior, la 1 sélo puede tomar un valor, por tanto es constante.

En cambio, la medida de los diametros varia independientemente en cada circulo y sus perimetros
dependen de la medida que adquiera el diametro.

Por tanto d y P son variables.

En este caso, por variar independientemente de otras medidas, a la medida del diametro se le
conoce como variable independiente.

Como la medida del perimetro depende del valor del didametro se le conoce como variable
dependiente.

Asignesele a la medida del didmetro la letra x y a la del perimetro la letra y.
Se puede observar que siempre que cambia el valor de x cambia el valor de y.
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Esto es:

Si el diametro es 10 cm, el perimetro es 31,416 cm.
Si el didmetro es 15 cm, el perimetro es 47,12 cm.
Si el diametro es 18 cm, el perimetro es 56,54 cm.

En el ejemplo anterior, la regla de funcionalidad es P = m d y sustituyendo en ella x, y quedaria
como:

y=T1 X

Asi, de acuerdo con los valores que adquiere x (variable independiente) variara el valor de y
(variable dependiente), y se formaran con cada pareja correspondiente (X, y) los pares ordenados
o coordenadas de la grafica.

Los datos de x y y se pueden agrupar en una tabla, que puede ser horizontal o vertical, anotando
en el primer renglén los valores de x, y en segundo los de y.

X 10 15 18 25 32
y=7 x 31,416 47,12 56,54 78,58 100,53

X y coordenadas
10 31,416 (10; 31,416)
15 47,12 (15; 47,12)
18 56,54 (18; 56,54)
25 78,58 ( 25; 78,54)
32 100,53 (132;100,53)

Estos datos pueden representarse en forma grafica localizando en el plano cartesiano los
pares ordenados y uniendo dichos puntos.

——1—1—
10 200 30 40 50
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Esta es la representacion gréfica de la funcion: y = 1 x.

Véase otro ejemplo con la siguiente funcion:

y=—-2x+3
Para realizar la tabulacion se dan valores arbitrarios a X, pues es la variable independiente de los
cuales se obtendran los valores de y, la variable dependiente.

v =—2% + 3
- l y=-2(1)+3
| y=-2(2) +3
. B yv=-2(3)+3
|- y=-2(4)+3
' ' y=-2(5 +3
1 _R

De esa forma se obtienen las parejas ordenadas con las cuales se establecen las coordenadas de
la grafica correspondiente.

Si se localizan en la gréfica las coordenadas x, y no consideradas en la tabulacion, y se sustituyen
en la regla de funcionalidad, se puede comprobar que se cumplen.

Tomense las coordenadas (4,5; —6) para comprobar con ellas la regla:

A
¥

-]

ra

e

(¥

Si se localizan en la gréfica las coordenadas x, y no consideradas en la tabulacion, y se sustituyen
en la regla de funcionalidad, se puede comprobar que se cumplen.
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Tomense las coordenadas (4,5; —6) para comprobar con ellas la regla:

y=-2x+3
—-6=-2(4,5)+3
-6=-9+3
—-6=-6

Esta regla se cumple para cualquier punto de la grafica correspondiente, la cual es Unica,
independientemente de los valores asignados a x.

Una funcion puede ser de primero, segundo, tercero u otro grado, de acuerdo con el mayor
exponente que tenga X en la ecuacion, y la representacién gréfica de cada una de ellas tendra
caracteristicas particulares.

Ejercicios Corresponden a “Uno depende del otro”

Muchas cosas que suceden a nuestro alrededor dependen unas de otras. El clima de una regién
depende, entre otras cosas, de la latitud y la altitud en que se encuentre ubicada.

:I Del programa de television, comenta con tus comparneros qué entendiste por funcién.
? 4
RECUERDA Localiza en el plano cartesiano I

Lo B+
los siguientes puntos: 3

A (-4;-5) T
4__
B (‘6, 4) 3+
C (0;3) 21
‘I__
D (-4; -2) PR I T (N T N TR N1 1 1 1 1 1 1 _n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7% 544 2 [ 1 25 4 5 6 7
E (3:5) 1T

-5+

_? +
Discute en tu grupo qué es una variable dependiente y qué una variable independiente.

W Relnete con un compafero y contesta las siguientes preguntas de acuerdo con la
ecuacion y =3x—2

¢,Cuales son las dos variables?
¢ Cual de ellas es la variable independiente?
¢ Cudl es la variable dependiente?
¢ Por qué?
¢, Qué otro nombre recibe?

A S
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Lee en voz alta tus respuestas. Discutelas con tus comparieros y corrige si es necesario.
Con un compalfiero, realiza el ejercicio siguiente: De acuerdo con la funciony = 2x — 2

1) Tabula de acuerdo con los 2) Realiza la gréfica correspondiente

valores asignados a x.
¥

y=2x-2 T
X y "
-2 5
-1 4
0
1
2 1
X
4 L 1 1 & 3 L1
-1
by
Realiza en equipo el siguiente ejercicio. 1

oD

Observa la siguiente grafica y contesta las preguntas.

. ¢Cudl eselvalordey cuandox =17?

. ¢,Qué valor adquiere y cuando x = 2?

. ¢Cual cuando x = 3?

. ¢ Y cuando x = 4? .

. Escribe las coordenadas que resultan con esos valores.
@ )»e )G )G )

6. ¢ Cudles son los valores que toma la variable independiente?

abrhwnN B

= k@ & Ln & -~
T 1

=
—
(5]
]
Y = e YSERES—
n
&

7. ¢, Cudles los de la variable dependiente?

8. ¢ Cual es la funcién que determina esa grafica?
0
9. Toma un par ordenado de la grafica y comprueba la regla:
Compara tus resultados con los de la clave. Si hay diferencias revisa tu cuestionario y si es
necesario corrige.
CLAVE

UELD] 85 anh SEQELERIDCD SE UG Qplende s gils|ie
BeenEed G XE=A0NZ= B RO F B L R B 1R B R BRl FE (ZLNSErIEFTETL
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CONCEPTO DE FUNCION 3,

En la vida cotidiana existen muchos tipos de relaciones que generan lo que en matematicas se
conoce como funciones.

Hasta el momento se ha utilizado el término “funcion” para describir una relacibn o
correspondencia entre dos conjuntos no vacios que asocia a cada elemento del primer conjunto
un unico elemento del segundo conjunto. En adelante esta serd la definicién de funcion.

Ejemplo

Supongamos que tenemos el conjunto de estudiantes de décimo afio de esta Telesecundaria y el
conjunto de numeros naturales y se quiere establecer una correspondencia entre estudiante y su
edad en afios cumplidos. Podemos tener entonces las siguientes dos situaciones:

1. A cada estudiante se le asocia su respectiva edad
2. Laedad se asocia con el estudiante.

En el primer caso, el primer conjunto seria el conjunto de estudiantes y el segundo conjunto seria
el conjunto de numeros naturales. En esta situacion a cada elemento (estudiante) del primer
conjunto se le asigna un unico elemento ( su edad) del segundo conjunto. ¢Por qué Unico? Note
gue a cada estudiante sé6lo se le puede asignar un niimero, ya que no es posible que un estudiante
tenga dos edades distintas.

Por lo tanto, se establece una funcion entre el conjunto de estudiantes y el conjunto de niumeros
naturales.

En el segundo caso, el primer conjunto seria el conjunto de ndameros naturales y el segundo
conjunto seria el conjunto de estudiantes. En esta situacion sucede que:

a) en el conjunto de nimeros naturales hay elementos ( himeros ) que no se pueden asociar a
ningun estudiante pues esa edad no corresponde a ninguno de ellos.

b) en el conjunto de ndimeros naturales hay elementos que se pueden asociar a mas de un
estudiante pues varios estudiantes pueden tener la misma edad.

Por lo tanto, en este caso NO se establece una funcién ya que a cada elemento del primer
conjunto NO se le puede asignar siempre un elemento del segundo conjunto y ademas en algunos
casos el elemento del segundo conjunto no es dnico.

Representacién de una funcion

Las funciones se pueden representar de diferentes maneras mediante diagrama sagital, tabla de
valores, gréafica o simbolos.

Diagrama sagital
En el diagrama sagital encontramos los conjuntos entre circulos o évalos. El primer conjunto es el

de la izquierda y el segundo es el de la derecha y las relaciones entre los elementos las
establecemos mediante flechas.
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Ejemplos

1) Utilizando el ejemplo anterior

| caso
aMIUuHTd OB 2O USTa DB MUK EBERO=
BETUDIAMTEE A TUFRSLEE

Observe que a cada elemento del
primer conjunto se le asigna un
unico elemento del segundo
conjunto.

Por lo tanto, se establece una
funcion

Il caso
CONTINTD DE HUMERDS CONTINTC OE
NATURALES ESTUDIANTES

Observe que a algunos elementos del
primer conjunto NO se le asigna un
elemento del segundo conjunto. Y
ademas en algunos casos el elemento
gue se asigna del segundo conjunto
NO es unico.

Por lo tanto, NO se establece una
funcién

2)

Observe que esta relacion
si es una funcion pues a
cada elemento del primer
conjunto se le asocia un
anico elemento  del
segundo conjunto.

L O O
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Tabla de valores

Una funcién también se puede representar mediante una tabla de valores, donde los elementos del
primer conjunto son los valores de la primera fila o columna y los elementos del segundo conjunto
son los elementos del segundo conjunto.

Ejemplos

1)

X 2 | -1 3 4
-3 | -6 9 | 12

En este caso, el primer conjunto es { -2, -1, 3, 4 } y el segundo conjunto es {-6,-3, 9, 12} y con la
tabla se establece que a -2 le corresponde el -3, a-1le corresponde -6 ,a3el9ya4ell2.
Por lo tanto, esta relacion corresponde a una funcién pues a cada elemento del primer conjunto se
le asigna un unico elemento del segundo conjunto.

2)
X
-5 En este caso el primer conjunto es { -5,-3, 8, 9, 10 } y el
-3 segundo conjunto es { 4, 7, 9, 10, 12, 3} pero obsérvese
8 qgue a un elemento del primer conjunto ( 8 ) se le asignan

dos elementos del segundo (el 9y el 3) por lo tanto, esta
relacion NO es funcion.

©
P
wRlB|o|N|~<

Simbolicamente

Una funcion se puede representar simbdlicamente. Supongamos que tenemos una funcién y le
vamos a llamar f. Los elementos del primer conjunto se representaran con x Yy los elementos del
segundo conjunto, con f(x).

Ejemplos

1) Se tienen los conjuntos A ={ 12, 13,14} y B ={ 24, 26, 28 } y la funcion f esta definida por
f(x) = 2x es decir que a cada elemento x del primer conjunto se le asigna el elemento f(x) que
va ser igual al doble de x en el segundo conjunto asi tendriamos que a 12 se le asigna 24 , a
13 se le asigna 26 y a 14 se le asigna 28.

2) La expresion f(x) = x + 8 significa que a cada elemento x del primer conjunto se le asigna el
elemento f(x) que es igual a x aumentado en 8, asi por ejemplo, si 3 es un elemento del primer
conjunto entonces con esta funcion se le asignaria el 1 pues, -7+8=1.

Ejercicios

La comunicacién es basica para el desarrollo humano. El consenso en relacién con el significado
de cada vocablo facilita la comunicacion: todas las personas “entienden” lo mismo ante el término
en cuestion. Para comunicar ideas nos valemos de muchos medios, en el caso de las funciones,
éstas pueden ser explicitadas o ilustradas de diversas maneras.

o of
- En grupos, comente algunas relaciones de su vida cotidiana que correspondan o no a
funciones. Determine en cuales casos si satisface las condiciones para ser funcion.
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(5]
m En grupos resuelva los siguientes ejercicios.
() Completa con la o las palabras que mejor se adapten a lo solicitado.

e Dados dos conjuntos, Ay B, una relacion de A a B es una funcion siempre y cuando a cada
elemento de A se le asigne de B.

e Larepresentacion simbdlica de la funcién que a cada nimero real le asocia su triple puede ser
f(x)=

e Para deteminar la cantidad de dinero a pagar en un autobus, Maria establecié que en funcion

de la cantidad de personas x, el costo es p(x)=145x

Complete la tabla de valores que a continuacién se presenta:
X 0 1

p(x) 0 435

e Describa la relacion establecida en la siguiente tabla de valores.
(Anote una descripcion en lenguaje comun)

X -2 -1 0 1 2
9(x) 0 1 2 3 4

En parejas resuelva los siguientes ejercicios

1. Construya un diagrama sagital para la siguiente relacion
A cada nombre de estudiantes, Maria, Juan, Esteban, Julia y Ernesto se le asocia con su
primer apellido de acuerdo con la informacion: Maria Rojas, Juan Logan, Ivan Rojas, Julia
Salas y Ernesto Artavia.

2. Construya una tabla de valores para la funcion que simbdlicamente se representa como

h(x)=2x+1

Individualmente indique cuales de las siguientes relaciones son funciones. Sefiale con

una X las que son funciones.

1.( ) A cada elemento de un primer conjunto compuesto por Ana, Julio, Enrique y Sofia se le
relaciona con el nimero de hermanas(os). El segundo conjunto es {O; 123 4 5} y la

informacién requerida es Ana no tiene ni hermanas ni hermanos, Julio tiene tres hermanas
y cuatro hermanos, Enrique tiene un hermano y Sofia tiene tres hermanas.
2.( ) Alas personas de un pais se les asocia con su respectivo padre biolégico(conocido o no).
3.( ) Relacion entre las mujeres solteras de la ciudad de Le6n Cortés, mayores de 15 afios, con

su grado de escolaridad. El segundo conjunto es de cero a infinito, [O; oo[

4.( ) A cada habitante de Costa Rica se le relaciona con su nimero de identificacién, sea cédula
o cédula de residencia.

{gopeiuauIndopur ‘o (dwala 1od) UCIIRITINUIRT P [E121]0 CIATINT AUIT] 23URITGRY
opojou say (2 wy Cojunluod opunSas [ap oundE v sopElese upsa ou ojunluod Jawird [ap
gojuamaa sounsEe [ ogen [2 Ug seuwowiuny uos anb sauotde(ed wos ¢ £ 7 0[08 HAVID
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LAS FUNCIONES Y SUS APLICACIONESs)
Obsérvese la videocinta respectiva a la sesion GA 3.27 La funcién debe continuar.

El concepto de funcién se encuentra implicito en diversas actividades, y su empleo es innegable
en ciencias como la fisica, la geometria, la medicina, etc.

Obsérvense algunos ejemplos.

Se sabe que la velocidad de la luz es de 300 000 km con lo cual se puede establecer la distancia
gue recorre en cuatro, cinco, seis, siete, segundos, etcétera.

Si en un segundo recorre 300 000 km

en tres segundos recorre 900 000 km

en cinco segundos recorre 1 500 000 km
en siete segundos recorre 2 100 000 km
en nueve segundos recorre 2 700 000 km

Se puede apreciar que la distancia que recorre la luz depende del tiempo transcurrido; por tanto el
tiempo es la variable independiente (x), la distancia es la variable dependiente (y), y la regla de
funcionalidad:

v = 300 000 x Dhistancia
2 o0 4
x ¥
Distancia = (velocidad de la 2400000 ==
luz) (tiempo) 1 300 000 2 100 000 +
y = 300000 x - el
A AN
1 500000 =
Aplicandola, se obtiene la 5 |1500000 1 200 000
tabulacion de la derecha, con 1. a00 00
la que se puede realizar la 7|2 1000
gl’éflca GO0 (00 T
. W] 2700 000 200 000 -

La gréafica muestra cdmo a mayor tiempo transcurrido, mayor distancia recorrida por la luz.

Si se toman coordenadas de la grafica no consideradas en la tabulacién puede comprobarse la
regla de funcionalidad.

Tomense las coordenadas (4, 1 200 000)
y =300 000 x

1 200 000 = 300 000 (4)
1200 000 = 1 200 000
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En geometria se sabe que al duplicar las longitudes de un dibujo en una escala de ampliacion, su
area se cuadruplica. De modo que si un cuadrado tiene de lado una unidad, su area es de 1 u2; si
tiene 2 u de lado, su area sera de 4 u2; si tiene 4 u de lado su area sera de 16 u2, etcétera.

Se observa que el area del cuadrado depende de la longitud de su lado, por tanto, el area es la
variable dependiente y la longitud del lado la variable independiente.

Y graficando esos valores se tiene:
Area

250 1+

00 1+

x ¥ B
1 |

2 4 150 T
4 & B
el I'|_I. B
o0 1T

i 5§ B

40 1+

o

I

0T Longitud de lado

10 T

L

Se observa que las gréficas de las funciones anteriores presentan caracteristicas particulares; la
primera es una recta, por lo que dicha funcion es llamada lineal y su regla de funcionalidad es de
primer grado y la de la segunda es cuadratica con la que se obtiene una curva.

Otro problema en donde se utilizan las funciones es el siguiente:

En los dltimos cinco afios se reportd la poblacién de un lugar con las siguientes cifras:

1989 —— 340 000
1990 ——— 360 000
1991 —— 380 000
1992 —— 410 000
1993 —— 450 000
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En este caso, los afios representan la variable independiente, y la poblacién la dependiente.

Cuya grafica sera la siguiente:

X

¥

1980

240 000

1900

30000

1991

R0 000

1902

A10 000

1003

A500 000

450 0000 4

410000

350 000

A0 000

240 000

Jo

D] L] [ L] 1903

Estas son sélo algunas aplicaciones de las funciones y, si se analiza, se encuentran en muchas
otras actividades humanas.

Ejercicios Corresponden a “La funcién debe continuar”.

Seguramente has observado que en ciencias como la medicina, la fisica o la economia se requiere
de graficas que ilustren mejor ciertos cambios que ocurren al variar algunos fendmenos. Esas son
aplicaciones de las funciones.

Comenta, del programa, en tu grupo, otras actividades en que puedas emplear las
funciones.

RECUERDA En la funcién:y = 4 — x.
1. ;Cual es la constante?

3. ¢ Cuédl es la variable independiente?
5. ¢ Cudl es la regla de funcionalidad?

2. ¢ Cuales son variables?
4. ¢ Cudl es la dependiente?

o o
- Comenta en tu grupo los datos que se necesitan para hacer la gréfica de una funcion.

G
mReL’mete con un compariero y analiza el siguiente problema.

Enrigue hard un viaje en su automa@vil a una poblacién que se encuentra a una distancia de 240
km. ¢ Cuanto tiempo tardara en llegar si maneja a una velocidad constante?

El tiempo depende de la velocidad a la que viaje, por tanto, la variable independiente es
y se representa con la letra
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La variable dependiente es y se representa con la letra

Dividiendo la distancia entre la velocidad a la que viaje, se encuentra el tiempo que tardara Enrique
en llegar. Esto es:
Tiempo =

Sustituyendo y por tiempo y x por velocidad se tiene la regla: y =

Sefialando diferentes velocidades (x) encuentra el tiempo que tardaria Enrique para llegar en cada
caso y traza la grafica correspondiente.

_ distancia y
X b
X y
20
40
60
120
- X

Consulta los resultados de tus comparieros. Si hay diferencias, discutelas y corrige si es necesario.

En binas, realiza el siguiente ejercicio.

Una empresa con 20 trabajadores tuvo en su primer afio de labores $120 000,00 de ganancias. Al
siguiente afio duplicoé el nimero de empleados, situacién que triplicé sus ganancias. El tercer afio
despidi6 a la cuarta parte y sus ganancias bajaron una tercera parte.

Realiza la tabulacion. Traza la grafica correspondiente.

X ¥

N 1 20 000
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x = Namero de empleados contratados por afio.

y = Ganancias por afio.
¢ Cual es la variable independiente?
¢ Cudl es la variable dependiente?

Comenta con el profesor tus respuestas y corrige si es necesatrio.

A un cuerpo elastico se le aplica una carga de 50 gramos y sufre un alargamiento de 5 cm.

Calcula qué alargamientos tendra cuando las cargas sean de 100, 150 y 200 gramos (de acuerdo
con la Ley de Hocke, la deformacién de un cuerpo elastico es directamente proporcional a la
carga), la regla de funcionalidad es:

1. ¢ Cudl es la variable independiente?
2. ¢ Cuél es la variable dependiente?
3. ¢ Cudl es la regla de funcionalidad?
4. Tabula los datos.

X

50

100

150

200

De manera individual, lee el siguiente enunciado y haz lo que se te pide.

cm

siendo k =0,10 —

g

5. Grafica esos datos en tu cuaderno.

Consulta la clave para observar la veracidad de tus respuestas. Si hay errores, corrige.

CLAVE

iz

|

(L

al

ol

i

oz [ LEl] L9

L

¥l

arao

vy = Aom=A ¢ e webieeE g eimd el
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EXPRESIONES ALGEBRAICAS QUE DESCRIBEN FUNCIONES )

El lenguaje ha permitido la comunicacion a través del tiempo en los distintos grupos humanos. A
través de él se logra transmitir conocimiento, valores, ideas, sentimientos. En el caso de la
ciencia, es muy importante conservar la informacién y compartirla.

La matematica posee su propio lenguaje para expresar relaciones. Para ello se recurre a

simbolos, nimeros y letras.

A continuacion algunos ejemplos.

Lenguaje comun

Por cada articulo de venta se paga un 13%
de impuesto sobre su precio.

Lenguaje matematico

Si x es el precio, el impuesto | corresponde a
I = 13%x

El nimero de profesores corresponde a la
décima parte de los estudiantes.

Si n es la cantidad de estudiantes, entonces
la cantidad de docentes D es
_n
10

El &rea de un rectangulo, cuyo largo es el
triple del ancho.

Siel largo es b entonces el area A esta dada
por A=b-3b

En la produccién de determinado articulo, el
costo del mismo es de 250 colones en
materiales por cada unidad mas 300 colones
de mano de obra.

Si C es el costo de producciony x es la
cantidad de articulos elaborados, entonces la
relacion es
C (x) =x - (250 + 300)

Un vendedor recibe una comisién del 5% por
cada diez articulos que venda a la semana,
ademas de su salario semanal de 20 000
colones

El salario total S recibido por un vendedor que
logre vender g grupos de diez articulos es

s:20000+ig
100

En la renta de automoviles, el costo diario es
de 200 ddlares mas un 15% por numero de
millas recorridas.

Si C es el valor de renta diario y x es el
numero de millas recorridas, la funcion es
C =200+ 0,15 x

Ejercicio

Un campesino cobra, por limpiar un terreno, 1500 colones mas 150 colones por cada hora de
trabajo. Establezca la funcion que permite calcular el precio P de las labores en funcion de la

cantidad x de horas.
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DOMINIO, RANGO Y OTROS CONCEPTOS,

Conaocer el territorio en el cual estan vigentes algunas creencias, normas o leyes, es importante en
la vida humana para desenvolverse adecuadamente.

En el estudio de las funciones es basico conocer en cudles conjuntos se establece este tipo de
relacion.

El conjunto en el cual se define o establece una funcién se denomina dominio de la funcién.

Recordemos la funcién que relacionaba un conjunto de estudiantes y el conjunto de nimeros
naturales, de acuerdo con el criterio “afios cumplidos”.

2aMIunTad DB 2aOMIUNTO DB MU BROS
BEETUDIANTES M TUFRALES

El dominio de esta funcion es

{Ana, Luis, Pedro, Sergio, Lorena, Marl'a}

. L1 : .
En el caso de la relacién con el criterio — es necesario tener presente que carece de sentido para
X

x=0, pues la division por cero no existe.

Para — un dominio puede ser: También se puede definir en dominios
X ) mas grandes 0 mas pequefios, por
el conjunto de nameros enteros excepto ejemplo: {_ 4: —2:05: 2}_

el cero. Es decir: Z\ {O}

El conjunto obtenido de la aplicacion de la funcion en su dominio recibe diversos nombres:
recorrido, rango, &mbito.

El @mbito, rango o recorrido es el conjunto con los elementos resultantes de aplicar la funcién en el

dominio. Por ejemplo en la funcién 1 definida en el dominio {— 4; - 2; 0,5; 2} el ambito es
X

El rango o0 ambito tiene menos o igual nimero de elementos que el codominio.
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Ejemplos:

1) La funcién que relaciona un conjunto de estudiantes y el conjunto de niameros naturales, de
acuerdo con el criterio “afios cumplidos”.

2aMIUNTI DB 2JMIUNTO OB MUME RIS . .4 . .
ESTUDIAMTES HATURS L BT De acuerdo con la ilustracion de la izquierda,

el ambito de esta funcion es el conjunto de
nameros que contiene las edades en afos
cumplidos, es decir:

{15; 16; 17; 19}

En cambio, el codominio es el conjunto de
nameros naturales, IN.

COMIUNTO OE KMERDS
NOTURAL

Siempre el codominio es mayor o idéntico al rango.

o . _ CODOMINIO
Esto significa que el rango o recorrido es un subconjunto del

codominio.

En el ejemplo anterior se puede visualizar tal como aparece a la
derecha.

AMBITO

2)Definase la funcion f(x)=x? en el

dominio {-4;—3;0;3,4} y con codominio X | —4 | -3 | 0 | 3 | 4
[—8; 20[. Para determinar el ambito se 2 | (_4 2 _16 (_3)2 -9 | 02 -0 | 32 _9g | 4% - 16

usa la tabla de valores de la derecha.

f(x): x? en {—4; -30; 3 4} y con codominio [—8; 20[ tiene rango: {O; 9 16}
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Una forma simbélica para indicar dominio y codominio de una funcién consiste en utilizar una letra
para la funcién e indicar los conjuntos. Generalmente se usan las letras f, g, h, p para las

funciones.

Ejemplol. g:IR—> IR
Esta expresion indica que el dominio es IR y el codominio es IR.

Ejemplo2. f:{-1 05 1 2 3}— IR

La funcién f tiene dominio {—1; 05:; 1 2 3} y codominio IR

En algunos textos, cuando se mencionan las relaciones entre conjuntos, denominan como
“conjunto de salida” al primer conjunto y como “conjunto de llegada” al segundo conjunto.
Cuando se trata de una funcion el “conjunto de salida” es el dominio, y el “de llegada” es el
codominio.

A los elementos del dominio de una funcion se les denomina preimégenes. A los elementos del
ambito o rango, imagenes.

Definicién

Sea f:A— B, unafuncién. Siun elemento “a” del dominio A, tiene asignado a él un elemento

“b” en el codominio B, se dice que “b” es la IMAGEN de “a”; de igual manera, se dice que “a” es la
PREIMAGEN de “b".

EJEMPLOS

1) Sea f:{1,23,..} —» {L23..},conf(x)=x+1.

LIONSIATE LM
A

PREIMAGENES Nﬂ
™

IMAGENES
| es preimagen de 2. 2 ez imagen de L.
2 ez preimagen de 3. 3 eg imagen de 2.
3 es preimagen de 4. AMBITO 4 ez imagen de 3.
4 eg preimagen de 5. 5 eg imagen de 4.

Para denotar al ambito se utiliza la expresion f(A).

Observe que el 1 es elemento del Codominio, pero no es elemento de f(A).
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2) En el ejemplo donde f: {—1; 05 123 }—) IR con el criterio f(x) = 1 para el cual se
X
establecio la tabla de valores
X -1 0,5 1 2 3
£ R ISP Y P e
X | -1 0,5 1 2 3
Se verifica que:
preimagenes imagenes
-1 es preimagen de -1 -1 es laimagen de -1
0,5 es preimagen de 2 2 es laimagen de 0,5
1 es preimagen de 1 1l eslaimagen de 1
2 es preimagen de 0,5 0,5 es laimagen de 2
. 1 1 .
3 es la preimagen de 3 3 es laimagen de 3

Ejercicios

Conocer un territorio, su geografia y sus fronteras permite la planificacién, la investigacion y el
aprovechamiento maximo del mismo. En el caso matematico de las funciones, conocer en cudl
conjunto se puede definir es importante para analizar la funcion, trazar su gréafica, establecer
algunas caracteristicas y con ello comprender fendmenos que la funcién modela de la ciencia, arte,
medicina, economia y otros campos.

[ ] o
- Del texto anterior, “Dominio, rango y otros conceptos”, anote los términos mas relevantes.

G
m En grupo resuelva los ejercicios

1) En unarelacion que es funcién al conjunto “de salida” se le denomina

2) El conjunto de llegada de una funcién se denomina

3) Tres nombres con los que se puede denominar al conjunto de imagenes:
) y

4) Los elementos del dominio de una funcién se denominan
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En parejas analice cada explicacion y anote una X dentro del paréntesis correspondiente.

A) En toda funcidn, los elementos del conjunto de “salida” son
() imégenes
() preimagenes

B) En toda funcién, los elementos del codominio cumplen que
() todos son imagenes de algun elemento del dominio
() algunos podrian no ser imagen de algin elemento del dominio

C) A cada elemento del dominio de una funcion le corresponde un
() elemento o méas del codominio
() Unico elemento del codominio

D) Entre el codominio y el recorrido de una funcion se establece que
() el recorrido es subconjunto del codominio
() el codominio es subconjunto del recorrido

De acuerdo con cada informacion indique dominio, ambito y codominio de la respectiva
funcioén.

a) Considérese la funcion ¢ :{— 3-10: 12 5}—) IR

X+1
tal que g(x) = ——, cuya tabla de valores es
2 Dominio:

Codominio:

| 2 |5 Rango:

X -1 1
%‘-1‘0 ‘0,5‘ 1 ‘1,5‘3

Dominio:
Codominio:
Rango:
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CALCULO DE IMAGENES

De acuerdo con lo atendido hasta el momento, la imagen de un determinado elemento del dominio
bajo una funcion se puede visualizar en la tabla de valores. Esta sesion trata como se procede
para determinar imagenes, realizando calculos aritméticos acordes al criterio de la funcion.

Calcular la imagen de un determinado valor, bajo una 06 indqd/
funcién, consiste en evaluar la funcién en el valor dado. Qﬂ’ ‘é(

& <.
Se sustituye la variable por el valor en cuestion, se hacen la S
operaciones y si es posible, se simplifica. ‘&\

EJEMPLOS

- 1
1. Hallar laimagende x=1 bajolafuncion f(x)= ?3x + e

Solucion:

Se sustituye la incognita “x”, por el valor 1y se realizan las operaciones indicadas:

-3 1 "3 1 72

f)=—e°l+-=—+-=—.
5 5 5 5 5
: : - 3.1 "2
Laimagende x=1 bajo lafuncién f(x):?x+g es =
o 2
El par ordenado que se determiné es ( 1; ? j :

2. Determinar la imagen de x="2 bajo la funcién f (x)=x* - 3x +1.
Solucion:
Se sustituye la incégnita por el valor ~ 2 y se realizan las operaciones:
f(2)=(2)°-3"2+1, f(2)=(2)?*-32+1=4+6+1=11.

11 es laimagen de x="2 bajo la funcién f (x)=x* — 3x + 1.

3. Laimagen de ~3,en g(x) =" x® es 27, porque: g(‘3):7('3)3:'(‘27): 27.
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4. Al evaluar la funcion ~ h(x)=2* en x=5, setiene h(5)= 2°=32 .

32 es la imagen de 5 bajo la funcién exponencial h(x) = 2*.

5. Determinar la imagen de -9 bajo la funcién g(x) =~/7-X.

Al sustituir x por -9, en el subradical queda 7- 9, es decir 7+ 9, 0 sea, 16. Entonces

9(-9) =-/16..

Por lo tanto, la imagen de —9 de acuerdo con la funcion g(x) es 4.

6. Laimagen de ~ 3 bajo la funcién h(x):u
9+ X
Solucion:
h(_3):1_—3: 1+3 :E:Z.
"3 543 2

La imagen de ~ 3 bajo la funcién h(x) :;—X, es 2.
+ X

7. Sig(x)= X= ?; , entonces la imagen de X="4 se obtiene al evaluar y hacer las operaciones:
1—
“4-3 7 77
1-(7
. - , - 7
La imagen de x="4, bajo la funcién g(x) = es —.
1-x? 15

8. Si h(x)=2- 3x2 entonces, la imagen de “a” es

A. 0
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Solucion:
Al sustituir se obtiene: h(a) =2 - 3a°.

La expresion anterior no se puede simplificar, por lo tanto, la imagen de abajo la funcién h(x)

es 2-3a®, correspondiente a la opcién D.

9. Hallar laimagen de “m+ 2", en la funcién f (x) = x2 — 4.

Solucién:

Fim+ Dy=(m+ 2]2—4=|[m2+4m+4)—4=m2+4m+4—4=m2+4m.

-~ A Py

Primer formula
notahle

La imagen buscada es “ m? + 4m”.
Esta expresion se puede factorizar, por factor comuin, y se obtiene m(m+ 4).

10. Determinar la imagen de “b — 1", en la funciéon h(x) ="1-3x2.

Solucién:

P(b - D="1- 3 %="1- 6% - b+ 1)="1- (7 -6+ I="1-B% + 65— "B+ 60— 4
\_\.n"_’

Segunda formula

notahle Eestar un polinomio es
SUMAT 51 0puesho
La imagen “b —1", en la funciéon h(x) =" 1— 3x2 es ~3p%+6b—4.

Ejercicios
En parejas, comente la lectura anterior.

m Responda brevemente cada expresion de manera que tenga sentido légico y verdadero.

1) Cuando se evalta una funcioén en un valor a se dice que f(a) es la de a bajo la
funcion f.
2) Para determinar la imagen de un valor bajo una funcién se en la

ecuacion de la funcion.
Dada la funcién g(x) = x+1 laimagen de x = 1 corresponde a
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Determine el valor de cada funcién de acuerdo con el criterio de la funcién respectiva

FUNCION PREIMAGEN IMAGEN
1
f(x)=—— 0
) X—2

g(x)=3x-1 1
f (x) = x* +5x -2
2
h(x) = 6x -
(x) 3
g(x) =~/x+3 6

Resuelva, individualmente, los siguientes ejercicios de seleccion Unica

1) La imagen de "1, bajo la funcién 2)

Si f(x)= lx —1 entonces, la imagen de
h(x)=2x% +32x - 2, es 3

A ~32 bes
B. 33 AL
C. ~36 B. 2
D. 42 c. 3
D. "4

3) La imagen de x=0, en la funcion| | 4) sj g(x) =3x—x?, entonces la imagen de

h(x)="2x% + 3x+ 4 es X=-3 es
A3 A.0
B. 4 B.-3
C.5 C.-15
D.7 D.-18
5 Si g(x)=1- x2 entonces, la imagen de
“l+b”es
A. b?
B. “b?
C. 2b+b?
D. ~2b+"b?
CLAVE ac ar 498 DT ¥l
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Con la informacién del calculo de imagenes, se puede retomar los conceptos de dominio, rango y
codominio

Determine dominio, codominio y rango de las siguientes funciones.

(1) Sea la funcién g(x) = -2+ x definida de {— 3, -2, 0; 4, 7} a IR, construya una tabla de valores
y luego indiqgue dominio, codominio y ambito.

x | 3| 2] 0| 4] 7| Dominio:
9(x) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Codominio:
Rango:
(2) Lafuncién h:IR — IR tal que h(x) = x* Dominio:
Codominio:
Rango:
3) g:]-35,5[ > [-9; »| tal que g(x)=x-05 Dominio:
Codominio:
Rango:
(4) La funcién h:IR — IR tal que h(x) = x° Dominio:
Codominio:
Rango:
G) f(x)=2x2-1  f(x):]-24]->IR. Dominio:
Codominio:
Rango:
CLAVE
(1) Dominio {—3;—2;0;4;7} Rango {— 5;—4;—2;2;5} Codominio IR
(2) Dominio IR Rango IR" Codominio IR
(3) Dominio ]—3,5; 5[ Rango ]—4; 4,5[ Codominio [— 9; oo[
(4) Dominio IR Rango IR Codominio IR
(5) Dominio ]—2;4] Rango [—];31] Codominio IR

85



Funciones

CALCULO DE PREIMAGENES

Dada una funcion, determinar la preimagen de un valor (imagen) consiste en averiguar cual
elemento del dominio se utiliz6 en la funcion para obtener ese valor.

En algunos casos, se conoce la tabla de valores y con los datos se puede resolver el ejercicio. En
otros, se iguala la funcion al valor dado y se despeja la variable independiente

Ejemplos
1. Hallar la preimagen de 3 si g(x) =x+ 2.

Solucion:

Seiguala X+2 a 3 Yy se resuelve la ecuacién obtenida:

X+2=3
X=3-2
x=1

La preimagen de 3, en la funcién g(X)=x+2, es 1.

2. Determinar la preimagen de "1, si f(x)=2- 2x.

Solucién:
2-2x="1
—-2X="1-2
—2X="3

-3

X=—o0

2
3
X=—
2

La preimagende 1,si f(X)=2-2x es g

3. Sea la funcion f (x) _l=x hallar la preimagen de 1
3+X 2

Solucion:
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: 1 .
Se iguala al valor 2 y se resuelve la ecuacion resultante.

1-x 1
34x 2

2(1-x) =1(3+x) se usa la operacion contraria

2—2x=3+x se multiplica usando la propiedad distributiva

2—-3=Xx+2x se usa la operacion contraria

—-1=23x
—_1: X La preimagen de 1 es -1
3 2 3

4. Si f(x)=3x —g entonces, determinar la preimagen de 1.

Solucion:
: 5
Seiguala a 1: 3X—Z= 1.
— w-2= 1
X=1+ E
4
3x zﬁ
4
Se despeja la incognita: 3X = 9
< 4
X=g+3
4
9
X=—
12
3
X=—
4
—

En la funcién f (x) = 3x —%, la preimagen de 1, es %
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5. Sea f(x)=3x-1, hallar la preimagen correspondiente a 11.
Procedimiento:

f(x) = 3x-1 sustituimos el valor de f(x) por el nimero 11

11=3x-1 resolvemos la ecuacion resultante
1141 = 3x

12 = 3x

12

3 X = x=4 Por lo tanto 4 es la preimagen del nimero 11 bajo la funcién f.

5. Calcular la preimagen de 8 en f(x)=2"

Solucién: Una forma de solucién consiste en construir una tabla de valores.

x | -2 | o | 1 | 3
2°=2.2.2=8

P
2% ‘21=5‘ 20 =1 ‘ 21=2‘

La preimagen de 8 en la funcién f(x)=2" es 3.
NOTA: Este tipo de funcién se estudiara, posteriormente, con mayor profundidad.

Ejercicios

o of
En parejas comente el calculo de preimagenes. Revise dudas con el o la docente.

G
m En parejas o trios resuelva lo siguiente.

La preimagen es un elemento del conjunto de salida, es decir, pertenece al

Para cada preimagen existe una y sola una imagen en el

Para determinar una preimagen se puede utilizar la grafica, sin embargo, hasta el momento se

ha estudiado dos formas: con 0 bien resolviendo una

e Para averiguar la preimagen de un valor se el criterio de la funcién a ese
valor y se despeja la variable independiente.

e Averiguar la preimagen de 0 bajo la funcién  f(x) = x—3 consiste en “averiguar” a cual

namero se le resta tres y se obtiene 0, es decir, que la preimagen, en este caso, es

(1) Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones.

- f(x)=2 i f(x)= 4
a)§x+1:_1 b)73:X+8 c) f(x) Si (x) =3x+
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{0} Determine la preimagen en cada caso

Funcion Imagen Ecuacion a resolver Preimagen
1
h(x) ==x 1
x)=7
1
f(X)=x+= 0
(x) 5
1
g(x) =5+4x 5

Resuelva individualmente los siguientes ejercicios
PARTE A Seleccion Unica
2) La preimagen de cero en la funcién

1) La preimagen de 1 en la funcién h(x)—_—2x+£ s
g(x)=2x+11 es T 5 3
5
A 5 A. r
B. 9 B.i
5
C.” 6 C. ?5
D. 10 -
p. 2
15
3) Si f(x):;__l entonces, la 4 Si g(x) =3* entonces, la preimagen de
- 9es
preimagen de cero es
A 2
A 1
B. 2 B. 3
C. 1
p. 1 C. 27
2
D. 19 683

5) Sila funcién h(x) consiste en asociar cada numero con su doble, entonces la preimagen de
8 es el numero

.2
.4
. 8
1

Uow>

6
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PARTE B. Elabore, en cada caso, una tabla de valores para determinar la preimagen o
preimagenes gue se solicitan.

1) Bajo la funcién g(x) =+/2—x hallar las preimagenes de 4; 1 yO.

=

2) Considerando la funcién h(x):% determinar las preimagenesde 0; 1y %

4x
PARTE C.
Determine las preimagenes de la funcién g(x) tal que asocia a un niamero con su doble y cuyos
dominio y codominio se enuncian a continuaciéon . (Puede utilizar un diagrama sagital)

0:{-2-10,05123}>{6-4-2012 468

Indique las preimagenes de cada valor del Diagrama Sagital
recorrido o rango de la funcién
Imagen Preimagen
CLAVE
Parte A: 1C, 2A, 3A,4A Y 5B.
Parte B: 1) Preimagende 4 es-14,de 1 es1,de O es 2.
x |0 ‘ 3 ‘ 3 preimagenes
2) 4 110
4X 0‘1‘2 imagenes
. = <«
3 5 g
Parte C: Imagenes -4 -2 0 1 2 4 6
0 T T T T T T 3
Preimagenes -2 -1 0 0,5 1 2 3

Observacioén: -6 y 8 No son parte del rango o &mbito.
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DOMINIO MAXIMO4)

Cudl es la mayor temperatura a la que se puede exponer un medicamento o un alimento, cual es el
mayor depdsito en doélares que se puede hacer en un banco, cudl la capacidad maxima de un
establecimiento, o cual es el mayor niumero recomendado de estudiantes en un grupo, son
situaciones en las cuales se establece un maximo. En la organizacion humana estas condiciones
tienen, a veces, implicaciones drasticas. En el caso de las funciones, se puede establecer el
conjunto mas grande donde se puede considerar como bien definida.

Se considera al conjunto de nimeros reales, IR, como el conjunto en el cual se estudiaran las
condiciones y propiedades necesarias para considerar una relacion entre dos conjuntos como
funcion.

Algunas funciones se pueden definir en todo IR, pero otras poseen restricciones, por ejemplo,
aguellas que conllevan del calculo de denominadores y/o raices de indice par.

Una funcién puede definirse en muchos conjuntos, es decir, para una funcion se pueden
establecer diversos dominios tal como se estudio en las paginas . Pero existe el conjunto “mas
grande” que sirve de dominio.

Al conjunto con el mayor nimero de elementos que sirve de dominio de una funcién se denomina
dominio maximo.

Por el momento, se analizaran tres tipos de funciones:

TIPO DE FUNCION EJEMPLO DOMINIO
En todos los casos el
POLINOMICAS. dominio maximo es el
g(x)=3x4—2xs+gx2—x+§ conjunto de nimeros
Corresponden a polinomios. 5 4 reales
IR
FRACCIONES RACIONALES h(x) = 2Xx +3 Dominio Maximo
1-x IR menos aquel o aquellos

En estos casos se debe
considerar que el denominador
nunca sea igual a cero

RADICAL CON INDICE PAR f(x)= N

valores que anulan el
Dominio maximo IR/{l} denominador

La funcidn tiene sentido para

El subradical siempre debe ser L t(?dogurg_erol que mantenga
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Funciones Polindmicas

Toda funcion cuya ecuacion sea un polinomio tiene como dominio maximo al conjunto de nimeros
reales, IR.

No importa la “forma” como se exprese la funcion, si corresponde a un polinomio, entonces su
dominio méximo es IR

Ejemplos:
1) 9(x) = (x+2) (x-3)
2) h(x) = 3x (5-x)°
3) h(x) = polinomio dividido por 2 “parece fraccion”
4) f(x) = con coeficientes radicales y/o fraccionarios

Funciones con fracciones racionales

En estos casos la funcidn tiene expresiones con denominadores en los cuales “aparece” la variable
independiente. Siempre se debe analizar el denominador . Aquellos o aquel valor que produzca
un cero en el denominador se excluye de IR.

Ejemplos
Tomados de material del Centro de Informacién Electrénica.

1. f(x):75

Sienellugardela x se coloca un cero, queda una division por cero, lo cual no existe. Por
lo tanto, el valor 0 no esta en el dominio.

El anico valor que indefine la expresion es 0.

Por lo tanto, el dominio maximo es el conjunto de nimeros reales menos el cero. Esto se
puede escribir como: IR/{0}

2
2. f(X)=m

El denominador es X —1.
¢En cudl valor, da cero? ¢ Cual nimero al restarle 1 da cero?
Si x toma el valor de 1, el denominador (X — 1), se convierte en cero.

Por lo tanto, 1 no es parte del dominio.

El dominio maximo de la funcién f (x) :—l es el conjunto de ndmeros reales, excepto el 1.
X —

Una forma de expresarlo es IR— {1 }
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3.

4.

5.

2+X
5-x

g(x)=

El denominador es 5—X. ¢Cudl es el nUmero real que hace que este denominador dé cero?
¢ Qué numero se le debe restar a 5 para que se obtenga cero?

La expresién 5 —x por si sola se puede Xx—-5=0
igualar a cero y determinar cual es la x=0+5

restriccion para la funcion g(x).
X=95

es el conjunto de nimeros reales menos ese

El dominio méaximo de la funcion g(x) = £2_)+x

valor (el que provoca un cero en el denominador).
Por lo tanto, el dominio méaximo es IR /{5 }, o sea IR—{5 }.

Si se prefiere la notacion en intervalos, se puede indicar como una unién de intervalos abiertos,
en ninguno de ellos se incluye al 5: ]—oo; 5[ U ]5; oo[ . Sin embargo, en este caso no se
considera como la forma “mas elegante” de escribirlo.

X2—X

f(x)=

2+X
En este ejemplo el denominador es ~ 2 + X.

o POh ROROn ROROn HOnOn mONOn mONOn mON'G

Para determinar en cual valor se anula esta
expresion se resuelve la ecuacion:

“2+x=0
Xx=0+2
X=2

e

e —— A ‘=

= gl’.o.r qué no puedo El dominio maximo de la funcion es IR/{2 }
rticipar de la funcién?

o x+11
3-2x

g(x)

¢,Cual es el denominador de la funcion?
Una ecuacion para hallar el valor que indefine a la funcién es 3—2x=0.

¢En cudl valor de x, se indefine, la funcién?

Al resolver la ecuacion 3—2x =0 se tiene:
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3—-2x=0
2x=0-3
2x="3
X:_—
3
X=—
2

La funcion se indefine en tres medios. El dominio maximo de esta funcién es IR —{ E }

6. h(x) _X;G
' (x=3)(x+3)

En este caso el denominador tiene una expresion que es un producto, ( x-3) (x+3)

Tanto el 3 como el ~ 3 no pueden estar en el dominio de la funcién, porque hacen cero al
denominador.

El dominio maximo de la funcion es IR/{3; “3 }

x> —3x+8

7900 = (3+x)

El denominador es (3+X). El nimero que lo anula es ~ 3. El dominio maximo es IR /{ -3 }

3x+12
X2

8. h(x) =

El denominador, x?, se anula en 0, por lo tanto, el dominio maximo es IR /{0}.

X+ 17

9. g(x)

x2 +1

El denominador es una expresion que, en el conjunto de nimeros reales, nunca se hace cero.
Por lo tanto, el dominio méximo es el conjunto de nimeros reales.
X+ 17

El maximo dominio de g(x) =—
X +1

s IR.

Cuando la fraccion algebraica tiene un denominador que no se anula, el
dominio es todo el conjunto de nimeros reales.
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Ejercicios

[ ] o
- En grupos de tres personas, elaboren una definicion no formal del concepto estudiado en
la lectura anterior. Recuerde los dos casos que se estudian en esta sesion.

G
m Responda a lo siguiente y revise sus respuestas con el resto del grupo.

¢

* o

Se entiende por dominio maximo aquel subconjunto de IR para el cual una funcién

En el caso de las funciones polinébmicas, el dominio maximo es
Cuando el criterio de una funcién contiene fracciones racionales, para determinar el dom|n|o
maximo, se debe prestar especial atencion a su .
Siempre que una funcidbn posea un denominador en el cual “aparece” la variable
independiente, es necesario excluir del dominio aquel o aquellos valores para los cuales el
denominador se

En el caso de radicales con indice par, se debve cumplir que el subradical sea

CLAVE. Posibles respuestas: /denominador/ positivo o cero/ todo IR/ esta bien definida/ anula o
se hace cero (NO estan en orden)

En parejas realice lo siguiente.

A continuacion se presentan dos columnas. A la derecha una lista de funciones y a la

izquierda sus posibles dominios maximos. Asocie el dominio maximo, colocando la letra
respectiva dentro del paréntesis, con una funcién. Sobran dos funciones.

Dominio méaximo Funcién
A f(x)= X2 X+5
Conjunto de numeros reales
j () () 8. hix)= r

C. g(x)=x° +1
X

IRI{0} () () D. h(x)=§
E f(x)=i
+ X
IR/ {1} () () R = x—l

G. h(x)=x*-x*+3

H. f(X):E
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Individualmente resuelva los siguientes ejercicios. Tomados de material del Centro de
Informacion Electrénica.

1. El dominio méaximo de 1‘(x):1 es 2. El dominio méaximo de g(x) = ; es
X +

A. IR

B. IR/{1} A IR

c. IR/{0} B. IR/{0}

D. IR/{-1} C. IRI{7}

D. IR/{-7}
» . X2 o X342

3. El maximo dominio de h(x) = es 4. El dominio maximo de g(x) = es
2(x-3) X(6-x)

A. IR A IR-{0}

D. IR/{-2;3} D. IR-{0;-6}

5. El dominio maximo de h(x) = —— es 6. El dominio maximo de g(x) = 87X o
5x -1 x® +10

A IR-{0} A. IR

B |R—{1} B. IR/{8}

5 c. IR/{ 10}

C. IR-{1} D. IR/{4/10 |

D. IR-{5}
x2 +14 - . x° + 2x

7. El dominio maximo de h(x) = P ) es 8. El dominio maximo de g(x) = c es

— 2X

A. IR A. IR

B. IR—{2) B. IRH{O}

c. IR-{l} c. IR/{5}

D. IR—1{2; 14} D. IR/{ 5]

CLAVE 1C 2D 3C 4C 5B 6A 7C 8A
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DOMINIO MAXIMO (RADICALES)

La validez de una expresion, depende en gran parte del contexto. Sabemos que la forma de
hablar varia de un lugar a otro, por ello es tan importante reconocer el medio en el cual nos
desenvolvemos.

En el caso de las funciones con radicales de indice par sobre su variable independiente, es muy
importante definir “el contexto” en el cual la expresion tenga sentido.

Funciones con radicales de indice par sobre su variable independiente

N
Cuando el criterio de una funcion contempla nun

radicales de indice par, es necesario que el 5
subradical sea mayor o igual a cero. numero par (@ﬂ[ ( [@H@a

Para delimitar el dominio de estas funciones es
necesario comprender la expresién del subradical y
determinar en cuales numeros alcanza un valor
mayor o igual a cero; por ejemplo:

i

La expresién x — 3 siempre es mayor que cero si es decir,
‘X” €S mayor que tres y es cero en x=3. cero

alea = 0

positivo o

o

Ejemplos

1) Determinar el dominio maximo de f(x)=3%/x-4
Solucion:
Para que el radical con indice seis tenga sentido en IR es necesario que la expresion x —4
se refiera, Unicamente, o0 al cero 0 a numeros positivos.

¢En cudles valores de “x” setiene que “x—4" es cero o positivo?

Experimentemos...

e Six=10 entonces x-—4 esiguala 10 -4, esdecir 6. jEs positivo!

e Sicambiamosla “x” por 0seobtiene 0-4= -4 Es negativo.

o En X=2.. .. X—4 da2-4=-2. Es negativo.

0 BN X T o iEs cero!
En una representacion en la recta, se [ >
puede visualizar que a partir de 4 todos los <+ +H—+—+—+—+—+—+—+—+—+>
valores que se obtienen son positivos o <4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
cero.

Dominio: Eﬂl; +C0[
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Recordar: Para indicar intervalos se utilizan los simbolos [ y ]

—>] [ Ninguno de los extremos es parte del conjunto.

—>[ ] incluye a ambos extremos.

—>] ] es “abierto” en el extremo izquierdo, pero es cerrado en el extremo derecho.

Cuando un intervalo si tiene al extremo izquierdo y no al derecho se utiliza [ [

2) Hallar el dominio maximo de g(x) =+X—6

Solucion:

Es un requisito que el subradical sea mayor o igual a cero, pues no existen radicales indice par

de nimeros negativos.

“x —6” debe ser mayor que cero (o sea, positivo) o bien cero.

Como es una resta, sabemos que si “X”

seis, entonces “x —6" da cero.

Y para todos los “x” mayores que seis “ X — 6”

es positivo.

es 4

v ¥

o~ M M M N M M M M h M
- T T T T T T T T T T T T

2 -1 0 1 2 3 4 3 6 7

3) Determinar el dominio maximo de g(x) =%/x-11

Solucién:

Se puede utilizar una inecuacion:

Se suma once

El dominio es el conjunto de todos los
nameros mayores o iguales a once.

Es decir:

Xx—-11>0
Xx>0+11

x>11

[11 +oof

Inecuaciones de primer grado

Las desigualdades se trabajan utilizando la
operacién contraria para despejar la variable.

Cuando hay suma o resta, se cambia a resta o
suma respectivamente, la desigualdad se
mantiene.

Cuando se trata de multiplicacion o divisién, se
cambia a la operacién contraria pero se debe
tener presente que:

Si el nimero es negativo — la desigualdad
cambia de sentido.
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4) Indicar el dominio méximo de h(x) = %‘{/x +3

5)

6)

Solucién:
La inecuacion relacionada es X+3>0.

Se resta 3 Xx>0-3
a X>-3
4 3 22 1 0 1 2 3 4 Por lo tanto, el dominio es el conjunto de
todos los nimeros reales mayores o iguales a
Domiﬁio:[S; +Oi)[ menos tres

Determinar en cudl conjunto esta bien definida la expresién . [X +—

Solucion:
. . . . 2
La desigualdad asociada al cuestionamiento es X+ T >0
- 2
Se resta dos quintos x>0 3

. : - -2
Por lo tanto, la expresion queda bien definida para x, tal que: X > ?

. . - - -2
El conjunto para el cual la expresion esta bien definida es {? + oo[

Hallar el dominio méaximo de g(x)=+/6- x

Solucion:
6—Xx tiene sentido siempre y cuando 6 —x sea positivo o cero.

6-x>0
6>0+x
6>x xmenor oigual aseis
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Representacion grafica Como intervalo

< , : : ‘I"'- ; ; ; 1 . ]—oo; 6]

8/3-5x

7) Indicar el dominio méaximo de f(x)= P

El subradical es 3 — 5x y Se requiere que sea positivo o cero.

3-5x>0
-5x>0-3
—-5x>-3

x < -3+-5 cambia la desigualdad pues se divide por un nimero negativo

x<2

5

LI T

— — > 3

2 1 9 1 2 4 1 11 —%
5 5 5 5 :

8) Determinar el dominio méaximo de f(x)=4/x? + x*

Solucioén:

En este caso el subradical es una expresion que sin importar el valor de la variable “ x
”, siempre da un valor positivo o cero.

Por lo tanto, el dominio es el conjunto de nimeros reales: IR

. L 2—-X
9) Determinar el dominio méaximo de g(x): —_—

5

Solucién:

El subradical debe ser mayor o igual a cero, es decir,
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2—x20
5 F
2—x>0e5 se conserva la desigualdad T A —
pues se multiplico por 4 3 2 1 0 1 2 3 4
un nimero positivo L
Dommlo:]—oo ; 2]
2-x2>0
2>0+X
2> X

10) Hallar el dominio maximo de la funcién f(x)=%/x+3

Solucién:

Cuando el indice del radical es impar, no existe restriccion. El dominio maximo es IR.

Ejercicios

° of
- En parejas escriba una explicacion del dominio maximo para funciones con radicales de
indice par.

G
m Continua el trabajo en parejas. Responda brevemente a cada interrogante.

a) ¢En cuales casos de radicales es necesario, para que esté bien definido, que el subradical sea
positivo o cero?

b) La condicién de que un subradical sea mayor o igual a cero se puede describir, también, como
gue el subradical es

c) En la determinacion del dominio méaximo de una funcién con radical de indice par se puede
utilizar la estructura matematica denominada

d) En funciones de la forma h(x): Pa/expresion la desigualdad que debe resolverse es como la
siguiente: “expresion 0"
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En grupos de 4 personas resuelva los ejercicios siguientes.

1.) Anote en cada paso la justificacion.
Determine el dominio maximo de la funcién g(x) = v1-x

Solucién: Justificacion
Debe cumplirse que 1-x>0
-x>0-1
-x=>-1
x<-1+-1
x<1

El dominio maximo es |-o0; 1 |

2.) Complete con las expresiones matematicas que faltan

Hallar el dominio méximo de h(x)=+/3+ x

Solucion:
Como el radical es de indice par se requiere que 3+ X > <«

Esta inecuacion se resuelve de la siguiente forma:
3+x2>0

Xx>0-3 «—
X>-3

Represente esta solucién en la recta:

L 1 L L 1 1 L L 1 1 L 1 1 L [
T T T T T T T T T T T T T

el
=

9 84 7 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6

Como intervalo, el dominio de la funcién es: <«

3.) Observe cada funcién y determine el dominio. Los dominios aparecen después del ejercicio,
identifiqgue a cual funcién corresponde cada uno. Sobra un conjunto.

Conjuntos que sirven de dominio:
[0; +o[ IR [-L+w[ Joo;2] IR [3+o] [5; + oo
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En grupos determinen el dominio de cada funcién. Represente la solucién en una recta 'y
escribala como intervalo.

a) f(x)=1€/ﬂ

F
W

<4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

by f(x)=4x-3

M
W

¢ g(x)=vx+7

M
W

d) h(x)=%x°

M
W

e) f(x)=%Yx+6

F
W

<4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

CLAVE:
A R
a) |- 2] 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
e S W/ﬁ
b) [3+| 4 3 2-1 0 123 4 5 67
o) [ -7+ 10 0 8 7 6 5 4 3 2 1 01 2 3
-t TR RS
d) [0+w[ 5 4 3 2 1 01 2 3 4 5 &6 7
QLT R TR VAR T R RVERTERTTRTURTIERN
e) IR 5 43 2101 2 3 4567

PARA PENSAR
¢ Como es el dominio maximo de funciones como las siguientes?

VXx+1
X

1-

32-+-X 3) h(X)= 3+X

2 gx)=3/>—, —

1)f(x)=
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EL EXITO

Se construye y cada pieza, aun la considerada fracaso, es importante.

Es proceso, no sélo un resultado acabado y esta en funcién de tu
esfuerzo, alegria 'y dedicacion.
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La representacién grafica ha sido, en la historia humana, no sélo una expresion artistica sino
también, una excelente forma de comunicacion.

INTERPRETACION GRAFICA (DOMINIO Y AMBITO)

claridad con un apoyo grafico.

En matematica, en particular en el estudio de las funciones, la representacién gréafica sintetiza
caracteristicas y datos generales de una relacion entre conjuntos de numeros.
ocasiones, las funciones modelan situaciones reales de las ciencias sociales o naturales, la

importancia de la representacion grafica es atn mayor.

El dominio de una funcion se evidencia en el eje x. Y el ambito o recorrido de la funcién en el eje

Una idea puede ser transmitida con mayor

y. Observe la presentacion en power point “Lectura de gréaficos: dominio y rango” y coméntala.

A continuacion algunos ejemplos:

A) La grafica de la funcion es

DOMINIO

B d 5 3

hl T
-50 -40

-30

Dominio: [— 30; 10]

-2 10

Se verifica que los extremos sean parte de la
funcién, en este caso Sl son parte del dominio.

105
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RANGO
J 1 Rangp:
/ | -1
/ 1 [-20; 45]
.'.i' 'IIi 1
£ 1
————+—— ———
-50 -40 30 -2p—10 0 2

En el caso del ambito o rango es importante
observar los puntos “mas altos” y los “mas bajos”.

Como, en
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B) La grafica de la funcion es...

T ! T 1 I
-50 -4I]J/ -30 20 -10 0 20
............................. ~+ 10

T-20

DOMINIO AMBITO

- i Recorrido:

. [-10; 40]

Y S = -
S0 0 —=2—10— 10
10

T-20

C) En el caso de la siguiente funcion, el trazo se extiende al infinito tanto en el lado negativo como
en el positivo.
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El dominio incluye a todos los nUmeros reales.

T4
15

DORINIO: TR

Al analizar al conjunto de imagenes, se observa que los nimeros comprendidos entre 2 y 3 no
“funcionan” como imagenes para algun valor del dominio.

5
=
-—
>
14
P _1'1 2 34 5 6
| 5 RANGO

I—I—I
B
e
-
o

+
38
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D) En el siguiente caso la grafica de la funciéon no se puede realizar en un solo trazo, se dice que

es una funcién discontinua. Aqui nos interesa analizar su dominio y su ambito.

15 En relacion con el dominio, se puede
observar que
T4
1= e todos los nimeros menores que —1
3.2 son parte del dominio; pero el -1 NO.

a 1 pertenecen al dominio.

2971, 1)
/}U ---------- T 1 e todos los numeros mayores o iguales

'6 T-1 Es decir el dominio es
1 oo, —1[U[L; + o]
T-3
El rango o ambito incluye a todos los
T -4 numeros reales, es decir: IR
T-5
Ejercicios

e
-"! De la lectura anterior elabore un resumen.

m Relnete con un compafiero y completa las siguientes expresiones

1)

2)

3)

4)

5)

Para determinar el dominio de una funcion desde la observacion de su gréfica se analiza en el
eje

El ambito se busca en el eje

Si “al pintar”, en una grafica, desde el trazo hasta el eje x, se verifica que la funcién utiliza
preimagenes desde menos infinito hasta 3 incluido, entonces el dominio es el intervalo

Si en la gréfica de g(x), al pintar desde el trazo hasta el eje y, se obtuvo que el ambito es
]—5; + o0 [ entonces esto significa que el rango se extiende desde
hasta infinito.

Si “al pintar” en busca del dominio, se determina que todo el eje x participa entonces el
dominio es el conjunto , el cual como intervalo se puede expresar como
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Con un compafiero, determine dominio y &mbito de cada funcién graficada.

a) b)

& 5

-2

52 155

+4

+-5

c) d)
1=z T 5
4 (2 4)
@ 1) ( ;) _3_(3 3

L

(-6;-3)

Individualmente resuelva cada ejercicio.

1.) Determine el dominio de la funcion de la
derecha.

M I M =~ 0
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2 2.) Halle el rango o contradominio de la
funcién de la izquierda.

3.) En relacion con la gréafica de la derecha,

indigue Sl o NO para cada pregunta. IE
Pregunta

¢-6 pertenece al dominio? ()Si ()No

¢2,5 pertenece al rango? ()Si ()No

¢Es 7 un elemento del dominio? ()Si ()No
¢4 es elemento del dominio? ()Si ()No

¢, 1 pertenece al &mbito? ()Si ()No
¢,0 pertenece al dominio? ()Si ()No
15 4.) Determine el é&mbito de la
] funcién de la izquierda.
6 5 4 3 2 -1 __1'1 2 34 5 6
] ___2 L
- -3

CLAVE: | §'1- WF STISSTSONON (g [0fw [T 911
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INTERPRETACION GRAFICA (IMAGENES Y PREIMAGENES)

Es importante reconocer cuando un par ordenado es parte de la representacién gréfica de una
funcion. Si el punto en el plano cartesiano se representa abierto, °, significa que el par ordenado
NO es parte de la gréfica. Si el punto es cerrado, ¢, entonces el par ordenado Sl pertenece a la

grafica.

Ejemplo:

/- Este punto es parte de la grafica
(-2, 1) 1 &5 laimagen de -2

-2 85 [a preimagen de 1

(-5, -2)
B (2, -3)
Este par ordenado es [T Ho es parte de la funcion
parte de lafuncidn. || 2 NO pertenece al dominia.
-5 s |a preimagen de -2, - MO es imagen bajola
-2 ez laimagen de -5 funcian

Para identificar imagenes bajo una funcién se puede proceder tal como expone la presentacién en
power point que trata este tema. Si pudo ver tal presentacion, en parejas, comente las ideas

expuestas. A continuacion el detalle de tal explicacion.

[ 46ndl es la imagen de 21
16nal es la Tmagen de 2¢
4 -
3 L ' Valor para el cual
se desea identificar
_ 2T ! laimagen
1. Se localiza el valor del 1 ;
dominio al cual se le busca la i
imagen. Esto se realiza en el — I A I +—— —
eje x. 4 3 2 1,1 1 2 3 4 5
24
g4
L
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2. Se traza una linea vertical que
pase por ese valor del dominio y
gue “toque” el trazo de

funcién. Esta linea es paralela al
ejey.

3. Desde el punto en el cual la
linea trazada “corta” a la grafica |

de la funcién, se construye una
linea paralela al eje x.

1bual es la lnagen de 21 1
| e e
| L i
la o 4 f 4+ : I E——
4 3 2 -1, 1 3 4
24
34
41
W
L/ 1budl es la imagen de 20
1 A
EEEEREEEEEE
) N N

112

Recta paralela al eje 1}
X que pasa porel |
punto determinado |
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2:3) No es pal_'t’e
de la funcion

4. El valor en el eje “y" que se g
encontré con el dltimo paso, g | | | | | | i | | | |
es la imagen buscada. :

{25 -3)
La imagen de
2 es-3

Determinacion de preimégenes en una representacion gréfica

Cuando lo que se desea establecer es una preimagen se procede de la siguiente forma...

3Gudl es la prelmagen de 22

Is S/
e
e

Fe =
=T

Imagen para la cual

1. Se localiza la imagen para la + 2 se desea determinar
cual se desea encontrar su u respectiva preimagen
preimagen. Esto se realiza en A b -

elejey 6 5/4 3 2 4 1 2 34 5 6
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2. Se traza una recta paralela al
eje x de manera que “pase” por
la imagen. Esta recta
intersecara la grafica de la
funcion, si no lo hace es que 2
no es parte del contradominio o
rango.

3. Desde el punto en la grafica, se
traza una paralela al eje “y” de
manera que localiza un valor
en el ee x, esa es la
preimagen.

16ual a¢ la preimagan de A7

Recta paralela al eje x
.M que pasa por la imagen

¥

sGual es la praimagen de 29

L3

— [
L

¥
Recta paralela
que “llega” al eje x

+ 0

al ejey
e identifica

la preimagen buscada
W
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+5
La preimagen de 2
+4
es -3
-—

(-3, 2)

4. Elvalor hallado en el eje x es la
preimagen buscada. —

-6 -5
+-4
T-5
Existen casos en los cuales hay mas de una preimagen. Por ejemplo:
T5
T4
T3
2o, 7 2 es imagen de dos valores:
+1 1y-3
6 5 1[1 2 34 5 6

2 tiene dos preimagenes:
1y-3

5

Hay un caso muy especial: la funcion constante. Esta funcién toma un solo valor para todo el
dominio. Su grafica es una linea recta paralela al eje x.

Ejemplos:
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Funcion constante f(x) = 3 Funcién constante f{x) = -1
15
14
n > +2
1+ 2 1 1
B —t f —t—t f —t—t —t
T T T T T i T T T T T T ‘5 —5 -4 —3 —2 —1 1 2 3 4 5 6
§ -5 4 3 2 1 2 3 4 5 6 N -1 Ls
- 1
-2
+-3

Todos los elementos del dominio, IR tienen Algunas preimagenes de —1 son, por ejemplo:

como imagen al tres. 35
? 52 T 0874 -568
Por lo tanto, 3 tiene infinitas preimagenes.

Ejercicios

|
- Comenta, con una compafiera o con un comparfiero, la lectura relacionada con la
determinacion de imagenes y preimagenes en la grafica de una funcion.

@ En grupos resuelva las siguientes interrogantes.

(1) ¢Como se reconoce, en una gréfica, si un par ordenado es parte de la gréafica de una funciéon?

(2) ¢En cudl eje se identifican las imagenes de una funcién?

(3) ¢En cudl eje se localizan las preimagenes de una funcion?

(4) ¢Puede una preimagen tener mas de una imagen? ( )SI ( )NO Explique.

(5) ¢Es posible que una imagen posea mas de una preimagen? ( ) Sl ( )NO Justifique con, al
menos, un ejemplo.

En parejas resuelva los siguientes ejercicios.

A.) De acuerdo con la grafica de la
derecha, identifigue los siguientes
elementos:

-t 3 L I M

a) Imagende 0

-7 6 -5 4-3 -2 -10/1 2 3 4 5 &
b) Preimagen de 1
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B.) De acuerdo con la gréfica de la
izquierda y suponiendo que cada marca
en los ejes va de unidad en unidad, la

/ B preimagen de 0 es

C.) En la grafica de la funcion polinomial
de la derecha se ilustra el procedimiento
para determinar la relacion imagen -
preimagen.

De acuerdo con la terminologia
empleada en el texto anterior complete o —],59/,_

las siguientes expresiones siguientes

-3 esla de —-1,59
-1,59 esla de -3 -3
Antiimagenes del -3
5.
4 D.) A la izquierda aparece la gréfica
de la funcién \/; Los datos
3l anexos son aproximaciones.
2t / De acuerdo con la informacion

complete:

1) La imagen de 3 es

14 2) La preimagen de \/§ es

ol
X=3 ¥= 1}?32I]51
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De acuerdo con la grafica adjunta resuelva cada ejercicio.

1) Determine siete preimagenes para T 5
y=3.
(2; 4)
2) Deduzca la preimagen de y=0.
3) Halle laimagen de x= -6.
4) Indique la imagen de x=0. T 3 4 5 &

5) ¢Tiene imagen, bajo esta funcion, el
1?

6;-3)
6) ¢Es—4imagen de algin x ? 144

CLAVE
1) Cualquier nimero en [—3;1[. No puede ser el 1. Puede ser el -3; -2,99; -2,5; 0,5; 0,99y
otros.

2) —4,5.
3) -3.
4) 3

5) NO. No es parte del dominio.
6) NO. De hecho el rango o &mbito de esta funcién es [— 3 3]U[4;+ 0 [
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FUNCIONES DE LA FORMA Yy = mx + b
Ver la videocinta respectiva a la sesion de GA 3.28 CON DOS SE PUEDE

Una funcion / IR — IR, definida Ax) =m x + b, con my b en IR se llama funcién lineal.
También se expresa como ecuacién en la forma y=m x + b.

4

Ejemplo: f(x) = x + 2

v

Su representacion grafica corresponde a una recta caracterizada por las constantes m y b
llamadas respectivamente pendiente y ordenada al origen o interseccion con el eje Y.

La interseccidn con el eje Y es el valor en el cual la recta corta al eje y (es decir: en el punto de
coordenadas (0, b)); y la pendiente m mide la inclinacién de la recta.

Wi

¥l

- i

xl ® b4

Dados (xu, y1) y (xa,y2) dos puntos de la recta la pendiente m =221
X2 =X
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GRAFICA T
En este tipo de funciones “y” representa la variable 1 _
dependiente, “x” la variable independiente y m y b son 1
constantes, es decir, su valor no varia aunque cambien los | A

valores de las variables en una funcion. T ya
Analicense algunos casos para la funcion t i
% y=mx+b,conm>0,b>0 1./ ‘

Grafica de la funciony = x + 1. 4 B h
Se tabula para encontrar los valores de x y de y. AL IS L
X y puntos / ERETR |
> 2 (3.2) _
: ° (4,5) i
L

Nétese que la recta interseca al eje de las ordenadas en el punto 1 —que es el valor de la
constante b en la funcién dada— y que el angulo

gue forma con el eje de las abscisas es menor de ]
90°.

e y=mx+b,conm>0,b=0
Grafica de la funcion y=2x+0
Al tabular se obtiene:

X y | Puntos RS Y
-1 2 | (-1,-2) 1-2
3 6 (3, 6) ]

Obsérvese que, en este caso, la recta pasa por
el origen y forma un angulo menor que 90°
con el eje de las abscisas. &

Ahora se revisara la grafica para 'y = mx+b;
por ejemploy = x + 0, 0 sea, y = X, esto es,
cuandom=1yb =o.

y=1+0 y=-3+0

= e L &= N

y=1 y=-3 T
X y Puntos T
Xo— = X
1 1 (1, 1) 76-5-4-3-2-1/ 11234567
-3 -3 (-3, -3) .,

Véase que la recta obtenida forma un angulo
de 45° con el eje de las abscisas y que pasa
por el origen.

T
=]
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Ejercicios

RECUERDA Anota en tu cuaderno qué entiendes por variable independiente y qué por variable
dependiente.

[ ]
Resume el texto.

mlntégrate a un equipo como lo indique el profesor y contesta las siguientes cuestiones:

a) ¢ Cudles son las constantes en una funcion de la formay = mx + b?
¢,Cudles son las variables?
b) ¢ Qué es una funcién lineal?
c) ¢Qué indica la ordenada al origen en una funcion lineal?

d) ¢Cuanto mide el angulo que forma la recta con el eje de las abscisas en la funciéon y = xX?

Compara tus respuestas con las de otro equipo, si no coinciden, consulta a tu maestra(o).

Forma una bina, observa la gréfica y completa lo que se pide.

¥
i

Grdfica de la funcdn
Y=X44

Las coordenadas de & son | )
Las coordenadasde B son( ., )

Sustituye los valores de x y y en la funcion

Para el punto A Para el punto B
y = x+4 y=x+4
= +4 = +4

En la funciony = x + 4, ¢ qué valor tiene la constante “b”?
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¢ Por qué punto del eje de las ordenadas pasa la recta?

¢ Qué relacion tiene ese punto con b?
Compara tus respuesta con las de otra bina y corrige si es necesatrio.

Tu solo resuelve el ejercicio siguiente:

1. En tu cuaderno, completa las tabulaciones y traza la grafica de las funciones

y = 3X y=Xx-6

X y puntos X y puntos
1 0

-1 5

2. Indica cual es el valor de la ordenada al origen en las siguientes graficas.

AN

LY} r & L | E 1-

|'II -ni ar i LE'1) T 1

i L sounil § % sl & % 1

g-% =K ¥e=A
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GRAFICA DE FUNCIONES DE LAS FORMAS y = mx + b, con m menor que Cero

Ver la videocinta correspondiente a la sesion de GA 3.29 ALGO CAMBIA

Como se explicd en sesion anterior, una funcion de la
forma y = mx + b da origen a una recta, por lo que se
conocen como funciones lineales. Enseguida, se veran las
gréficas correspondientesay =mx + b, conm<0,b #0

Grafica de la funcibny =-2x +1

P

X g
Se tabula para obtener los puntos,
=-2(-1)+1 =21 +1
y=2+1 y=-2+1
y=3 y=-1
X y Funtos
- 3 (-1.3]

1 T 0.0

Obsérvese que la recta forma un angulo mayor de 90° con el eje de las abscisas.

Ademas, corta al eje de las ordenadas en el punto 1, que es el mismo valor de b en la funcién.

Gréfica de la funciony =-1x + 3 ¥
Se tabula para obtener los puntos

y=-1(0)+3 y=-1(2)+3
y=0+3 y=-2+3
y=3 y=1

X y Puntos

0 3 (0,3)

2 1 (2,1)
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Funcion lineal

Graficar la funcibny = —x -4 donde m=-1y

16 b=-4
I Se tabula encontrando las coordenadas de
12 dos de sus puntos
11 y=-x-4 y=-x-4
R g 2145 & ':-'}k y=—(-1)-4 y=—(1)-4
y=1-4 y=-1-4
y=-3 y=-5

X | y | Puntos

b) Graficar la funciony = —2x -3 dondem=-2yb=-3
Se tabula buscando las coordenadas de dos puntos.

y:_2X—3 y=—2X—3
y=-2(-2)-3 | y=-2(2)-3
y=4-3 y=-2(2)-3
y=1 y=-7
X y Puntos
2 -7 (2,-7)
-2 1 (-2, 1)

Con esos dos puntos es posible realizar la grafica.
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Observando las graficas se puede ver que las rectas cruzan el eje de las ordenadas en el punto
sefialado por b, esto es, en el eje vertical donde las ordenadas son negativas y que el angulo
formado por las rectas con el eje de las abscisas es mayor de 90° y menor de 180°.

Ejercicios
¢ Cuantas veces te ha sucedido que un pequefio detalle cambie la direccion de lo que tenias
planeado?

E De acuerdo con el programa televisivo se vio codmo cambia la direccion de estas rectas con
respecto a las gréficas estudiadas en la sesion anterior.

RECUERDA Contesta brevemente las preguntas:

a) ¢ Cuantos puntos son necesarios para trazar una recta?
b) ¢ Como se llama al eje de las x?
c) ¢ Cémo se llama al eje de las y?
d) ¢ Como encontramos los valores de y al tabular la funcién?
Lee en voz alta tus respuestas, segun lo indique tu maestro, y corrige si es necesario.

° o
- Relnete con un compafiero y anota, en tu cuaderno, lo que consideres mas importante
de la lectura Grafica de funciones de las formas y =-mx + b,y =-mx —b.

G
m Continda en bina y contesta las siguientes preguntas:
a) ¢ Como se le llama a una funcién que da origen a una recta?

b) En la funcion y = -mx + b, ¢ cuéles son las constantes?
c¢) En la misma funcién, ¢.cudl es la variable dependiente y cudl es la variable independiente?

d) ¢ Como se obtienen los valores de x?
e) ¢ Como se obtienen los valores de y?
f) ¢ Cudl es el primer paso para graficar una funcion?
g) ¢ Qué se toma en cuenta para hacer la tabulacién?

Compara tus respuestas con otra bina. Si hay diferencias, discute y obtén una conclusion.

Forma una trina y completa las siguientes tablas, graficalas en tu cuaderno.

ay=-3x-1 b)y=-7x+2

x | y | puntos X y puntos

Compara tu ejercicio con el de otra trina y corrigelo si es necesario.
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Individualmente, realiza los siguientes ejercicios.

1. De la funcién y = -5x - 8 se puede afirmar que:
a) La funcién de x es igual a

b) El valor de b es

2. Tabula la funcién anterior y graficala.

y el valor de m es
c¢) La gréfica es una recta que cruza al eje de las ordenadas en el punto
v=-bx-8

X | ¥ puntos

3

CLAVE

T
Compara tus resultados con los de la clave, si hay diferencias, revisa tus procedimientos y corrige.

syl

FAMILIA DE RECTAS DE LA FORMA y = mx + b

¢, Te han hablado de lo revoltosa que es la familia Carrillo? No, jqué bueno!, porque las familias
gue vamos a estudiar nada tienen que ver con ellos.
872]

E Observa con atencién el programa televisivo, en él te hablardn del comportamiento que
tema principal.

presenta una familia muy conocida por ti. Al finalizar el programa, comenta con tus comparfieros el
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Funcion lineal

En las sesiones anteriores se vio la construccion de graficas de ecuaciones de la forma
y = mx + b (ecuaciones lineales o de primer grado). Recordaras que toda ecuacion lineal o de

primer grado con dos variables tiene por gréfica una linea recta.

En esta ocasion se veran dos casos particulares del comportamiento de una familia de gréficas de
la forma y = mx + b; cuando las graficas que se obtienen son lineas paralelas entre si o cuando
corresponden a lineas que se cortan.

Véase el siguiente ejemplo que corresponde a una familia de rectas (formay = mx + b)
Para construir su grafica es necesario dar valores a x y encontrar los valores correspondientes a y,
como sigue:

1.
y=2x-1
y=2x+2
y=2x+4

Para construir su gréfica es necesario dar valores a “X” y encontrar los valores correspondientes a
y, COMo sigue:

y=2x-1 y=2x+2 y=2x+4
X y X y X y
-4 -9 -4 -6 -4 -4
-2 -5 -2 -2 -2 0
0 -1 0 2 0 4
2 3 2 6 2 8

Se observa que las gréaficas de esta familia de rectas
son paralelas entre si, ¢y, en qué coinciden las tres? Si
te fijas en la variable independiente x, aparece en las
tres ecuaciones el mismo valor del coeficiente (m = 2).
Esto significa que cuando se tiene una familia de rectas
correspondientes a las funciones de la formay=mx + b
y el coeficiente de la variable independiente tiene el
mismo valor, las lineas que representan estas funciones
seran paralelas entre si. X o

Ahora considérese el siguiente ejemplo:

Primero se asigna un valor a X, para encontrar los &

correspondientes de -y, y asi poder construir sus -
graficas. S
2.

y=2x-3

y=4x-3

y=6x-3
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y=2x-3 y=4x-3 y=6x-3
X y X y X y
-3 -9 -1 -7 -1 -9
1 3 0 -3 0 -3
2 1 1 1 1 3
6 9 3 9 2 9
Ahora se observa un comportamiento ¥

diferente en estas gréficas, ya que se cortan
0 intersecan en un punto determinado.
¢ Qué las hace tener ese punto en comun?;
efectivamente, el término b tiene un valor
constante en las tres ecuaciones (b = -3).
Esto quiere decir que cuando en la familia .
de rectas de la forma y = mx + b se tiene un .
mismo valor para b, las rectas que se 2
obtienen se cortan en ese punto. !

De acuerdo con los ejemplos anteriores se
puede concluir que el comportamiento de -2
una familia de graficas que corresponda a la B
forma y = mx + b, se resume de la forma

siguiente: ¥

1 . Cuando la variable independiente x
tenga un coeficiente constante (m), las
rectas que se obtienen en la grafica seran
siempre paralelas entre si.

2. Cuando el término independiente b tenga un valor constante, las rectas que se obtendran en la
grafica se cortaran en un punto.

Ejercicios

RECUERDA Contesta las siguientes preguntas:
1. ¢Por qué a la funcién y = mx + b se le llama lineal?

2. A los segmentos perpendiculares que determinan el plano cartesiano se les llama

y
Compara tus respuestas con tus compafieros; si son diferentes, discute y anota tu conclusioén.

] o
- En relacion con la lectura anterior comenta la diferencia que existe entre la familia de
rectas paralelas y rectas que se cortan en un punto o intersecan, y que sirven para graficar familias
diferentes de funciones.
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]
m Con tu equipo, contesta lo que se pide a continuacién.
1. ¢Cuando son paralelas las rectas que grafican una familia de funciones de la forma

y=mx+b?

2. ¢Cuando se cortan las rectas que grafican una familia de funciones de la forma y =mx + b ?

Compara tus respuestas con otro equipo, si hay error, discute y corrige.

Con tu equipo, traza la gréfica de las siguientes familias de rectas.
y=X+3; y=x-3; y=x+2

Completa los valores correspondientes a y.

y=x+3 y=x-3 y=x+2
X y X y X X
-4 -4 -4
0 0 0
+4 +4 +4
18
17
16
15
1a
13
+2
+1
PREIN O AN I I R T I A A
+ -2
T-3
1 -4

}
:
&

}
L
& =

a) ¢ Cual es el coeficiente de cada variable independiente? , ,
b) Entonces, ¢cémo son las graficas de estas tres ecuaciones?

y =2X- 4, y =3x-4; y=Xx-4
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Calcula los valores que le corresponden a'y.

y=2x-4 y=3x-4 y=x-4
X y X y X y
-5 -5 -5

0 0 0
+5 +5 +5

a) ¢ Cual es el valor del término independiente?
b) Entonces ¢ qué tipo de comportamiento tiene esta familia de rectas?

Compara tus gréaficas y respuestas con tus compafieros, si tienes dudas, pregunta al profesor.

Con tu comparniero de bina, resuelve el ejercicio.
1. Traza las siguientes graficas e identifica el comportamiento que tendran sus rectas.

¥

I

1
=—¥-2
4 2
A }r:-l?“ - X
H:i?‘.l:+2
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2. De la siguiente familia de ecuaciones, contesta lo siguiente:

y=4dx + &
B V=2X+ 6
V=X+05

a) ¢ Como seran sus graficas?
b) ¢ En qué punto se cortan las rectas? gue es cuando x =
Compara tus respuestas con otra bina, si no coinciden consulta la clave.

CLAVE

T
y ————
-

=

-

E-xidi
NE

g=xdaqglus Q oundunusuepcoiE 2 i SEKEEd 'L

ANALISIS DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES LINEALES 1)

Dentro de las funciones lineales se presentan cuatro casos, ¢ya sabes como identificarlos?

Observa el programa de television correspondiente a GA 3.31 UNA FUNCION EN
CUATRO ACTOS, ya que en él se muestran algunas caracteristicas que presentan las funciones
lineales y ello te permitira identificarlas facilmente.

El andlisis de las graficas de las funciones lineales consiste en ver las caracteristicas comunes que
éstas presentan. A continuacién se veran algunas de ellas.
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Funcion lineal

Funciones delaformay =mx +b,conm >0

% b>0 * b<0O

-

Las caracteristicas que presentan las funciones de la forma y = mx + b, cuando m es positiva son las
siguientes:

a) Cuando la ordenada al origen b toma el valor de cero, y m el valor de uno, la recta que resulta
de graficar la funcién forma un angulo de 45° con respecto al eje de las abscisas.

b) Los angulos que forman las rectas que resultan de graficar cualquiera de estas funciones,
estan comprendidos entre 0° y 90° con respecto al eje de las abscisas.

c) Cuando la ordenada al origen b es positiva, las rectas intersecan al eje vertical en donde las
ordenadas son positivas.

d) Si la ordenada al origen b es negativa, las rectas intersecan al eje vertical donde las
ordenadas son negativas.

e) Cuando la ordenada al origen b es positiva, las graficas de las funciones no aparecen en el IV
cuadrante; mientras que cuando es negativa, las gréaficas de las funciones no aparecen en el Il
cuadrante.

2. Funciones delaformay=mx+b,conm<0

% m<0,b>0 % m<0,b<O0

m ¥ m 1L
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Las caracteristicas que presentan las funciones de la forma y = mx + b, cuando m es negativa son
las siguientes:

a) Cuando la ordenada al origen b toma el valor de cero, y m tiene un valor de -1, la recta que
resulta de la gréfica forma un &ngulo de 135° con respecto al eje de las abscisas.

b) Los angulos que forman las rectas que resultan de graficar cualquiera de las funciones de la
forma y = mx + b, con m < 0 estdn comprendidos entre 90° y 180° con respecto al eje de las
abscisas.

c) Si la ordenada al origen b es negativa, esto indica que las rectas intersecan al eje vertical en
donde las ordenadas son negativas.

d) Cuando la ordenada al origen b es positiva, las graficas de estas funciones no aparecen en el lll
cuadrante, mientras que cuando es negativa, las graficas de las funciones no aparecen en el |
cuadrante.

Con base en lo anterior se concluye que:

Si en una funcion de la forma y = mx + b, m es positiva y b positiva o negativa, la grafica de la
funcién formaré angulos menores o iguales que 90° con respecto al eje de las abscisas.

Si en una funcién de la forma y = mx + b, m es negativa y b positiva 0 negativa, la grafica de
la funcién formara angulos comprendidos entre 90° y 180° con respecto al eje de las
abscisas.

El valor que tenga b indicara el punto del eje de las ordenadas en donde la recta lo
intersecara

Ejercicios

RECUERDA En la funcion -x -2 =y, escribe qué valor tienen m y b.

o o
- Comente en parejas la lectura Analisis de las graficas de funciones lineales, después
comenta ante el grupo las dudas que hayas tenido.

m Forma una trina con otros compafieros y contesta lo que se pide a continuacion:
Dada la funcién y = 3x - 5.

a) ¢Qué valores tienen my b?
b) ¢ En que punto la grafica de dicha funcién interseca al eje de las ordenadas?
c) ¢, Qué cuadrante no ocupara la grafica?
d) El angulo que forma la gréfica de esta funcién, ¢entre qué valores estard comprendido?

e) Grafica en tu cuaderno la funcién dada y con ello comprueba tus respuestas.
Espera a que el profesor dé las respuestas, si tienes errores, corrigelos.

Sigue con tus comparieros y contesta las siguientes cuestiones:
1. Dadas las gréaficas de cuatro funciones, escribe debajo de cada una de ellas la forma de la
funcién que corresponda.
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2. Obtén el valor de la ordenada al origen de cada funcién.
a) b) c) d)

3. De acuerdo con la funcién correspondiente, sombrea los cuadrantes que ocuparan las rectas
gue se obtengan de cada una (sobre las cuatro graficas que ya se tienen).

Compara tus respuestas con las otras trinas, en caso de haber resultados diferentes, espera a que
el profesor dé las respuestas correctas.

En forma individual, contesta los siguientes ejercicios:

1. Traza en tu cuaderno una grafica para cada una de las funciones siguientes, la Unica condicion
es que la recta pase por la ordenada al origen que se indica.

ay=-mx+2 b)y=mx-1 c)y=-mx-3 dy=mx+4

2. Cuando se tiene la funciéon y = x + b, en donde b = 0, ¢,cudl es el valor de m?
¢, Qué angulo forma la recta que se obtiene con respecto al eje de las abscisas?
3. ¢ Qué caracteristica tienen en comun las funciones lineales de la formay = -mx + b?

4. En la funcién y = -x, ¢,qué valor tiene m?
Compara tus respuestas con las de otro compafero; en caso de existir diferencias, consulta la
clave.

CLAVE
I- =W ¥ ‘SLS|IEESE|
gpalaeoedaum SEL P onbiUB UN BLWIOLGI8I B ‘- =W ACISD SEAJORUEND £ 5 F L= W T
] (2 i el
\\K f
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) FUNCIONES DE LAS FORMAS y =mx + b,
IMAGENES, PREIMAGENES, PENDIENTE, DOMINIO Y OTROS 4
(Repaso y extension de sesiones anteriores)

Toda funcion lineal tiene dominio maximo IR, el codominio es igual al rango o ambito, IR. Su
grafica es siempre una linea recta.

Las imagenes se obtienen sustituyendo un determinado valor para la variable independiente y
realizando las operaciones que indique la funcion lineal. Las preimagenes se calculan resolviendo
una ecuacion de primer grado con una incognita.

La inclinacién o pendiente de la grafica depende del valor m en la ecuacion de la recta
y=mx+Db.

Si m es positiva, m ) 0 entonces

» la gréfica se inclina a la derecha, 1
» a mayor valor de preimagen, mayor valor de m<0
la imagen (es una funcién estrictamente
creciente)

I I I I I I
Si m es negativa, m { 0 entonces \

» lainclinacion es hacia la izquierda,

» a mayor valor de preimagen, menor el valor
de la imagen (es una funcion estrictamente
decreciente)

El valor b en la ecuacion de una funcion lineal se : m>0

puede interpretar como que la grafica interseca /h-
al eje y en el par ordenado (0; b).

En relacién con el eje x, para conocer donde corta la linea recta se debe resolver la ecuacién
mx+b=0
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Ejemplo 1
h(x)=3-x
% La gréfica es una linea recta inclinada a la izquierda pues m (coeficiente de x) es -1

% Se puede observar que “a mayor x menor y”

Se toman valores cada vez mayores
x|-5|-3]0|2|3] 5 |8 |10
yli8 |6 [3[1]0f-2]-5]-7

Se obtienen valores cada vez menores

Es decir que se trata de una funcién decreciente.
% Lagréfica corta al eje y en (O; 3)
< El corte con el gje x.

3—-x=0

3 es decir, la grafica corta en (3; O) al eje de las abscisas.
=X

¢ Dominio maximo IR, codominio IR, contradominio o rango IR

% Lasimagenesde x=-2; X=28; Xzé
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" y —3_x
y=3-X y=3-X _a 2
y=3--2 y=3-8 y=9°7%
y=3+2 y=-5 y_15—2
y=5 5)
y=—

La imagen de 8 bajo
la funcion g(x)=3-x
€S menos cinco

Imagen de -2 bajo la
funcion g(x)=3-x _ 2
es cinco La imagen de E es

trece quintos
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% ¢Cudles son las preimagenes respectivas a — 2; 7; 3,5 bajo la funcion?

__________________________________________________

Preimagen de -2 Preimagen de cinco

16 .
7es la preimagen de

g bajo la funcién

: y=3-X . sétimos '
| ~2=3-X w y=3-x
S B
: —5=-X w 5 w
: = w ——3=-X w
1 5 X 1 7 [}
: 5= i
| Preimagen de —2 bajo 1 1 7 w
 la funcion g(x)=3-x 1 | -16 n
: es cinco N 7 =X n
1 11 16 11
1 1 =X 1
: w 7 w

Ejemplo 2

La funcion lineal graficada a la derecha con dominio IR y
codominio IR.

% La grafica se inclina a la derecha, por lo tanto, su
pendiente es positiva.

« Es estrictamente creciente.

% Corta al eje “y” en -2.

< El corte con el eje “X” es 1.

+«» El &mbito o contradominio es IR.

+«+ Calculo de imagenes
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Preimagen de 3,5

y=3-X

35=3-xX
35-3=—x
05=-x
-05=-x
x=0,5

La preimagen de 3,5
es cinco décimos, es
decir un medio
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En la grafica se observan tres pares ordenados: (2; 2), (0;-2) y (1;0).
puede asegurar que la imagen de

2 es 2
0 es -2
lesO
« Preimagenes
De acuerdo con los pares conocidos se puede afirmar que :
La preimagende 0 es 1.

La preimagende 2 es 2.

La preimagende -2 es 0.

Ejercicios

e
-"!Comenta la lectura anterior en una bina.

(5]
mForma una pareja o trio y resuelve:

a) Toda funcién de la forma y =mx +b; conm =0 tiene por grafica

Entonces se

b) ¢Cbomo se sabe, viendo la grafica, si una funcién lineal es creciente o decreciente?

c) ¢Hacia donde se inclina la gréafica de una funcion lineal con pendiente negativa?

d) Si una gréfica de funcion lineal se inclina hacia la derecha, entonces ¢ cdémo es el valor m de su

ecuacion?

d) ¢Como se “refleja” en la gréafica el valor b de una ecuacion del tipo y = mx +b;

conm=07?

Compara tus respuestas con las de otro equipo, si no coinciden, consulta a tu maestra(o).
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Forma una bina, observa la gréfica y completa lo que se pide.
¢A qué tipo de funcion corresponde esta grafica?

El dominio méaximo es

De acuerdo con la gréfica, ¢,cuél es el valor de b?

Segun la grafica, la funcion es:
() creciente () decreciente

De acuerdo con la grafica, en la ecuacion y=mx+b, m
cumple:

() m)0 () m(O0

Compara tus respuesta con las de otra bina y corrige si es necesatrio.

acertada.

Caso 1

Individualmente resuelva cada caso. Analice cuidadosamente y elija la opcién mas

. ecuacion satisface...
Condiciones

Corresponde a una funcion lineal cuya

La linea recta pasa por (0; 5) y es A () y=>5x+b con b(0
inclinada a la izquierda. B. ()y=mx+5 con m)0
C. ()y=5x+b con b)0
D. ()y=mx+5 con m (0
Caso 2
Condiciones Satisface
Funcion lineal con tabla de valores A. ) tiene pendiente positiva y es creciente

x| -8|0[1] 6

(
B. ( ) es decreciente, pendiente positiva
y ‘ 21 ‘ 5 ‘ 3 ‘ _7 C. () tiene pendiente negativa y es creciente
D. ( ) es decreciente, tiene pendiente negativa
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Caso 3

Condiciones

Funcién con la gréfica siguiente
T+ 4

‘\__ 3 Entonces
() Dominio IR, creciente, b =2

() Codominio IR, decreciente, b =3
() Ambito IR, decreciente, b =2
()

Dominio IR, creciente, b =3

I
/
o0 w>

Caso 4

Condiciones
Funcién con la gréfica siguiente

T2 Entonces
T1 A. ( )PreimagendeOes-1
( )Imagendeles -1

oy B.
-i -N_z\_-;\ -|| 2' :'3 g () Preimagende -3es0

( )ImagendeOes-1

Caso 5

Condiciones
Funcién con la gréfica siguiente

T 4
‘\“ 3 Entonces
2
L9 A. ( ) Preimagende Oes 3
B. ( )Imagende2esO
1 C. ( )PreimagendeOes?2
3\‘ D. ( )ImagendeOesO

Compara tu ejercicio con el de otro compafiero; en caso necesario, consulta la clave.
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¥ F08eD I FoseD
O goseD I 7 oseD a 1osed

CLAVE

RECTAS Y ECUACIONES, ¢(SON FUNCIONES? 4

En el plano cartesiano podemos tener diversas lineas rectas. Las gréficas de funciones lineales
son todas lineas rectas. Pero existen unas lineas rectas que NO son funciones. Observa la
presentaciéon en power point “Son o no funciones”, coméntala en parejas y luego continua la
lectura.

En las sesiones anteriores se vio que las
ecuaciones de la forma y=mx+b (con

m y b nlmeros reales) tienen una y=3g-0
representacion grafica lineal. x=-3

En esta ocasién, se veran rectas en el
plano que son funciones lineales, rectas
que corresponden a funciones
constantes, rectas que ni siquiera son

0,5

L -
I

funciones y el célculo de sus respectivas
ecuaciones.

A la derecha se ilustran los tres posibles
casos.

La ecuacion de cada caso difiere. Las lineas rectas horizontales corresponden a funciones
constantes, las rectas verticales NO corresponden a funcion alguna.

La ecuacion de las funciones constantes es del tipo f(x)=a,dondeaesun nimeroreal.
También se utiliza la forma“y =a”.

Ejemplo 1 Ejemplo 2
Funcion constante .,
Funcion constante 'y = 1.5
fx)=-2
> 2 Lo
< >
1 1
+— i i > — < 4 —
3020 -1 1 2 3 3020 21 1 2 3
=] _1 =3 _1
( '2 ) =3 _2
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Toda funcién constante tiene como grafica una linea recta horizontal, es paralela al eje x vy por
tanto, perpendicular al ejey.  Todas las graficas de funciones constantes cortan al eje y.

Si se construye una tabla de valores para una funcion constante ocurre que todos los “y” son
iguales.

X)=5
Ejemplo 3 g( )
st
Funcion g(x):5 So— . .
x |-2|0]1]3 ::
90| 5 [5]5]5 ) |
Se representan los pares ordenados obtenidos 1T
(-2;5), (0;5), (;; 5)(35) ysetazalalinea +———FF Tt 5+
recta correspondiente. T-1
v

Cortaal ejey en (0; 5).

El dominio maximo de toda funcidn constante es el conjunto de nimeros reales, IR.

El codominio puede definirse como IR. El ambito o rango Unicamente tiene un elemento.

Ejemplo 4
-3
_ h(x)= —
h(x)=—> == 3
2 .
3 41
Dominio maximo IR 2+
Codominio IR 14
Ambito {_—3} o bien {-15} e —
2 S 4 3 2 1 1 2 3 4 58 6
g ___1 e _3
. - e y=—
Corta al eje y en (0; -1,5) T2 2
k J
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Ejemplo 5

La funcién constante que pasa por el punto (— 3; 0,75) t (X) = 0,75
&
Dominio maximo IR 3T
Codominio IR 2 1
; 3
Ambito {E} < 11 ) = —
4 il L L L L L L L L L 4
Y332 1| 12343
Corta al eje y en (0; 0,75) !
T-2
Observacién: el nUmero setenta y cinco centésimos se
puede expresar como fraccion o con notacion decimal. v
Ejemplo 6
F Y r
Determinar la ecuacién de la linea T FCUACTON
recta paralela al eje x y que pasa 2T
por el punto (2; —1) 11 Y= —1
Dominio maximo IR 432 -1 1 2 3 4 3 b
Codominio IR - S - O Dbic1l,
Ambito -1 T-2
Cortaalejeyenelpunto  (0;-1) f(X) == —1
k J

Verticales, rectas pero no funciones.

Las lineas rectas en el plano cartesiano que son verticales tienen una forma de expresarse como

ecuacion, se puede listar pares ordenados que pertenecen a
NO son funciones. Todas ellas son paralelas al eje

ellas en una tabla de valores, pero
y. Su ecuacion es del tipo

X =a dondeaesunndmeroreal. Una tabla de valores para estas lineas rectas tiene la fila de las

abscisas con el mismo nimero.

Ejemplo 1
&
z ECUACION
L x=-2
o | o TABIA DE VALORES

A4 A 118 x|-2]-2|-2]-2

I v|-4]-1]0]3
-2

No es funcién
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Es una linea recta vertical. Por
lo tanto, es paralela al eje de las
ordenadas y perpendicular al eje

Existe un conjunto de salida y un
conjunto de llegada, pero no se
establece una relacién que sea
funcion.

Conjunto de salida  {-2}
Conjunto de llegada IR
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Larecta X = -2 corta al eje x en el punto (- 2; 0)

Ejemplo 2
3 1 ECUACION
Linea recta vertical que pasa por 7 1 F x=1
L -3) Ml
1 ——+» TABLA DE VALORES
3 2 -1___1123 £ 1 [1]1]1
T2 v|-3lof1]2
! YN o5 funcién

Esta recta es paralela al eje y y es perpendicular al eje x en el punto (1; 0)

Ejercicios

¢Cuantas veces entre personas de una misma regién, origen o forma de vida, muestran
caracteristicas totalmente distintas?

¢, Observd la presentacién en power point para esta sesion?

RECUERDA Contesta brevemente las preguntas:

a) ¢ Cuantos tipos de rectas se pueden trazar en el plano?
b) ¢ En relacion con el eje de las x como son las verticales ?
c) ¢ Cémo son las rectas paralelas al eje de las y?
d) ¢ Cual es la condicion de las funciones constantes en relacién con “m”?
Lee en voz alta tus respuestas y corrige si €s necesario.

[ ] o
- Anota en tu cuaderno lo que consideres mas importante de la lectura.

o [ N
Contindia en bina y contesta las siguientes preguntas:

a) ¢Como se le llama a una funcién cuya recta es paralela al eje x?

b) Para la ecuacion y = mx + b, con m= 0 ¢cémo es su recta?

c) ¢ Cual es la forma de la ecuacién de rectas verticales?

d) ¢ Cémo son las rectas con ecuaciones de la forma x =a, a un ndmero real ?

e) De las rectas estudiadas, ¢,cuales no corresponden a una funcion ?
Compara tus respuestas con otra bina. Si hay diferencias, discute y obtén una conclusion.

144



Funcion lineal

Forma una trina y para caso ilustra la situacién en un plano cartesiano, indica la clase de
recta y concluye si se puede relacionar con una funcién y dé tipo.

A) Un caracol se desplaza en linea recta desde el .
punto (—2; 3) hasta el punto ( -2; 0) L L

B) En un estudio se analiz6 la temperatura de una
sustancia durante 45 segundos. Los datos son los
siguientes 4

Tiempo en

segundos
Temperatura en

grados Celsius

5 10|15 45

2012020 20
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C) En un aparato sometido a una fuerza, una de
sus unidades gira de manera que: “cada tres
segundos sus rotaciones se incrementaban en
dos”.

Suponga que en el primer segundo da cinco 1
revoluciones.

Compara tu ejercicio con el de otra trina y mas que determinar si las respuestas son “correctas”,
lleguen a profundizar en la teoria estudiada y procuren comprender aquellas posiciones distintas a
las propias.

Individualmente, determine la ecuacién de las siguientes rectas.

1) Pasa por (2; 5) y es perpendicular al eje y.
2) Esparalela al ejey y pasa por (-2; -1).
3) Pasapor(8;2) y (8;-1)

4) Es perpendicular al eje x en —5.

5) Corta al eje y en 4y es paralela al eje x.

CLAVE: p=~A(c ¢-=x({ g=x(¢ 7-=x(z ¢=4£(]

¢ CUAL ES TU ECUACION?
Cuando las lineas rectas de un plano cartesiano son inclinadas (es decir, no son verticales ni
horizontales) se pueden expresar mediante una ecuacién en la cual, como ya se ha mencionado,
se tiene a la pendiente o inclinaciéon (m) vy la intersecciéon con el eje y (b)

En esta sesion se analizara como determinar la ecuacion de una linea recta a partir de alguna
informacién concreta.

Se sabe cudl es la pendiente y un punto en la grafica

Ejemplo
Determinar la ecuacion de la linea recta que pasa por (3; - 2) y cuya inclinaciones m=8.

146




Funcion lineal

Solucion
La ecuacién es de la forma y =mx+Db
Unx y uny son: x=3Yy y=-2 — Informacion del par ordenado dado.

Utilizando la pendiente y esos valores concretos, la ecuacion se transforma en

y=mx+b cuando se despeja la b de esta ecuacion se obtiene
-2=8-3+D
-2=24+D
-2-24=D
-26=Db

Por lo tanto, la ecuaciébn es y =8x—26

Cuando se conoce un par ordenado de la grafica y la
pendiente, se sustituyen los valores y se despeja el valor de la
interseccion, b.

Conociendo la interseccion y un par ordenado de la grafica

Ejemplo
Determinar la ecuacion de la linea recta que pasa por (3; - 2) y cuya intersecciones b=4.

Solucion
La ecuacion tiene la forma y =mx +4

Se sustituyen los valores x y y del par ordenado y se despeja m.

-2=m-3+4

—-2-4=3m

—-6=3m — Laecuacibnes y=-2x+4
-6

—=m

3

-2=m

Se conocen dos pares ordenados de la grafica

Cuando se conocen dos pares ordenados en la grafica, se calcula la pendiente de la siguiente
forma:

(a) Se restan las ordenadas de los pares ordenados

(b) Se restan las abscisas de los pares ordenados, pero con el cuidado de hacerlo en el orden
gue se hizo la resta anterior

(c) Se divide lo obtenido en el paso (a) entre lo obtenido en el paso (b)

Posteriormente, se procede a utilizar un par ordenado y la pendiente para calcular el valor de b.
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Ejemplos

¢

Larecta pasapor (-2; 3) y (1; 4), ¢cual es la ecuacion?

Determinacion de m

(&) Se restan las ordenadas: 3-4=-1
(b) Se restan las abscisas: -2-1=-3
-1 1

(c) Se obtiene la pendiente como la fraccién —3 = §

Es importante observar que si, para el paso (a) se toma primero la ordenada del primer
par ordenado, entonces en el paso (b) se debe tomar primero la abscisa del primer par.

| I e —— ol

Calculo de b

y=mx+Db

4= % :1+b  SeusoOelpar(1;4) ylapendiente hallada.

4-f-p
3
11 , |
3 =b Se uso resta de fracciones.
[Ecuacion
yolu
3 3

Ecuacion de la linea recta que corta al eje xen -3 yaleje yen7.

En este caso se estan mencionando dos pares ordenados

(-3;0) corte con eje de abscisas

y
(0; 7)  corte con eje de ordenadas

Calculo de pendiente|

(&) Se restan las ordenadas: 7-0=7

(b) Se restan las abscisas: 0--3=3
. : L 7 1

(c) Se obtiene la pendiente como la fraccion E = 25
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En este caso, fue dado en el enunciado b=7

____________________

Cualquiera de las siguientes

y=%x+7 y:Z%x+7 y=2,3%x+7

-1 3 -3 1 ; , .,
Los puntos 7; Z y | —; Z son puntos en la linea recta, ¢,cual es su ecuacion?

Determinacion de m|

() Se restan las ordenadas: l —E = E = _—2 = __1
4 4 4 4 2

(b) Se restan las abscisas: —_— —=-1

Obsérvese que como en el primer paso se inicid la resta con el 2° par ordenado, entonces
en este paso también se inicia con ese par ordenado.

-1
. . - 2 -1 -1 1
(c) Se obtiene la pendiente como la fraccion — e ===
-1 2-1 -2 2
Célculo de b
y=mx+Db
3 = 1 +b  Seuséelpar| —; 3 y la pendiente hallada.
4 2 2 4
3.t +Db
4 4
E + l =b
4 4
4 .
Y b suma de fracciones
1=D
Ecuacion
1
=—x+1
y 2
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Ejercicios

¢, Te han hablado de lo importante que puede ser una “receta”? A veces las férmulas nos resultan
como una receta de cocina, nos da las pautas para lograr una meta.

|
- Comente, en parejas, la forma de determinar la pendiente de una linea recta cuando se
conocen dos de sus pares ordenados.

]
m En equipo, contesta lo que se pide a continuacion.
1. Si en una grafica se brinda el corte con el eje y, ¢cual constante de la ecuacion y =mx +b se

conoce directamente?
2. Si se conoce un punto de una recta y su pendiente, ¢cudl es el procedimiento para hallar la

ecuacion 'y =mx+b?
Compara tus respuestas con otro equipo, si hay error, discute y corrige.

Con tu equipo, determina la pendiente de las siguientes rectas.
1) Pasapor (1;0) v (-2; 1)
2) Corta al eje y en =5y pasa por (2; 3)

-1 1
X — 0 —~ 1

3) Tiene la siguiente tabla de valores: 3 3
gx)| -3 | -2 | -1 1

4) Pasapor (-3;-1) y (2;-5)
5) Corta al eje x en -8 y pasa por (0; 1)

ol
Individualmente, elija la opcién que responde correctamente cada item.

&
1) La ecuacion de la recta ilustrada a la \‘
derecha 3
A( )y=3 1
B.( )y=x+3 T
C.C )y=-x+3 — — N
D.( ) y=-x-3 1 3\
b4
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2) La grafica de la funcion
lineal con ecuacion
y=-2X+3

-
!

3) Lainterseccidn con eje y de la recta que pasa por (-1;-3) y (-2; -5)

A( )2
B.( )1
C.( )o
D.( )-1
4) La pendiente de la recta que pasa por (1
A.( )3
1
B.( ) §
-1
C.() ?
D.( ) -3

5) La ecuacion de la linea recta de la
derecha

A () y:%x+2

33

B. =Zx-=
)y 273
3.6

C. = xX+—
( )y 2772

D. ( )y:_Tgx—S

CLAVE: a6 g9 al v o0

3’3
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IGUAL DE INCLINADAS )

Después de ver la presentacion en power point relativa al tema, comente en parejas la informacién
recibida, posteriormente lean lo siguiente.

En los dibujos y esquemas asi como en muchas construcciones de aparatos, arquitectonicas y
muebles, el paralelismo cumple un papel muy importante. El tema del paralelismo ha planteado
interesantes cuestiones a la geometria euclidea y de ahi se han generado nuevas geometrias.

En relacion con la funcién lineal, se nos presenta una caracteristica en la graficacion y la ecuaciéon
de las rectas paralelas.

Cuando, en el plano, dos o més lineas rectas tienen la misma inclinacion son lineas paralelas. Las
rectas paralelas entre si NUNCA se intersecan. Sin embargo, si se considera que una linea recta
es paralela a si misma, entonces esta es la excepcion y se podria afirmar que se “cortan en todos
Sus puntos”.

Realice la lectura y copie en su cuaderno aquellas partes en las cuales usted debe realizar alguna
actividad.

1) Considere las ecuaciones: y =x+3; y=x-2; y=x+1.
4 E]ey

a. Grafique las lineas rectas en un mismo plano cartesiano.

>
1 4

Eje x

V'y

v

Plano cartesiano
b. ¢ Cual caracteristica tienen, en comun, estas graficas?

c. ¢ Cual caracteristica tienen en comun las ecuacionesy=x + 3; y=x - 2; y = X +1?

Eje y
2) Observe las lineas rectas de la derecha. /

_

v

a. Sabemos que las pendientes respectivas a estas lineas rectas son positivas, o sea, son
mayores que cero. Ahora bien al observar las gréficas, ¢ cudl relacion hay entre las pendientes de
las lineas rectas?
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b. Recuerde que una forma de Ejey 4
estudiar la inclinacion de las lineas rectas
es a través del angulo agudo formado
entre el eje x y la linea recta.

Mida con un transportador dichos /{ /\7
angulos en cada linea recta. >
/ Eje x

A

¢ Existe alguna relacion entre los
datos obtenidos? ¢ Cual?

c. ¢ Qué tipo de lineas rectas son las dibujadas?

Cuando dos o mas lineas rectas son paralelas, sus pendientes o inclinaciones son
iguales.

Por lo tanto, en las ecuaciones de rectas paralelas, el valor de “ m” es el mismo para
todas.

Determinacion de la ecuacion de una linea recta paralela a otra

Ejey

1) Con ayuda de instrumentos
geométricos, trace una linea recta 17|

paralela a |, que contenga al par /'
3 l ] | I

ordenado sefialado como P.

V'

v

La nueva linea recta debe tener la misma inclinacion que la linea recta l.
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| pasa por los puntos (“3; 0) y (0; 1), tal como se observa en la gréfica, por lo tanto, la
pendiente es igual a:

0-1 "1 1

“3-0 3 3

Esta es la pendiente de las dos lineas rectas graficadas.

En la ecuacion, el paralelismo se evidencia en el coeficiente de la incognita x. Es el mismo
coeficiente en las ecuaciones de las lineas rectas.

La nueva ecuacion inicia asi: y = 5 X ... Complete el resto de la ecuacion.

Como la linea recta paralela a “l ” pasa por el punto P (1 ;" 2), se puede calcular el valor de la
interseccién con el eje y.

b-2-L.u1
3
b=2-1
3
p-_06-1
3
b ="
3
Entonces, la ecuacion de la linea recta buscada es: y = —X + — y su grafica es:
Elex 4 ——=""1— I b
o T
T y = 1 4 -7
P 37073
=P
|
vEje y
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derecha, se representan dos funciones b
lineales, cuyas lineas rectas son paralelas. \ )

tal como lo indica la ecuacion, entonces la
otra linea recta tiene, también, pendiente

2

3

2.) En el plano cartesiano de la

. ) ) 2
Si una de ellas tiene pendiente ?

Ademas pasa por el punto (0; " 1).

Ejey

Para dar la ecuacion “pendiente - interseccion” (nombre con el cual se le denomina a la

forma en que hemos estudiado al criterio de la funcion lineal), falta el valor de b.

_ "2

b="1- °0
Este procedimiento no es indispensable, pues es

b="1-0 notorio, en la grafica, que la interseccion con el eje

~ yes 1.
b="1

- ) "2 _ -
La ecuacion de la linea recta paralelaa y = ?x + 2 es: y = ?X+ 1.
Ejercicios

|
- En parejas, comenta la forma de determinar la ecuacion de rectas paralelas entre si.

]
m En equipo, contesta lo siguiente.

1. Sidos lineas rectas, correspondientes a funciones lineales, son paralelas, entonces ¢ cuél es la

3.
4.

caracteristica basica de sus graficas representadas en un mismo plano cartesiano?

Si dos funciones lineales tienen por gréaficas lineas rectas paralelas, entonces, en sus
ecuaciones y=mx+b ¢euél es el dato comun a ambas?

Si una recta es paralela al eje x, ¢ qué se puede decir de las pendientes de ambas rectas?
¢, Qué ocurre con las rectas paralelas al eje y?

Compara tus respuestas con otro equipo, y comenten las posibles respuestas, no tienen que ser
iguales, pero si implicar lo mismo.
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Con tu equipo, determina la pendiente de las siguientes rectas.
1) Pasapor (1;0) y esparalelaa y=3-X

2) Cortaalejeyen-5yesparalelaa y= %x -3

3) Pasapor (0; -2) yes paralelaalarectaque pasapor(0;1) vy (-2; 3)

Individualmente, determine la ecuacion de cada una de las funciones que se le solicitan.

;Cual es su
ecuacion?

1)

Pasa por ( 2; 5) y es paralela a —2y =8x+12 (Cuidado: observe la ecuacién

2
) gue se le da)

3) Paralelaa y = _?2 X +% e interseccién eje y en (0; -3)

4) Pasa por ( -1; -5) y paralela a una recta de pendiente _?5

A
2_ 41
1%0; 1)
-2; 0)
-+ I —t—+»
302N 2 3
1+1
5) o *
0;-2) w2 ,
0;-2) ¢ Cual es su
E gcuacion?
v
[+x-=£(¢ 8 - X%(ﬁ(t
£-x— =A(g €T+%-—£(C  —+ Xp=A(1

CLAVE
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ME HACES LA CRUZg)

Cuando, en el plano, dos 0 mas lineas rectas son lineas perpendiculares forman un angulo de 90°.
Entre los valores de las pendientes se da la relacién de que al multiplicarlas se obtiene —1. Esta
situacion se puede describir diciendo que “una es el opuesto del inverso multiplicativo de la otra”,
sin embargo, lo importante es comprender primero la relacion tanto grafica como de célculo de las
ecuaciones.

Ejey
En el grafico de la derecha se
representan dos funciones lineales cuyas gréaficas
son lineas rectas perpendiculares.
Mida el &ngulo formado entre las lineas

rectas. Anote la medida: ¢ . >
Eje x

En todo par de lineas rectas perpendiculares, los cuatro angulos determinados entre ellas
tienen la misma medida. Por lo tanto puede decirse, con certeza:

“ Todo par de lineas rectas perpendiculares forman 4 angulos de grados cada uno.”

A continuacién aparecen varios planos cartesianos. Marque X dentro del paréntesis
correspondiente a un par de lineas rectas perpendiculares.

( )Gréfica1. 4 () Gréfica 2. 3_‘iEjey
3TEjey
21 2]
« : /I'/r > ¢ ! : ' ) >
5 1 2 2 1\ 1 2
17T Eje x i Eje x
2% '2';
v
( )Gréfica3. 4 ( )Gréficad. 4
A TRy 3Teiey
2 24
< | | > < 1 ] »
B 12 2 4 12
v -1 Eje x 17 Eje x
2% 2%
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Relaciéon de las pendientes de lineas rectas perpendiculares entre si

En el siguiente cuadro, se anotan las pendientes de dos lineas rectas perpendiculares entre
si. Obsérvelo y luego realice las ejercicios propuestos.

Pares de pendientes de lineas rectas perpendiculares
Pendiente 1 Pendiente 2
1
1 "2 —
S R 2 _
2) ) 6
6 5
1
3. — -
A T R _
1
4 L1 _
) > 2
5 7 =
AU R 2 _
6) 7 9
9 7
7 “12 1
oo 2 _
"1
8 8 =
) 8

| Anote la relacién entre las pendientes de lineas rectas perpendiculares entre si:

Il Coloque F dentro del paréntesis si la expresion es falsa, V si es verdadera.
( ) Sidos lineas rectas son perpendiculares entonces sus pendientes son iguales.

( ) Las pendientes de dos lineas rectas perpendiculares entre si, tienen signo
contrario.

() Siempre dos lineas rectas con pendientes opuestas son perpendiculares entre si

a
() Siunalinea recta tiene la pendiente de la forma -, entonces una linea recta

b
b

perpendicular a ella, tiene pendiente de la forma g .

() Al multiplicar las pendientes de dos lineas rectas perpendiculares, se obtiene ™ 1.

158



Funcion lineal

Respuestas: F-V-F-F-V.

Il Asocie las parejas de funciones lineales cuyas lineas son perpendiculares.

y="2Xx+3 y:—lx—S
5
"1 1
=-54+— =—x-1
y +4x y >
y=1x—7 y =" 2x+10
2
y =5x+1 y =4x+5

Cuando dos lineas rectas son perpendiculares entre si, sus pendientes cumplen que al
multiplicarse da ~ 1.

Esto se representa, simbdlicamente asi:
[ ] :_
m,em,="1
Considerando a m; como una pendiente y a m, como la otra pendiente.

Suele decirse: La pendiente m; es el nimero opuesto al reciproco de m,. Y se representa
asi:

1
m2

m, =

Para entender esta expresion, se puede hacer un cuadro con tres columnas: un nimero, el
reciproco y el opuesto del reciproco:

NuUmero Reciproco Opuesto del reciproco
1 1 1
_1 1
3 3 3
2 5 >
5 2 2
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NuUmero Reciproco Opuesto del reciproco
10 7 7
7 10 10
1 1 1
i "1
12 12 12

Estas parejas de nimeros sirven como
pendientes de lineas rectas perpendiculares
entre si.

IV Invente parejas de funciones lineales cuyas graficas sean perpendiculares.

Determinacion de la ecuaciéon de una linea recta perpendicular a otra

1.) Con ayuda de instrumentos geométricos, trace una linea recta perpendicular a |, que
contenga al par ordenado sefialado como P. Determine su ecuacion.

S

Ejey
1 /VI
< ‘/]l’% I >
3 -2 1 Eje x

v

La nueva linea recta tiene inclinacion relacionada con la de la linea recta |.
a) | pasa por los puntos (" 3;0) y (0; 1), tal como se observa en la gréfica.
Calcule la pendiente de .

La pendiente de | es igual a:
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0-1 1

0-1 1
3-0 3 3

. . 3
El reciproco de este nimero es 1

. 3
El opuesto de este reciproco es —I.

Entonces la pendiente de la nueva linea rectaes ~ 3.

3
b) Como la nueva linea recta
pasa por P ( 1; ~ 2 ) entonces la 1
interseccion con el eje y es: /
b="2-"3-1
EjeX &4 I I I [
o e 1T —
b="2-"3 3 o 1
b=2+3 1
b =1
P
y="3x+1
vEiey

2.) Una linea recta pasa por P ("~ 2; 0) y perpendicular a la linea recta y = 5x, halle la
ecuacion de la linea recta.

Ejey

a) Trace la gréfica de la y=sx

perpendicular.

b) La pendiente de lalinea recta
dada, es m, = 5, entonces la pendiente de la

'

perpendicular a ellaes: m, =

¢) Calcule el valor de la interseccién
de la nueva linea recta.

. 1
Esta pasa por (" 2; 0) y tiene pendiente ?

161



Funcion lineal

b=0-—22
5
b=0-2
5
bo_2
5

d) Anote la ecuacion de la linea recta perpendicular ay =5 x, a la cual pertenece el par
ordenado P (7 2;0).

y:

Verifique su respuesta: y = ;lx n 2
5 5

3.) Halle la ecuacion de la linea recta que pasa por ( 2; ~ 1) y es perpendicular a la linea
recta que pasa por (0;5) y (5;0).

a) Represente los pares ordenados (0;5) y (5;0).

b) Trace la linea recta que pasa por ellos.

¢) ¢ Cudl es la inclinacion de esta linea recta?

d) Dibuje la linea recta perpendicular a ella y que pasa por (2; " 1).

e) Si la inclinacion o pendiente de la primer linea recta es negativa entonces la de la linea
recta perpendicular es de signo

f) Halle la interseccién con el eje y, de la perpendicular cuya pendiente es 1.

g) Compare sus resultados con la siguiente informacion.
Ejey

Eje x

1
=—Xx+ 3
Y 5

Otras lineas rectas perpendiculares

Los siguientes dibujos, representan lineas rectas perpendiculares entre si.
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En ninguno de los siguientes graficos se representan funciones lineales.

Eijey 4
L Funcion constante,
N [ 4 y=25
€ — >
2
T1
< f f | I — >
3P 1 1 2 3 4
<« — 1 Eje x
No es funcién. Su +9
ecuaciénesx = "2
T 3
T4
v 5
v
Ejey + A
/_) No es funcién.
Ecuacion del
tipox=a
Eje x
€ >
Funcién
constante. 4
v
Ejey
Dibuje un ejemplo de este caso de
perpendiculares, en el plano de la derecha, < —+— ——t—F—
y anote las ecuaciones. Eje x
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Actividad complementaria

Con ayuda de compafieras y compafieros, prepare un material, para realizar practicas en
equipos.

Genere tarjetas como las siguientes:

1. Sobre las representaciones en el plano cartesiano.

Trace una linea recta Trace una linea recta
perpendicular a la linea recta perpendicular y otra paralela a la
graficada: linea recta graficada:

/'S
. Ejey /’
Ejey
P / Eje Xy

Eje x,
> /

'S

2. Sobre la parte tedrica.

Responda falso o verdadero.

( ) Sidoslineasrectas,L 1yL; Determine la ecuacion de una
son paralelas entre si, una tercer
linea recta perpendicular a linea recta cuya pendiente es — ,
cualquiera de ellas es también 5
perpendicular a la otra. que pasa por ( “6; 3 )y es
() Si dos lineas rectas son perpendicular a la linea recta
perpendiculares a una tercera, 5
entonces, necesariamente ellas y= ?X"' 7.
son paralelas entre si.
3. Sobre valores
D000 0 DOOOO
Sélo amando nuestras Jamaés se ha resuelto nada con el
capacidades con desintereés, animo enardecido ni con el
podremos disfrutarlas al mismo corazon yerto.
tiempo que las ponemos al Billy Graham
servicio de los demas.
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4. Sorpresas

Invente tarjetas pidiendo la ejecucién de actividades jocosas.

Procedimiento:

En clase se reldnen todas las tarjetas, las cuales no deben diferenciarse unas de las otras,
para no prejuiciar al jugador.

Se forman subgrupos. Se rifa el orden de participacion para hacer rondas.

Cada vez, juegan todos los equipos. Pero, el del turno, tiene derecho a ser esperado y es el
gue puede ganarse los puntos.

Los demas equipos, contra el tiempo, resuelven y presentan sus respuestas al coordinador
(a) o profesor (a). Se debe tener el cuidado de anotar el orden de respuestas y si son correctas o0
no.

Un representante de un grupo elige al azar una tarjeta. Si este equipo contesta mal o no
quiere hacerlo, gana los puntos el equipo que presentd primero una respuesta correcta.

Puntuacion:

Si la tarjeta es sobre un pensamiento, el equipo en turno lo lee en voz alta y hace un breve
comentario. Valor 2 puntos.

Si se trata de una tarjeta sobre la materia y se responde bien se adjudican 2 puntos.

Cuando es un reto, broma o sorpresa, si el equipo en turno lo hace recibe, 3 0 mas puntos.

Ejercicios

La perpendicularidad esta presente en la naturaleza y es basica para la estabilidad en muchas
construcciones.

° o
- En parejas realice una esquema con lo basico de la lectura, no incluya explicaciones.

En equipo, contesta lo siguiente.

1. Si dos lineas rectas, correspondientes a funciones lineales, son perpendiculares, entonces
¢cudl es la caracteristica gréfica de este tipo de rectas?
2. Si dos rectas son perpendiculares, entonces el valor de las pendientes “m” de las ecuaciones

satisfacen que al multiplicarlas se obtiene
3. Cuando, en el plano, dos lineas rectas se cortan formando un angulo de 90° , estas se
denominan rectas
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4. Si los valores de “m” en las ecuaciones de lineas rectas cumplen ser el opuesto del inverso
multiplicativo entonces sus gréficas son
5. La linea recta de una funcién constante puede ser perpendicular a una linea recta paralela al
eje

1. Si dos lineas rectas son perpendiculares y una de ellas tiene pendiente 1, entonces la
pendiente de la otra es

. . 1 .
2. Suponga que la linea recta fl con ecuacion y =?X+E satisface que £, L /,, entonces
se puede afirmar con certeza que el valor de la pendiente de 52 corresponde a

3. Compruebe que los pares de rectas cumplen ser perpendiculares (multiplicando sus
pendientes)

a) 2y=4-8x y:%x—S

-5 3
b) —x+—-y=0 5y=-3x+10
) 5 2y y
c) 4y+4=>5X 4x +5y =1

Determine las ecuaciones que se le solicitan

a) Linearecta perpendicular a 2y —4x+12 =0 que pasa por (0; —3)

b) Linea recta que pasa por (7?j y es perpendiculara y = % —X

c) Linea perpendiculara y = gue pasa por (9;—3)

d) Una recta que pasa por (— 12 ) y es perpendicular a una linea recta paralela al eje x.

CLAVE
a) 2y+x+6=0 b)y:x+£ c) y=-2x+15 d) x=-1
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SISTEMAS DE ECUACIONES)

De compras y dudas a posteriori

Pedro y Lucia compraron tres prendas en una tienda.

Por dos pantalones y una camiseta pagaron 12 500 colones.

Aunque habian exigido factura, Pedro la dejo olvidada donde una amiga y ahora sélo recuerdan
que un pantalén costaba el doble que la camiseta. ¢Cuanto costd cada prenda, si los pantalones
comprados eran del mismo precio?

Lucia “Los doce mil quinientos estan en dos partes: lo de los pantalones y lo de la camiseta”
Pedro “O sea, sabemos que si sumamaos el costo de pantalones mas el de la camiseta es 12 500"
Ambos “Pero la camiseta costo la mitad del pantalon”

Lucia “ O lo que es lo mismo: un pantaldén cuesta el doble que la camiseta”

Pedro “Usemos lo de gréficas de funciones”

Lucia “Esta bien, yo dibujo que la suma es 12 500. Si quiere represente la otra funcion

Pedro “ Pero, ¢ cuales van a ser las variables?”

Definieron variables y construyeron la gréafica.

X es el precio de los pantalones y es el precio de la camiseta
La compra total formula la ecuacién:

2x +y =12 500
dos pantalones y una camiseta

La relacién de precios se expresa:
y= X
2

la camiseta costo la mitad de un pantaléon
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+ + + + r + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
Precio de camiseta
+ + + + r + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + t + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + +\ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
+ + 12 500 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + 192500 | + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + t + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + +

Costo de pantalones
+ + + + + + + + + + + +

2500
+

+ + + + t + + + + + R + + + + + + + + + + + + + +

Las ecuaciones representadas tienen un punto en comun. ¢Cudl es el par ordenado coincidente?
Observe que en el eje x se tomo el costo de los pantalones y en el eje y, el de la camiseta.

(precio de un pantalén; precio de la camiseta) = ( ; )

La situacién resuelta graficamente corresponde a la solucion del sistema:

2X +y =12 500
y=X
2

Y la solucién es un conjunto con un par ordenado, a saber (5000; 2500) Esto significa que el
precio de un pantalon era, en colones, cinco mil y la camiseta, dos mil quinientos.

Ejercicios
Resuelva graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones.

1 y =2x 2) y=x-1 3 2y =8+ 2x

El método gréfico es una forma sencilla de solucién y ademas permite “visualizar” la respuesta.
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Analice las siguientes situaciones.

Se representaron las dos
ecuaciones lineales y resultan
como en la gréfica izquierda

¢,Cual es la condicidon de estas
lineas rectas?

¢ Qué puede decir en relacion
con el sistema de ecuaciones
representado?

¢,Cuél considera que es la
solucion de este caso?

Al representar el sistema, una recta “cay0”
sobre la otra.

¢, Qué puede decir de las ecuaciones en
cuestion?

¢ Tiene solucion el sistema representado?

¢,Cémo es el conjunto de solucién de este
sistema?
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En este caso las ecuaciones del sistema
satisfacen la representaciéon gréfica de la
izquierda.

Tiene solucibn el sistema de ecuaciones
involucrado?

¢ Cuantas soluciones tiene el sistema?

¢, Como es el conjunto de solucién?

Resolver un sistema de ecuaciones, consiste en determinar los valores de sus variables que
satisfacen simultdneamente cada una de ellas. En el caso particular que estudiamos, se trata de
hallar los valores de dos variables de primer grado que cumplen con dos ecuaciones al mismo

tiempo.

De acuerdo con lo analizado, los sistemas de dos ecuaciones de primer grado tienen tres

posibilidades:
Cantidad de soluciones Nombre del sistema Qué pasa con las rectas
Son  paralelas. Tienen
e Cero. Incompatible. pendientes iguales. Nunca se
intersecan.
Coinciden. Se trata de dos
- Compatible ecuaciones diferentes que
e Infinita.

indeterminado

representan la misma recta. Se
intersecan en todos los puntos

e Una Unica solucién.

Compatible.

Se intersecan en un solo punto.

De manera que algunos problemas no tendran solucion, su conjunto de solucién es el conjunto
vacio, otros tendran un conjunto infinito de soluciones y otros tendran un conjunto de solucién

unitaria, es decir con un Unico elemento.

En ocasiones, el método grafico no es lo suficientemente eficaz. Por ello, existen métodos

alternativos para resolver sistemas.

Algebraicamente, es posible atenderlos con diversos métodos. Se estudiaran los siguientes.
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Método de Sustitucion
Se despeja una incognita en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra.

A continuacion, los pasos de la resolucién por sustitucion. Si desea pase directamente al
ejemplo y no lea estos pasos.

Pasos del método de sustitucion

1. Despejar una incégnita en una ecuacion.
En este paso se obtiene una expresion con dos incognitas, en un lado del “=* aparece una
incognita sola y del otro lado, la otra incognita inmersa en una serie de operaciones.

2. Cambiar o sustituir en la otra ecuacion, la incognita despejada en el paso (1).
En este paso, se obtiene una ecuaciéon con sélo una incégnita.

3. Realizar las operaciones y determinar el valor de una incognita.

Aqui se resuelve la ecuacién del paso (2).

El valor hallado, se usa en la expresion del paso (1) y se despeja la otra incégnita.

. Se comprueban los valores y se enuncia la solucién.

o

Ejemplos del método de sustitucion

X= —
1.) En {Zy yx 4 ya esté despejada una incognita en término de la otra:  “ X=Y-

Se sustituye en la otra ecuacion:

2y — 4
Enlugarde la x
&g coloca Ia
PORE X =
\2}’ — Y= 4 /
g

E5 1na eclacion de priner oraco
CoR Ung incdgnita

Se obtuvo y = 4. Entonces, se sustituye en la expresion de despeje:

X=Y X=4
Los valores hallados son x=4 y y=4.

La comprobacién consiste en sustituir los valores en las dos ecuaciones del sistema y comprobar
que se cumplen.
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Comprobacion:

Primer ecuacién Segunda ecuacion

X=Yy 2y—-x=4
Sustitucion de los valores 4=4 2¢4_4=4
Operaciones 4=4 8-4=4

4=4
¢Es vélida la igualdad Si Si
obtenida?
. L, . X=Yy
Por lo tanto, el conjunto de solucion del sistema es:
2y —x=4
{(44)]
=2X+5

2. {Zy _ En este sistema la y esta expresada como “Y = 2X + 5*, entonces

en la segunda ecuacion se cambia la y por esta expresion:

me cambia la p
oy—2x=12 . hor la expresidn
correspondiente.

Se multiplica cada 5'\%) —Zx=2

terming dentro del -
parentesis por 4.

1@}:;'— 25--_..J-..l =2 Se operan los
''''' B teérminos
Sx+25=12 “.
Scr=2-125
e resuelve la
Gy——73 S » ecuacidn obtenida.
. " 23 v
8
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El valor resultante se sustituye en el despeje de la incégnitay vy se calcula su valor:

y=Z2x+5
-2 TSE IR TR R P T TR TR P T TR TR
=2+ +5 |, Realice las operaciones para -:1
8 i obtener el valar de 1 i!
0 h
i i
__3 ! i
ary
H ij
"-H:.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':.-_':
. ~23 -3 L,
Se obtuvieron los valoreST y T para las incognitas X y y.
Comprobacion:
Primera ecuacioén Segunda ecuacion
y=2X+5 Sy—-2x=2
Sustitucion de los valores - - - -
—3— . 23+5 5e —3—2 £=2
4 8 4 8
Operaciones - - 15 -23
4 8 4 8
;3: .723_’_5 E_l. 23:2
4 4 4 4
3_28+20 1523
4 4 4 4
15+ 23 5
4
8
4
¢Es vélida la igualdad Si Si
obtenida?
El conjunto de solucion es { ( %; 73 j }
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3X+6y=9
3) 4.
X—y=95

Se despeja una de las incégnitas. Por ejemplo, la X, en la primera ecuacion se puede despejar
asi:

33X =9-06y
X:9—6y
3
x=2_5
3 3
X=3-2y

En la segunda ecuacion, se sustituye la x, por 3—2y:

X—y= 5 =e sus;:uye Ia X par la
. presign
32y
El signo afecta a cada (3 - ZJ”) —y=3
tér%ninl:l dentro del HLU
paréntesis. _
e prty-y=S

" 3+y=35
y=3+3

y=28

Entonces el valor hallado para y se sustituye en: X = 3-2y ...

X=3—-248
x=3-16
x="13

Los valores X="13 y ¥ = 8 se deben probar. Complete la siguiente comprobacién.
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Comprobacion:

Primer ecuacién Segunda ecuacion

3X+6y:9 ’X_y:5
Sustitucion de los valores 3¢ 13+6 ¢ =9 —(7 13) _g8-5
Operaciones __ +48=9 13-8=5

¢ Es vélida la igualdad Si Si
obtenida?
3X+6y=9
El conjunto de solucion del sistema § es { ( ~13; 8 ) } .
X—-y=5

A 14-x+y=0
7| T4x+16+y=0
¢, Cual incégnita se despeja?

Aunque puede despejarse cualquiera de las dos incognitas, al observar el enunciado puede, a
veces, hallarse mayor facilidad en despejar una incognita.

¢En cual ecuacién se debe despejar la incognita? En cualquiera de las dos ecuaciones, pero a
veces, es mas sencillo despejar en una ecuaciéon que en la otra.

En este ejercicio, se puede escoger la incégnitay en la segunda ecuacion:
“4x+16+y=0
y=0+4x-16
y=4x-16

En la primera ecuacion se sustituye, la y por esta expresion y se realizan las operaciones:

14-x+y=0

14-x+(dx-16)=0

14 —-x+4x-16=0
14+3x-16=0
3x-2=0
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- L . . 2
De esta Ultima ecuacion, se despeja y se obtiene el valor de “x”, X = E

En la expresion Y = 4X — 16, se sustituye el valor de la incognita “x”, y se obtiene el valor de y:

y=4x-16
2
=4—-16
y 3
8
=—-16
y 3
y - 8-48
3
y= ~40
3
La comprobacion queda al lector.
Ejercicios:
A) Resuelva los siguientes sistemas.
Xx-y=1 =X-5
1) y 2) y=x
2y—-x=4 3y—6x=12
gx+1y:—1 14-7x+21y=0
3)¢3 3 4) 1 543y =0
X+y=0 X+2+3y=
CLAVE
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B) Analice y reestructure el siguiente esquema

Resolucién de sistemas de dos ecuaciones
de primer grado con dos incégnitas.

ﬁcpnocer Recor@gA

[ Primera ecuacion. ] [Segunda ecuacic’m.]

= =

Escbger e

v s

[Una ecuacion y una] p _{ La incégnita en J
incognita. e términos de la otra.

I
Sustituir
r i
La expresion obtenida
en la ecuaciéon
descartada al inicio.

© —

/
Resgl\//er
K
La nueva ecuacion
obtenida.

Sustituir
X
La solucion
determinada en una
ecuacion.

I
Resglver

La ecuacion.

Comp:robar

v
Los dos valores
hallados.
I
Enur]ciar
v
[ La solucién del J

sistema.
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Método de Igualacion

Se despeja la misma variable en las ecuaciones y se iguala lo obtenido.

Ejemplo
-2 6
{3x+6y:—2 X=735 737
2x—5y =7 x=l45y
2 2
Seiguala
-2.8,.1,5,
3 3 2 2
Se despeja
-2 -7 5 6
- = _y
3 2 2 3

—4——21_15+12y

6 6
7_2
6 6
L y
27
Ejercicios
A) Resuelva por igualacion los siguientes sistemas.
X+ 3 y
2X+2y=-2 X+y—-2=0 5=
1) y 2) y 3) 2
~X+y=0 X—y+3=0 11
—X-l=Yy
4
B) Haga un esquema del método de igualacion para sistemas de dos ecuaciones de primer
grado con dos incégnitas.
g , £
{[H—_-F ]] (£ =1 iz fi-1-0
CLAVE
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Método de reduccion o de sumay resta

Se preparan las dos ecuaciones (multiplicando convenientemente) para que una de las incgnitas
tenga el coeficiente opuesto. Al sumarlas desaparece esa incégnita.

1) {x+y:0
y-x=4

Se organizan sus elementos, de forma que las dos ecuaciones tengan, el mismo orden de
aparicion de las incognitas:

X+y=0
X+y=4

¢ Cudl de las incognitas, eliminaria? ( )La X ( )Lay.

¢Imagina, usted, alguna forma de eliminarla? ¢ Cual?

Si sumamos las ecuaciones, se obtiene:

X+y=0

_l_
X+y =4
2y =4

De dos ecuaciones se ha generado solo una, ¢.cual es la solucién de la ecuacion 2y = 47

Este primer valor’, se usa para resolver el sistema.
Se sustituye en una de las ecuaciones, luego se despeja la otra incognita.

y=2 = X+y=0
X+2=0
X="2

Los valores hallados son x="2 y Yy = 2. Para comprobarlos, se sustituyen en las dos
ecuaciones.

Enla ecuacion x +y =0, queda "2+ 2 =0, lo cual es correcto.

En la otra ecuacion, se obtiene: 2—"2 = 4, expresion también correcta.

1 De 2y = 4, se obtiene y = 2.
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Xx+y=0

y es ( 2, 2 )
y-x=4

Por lo tanto, la solucién del sistema {

3X+6y =2
X+6y=5
() No.

En el primer ejemplo, la incognita X , tienen coeficientes opuestos, o sea, al sumarlos dan 0.

3X+06y =2 _
, ¢gué se obtiene?

¢Ocurre esto en el 2° ejemplo? ( )Si
“X+6y =5
()Lay.

Si sumamos en el segundo ejemplo, {
¢ Cudl incognita eliminaria usted, en este sistema ? ( ) La X

Cualquiera de las incognitas se puede eliminar.
En el resto de la solucién debe leer de acuerdo con su escogencia:
( ) Eliminar la incégnita x .

( ) Eliminar la incégnita y.

* Eliminar la incégnita y
No se elimina alguna

En las ecuaciones, la incognita y tiene el mismo coeficiente. Por eso al sumar se obtiene:

{3x+6y:2
_I_
“X+6y=5
Y2 incognita.

2X +12y =7

Para eliminar la y , nos conviene restar.

Realice la operacion:
3X+6y =2
B “X+6y=5 Espacio
para
RN / completar

Se obtiene: 4x="3,0sea X = —
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3X+6y =2

~ , Se elige una ecuacion para sustituir el valor hallado:
X+6y =5

En el sistema {

. 3 L .
Sustituyendo x por T en la ecuacién “X + 6y =5, se obtiene:

3 . . T
—+ 6y =5 Se resuelve como una ecuacion de primer grado con una incognita:

3 3 20-3 17 17
—+6y=5 < 6y=5-— & 6y-= &S by=— S y=—
4 Y Y 4 Y 4 Y 4 Y 24

- 3
Al eliminar la y , se obtuvo X = 2

o . ) 17
Con sustituir este valor en una de las ecuaciones, se determina y = ﬂ

Si usted eligié eliminar la y, pase a leer en el subtitulo Comprobacion.

#* Eliminar la incégnita X

3X+6y =2
X+6y =5

En el sistema { , los coeficientes de la incognita X tienen signo contrario, pero no son

opuestos.

Si modificamos la segunda ecuacion, multiplicandola por tres, se obtiene:

3¢ X+6y=5<

~3x+18y =15
3X+6y =2
El sistema se convierte en .
“3x+18y =15

Se sumay se despeja:

{ 3x+6y =2
+

“3x+18y =15 17
Y

24y =17

Se sustituye la Yy en cualquiera de las ecuaciones, para despejar la X .
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En 3x + 6y = 2, al sustituir la y por su valor, queda:

3x+6-17 =2
24
3x+£:2
4
3x:2—£
4
3)(:8—17
4
3x:—9
4
-9
X=—
12
3
X = —
4

Antes de anunciar la solucion, se debe comprobar.

Comprobacién:

Para hacer la prueba, se sustituyen los valores y si los resultados a un lado y otro de la igualdad
coinciden, se interpreta como correcta la solucion.

. . 3x+6y =2 "3 17
El sistema en cuestion es y los valores hallados son X = —y y = —.
“X+6y=5 24
. -, - . -3 17
En la primera ecuacion, al sustituir, se obtiene: 3¢ 2 +6e° Y =2,
lo cual equivale a 9 + 6£ =2
4 24
"9 17
y esto es —+—=2.
4 4

. . , 9 17 ,
¢ Es valida esta expresion? ¢ Es cierto que la suma — + — es igual a dos?

Si esa igualdad es cierta, entonces sélo falta comprobar en la otra ecuacion.

Sustituyendo en la otra ecuacioén, se tiene:
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X+6y =5
3615
4 24

§+£=5

4 4

20 _¢
4

Se ha llegado a una igualdad correcta.

Como las dos ecuaciones se cumplen para los valores hallados, entonces la solucién del

. . -3 17
sistema de ecuaciones es el par ordenado | —; ﬂ .

y=2Xx+5 o
3.) En se puede hacer una resta para “eliminar” la x.

S5y =2x -2
y =2x+5
Sy =2x -2
4y = 7

. 7
Al resolver para Yy, se obtiene y = 2

. 7 : .
Sustituya el valorde y = T en cualquiera de las ecuaciones y resuelva para X .

Una vez determinados los valores, realice la comprobacion.

. L, 27 7
Verifique que la solucion es ?; T .

_ _ 4-x+y=0 _
4) Al organizar el sistema , Se obtiene:
“4x+6+y =0

-X+y+4=0
“4Xx+y+6=0

Lea a continuacion. Si desea resolver las preguntas y verificar sus respuestas, cubra la columna

derecha antes de responder, luego verifique su respuesta. Trabaje una pregunta y corrobore su
respuesta, luego continte con la siguiente.
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(1) Si se desea eliminar la incognita Yy, ¢,cudl operacion se debe
efectuar?

(2) Al realizar una resta, ¢,cual expresion se obtiene?

(3) En la nueva expresion se puede determinar el valor de la
incognita X . ¢ Cual es este valor?

(4) ¢Cual es el siguiente paso?

(5) Sustituya el valor hallado para X, en la ecuacion
“X+Yy+4=0,despeje Y. ¢Cual es el valorde y ?

2 1
(6) Realice la comprobacion de la solucion ( §; TO j .
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(1)Resta

(2)3x—-2=0
2
(3)X—§

(4) Sustituir el valor de X en
una de las ecuaciones del
sistema.

10
®)y= 3

(6) En la primera ecuacion al
sustituir los valores se tiene:

—E+—_10+4:0<:>
3 3
"2+ 10+12 _0
3
“12+12 _0
3

lo cual es correcto.

Al sustituir ambos valores en
la segunda ecuacion, se
obtiene:

‘4-E+—710+6:0
3 3

;8+;m+6=0
3 3
“8+710+18 _0

3
9_ o
3

Lo cual es también correcto.

Por lo tanto, la solucion del

. ( 2 10 J
sistema es =) —
3’ 3



Sistemas de Ecuaciones

8x+3y-2=0

{2y+6x+7:0

8x+3y =2
6X+2y =7

Se puede escribir como: {
Analice el ejemplo, ¢como se puede modificar para lograr eliminar una incognita?.
¢ Como se podré conseguir coeficientes opuestos para la X ?
Una forma es multiplicando las dos ecuaciones, una por un nimero y la otra por otro namero.
Un coeficiente es 8 y el otro es 6, ¢,cOmo se pueden “convertir’ en opuestos?

Piense un niumero que esté relacionado tanto con el 8 como con el 6.

Busque multiplos comunes a tales numeros. Por ejemplo, 48 es un multiplo comun a tales
nameros.

¢,Cual es el multiplo coman a 8 y 6, mas pequefo?
El minimo multiplo comin a8y 6 es 24.
6°4=24 y 8 ¢3=24.

8x+3y =2

, Se puede multiplicar la primera ecuacion por 3y la
6X +2y = -7

En el sistema de ecuaciones {

segunda por 4.

i 318x+3y =2 L
pomera 3 Igx+3y
24X + 9y :@y»
Segunda 46X + 2y:_7 P
ecuacion.
24x + 8y="28

24x+9y =6

, al restar se obtiene y = 34.
24x + 8y = -28

El sistema queda transformado en {

Si se sustituye este valor en una ecuacién y se despeja la variable X, se tiene X = T .
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_—25; 34)
2

Actividad complementaria

Verifique la solucion (

Relna a un grupo de compafieras y compafieros para estudiar el tema. Inventen un juego de mesa

para repasar lo aprendido o una actividad tipo competencia. Por ejemplo:

Cada estudiante anota posibles dudas sobre el tema, cada duda en una tarjeta. En una tarjeta
identificable, la respuesta a la duda, si la sabe.

Se relinen todas las tarjetas de las dudas y se revuelven.

Un participante elige una tarjeta y trata de darle respuesta. Se compara con la respuesta escrita en

la tarjeta correspondiente.

El grupo analiza las dos respuestas y se escuchan otras propuestas. Se redacta una mejor

respuesta a la de la tarjeta y se reemplaza.

Esta dinamica permite determinar las dudas pendientes para consultar a un especialista, cuando

no se ha podido responder a ella.

Al realizarla con otras personas 0 en nuevas oportunidades, se acrecienta el nimero de dudas, se

revisan las respuestas y se mejoran.

Ademas ejercita en la redaccion, exige aclarar ideas y se basa en dudas y errores lo cual es muy

positivo.

Algunos ejemplos de tarjetas:

¢Como se determina si se debe sumar o

restar en un sistema de ecuaciones de primer grado
con dos incognitas?

¢Cbémo se sabe por cual numero multiplicar
una ecuacion en un sistema de ecuaciones de
primer grado con dos incognitas?
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Si los coeficientes de una de las incégnitas

son opuestos se debe sumar.
Si los coeficientes de una de las incognitas son
iguales entonces se debe restar.

Si una incognita tiene coeficiente 1 en una

ecuacion y en otra tiene coeficiente distinto de 1,
se multiplica por este coeficiente, pero con signo
distinto.
Cuando los coeficientes son distintos, se
obtiene el minimo maltiplo comdn de ellos y se
multiplican ambas ecuaciones por este valor.
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PARA PENSAR

¢, Qué ocurre con un sistema cuya representacion gréafica es como la siguiente?

Fuentes de Informacion
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PROBLEMAS QUE REQUIEREN SISTEMAS DE 2 ECUACIONES
DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS13)

TOMADOS DEL ALGEBRA DE AURELIO BALDOR

Ejercicio 193 Pag. 357
Respuestas
. : , 1 .
La diferencia de dos numeros es 40 y 3 de su suma es 11. Hallar los numeros. 64y 24
. 1 . . .
La suma de dos numeros es 190 y — de su diferencia es 2. Hallar los nimeros.
9 104 y 86
La suma de dos numeros es 1529 y su diferencia 101. Hallar los nUmeros. 815y 714
Un cuarto de la suma de dos numeros es 45 y un tercio de su diferencia es 4. 96 v 84
Hallar los numeros. y
2 . 3 . .
Los — de la suma de dos numeros son 74 y los — de su diferencia 9. Hallar los
3 5 63y 48
nameros.
3 , 5 , .
Los — de la suma de dos numeros exceden en 6 a 39 y los — de su diferencia
10 6 90 y 60
son 1 menos que 26. Hallar los nimeros.
: . . . 4 .
Un tercio de la diferencia de dos numeros es 11y los §del mayor equivalen a los
3 81y 48
Zdel menor. Hallar los nimeros.
Dividir 80 en dos partes tales que los § de la parte mayor equivalgan a los E de la
p q 3 p yor eq g 5 64y 16
menor.
1
Hallar dos nameros tales que 5 veces el mayor exceda a E del menor es 222y 5
45y 15
1
veces el menor exceda a g del mayor en 66.
Adaptacién de dos problemas del ejercicio 194, pag. 358.
. - . , - ¢125
Dos boligrafos y tres lapices cuestan 533 colones, y tres boligrafos y cinco lapices ;
; . . boligrafo
cuestan ¢846. Determine el precio de cada articulo. ¢93 I4piz
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En un cine, cuatro entradas de adulto y dos de infantes cuestan ¢ 7 900, en cambio
la entrada de dos adultos mas la de cinco nifios son en total ¢7750. Determine el
costo de cada entrada.

Copia textual, problema de ejercicio 194.

Si a 5 veces el mayor de dos nimeros se afiade 7 veces el menor, la suma es 316,

y si a 9 veces el menor se resta el cuadruplo del mayor, la diferencia es 83. Hallar
los nUmeros.

El doble de la edad de A excede en 50 afios a la edad de B, y % de la edad de B

es 35 afios menos que la edad de A. Hallar ambas edades.

La edad de A excede en 13 afios a la de B, y el duplo de la edad de B excede en 29
afos a la edad de A. Hallar ambas edades.

Si % de la edad de A se aumenta en los % de la de B, el resultado seria 37 afios, y

% de la edad de B equivalen a % de la edad de A. Hallar ambas edades.

Ejercicio 195, pagina 359.

. . ., o ., 2 )
Si a los dos términos de una fraccion se afiade 1, el valor de la fraccién es § , Y Si

_ ., 1 .,
a los dos términos se resta 1, el valor de la fraccion es E Hallar la fraccion.

Si al numerador de una fraccion se afiade 5, el valor de la fraccién es 2, y si al
numerador se resta 2, el valor de la fraccion es 1. Hallar la fraccion.

Del ejercicio 196, pagina 360

1) Dos numeros estan en la relacion de 5 a 6. Si el menor se aumenta en 2 y el
mayor se disminuye en 6, la relacion es de 9 a 8. Hallar los niUmeros.

3) Dos numeros son entre si como 9 es a 10. Si el mayor es aumenta en 20 y el

menor se disminuye en 15, el menor serd al mayor como 3 es a 7. Hallar los
nameros.
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TOMADOS de Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica de Earl W. Swokowski segunda
edicion.

Una crayola debe tener 8 cm de largo, 1 cm de
diametro y necesita hacerse con 5 cm® de cera de
color. La forma de la crayola debe ser la de un
cilindro con una pequefia punta coénica (véase la
figura). Encuentra la longitud del cilindro y la
altura del cono.

&
b
¥ e,
T
L3
{

Respuesta x:§—4z5,55 y:12—[30jz2,45

V4 V4
Una mesa grande para una sala de conferencias
debe tener la forma de un rectdngulo con dos T_ ““““
semicirculos en los extremos (véase figura).
Encuentre la longitud y el ancho de la parte X
rectangular, suponiendo que el perimetro de la J, :
mesa es de 400 pie y que el area de la parte :'
rectangular debe ser el doble de la suma de las - y
areas de los extremos.
Respuesta x:@ pie y =10 pie

V4

TOMADOS DE http://www.sectormatematica.cl/media/probsiec.htm

1. Abrir un debate en relacién con la situacion siguiente: Una funcidn de teatro organizada por el
liceo, dejo $1200000 por la venta de entradas; éstas eran de dos tipos; galeria, que costaban

$2 000 y platea, $3 000.

Como antecedente para planificar eventos futuros, al liceo le interesa saber cuantas plateas y
cuantas galerias se vendieron; esa informaciéon no la tienen. Los encargados de la venta
anotaban G o P en las mismas entradas o bien, ponian 2 000 6 3 000 segun el tipo de entrada;
esta era la Unica diferencia.

Al revisar la entradas recogidas en el ingreso a la funcién, que eran un total de 450, se dieron
cuenta que algunas estaban en blanco y otras no eran claramente legibles. Ademas, la
capacidad del teatro era de 400 plateas y 200 galerias.

¢, Se puede saber cuantas galerias y plateas se vendieron?
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2. En dos esquinas de una misma bocacalle se han instalado sendas oficinas que arriendan
videos. En una, el sistema de arriendo considera una cuota anual de $1 500 y $1 200 por
arriendo de cada video. La otra no incluye cuota anual y el arriendo de cada video es $1 350.
Oscar arrienda generalmente, como 20 a 25 videos al afio; ¢cudl de las dos ofertas le
conviene mas?
¢, Cual sistema le conviene mas a una persona que arriende 10 peliculas anuales?

3. Cecilia reemplazé a su mama atendiendo la caja en la libreria por un par de horas. Para hacer
los recuentos semanales de existencia de articulos en la bodega, utilizan las boletas de
compraventa, por lo que es necesario anotar la cantidad y el tipo de articulos vendido.

Al hacer el recuento de boletas, se constatd que en una de ellas Cecilia anot6 un total de 30
cuadernos y un valor de $21 000. Si s6lo hay dos tipos de cuadernos a la venta, unos de $500
y los otros de $800, ¢,se puede calcular cuantos cuadernos de cada clase vendi6?

4. En una bolsa hay un total de $8 500 distribuidos en 37 monedas de las que 25 son de $100 y
el resto son de $500. De acuerdo a estos datos, Arturo y Bernardita escribieron dos sistemas
de ecuaciones diferentes.

Arturo escribi6 las siguientes ecuaciones:
X+y=37
100x +500y = 8500
Bernardita planted el siguiente sistema de ecuaciones
X+Yy =8500
X

—+ Y 37

500 100
¢, Qué representan x e y en cada caso, en el contexto de la situacién inicial?

CLAVE

1. 150 galerias y 300 plateas

2. A quien arrienda entre 20 y 25 peliculas le conviene mas la opcion que si cobra anualidad.
Para una persona que alquile 10, es mejor la opcién que no cobra inscripcion.

3. Si, sies posible. Se vendieron 10 cuadernos de 500 y 20 del otro precio.

4. Para Arturo X es el numero de monedas de cieny Y ,el nimero de monedas de 500

Para Bernardita x es la cantidad total en monedas de 500 y Y es la cantidad total en
monedas de cien
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Ejercicio 22 de Prueba de Bachillerato a Colegios Técnicos 2004.

Si dos lineas rectas ¢, y {, son perpendiculares, la ecuacion de ¢, es 3y=3-2x vy

¢, pasa por el origen. ¢ Cudl es el punto de interseccién de ambas rectas?

Solucion:
Ecuacion de /;: y=§—3 = y=_—2x+1
3 3 3
. -2 : 3
La pendiente de /;: m, = = = pendiente de 7, m, =2
. 3 .
Ecuacion de /,: y = Ex (recuerde que pasa por el origen)

Determinacion del punto de intersecciéon

-2
=—xX+1
Y 3

3
y=5-X

2

Por el método de sustitucion:

322441
2
Ex+gx:1
2 3
Ex:l
6
6
X=—
13
Entonces y es y—é.ﬁ—i
2 13 13

6.

Respuesta: El punto de interseccién de las lineas rectas es (13,

)

& o
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Funcién Cuadratica

FUNCION “EL CUADRADO DE” 4
F(X) = X 2

Seleccione algunos valores para la variable independiente, tanto positivos como negativos,
complete una tabla de valores y construya la grafica.

2
Indique el dominio maximo de la funcién T (X) = X

Escriba el ambito o rango de la funcién anterior

¢, Cual es el corte con el eje x?

¢, Cual es el corte con el eje y?

¢, Cual es el punto mas bajo de la grafica?

Para aquellos valores menores que cero, es decir, para todos los nimeros reales en el intervalo
]—oo; 0[ se cumple que a mayor valor de la variable independiente, menor valor de las imagenes,
por ejemplo:

-4 es mayor que -8 f(-4)= 16 f(-8)=64 16 es menor que 64

Esto significa que la funcién f(x) = x> decrece en ]—oo; 0[.

Para los valores de “x” en ]O; +00[ la funcion crece, pues a cada valor de “x” mayor se obtiene

una imagen mayor. Se dice que la funcién es creciente para los nimeros reales mayores que
cero.
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Simbdlicamente:
Si f(x)=x% xe|0+w[ y x (x, entonces  f(x,) ¢ f(x,)

Interpretacién
Si la funcién es x?,
X €s un numero positivo y

dos preimagenes se comportan de forma que una

es mayor que la otra

entonces
sus respectivas imagenes se comportan de
la misma forma

FUNCION CUADRATICA

Definicion
Una funcién cuadratica es aquella que puede escribirse de la forma: f(x) = ax? + bx + ¢ donde a,
b y ¢ son nimeros reales cualesquiera y a distinto de cero.

Si representamos "todos" los puntos ( X, f(x) ) de una funcién cuadratica, obtenemos siempre una
curva llamada parabola.

Como ejemplo, la representacién grafica de dos funciones cuadraticas:

f(X) = X2 f(X) - X2
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Célculo de puntos de la parabola

Podemos hallar los puntos de la parabola que necesitemos sin mas que sustituir, en la ecuacion de
la funcion cuadratica, la variable x por aquellos valores que deseemos.

g(x)=—-2x2 +3x+5

x |-2|-1]0]2
g(x)|-9] 0 |5]3

Tabla de valores

Y Realice la representacion en un plano cartesiano.

Y ¢La gréfica, corresponde a una parabola?

h(x)=3,5x% +-2x+-2

x |-2|-1] 0| 05
h(x) | 16 |35 ] -2]-212

Tabla de valores

Y Realice la representacion en un plano cartesiano.

Y ¢La gréfica, corresponde a una parabola?

PARA LOGRAR UNA GRAFICA QUE DELINEE LA PARABOLA

Considérese la funcidon cuadrética f(X) =ax“ +bx+c. De su respectiva parabola interesa
observar algunos aspectos:

A) La gréfica sera del tipo U , €s decir cOncava, cada vez que el coeficiente principal “a

sea mayor que cero Yy la grafica tendra la forma m , s decir convexa, siempre que el
término con x? tenga coeficiente menor que cero.
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Esquematicamente:
CONSIDERESE  f(x)=ax® +bx+c
sia)0
Es decir a es |Entonces la gréfica es como
positiva
si a(0

Es decir a es |Entonces la gréfica es como

negativa

B) Cortaaleje“y"en (0; c)

Y

En cada funcion determine la concavidad y la interseccion con el eje y.

ECUACION DE LA FUNCION

INTERSECCION EJE
“ Yn

SENALE EL TIPO DE
CONCAVIDAD

o M

—x2+3x-2

(0,-2)

X

3x2 —X+7

x* -8

§xz—x
5

—05x+2x%-3
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C) Si corta al eje “x” se dice que la ecuacion ax’ +bx+c=0 tiene solucion, o bien que el

: . 2 : . . .
polinomio aX™~ + bX + C tiene raices en el conjunto de numeros reales.

Estas raices o ceros del polinomio cuadratico se pueden determinar con la férmula:

. _—b++b® -4ac ~b-+/b® —4ac

X, =
! 4a 4 i 4a

Y En cada funcién del punto B determine los cortes con el gje X, si los hay.

D) El punto mas alto (minimo de la funcién) o el punto mas bajo (méximo de la funcién) se
obtiene como el par ordenado
A o | coef |
— —— onde a es el coeficiente principal,
2a 4a prineip
b el coeficiente de x y

A =b? —4ac (llamado discriminante)

Este par ordenado se denomina VERTICE de la parabola

Y En cada funcion del punto B determine el vértice de la parabola.

E) En toda grafica de una funcién cuadratica ocurre que si dobla el papel, por la linea vertical que
pasa por el vértice, la grafica queda dividida en dos partes exactamente iguales. tiene un eje

X =5

de simetria. Esta linea tiene ecuacion 2a

Esta linea es un eje de simetria.

Y Construya las gréaficas de cada funcién del punto B y trace su eje de simetria de forma que
se diferencie del resto de la gréafica.
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Monotonia de la funcidén cuadrética
Ver presentacion power point “Monotonia”

Si el coeficiente principal del polinomio es mayor que
e 3 | b
% r’E@ cero, la funcién es creciente desde — 90 hasta 2— .
24 : a
2 ®
i £ _1-b,
T @ Y en el resto del dominio, 2— o | decrece.
a

Funto
it o

Si el coeficiente principal del criterio de la funcién
es menor que cero, el comportamiento de la
funcion es el siguiente:

En }_—b % { la funcion crece y
2a
-b B
en —o0;, — | la funcion crece.
2a
Ejercicios

Primera parte

En grupos resuelvan lo siguiente, tomado de http://usuarios.lycos.es/juanbeltran/id412.htm
Halle el dominio, contradominio, y grafique las siguientes funciones cuadraticas:

1) f(x)=x*-2x-1 2) f(x)=-2x+3x+6 3) f(x)=-2x*+3x
4) f(x)=-2x>+6 5) f(x)=-2x? 6) f(x)=4x’
7) f(x):%x2

Sequnda parte

Dibuje cada parabola siguiente.
1) g(x)=(x-3)x+3) 2) h(x)=x2 +1 3) f(x)=2-x°

Indique en cada caso: Concavidad, vértice, monotonia, cortes con los ejes y eje de simetria.
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Tercera parte

Resuelva las siguientes situaciones.

A) Si el grafico anexo modela parte la trayectoria de un ave, ¢en qué segundo alcanz6 la menor
altura?, ¢.cual fue la menor altura?

Altura en metros

(3 7)

Tiempo en segundos

B) Un insecto alcanza una longitud de 5 cm al saltar y una altura maxima de 3 cm.
Dibuje en un eje de coordenadas la situacion de manera que el insecto parta del origen.

Determine el criterio de la funcién que modela la trayectoria del insecto.

C) Un juguete se dispara directamente hacia arriba con una velocidad inicial v, (en cm por
segundo) y su altura sobre el piso en cm, después de t segundos estd dada por
h(t)=-8t* + v, t

Si el juguete llega al suelo en 7 segundos, ¢cudl es la velocidad inicial?

¢, Cual es la altura maxima que alcanza el cohete?

Fuentes de Informacién

Funciones y gréficas <http://usuarios.lycos.es/juanbeltran/id412.htm> funciones graficar OR
graficas (18 de Junio de 2004)
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EL RECORRIDO DE LA VIDA

En los caminos de la vida, no te envanezcas cuando estés en la cuspide del éxito,

ni te desesperes cuando visites los abismos del dolor y el fracaso.
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DEVOLVIENDOSE EN EL CAMINOy

Si bien no siempre podemos dar marcha atrds, a veces es saludable devolverse, deshacer,
retornar o ir al contrario. Cuando hacemos un nudo con mecates o hilo y necesitamos deshacerlo,
hacemos los “pasos contrarios”. En el caso de las funciones NO todas tienen la posibilidad de
“invertirse”.

Como ya se ha estudiado: NO toda relacion es una funcion.
Por ejemplo, a la derecha se ilustra una relacion, entre dos
conjuntos, que no es funcion.

¢ Por qué la relacién no es funcién?

En este caso, sin embargo, si se cambian de orden los
conjuntos, de manera que el de salida sea el de llegada y
se mantiene la “conexidén” de los elementos, la situacion
varia: se obtiene una funcion.

llustre lo anterior en un diagrama sagital.

En cambio, hay relaciones que son funciones y que al plantear “la relacion contraria” NO se
obtiene una funcién.

Por ejemplo:

Es funcion

NO es funci
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Funcioén Inversa

Analice el ejemplo anterior e indique, ¢como debia ser la funcion para que “al devolvernos” se
obtuviera una funcion?

Antes de continuar con la lectura, reinase con una o dos personas y comenten esta situacion.

Recuerde que en una relacién que es funcion, NO sobran elementos en el conjunto de salida.
¢, Qué debe ocurrir con los elementos del conjunto de llegada de una funcion (es decir, con el
codominio) para que al “devolvernos” obtengamos una funcién?

Una forma sencilla de indicar esta caracteristica puede ser:

“Una _condicién para que una funcion al devolverse también sea funcién es que no sobren
elementos en el conjunto de llegada”.

En la gréfica se debe evidenciar que todos 5

los elementos del conjunto de llegada

(codominio) se relacionan con los del T4

dominio. 13
+ 2

Por ejemplo, una funcibn que va de 11

[-3;4] a [-2, 5] debe contar con
gréfica en el sector del plano que se ilustra
a la derecha, de manera que todo nimero 4 3 2 1 131 2 3 4 5 6
entre menos dos y cinco tenga su 2
respectiva preimagen. -

13

Cuando una funcion satisface esta condicion se dice que la funcién es sobreyectiva.

Una forma simbolica de expresar, matematicamente, la sobreyectividad es la siguiente:
Sea f:A—>B sivy; yeB JaecA tq f(a)J=y = f(x) essobreyectiva.

La interpretacion de esta simbologia se expone a continuacion

Sea f:A—>B Sea f una funcién de A en B

siVy, yeB si para todo elemento que pertenece a B
JaceA existe, al menos un elemento a en A

t. g. tal que

f(a) =y sea preimagen suya

= f x) es sobreyectiva entonces la funcién es sobreyectiva
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Analice cada funcion siguiente e indigue si es 0 no sobreyectiva.

1) ¢,Cumple la sobreyectividad? ( ) Si ( )No

Explique

2)
Y :[_1; 4]_> [_3; 3] ¢ Es sobreyectiva la funcion?
( )Ssi ( )No
Explique
—— =
4 -3 -2 2 3 4 5 6
- -3
L -4
-5
3) Considere h(x) cuyo dominio
_ . P .
es{—2; ~10 21 } y codominio ¢ Es sobreyectiva la funcion? () Si ( )No

[-4;,4] ycontablade valores: Explique

X |

-2 -1
g(x)| -1/ -05/0/05]1

Relnase en grupos de tres 0 mas y revisen sus respuestas a los ejercicios anteriores.
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La condicién de sobreyectividad es UN requisito para que al plantear una relacién “al devolverse”
esta constituya también una funcion.

A continuacion se ilustran funciones sobreyectivas que al intentar establecer su relacion inversa
NO se obtienen funciones.

La relaciébn representada en el

diagrama sagital de la derecha es ° °
una funcién. °
- - 0

Esta funcion satisface que en el ° >0
codominio “no sobran elementos”. /
Dicho de otra forma: el codominio y |
el &mbito son el mismo conjunto. p

I

Es sobreyectiva. W

Represente en el diagrama siguiente las lineas de relacion devolviéndose, observe gue ya se
intercambiaron |0s conjuntos:

/ o \ m Verifique con un(a) compafiero(a) si realizé los

° trazos respectivos a la funcién anterior, en el
e intento de establecer una inversa.
@
. -
° ° En pareja respondan:
¢La nueva relacién, es funciéon? ( ) Si () No
. -
Explique:
@
@

N A4

Considere bien definida la funcién cuya tabla
de valores es la de la derecha. X ‘ -2 ‘ -1 ‘ ~-05 ‘ 2 ‘ 3

h(x)| 4 | 1]025 4|9

Suponga que cuando se definié la funcion se
establecié previamente un codominio que la

hace sobreyectiva.

Si se “invierte” la tabla de valores, ¢ qué ocurre con el 4?

Si lo desea, represente la situacion inversa con un diagrama sagital.
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Analice cuidadosamente los ejemplos anteriores y en grupos de tres o cinco respondan a la
siguiente interrogante.

¢,Cual es la otra condicién para que una funciéon tenga funcidén inversa?

Cuando una funcién satisface que cada preimagen Unicamente posee una imagen se clasifica
como inyectiva.

La inyectividad se puede expresar indicando que
“cada elemento del &mbito tiene una Unica preimagen”

“cada elemento del conjunto de llegada se corresponde con uno y sélo uno de los elementos del
conjunto de salida”

“no se repiten las imagenes”

La siguiente simbologia expresa la inyectividad:

Sea f:A—>B siVy, ye f(A) 3l x; xeA t.q f(x)=y = f(x) esinyectiva.

Sea f:A—>B Sea f unafuncién de AenB

siVy, ye f(A) si para todo elemento del conjunto de imagenes (rango)
Jx; xeA existe un Unico elemento x en A

t. g. tal que

f (x) =y la funcion evaluada en él corresponda a la imagen

— f(x) es inyectiva entonces la funcion es inyectiva

Analice cada funcion siguiente e indigue si es 0 no inyectiva.

Explique:

¢Esinyectiva? () Si () No ‘
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¢.Cumple g(x) con la inyectividad? ( ) Si ( ) No

X \ 2,75 \ 1,25 \ 2,66 \ 1,02 \ 1,98 Explique:
gx)| 3 1 1] 3 [ 1]2

¢Esinyectiva? ( ) Si () No
Se establece la funcién que hace
corresponder a cada estudiante Explique:
del Colegio de Telesecundaria
con su edad en afos cumplidos.

En la grafica una forma sencilla de determinar la inyectividad consiste en trazar lineas rectas
horizontales... Siempre que estas corten en un solo punto a la grafica, la funcién es inyectiva.

/

+ 5 "
Corta en un

+ 4 punto Después de analizar la
3 grafica y de releer las
1 paginas 204 y 205 en
\, 2 | Cortaen tres puntos | relacion con la
clasificacion de una
N1 funcibn como inyectiva,

explique por qué la funcion
de la grafica de la
izquierda NO es inyectiva.

4 5 6
Utilice en su explicacion la
palabra imagen 0
imagenes.

Corta en dos
puntos
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Ejercicio Determine, para cada funcién representada, si es o no inyectiva.

F 3

4. S b
N
AN T
]

CLAVE: Son inyectivas By D.

Analice la gréfica siguiente, se trata de una funcién inyectiva.

Grafica de
la funcién
41 5 /

A A
1

N
\

vV vV




Funcioén Inversa

Exprese lo que ocurre al analizar la gréafica trazando lineas horizontales.

Analice la funcion y verifique que para cada imagen distinta, la preimagen es distinta.

También se puede expresar que en este caso: si X, # X, = f(xl) * f(xz)

. . g >
El diagrama sagital de la derecha corresponde a T °O
una funcion inyectiva. . \
—
\\ °
(]
Sin  embargo, al intentar “devolvernos” NO o__| I
obtenemos una funcién. ° ]
\\N ° °
¢Qué puede concluir en relacibn con las 6
caracteristicas de una funcion para “devolvernos” de i

un conjunto a otro, mediante una funcién? \ ) v/

Cuando una funcién satisface la inyectividad y la sobreyectividad se clasifica como funcion
biyectiva, también se le llama uno a uno, en cuyo caso posee inversa.

Una funcion es biyectiva si y sélo si para cada preimagen existe una Unica imagen y el @&mbito o
rango es el codominio.

Simbdlicamente:
Sea f:A—>Bsi Vy, yeB 3lx;xeA tq f(x)=y = f(x) es biyectiva.

Complete el cuadro de la explicacién de la simbologia.

Otra forma de expresar la biyectividad es:

Si el codominio y el ambito son el mismo conjunto y cada imagen tiene una Unica preimagen
entonces la funcion es biyectiva.

Cuando en una funcion dos preimagenes distintas poseen imagenes distintas y el codominio es el
rango, entonces la funcion es biyectiva.
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/Esta clasficacion de las funciones
como biyectivas se esta estudiando
como € requisito necesario para que
una funcion posea “funcion inversa’

@, ...¢gué es unafuncion inversa?

Ejemplos de funciones inversas

1) Considere la funcion f(x) =2x-1. Para ella, complete la siguiente tabla de valores

2)

3)

X [-2] -1 [0] 1 |2
f) -5/ ___[-1f__ |3

Represente en un plano cartesiano la funcion lineal.
Cuando se “invierte” la tabla de valores se obtiene:

preimagenes de la inversa

5
_2‘

-3|-1[1]3
-1/ 0 |1]2

imagenes de la inversa

Represente en el mismo plano cartesiano y utilice otro color para el trazo de la inversa.

Suponga que la funcién siguiente se define de IR al conjunto de los reales positivos, es decir
g(x): IR— ]O; +oo[ y que una tabla de valores es:

X | -2 |-1/0/05[1]3

g(x) 0250511428

Represente la funcién en el plano, use un color diferente.

“Déle la vuelta” a la tabla y grafique la inversa.

preimagenes de la inversa ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
imagenes de lainversa \

Se define la funcién h(x)=x* de manera que h:]0; +oo[— |0; +o]

La gréfica de la funcion es la siguiente:
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Funcioén Inversa

¢Puede realizar la gréfica de la inversa?

4) Para la funcién g(X):3X+ 2 se puede utilizar una tabla de valores con sélo dos puntos o
pares ordenados:

X | —-3|2
Represente en un plano cartesiano.
g(x)|-71]8
. : : -7/8
Utilice la tabla de valores de la inversa para representar en el mismo plano: ( ) 32
g\x)| -

Con estos pares ordenados, determine la ecuacion de la linea recta.

Elvalorde b= El valorde m=

La ecuacion de la funcion inversa de g(x) es la siguiente:

Las graficas de funciones inversas entre si

Utilice las representaciones conjuntas de inversas que realiz6 al seguir las paginas anteriores,
observe la representacion en cada caso. ¢ Nota alguna relacion entre los diversos ejemplos?
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T 65
. , , . T4
En las gréaficas de las funciones inversas, juega
un papel muy importante la linea recta que T3
pasa por los puntos (-8 —8), (-5, -5 )... + 2
etc. Su grafica es la de la derecha. 11
— 1
4% 2 L1 2 3 4 5 6
T-2
+ -3
1 -4
-5

Cuando se tienen dos funciones inversas sus graficos se reflejan uno en el otro, de acuerdo con
esa linea.

A continuacién algunos ejemplos de gréaficas de funciones inversas entre si...

f—l

I
T
' ' ' ' '
(4] A W N =
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Funcioén Inversa

A continuacion la grafica de una funcion biyectiva, dibuje en el mismo plano su respectiva inversa.
Trace primero la recta y=x.

-1

A A

Puede ayudarse con los pares ordenados “invertidos”, como por ejemplo: (4; 2) y (1; 1).

En relacién con el tema de funcién inversa, lea, analice y comente cada una de las expresiones
siguientes:

¢ Toda funcién posee inversa.

¢ Cuando se grafican funciones inversas en un mismo plano, estas no pueden intersecarse.

e Cuando en una gréfica de funcion, ninguna linea horizontal la “toca” mas de una vez y el
ambito y el codominio son iguales, entonces la funcion tiene inversa.

e Una forma para graficar la inversa de una funciéon consiste en basarse en la tabla de
valores de la funcién y construir “al revés” los pares ordenados.
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e Para que una funcién tenga inversa basta con que sea inyectiva.

¢ Siuna funcién es sobreyectiva, entonces es seguro que posee funcién inversa

Célculo de laféormulade lainversa de una funcién

El célculo de las funciones inversas consiste en “despejar x en términos de y”.

Inversa de funcién lineal

y=mx+b X
y—b=mx f*l(x)=lx_7
b m m
y=b =X
m
Ejemplo:
g(X)=3x+2
y=3x+2 L o
y-2=3 6= X
y-2_
3

Represente ambas funciones en un mismo plano cartesiano.

Ejercicios Determine las funciones inversas de las siguientes funciones lineales.

1)y=§—x 2) 2x -3y =1 3) f(x):4X2_3
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Inversa de funcién cuadratica h(x) =ax® +c a#0

Este tipo de funcion es inyectiva si se define en el dominio ]O; 0 [ 0 bien en el dominio
] —o0; 0 [ .

Por otra parte, si se toma como conjunto de llegada al rango, entonces h(x) es sobreyectiva.

Con todas estas condiciones, se puede afirmar con certeza que existe una inversa y su calculo
utiliza los siguientes pasos:

y=ax’+c
y—cC=ax’
—C
y-c_..
a
+ [Y=C_y
a

Obsérvese que existen dos opciones o positiva 0 negativa.
Ejemplos
1) g(x)=2x>+3 9(0):]0; +0 [>]3 +oo
Es biyectiva, por tanto, posee inversa.

Célculo de la inversa:

y=2x"+3
y —3=2x>
y_3=X2
2
L Y=3
2

Como la funcién esté definida como g(Xx) :] 0; + [—)] 3; + o [

la inversa queda definidaasi g '(x):]3; +0 [>]0; +0 [ vy g7'(x) = X2_3

Utilice las siguientes tablas de valores y grafique las funciones en un mismo plano.
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Funcioén Inversa

X [0]1]2]3]4
g(x) | 3|5 112135
J

Este par ordenado NO es parte de la grafica

x |3]5[11]21]35
g |0/1/2/3 4
!

Este par ordenado NO es parte de la grafica

2) g(x)=2x*+3 g(x):] -0 0[>]3 +oo |

Es biyectiva, por tanto, posee inversa.

Célculo de la inversa:
y=2x>+3 En este caso, la inversa se define
97 ():]3 +oo [>]-o0 O]
y —3=2x°
lo cual significa que la ecuacion de g™'(x) es
Y;3 _ 2
a X—3
X)=— |—
g9~ (x) 5
£ Y23 _y
2

Utilice las siguientes tablas de valores y grafique las funciones en un mismo plano.

X |-4]-3|-2]-1]0
g(x) | 35 2111 |5 |3
J

Este par ordenado NO es parte de la grafica

X 3|5 [11]21]35
g7 ()| 0 -1|-2 -3 -4
!

Este par ordenado NO es parte de la grafica
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Inversa de funcioén radical /X + C

g(x)=\/m conce R g(x):[—c;+oo[—>[0;+oo[

El dominio se obtuvo de resolver la inecuacion Xx+c¢ >0

Es una funcion biyectiva, por tanto tiene inversa.

y=-/X+cC

y* =x+c gt (x) =x*-¢c
y>-c=x
Ejempilo:

Determinar la funcién inversade f(x)=-/x+5  f(x):[~5 +o[—>[0; +o [

y=-/X+5
y? =x+5 g7 (x)=x2 -5
y?-5=x

Construya tablas de valores para las funciones y trace sus graficas en un mismo plano.

Ejercicios Para cada una de las funciones determine el dominio y el codominio que permitan la
biyectividad de la funcién. Posteriormente, determine la inversa de cada funcion.

1) g(x)=3x* -2 2)h(x)=v-x+3 3) f(x)=5+x>

4) h(x)==-x 5) f(x)= g—g 6) g(x)=2x +4

7) f(x)= ‘; 8) h(x)=3vx 9)g(x)=5-x
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LA MITOSIS Y LA MATEMATICA4

¢ Sabes lo que es la mitosis?

Se trata de un proceso celular, el cual tiene por resultado la obtencion de dos células “hijas” con el
mismo numero de cromosomas que la célula original.

MITOSIS

Si este proceso se da cada cierto tiempo, por ejemplo, cada 15 minutos, significa que cada cuarto
de hora se duplica la cantidad de células.

Iniciando con una célula...

Tiempo Cantidad de células
0 1
Primeros 15 2
Después de dos intervalos de 15 4
Pasados TRES intervalos de 157, o 8
sea 45
60 16
75 32
90 64
Intervalo niumero “x” de quince &,2—2/
minutos expresa una potencia de base dos
En la tabla anterior, la dltima casilla “ 2-2-2-2-..-2-2 ” es una RECUERDE: Para
multiplicacion en la cual todos los factores son iguales a dos y se repiten x ~ “resumir” una
veces. multiplicacion en
la cual todos los
¢, Cual férmula describe esta situacion? factores son
(Use la forma de potencia, ¢cudl es la base y cudl el exponente?) iguales se utilizan
potencias.
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La mitosis descrita se puede formular como h(x): 2" (¢Fue esa su respuesta a la pregunta
anterior?)

En el caso de la mitosis, la variable independiente, representada con “ x “, NO toma valores
negativos. Esto sucede por tratarse de cantidad de intervalos de 15 minutos.

Complete la siguiente tabla de valores:

x | 0 | 1] 2|3 | 4]°5
(mitosis) 2* | | | | | |

Represente en un plano cartesiano los datos obtenidos.
La gréfica representa la mitosis, partiendo de una célula y suponiendo que se da cada intervalo de
157, por lo cual no se “usan x negativos”.

Sin embargo, a la matematica le interesa la misma relacion pero en la cual se puedan considerar
valores negativos para “ x ”.

Es decir, f (X) = 2" considerando la posibilidad de que x sea cualquier nimero real.

En este formato, a la x (en el extremo superior derecho) se le llama exponente vy al factor que se
repite (en este caso 2) se le denomina base.

En este capitulo, se estudia el comportamiento de una potencia con base positiva, de acuerdo con
los diferentes exponentes que se le pueden aplicar.

En este sentido, se tiene una variable independiente, el exponente, y una variable dependiente, lo
obtenido: la potencia.

Para la funcién h(x) = 2", definida en IR, se puede generar la siguiente tabla de valores

x| -3 | -2|-1]0[1]2]3
2* 0125|025 |05 |

[EEN
N
IS

Las preimagenes pueden tomarse de IR. Es decir, el dominio es IR.

Observe los valores que se obtienen e indique el ambito:

Represente la funcién en un sistema de ejes coordenados.
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Interesantes funciones

Lectura individual

Definitivamente, el concepto de funcion es medular en la comprension de fendmenos cientificos,
econdmicos, estadisticos y otros.

Unas de las funciones mas interesantes son, precisamente, las funciones con ecuacion

X , . ..
f (X) =a" enlacualeslabase & esun nimero positivo distinto de uno.

& Anote tres ejemplos de este tipo de funcién.

1) 2)

3)

Verifique con su profesora o profesor que sus ejemplos cumplan con las condiciones solicitadas.

Para analizar el comportamiento de este tipo de funcién, examine los siguientes casos
particulares.

g(x) =4

Se construyen algunos pares ordenados.

Ejemplo 1:

Valor de x Célculo de la potencia Valor de g(x) Zaertgrrrgﬁ?:gg
1 1 1

43~ - - - = 1 1

-3 3 4. — =0,015625 -3,

4 4.4.4 64 64 ( 64)

1 gr=t 025 (—1: 1}
4 4 4
20 1 1 (0;1)
42 —16 16 (2; 16)

En la funcion se puede utilizar cualquier nimero real, por lo tanto su dominio es:

Observe los valores obtenidos para g(x) y conteste ¢cdmo son los nimeros que obtiene la

funcion?

La funcién consiste en Elevar 4 a diferentes valores. ¢Dard cero, la funcion en algin valor?

( )sSi

Grafigue los pares ordenados obtenidos. Si puede utilice una hoja de papel cuadriculado.

( )No
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Grupal Responda a las siguientes preguntas:

¢,Cual es el dominio de la funcién?

¢, Qué sucede con la gréfica, conforme se toman valores de X cada vez mas negativos?

Si se toman valores de X, cada vez mayores, ¢coémo son los valores que se obtienen en la
funciéon?

¢Dénde se ubica el par ordenado (0; 1)?

¢ Es posible obtener valores negativos para algan X?
() Si. Anote ejemplos:
() No. Anote por qué.

¢ Cual es el ambito de la funcion?

¢Existe solucion para la expresion 4* =0? En otras palabras, ¢existe algiin exponente que al
elevar 4 se obtenga cero?

Entonces, ¢.cudl es el rango o contradominio (dmbito) de la funcion?

Trabajo individual
Ejemplo 2: h(x) = 3"

Realice los célculos para algunos valores de X en IR.

h(x)= 3" Par ordenado
Six=_____ entonces h(x)= ()
Six=____ entonces h(x)= ()
Six=_____ entonces h(x)= ()
Six=____ entonces h(x)= ()

Grafique la funcion.

Determine cada uno de los siguientes elementos: h(x) = 3*
a) Dominio de la funcioén:
b) Ambito de la funcion:
c) Corte con el eje Y:

d) Corte al eje X:
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Grupal Resuelva los siguientes ejercicios.

1) Grafique las siguientes funciones y posteriormente responda a las inquietudes que les
precede.
(@ h(x)=5"
(b) f(x)=(2,5)"

(© 9(x)= [ﬁJ

4
(d) k(x)= @

En relacién con la forma grafica, exprese en palabras lo que tienen en comun las gréficas
anteriores:

Ademas de la forma basica, ¢existe alguna otra particularidad que se repita en todas las
representaciones? ¢,cual?

Ademas de que todas las gréficas pasan por el punto (O; 1 ) ¢, Ccudl otra caracteristica comparten
las representaciones anteriores?

En relacién con la ecuacion de las funciones, a*, ademas de que la base es positiva y diferente
de uno, ¢qué mas tienen en comun las anteriores funciones?

En los ejemplos anteriores, todas las funciones a”:
+ tienen base mayor que uno.
¢ tienen una gréafica que pasa por (0; 1).

¢ todas las representaciones se “acercan muchisimo” al
eje x sin “tocarlo”.

¢ Ademés la forma, en general, es como la de la
derecha.

¢ Conforme se toman valores de x cada vez mayores,
mayores son las imagenes. Es decir, son funciones
crecientes.

Estas funciones, con dominio IR , tienen como ambito o contradominio al conjunto ]O; +00[

Observe que estas funciones con base mayor que uno, tienen diversas formas de ser escritas:
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Pueden tener como base una fraccion o un irracional h(x) = (gj I(x)= (\/§)X
Pueden tener decimales como base g(x)=(3,4)"

1 —X
Puede “aparentar” tener base menor que 1 f(x)= (5)

¢,Qué pasa cuando la base estaentre 0 y 1?

Construya una tabla de valores, puede usar calculadora, para cada una de las siguientes
funciones y grafiquelas

a) f(x)=05" X | |
y | |
b)h(x) =3 X
y
2 X
c) g(x)= (g) y

En relacion con la base de la potencia, ¢cuél caracteristica comparten las anteriores funciones?

¢, Qué valores toma la funcion cuando se “usa un x” negativo?

¢, Conforme se toman valores cada vez mas a la izquierda de cero, cdmo son los valores obtenidos
en la funcién?

¢Son funciones crecientes o decrecientes?

Dibuje la forma general de las funciones exponenciales con base entre O y 1.
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. X .
Funciones &~ con a- un numero entre cero y uno.

0 1)

Estas funciones son decrecientes, sus graficas nunca “tocan” al eje x, su dominio es IR, su ambito
es IR".
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FUNCION EXPONENCIAL
RESUMEN

Toda funcién de la forma h(x) =a*

con a un numero mayor que cero y distinto de uno es una funcién exponencial

Dominio IR
Rango o ambito IR*

Su gréfico tiene una de dos formas:

Sia)l Si 0¢a(1
=t
axl
=i
a Oza<]
1 1t
_ / o A -G
3 2 -1 1 2 3 4 -3 s 1 1 2 3 4
Conforme se toman valores mas grandes, Conforme se toman valores mas grandes,
se obtienen imagenes también mas se obtienen imagenes cada vez mas
grandes. pequefias.
Es creciente. Es decreciente.

La funcién exponencial cumple que para hacer su grafica NO es necesario “despegar” el lapiz del
papel. Su trazo se puede realizar continuo. Es decir es una funcién continua.

La gréfica se “acerca muchisimo” al eje x pero no lo corta. Esto se expresa diciendo que el eje x
es una asintota de la gréfica.

a’=1 = (0; 1) pertenece a la gréafica

1 . ,
a =a = (L a) pertenece ala gréfica
No hay interseccion con el gje x.

Interseca al eje y en (0; 1)
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La siguiente lectura es optativa.

LEYENDA DEL AJEDREZ
Tomado de http://www.sectormatematica.cl/ajedrez/leyenda.htm

La invencion del ajedrez se ha atribuido a los hindues, arabes, persas, egipcios, babilonios, chinos,
griegos, romanos, judios, araucanos, castellanos, irlandeses, italianos y galos, entre otros. Las
lagunas histéricas acerca de su origen contribuyeron al florecimiento de diversas leyendas, y entre
ellas, podemos destacar la del joven Lahur Sissa.

Este personaje era un pobre y modesto brahman (miembro de una casta sacerdotal hindld que
reconoce a Brahma como su Dios) que vivié hace muchos siglos en la provincia de Taligana, al
norte de la India, en el continente asiatico.

En aquellas lejanas tierras gobernaba un magnanimo Rey llamada ladava. Cierto dia las huestes
del aventurero Varangul invadieron el reino, desatandose una cruenta guerra. ladava, que era un
excelente estratega, derrotd a sus enemigos en los campos de Dacsina, ya que en el fragor de la
lucha perdié a su hijo, el principe Adjamir.

Este incidente lo abatié profundamente y se pasé los dias subsiguientes encerrado en Palacio
reproduciendo, en una gran caja de arena, las alternativas del combate donde perdié al Unico
heredero de la dinastia.

Los sacerdotes elevaban sus plegarias y de todas partes llegaban obsequios y diversiones para
tratar de sacar al rey de su aflicciébn; mas todo parecia en vano.

Algun tiempo después, un inesperado visitante lleg6é al Palacio solicitando una audiencia con el
Rey. Al interrogarsele sobre el motivo de su peticién, el joven se identific6 como Lahur Sissa y
habia viajado durante treinta dias desde la aldea de Namir, para entregarle a Su Majestad un
modesto presente que lo sacaria de su tristeza, le brindaria distraccion y abriria en su corazon
grandes alegrias.

ladava al enterarse de las intenciones del desconocido orden6 que lo hicieran pasar de inmediato.
Sissa present6 al Monarca un gran tablero dividido en 64 cuadritos y sobre este colocé dos
colecciones de diferentes piezas. Le ensefié pacientemente al rey, los ministros y los cortesanos
de la Corte la indole del juego y las reglas fundamentales:

- Cada uno de los jugadores dispone de ocho piezas pequefiitas, llamadas Peones.
Representan la infanteria que avanza sobre el enemigo para dispersarlo. Secundando la
accion de los peones vienen los Elefantes de guerra (las torres), representados por piezas
mayores y mas poderosas; la Caballeria, indispensable en el combate, aparece igualmente
en el juego, simbolizada por dos piezas que pueden saltar como dos corceles sobre las
otras, y para intensificar el ataque se incluyen -representando a los guerreros nobles y de
prestigio-los dos Visires (alfiles) del Rey. Otra pieza dotada de amplios movimientos, mas
eficiente y poderosa que las demas, representara el espiritu patriético del pueblo y sera
llamada la Reina [la dama]. Completa la coleccién una pieza que aislada poco vale, pero
gue amparada por las otras se torna muy fuerte: es el Rey.

En pocas horas el Soberano comenzé a jugar fascinado por el nuevo pasatiempo, consiguiendo
derrotar a varios miembros de su Corte en partidas que se desenvolvian impecablemente sobre el
tablero.
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En determinado momento el Rey hizo notar, con gran sorpresa, que la posicién de las piezas, por
las combinaciones resultantes de diversos lances, parecia reproducir exactamente la batalla de
Dacsina. Intervino entonces Sissa para decirle:

- Piensa que para el triunfo es imprescindible que sacrifiques a este Visir (alfil), pero te has
empefiado indtiimente, Sefor, en defenderlo y conservarlo.

Con esta aguda observacion el Monarca comprendié que en ciertas circunstancia, la muerte de un
Principe es una fatalidad que puede conducir a la libertad y la paz de un pueblo.

- Quiero recompensarte por este magnifico obsequio -dijo el Rey-.
- Mi mayor premio es haber recobrado la felicidad de Vuestra Majestad -respondi6 Sissa-

- Me asombra tu humildad y el desprecio por las cosas materiales, pero exijo que
selecciones, sin demora, una retribucion digna de tan valioso regalo. ¢Quieres una bolsa
llena de oro?, ¢;Deseas un arca llena de joyas?, ¢Pensaste en poseer un Palacio?,
¢Aspiras a la administracion de una provincia?. Aguardo tu respuesta, ya que mi palabra
esta ligada a una promesa.

- Aprecio vuestra generosidad, Majestad, y como obediente subdito me veo en la obligacion
de escoger; pero no deseo joyas, ni tierras, ni palacios. Deseo que me recompenses con
granos de trigo, los cuales deberan ser colocados en el tablero, de la siguiente forma: un
grano por la primera casilla, dos para la segunda, cuatro para la tercera, ocho para la
cuarta y asi duplicando sucesivamente hasta la Ultima casilla.

ladava, al oir el extrafio e infimo pedido del joven, lanzé una sonora carcajada y, tras burlarse de
su modestia, ordend que se le diera lo que habia solicitado. Al cabo de algunas horas los
algebristas mas habiles del reino le informaron al Soberano que se necesitarian:
18 446 744 073 709 551 615 granos de trigo!!

Concluyeron los algebristas y gedmetras mas sabios, que la cantidad de trigo que debe entregarse
a Lahur Sissa equivalia a una montafia que teniendo como base la ciudad de Taligana, fuese 100
veces mas alta que el Himalaya. La India entera, sembrados todos sus campos y destruidas todas
sus ciudades, no bastaria para producir durante un siglo la cantidad de granos calculada.

El Rey y su Corte quedaron estupefactos ante los calculos estimados. Por primera vez el
Soberano de Taligana se veia en la imposibilidad de cumplir una promesa. Acto seguido, Sissa
renuncié publicamente a su pedido y llamé la atencién del Monarca con estas palabras:

- Los hombres mas precavidos eluden, no sélo la apariencia engafiosa de los numeros,
sino también la falsa modestia de los ambiciosos (...). Infeliz de aquel que toma sobre sus
hombros los compromisos de honor por una deuda cuya magnitud no puede valorar por
sus propios medios. Mas previsor es el que mucho pondera y poco promete.

Estas inesperadas y sabias palabras quedaron profundamente grabadas en el espiritu del Rey.
Olvidando la montafia de trigo que, sin querer, prometiera al joven brahman, lo nombro su Primer
Ministro. Cuenta la leyenda que Sissa orientd a su Rey con sabios y prudentes consejos v,
distrayéndolo con ingeniosas partidas de ajedrez, presto los mas grandes servicios a su pueblo.

Este sitio menciona como su fuente Juego&Ciencia N°22 Caracas-Venezuela 12-11-1999

Fuentes de informacion
Leyenda <http://www.sectormatematica.cl/ajedrez/leyenda.htm> leyenda ajedrez (9 de setiembre
de 2004)

Mitosis <http://www.arrakis.es/~lluengo/mitosis.html> mitosis (28 de junio de 2004)
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La inversa de la funcién exponencial

LA FUNCION INVERSA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Como ya es sabido, la grafica de la funcidn inversa se puede obtener como una reflexién con la
recta Y=X. Copie, en su cuaderno, el siguiente esquema e intente hacer la grafica de la funcion
inversa.

ay, oma=l

=7
:

:
:

0.1

En el caso de funciones de este tipo, pero con la base entre 0 y 1, puede copiar el esquema
siguiente en una hoja y doblar a través de Y=X y pintar la inversa.

a¥, con D<a<l

(1;:0
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Grupal De acuerdo con las graficas obtenidas complete las cuestiones que haga falta.

La funcién inversa de la funcién exponencial cumple con:

Su dominio es:

Su rango, ambito o recorrido es:
Si 0 ( a (1 entonces es decreciente
Sia)l entonceses

Su gréfica se acerca al eje “y” es decir el eje y es de la
grafica.

YV V VVYV

A continuacion se le brindan dos funciones exponenciales con tablas de valores. En cada caso,
utilice la tabla de valores de la funcion exponencial para obtener la tabla de valores de su inversa
y grafique cada inversa.

1) f(x)=3"
« |=2]=1l0]1] y ‘2‘1‘1‘3‘9
£ (0 _‘_‘1‘3‘9 entonces: ) 9 |3
9|3 ) -2 | | |
2X
2 - —
) 9(x) [5
x |=2| -1 |o|1]2 x |25 (/2|4
25 |5 214 entonces: 4 | 2 5|25
gx)| = | ==25|1|=| = =)
4|2 5| 25 g'(x)| [-1[o] |
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FUNCION LOGARITMICA (12

Reserfia Histoérica

“Una de las preocupaciones del hombre ha sido el calculo numérico. Siempre ha tratado de
inventar procedimientos cada vez mas rapidos y eficaces para calcular. Las maquinas
calculadoras, desde el 4baco hasta las computadoras electronicas de nuestros dias, son la mejor
prueba de que esta afirmacion es cierta.

John Napier publicé en 1614 unas tablas por medio de las cuales se pueden calcular productos,
cocientes, potencias y raices con relativa facilidad y en 1624 su discipulo Briggs publicé otras

tablas con el mismo propoésito. El manejo de éstas resulta ser mas simple que en las de Napier™.

“Los logaritmos son utiles para quienes deben manejar constantemente niameros muy elevados o
bien muy pequefios y efectuar los calculos complicados que se requieren en matematicas,
ciencias, en la industria e investigaciones. Los logaritmos se desarrollaron en el siglo XVII, para
satisfacer la necesidad de un método mas rapido y menos tedioso de efectuar célculos
complicados con multiplicaciones, divisiones, potencias y raices. Por supuesto, en nuestros dias
contamos con maquinas calculadoras y computadoras que efectian muchas operaciones
complejas; pero no todos tienen acceso a ellas y, por tanto, usan logaritmos.

Los logaritmos se aplican en campos tan diversos como son la banca, quimica, administracion
publica, electronica, seguros, fisica, estadistica y la ingenieria. Los logaritmos constituyen la
manera mas conveniente de resolver célculos complicados, cuando es insuficiente la exactitud de
la regla de célculo o cuando no se dispone de una calculadora de escritorio.”

Caracteristicas

Hay una forma diferente de numeros exponenciales a la que se ha dado el nombre de “logaritmos”.
Si se ve la expresion “log 4", debe leerse “logaritmo de cuatro”. De la misma manera, “log 6" se
lee “logaritmo de seis”, etc.

Actividad

RN
y=2"
Justifique por qué f es una funcién biyectiva:

“1) Considere la funcién exponencial

2) ¢Cumple f las condiciones para poder definir su funcién inversa? ( )Si () No
¢Por qué?

! Cérdenas Trigos, Humberto. Matematica. Tercer Curso. Primera Edicion. Compafiia Editorial Continental, S.A. México. 1972.
2 Federal Electric Corporation Logaritmos. Ed. Limusa, S.A. México. 1973.
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3) De acuerdo con la respuesta anterior, ¢, Cudl es el dominio de la funcion flo
&Y el codominio?

4) Silaimagen de -5 mediante la funcién f=2% es 1, entonces...
32

¢Cudl es laimagen de 1 mediante la funcion flo
32

¢, Porqué ?

Observe que:

(=2 =y (L) -4

1 16
f(-1)=2‘1=% y f'{%):-l
f(3)=2°=38 y f*(8)=3

Con base en los ejemplos aportados, complete la siguiente tabla para las funciones fy
f L considerada en esta actividad.

X -5 -4 -2 -1 1 3 4
f(x)=2" 1 1 4
8
X 1 1 1 4 16
32 4
f1(x) -4 -1 3

5) Analice la primera tabla: Tal y como esta definida la funcién f, sabemos que su criterio es

f(x) =y=2", lo que equivale a que un aumento de “x” implica un aumento de “y”, es decir “x” es
la variable independiente y “y” la dependiente.

1
Trate ahora de obtener el criterio de la funcion inversa de X eV entonces Y =-5
f. Para ello, observe que si: 1
X = 2 entonces y=-2
x=8 entonces y=3
x=16 entonces y=4
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Exprese como potencias de 2 cada uno de los siguientes nimeros reales

1, 1 5
32 4
8= 16 =

6) Con base en el paso anterior justifique por qué se puede garantizar que la funcion inversa de
y = 2" corresponde a la funcion x = 2

7) Con el analisis anterior y la respuesta del paso 6), podemos concluir que:
RN fLR* SR
X— 2% 2X > x
La funcién “f’ corresponde a la funcion exponencial de base 2 y su criterio es f(x)= y=2%;su

funcion inversa corresponde a la funcion logaritmica de base 2 y su criterio es el siguiente:
f1(x)=y=log, x.

Por ser “f"y “f "1 funciones inversas se verifica que:
y=log,x & x=2Y

Con base en las tablas que complet6 en el paso 4), construya, en un papel transparente y en un
mismo sistema de ejes cartesianos, los graficos de ambas funciones.

De igual manera que se define la funcién |Ejemplos:
logaritmica de base 2, puede definirse la log ,4 = 2 por lo tanto 22 _ ¢
funcion logaritmica de base “a”, en la que, 2
dicha base debe conservar las condiciones| log,,100 = 2 por lo tanto 102 =100
que cumple en la funcién exponencial, es decir 1
I 7=1 rlotanto 7° =7
aeR*, a#1, ademas, el dominioes Ry el 09 por 10 tanto
. 13 1 1
codominio R . log , n —_92 por lo tanto 92 _ 7
L:R* >R, y=log,x; aeR", a=1l 1 1
3/ _ _ 3
y=log,x< x=a’ IOQZ«/E—g pues 2° =2
1 1
Iogzzz—Z pues 22—2
log . 1=0 pues 5% =1

3 Bolafios, Guiselle: Matematica Activa. 10°.Primera Edicion., Textos Modernos Cattleya. San José, 1993.
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Ejercicio Halle la funcion inversa de f(x)=log;Xx y grafique ambas funciones en un mismo
plano.

Respuesta
Si f(x)=log, x f:IR* - IR
f*(x)=3" f':IR — IR*
1 1
X — 1 3 9
9 3
logsx | -2 -1 0 1 2
X -2 -1 0 1 2
1 1
3" — — 1 3 9
9 3 '

Literatura consultada

Bolafios, Guiselle. (1993) Matematica Activa. 10°. San José, Costa Rica: Editorial Textos
Modernos Cattleya.

Cérdenas Trigos, Humberto. (1972) Matematicas. Tercer Curso. Editorial Continental, S.A.

Clifford, Martin. (1974) Mateméticas para técnicos electricistas. México: Publicaciones Cultural,
S.A. Ensefianza Técnica.

Federal Electric Corporacién, (1972) Logaritmos. Centro Regional de Ayuda Técnica México.

Horwes, Vernon. (1973) Algebra Intermedia. Buenos Aires, Argentina: Editorial Centro Regio de
Ayuda Técnica.
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FUNCION LOGARITMICA 21
(CONTINUACION)
Caracteristicas utiles
Sia>1
Los nimeros menores gque 1 tienen logaritmo negativo

Los nimeros mayores que 1 tienen logaritmo positivo

Si0<ax<1
Los nimeros menores que 1 tienen logaritmo positivo
Los numeros mayores que 1 tienen logaritmo negativo

Logaritmos Decimales

Se llaman logaritmos decimales o vulgares a los logaritmos que tienen por base el nimero 10. Al
ser muy habituales es frecuente no escribir la base.

log,;x =log x

Al logaritmo base diez también se le denomina logaritmo comun.

Logaritmos Neperianos

Se llaman logaritmos neperianos, naturales o hiperbélicos a los logaritmos que tienen por base el
namero e.

log, x=Inx= Lx

“John NAPIER (escrito también NEPER) naci6 en 1550. Procedente de la baja nobleza
escocesa, mostré toda su vida un espiritu curioso y dindmico, a pesar de una vida
alejada de los centros culturales de la época. La introduccién de los logaritmos no es
su unico titulo de gloria, puesto que escribié también un texto sobre las ecuaciones e
imaginé ademas un sistema de célculo por medio de regletas graduadas”

Tomado de http://nti.educa.rcanaria.es/penelope/es_conflefort.htm
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Cambio de Base

En las calculadoras, se cuenta con los logaritmos base 10 y el de base e. Por lo tanto, es
necesario contar con algin mecanismo para calcular los otros logaritmos.

Una forma de lograrlo consiste en:

a) Calcular el logaritmo (comun o neperiano) del valor.
b) Calcular el logaritmo (comudn o neperiano) de la base en cuestion.
c) Realizar la division entre esos dos valores.

Considerando a como la base diferente, N como el valor al cual se aplica el logaritmoy b como
la base decimal (10) o la base natural ( e ), Simbdlicamente, se puede expresar como:

log, a log, a

log,

Ejemplo: Calcular logs (110)

Para calcular logs (110) se puede recurrir a la calculadora y utilizar uno de los dos logaritmos que
se mencionaron.

Cambio a base diez Cambio a base e
a) log (110) =~ 2,0414 a) In (110) ~ 4,7005
b) log (5) ~ 0,6990 b) In(5)~ 1,6094
c) log (110) /log (5) ¢) In (110) /In (5)
Por lo tanto: Por lo tanto:
logs (110)= 2,9205 logs (110)= 2,9205
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PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 2y

1. Logaritmo de un producto

El logaritmo de un producto de dos numeros es igual a la suma de los logaritmos de
cada uno de ellos.
loga(X - Y)=loga X + l0g, Y

Demostracion:

Sea log, X = x; esto significa que a* = X.
Sea log, Y =y; esto significa que a’ = Y.

X+y _

loga(X - Y)=logs (@° - @) = logy @ =x +y =loga X + log. Y

Este resultado se puede generalizar para méas de dos factores.
Si Xg, Xz, X3, ..., Xy SON N ndmeros reales, positivos y no nulos,

[0ga(X1 - Xz ... Xp)=10ga X1 +10ga X2 + ... + 1009, X,
2. Logaritmo de un cociente

El logaritmo de un cociente de dos numeros es igual al logaritmo del numerador
menos el logaritmo del denominador.

lok 5 ; = Jogg X - logg ¥

Demostracion:

Sea log, X = x; esto significa que a* = X
Sea log, Y =y; esto significa que @’ =Y

X 7" .
logy — = logs — = log, &Y = -y = dogy X - g ¥
: a

3. Logaritmo de una potencia

El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la
base de la potencia.

loga X" = nlog, X
Demostracion:

Sea log, X = x; esto significa que a* = X.
loga X" = loga (@)" = loga @™ = nx = n loga X
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4. Logaritmo de unaraiz

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido entre el indice de
la raiz.

1
.I'CIQ‘; L?l{}_/ = ; -llogal i

Demostracion:
Este es un caso particular del apartado anterior, logaritmo de una potencia.

1
lag, W = log, X = 1 g X

n

Obsérvese que las propiedades anteriores se refieren al logaritmo de un producto, un
cociente, una potencia y una raiz, pero nada se ha dicho sobre el logaritmo de una
suma o una resta. El logaritmo de una suma o de una resta no admite desarrollo.

OTRA PROPIEDAD

5. Logaritmo de un cociente

El logaritmo de un cociente de dos nimeros es igual a la diferencia de los logaritmos
de cada uno de ellos.

l0ga(X : Y)=10ga X - 109, Y

Ejemplo: Iog[;—il(j =log(x +1)—log(2 — x)

236



Propiedades de logaritmos

SIMPLIFICACION DE LOGARITMOS 15

Simplificacién de logaritmos

Las propiedades de los logaritmos se utilizan en la solucién de diversos tipos de ejercicios.
Se destacan algunas de las mas Utiles a través de la siguiente actividad.

Actividad

A continuacioén se presenta un cuadro, estructurado de la siguiente manera: en la columna de
la izquierda se presenta el procedimiento con un espacio que usted debe completar para que
la proposicion planteada sea verdadera. En la columna de la derecha se presenta el
procedimiento completo, para que pueda evaluar la respuesta dada.

Antes de iniciar la actividad, es necesario recordar las propiedades de los logaritmos.

Resumen de las propiedades de la funcion logaritmica:

1) f(1)=0 es decir, el gréafico siempre contiene el punto (1,0)

2) loga x es positivo cuando x>1ya>1ocuando x €0, y ae]0q

logaXx es negativo cuando x €]0,1] y a>1 6 cuandox>1y a €0,

3) log,x no esta definida para valores de x, X e]-oo,O[

loga b
4) aoga =b puessi Iogab=X:>aX=b:>aIOQab=b

5) logg a’ =r puessi loga a'=x=>a*=a=x=r

6) Si My N son nimeros reales positivos, y a>0, a # 1 entonces
loga(M-N)=logg M +loga N

|09a( )= logg M —loga N

|09a( ) —logg N

Ioga( N) =Nlogg M

logg N\/_=%Ioga M
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En los cuadros siguientes se usaran las
propiedades de los logaritmos y el hecho de que

log, 3=0,7925

Hallar log, 6:
log, 6=1log,(2- )=
=log, +log,
=05+ =
Hallar log, +/3: log, 6 =log,(2-3)
0 =log,2+1log,3
log,+/3=l0g,3"= log, I = 0,5+0,7925=1,2925
] (©7925)= [ ]
3 1
Hallar Iog4z: Iog4\/§=log432
3 1
log, 7 =log, - log, = 109,3
= - = = %(0,7925): 0,3962
1 3
Hallar Iog4a: |094Z=|094 3—log, 4
1 ~ =0,7925-1
log, P log,24 = log,24 _ 02075
= Iog4(23 - )
= (Iog423 +log, )
= (8log, + log, )
= 6 )+ )
= (15 + )
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También pueden usarse las propiedades de los
logaritmos para escribir log, 8 - log,16 + log,12
como el logaritmo de un sélo numero.

log, 8 - log,16 + log,12

=(log,8 + log, 12) - log, 16

1
log, — =log, 24™
9424 9,
=-1log,24

= -log, (2° -3)
= -(I09423 +log, 3)

= log,(8- )~ log, 16 = -(3log, 2 + log,3)
= -(3(—) + 0,7925j
2
= -(1,5+0,7925)
=-2,2925
Simplificar: log, 8 —log, 16 + log, 12

3log, SW—%Ioga 36

= Ioga(SW)—loga( )

= (log, 8+ log, 12) - log, 16
=log,(8-12)-log, 16

8-12
= |0g4?= IOg46

log, 33(%) - log,
=log, 27- - log,

= log, = log,
Simplificar:

Ioga(x2 -~ yz)— log, (X +Y)

=log,

C ) )

=log,

3log, ?%/E—%Ioga 36

= Ioga(3i/§)3 -~ Ioga(36)%

= |ogl.3133(i’/§)3 —log, 6
=log,27-2—1log, 6

=log, % =log, 9

=log,
lo (x2 - 2) —log, (x +
Recuerde:  Simplificar no es més, que llevar a la J y ga( y)
forma mas reducida, una expresion algebraica. B Z_y?
Por ello, las propiedades de los logaritmos nos = log, X+y
permiten reducir una expresion logaritmica muy
compleja en una mas sencilla.  log (x+y)(x-y)
: X+y
=log,(x-y)
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CALCULO DE LOGARITMOS EN CALCULADORA

Las siguientes orientaciones no excluyen la lectura y analisis del manual de usuario de la
respectiva calculadora.

Tipos de calculadoras

DAL (Direct Algebraic Logic)
Por ejemplo: Sharp y el modelo con las siglas VPAM de la Casio.

Como cuando construimos a mano las expresiones matematicas, tenemaos que poner las funciones
de dos argumentos entre ellos dos, algunas funciones de un argumento antes del mismo y las
otras, después del argumento.

Estas calculadoras cuentan con una tecla ANS la cual es similar a la MR, de manera que
permite utilizar el resultado anterior. Es util cuando éste ha de ser el argumento de una funcién
que lo requiere detras, como en el caso de 10*. Sin esta tecla, habria que usar una memoria.

NM (Notacién mixta)
Las hay en Casio, Tly CITIZEN.

En estas calculadoras, tenemos que seguir poniendo las funciones de dos argumentos en medio
de ellos, pero todas las funciones de un argumento van después de él. Puede parecer mas
sencillo, pero como escribimos con la notacién anterior y operamos con la siguiente, ésta hay que
aprenderla a parte.

RPN (Reverse Polish Notation)

Notacién Polaca Inversa, tipica de las calculadoras HP. Se llama asi en honor al matematico
polaco Jan Lukasiewicz, su inventor. En estas calculadoras todas las funciones se ponen después
de sus argumentos. Necesitan una tecla, habitualmente ENTER|, para separar o introducir los
argumentos; pero no necesitan paréntesis. Se introducen y se efectian los calculos en el orden en
el que los realizariamos a mano. Dicen que asi se necesitan menos pulsaciones, yo afiadiria que
también se necesitan mas conocimientos matematicos.
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Logaritmos

Segunda operacion inversa de la potenciacion, la logaritmacion (aunque nunca la he visto llamada
asi) nos permite encontrar el exponente de una potencia conociendo el resultado y la base. Igual
que la potenciacién y la radicacién, tampoco es conmutativa y los nimeros que intervienen reciben
nombres diferentes: la base corresponde a la misma base de la potencia y el argumento al
resultado de la potencia. Asi, el logaritmo en base a de b es, por definicién, el exponente al cual
hay que elevar a para que dé b.

Histdricamente mas importante por sus propiedades (que ayudaban a transformar farragosos
productos y cocientes en sumas y diferencias) que por la propia definicién, hasta no hace
demasiado los logaritmos se calculaban con ayuda de tablas que previamente habian sido
elaboradas con mucha paciencia.

Las calculadoras cientificas sélo suelen incluir teclas para los logaritmos en base 10y e, m y

m, respectivamente. Para el resto de bases tendremos que utilizar la propiedad del cambio
de base, segun la cual cualquier logaritmo es igual al cociente del logaritmo del argumento entre el
logaritmo de la base, ambos logaritmos en cualquiera otra base, pero la misma, puede ser 10 o e,
si queremos aprovechar las teclas mencionadas:

_logm _Inm
loga Ina

log, m

Dependiendo del tipo de calculadora, calculariamos 1og10 (es 1):

m n B en calculadoras DAL
n B m en calculadoras NM o RPN

Para el calculo de algunos valores es necesario aplicar el cambio de base, por ejemplo:

Calcular log, 8 (es tres)

log8
log2

m B B m E en calculadoras DAL
E m B E m = en calculadoras NM
(8 Jlos] 2 Jioo | + [,

De acuerdo con el cambio de base, puede obtenerse con y en la calculadora se realiza:
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Si quisiéramos usar logaritmos neperianos (en base e) en lugar de decimales (en base 10), tan

s6lo habia que cambiar por

Aqui no hay problemas con los negativos, puesto que no estan definidos los logaritmos de base ni
argumento negativo.

Hagamos algunos calculos con logaritmos menos inmediatos:

gm® log4,6-107%

7
+/log, 4 |0g0,8(4j

En la calculadora, ciertos resultados no se pueden mostrar, por ejemplo el calculo de 304% da
error y el de 304 da cero. Sin embargo, sabemos que estas respuestas NO son validas ni
ciertas. Para estos casos se puede utilizar el logaritmo y propiedades de las potencias. En la
historia humana, antes de la invencion de las maquinas calculadoras, los logaritmos
desempefiaron un importante papel de calculo.

log304% = 65-log 304 log304™® = -65-l0og304

Con aproximaciones de cuatro cifras decimales, se resuelven los casos de la pagina anterior.

DAL 9 A In 5
gns NM 9 x¥ 5 In ES 34,3300

RPN 9@5 In x¥

DAL log 4 -+ 6 EXP (-) 2 8 [E&
log4,6-10% NM 4 . 6 Exp 2 8 BA log -27,337

RPN 4 . 6 Exp 2 8 BA Iog
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DAL [ (In 4 + In 3 ) B8
-/log, 4 NM (4 In + 3 In ) \/7

RPN 4 In 3 In + N

7 DAL Jog (7 + 4 )+ log 0 . 8 EXE
Iog0’8[4j NM (7 = 4 ) log + 0. 8 log EA
RPN 7 m 4 + log 0. 8 log =

log304% =65-1log304 =161,39
por tanto, 304%° =10'* =10""%* =10 .10%% = 2,437 .10"

Ejercicio

Realice los célculos para 304

Fuente de Informacioén

Logaritmos-Calculaweb <http:/mww.ctv.es/USERS/vaello/manual/c-logaritmes.htm>

propiedades logaritmos (setiembre 2004)
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Ecuacion exponencial

ECUACION EXPONENCIAL (23,

Descripcion

Se llaman ecuaciones exponenciales a las ecuaciones en las que en algin miembro aparece una
expresion exponencial (potencia de base constante (niUmero) y exponente variable (x, y, etc). Por
ejemplo:

(a) 2= 4

(b)s % -3

(C) 42X+1: (0’5)3X+5
(d) 2X-l + 2X+ 2x+l: 7

Se trata de encontrar algun valor de x que cumpla la igualdad.

En casos sencillos, eso se puede lograr por simple observacion, como en el primer ejemplo
anotado:

Si representamos la funcion exponencial y = 2* y la recta y = 4, el valor de "x" del punto de corte de
ambas graficas sera la solucion de la ecuacion 2*= 4.

Se puede apreciar en la siguiente ilustraciéon

i y=2*

N

N > y=4
-+ Funto de
1 Interseccion.

XE/;

Pero no siempre se obtiene una solucién tan evidente, por lo cual, en otros casos se utilizan
propiedades algebraicas.
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Para resolverlas numéricamente, se pueden clasificar, en general, en dos tipos:

Tipo 1

Corresponden a este tipo los tres primeros ejemplos:
2%=4

3%7%_3

42X+1 - (0,5)3x+5

En estos casos, a diferencia del ultimo, se observa que los dos miembros de la ecuacion contienen
un sélo término ("no hay sumas").

La solucion se determina logrando expresiones con bases iguales, luego se igualan los
exponentes.

a) 2"=4 no hay sumas, se busca escribir en iguales bases
2= 27 las bases son iguales
X=2 se igualan exponentes y se obtiene la solucién
2-x2
b) 3 =3 las bases son iguales
2 .
2—-x°=1 se igualan los exponentes
2-1=x°
X=-1
1=x? o y
Xx=1
2x+1 3x+5 . .
C) 4777 = (0,5) es necesario que las bases sean iguales
3x+5
22(2x+1) _ 1 , 1
| A 4=2 0,5==
2 Y 2

94x+2 _ (2 1 )3X+5

24X+2 _ 2—3X—5 L
= las bases estan iguales

4x+2=-3x-5 se igualan los exponentes
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4X+3x=-5-2
IX=-7
-7
X=—
7
X=-1
Tipo 2

Corresponde a este tipo
d) 2+ 2"+ 2 =7
Como se observa, a diferencia de los primeros ejemplos, implica sumas de términos.

En este caso se expresa la ecuacion en funcién de 2* y luego se obtiene un factor comun.

2%.271 42 422" =7 se utilizan leyes de potencias

2*(2‘1+1+ 21)=7 se factorizd por factor comln
2*(%+1+ 2} =7 se usan leyes de potencias
2*.35=7
2" =7+35
2°=2
x=1
Ejercicios
X 1 X+2
a) 3" == b) 4% =16
3
. 1
c) 81-3* =27 d) 125 = =
1 2x-3
e) 3°+3" =27 f) 2% :(ZJ
Respuestas
3
a) -1 b) 0 c) -1 d) 3 e) 2,37 f) s
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PRACTICA DE ECUACION EXPONENCIAL (15

Resefia histérica

“El filosofo y matematico francés René Descartes en el siglo XVII inventé la notaciéon

exponencial. Asi, por ejemplo, al producto x-x- X - X lo nombré x*. Esta forma de denotar a un

producto de factores iguales se usa en la actualidad universalmente”.!

Ejemplos de resolucion de ecuaciones exponenciales:

a) 4-2°*1=8
4. 2X+l =8
2%2.2**1 =23 se expresan todas las expresiones como potencias de una sola base
2271 — 23 se suman los exponentes de potencias de igual base
2**3 = 23 como la funcion es inyectiva obtenemos

X+3=3
x=0 solucion

b) 27.372*1 =9.3%
3%.372 =32.3% seexpresan todas las expresiones como potencias de una sola base

32 = 32 ge suman exponentes de potencias de igual base si se multiplican

32 =3%2  como la funcion es inyectiva obtenemos

-2X+4=3x+2
2

-X =2 X=—
5

Practica
“LABERINTO MATEMATICO
Indicaciones
El conjunto solucion de las ecuaciones exponenciales que se anotan en los pasos del O al
10, se encuentra en alguno de los circulos de la figura. Trace el camino que permite al disquete

llegar a al computadora. El punto de partida es aquel en que se encuentra el disquete y a partir
de éste, los demas puntos corresponden a aquellos en que esta el conjunto solucién de cada

! Cérdenas Trigos, Humberto. Matematicas. Tercer Curso. Compafiia Editorial Continental, S.A. México 1972.
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ecuacion, en el orden en que aparecen y sin omitir alguna. La trayectoria del laberinto no puede
pasar dos veces por una misma casilla.

0) 1) 5%+ = 25 2y 270%+3) =%
10x+25 x?-3 x2+5x
2 (Y powesn 5 (379
5 2
2

6) (ZX) -10-2*+16=0, (Sugerencia: Designe 2*con "a"" es decir a = 2")*

X\/_ \/_ 1 (x+7) 2
7 3 3= 27 8) 9= 3(5) 9) 64% =1

27y

Ejercicio como éste no esta en el programa, pero es conveniente que usted lo resuelva, solicite ayuda docente si la
requiere.
2 Bolafios, Guiselle: Matematica Activa. 10°. Primera Edicién. San José, Costa Rica, 1993. Textos Modernos
Cattleya.
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Respuestas

1) {1}, 2) {9} 3) {-5}., 4) {4},5)

3
Literatura consultada
Ubicacion: San Pedro de Montes de Oca. Biblioteca de la Universidad de Costa Rica.

Bolafios, Guiselle. (1993) Matematica Activa. 10°. San José, Costa Rica: Editorial Textos
Modernos Cattleya.

Perelmann, Y. (1968) EI divertido juego de las matematicas. Bogota, Colombia: Circulo de
Lectores, Ltda.

Ubicacion: CENADI, Biblioteca Tobias Retana.
Céardenas Trigos, Humberto. (1972) Mateméticas. Tercer Curso. México: Compaiiia Editorial
Continental.
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MAS DE ECUACIONES EXPONENCIALES (4

Como la funcién exponencial posee inversa, esta se puede utilizar en la solucién de ecuaciones.

Ejemplos:
A) 2%'=6
22X-1 - 6

log2(2%") = log ( 6)
(2x-1) log2(2) = 1092 (6 )

2x-1= Iog_26
log, 2
2X _1 = Iog—26
1
2x-1=log, 6

2x = (log, 6)+1

1+log, 6
2

X =

aproximacion.

B) e®1 =256
e ! =256
Ine** =In25,6
(3x-1)Ine=1In256
3x-1=1In25,6
3x=(In25,6)+1

1+1In25,6
X=""1
3

la funcién inversa es log, x

por una propiedad de logaritmos

pero recuérdese que log, a =1

Use la informacion de paginas 234 y 241 para una

la funcién inversa de € es el logaritmo neperiano In x

se utilizé una propiedad de logaritmos

pues Ine=1

Utilice la calculadora para obtener una aproximacion.
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SITUACIONES POR RESOLVER

En cualquier situacion de conflicto debe imperar el amor,

y la justicia debe ser un tamiz en la solucién.
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ECUACION LOGARITMICA

Descripcion

Se llaman ecuaciones logaritmicas aquellas en las que en la incognita es argumento de una
expresion logaritmica Por ejemplo:

(@) log,(x—1)=log,(2x —4)

(b) Iogs(x2 —x+1):2

(©) log,(2—x)+log,(1-x)=3

(d) log(3x+2)=1+log(x —1)

(e) (Inx) =1In(x?) Cuidado: NO es lo mismo (logs X)" que log, X"

() log(logx)=2

Se trata de encontrar todos los valores de x que cumplan la igualdad. Y siempre debera
comprobarse los datos determinados.

En casos sencillos, cuando es una igualdad de dos logaritmos en la misma base, se igualan los
argumentos, como en el primer ejemplo anotado:

(@) Iog3(x—l): Iogg(2x—4) es una igualdad de logaritmos en la misma base, no hay

sumas
X-1=2x-4 se igualan los argumentos
-1+4=2x-X
seresuelve
3=X

Comprobacion: Se sustituye en cada miembro de la igualdad.
En el lado izquierdo: log,(3-1)=log, 2
En el lado derecho:  log,(2-3—4)=1log,(6-4)=log, 2

Como se obtiene la misma cantidad y ademas esta bien definida, entonces se puede
afirmar con certeza que la solucibn es X = 3.
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En la solucion de algunas ecuaciones logaritmicas es basico recordar la definicion del logaritmo:

Si ¢ esellogaritmo en baseb dew entonces belevadoacesw

log, w=c siy solosi b =w

En el ejemplo b se aplica la definicion:

(b) Iogs(x2 - x+1): 2 es unaigualdad de un logaritmo y un valor concreto
52 =x*-x+1 se aplica la definicién
25=x"-x+1 se obtiene una ecuacion cuadrética

X2 —x+1-25=0

x> —x-24=0
“ = 1+y1-4.1--24
- 2 .
se usala férmula general
L1497
2

X~54244 y x~-4,4244
Comprobacion

log, (x? —x+1)=2

Para 5,4244

l0g24,99971536

~1,999992926
log5

log, (542447 —5,4244 +1) = log, 24,99971536 =

Lo cual significa que es 2, por lo tanto, se acepta la solucién 5,4244.

Para —4,4244

In24,99971536

~1,999992926
In5

log, ((— 4,4244)° — (- 4,4244)+ 1)= log,;(24,99971536) =

Lo cual significa que es 2, por lo tanto, se acepta la solucion -4,4244.

En el ejemplo f se utiliza la definicion reiteramente...
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(f) log(logx)=2

10% =log x por definicion

100 = log x

log x =100 aqui se usa la definicién, de nuevo.
10100 =X

Comprobacion

Iog(loglolo")z log(10010g10) = log(100-1) = log100 = 2
2
por propiedad 3 pag30 T pues logl0es1

Por lo tanto, se acepta la solucion.

En algunos casos se deben aplicar las propiedades de los logaritmos.
() log,(2—x)+log,(1-x)=3
Iogz(2 - X)(l— X) =3 utilizando la propiedad “logaritmo de un producto” (p. 30)

log,(2—-3x+x?)=3

2° =2-3x+x? utilizando la definicion
8=2-3x+x*
0=-6-3x+x?
3+4/33
“ET . ,
utilizando la formula general
3-4/33
X, = >

Comprobacion

Se puede usar una aproximacién para cada valor.

3+\/§
2

Para X, = ~ 4,372281323 ~ 4,3723
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log, (2 - 4,3723) +log, (1-4,3723) =
log, (- 2,3723) + log, (- 3,3723)
Se obtienen argumentos negativos.
Es decir, la funcion NO esta definida en este valor.

3+\/§
2

como solucién.

Por lo tanto, SE RECHAZA el valor X, =

V33

Para X, = B_T ~-1,3723

log, (2 —-1,3723)+log, (1--1,3723) = log, 3,3723+ log, 2,3723 =log, 8 = 3

3-4/33
2

Por lo tanto, X, = SE ACEPTA como solucion.

(d) log(3x+2)=1+log(x —1)

Se despeja log(3x +2)—log(x—1)=1
Se utiliza la propiedad 6 apartado 2 pag32 Iog(3x +12) =
X —_
o . 1 3X+2
Se usa la definicion de logaritmo 10" = 1 X No puede ser
X —

Se resuelve la ecuacion:

_3x+2

x-1
10(x 1) =3x +2
10X —10 = 3x + 2
7x=12

12
X=—
7

10

Comprobacion

Se calcula cada lado de la igualdad con el valor hallado x = %
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log(3x +2) = Iog(S-% + 2) = |og(?} ~ 0,853871964

1+log(x-1)=1+ Iog[% —1) =1+ Iogg ~ 0,853871964

: . 12 .
Se obtuvo lo mismo en cada expresion, = se acepta al valor - como solucion.

(e) (Inx)? =In(x?)

(In x)2 =2Inx por propiedad “logaritmo de una potencia” p30
(Inx)’ =2Inx =0 despejando

(Inx)Inx)-2Inx =0 pues una expresion a la 2 es multiplicacion
Inx(Inx—-2)=0 factorizando por factor comdn

Inx=0 o Inx-2=0 pues un producto es cero si uno de sus factores

es cero
Inx=0
e’ =x por definicion
1=x por leyes de potencias
Inx-2=0
Inx=2
e’ =X por definicion

Comprobacion

(Inx)* =In(x?)
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(2" = (0 =

para x =1 dio lo mismo, por lo tanto, se acepta x=1
In(12)=In(1) = 0
(Ine?f =(2Ine)? = (2-1° =(2)* =4
para X = e’ ) se acepta x=e?
In((ez) = In(e4)=4lne:4-1:4
RETO:

Resuelva graficamente la ecuacion |Og2 X=3
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COLECCION DE EJERCICIOS (25

Resuelva las ecuaciones logaritmicas que se presentan a continuacién. Recuerde verificar las

soluciones obtenidas.

log,(x +1)+log,(x+3)=1

e log,8+log,(a+5)=3
e (3-logx)2+logx)=0
e log(m+1)-log(m-1)=1

e log(x+1)-logx=1log3

e —log(p-1)=2

e log5+logk =2

o logh+log(h-3)=1

. I092x2+I09223:Iogzx3—Iogzi
32

e 3log, x=1log, 36+log,12—log, 2

e log,, x=1+log,, Jx
e log,(x-3)-log,(2x+1)=—-log, 4

o log, x+log, x* =1
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Respuestas

x=0

a=3

x=1000 y x=0,01

11
m="="-
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’ APLICACIONES ,
FUNCION EXPONENCIAL Y FUNCION LOGARITMICA 4

La importancia de los modelos matematicos para el analisis de fendmenos de diversos campos es
incuestionable y ademas es una caracteristica que contribuye a la motivacion hacia el estudio de la
matematica.

En el caso de las funciones exponencial y logaritmica, los aportes son tan valiosos que el ejercicio
de resolucién de situaciones problema, no sélo contribuye al ejercicio de destrezas en el ambito
matematico sino que ayuda a la toma de conciencia de la relevancia de la matematica en la
ciencia, economia, ciencia social, médica y otras areas.

Funcion Exponencial

El crecimiento de bacterias y el crecimiento demografico son sélo dos ejemplos de aplicaciones de
la funcién exponencial. A continuacion se presentan ejemplos de estas y otras aplicaciones.

Crecimiento de poblaciones

El crecimiento de poblaciones de personas, bacterias, animales o insectos se aproxima al
crecimiento exponencial. Es decir, se pueden “emular” con una funcién exponencial.

Este fenbmeno se estudia desde el tiempo de duplicacién, es decir un modelo para el tiempo que
tarda una poblacién en tener el doble de individuos o0 miembros. Y la “formula” es la siguiente:

t
P = P,2¢

P representa la poblacion en el tiempo t
Poblacion inicial - > P, es la poblacion en el tiempo t =0
d es el tiempo de duplicacion
Ejemplo

En Telecumbria la poblacién alcanza el medio millén, y se estima que en 12 afos sera de un
millén. Si el crecimiento sigue la misma tasa, ¢,cual seré la poblacion en 20 afios?

Solucién

De acuerdo con la informacién la poblacion inicial es de 500 000 personas y el tiempo de
duplicacion es de 12 afios ( pues se estima que en ese tiempo seréa el doble, o sea un millén)

La pregunta es cuanta sera la poblacion dentro de 20 afios. Por lo tanto, sustituyendo los valores:
20

P =500000 - 212
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5

P =500000 - 23
P ~ 1587401

Respuesta: Si la tasa continla manteniéndose, en 20 afios la poblacién serd aproximadamente de
un millén quinientos ochenta y siete mil cuatrocientos una persona.

Ejercicio Para el ejemplo anterior, calcule la poblacién para dentro de 18 afios.

Desinteqgracidon radiactiva

También denominada “crecimiento negativo” o  “decaimiento radiactivo”. Los materiales
radiactivos son muy utiles en la ciencia médica, para terapias y diagnosticos. Por otra parte, son
fuentes de potencia en satélites.

Se inicia con una cantidad A, de un determinado is6topo radiactivo, la cual decrece
exponencialmente con una tasa que es particular de cada is6topo. Una medida de la tasa de
desintegracion es la vida media del is6topo, es decir el tiempo que tarda en llegar a la mitad de la
cantidad inicial.

Un modelo de decaimiento es

=A2"
en el cual A es la cantidad del material en el tiempo t
Ao esla cantidad inicial, es decir en t=0

h es la vida media (tiempo en llegar a la mitad)

Ejemplo

El oro radiactivo 198(198Au) material para las radiografias del higado, tiene 2,67 dias como vida

media. Si se inicia con 45 miligramos de la sustancia, ¢cuanta cantidad quedara después de 1
dia?

Solucién
;t h = 2,67
De acuerdo con el modelo de desintegracion, A=A, 2 "y sustituyendo los valores A, =45
t=1
1
Se tiene que A=45e2%%
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De donde y con ayuda de la calculadora A=3471

Esto indica que después de transcurrir un dia la cantidad del material es de 35 miligramos
aproximadamente.

Ejercicio Resuelva el siguiente problema
En el diagnostico de tumores malignos se utiliza el is6topo radiactivo del galio 67(67Ga), cuya vida

media es de 46,5 horas. Si se inicia con 95 miligramos, ¢cuantos miligramos quedaran después
de medio dia?

Funcién logaritmica

Intensidad de sonido

El oido humano percibe el sonido en un rango increible de intensidades. Un oido sano puede
escuchar sin dafio un sonido de un billon 1 000 000 000 000 de veces la del sonido mas leve que

es capaz de oir. El trabajo con numeros de tal rango es complejo, por ello se estudia el fenbmeno
con logaritmos, de manera que se construyen escalas mas comprimidas.

Un ejemplo de escala de sonido es el decibel:
I
D=10log—
Io
D es el nivel de decibeles del sonido.

. , , : W
| es laintensidad del sonido medida en watts por metro cuadrado (—zj .
m

I, = 107 lo cual se puede expresar como |, =10 wats por metro cuadrado.

Ejemplo

Determinar el nUmero de decibeles de una conversacion normal con una intensidad de sonido de
32x107°.

Solucion
Se conoce la intensidad de sonido | la cual es 3,2x107°.

lob, siempre es 1072,
Se desea determinar D, es decir el nivel de decibeles.
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3.2x10°
12
D =1OIog—3’2X%0

D =10log(3,2x10°)
D = 65,0515

Una conversacion normal tiene aproximadamente 65 decibeles.

Ejercicio Determine los decibeles de un taladro con intensidad de sonido de 3,2x107°.

Intensidad de sismo

La energia que se libera en un terremoto, en joules, es cercana a cien mil millones de veces la
energia de un sismo de intensidad baja. Para medir la magnitud de los terremotos se han
construido diversas escalas. Una de ella es la escala de Richter. La cual esta dada por:

M :ElogE
3 " E,

E representa la energia liberada por el sismo, medida en joules,

Eo es la energia liberada por un sismo de leve intensidad que se ha convenido que es
E, =10 joules

Ejemplo
Si un sismo libera alrededor de 4,68 x10" joules, ¢cudl es su magnitud, en la escala de Richter?

Solucién

M :glogE
3 TE,

2I 4.68x10"
=39 0w

M= %Iog 4,68x10%°
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M= % (log4,68 +log10®°)
M= %(0,670245853 +86)
M = 6,180163902

La magnitud del sismo es de, aproximadamente 6,18 joules.

Fuente de Informacion
Barnett, Raymond A.; Ziegler, Michael R y Byleen, Kart E. (2000) Precalculo. Funciones y
Gréficas. Traduccidn al espafiol por Ing. Javier Ledn Cardenas. México: Mc Graw-Hill.

MAS APLICACIONES DE LA EXPONENCIAL 2

El testamento de Benjamin Franklin

Entre otras cosas afirmaba en su testamento:

Naci en Boston, y debo mi inicial instruccion literaria a las escuelas publicas de primera ensefianza
establecidas alli, por tanto, en mi testamento he tenido en cuenta a esas escuelas, ... Considero
gue, entre los artesanos, son los buenos aprendices los mas idoneos para hacerse buenos
ciudadanos ... Quiero ser Util incluso después de mi muerte, si ello es posible, para la formacién y
el progreso de otros jévenes que puedan ser Utiles a su pais, tanto en Boston como en Filadelfia. A
tal fin dedico dos mil libras esterlinas, de las cuales doy mil a los habitantes de la ciudad de Boston
en Massachusets, y las otras mil a los habitantes de la ciudad de Filadelfia, en fidecomiso y para
los usos, intereses y propdsitos aqui mencionados y declarados.

Franklin tenia la idea de prestar dinero a jovenes aprendices a un interés del 5% con la indicacion
de que cada beneficiario deberia pagar cada afio.

...junto con el interés anual, una décima parte de la principal, la suma de la principal y los intereses
se prestard a nuevos beneficiarios. Si este plan se ejecuta y realiza como se ha proyectado
durante cien afios sin interrupcion, la suma sera entonces de ciento treinta y una mil libras, de las
cuales nombro administradores de la donaciéon a los habitantes de la ciudad de Boston, que
pueden gastar a su discrecién cien mil libras en obras publicas, ... Las treinta y una mil libras
restantes se pondran a interés de la manera indicada anteriormente durante otros cien afos... Al
final de este segundo periodo, si ningun accidente desafortunado ha estorbado la operacion, la
suma sera de cuatro millones sesenta y una mil libras.

Los prestatarios no fueron siempre tan numerosos como hubiese deseado Franklin. Al cabo de un
siglo, en enero de 1894, el fondo habia crecido hasta unas noventa mil libras, en lugar de las
ciento treinta y una mil previstas.

Supongamos que colocamos en un banco 30000 euros a un interés anual del 5%.
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Al final del afio nos ingresaran los intereses y tendremos 30000-(1+ %) = 30000 - 1,05 =

31500 euros.

Si le solicitamos al director que distribuya el 5% anual en dos pagos semestrales al 2,5%, lo que se
llama interés compuesto semestral, ¢ dard lo mismo?:

5

Al final del primer trimestre se nos ingresaran 30 OOO-(1+ OO) = 30 000 - 1,025. Si no

sacamos el dinero, al final del segundo semestre, tendremos la cantidad que teniamos al comienzo
de este periodo multiplicada de nuevo por 1,025, es decir: = 30000 - 1,025 ? = 31518,75 Hemos
ganado 18,75 euros mas.

Puestos a pedir, le solicitamos que el 5% anual de interés se reparta en doce pagos mensuales a

12
un interés del %%. En cuyo caso, al final del afio tendriamos un capital de 30 000 - (1+ B 5100)

= 31 534,85694 euros.

Como el capital esta a disposicion del banco todos los dias del afio, al menos tedricamente, se
podria exigir que actualizara los intereses de dia en dia. EI 5 % del interés anual habria que

365
. 5 - . . 5
cambiarlo al — % diario. De esta forma, al final, tendriamos 30 000-|1+ ————| =315
365 365-100
380,2489 euros.
El no va mas de las exigencias seria que, no so6lo ya cada hora, sino que cada instante se
actualizara el interés. Dicho de otro modo, que la actualizacion fuese continua. El problema es que

el nimero de instantes que tiene el afio es infinito y s6lo se nos ocurre aproximarnos a esa idea
exigiendo la actualizacion segundo a segundo. Como el nimero de segundos que contiene el afio

31536 000
es de 31 536 000, el resultado final seria de un capital de 30 000-(1+LJ = 315

31536 000
381,3289003 euros, aproximadamente.

En la calculadora, con la tecla e*, determine 300000 - e %%

¢,Cual valor obtuvo?

Observe que es un valor muy préximo al determinado en el parrafo anterior.

La formula para el interés continuo es C(t)=C,-e"', donde C, es el capital inicial, r es el
interés dividido por 100y t es el numero de afios que tenemos el capital invertido.

Ejercicio Responda a la siguiente interrogante.

¢, Qué tasa de interés compuesto, de manera continua durante cien afios, habria dado lugar a las
noventa mil libras del testamento de Franklin?
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Velocidad proporcional al espacio recorrido

Hemos puesto el ejemplo anterior para que vedis un caso en el que aparece este nimero
misterioso. Existen ambitos muy diferentes al anterior en el que también se nos presenta:

En Fisica se estudian situaciones en las que la velocidad de un mavil es proporcional al espacio
que lleva recorrido (asi ocurre con las fuerzas de rozamiento). Consideremos un moévil que esta
moviéndose sobre la recta a una velocidad igual a la décima parte de su distancia al origen.
Supondremos que parte desde una distancia de 100 m respecto al 0, lo hara entonces con una
velocidad inicial de 10 m/s

10 m/s

A |
— ___,_,/['}
S

100 m

Cuando se halle a 70 m del origen llevara una velocidad de 7 m/s:

7m/s
b

O I
\._______ﬁf___—__,-ﬂ
70m 0

Cuando se halle a 15 m de distancia su velocidad habra disminuido hasta 1,5 m/s

1,5m/s

5

'\_‘—\/_J[l:l
15m

Como cuesta trabajo imaginar que la velocidad cambie en cada instante, vamos a suponer que los
cambios se producen de segundo en segundo. Al comienzo de cada segundo que pasa, la
velocidad sera la décima parte de la distancia que ocupe el movil respecto al origen:

\velocidad |espacio recorrido C .

(m/s) en ese tiempo (m) posicién final (m hasta el origen)
deOals |10 10 100 - 10 =90 (= 100 « 0,9)
del1a2 |9 9 90-9=81=90e 0,9(=100e 0,97
de2a3 8,1 8,1 81 -8,1=72,9=81e 0,9(=100e 0,93
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l t
Se observa que la posicién, cuando han pasado t segundos, es de 100e 0,9'= 100 (l—EJ

De esta manera, es facil comprobar que, justo cuando ha pasado un minuto, el movil se encuentra
a 1000,9 ® =0,17970103m del origen (unos 18 cm) y que se dirige hacia éste a una velocidad
aproximada de 1,8 cm por segundo.

e Supongamos que el ojo humano no es capaz de apreciar una velocidad de una décima de
milimetro por segundo (10 ® m/s). ¢Cuando llevara el movil esta velocidad?, ¢ca qué
distancia se encontrara del origen?

Si pensamos ahora que los cambios de velocidad se producen de medio segundo en medio
segundo, tendremos la siguiente tabla:

espacio
velocidad |recorrido L .
(mis) en eselPOSIciON final (m hasta el origen)
tiempo (m)
deOals 10 10 100-9:95(:10000,95)
2 2 2
de % al 9,5 % 05 - 9—25 = 90,25 = 95 « 0,95 (= 100 ¢ 0,957
dela g 9,025 g 90,25 — %: 85,7375 = 90,25 0,95 (= 100 « 0,95 °)

Al cabo de k intervalos de medio segundo, la posicién sera de 100e 0,95 ¥ metros hasta el origen.

2t
En consecuencia, al cabo de t segundos su posicion es de 100¢0,95 2= 100 - (1—mj metros.

Por un procedimiento similar, podriamos establecer que si los cambios de velocidad se produjesen

1 1000t
cada milésima de segundo, la posicion, tras t segundos, seria la de 100 - [1—mj .Es

facil comprobar que cuanto mas pequefio sea el intervalo en el que cambiamos de velocidad, mas
nos acercamos a la magica expresion que es la auténtica formula del movimiento.

Ley de enfriamiento

Hemos hablado de un caso en que la velocidad era proporcional al espacio recorrido. Parecida es
la situacion que describe la Ley del Newton del enfriamiento de los cuerpos. Esta ley establece
gue el enfriamiento de un cuerpo es proporcional, en cada instante, a la diferencia con la
temperatura ambiente. Precisando, la ley dice que si T, es la temperatura inicial con que
introducimos un cuerpo en un ambiente a una temperatura de T, grados, al cabo de un tiempo t la
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temperatura del cuerpo es: T(t) =T, + (TO —Ta) e, donde k es una constante, llamada
constante de enfriamiento, particular de cada cuerpo.

William Dunhan, en su libro El universo de las matematicas, nos cuenta como Clara, la novia de
Edu el comadreja, se libro de la acusacion por el asesinato de éste:

Clara pasoé la tarde en el bar de Luisa, bebiendo mucho y amenazando con matar a Edu; a las
once y cuarto salié del local maldiciendo, completamente fuera de si.

A las 12 de la noche la policia entraba en el apartamento de Edu, tras recibir una llamada
anonima, encontrando su cadaver. Un oficial tomé nota de que la temperatura ambiente era de 68
°F y la del cadaver de 85 °F. Al finalizar el trabajo, dos horas mas tarde, se volvié a tomar la
temperatura de el comadreja, que habia descendido hasta los 74 °F.

e Averigua, con los datos anteriores, la constante de enfriamiento del finado Edu, y halla la
hora de su fallecimiento, para comprobar que la despechada Clara tenia una coartada
perfecta.

e Se introduce un cuerpo caliente en un medio determinado y se realizan las siguientes
mediciones: transcurrida una hora, el cuerpo presenta una temperatura de 52°, pasadas
dos horas su temperatura baja a 33° y, a la tercera hora, la temperatura era ya de 20,5°.
Determinar la temperatura ambiente y la temperatura inicial del cuerpo.

Desinteqgracion radioactiva

Algunos atomos son inestables y se desintegran espontaneamente emitiendo radiaciones. Se ha
observado que el tiempo en que determinada substancia se reduce a la mitad, llamado vida media,
es una constante caracteristica de ella e independiente de la cantidad que haya. La ley de
Rutherford sobre la desintegraciéon radiactiva dice que el nimero de atomos de un elemento
radiactivo transformados en un tiempo determinado es proporcional al nUmero de atomos de ese
elemento que estén presentes en la substancia, en particular, la féormula que describe la
desintegracion es de la forma: N(t) = No-e ¥".

La vida media de los elementos radiactivos puede utilizarse a veces para determinar la fecha de
sucesos del pasado de la Tierra. Las edades de las rocas de mas de 2000 millones de afios
pueden establecerse mediante la desintegraciéon radiactiva del uranio (de 4500 millones de afios
de vida media).

En un organismo vivo, cada gramo de carbono contiene 10 © gramos de C . Tras su muerte, el
organismo deja de absorber carbono y la proporcién de C * decrece a medida que se va
desintegrando. Su vida media es de unos 5730 afios, de modo que es posible estimar la edad de
restos organicos: los arqueodlogos han fechado asi conchas, semillas, objetos de madera, o la
fecha en que se realizaron pinturas rupestres.

e Hallese k en la formula de desintegracion del C .

e El carbén de un arbol muerto en la erupcion volcéanica que dio origen al Lago Crater, en
Oregon, contenia el 44'5% del C ** que se halla en la materia viva. ¢Qué antigiiedad
aproximada tiene el lago?
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e En el afio 2000 se encuentra, en el centro de lllinois, un hueso fosilizado con el 17% de su
contenido original de C*. ¢ En qué afio murié el animal? Contéstese en el caso de que las
proporciones fuesen 16% y 18% respectivamente (para ver las consecuencias de un
pequeiio error en la medida del carbono)

Mezcla de liguidos

Tenemos un tangue con una solucién al 25% de &cido y resto de agua. Para limpiar el tanque,
introducimos por arriba un caudal de agua a 3 galones por segundo. El tanque evacua similar
cantidad por el grifo de abajo.

(:I_|

: Entra agua puraa 3 galonesfsegundo
e T
\\______'______f/

Tanque de 100 galones

~—~ ]

cale aguamezcladaa 3 galones'segunde

Mediante técnicas matematicas, se puede determinar que dicho porcentaje viene expresado por la

ecuacion P(t)— 25

~ 0,03t
e

o ¢Qué porcentaje de &cido quedara en la soluciébn a los cinco minutos de iniciarse la
limpieza? ¢ Cuando serd el porcentaje acido de un 5 %?

La exponencial en la sicologia

La experimentacion demuestra que un modelo para describir el aprendizaje de una serie de
simbolos por una persona viene dado por la ecuacién S = N(l— e"”) donde , para cada persona,

N y K se determinan empiricamente, y S es el numero de simbolos que una persona puede
aprender en t horas.

o ¢ Qué representa N?

e Supongamos que una persona ha aprendido 20 simbolos después de 4 horas, y 25
después de 6. Halla N y k, y determina cual es el nUmero maximo de simbolos que podra
aprender antes de "embotarse".
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MAS APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS

Logaritmos vy sicologia

En sicologia se utiliza la ley de Weber-Fechner, de estimulo-respuesta, que dice que la respuesta

(R) se
relaciona con el estimulo (E) mediante la ecuacién
E - R _
R=k In—, donde E, es el valor minimo del R=kln—

E, £y
estimulo que puede detectar el sujeto, y k es una
constante que depende del experimento.

Esta ley también se utliza para describir la
percepcion de la luz. Eq denota la intensidad de luz
gue apenas es visible para una persona. La
diferencia aparente en el brillo viene dada por R,
gue se conoce como magnitud aparente de la
fuente luminosa.

Ey

Una modificaciéon simple de este modelo es la que utilizan los astrbnomos para asignar las
magnitudes de brillantez de las estrellas.

A un levantador de pesas se le aplica un estimulo de electricidad (en voltios) para alentarlo a
levantar mas peso (este método ha sido utilizado por algunos levantadores).

e Supongamos que el estimulo minimo que siente el atleta es de 50 voltios, y que una

descarga de 500 le induce a levantar 10 libras mas del valor normal. ¢Qué voltaje debera
aplicarsele para que alce 20 libras por encima del valor normal?

Quimicay logaritmos

El pH de una solucién se define como - log [H'], siendo [H'] la concentracion de iones de
hidrégeno en moles/litro. Cuando el pH es menor que 7 la solucion es acida, si es igual a 7 es
neutra y, cuando es mayor, es alcalina.

e El contenido de iones de hidrégeno de la sangre es 4 x 10 ~® moles/litro. ¢Es la sangre
alcalina, neutra o acida?
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MUSICA v logaritmos

Los grados de tonalidad de la escala cromatica no son equidistantes por el nUmero de vibraciones
ni por la longitud de onda de sus sonidos, sino que representan los logaritmos en base 2 de estas
magnitudes.

Supongamos que la nota do de la octava mas baja, que representaremos por cero, esta
determinada por n vibraciones por segundo. El do de la primera octava produciré 2n vibraciones, el
do de m-ésima octava producird n-2™ vibraciones cada segundo. Si hemos llamado cero a do, y
seguimos numerando las notas, tendremos que sol sera la 72, la la 92, la 122 ser4 de nuevo do, en

una octava mas alta, etc. Como en la escala cada nota tiene 1\2/5 mas vibraciones que la anterior,
entonces el numero de éstas en cualquier tono se puede expresar con la férmula

N,,=ne2" (%)p . Tomando logaritmos: l0g N, =logn + (m + %) log 2

Al tomar el numero de vibraciones del do mas bajo como unidad y pasando los logaritmos a base

2, se tiene que logN , =m +£
12
7 v . .
En el tono sol de la tercera octava, 3+E ~3583, 3 es la caracteristica del logaritmo del

numero de vibraciones y E la mantisa del mismo logaritmo en base 2. Se tiene que el nimero de

vibraciones es 2*°® | que es 11,98 veces mayor que las del tono do de la 12 octava.
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PROBLEMAS DE APLICACION DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS 27

Suponga que en la actualidad la poblacién mundial es de aproximadamente 6,5 mil millones de
personas y que esta crece en una forma continua a una tasa anual de 1,6%. ¢Cual sera la
poblacion en 10 afios?

En un vehiculo espacial Ruso la fuente de energia nuclear tenia una potencia de salida de P

. . . -0,0035x . .
Watts después de x dias de uso, y esta dada por P(X) =75e X, si la nave requiere de
una potencia minima de 50 Watts, ¢ cuantos dias duraré la misiébn més larga?

En el afio 2000 la OMS estimé que en todo el mundo se han presentado 18 millones de casos
de SIDA desde el comienzo de la epidemia. Suponga que la enfermedad se expande en forma
continua a una tasa anual del 1,4%, ¢cudl es el total de casos de SIDA que se presentaran
para el afio 2005 y 2010?

La magnitud de un sismo se mide en escala de Richter usando la siguiente funcién

2 E
M(X)=§ log— donde E,=10"*] es decir E, =25118,8643151J que es la
0
energia liberada por un sismo de baja intensidad. En 1985 un terremoto en Chile liberé
aproximadamente 1,26 X10" joules de energia. ¢Cual fue la magnitud en la escala de
Richter?

Usando la funcién de la escala de Richter determine la energia liberada por un sismo que tiene
9,2 en la escala de Richter.

La cantidad de carbono 14 que los seres vivos tienen es un valor constante pero al morir esta

—0,000124 x
=C, e

cantidad empieza a disminuir de acuerdo con C(X) en donde C, es la

cantidad de carbono cuando x=0y X es el tiempo transcurrido en afios. Suponga que para
cierta planta el valor de C, =129, y tras su descubrimiento se estima que solo contiene el 15%
de la cantidad original de carbono 14, ¢ cudl es la edad de la planta descubierta?

Una célula de cancer es inyectada en un ratén saludable. Si al transcurrir 12 horas esta célula
se divide en dos y a su vez estas dos se dividen en cuatro al paso de otras 12 horas, encuentre
una funcién que nos diga el niamero total de células cancerigenas tras transcurrir X dias y
encuentre el nimero de células de cancer que tendra el ratén después de 1 afio.

El nivel de decibeles del sonido se determina con la funcién D(x)= Iogl—. Si la intensidad de
0

un sonido es 100 000 veces la de otro, ¢,cuanto mas grande es el nivel de decibeles del sonido

mas fuerte comparado con el del mas suave?

Si después de t afios hay A miligramos de radio, entonces A= ke " donde k es una

constante. Si ahora hay 60mg de radio, ¢ cuanto radio habra dentro de 100 afios?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Estadisticamente se determiné que la poblacién de una cierta ciudad a t afios contados a partir

de ahora sera P, donde P(t) =40 000 ' y k es una constante. Si la poblacién aumenta de
40 000 a 60 000 en 40 afios, ¢en cuanto tiempo sera la poblacién de 80 000?

Si después de t segundos hay A gramos de una sustancia radiactiva, entonces
A(t)=100e™"* ¢ En cuanto tiempo habra sélo 50g de la sustancia?

En un cierto cultivo de bacterias, si A es la cantidad de bacterias presentes a los t minutos,
entonces A(t)=ke”™" donde k es una constante. Si inicialmente hay 1000 bacterias,
¢.cuantas bacterias habra después de 1 hora?

Para el cultivo de bacterias del ejercicio anterior determine ¢cuanto tiempo transcurre hasta
gue aparecen 1350 bacterias en el cultivo?

Si se depositan $100 en una cuenta de ahorros que paga el 6% de interés compuesto
semestralmente y no se efectlian retiros o depésitos adicionales, ¢en cuanto tiempo habra

« n
$150 en al cuenta? C = P(1+LJ donde C es la cantidad al final de n periodos de interés de
m

una inversion de P pesos a una tasa i de interés del 100% compuesto m veces por afio.

¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que $450 se tripliquen si generan un interés del 6%
compuesto semestralmente?

La vida media del radio es de 1690 afios; esto es, la mitad de una cierta cantidad de radio
decaera en 1690 afios. Suponga que a los t afios, a partir de ahora, habra A miligramos de

radioy que A=A, e’ donde A, miligramos es la cantidad de radio presente actualmente y k
es una constante. Encuentre k.

En una cierta inversion especulativa se adquiridé hace tres afios una parte de un bien raiz en
$2000 y se vendio hay en $10 000. ¢Cudl es la razon del interés, compuesto mensualmente
gue se ha obtenido?

En su cumpleafios nimero veinticinco un hombre hereda $500 000 si invirtid esta cantidad al
8% de interés compuesto anual, ¢qué cantidad recibird si lo retira a los 65 afios de edad?

La cantidad que queda de 50 gramos de plutonio después de t afios estda dada por
A(t)=506_0’0000287t. Después de 1000 afios, ¢qué porcentaje de plutonio habré
desaparecido?

El numero de bacterias presentes en un cultivo después de t minutos se da por

t
N(t)= 200 (42] Encuentre la cantidad inicial de bacterias.

Usando el resultado del ejercicio anterior, encuentre la cantidad existente de bacterias después
de 2min, 4min y 10min. ¢Cudntas bacterias habra después de 1 hora?
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22. El nmero de bacterias existentes en un cultivo después de t horas se da por C(t)=C,e"

Encuentre k si se sabe que después de una hora, la colonia se ha extendido a 1,5 veces su
poblacion inicial.

23. Suponga que se depositan $150 000 en una cuenta que paga un interés compuesto anual de
8%. ¢qué interés habra ganado en 4 afios?

24. La vida media del Polonio 210 es de 140 dias. Si A(t): A e es la cantidad después de t

dias, si inicialmente se tenia 200g de P0210 ¢ cual es la cantidad restante después de 80 dias?
¢y después de 300 dias?

Solucioén

1) 7,63 mil millones

2) 115,85 dias

3) 2005 — 19,31 millones 2010 — 20,70 millones
4) magnitud aproximada de 7,8

5) 1,58 X 10" joules

6) 15,3 afios aproximadamente

7) P(t)=2* ten dias En un afio 5,72 X 10%*°
8) El fuerte tiene 50 decibeles méas que el débil.
9) 57,65

10) 68 afios aproximadamente
11) 2,31 segundos

12) 1433

13) 50 minutos

14) n=13,72

15) n= 37,17

16) k =-0,00041

17) i~ 2214

18) $10 862 260,75

19) 2,83 %

20) 200

21) 800; 3200; 204 800

22) k =0,41

23) Gana en intereses $ 54 073,34

24) A(80)=134,60 A(200) = 45,30
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Las aplicaciones matematicas revelan no sélo laimportancia de estas
sino también cOmo otras areas dan insumo a las matematicas.

Descubre la belleza de las matematicas desde la perspectiva de su naturaleza mas
intrinseca y no desprecies su utilidad y servicio a otros campos.
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