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Presentacion

El nombre de la serie, La Casa del Saber, responde al planteamiento de
presentar un proyecto de Matematicas centrado en la adquisicién de los
contenidos necesarios para que los alumnos puedan desenvolverse en la
vida real. El saber matematico, dentro de la etapa obligatoria de la ense-
flanza, debe garantizar no solo la interpretacion y la descripcién de la rea-
lidad, sino también la actuacién sobre ella.

En este sentido, y considerando las Matematicas a estos niveles como una
materia esencialmente procedimental, recogemos en este material la reso-
lucién de todos los ejercicios y problemas formulados en el libro del alum-
no. Pretendemos que esta resolucién no sea solo un instrumento, sino que
pueda entenderse como una propuesta didactica para enfocar la adquisi-
cion de los distintos conceptos y procedimientos que se presentan en el
libro del alumno.
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Repaso

NUMEROS

001 | Expresa en forma decimal estas fracciones. ;Qué tipo de decimal obtienes?
SR o7 d) 2
6 90 330

7
a) —
8

b) £: 1,83333... ——— Decimal periédico mixto
17 . . )
c) — =0,18888... —— Decimal periédico mixto
d) i=O,0121212... — Decimal periédico mixto
002 | Calcula.
3
2. |3_7|_1 mb_3.7 .2 o8 _(2].1
5 |2 10 4 7 4 10 5 3
a 2 [E_L]_l_é.i_l_ﬁ_l_i_i_
5 (2 10 4 5 10 4 50 4 25 4
32-25 7
- 100 100
6. 3.7 ,2_6 30 2 120-150+5% _ 26 _13
7 410 5 7 28 5 140 140 70
C)6_[2]3.1_6_8.1_6_72_162—504_
7 \3) "9 7 2779 7 27 189
_ 342 38
189 21

a) %: 0,875 —————— Decimal exacto

003 | Opera y simplifica, teniendo en cuenta la jerarquia de las operaciones.

b)

c)

[3 4] [4 3
a > -2l -2
6 5 12 6

3 3

z_i. 1+2]_[4+2].1
3 12 5 3 5

R

30 12 30

a) [é_i].[i_é]: 15-24 4-6 _ 9

6 5)\12 6

218 1

12 360 20
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SOLUCIONARIO

-2 1 7 -11 -2 1 7 11
— =) —|=—— = |- == =
3 3 3 4 3 3 3 2
-2 1 [—47] -2 [—47] -12 47 59
=t - — == 4| — ] = — = -
3 3 6 3 18 18 18 18
C)z_i.[£+£]_[i+g].£:2_i5+4_4+6.i:
3 (2 5 3 5 3 10 3 5
_, 4 95 101 _, 3% 10_4_ 2
3 10 3 5 30 15 30 15
ECUACIONES
Escribe cuatro expresiones algebraicas.
2x+ 4 —2+by—3z 3x—y+1 -3z-10

Expresa los enunciados en lenguaje algebraico.

a) El doble de un ntimero.

b) Un nimero al cuadrado.

c) La mitad de un niimero menos 3.

d) Un niamero menos el doble de otro.

e) El cubo de un niimero menos el triple de su cuarta parte.
f) El cuadruple de un nimero.

g) La suma de dos nimeros.

h) El cuadrado de la diferencia de dos nimeros.

i) La quinta parte de un niimero mas su triple.

a) 2x d) x—2y g) X+ vy

b) x2 e) x3 —%Ty h) (x — y)?

o X3 f) 4x ) X4 3x
2 5

Determina si las siguientes igualdades son identidades o ecuaciones.
a) 5(2x—4)=4(2x—1) +2x—16

b) 2x+3=5(x—1) —3x+ 8

c)2x—8=3x+6 —x+2

d) 4(x —3)=3(x+4)

e) 4x+6 —x—3x=5+8x—3 —2x

) x+2?%—x>—-4x=4

a) ldentidad c) Ecuacion e) Ecuacion
b) Identidad d) Ecuacion f) ldentidad



Repaso

007 | Indica los miembros y términos de estas ecuaciones, sefialando su coeficiente
y su incégnita.

a) 2x+3=5

b) —x+ 11x—7 = 5x+ x —9x

c)4x+6 —x—3x=5+2x—3 —2x

a) Miembros Términos | Coeficientes | Incoégnita
2x 2
2x+3 3 3 X
5 5 5
b) Miembros Términos | Coeficientes | Incégnita
—X -1
—Xx+ 11x—7 11x 11
-7 -7
5x 5 X
Bx+ x — 9x X 1
—9x -9
c) Miembros Términos | Coeficientes | Incoégnita
4x 4
6 6
Ax+6 — x— 3x
—X -1
—3x -3 X
5 5
2x 2
54 2x—3—-2x 3 3
—2X -2

008 | Resuelve estas ecuaciones.

x—5 3(1-1x) —x+1

a) 3(8x—2) =4(4x + 2) c)
b) 2(7x + 1) = 3[2 —%

a) 38x—2)=44x+2) - 24x—-6=16x+8 — 8 =14

14 7
> X=—=—

8 4
b) 2(7x+1):3[2—%] N 14x+2:673?x — 70x+ 10 = 30 — 3x
— /73x=20 = x:g
73
x—-5 _ 3—3x
8
53

= 4x-20 -9+ 9x=24x+24 > ~11x=53 - x = ——

x—-5  31-x)

- =x+1-> 24 =24(x+ 1)
6 8

c)




SOLUCIONARIO

009 | Dentro de 5 afos la edad de Paloma sera el triple de la que tenia hace 9 afios.
¢Qué edad tiene Paloma?

x —— Edad actual de Paloma

x+5 — Edad de Paloma dentro de 5 afios

x —9 — Edad de Paloma hace 9 afios

X+5=3x-9) - x+5=3x-27 » -2x=-32 - x=16
Paloma tiene 16 afios.

010 | Cristina iba a pagar 7.800 € por los 150 mends de los invitados a su boda.
a) Si al final asistieron 40 invitados mas, ;cuanto pagé en total?
b) Si el coste del banquete hubiera sido de 8.736 €, ;cuantos invitados mas
asistieron respecto de los 150 iniciales?
a) Menus Coste (€)

150 — 7.800 N 150 _ 7.800 150 - x— 7.800 - 190
190 —  x 190 X

X - 1.482.000
150
Si asistieron 40 invitados més, pagd 9.880 €.

= 9.880

b) Mends Coste (€)

150 — 7.800 150 _ 7.800
x —— 8736 X 8736
— 1.310.400 _ 168
7.800
Al banquete asistieron 18 invitados mas.

— 150-8.736 = 7.800 - x

011 | En una pena quinielistica de 120 socios, cada uno aporta 3 € a la semana.
a) En el caso de que fueran 60 socios mas, ;cuanto aportaria cada socio?
b) Si quisieran jugar 540 € a la semana, ;cuanto tendria que aportar cada uno?

a) Socios Aportacion (€)
120 —— 3} 120 «x 360
- == == =02

— > 120-3=180-x - x = =
180 —— «x 180 3 180

Si fueran 60 socios mas, cada socio aportaria 2 €.

b) Apuesta (€) Aportacion (€)
360%3}_) 360 3

540 x 5407;—>36O-x=540-3
1620
360

Si quisieran jugar 540 € a la semana, cada uno de los socios tendria

que aportar 4,50 €.

’
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Pedro compré 2 m de tuberia de cobre por 5,20 €. Si tiene que comprar 5 m
de la misma tuberia, jcuanto le costara?

Tuberia (m) Coste (€)

2 — 520 2z
5 —— «x 5 X 2
Los 5 metros de tuberia le costaran 13 €.

2 _ 5,20 = 520-5 13

Un tren que circula a 80 km/h tarda 3 horas en llegar a una ciudad.
¢Cuanto tardara circulando a 60 km/h?
Velocidad (km/h)  Tiempo (h)

80 ———3] 60 _3 8.3 _,
60 — x

80  x 60
Circulando a 60 km/h, el tren tardara 4 horas.

En una escalada llevan agua para
5 excursionistas durante 8 horas.
Si pasadas 2 horas se marchan

2 excursionistas, ;para cuantas
horas tendran agua?

Pasadas 2 horas, a los 5 excursionistas les quedaria agua para 6 horas.

Personas Tiempo (h)
5 6}—>§:§—>x:£:10
33— x 5 X 3

Tendran agua para 10 horas después de marcharse 2 excursionistas.

FUNCIONES

Razona si las siguientes relaciones son funciones.

a) El peso de una persona y su edad.

b) El diametro de una esfera y su volumen.

c) El niimero de DNI de una persona y la letra de su NIF.

d) El nimero de teléfono de una persona y su nimero de DNI.

a) No, por ejemplo, una persona puede pesar lo mismo en dos afios distintos.
b) Si, el volumen de una esfera depende de su radio.

c) No, pues solo se consideran funciones las relaciones entre variables
numeéricas.

d) Si, a cada numero de teléfono le corresponde un Unico nimero de DNI.
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SOLUCIONARIO

Expresa algebraicamente, mediante una tabla y una gréafica, la funcién que:
a) Asocia a un nimero su mitad mas 4 unidades.

b) Relaciona la cantidad de peras compradas en kilogramos y su precio
(1 kg cuesta 2,25 €).

a) 57 Y

X y = 2 + 4

0 4

1 92 ;

2 5 -

4 6 X
b) X y=2,25x Y

0 0 /

1 2,25 /

2 4.5 1/

4 9 N

X

Describe, mediante un enunciado, las siguientes funciones.
a)y=x*-1 c)y=%+2 e y=9x-2

b) y=(x—-1) d y=x(x+1) f) y=x*+x

a) El cubo de un nimero menos 1.

b) El nimero anterior a un nimero al cubo.
c) La quinta parte de un numero mas 2.

d) El producto de un nimero por su siguiente.
e) Un nimero multiplicado por 9 menos 2.

f) Un ndmero mas su cuadrado.

Expresa, mediante una férmula,
la funcién que relaciona

el nidmero de CDy su precio.
Después, construye una tabla
de valores y representa

los puntos que obtienes.
¢Puedes unirlos?

Y
CcD € Cada CD cuesta: 32,80:4 =8,20 €
p 1 | 820 La funcion es: y=282x
. r 2 16,40
; — > 3 | 2460 | Los puntos no se pueden unir, porque
> X 4 | 3280 | no podemos comprar fracciones de CD.



1 Numeros enteros

NUMEROS ENTEROS

ORDEN

OPERACIONES

CON NUMEROS ENTEROS

PRODUCTO
SUMA'Y RESTA Y POTENCIA DIVISION

CRITERIOS
DE DIVISIBILIDAD

MAXIMO COMUN DIVISOR
MiNIMO COMUN MULTIPLO
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El secreto de los nudos

Hacia el Este se veian los picachos nevados que, como cada p—
manana, incapaces de contener los rayos de luz, parecian aliarse =
a ellos revistiéndolos de matices y tonalidades tnicas. 2 !

Kinu hizo una reverencia al Sol recién nacido y se apresurd
a dar las gracias por poder contemplar cada manana
el nacimiento del dios.

Mientras tanto Laymi, su esposa, ya habia encendido
el fuego donde comenzaban a humear unas tortillas
de maiz y tras preparar el refrigerio, reclamo

la atencion de su marido.

—iKinu, date prisa! Todavia no has preparado nada
y te esperan en el palacio a primera hora.

—Calmate, como cada ano, todo esta preparado.

—Este ano es especial. —Fl gesto tenso de la mujer,
delataba su estado de preocupacion—. Este afio ademas
del Emperador estan también los extranjeros, los
enviados del Sol.

Tras el refrigerio, Kinu recogié cuidadosamente las cuerdas
de diferentes colores, que contenian nudos colocados de
manera caprichosa, las guardo entre sus ropas

y emprendi6 el camino hacia el palacio.

Las cuerdas y sus nudos usados como regla nemotécnica
hacfan las veces de libros de contabilidad, y causaron una
profunda impresion entre los conquistadores, incapaces
de descifrar su significado.

Los incas no conocian el cero ni los niimeros negativos.

Propon algunos ejemplos de operaciones que no podian
realizar.

No se puede realizar ninguna operacion
con resultado negativo o cero, por ejemplo:
3-2-6
4-7
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Numeros enteros

001

002

003

004

005

006

007

EJERCICIOS

Escribe, utilizando nimeros enteros, las siguientes situaciones.

a) La torre mide 30 metros.
b) La temperatura en el Polo alcanzé setenta grados centigrados bajo cero.
c) El agua hierve a cien grados centigrados.

a) +30m b) —70°C c) +100°C

Representa en la recta numérica los numeros del ejercicio anterior.

ettt

-70 —40  -20 0 +30 450 +70 +100

Describe dos situaciones en las que aparezcan nimeros enteros positivos
y negativos.

Respuesta abierta.

En la clasificacion de futbol o de baloncesto, la diferencia
entre goles a favor y en contra, o puntos anotados y encajados, son
situaciones que requieren el uso de nimeros enteros positivos y negativos.

En una estacion, las horas de llegada de los transportes estan fijadas, y los
retrasos se sefialarian con nimeros positivos y los adelantos con negativos.

Ordena los siguientes numeros enteros, de mayor a menor.
2235 -4-104

5>4>3>2>0>-1>-2>-4

Escribe, de menor a mayor, estos niimeros enteros.
|-3| op(—3) —3 |2| op(2) 2 |0 op(0) O

—3<0p(@<0=1]0]=0p(0)<2= 12| <|-3] =0p(-3)
Un garaje tiene 4 plantas subterraneas y 7 plantas por encima del suelo.

Si yo aparco mi coche en la planta 2 y mi compaiiero lo aparca en el piso
opuesto al mio, jen qué piso lo aparca?

Mi compafiero aparca el coche en el segundo sétano, porque op (2) = —2.

Si dos niimeros enteros verifican que a < b, ;podriamos decir lo mismo
de sus opuestos? ;Y lo contrario? Pon varios ejemplos y razona tu respuesta.

Sus opuestos cumplen lo contrario:sia< b — —b< —a
Por ejemplo: si 2 < 3, entonces para sus opuestos es —3 < —2.
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Realiza graficamente.

a) 3+2-1 c)2-1-1
b)5+2 -3 d1+4-7
+2
LN
a) L L A Y N
-3 -2 -1 0 +1 +2 43
-3
PN
b) -ttt
0 +1 +2 43 44 45 +6 +7
-1 -1
O
c) 4t
-3 -2 -1 0 +1  +2 43
—7
+4
d) +—+——Ft++

Calcula el resultado.
a) 3+2-(9-8+3)
b) 2 —op (3) + | -3

a) —3+2-(9-8+43)=-3+2-4=-7+2=-5
b)2—op@3)+ |-3|=2—(-3)+3=2+3+3=8

Juan sale de casa y camina 2 km hasta llegar a casa de un amigo, retrocede
1 km porque deciden ir a comprar unos refrescos y, después, van al centro
comercial, recorriendo 2 km mas. Expresa mediante operaciones y calcula.

a) La distancia total recorrida por Juan.
b) La distancia a la que se encuentra su casa del centro comercial.

a)2+1+2=5 — Juanrecorre 5 km.

b)2—-1+2=4-1=3 — Sucasa se encuentra a 3 km del centro
comercial.

Realiza las siguientes operaciones combinadas.
a) 22 —3 (2 + 22 — 5) + (—3)?

b) 15.(1 +2 —3 —1)%

C) _2 + 3(2—3+1) + 3 . (4 _ 8)
d)(=2)*-(-3)+[4 -6+ (-2)]1-1

e) (=3 -(-3VFP+4—(-6)—1

f) [(-5)°F -(-5)-5-(-1)

13
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a)22-3-(24+22-5)+(-3P=22-3-(2+4-5+9=
=22-3+9=28

b) 15-(1+2-3-10°=15-(-1)*=15

) 2433V 413.4-8=-2+3"+3-(-4)=-2+1-12=-13

d) (=22 (=N +ME -6+ -1=(-2?2(-3)+[4-6-2]-1=
=(-2P-(-3)-4-1=12-4-1=7

e) [(=3P- (=3P +4—-(-6)—1=[-27-9P+4—-(-6)—1=
=[-243P +4+6—1=
=59.049 +4 +6 —1=59.058

f) (=5 -(=5)-5-(=1)=[25]"-(-5)-5 - (-1) =
=15625-(-5)-5-(-1) = 390.625

Rebeca tiene en su cuenta bancaria 1.237 €. Gasta cada dia 2 € en transporte
y 8 € en comida, el alquiler de su vivienda le cuesta 300 € al mes y necesita
200 € mensuales para otros gastos. Si su sueldo es de 900 €, halla cuanto
dinero tendra el mes que viene.

La cantidad de dinero que Rebeca tendré en su cuenta el mes que viene es:
Saldo del mes que viene = Saldo actual — Gastos del mes + Sueldo del mes
1.237 — (2-30 4+ 8- 30 + 300 + 200) + 900 = 1.237 — 800 + 900 = 1.337 €
Rebeca tendré el mes que viene en su cuenta 1.337 €.

Calcula: [(a")" - (a™" : (a")?

[(an)m. (am)n] . (an)z — [an+m. am+n] . (an)Z — aZn+2m . aZn — aZm

Realiza las siguientes divisiones y comprueba que: D=d-c+ r.

a) 35: -2 f) —333:65

b) 444 : 33 g) 34:7

c)23: -5 h) —253: -7

d) (=3)*:7 i) 30:5

e) —35:2 j) —40:15
2 ff;”} - 35=(-2) - (-17) + 1
b) c=13

444 =33 -1 1
r:15}% 33-13+15
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c) c:—l} - 22=8=(-5)-(~1) +3
r=3

d)c=11

}—) (-3)'=81=7-11+4
r=4

e) fiin} - 35=2.(-17) -1

— —333=65-(-5)—-8

gc=—4l _, u-7.(4-6

r=-6
Me=301 - 283=(-7).36-1

) 026} > 30=56

r=20
) C:_Z} _40=15-(-2) — 1
f—_10 - 0 5.(-2) 0

Me han prestado 15.000 €. Si devuelvo 2.000 € y el resto en pagos
mensuales de 200 €, ;cuanto tardo en devolver el dinero? ;Cual es el
importe del ultimo pago?

15.000 — 2.000 = 13.000 € quedan por pagar.

c=065

13.000 : 200 — F—0 } — 13.000 = 200 - 65

Luego tardo 65 meses en devolver el dinero.

El importe del Ultimo pago es de 200 €, puesto que el resto es cero.

El dividendo de una division es —2.437, el cociente es —29 y el resto es —59.
¢Cual es su divisor?

D=d-c+r

2437 — d - (-29) + (_59) — ¢ = —243/+9 _

-29

82

El divisor es 82.

15



Numeros enteros

017 | Escribe, como producto de factores primos, los siguientes niimeros enteros.

a) 9.240

b) —65.520
c) 351.000
d) 15.100
e) —324.000
f) 522

g) 34.500
h) —50.820

a) 9.240=2%.3.5.7-11

b) —65.520 = (-1)-2*.3°-5.7-13
c) 351.000 = 2°-3*.5%.13

d) 15.100 = 2% - 5% - 151

e) —324.000 = (-1)-2°-3".5°

f) 522=2.32.29

g) 34500=22.3.5%.23

h) —50.820 =(-1)-2?.3.5.7 117

018 | Queremos dividir un libro en capitulos, de manera que tengan el mismo niimero de
paginas y que cada capitulo no contenga mas de 20 paginas. Si son 228 paginas,
¢cuantos capitulos puede tener el libro?

El numero de capitulos y el nimero de paginas tienen que ser divisores de 228,
y, ademas, el nimero de paginas de cada capitulo es menor que 20.
Sabiendo que 228 = 22 . 3. 19, el libro puede tener:

e 12 capitulos de 19 paginas cada uno.

e 19 capitulos de 12 paginas cada uno.

e 38 capitulos de 6 paginas cada uno.

e 57 capitulos de 4 paginas cada uno.

e 76 capitulos de 3 paginas cada uno.

e 114 capitulos de 2 paginas cada uno.

e 228 capitulos de 1 pagina cada uno.

019 | Busca un criterio de divisibilidad para 6.

Un numero entero es divisible por 6 si lo es por 2y por 3.

Un numero es divisible por 6 si la suma de sus cifras es multiplo de 3
y su Ultima cifra es cero o un nimero par.

16
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Obtén el maximo comun divisor y el minimo comin miltiplo de cada pareja

de niimeros.

a) —24y 36

b) 76 y 85

c) 102y —104
d) 160y 180
e) —296y 432
f) 102y 1.002
g) 66y —36

h) —345y 435
i) 231y222
j) 281y 324

a) —24=(-1).-2°.
36=22.3

b)76:22-19}
85=5.17

c) 102=2-3-17

~104=(-1)-2%.

d

f—

160=25.5 }
180=22.32.5

e) —296 = (1) 2°
432 = 24. 3

) 102=2-3-17

1.002=2-3-167

g 66=2-3-11

-36=(-1)-22.3°

h

=

435=3-5-29

i) 231:3-7.11}
220 =2.3.37

) 281 =281 }
304 =22.3%

__ 02 _
3} _, mcd. (—24,36) =2°-3=12

m.c.m. (-24,36) =23.3?=72

m.c.d. (76, 85) =1
m.c.m. (76,85) =2%2.5.17 - 19 = 6.460

} _, m.cd. (102, ~104) = 2

13 m.c.m. (102, —=104) = 2313 .17 = 5.304

_, mcd. (160, 180) =2%2.5 =20
m.c.m. (160, 180) = 2°.3?.5 = 1.440

__ N3 _
.37} _, m.cd. (—296,432) =2° =8

m.c.m. (—296, 432) = 2* . 3% . 37 = 15.984

} m.c.d. (102,1.002)=2-3=6
m.c.m. (102, 1.002) =2 -3-17 - 167 = 17.034

} N m.c.d. (66, —36) =2 -3 =6
m.c.m. (66, —36) = 2°.3?.11 =396

-345=(-1)-3-5- 23} N m.c.d. (—345,435)=3-5=15

m.c.m. (=345,435)=3-5-23-29 =10.005

m.c.d. (231, 222) =3
m.c.m. (231,222) =2-3-7-11-37 =17.094

m.c.d. (281, 324) =1
m.c.m. (281, 324) = 2% . 3*. 281 = 91.044

17
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021

022

023

024

025
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Calcula el m.c.d. y el m.c.m.
a) 33,101y 1.100 b) 1.492, 2.004y —372 c) 256, —356 y 456

101 =101 — m.c.m. (33, 101, 1.100) =

a) 33=3-11 m.c.d. (33, 101, 1.100) = 1
1.100_22-52~11} =22.3.5%.11-101 = 333.300

b) 1.492 = 2?.373 m.c.d. (1.492, 2.004, -372) = 2* =4
2.004 =22.3.167 — m.c.m. (1.492, 2.004, —372) =
—372=(-1)-2?-3-31 =22.3.31-167-373 =23.172.252

c) 256=2% m.c.d. (256, —356, 456) = 2° =4
—356=(-1)-2%- 89} — m.c.m. (256, —356, 456) =

456 =2%.3.19 =28.3.19.89 =1.298.688

Si el producto de dos nimeros es —24 y su m.c.m. es 12, ;cual es su m.c.d.?
¢{Qué nimeros son?

me.m.(a, b) - mcd.(a, b) = |a- b
12-mcd.(a,b) =24 - mcd.(a, b) = 2

Los nimeros son —4y 604y —6.

Luis tiene 40 sellos de Europa y 56 sellos de Asia.

Quiere hacer el menor niimero posible de lotes que tengan
igual numero de sellos. Si no mezcla sellos de Europa

y Asia, y no le sobra ninguno, ;cuantos sellos tendra cada lote?

El numero de sellos de cada lote debera ser divisor
de 40y de 56 para que no sobre ninguno; ademas,
para que la cantidad de lotes sea la menor posible,
estos deberan tener el méaximo nimero posible de sellos.

El problema consiste en calcular el m.c.d. (40, 56) = 8.
Hay 8 sellos en cada lote y son 12 lotes.

Pedro va a comprar a la carniceria cada 6 dias y a la pescaderia cada 4 dias.
Si estuvo en ambos establecimientos el 30 de abril, ;cuantas veces coincidieron
sus compras durante el mes de mayo? ;Qué dias fueron?

Pedro va a la carniceria los dias 6, 12, 18, 24, ..., es decir, un multiplo de 6.
Y va a la pescaderia los dias 4, 8, 12, 16, ..., es decir, un multiplo de 4.

El menor periodo de tiempo que tiene que transcurrir para que coincidan sus
compras es el m.c.m. (6, 4) = 12 dias. Luego cada 12 dias coincidirén
sus compras. El primer dia fue el 12 de mayo, y el segundo, el 24 de mayo.

¢Cuando coinciden el m.c.m. y el m.c.d. de dos nimeros?

El m.c.m. y el m.c.d. coinciden cuando los dos nameros son iguales.
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Realiza estas operaciones.

a6+(—4+2)—-(3-1
b) 10 - (8 —7)+ (-9 —3)

d2-2-(2-2-2)]
e)2.[-2-(2-2-2)]

c)[(15-16+2)-(-1)+91-7

a6+ (-4+2)-(3-1)=6+(-2)-(-4)=6-2+4=10-2=38
b) 10 — (8 —

d) [(15 - 16

N+(-9-3)=10-14(-12)=10-1-12=-3

$2) (1) 4+91-7=[(17 - 16)- (1) + 9] -7 =
=1 (-1)4+91-7=(-1+9)-7=8.7=56

e)R2-2-2-2-2)]=12-2-(-2)]1=2-242=4-2=2
Na2[-2-2-2-2)]=2-[-2-(-2]=2-[-2+2]1=2-0=0

Calcula el resultado de estas potencias.

a) (-5)* b) —5* c) (-6)° d) —6°
a) (-5)' =625 c) (—6)° = 46.656
b) —5% = —625 d) —6° = —46.656

Realiza las siguientes divisiones de niimeros enteros, escribe su cociente
y su resto y comprueba que se cumple: D=d-c+r.

a) 75: -2 c)203: -5 e —35:2 g) 34:7
b) 472 : 33 d) (—4)*:7 f) —223:35  h) —25%: —7
a)ff137}_>75=<72)~(737)+1
b)0:14}+472:33.14+1o
r=10
c) 02—40} 5 203 = (-5)- (~40) + 3
r=3
d)cf%}% (—4)' =256 =736 + 4
r=4
e>C:‘17}—> ~35=2.(-17) -1
r=-1
f c=-6 }—> 223 =135.(-6) — 13
r=-13
g) c=—4 _
r:_6}—>—34_7-(74)76
n ffz-f”} — —25' = —15625=(~7)-2.232 - 1

19
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HAZLO ASI
¢{COMO SE CALCULA UN TERMINO DE LA DIVISION, CONOCIENDO LOS DEMAS?

En una division, su dividendo es —3.467, su cociente es 33 y su resto es —2.

Halla su divisor.

PRIMERO. En la formula de la prueba de la divisién se despeja el término desconocido.

En este caso, el término desconocido es el divisor, d.
D—r
c

D=d-c+r—-D—-r=d-c—>d=

SEGUNDO. Se sustituyen los valores y se calcula el término desconocido.
D—r d— —3.467 — (-2)
c 33

d= = =105

El dividendo en una divisiéon es —1.745. Halla el divisor si:

a) c= 96, r=-17 b) c=75,r=-20
a) D=d-c+r
—1.745=d~(f96)+(717)—>d:M:18
-9%
b) D=d-c+r
—1.745:d.75+(—20)—>d:wz—23

Siendo a un nimero entero, razona el resultado de estas operaciones.
a) a+ |a| b) a — |a|
a) Siaes positivo: a+ |a]l =a+a=2a
Si a es negativo: —a + |a| =0
b) Siaes positivo: a — |a| =0
Si a es negativo: —a — |a| = —2a

Euclides, gedmetra griego, murié en el afio 265 a.C. y vivié 60 afios.
¢En qué afo nacié?

Euclides nacié en el afio: —265 — (+60) = —325, es decir, en el afio 325 a.C.

Joaquin quiere comprarse un equipo de musica que cuesta 369 €.

Si cada semana ahorra 15 €, ;cuantas semanas tendran que pasar hasta

comprar el equipo?

r=9
Luego tendran que pasar 25 semanas hasta comprar el equipo.
Ahorrara 15 € durante 24 semanas y la Ultima semana, que es la
vigesimoquinta, tendra que ahorrar 9 €.

Dividiendo 369 : 15 se obtiene: © 24} 5 369=15.24 +9
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SOLUCIONARIO ]_

El matematico griego Tales de Mileto nacié en el afio 624 a.C. y vivié 78 aiios.
¢En qué aio murié?

Murié en el afio: —624 + 78 = —b546, es decir, en el afio 546 a.C.

En el aio 1920 se celebré el 2.000 aniversario de la construccién del Coliseo
romano.

a) ;En qué afo se construy6?
b) ;Cuantos afios han transcurrido?

a) Se construyé en el afio: 1.920 — 2.000 = —80, es decir, en el afio 80 a.C.

b) Por ejemplo, si estamos en el afio 2006 habran trascurrido:
2.006 — (—80) = 2.006 + 80 = 2.086 afios

Estas son las ultimas anotaciones de una libreta de ahorros.

Concepto Saldo Movimiento
Recibo luz 200 —-120
Némina Pedro 1.700 1.500
Recibo gas 1.400 —300
Hipoteca —70 —1.470
Némina Luisa 730 800

a) ;Cual es el saldo antes de pagar la luz?

b) ;Y tras el ingreso de la némina de Pedro?
c¢) ;Cual ha sido el importe del recibo del gas?
d) ;Cual es el saldo tras pagar la hipoteca?

a) Antes de pagar la luz, el saldo es: 200 — (—120) = 320 €

b) Tras el ingreso de la némina de Pedro es: 200 + 1.500 = 1.700 €
c) Elimporte del recibo del gas ha sido: 1.700 — 1.400 = 300 €

d) El saldo tras pagar la hipoteca es: 1.400 — 1.470 = —70 €

21
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El termémetro del coche nos indica que la temperatura interior es 16 °C,
y la exterior, —3 °C. ;Cual es la diferencia de temperatura?

La diferencia de temperatura es: 16 — (-3) = 16 + 3 =19 °C

En el interior de una camara frigorifica desciende la temperatura 4 °C por hora.

a) ¢;Cuantas horas tardara en bajar la temperatura 20 °C? ;Y en bajar 15 °C?

b) Si la temperatura inicial de la camara es 1 °C, ;qué temperatura habra dentro
de 3 horas? ;Y dentro de 7 horas?

c) Si la temperatura inicial es de 10 °C, ;jcuantas horas tardara en alcanzar
0 °C?

a) 20:4 = 5. Tardara 5 horas en bajar 20 °C. Y como 15 =4 -3 + 3, sera
necesario que pasen mas de 3 horas, y menos de 4 horas para que la
temperatura baje 15 °C. (Si resolviéramos el problema usando decimales
serfan 3,75 horas, es decir, 3 horas y 45 minutos.)

b) Dentro de 3 horas, la temperaturaes: 1 + (-4)-3=1—-12=-11°C
Dentro de 7 horas, la temperaturaes: 1 + (=4) - 7=1-28 = -27°C

c) Si la temperatura inicial es de 10 °C, tardara entre 2 y 3 horas en alcanzar
0 °C, exactamente 2,5 horas, es decir, 2 horas y 30 minutos.

La temperatura minima, un dia de enero, fue 4 °C bajo cero, y la maxima,
10 °C m mayor que el doble de la minima.

a) ¢Cual fue la temperatura maxima?
b) ;Qué diferencia hubo entre las temperaturas maxima y minima?

a) Latemperatura maximaes: 2 - (—4) + 10=-8+4+10=2°C

b) La diferencia entre la temperatura méaxima y la minima es:
2—-(-4)=2+4=6°C

Para transportar un rebaio de 1.022 ovejas

se utiliza un camioén en el que sé6lo caben 211.
¢Cuantos viajes debe realizar el camién

para transportarlas a todas? ;Cuantas ovejas

iran en el ultimo viaje? 4
Realizamos la division: 1.022 : 211 — {f:_ 178

Luego el camién deberé realizar 5 viajes para transportarlas a todas:
4 viajes con 211 ovejas cada uno y en el Ultimo viaje irdan 178 ovejas.



041

042

043

044

045

SOLUCIONARIO

Tenemos 200 g de agua a cierta temperatura. Aumentamos la temperatura
22 °Cy después la disminuimos 37 °C, convirtiéndose en hielo a 4 °C bajo cero.
¢Cual era la temperatura inicial del agua?

Temperatura inicial: +22 — 37 = —4 — Temperatura inicial =
=-44+37-22=37-26=11°C

Completa la tabla donde se reflejan las temperaturas en varias localidades
y contesta.

Mixima | Minima | Amplitud

térmica
Perales 4 °C —-12 °C 16 °C
Villaluz 7°C 4°C 3°C
Reblecal 2°C —4 °C 6 °C
Arroyofrio —2°C —5°C 3°C

a) ;Qué localidad tiene mayor amplitud térmica?

b) ;Cual tiene la mayor temperatura minima?

c) ;Y la menor maxima?

d) ;Dénde se alcanza la menor temperatura minima?

a) Perales b) Villaluz c) Arroyofrio d) Perales

Si la distancia que separa a un submarino de un avion
que sobrevuela el mar es de 8.850 m y el avion vuela

a 8.500 m de altura, ;ja qué profundidad se encuentra
el submarino? Expresa el resultado con un

ndmero entero.

El submarino se encuentra a 8.500 — 8.850 = —350 m),
es decir, a 350 m de profundidad.

En un laboratorio estan estudiando la resistencia de un microorganismo

a los cambios de temperatura. Tienen una muestra a 3 °C bajo cero, suben su
temperatura 40 °C, después la bajan 50 °C y la vuelven a subir

12 °C. ;Cual es la temperatura final a la que se encuentra la muestra?

La temperatura final: —3 + 40 — 50 + 12 =52 — 53 = —1 °C,
es decir, 1 °C bajo cero.

En un cuadrado magico, al sumar —4 3 -2 | =-3
los elementos de cada fila, columna 1 1 -3 | =3
y diagonal, obtenemos siempre el

mismo resultado. Completa el siguiente

cuadrado magico. 7 I I N
-3 _3 -3 -3 v
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046 | Coloca en el tablero los niimeros -3 2 -5
enteros del —6 al 2 (ambos inclusive) _a 5 0
para que formen un cuadrado magico.

1 -6 -1

047 | La estructura de una mina subterranea de carbén esta formada
por galerias horizontales. La distancia vertical entre las galerias es
de 10 m, estando la galeria 2 situada a 20 m de profundidad.
a) Si estamos a 50 m de profundidad, ;en qué galeria nos encontramos?
b) Carlos se halla en la galeria 3, asciende 20 m, y después, baja 80 m.
(En qué galeria esta?
c) Tras subir 30 m, Marta esta en la galeria 7. ;En qué galeria estaba antes?

a) Nos encontramos en la galeria 5.

b) Carlos comienza a ascender a 30 m de profundidad. Si sube 20 m
y luego baja 80 m, estard a: —30 + 20 — 80 = —90 m. Luego ahora
se encuentra en la galeria 9.

c) Si Marta esté en la galeria 7, se halla a 70 m de profundidad.
Y si tras subir 30 m se encuentra a —70 m es porque antes
se encontraba a —100 m; es decir, estaba en la galeria 10.

048 | Pon un ejemplo de dos numeros enteros tales que el valor absoluto de su suma
sea igual que la suma de sus valores absolutos. ;Ocurre eso siempre para
cualquier par de niimeros enteros?

AT T s e a1

Esto no ocurre siempre para cualquier pareja de nimeros enteros, sino
solamente cuando los dos niimeros son del mismo signo. En caso contrario
no se cumple. Veamos un ejemplo:

—4+3|=|-1|=1
I_4|++||3||:4_||_3:7}—>1::7—> 1443 = |-4| + |3]

049 | Averigua cuales de los siguientes nimeros son primos y cuales son compuestos.
79,93, 117, 239, 313, 585, 1.001, 6.723
Expresa, como producto de factores primos, los niimeros que sean compuestos.

79 —— Primo

93 —— Compuesto: 93 =3 - 31

117 — Compuesto: 117 =32- 13

239 —— Primo

313 — Primo

585 —— Compuesto: 585 =3%.5 .13
1.001 — Compuesto: 1.001 =7-11-13
6.723 — Compuesto: 6.723 = 3*. 83
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Busca todos los nimeros primos comprendidos entre 100 y 140.
101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137y 139

De los numeros 330, 776, 620, 3.090y 210, di cuales son multiplos:

a) De 2 c) De 4 e) De 6

b) De 3 d) De 5 f) De 10
a) 330, 776, 620, 3.090y 210 d) 330, 620, 3.090y 210
b) 330, 3.090y 210 e) 330, 3.090y 210
c) 776y 620 f) 330, 620, 3.090y 210

Expresa, como producto de sus factores primos, los siguientes niimeros enteros.

a) 7.560 c) 1.188
b) 172.125 d) 8.448
a) 7.560=2%.3.5.7 c) 1.188=272.33.11
b) 172.125=3*.5%.17 d) 8448 =28.3.11
HAZLO ASI

¢COMO SE CALCULA UNA CIFRA DE UN NUMERO PARA QUE SEA DIVISIBLE POR OTRO NUMERO?
¢Cuanto tiene que valer a para que el nimero 3 a 2 sea multiplo de 3?

PRIMERO. Se impone la condicién de divisibilidad.

Para que un numero sea divisible por 3, la suma de las cifras que lo componen
tiene que ser divisible por 3.
3+ a+ 2 = a+ 5tiene que ser divisible por 3

SEGUNDO. Se tantean las posibles soluciones.
Si a + b5 tiene que ser divisible por 3, entonces puede ocurrir:

a+5=3——— Imposible

a+b5=6— a=1

a+5=9—— a=4

a+b=12——> a=7

a+5=15—— Imposible
El nimero puede ser: 312, 342 0 372.

Por qué cifra hay que sustituir m para que el nimero 3m8m sea divisible
por 3, si mes par?

Para que el nimero 3m8m sea divisible por 3, la suma de sus cifras:
3+ m+ 8+ m=2m+ 11 tiene que ser multiplo de 3, luego m puede
valer 2, 5 u 8. Como m es par, solamente son validos los nimeros 2 y 8.

25
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055 | Calcula cuanto ha de valer n para que:
a) n05 sea divisible por 3 y por 5.
b) 5n8 sea divisible por 2 y por 3.
c) n30 sea divisible por 2, 3y 5.

a) Sea cual sea el valor de n, el numero n0Ob5 es divisible por 5.

Para que el nimero n05 sea divisible por 3, la suma de sus cifras:

n+ 0+ 5= n+ 5tiene que ser multiplode 3 — npuedevaler1,407.
b) Sea cual sea el valor de n, el nimero 5n8 es multiplo de 2.

Para que el numero 5n8 sea divisible por 3, la suma de sus cifras:
5+ n+ 8= n+ 13 tiene que ser multiplo de 3 — n puede valer 2, 5 u 8.

c) Sea cual sea el valor de n, el numero n30 es divisible por 2y por 5.

Para que el numero n30 sea divisible por 3, la suma de sus cifras:
n+ 3+ 0= n+ 3 tiene que ser multiplode 3 — n puede valer 3,60 9.

056 | Halla un nimero comprendido entre 100 y 200, que sea multiplo de 5
y cuya suma de sus cifras sea 6.

Si el nimero esta entre 100 y 200 y es multiplo de 5, es de la forma 1n0 o 1mb.
Para que la suma de sus cifras sea 6, es necesarioque n=50m = 0.
Luego los nimeros que cumplen las condiciones son 150 o 105.

057 | Los divisores propios de un niimero son aquellos divisores distintos de la unidad
y de él mismo. Escribe un nimero:

a) Que no tenga divisores propios.
b) Que tenga un divisor propio.

¢) Que tenga dos divisores propios.
d) Que tenga tres divisores propios.

a) Cualquier nimero primo, por ejemplo, el nimero 7.
b) Cualquier nimero que sea el cuadrado de un namero primo, por ejemplo:
22 = 4 tiene un Unico divisor propio, el nimero 2.
¢) Es necesario que sea producto de dos nimeros primos distintos, por
ejemplo: 15 = 3 - 5 tiene dos divisores propios, el nimero 3y el nimero 5.
d) Silos exponentes de los factores primos de la descomposicion de un
ndmero son: n, m, ..., r, entonces el nimero de divisores es:
(n+1)-m+1-...-(r+ 1)
Por tanto, sus divisores propios seran estos nimeros menos 2.
Un numero con cinco divisores tiene tres divisores propios.
(n+1)-m+1)-...-r+1)=5—>(n+1)=5->n=4
Cualquier numero primo elevado a 4 tiene tres divisores propios.
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¢De cuantas maneras se pueden
colocar 17 manzanos en filas,
de modo que cada fila tenga el
mismo numero de arboles?

;Y si fueran 24 manzanos?

Como 17 es un ndmero primo, tiene como Unicos divisores 1y 17,
luego los manzanos se pueden colocar:

e 17 filas de 1 manzano cada una.
e ] fila de 17 manzanos.

El nimero 24 no es primo y se descompone en: 24 = 23. 3
Tiene (3 + 1) - (1 + 1) = 8 divisores. Esto significa que se pueden formar:

e 1 fila de 24 manzanos.

e 2 filas de 12 manzanos cada una.
3 filas de 8 manzanos cada una.
4 filas de 6 manzanos cada una.
6 filas de 4 manzanos cada una.
8 filas de 3 manzanos cada una.
e 12 filas de 2 manzanos cada una.
e 24 filas de 1 manzano cada una.

Bernardo tiene menos de 100 y mas de 90 discos compactos. Si los agrupa
de 3 en 3 sobra 1, y si lo hace de 5 en 5, también sobra 1. ;Cuantos discos
tiene Bernardo?

Bernardo tiene 91 discos, porque: 91 =3-30+1y91 =5-18+1
Obtén el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes niimeros enteros.

a) 61y49 c) 150y 415
b) 280y 416 d) 296 y 432

a) 61 :61} m.c.d. (61,49) = 1
49 = 72 m.c.m. (61, 49) = 61 - 72 = 2.989

b) 280 =23.5. 7} _, m.cd. (280, 416) = 2° =8
416 =2°.13 m.c.m. (280, 416) = 25. 5.7 . 13 = 14.560

c) 150=2-3- 52} _, m.cd. (150, 415) = 5
415=5.83 m.c.m. (150, 415) =2 - 3. 52. 83 = 12.450

d) 296 = 23. 37} _, m.cd. (296,432) = 2° =8
432 =24. 32 m.c.m. (296, 432) = 37 - 2* . 33 = 15.984

27
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061 | Calcula el m.c.d. y el m.c.m.

a) 111, 222y 1.011 b) 25, 100y 735
a) 111=3.37
220 —5.3.37| _, med (111,222, 1.011) =3
1011 —3.337 m.c.m. (111, 222, 1.011) = 74.814
b) 25=5
100 = 22 . 52 m.c.d. (25, 100, 735) = 5
735 —3.5.72[  m.cm. (25,100, 735) = 14.700

062 | Se dispone de dos rollos de cuerda que tienen 144 y 120 m de longitud,
respectivamente. ;Cual es el nimero de trozos iguales, de tamafio maximo,
que se puede hacer?

Para que los trozos sean de tamafio maximo e iguales tendremos que calcular
el m.c.d. (144, 120).

144 = 24 . 32

__ 03 _
120:23.3.5} — m.c.d. (144, 120) = 2. 3 = 24

Cada trozo medira 24 m, por lo que el nimero de trozos que se pueden hacer
con el rollo grande es: 144 : 24 = 6, y con el rollo pequefio es: 120 : 24 = 5.

En total se obtendran: 6 + 5 = 11 trozos iguales, de 24 m cada uno.

063 | Se quiere enlosar una habitacion rectangular, de 520 cm de largo y 240 cm
de ancho, con baldosas cuadradas de la mayor dimensién posible,
y sin cortar ninguna. ;Cual sera la dimension de cada baldosa?

Para que las baldosas sean cuadradas y de la mayor dimension posible
tendremos que calcular el m.c.d. (520, 240).
520=2%.5.13
240=2.3.5

La dimensién de cada baldosa sera de 40 x 40 cm.

} — m.c.d. (520, 240) = 2* . 5 =40

064 | Félix va a clases de Inglés cada 5 dias y a clases de Piano cada 2 dias.
¢Cada cuantos dias coinciden ambas actividades?

Se puede afirmar que Félix va a clases de Inglés los dias que son multiplos de 5
y a clases de Piano los dias que son multiplos de 2. Por tanto, para saber cada
cuantos dias coinciden las dos actividades habré que calcular m.c.m. (5, 2).

Como ambos niimeros son primos, el m.c.m. (5, 2) = 10, luego las dos
actividades coincidiran cada 10 dias.



SOLUCIONARIO

065 | Merche tiene 8 bolitas amarillas, 16 blancas, 16 rojas y 10 azules.
Con todas lasbolitas quiere fabricar el mayor nimero de collares iguales,
sin que sobre ninguna bolita.
a) ;Cuantos collares iguales puede hacer?
b) (Cuantas bolitas, de cada color, tendran los collares?

a) Para poder fabricar el mayor nimero de collares iguales, sin que sobre
ninguna bolita, tendremos que calcular el m.c.d. (8, 16, 10).

8=2°
16 =2 — m.c.d. (8,16,10) =2
10=2-5

Luego puede hacer 2 collares iguales.

b) Cada collar tendra: 8 : 2 = 4 bolitas amarillas, 16 : 2 = 8 bolitas blancas,
16 : 2 =8 bolitas rojas y 10 : 2 = 5 bolitas azules.

066 | Juan y Maria cogen el autobus en la misma parada. Juan toma el autobus circular,
que pasa por dicha parada cada 18 minutos, y Maria, la linea 9, que pasa cada 24
minutos. Si acaban de coincidir, ;cuanto tardaran en volver a hacerlo?

El primer momento en el que vuelven a coincidir es multiplo de 18 y de 24, el
m.c.m. (18, 24).

18=2.3° 3 o
o4 — 3.3 = mcm.(18,24) =237 =72

Por tanto, volveran a coincidir al cabo de 72 minutos, es decir,
al cabo de 1 horay 12 minutos.

067 | Teresa tiene un reloj que da una sefal
cada 30 minutos, otro reloj que
la da cada 90 minutos, y un tercero,
cada 150 minutos. A las 8 de la
manfana, los tres relojes han coincidido
en dar la senal.

a) ;Cuanto tiempo ha de pasar para que
vuelvan a coincidir el primer y el segundo relojes?

b) ;Y el segundo y el tercero? ;Y los tres?
a) Como m.c.m. (30, 90) = 90, el primer y el segundo reloj coincidiran
al cabo de 90 minutos, es decir, al cabo de 1 hora y media.

e . 2 .
b) 128 ; ; ' g . 552} — m.c.m. (90, 150) = 2 - 3% . 52 = 450
El segundo y el tercer reloj volveran a coincidir al cabo de 7 horas y media.

c) 30=2-3-5
90=2-3*-5% - m.cm. (30,90, 150) =2 - 32. 52 = 450
150=2-3.5°

Los tres relojes volveran a dar la sefial juntos al cabo de 7 horas y media.
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En un almacén hay dos estanterias con cajas de botes de tomate. En la primera,
las cajas contienen 54 botes cada una, y en la segunda hay 42 botes por caja.
Si el namero de botes de tomate de ambas estanterias es el mismo,

¢cual es el minimo nimero de cajas que hay en cada estanteria?

El nimero de botes que hay en cada estanteria es multiplo de 54 y de 42.

Para que el numero de cajas sea minimo, el nimero de botes tendra que ser
también minimo, luego habra que calcular el m.c.m. (54, 42).

54=2.3

42:2.3.7} — m.c.m. (54,42)=2.3°.7 =378

En cada estanteria habra 378 botes, siendo 378 : 54 = 7 cajas en la primera
estanteria y 378 : 42 = 9 cajas en la segunda.

Un pastelero hace bizcochos
cada 3 dias, pastas cada

4 dias, hojaldre

cada 5 dias y magdalenas
cada 7 dias.

a) ;Cada cuanto tiempo
hace bizcochos y pastas
a la vez?

b) ;Y hojaldre y magdalenas?
c) ;Y bizcochos, pastas y hojaldre?
d) ;Y los cuatro dulces a la vez?

a) Hace bizcochos y pastas a la vez cada 12 dias,
yaquem.cm. (3,4)=3-4=12.

b) Hace hojaldre y magdalenas a la vez cada 35 dias,
porque m.c.m. (5,7) =57 = 35.

¢) Hace bizcochos, pastas y hojaldre cada 60 dias,
yaque m.c.m. (3,4,5)=3-4-5=60.

d) Hace los cuatro dulces a la vez cada 420 dias,
porque m.c.m. (3,4,5,7)=3-4-.5.7 =420.

¢Es posible que el producto y el cociente de dos nimeros enteros tengan
distinto signo? ;Por qué?
No es posible, ya que ambos tienen signo positivo si los dos niimeros tienen
el mismo signo, y negativo si tienen distinto signo.

¢Cuando es la suma de dos niimeros enteros positiva? ;Y cuando es negativa?
Pon ejemplos.
La suma de dos numeros enteros es positiva cuando ambos, son positivos,

0 cuando uno es positivo y otro es negativo, siendo el valor absoluto
del numero positivo mayor que el del negativo.



072
(1 1]

073
(1 1]

074
(1 1]

SOLUCIONARIO ].

Es negativa en caso contrario, es decir, cuando los dos himeros son negativos,
0 Uno es positivo y el otro es negativo, siendo el valor absoluto
del nimero negativo mayor que el del positivo.

Estudia qué ocurre si en:
Dividendo = Divisor - Cociente + Resto
a) Cambias el dividendo por su opuesto.
b) Cambias el divisor por su opuesto.
c) El dividendo es el opuesto del divisor.
d) El divisor es el valor absoluto del dividendo.

a) El cociente y el resto cambian de signo.
b) El cociente cambia de signo.
c) El cociente es —1y el resto es O.

d) El cociente es 1 si el dividendo y el divisor tienen el mismo signoy —1
si tienen distinto signo, y el resto es 0.

Completa esta tabla con niimeros enteros.

a a a+b a—>b a-b
2 3 5 -1 6
—4 5 1 -9 —20
-9 6 -3 —15 —54
4 -5 -1 9 —20
-5 -6 —11 1 30

El nimero de gatos que hay en Gatolandia es
un nimero de 6 cifras que es cuadrado
perfecto y cubo perfecto. Si se marchan

6 de los gatos, el nimero de gatos que
queda es primo. ;Cuantos gatos hay en
Gatolandia?

Por ser cubo perfecto y cuadrado perfecto,

el nimero que buscamos debe ser potencia sexta
de un numero entero. Los Unicos numeros cuya
potencia sexta tiene seis cifras son 7, 8y 9.

Por tanto, pueden ser:

7% =117.649
85 =262.144
9° =531.441

Si le restamos 6 unidades y comprovemos si son nUmeros primos, vemos que
solo es primo 117.643.

El nimero de gatos de Gatolandia es 117.649.
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EN LA VIDA COTIDIANA

Félix acaba de recibir la noticia de que las notas del examen de oposicién al que
se presento estan publicadas en la pagina web del ministerio.

El examen estaba compuesto por un test de 25 preguntas, con 4 opciones
en cada pregunta. Las especificaciones sobre la puntuacion del examen
figuraban en un documento que colocaron en el tablén de anuncios.

Puntuacién del examen
* Cada pregunta acertada vale 3 puntos.

* Gi el agpirdnhte ho mdrca hinguna de lag
respuestas, la valoracién de esa pregunta

serd de O puntos.

* Gila regpuesta marcada eg incorrecta,
la valoracién de la pregunta serd
de -Z puntos.

Félix dejé 4 preguntas sin contestar, y segtin la lista de notas publicada, ha
obtenido 38 puntos. Sin embargo, Maria Jesus, que no ha mirado atn las notas,
piensa que ha sacado mejor nota que él.

Yo me dejé 6 preguntas en Yo me dejé
blanco pero, segtn mis cdlculos,| | 4 preguntas en blancoy
debo tener un 59. tengo un 38.

¢A cuantas preguntas contesté Félix correctamente? ;Es posible que Maria Jesus
haya obtenido un 59?

Feli {x — Preguntas bien contestadas
élix:
21 — x — Preguntas mal contestadas

Félix ha contestado a 16 preguntas correctamente.
3B8=3x+(-2-21l—-x) >38=5x-42 > x =16

X — Preguntas bien contestadas
Marfa Jesus:
19 — x — Preguntas mal contestadas
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59:3X+(—2)'(19—X)—>59:5X—38—>X:9?7

— No es un nimero entero

No es posible que Maria Jesus haya obtenido 59 puntos, ya que no se
corresponde con un numero entero de preguntas correctamente contestadas.

Debido a un corrimiento de tierras se han inutilizado todas las pistas
del aeropuerto, excepto dos.

Las autoridades han
decidido cerrarlo, pero es
necesario que aterricen
todos los aviones que en
ese momento se dirigen
hacia él, y que
despeguen los aviones — -\ [
que ya estan en el
aeropuerto y, también,
los que aterricen.

Utilizaremos una pista para los aviones
que aterricen y otra para los que despeguen.
Un avidn, para despegar, necesita ocupar
la pista durante 3 minutos, y para aterrizar,
la ocupa durante 4 minutos.

Segun el radar, en este instante hay 16 aviones que se dirigen hacia
el aeropuerto, a los que hay que anadir los 12 aviones que ya estan preparados
para despegar.

Son las 10:06 h,
y el aeropuerto debe
quedar vacio a
las 14:48 h.

¢Es posible lo que acaban de anunciar?
¢Cuanto tiempo tarda en vaciarse
el aeropuerto?

El tiempo que tarda en vaciarse el aeropuerto
es el maximo de los tiempos que tardan en aterrizar y en despegar
los aviones, ya que utilizan pistas de aterrizaje diferentes.

Tiempo que tardan en aterrizar: 16 - 4 = 64 minutos
Tiempo que tardan en despegar: 12 - 3 = 36 minutos
Por tanto, el aeropuerto estara vacio en 64 minutos, a las 11:10 horas.
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La maldicion del 36

Por dos veces la vara se alzo6 hacia el techo y, sin
pausa, descendio a toda velocidad hasta estrellarse
contra el enlosado de marmol. Su sonido provoco
que el pequeno caos, en forma de murmullo,
generalizado cesara de repente, y todas las cabezas
se giraran en esa direccion.

Con voz grave, el chambelan anunci¢ la entrada
de la homenajeada.

—iLady Scherezada!

Sonoé un cortés aplauso a la vez que, entre la
multitud, se iba haciendo un pasillo hasta vaciar
por completo el centro del enorme salon. Alli, bajo
la arana de cristal que lanzaba mil rayos de colores,
la esperaba su padre orgulloso.

—iMi pequena ya es una mujer!
La musica comenzo a sonar y la pareja, padre e hija,
inauguraron el baile dibujando las figuras de un vals.

Una lagrima asomo en los ojos de la joven y una =
sombra de tristeza inundo¢ su cara.

—La abuela me conto lo de la maldicién de los Byron
por no sé¢ qué pecados. ;Crees que es cierto?

—iNo hagas caso! A tu madre la mat6 el cancer, y no una
maldicion, y si muri6 a la misma edad que tu abuelo,
es solo una casualidad. {Disfruta de tu baile!

Casualidad o no, el destino hizo que la joven, al igual
que su abuelo, Lord Byron, y su madre Ada, condesa
de Lovelace, murieran con 36 afios.

Con los niimeros 3y 6 y las operaciones bdsicas, iqué tipo
de nimeros puedes obtener?

Escribimos el minimo conjunto niumérico
al que pertencen.

Ndmero natural 3+6=9
6+3=9
6-3=3
6-3=18
3.6=18
6:3=2

Ndmero entero 3-6=-3

Ndmero racional 3:6
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EJERCICIOS

001 | Indica, sin realizar las operaciones, qué tipo de expresiéon decimal tienen
estos numeros.

3 14 21
a) — c) — e) —
5 30 60
11
b 2L 9 2 n
3 36 6
a) Decimal exacto d) Periddico puro
b) Periédico puro e) Decimal exacto
¢) Periédico mixto f) Periédico mixto

002 | Escribe dos fracciones que expresen:
a) Un ndmero decimal exacto.
b) Un numero decimal periédico mixto.

1 3 5 2
a) —y— b) >y =
55 AT

003 | ;Son racionales todos los niimeros decimales periédicos?

Si, porque se pueden poner en forma de fraccion.

004 | Escribe en forma de fraccion.
a) 2,3333...
b) 2,37
c) 24,24

a) N= 23333...

10N = 233333 } — 10N - N=23,3333... — 2,3333...

L oN=21 s N=12_7
9 3

b) N= 2,3737...

100N — 2373737 } — 100N — N=237,3737... — 2,3737...

- P9N=235 - N:&

90

10N = 242,4444...
100N = 2.424,4444 ...

— 100N — 10N = 2.424,4444... — 242 4444,
2182 1091
9 45

c) N= 24,2444...]

— ON=2182 - N =
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SOLUCIONARIO 2

Escribe 0,9 y 0,99 en forma de fraccién. ;Qué ocurre?

9 99

1
Son iguales a la unidad.

Realiza las siguientes operaciones, calculando primero su forma fraccionaria.

a) 0,4 + 2,6 b) 1,2 + 2,7 c) 3,02 —2,01 +1,15

— 10N — N=4,4444... — 0,4444. ..

- IN=4 > N:%

a)  N=0,4444...
10N = 4,4444...

— 10N — N = 26,6666... — 2,6666...
- 9N=24 — N:ﬁzﬁ
9 3

N= 2,6666...
10N = 26,6666...

0,4444... 4+ 2,6666... = i+§ _ % =3,1111...
9 3 9

— 10N - N=12,2222... — 1,2222...

- 9N=11 —>N=%

by N= 12222...
10N = 12,2222,

N= 27777..
LON — 27 7777 }—> 10N — N=27,7777... — 2.7777...
— 9N=25 - N =%
10000, 427777, = 1,25 _ 36 _,
9 "9 9
c) 3,02 = gzlg’i

0 45
201 = @

%9
1,15= E

%9

3,02 -2,01+1,15= @_@_f_ﬁzﬁ_&:
45 99 99 45 99

1496 425 1071 119

22163
495 495 495 55
Encuentra la fraccion irreducible.
a) -6 b) 18 c) _25 d) _110
24 39 —125 520
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a) —16:—2“}_} -6 2 2 2
24=27-3 24~ 223 3 3
b) 18:2-32}_) 18 2.3 6
39=3-13 39 3.13 13
c) 25:57_) 25 52 1 1
: e N
—125=-5 -125 -5° 5 5
d) 100:22.52} ., oo 2252 5
520=2%.5.13 520 23.5.13 26

008 | Calcula a para que las fracciones % y Zi sean equivalentes.
a

Son equivalentes si: a-2a=6-3
@2 =9—-a=43
Por tanto, el valor a es £3.

009 | Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.
a) El denominador de una fraccién irreducible es un nimero primo.
b) Si el denominador es un nimero primo, la fraccién es irreducible.

c) Una fraccién irreducible no puede tener un denominador que no sea
un numero primo.

a) No es cierto. Por ejemplo: % es irreducible y el denominador no es primo.

b) No es cierto. Por ejemplo: g no es irreducible y el denominador es primo.

c) Falso, es suficiente que el numerador y el denominador sean primos entre
si.

010 | Escribe el representante canénico de estos nimeros.

233 b 16 o _73 d) 242 e -3 9§ —%

2
a) 2,33 :% es irreducible — Representante candnico

D 16=2>-2
9 3

c) _73 es irreducible — Representante candnico

d) N= 24222...
10N = 24,2222...} — 100N — 10N = 242,2222... — 24,2222...

100N = 242,2222... L 9ON—218 — N — 29108
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218 =2-109 218  2-109 109 es ireducible
0=2-3-5 90 2.32.5 45
— Representante canénico
e) -3 = ;3
1

f) % es irreducible — Representante canénico

011 | Ordena los siguientes nimeros.

—4; E; i; 1' 3,85
3' 52
a5 T 3 16
5 3
=6 7 16
—4 5 2382 3
¢ | — | | | {—eo-of *—|
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

I
5 6
012

¢Son racionales todos los niimeros decimales periddicos?

Todos los nimeros periddicos son racionales, por decimales que se pueden
poner como cociente de dos nimeros enteros.

013 | Realiza las siguientes operaciones.

[1 2 3] [4 2
a) [ -S4+ |= =
2 3 4 3

AR

b)[7—3]-[3—7]+12—3
2 5 8
[1 2 3][4 2] [6 8 9][4 5]
a) | = ==+ ===
2 3 4)1(3 5 12 12 12)13 2

7 20 140 _ 35
12 6 72 18
b)[;—3]~[3—7]+12—3

5 8
[7 6] [3 14] 12 3 1 [—11] 12
== | =4+ == === 4+ = -
2 2 2 2 5 8 2 2 5
C)[15] [15]2:[_9] [_9]2:812:73
2 2 2 4 4
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014 | Pedro, Maria y Ana compran una pizza para cenar. Maria come la quinta parte,

Ana la cuarta parte y Pedro la mitad de lo que toman ambas. ;Cuanto ha comido

Pedro? ;Cuanto comen entre los tres? ;Les ha sobrado pizza?

1 1 1 (1 1] 1 [4
i Pedro —l=t—|==
Maria — 5 Ana — 7 - > [5 2

2

1 1 9 8 10 9 27
Entre los tres comen: — 4+ — 4+ — = — 4+ — 4 —

20

5

20

—— de pizza
4 40 40 40 40 40

Les ha sobrado: 1 - 27 _ = 40 27 = 13 de pizza
40 40 40 40

015 | Calcula: (2,6 + 4): 3,3

(2,é+4);3,§_[§+4]:130 230 10,

1 2V (aV
016 | Realiza esta operacion: 273 O

[1_2]3.[4]2[3_4]3.16[—1]3.16(—1>3.9
2 313 6 6) 9 6 9 6 16
-1 9 _ -9 1

T 216 16 345 334

57 nee 2] 3 (33

G- 5555
3 2 2 5 3 28 10 100 100

. 1
018 | Sabemos que el inverso de 2 es —.
Halla el inverso de 22, 23 y 2%, ;Cudl sera el inverso de 2"?
Comprueba el resultado realizando la multiplicacion correspondiente.

1

(22)—1_ :l_>22.i24.l:l
22 4 0? 4

ey L1 e 1 _g 1 4
23 8 23 8

oyt L b o b _qg 1y
24 16 24 16

@)y == 2. o2
2n 2!7 2f7



SOLUCIONARIO

019 | Simplifica y calcula.

a)z-z-..-z b) X+ X+..- X c) (=3)2 d) 372
60 veces 150 veces
a) z% b) X% c) % d) —%

020 | Escribe el inverso de los siguientes nimeros como potencia de exponente entero.
a) 2 b) -3 c) 22 d) -2

b) 1 c) 1 d) —2?

a) 1
2 3 2°

021 | Expresa estas fracciones como potencias de exponentes enteros.

2 225 by 22 o 56
64 121 125
2 g2
a)3 5 =32.52.26
26
oy 2l =2 _oigp
11° 11
3.
c)2 7:23~7~5*3
53

022 | Indica cuanto vale (—1)” para los valores positivos y negativos de n.
Para ello, comienza dando valores pequeiios y obtén una regla general.

Independientemente de si n es positivo 0 negativo, (—1)" = { 1 S! nes par
—1 sin esimpar
023 | Aplica las propiedades de las potencias, y expresa el resultado como potencia
de exponente positivo.

-1
a) 83%.8°¢ c) (8-4)~ e) [—Z]
_g\2 -3
b) [2_2 ] d) [;g] f) (24721)?
Indica qué propiedad has utilizado en cada caso.
3 3
a) 89 — ig d) [72] _ [24]
8 15 5
b) (5—8—(—2))—2 — (5—6)—2 — 512 6) 7%
0@ 2t =@yt =2 = L f o4 = 1

220 2 442
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024

025

026

027

028

Calcula.
a) (X*y?):(x°y™ b) (6x*y?) : (3x2y2)
a) X5—6y—2—(—1) _ X—ly—l _ i b) 2X4’2y2’(’2) _ 2X2y4
Xy

Simplifica y expresa el resultado como potencia.

57.33.67 ~
a)m C)92'32-27
3 2 3)2
2. 3.2 [3] 0 [1] .25
4 3? 8 5
a) 577(—14) . 33—(—3) (2. 3)—4—(—2) — 521 . 36 . 272 . 372 — 521 . 34 . 272 —
521 . 34
— 5
3 2
po 3.1 3 _ 3
22 23 . 32 26 210
c) 3*.32.33=3°
d) 5%6 .52 = K8
Expresa en notacién cientifica.
a) 9.340.000 g) 0,0089
b) 0,000125 h) 137
c) 789.200 i) 1 diezmilésima
d) 1 billén i) 5 centésimas
e) Media decena k) 9 milésimas
f) 4 1) 6 trillones

a) 9,34 - 10° d)1-10° g89-10° ) 5.107°
b) 1,25-10°* e)5-10° h)137-10° k) 9-10°°
c) 7,892 - 10° f) 4 )y 1.-10" ) 6-10%

Estos niimeros no estan correctamente escritos en notacion cientifica.
Corrigelos.

a) 0,7 - 10° b) 11,2-10°°
a) 7-10° b) 1,12 - 1072
@ Calcula.
a) 2,3-10°+5-10° b) (5-102)-(3,1-107)
a) 2,8 - 10" = 28.000 b) 1,55 - 10° = 0,0000155
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Realiza las siguientes operaciones, y expresa el resultado en notacién cientifica.

a) 9,34 -10* + 7,6 - 102 e) (52-10%.(8-107)
b) 7,8-102+8.10°5 f) (4-109:(2-1079)
¢)3.107-7.10"* g (7-109:(1,4 - 109
d) (9 -10% - (8,5 - 102 h) (4-10%.(2-10%: (8102
a) 9,416 - 10* e) 416.10°®
b) 7,88 - 107 f) 2.10°
c) 6,997 - 10 g 510"
d) 7,65 - 107 h) 1-10%

Un microorganismo mide 3,5 micras. Sabiendo que 1 micra es la millonésima
parte de 1 metro, expresa, en metros y en notacién cientifica, la longitud
de 4 millones de microorganismos dispuestos en fila.

(4-10°-(3,5-10°% =1,4- 10" = 14 metros

Q Realiza, utilizando la calculadora y también sin ella, esta suma:
9,23 . 10% + 1,78 - 10%°. ;Qué diferencias observas entre las dos formas
de realizar la suma?

En el caso de que la calculadora solo admita dos cifras en el exponente,
no sera capaz de hacerlo e indicara un error.

Si se realiza manualmente, el resultado es 1,101 - 10,

ACTIVIDADES

Utiliza la expresion numérica adecuada a cada situacion.
a) Reparto 15 golosinas entre 8 nifios.
b) He gastado 2 € y 37 céntimos.
c) En esta tienda hacen un 25 por ciento de descuento.
d) Llevo un cuarto de hora esperando el autobds.
e) He pagado 2 de las 5 cuotas del coche.
f) El 10 por ciento de los estudiantes asegura que no come verduras.
g) El viaje ha durado 3 horas y media.
15 25 1 2 10

a) — b)237€ ¢ d) —hora e) — f) — 3,5 horas
)8 ) )100 )4 )5 )100 2

¢Cuantos nimeros racionales hay en esta serie? ;Hay algiin niimero entero?
.Y natural?

2 1 12 24 4 6 100 150 2

1
4’ 3 5 8 4’ 24’ 8 25’ 200" 10

Racionales: todos. Enteros: _24 =-6y 100 = 4. Natural: 100 =4,
4 25 25
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034 | Transforma las siguientes fracciones a) L d L S
en nimeros decimales, e indica qué 5 s 9
tipo de decimales b) . L a ] = R
' £ 1000
3 12 \7
") b3 LT
a) 0,2 — Decimal exacto f) 1,7/1@) — Periédico puro
b) 1,23 — Periédico mixto g) 0,5 ——— Periddico puro
c) 0,75 — Decimal exacto h) 0,002 —— Decimal exacto
d) 0,04 — Periodico mixto ) 0,7083 —— Peri6dico mixto

035

036

037

038

e) 0,83 — Periédico mixto

Escribe dos fracciones cuya expresion decimal sea un nimero:
a) Decimal exacto. b) Decimal periédico puro. c¢) Decimal periédico mixto.

3 7 4.7 5 3
Sy~ b) &y - 2y —
572 3’ g

Escribe un nimero decimal que cumpla las siguientes caracteristicas.
a) Periédico puro, de periodo 5.

b) Exacto, con tres cifras decimales.

c) Periédico mixto, de anteperiodo 28.

d) Periédico puro, con periodo de 4 cifras.

e) Periédico mixto, con periodo 37.

f) Exacto, con parte entera 2.

a) 1,5 c) 2,2834 e) 6,837
b) 1,234 d) 5,2468 f) 2,65

Halla la fraccién generatriz.

a) 0,2 c) 95,7 e) 0,01 g) 342,12
b) 5,25 d) 8,0002 f) 37,875 h) 0,0000003
a) 1 o 957 o) 1 2 8.553
5 10 100 25
b) 21 a9 40.001 f 303 h) 3
4 5.000 8 10.000.000

Calcula la fraccion generatriz de los siguientes nimeros decimales periédicos.
a) 3,5 d) 2,37 g) 42,78 j) 10,523

b) 5,902 e) 0,0157 h) 0,8 k) 0,00097

c) 12,99 f) 42,004 i) 1,256 ) 3,2572



SOLUCIONARIO

2) 32 &) 156 43 ) 1.255
9 9.900 4.950 999
b) 5.897 H 41962 20981 ) 10418  5.209
999 900 450 990 495
117 4.236 1412 97
c) — g —=— k)
9 99 33 99.000
9 235 47 h) 8 ) 32540 3254
90 18 9 9.990 999
039 | Indica el tipo de decimal y calcula, si es posible, su fraccién generatriz.
a) 15,3222... c) 15,233444... e) 15,333
b) 15,323232... d) 15,32 f) 15
a) Periédico mixto — 1379 d) Decimal exacto — 383
90 25
b) Periédico puro — 1515 505 e) Periédico puro — 138 _ 46
99 33 9 3
. . 15
¢) Irracional f) Decimal exacto — BN

040 | Escribe la fraccion generatriz de estos nimeros decimales.

a) 2,25 c) 22,5 e) 0,334334334...
b) 2,25 d) 2,25 f) 8,57111...
9 203 334
a) — c) — e) —
4 9 999
) 223 4 208 o 7714 _ 3857
99 0 900 450

041 | Los siguientes nimeros decimales tienen de periodo 9. Averigua a qué niimeros
equivalen, expresandolos en forma de fraccion.

a) 1,9 b) 4,59 ¢) 0,19
218y o M4 46 0 18 oo
9 0 )

042 | Ordena los nimeros decimales, de menor a mayor.
2,999 2,95 2,955 2,59 2,599 2,559

2,559 < 2,59 < 2,599 < 2,95 < 2,955 < 2,999

043 | Ordena los siguientes niumeros decimales, de menor a mayor.
2,995 29 2,95 2959 2,95
2,95 <295=2959<2995<29

45
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044 | Ordena estos nimeros decimales, de mayor a menor.
4,75 4,75 4,75 4,775 4,757 4,757

4775 > 4,757 = 4,75 > 4,757 > 4,75 > 4,75

045 | Ordena, de menor a mayor, los siguientes nimeros decimales.

a) 7,512 < 7,512 < 7,512 < 7,512 < 7,51
b) 3,61 < 3,615<361<3,6

c) 8,24 < 8,243 < 8,243 < 8,24

d) 7,1412 < 7,141 < 7,14

046 | Escribe un numero racional comprendido entre:
a) 3,4y 3,40023 b) 5,6y 5,68 c) 2,52y2,52
a) 3,4001 b) 5,62 c) 2,523

047 | HAZLO ASI
¢{COMO SE OPERA CON NUMEROS DECIMALES PERIODICOS?

Haz esta operacion: 12,7 + 7,5

PRIMERO. Se calculan las fracciones generatrices de cada uno de los nimeros deci-
males.
127

1207 = — 75 = -9
10

SEGUNDO. Se realizan las operaciones indicadas, sustituyendo los nimeros deci-
males por sus fracciones generatrices.

12775127, 65 _127:9+65-10 _
10 9 90

~ 1143 +650 1.793

=19,92
0




SOLUCIONARIO

048 | Opera, utilizando las fracciones generatrices.

a) 1,3+ 3,4 c) 1,36 + 8,25 e) 3,46 + 4,295
b) 10,25 — 5,7 d) 4,5+ 6,7 f) 3,21+ 4,312
1343424 7
35 15
b) 10,25 _ 57 =223 52 _ 403
9 9 QO
0) 136+ 8510 817 952

99 99 99

04546721, 0L 102 34

9 9 9 3
o) 340 4055 M3 4253 7686 _ 2561
99 ' 990 990 330

f 323_‘_4,31-\: 318 n 4.269 _ 7.449 _ 2483

99 990 990 330

049 | Realiza las operaciones.

a) 1,25.2,5 b) 0,03:2,92 c) 3,76-4,8 d) 1,25:2,25

2)125.25-2.23 _ 115 0) 376.48= 2 44 _ 2486
4 9 36 0 9 135
b)o,o§;2,9§=i:@— 3 9 1,25:205 =2 203 _ 225
90 263 4 90 406

050 | Utilizando las fracciones generatrices, comprueba si son verdaderas o falsas
las siguientes igualdades.

a)1,9=2 c) 1,89 + 0,11 =2 e)0,3+06=1
b)1,3:3=04 d) 0,11-01=0
a) 1 § 198 2 Verdadera

b) 1,§:3:% : 3= % = O,ﬁ% Verdadera

c) 1,8§+O,ﬁ ﬂ—k£7ﬂ9&2 — Falsa
90 90 90

d)0,11-01= 1o o Verdadera
9 9

e) O,§ + 08:% g: 11— Verdadera
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051 | Escribe 6,8 como suma de dos niimeros decimales periédicos.

68=2-L.5 53,448
5 3 15

052 | ;Cudl es la vigésimo sexta cifra decimal que obtenemos al expresar

en forma decimal? Razona tu respuesta. 9.999
128 — . . . L .
@ = 0,0128. Como el periodo tiene cuatro cifras, la vigésimo sexta cifra

decimal es la segunda cifra del periodo, 1.

- . . .. a . .
053 | ;Qué tipo de decimal se obtiene de la fraccion 22,53 si @ es un nimero entero?

Se obtiene un niimero entero o decimal exacto, ya que el cociente
es producto de potencias de 2y de 5.

054 | Simplifica, hasta llegar a la fraccion irreducible, estas fracciones.

45 123.123 —1.254
a) —— ) ————— e) ——

-33 456.456 1.054
b) 1.960 d) —333 f 1.024

2.004 148 10.000

4 .5 _35_ 15

33 -3.11 -11 11

1960  2°.5.72 2.5.7° 490

2004 22.3.167 3-167 501
123123 3.7-11.13-41 41 41
456456  22.3.7-11-13-19  22.19 152
333 -32.37 9

a)

b)

c)

Vg T2 a4

o) -1.254 _ -2-3-11-19 _ -3-11-19 _ 627
1.054 2-17-31 17-31 527

p 1024 20 2 64

10000 2.5 5 625

055 | Para mi cumpleaiios me han regalado una caja de bombones.

Si me he comido 12 bombones y la caja tenia 64, ;qué fracciéon de bombones
he comido y cual me queda?

Me he comido: 5 = i de bombones

16
Me quedan: 1 - 3 = 13 de bombones
16 16



SOLUCIONARIO

056 | De los 30 alumnos de una clase, 10 son morenos, 7 rubios, 8 castaiios
y 5 pelirrojos. Calcula la fraccion que representa cada grupo de alumnos
con un mismo color de pelo respecto del total de los alumnos.

10 1 _ 8 4
Morenos — — = — Castafios —» — = —

30 3 30 15
Rubios — e Pelirrojos — S = 1

30 30 6

057 | En un rebafio hay 25 cabras, 52 ovejas blancas y 12 ovejas negras.
Expresa, mediante fracciones irreducibles.
a) El nimero de cabras del rebaiio.
b) El numero de ovejas del rebafio.
c) El nimero de ovejas que son de cada color.

a) Total = 25 + 52 + 12 = 89 animales ¢) Ovejas blancas — 22
Cabras — 25 , 12
89 Ovejas negras — g

b) Ovejas — 2+12 64

89 89

058 | Una fabrica que produce teléfonos tuvo una produccion,
durante el mes pasado, de 14.745 teléfonos,
de los cuales 870 eran defectuosos. Este mes
se ha producido 11.796 y han sido defectuosos 696.
En relacion con los teléfonos fabricados,
¢cuando ha habido menos defectuosos?

Ha habido el mismo porcentaje de teléfonos
870 696
14.745 11.796

defectuosos, ya que:

059 | Opera.
3 3) 15
a2_ 1.5, d)l—[_].
3 4 2 5 6) 2
b)4—[1+1-3 e)(—2)—[4+13]:[2—8]
6 5) 10 7 3
3 2 5 [2]2
o0—--=.24|%
4 5 3 |5
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Numeros racionales

2 15 2 5 16 15 48 49
) =-— —+2="-—42=" - —=—
3 4 2 3 8 24 24 24 24
b)4_1+1].3_4_5+6.3_4_11.3
6 5) 10 30 ' 30) 10 30 10
o33, 138
300 100 100
)32.5+[2]2 3.2, 4 _25 200, 48 _73
4 5 3 |5/ 4 3 25 300 300 300 300

NERE I

5 6] 2 30730 2 30 2
23 _1
4 4

e fe B {212

(-5 B B

060 | Simplifica estas operaciones con potencias.

FETEET ol )
BEERE RG]

77 (7)) (8) (8)
[4] [4] [3] | 3]
_ 78.(23)3 B 78.29 78

- (22)8 . 33 216 . 33 - 27 . 33
5
SR BRI
5 11 5 5 11 5
2
-2 ] -
5 11

13 42 6 12 1342 . 612 1342 . 212 . 312
= [5] [] = 543 1112 = 542 1112

~

a

b

~

2

6]

5]

5




061

SOLUCIONARIO

52
>[13][3][5][11] INEENNE - )
5) (10) "(11) [l 5 56 102 113 5%

13 ¥ 5 11®

2 2 g13 1267 4 £26 1312
:lz 5 13]_2 5% .13

:[56: 5.2 11° 59

117 . 32 11%.3¢
412 PN ova 2 47
d)[—7] 14.[4] _24.(2) .2.7‘27 =
14 7 74 7?
o [98]" 92 o2 D44
B -55-5
Opera y calcula el valor de las siguientes fracciones.
1
a) L b) 1 c)
1 1
2+ 1-— 2 +
1 1
1+ 1 1-— 1 2+ 3
2+— 1—— 2+
; 3 5)
a) 1 _ 1 _ 1 _
1 1 1
2+ 1 2+ 1 2+ 3
1+ 1 1+—7 1+7
2+ — —
3 3
-1 1t _1_1
5 1 7 27 27
10 10 10
7
b) ! - L _ 1 _
1 1 1
1- 1- 1-
1 1 3
1- 1 1——2 1-——
1__ —_
3 3
1t _1
1 1 142 3
-1
2

51
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Numeros racionales

1 1
C) = =
1 1
2+ 2+
1 1
2+ . 2+ 5
2
= 24+ =2
2+[3] 2
_ 1 _ 1 1
2+ L 2 ! —1
1 * 27 151
24+ —— 2+ — —
62 62 62
27
S SR U 1t
-
151 151
062 | Escribe una fraccién comprendida entre:
578 6 6 6 5
9 11 -3 -2 -5 -6
b) =—y— d —y— f) —y—
7y 9 7 y 5 9 y 9
)42
5 w|_ 3 _3_3
7 35 40 40 40
8 40
09 _8l
7 e | 77 78 8l
1 77 63 63 63
9 63
01l _ 22
9 18 14 15 16
-5 —<—<—
§:2i 12 16 12
6 18

d -3 15 30
7 3% 0|, 30 _29_28
2 14 2 70 70 70



SOLUCIONARIO 2

e)—_1_75

6 30|, 5_1_6
1 6 30 30 30
5 30
fl -5 10

o 18|, l2__1 _10
-6 12 18 18 18
9 18

063 | Calcula las siguientes potencias.

a) 23 c) 105 e) (=3)* g) (—12)2 i (-1
b) 7* d) 872 f) (—2)° h) (—6)®
1 1 1 1 1 1
a) — = d) —=— _— =
) 22 8 ) 82 64 g (—12)? 144
1 1 1 1
b) — = —— e = — h) —6%= —-216
) 74 2.401 ) (=3)* 81 )
c) 100.000 f) 1l __ 1 i —1
' (-2 32
064 | Halla el inverso de estos niimeros.
“las ) -3 =
a c) — e) —
1 3
b) — d) 33 f) —3°3
3
1 1
a) c) —— e) 3
3 3
1 1
b) —3 d) > = — f) =33
065

Expresa estas fracciones como potencias de nimeros enteros,
©® | empleando exponentes negativos, si es preciso.

12 -3 2
a) — Cc) — e) —
) 5 ) 2 ) —
b) £ d) _E f) ;33
65 9 —-55
a) 2¢.3.571 c) —3-471 e) —2.57!
b) 11-137!.57 d) -5.372 fy 3.57!

53
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Numeros racionales

066

067

068

069

Simplifica, expresando como Unica potencia.

a) 25.23.24 c) (—4)*:(—4)5:(—4)°

b) (—3)°: (=3)° - (-3)7 d)72.73:7°
a) 27534 =2° c) (—4) oY= (-4
b) (=3)6°7 = (-3) d) 7259 =70=1

Opera y expresa el resultado en forma de una sola potencia.
BGG) HNENG|
a) - =] 1= c) —_ I 0=
2 2 2 4 4 4
-3 -5 0 -5 -4 7
ol fel Bl o E S
10 10 10 5 5 5
3)° 5)
a) [2] c) [4]
3 -8 71 6
b) | — d) |—
5] 5

Efectua las operaciones.

a) 4°:2* e) 273:(-279)
b) (—3)* - (—3%) f) [(-5)°P.5™
c) (2% : (=279 g [(2*- 27971
d) (=23)*. (-2%7 h) —(—2%) : (-2
a) 21224 =28 e) 22:[(-1)- 2% = -1
b) (—3) f) (=5)P.54=05%.54%=5h?
C) _26 ; (_2—6) — 26—(—6) — 212 g) [(2—4)—1]—4 — 2—16
d) (=1)*.212.(=1)7.2%8=_2% h) —(=2%):[(-1) -2 = -2
HAZLO ASi

¢COMO SE RESUELVEN OPERACIONES CON POTENCIAS FACTORIZANDO LAS BASES?
Resuelve esta operacion con potencias, simplificando todo lo que puedas.
4473 . 225

PRIMERO. Se descomponen las bases de las potencias en factores primos.
44 =22.11 22=2-11

SEGUNDO. Se aplica esa descomposicion a la operacion.
4473.225=(22.11)3. (2-11P°=(2°-1173) . (2°.11%)

TERCERO. Se resuelve la operacion.

(2 11%) (25 119 = 2%+ . 1195 = 21 . 112 = 121



SOLUCIONARIO

070 | Opera y simplifica el resultado.

a) (307°:107%3 c) (9°:97%) e) (123: 2%+

b) (62.33)1 d) (107'°.10°9)72 f) (205:107%)3
) (3 5)3 3 15
b) 291 =2
c) (9P =9°

d) (10—16)—2 — 1032
) (33 26 . 23)—4 (33 23) -4 _ 6 12
) (2 5) 3 215
071 | Calcula y simplifica el resultado.
27 (-4} -3
? [5] ' [8 o [2] '
—4 -3 3
o3 ol o715
4 10 2 -2
2 _1 3
a) [] : [] =[-2%-571: (-2 = (-2)° - 572

b) 38.28).(23.33.23.5%=28.3711.53
C) [(=3)2:2%.(b2:2%=(=3)%.2.52
d) (=70 :2%:[572:(=2)2]=(-7)3-27°. 5
072 | Efectda y simplifica.
SR
a) —
8
-3 2 -2
(5] (3
27 16 18
c) 7] < (=3)%: [ ]
4
2! 57 5°
o) (5] -5
52 26 22 218

20 (3] (1) e
K 33] '[24] -[3] =20l
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073 | Simplifica.

36 . 28 . 53

93 .25% .44
3%.16.97!
82.3%.23

8)366 288 534 51

a)

b)

b)34+52 2463 3121

(=5)*-(-8)* - 972
(—3)*.2" . 25°
32°1.3672.182
8°.62.9¢
c) _R3-10, 912-7 | 3-4-(-4)
D5 .04 34 02 34

_ o7
d) 015,953 ,33 38 2

c)

d)

— _57.
.33

25

074

075

Realiza estas operaciones con potencias, efectuando primero las operaciones
dentro del corchete. Comprueba que si lo haces al revés, el resultado no varia.

a) [2° - (-5)12 &) [10°: (-2)1°

b) [(~3) - 81 f 19%: (-3

c) [4:(—2)%1" g) [257! . 10%]2

d) [(~10) : (~5)1°° h) 36 . 2°1°%
DB 20— g MO =

L1 L1 . o

024 = o) [0 b 2t =2
&) -2 = 2* H -3 =-3

HAZLO Asi

¢COMO SE EFECTUAN OPERACIONES COMBINADAS CON POTENCIAS?
Efectia esta operacion.

b Kl
2
PRIMERO. Se realizan las operaciones que estan dentro de los paréntesis.
531 (B (7 () (=) ()
2 4 5 8 4 5 8
SEGUNDO. Se calculan las potencias.
) —1 -2 2 1
[7] [—3] _[1] _ [4] [—5] _g 16.[—5]_64
4 5 8 7 3 49 3
TERCERO. Se efectlian las operaciones, respetando la jerarquia.

16.[_5]_64__80_

49 | 3 147

4 9.488
147



076

077

078

SOLUCIONARIO

Realiza las siguientes operaciones.

oS e )
o35 -5
o[l 3T

142 (=7)" 7)° 32.52.2) (2.7
a|—| |—| +2:|=| =|- + =
15 2 3 2?.72.7 3?

3%.52 2.7%  -3%.52422.75 31589

=— + = =
2.73 32 2.7%.3 6.174

-2 -1
o2
4 3 2 2

o [_1]1.[3]_ 2)_ 50 4 _ 154
10) |5) (3 3 9 9
Indica qué igualdades son verdaderas, y escribe el resultado correcto
en las falsas.

g Aebteet by 3702057 1
asd.p*.c* 34.25.573 3.2.5

a) Falsa—>a® - b®.-c®=1

b) Falsa -3-2.5=
3.2.5

Expresa en notacién cientifica las siguientes cantidades.

a) La velocidad de la luz en metros por segundo.

b) La duracion de un afio en segundos.

c) El radio de la Tierra en metros (6.370 km).

d) Tu altura en milimetros.

e) Tu peso en miligramos.

f) El tiempo transcurrido desde la desaparicion de los dinosaurios (65 millones
de afios).

g) La longitud de un virus: 90 milimicras (1 milimicra es la milésima parte
de 1 micra).

a) 300.000 km/s = 3 - 10 m/s

b) 36524 -60 - 60 = 31.536.000 s = 3,1536 - 10’ s
¢) 6.370 km = 6.370.000 m = 6,37 - 10° m



Numeros racionales

d) Respuesta abierta.

e) Respuesta abierta.

f) 65 millones de afios = 6,5 - 107 afios

g) 90 milimicras = 90 : 1.000 micras =9 - 102 micras =9 - 10%m

079 | Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros, e indica su orden

de magnitud.

a) 15.000.000.000 e) 4.598.000.000
b) 0,00000051 f) 0,0967254

c) 31.940.000 g) 329.000.000
d) 0,0000000009 h) 111.000

a) 1,5-10'° —— Orden de magnitud: 10
b) 5,1 - 1077 —— Orden de magnitud: —7
c) 3,194 . 10" —— Orden de magnitud: 7

d) 9-107 ——— Orden de magnitud: —10
e) 4,598 - 10° —— Orden de magnitud: 9

f) 9,67254 - 1072 — Orden de magnitud: —2
g 3,29 - 108 ——— Orden de magnitud: 8

h) 1,11 - 10° ——— Orden de magnitud: 5

080 | Desarrolla estos numeros escritos en notacion cientifica.

a) 4,8 - 10° e) 6,23 .10
b) 8,32 - 10! f) 3,5.107%2
c) 5,659 - 10°¢ g) 2,478 - 10"
d) 7,925 - 10° h) 1,9385 - 107
a) 480.000.000 e) 0,00000000000000000623
b) 0,0000000000832 f) 0,0000000000035
c) 0,000005659 g) 2.478.000.000.000.000
d) 7.925.000.000 h) 0,00000019385

081 | Indica cuales de los siguientes niimeros estan escritos en notacion cientifica.

a) 54 - 10" e) 7,2-107?
b) 0,75 - 107! f) 0,5-10"
c) 243.000.000 g) 0,01.107%
d) 0,00001 h) 18,32 . 10*

Solo esta escrito en notacion cientifica el niumero del apartado e) 7,2 - 1072,



082

083
( 1 J

084
o0

SOLUCIONARIO 2

Efectia las operaciones.

a) 1,32 -10* + 2,57 - 10*

b) 8,75 - 10% + 9,46 - 10°

c) 3,62-10*+ 5,85 -1073

d)2,3.10°+3,5.10' +4,75.102

e) 3,46-.102+59.10* 4 3,83 .10
a) 3,89 - 10 d) 2,303975 - 10?
b) 1,0335 - 10* e) 5,93830346 - 10*
¢) 3,620000585 - 10*

Q Opera y expresa en notacion cientifica, y comprueba los resultados
con la calculadora.

a) 1,2.10* + 3,15-10° f) (4,6.107%).(5.107)
b) 2.102 +6-10°° g) (9-10°%):(3-107)

c) 3,5:10*—-7-102 h) (1,8-10°:(6-10%
d) 9-10” + 8,6-10* i) (0,9-108)?

e) (8-10%-(9-10° ) (2,4-10%%:(1,2-10°

a) 1,2-10°+3,15-10°=1,2-10* + 0,315 - 10" =
=(1,2+0,315) - 10*=1,515- 10*
b) 2-10°+6-10°=2-107+0,06-107°=(2 +0,06) - 107 =

=2,06-10"°
c)35-10%-7-102=0,035-10?~-7-102=(0,035-7)-107° =
=-6,965- 1072
d)9-10"+8,6-10*=9 10" + 0,0086 - 10’ = (9 + 0,0086) - 10" =
=9,0086 - 10’

e) (8-10%-(9-10° =(8-9)-(10°-10°) =72 - 10" =7,2- 10"

f) 46-10°)-(5-10")=(46-5-(10°-107)=23-10"%=23-10"
g (9-10%:(3-107)=(9:3)-(10°:107)=3-10'=3-10

h) (1,8-10%:(6-10°) =(1,8:6) - (10°: 10 =03 - 10°=3 - 10°

) (09-10%°=0,9"-10"*=0,81-10"*=8,1-10%"

D (24-109%:(1,2-10° =((2,4)*:1,2) - (10*: 10° = 5,76 - 10°

Completa los huecos para que sea cierta la igualdad.
a)4.108+2.10°=6-10° c) (5-10%-(1-10% =2.10°
b) 9-10* —6-.102=[1-10* d) (8:10%:(2-10% =4.10°

a)4-10°42-10°=6-10°

b) 9- 10" — 6. 107 = 8,94 - 10°
c)(5-10%-(4-109=2-10°
d) (8-109:(2-10% =4 - 10°

59
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085

086

087

088

089

Calcula.

a) 9,5.10* — 3,72 . 10*

b) 8,6 - 10® — 5,45 . 102
¢)79-10%-13.10"°

d) 4,6 -10°+ 5,3 .10* —3,9 .10
e 5.102-3.101'4+7.10

a) 5,78 - 10* d) 4,65261 - 10°
b) 8,055 - 10° e) 4,9977 - 10°
c) 7,887 -10*

Haz las operaciones.

a) 7,3-10*.5,25.10
b) 8,91.107°.5,7 . 10"
c) 8,3.10°:5,37 - 102
d)9,5.-10°:3,2.10°

a) 3,8325 - 107 c) 1,5456 - 10*
b) 5,0787 - 10*° d) 2,9688 - 10°°
Simplifica.
a) 6,147 - 102 . 4,6 - 10°
7,9 -10% . 6,57 -10°°
b) 3,92.10* . 5,86 -10°°

7-10%.9,2.10%
a) 5,448 - 1073 b) 5,567 - 1078

La masa de Plutén es 6,6 - 1079 veces la masa del Sol, y esta, a su vez, es
3,3.10° veces la masa de la Tierra. Si la masa de la Tierra es 6 - 10?* kg,
halla la masa de Plutén y del Sol.

Masa del Sol = (3,3 - 10°) - (6 - 10%) = (3,3 - 6) - (10° - 10%) =
—19,8-10°kg = 1,98 - 10> kg
Masa de Plutén = (6,6 - 109) - (1,98 - 10°!) = 13,068 - 10 kg =
=1,3068 - 10% kg

Un aiio luz es 9,46 - 10'2 km, aproximadamente. Expresa en kilémetros el radio

del universo si se estima que su valor es de 15.000 millones de afos luz.

(15.000 - 10°) - (9,46 - 10*) = (1,5-9,46) - (10° - 10") = 14,19 - 10 =
= 1,419 - 10® km
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SOLUCIONARIO

Un embalse que abastece

a una poblacion tiene

12 hm?3 de agua.

Si, por término medio,

una persona gasta 400 litros
de agua diarios,

¢a qué poblacién podra
abastecer durante un afio?

12hm®=12-10°m®=12.10°¢=1,2-10°¢
Cada persona necesita: 400 - 365 = 146.000¢ = 1,46 - 10°¢

(1,2-109: (1,46 - 10°) = (1,2:1,46) - (10°: 10°) = 0,82 - 10° =
=82-10*

Luego podré abastecer a unas 82.000 personas, aproximadamente.

La distancia media de la
Tierra al Sol es de
150.000.000 km.

Una nave que parta de la
Tierra a una velocidad
constante de 10.000 km/h,
icuanto tardara en llegar

al Sol? Elige una unidad
de medida apropiada

para responder.

e—vito t=2 5 =220 _15.10°=15.000h =
v 108

=625 dias = 1 afio, 8 meses y 20 dias

En un laboratorio se ha observado que la poblacién de ciertas bacterias
se duplica cada hora. Si el niimero inicial era de 8 - 10'? bacterias:

a) ;Cuantas bacterias habra a las tres horas?
b) ;Y a las seis horas?
¢) ;Cuantas horas tendran que pasar para que sean 1,024 - 105 bacterias?

a) Entreshoras — 2-(2-(2-(8-10")) =2°.8-10% = 6,4 - 10™ bacterias
b) En seis horas — 2°.(8-10'?) =512 - 102 = 5,12 - 10* bacterias
c) En xhoras — 2°. (8- 10%)

2%.(8-10%) = 1,024 - 10¥® — (1,024 - 10") : (8 - 10*?) = 2~

(1,024 - 10") : (8 - 10) = (1,024 : 8) - (10 : 10'?) = 0,128 - 10° = 128

2’ =128 — Tendran que pasar siete horas.
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093 | Una unidad utilizada para medir cantidades muy pequefias es el picogramo,
que equivale a la billonésima parte de 1 gramo. Los valores normales
de vitamina B, en la sangre estan entre 100 y 650 picogramos por mililitro
en la mujer, y entre 200 y 800 en el varén. Si la cantidad de sangre
de una persona es de 5 litros, y su concentracién de vitamina B;, es la normal,
;entre qué valores oscila la cantidad de vitamina B, en su sangre?

5¢=5-10"ml " g =

En las mujeres:

100-5-10°=5- 10° picogramos =5 -10°- 10 ?2g=5-10"g

650 -5-10%=3.250 - 10° = 3,25 - 10° picogramos =
=3,25-10°-10%g=325-10"°g

El nivel de vitamina B1, en las mujeres oscila entre 5- 1077 gy 3,25 - 10° g.

En los varones:

200 - 5 - 10% = 10° picogramos = 10°- 107 ?g=10"°¢g

800-5-10°=4- 10° picogramos =4 - 10°- 102 g=4-.10"%¢

El nivel de vitamina Bs, en los varones oscila entre 10°gy 4 -10°g.

094 | Un glébulo rojo tiene forma de cilindro, con un radio de unas
3,5 millonésimas de metro y una altura de 2 millonésimas de metro.
a) ;Cual es su volumen (Vjinaro = wr2h)?

b) Si la cantidad de glébulos rojos en la sangre es aproximadamente de
5 millones por milimetro cibico, ;qué fraccién del volumen total de sangre
suponen los glébulos rojos?

c) Se apilan todos los glébulos rojos de un litro de sangre. ;Qué altura se alcanza?

a) Radio = 3,5 millonésimas de metro = 3,5 - 10°m
Altura = 2 millonésimas de metro =2 - 10°m
V=mrPh=w-(35-10°?2.(2.10°% =
=7-(35%-2)-(102.10%=7697-10®¥m*=7,697 - 107V m® =
=7,697-10".10°mm3 = 7,697 - 108 mm?®

b) El volumen total de los globulos rojos en la sangre es:
(5-10°% - (7,697 - 10°8) = 38,485 - 1072 = 0,38485 mm>
Los glébulos rojos suponen el 38,5 % del volumen de la sangre.

c) El numero de glébulos rojos en un litro de sangre es:
5.10°.10°=5.10%
Como cada glébulo rojo tiene una altura de 2 - 107° m, la altura total es:
(2-10%-(5-10%) =10-10°=10"m
Se alcanza una altura de 10.000.000 m = 10.000 km.



SOLUCIONARIO

095 | Anota cuantas pulsaciones tienes por minuto. Después, responde
a las siguientes cuestiones, utilizando nimeros en notacion cientifica.

a) ;Cuantas veces late tu corazén en un dia?
b) ;Y en un afio?

c) Si suponemos que la esperanza de vida esta en 85 afios, ;cuantas veces
latira tu corazén en ese tiempo?

Supongamos que son 82 pulsaciones/minuto = 8,2 - 10 pulsaciones/minuto
a) Enundia — (8,2 -10)-24-60=1,1808 - 10° latidos

b) Enunafio — 365-(1,1808 - 10°) = 430,992 - 10° =
= 4,30992 - 10 latidos

c) En85afios — 85-(4,30992 - 107) = 366,3432 - 10" =
= 3,663432 - 10° latidos

096 | Un escritor escribe una novela en cuatro meses. El primer mes escribe %
del total, el segundo% y el tercero %, quedandole 54 paginas para el cuarto
mes. ;Cudantas paginas tiene la novela?

La fraccion de novela que ha escrito es:

2 1 2 12 5 4 21 7

—t ot =ttt == —
5 6 15 30 30 30 30 30

La fraccién de novela que le queda por escribir es: 1 — A = —
10
.3 .
Si —— del total = 54 paginas:
10 pag
— . T=54 > T

10
La novela tiene 180 péaginas en total.

3 = 54310 = 180 paginas

097 | Una comunidad de vecinos obtiene% de su consumo energético de placas

solares. El resto lo pagan a partes iguales. Si son 20 vecinos y cada uno paga
al mes 20,50 €:

a) Halla el valor, en euros, del consumo energético de la comunidad.
b) ;Qué fraccién del ahorro le corresponde a cada vecino?
c) ;Cuantos euros se ahorra cada vecino al mes?
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2 2 5 .
a) 7 en placas solares — 1 - 7 = 7 del consumo se paga a partes iguales.

Si20-205=410€ — % del consumo = 410 €

5  410-7

7~C:410—>C =574 €

El consumo energético de la comunidad es 574 € cada mes.

b) Se ahorran % del consumo y son 20 vecinos.

2 2 1

c) = 574 =820 €
70

Cada vecino se ahorra 8,20 € al mes.

a+bya—b
a-b a-

Compruébalo con niimeros y, después, intenta extraer una regla general.

también lo son.

098 | Si % es irreducible, razona si

a+b .
+ es reducible:

Supongamos que

a
Lb:i,conx<a-b
a-b X

(a+b).xza.b.y_:a_> X—|—£~X:b~y
a

. a . .
Como a, b, xe y son nimeros enteros y E es irreducible:

a+b
X=a-z— to_ ¥ ,conz< b
a-b a-z

x+£~x=bvyﬂ> a-z+b-z=b-y
a
y_

—>a~z:b~(y—z)ei: Z,conz<b

b
Esto no es posible por ser% irreducible.

a+b
a-b

es irreducible.

Por tanto,

. a . .
De manera similar se prueba que es también irreducible.
a
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SOLUCIONARIO 2

Comprueba las siguientes igualdades.

a) 2,3=2,33 b) 0,325 = 0,32532
¢Por qué opinas que se produce este resultado? ;Crees que es correcto?

ao3-2_7
° 3 — Son iguales
033-210 _ 7
90 3

b) 0325 = 522
999

32500 325 — Son iguales.

99.900 999
Son iguales porque el anteperiodo puede integrarse en el periodo.

0,32532 =

Expresa en notacion cientifica.
a) 2—30 b) 5—10 C) 3—20 d) 7—15

a) 27 = 0,000000000931322574615478515625 =
=9,31322574615478515625 - 1071°

b) 571° = 0,0000001024 = 1,024 - 107’

c) 370 = 2,8679719907924413133222572312408 - 10~°

d) 771° = 2,1063444842276644111559866596517 - 10~

EN LA VIDA COTIDIANA

Para motivar a los alumnos de un centro escolar sobre el excesivo consumo
que se hace del agua, los profesores han organizado una visita al embalse
de su region.

Para que os hagdis una idea precisa de la capacidad
del embalse, imaginad que es la misma
que la de un cubo de 210 metros de arista...
iEl doble del largo de un campo de fdtbol!

EMBALSE
EL CoLTBRE
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102
(1 1]

Los alumnos miran sorprendidos el panel con los datos del embalse.

¢Nos estd diciendo
la verdad?

Informacion
sobre
el embalse

a) Justifica si el guia ha hecho bien los calculos.
b) Al final de la visita, el profesor decide entregarles este folleto.

El gasto de
agua al afio
de una familia .

1.452.000
litros.

¢Cuantos metros medira el lado de un cubo con esta capacidad?

a) Siel cubo tiene 210 m de arista, su capacidad
es de 210° m® = 9.261.000 m® = 9,261 hm®.
Por tanto, el guia no ha realizado bien el calculo de la arista.

b) 1.452.000 litros = 1.452.000 dm® = 1.452 m?
La arista del cubo mide ¥1.452 = 11,324 m,

Los alumnos de 4.° ESO han visitado un observatorio astronémico.

No estoy



SOLUCIONARIO 2

Johannes Kepler publico
en 1619 su libro La
armonia del Universo,
en el que exponia su
descubrimiento, que hoy
denominamos la tercera
ley de Kepler.

Esta ley relaciona
el tiempo, T,
que un planeta tarda
en dar una vuelta completa
alrededor del Sol
y la distancia, a,
que lo separa de él.

El guia les da una tabla con datos sobre los seis planetas conocidos en la época
de Kepler.

Ji——d 7 T?
Planeta (millones di
de km) (dias) a’

Mercurio 57,9 87,969 0,04
Venus 108,21 | 224,701 0,04

- Tierra 1496 365,256 0,04
~ Marte 227,9 1686980 004
- Jupiter 778,34 4.332,59 0,04

- Saturno 1.427  110.759,2 0,04 |

Les cuenta que en 1781 se descubrié Urano, con un periodo de 84,01 aiios;
y en 1846, Neptuno, con 164,79 aios de periodo.

Completa la tabla. Escribe el periodo (en dias) y calcula la distancia de Urano

y Neptuno al Sol. ,

Teniendo en cuenta que la ley de Kepler indica que T—3 = 0,04:
a

URANO
Periodo: 30.664 dias
Distancia al Sol:

2 2
a= i/ T = §/3O'664 = 2.864,61 millones de kildmetros
0,04 0,04

NEPTUNO
Periodo: 60.148 dias
Distancia al Sol:

2 2
a= i/ T = §/60'148 = 4.488,77 millones de kildémetros
0,04 0,04
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3 Numeros reales

NUMEROS REALES

|

NUMEROS RELACION NUMEROS
RACIONALES DE ORDEN IRRACIONALES

RADICALES

APROXIMACIONES

il

TRUNCAMIENTO REDONDEO POR EXCESO

ERRORES

EN LA APROXIMACION
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Mi desconocido amigo

La misiva parecia urgente y el general Pernety, al que le unfa una profunda amistad
con Sophie Germain, dejo a un lado sus despachos y ordeno a su ayudante

que hiciera pasar a su amiga. Tras tomar ambos asiento, el general comenzo a hablar:
—Ahora, Sophie, cuéntame qué es eso tan importante.

La agitacion volvio a la mujer que, con voz nerviosa, comenzo
a hablar de manera atropellada:

—iNo permitas que le pase lo mismo que a Arquimedes!
La guerra no respeta nadie y él no ha hecho ningun mal;
su pérdida seria irreparable.

—:De qué hablas? —la interrumpio el general—.

No entiendo nada.

—iLa guerra con Prusia! El ejército imperial invadira

la ciudad de Brunswick y alli vive un sabio

que nada sabe de guerras, se llama Gauss.

iProtégelo cuando tus tropas entren en la ciudad!

—Tranquila, me encargaré de que ningtin mal
le suceda a tu amigo.

Tiempo después, tras la campana, de vuelta en Paris
el general Pernety volvio a reunirse con Sophie:

—Estaras contenta, cumpli tu encargo; sin embargo,
hubo algo muy extrafio, pues cuando le dije quién
era su benefactora, él aseguré no conocerte.

iLos matematicos son muy raros!

Sophie sonrio, le dio las gracias y le explico que solo
conocia a Gauss por correspondencia y que ella
firmaba sus cartas con otro nombre: Le Blanc.

En una de esas cartas aparecen los niimeros primos

de Germain, son los niimeros primos tales que su doble
mds una unidad también es un numero primo.
Encuentra 10 numeros primos de Germain.

Los primeros 10 numeros primos
de Germain son:

2,3, 5, 11,23, 29,
41, 53, 83y 89

2— 2:-2+1=5
53 » 53-2+1=107



70

Numeros reales

EJERCICIOS

001 | Considera las raices cuadradas de los niimeros naturales desde 1 hasta 20,
indica cuales de ellas son niimeros racionales y cuales son niimeros irracionales.

Son racionales: V1 = 1, J4 = 2, Jo =3 yvle =4

El resto son numeros irracionales, porque no son cuadrados perfectos.

002 | Escribe cuatro niimeros irracionales, explicando por qué lo son.

\/5, \/7 J5 y V17 son irracionales, porque no son cuadrados perfectos.

003 | Indica de qué tipo son los nimeros.
a) 1,232323... b) —0,246810 c) V13

a) Racional, periddico puro.
b) Racional, decimal exacto.
¢) lIrracional.

004 | Razona si estas afirmaciones son ciertas.
a) La suma de dos nimeros irracionales es siempre un niimero irracional.
b) La raiz cuadrada de una fraccion es un nimero irracional.

a) Es falso, por ejemplo:
3+V2y5-42
3+V2 +5-V2 =8

b) Es falso, cuando el numerador y el denominador son cuadrados perfectos.
4 2

9 3

005 | Representa los siguientes nimeros reales.

a)% b)1,3 ¢) 1,25 d) 2=
11

1,+25’/7 2+7(

| | | | {-ee-o—| | | | fro—r

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
13

006 @ Halla con la calculadora los nimeros Jg, J7 y V10, y represéntalos
de manera aproximada en la recta.



SOLUCIONARIO

007 | Observa esta recta real y escribe.

A B c D
. . | . | .
-2 -1 0 1 2 3
a) Dos numeros enteros entre Ay C.
b) Tres niimeros racionales no enteros entre By C.
c) Tres nimeros irracionales entre Cy D.
a) Oy -1 b) —0,3;%yO,T o) V2,43 y5

008 | Saca factor comiin, opera y simplifica la expresion resultante.

17 [ 2 4 [ 2
a) — - + = |-
2

1) 7 11
SENE N
4)73'5 73
0> .205+ 1 .35+ 3 190
4 4 4

17[ 2] 4[ 2] [17 4][ 2] 127[ 2] —-127
a)i._i_ki._i:i{_i. | = =
2 11 7 11 2 7 11 14 11 77
b)l.[,§]+i 1,4.l_i.[,§ Z,i]_i A 11
3 4 3 56 7 3 3 4 5 7 3 140 420
) 2205+ L .305+ 2 190 = 1. (615 + 325 4 950) = LB _ 9B
4 4 4 4 4 2
009 | Calcula el opuesto y el inverso de los siguientes nimeros reales.
a) 1 ) 0,3 e) V5
3 13 ™
b) — d) — f) —
) 5 ) 8 ) 2
13 8
a) Opuesto: —1  Inverso: 1 d) Opuesto: 5 Inverso: iE)
b) Opuesto: —% Inverso;% e) Opuesto: —J5 Inverso: \/E
c) Opuesto: —0,3 Inverso: 10 :3,§ f) Opuesto:—1 Inverso:g
3 2 T
010 | Calcula el inverso de 0,467.
403 1 990

0,407 = - —— =
990 0,407 403
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011

012

013

014

015

Expresa mediante intervalos el conjunto de nlimeros reales que verifican que:

a) Son menores que % c) Son mayores que 0.
b) Son menores o iguales que —%. d) Son mayores o iguales que —%.
2) [foo, 3] b) [oo, 73] 00 4% -2, +oo]
4 5 5

Representa sobre la recta real y usando la notacion matematica.

a){xeR, x <3} c) IxeR, 4<x<7}
b){x eR, x>1} d {xeR, 6 <x<9}
a) (—oo, 3] = f—0—
2 3 4
b) (1, +o0) f f >
0o 1 2
c) [4,7) —0—t— f
3 4 5 6 7 8
d) (6,9) f — f
5 6 7 8 9 10

Expresa como intervalo estos conjuntos numéricos.
a) |x| <3 b) [x| < -3 o x| >-3

a) (=3,3) b) No tiene solucion. c) (—o0, +00)

Halla las aproximaciones de 5,24619 a las centésimas y las milésimas,
por defecto y por exceso. Decide cual de ellas es el redondeo.

Centésimas Milésimas
Defecto 5,24 5,246 (redondeo)
Exceso 5,25 (redondeo) 5,247

Aproxima a las centésimas por truncamiento y por redondeo.

a) 24,1587 c) 24,9215 e) 24,1617
b) 24,1507 d) 24,1582 f) 24,1627
Redondeo Truncamiento
a) 24,1587 24,16 24,15
b) 24,1507 24,15 24,15
c) 24,9215 24,92 24,92
d) 24,1582 24,16 24,15
e) 24,1617 24,16 24,16
f) 24,1627 24,16 24,16




016

017

018

SOLUCIONARIO

Una profesora decide redondear las notas de 10 alumnos.
¢Qué notas les pondra?

38 64 97 43 58 84 97 23 38 64

Les pondra estas notas: 4, 6, 10, 4, 6, 8, 10, 2, 4 y 6.

Calcula la diagonal de un rectangulo cuyos lados miden 8 cmy 10 cm.
:Qué clase de nimero se obtiene? Redondea el resultado a las milésimas.

Es un ntmero irracional: d = /8% + 10> = V164 ~ 12,806

Obtén el error absoluto y relativo cometido:

a) Al redondear 3,125 a las milésimas.
b) Al truncar 1,@?) a las diezmilésimas.
c) Al redondear V13 a las centésimas.

d) Al truncar% a las décimas.

e) Al aproximar por defecto 1,3476 a las milésimas.

a) E,= |3,125 — 3,125 =0

3,125 - 3,125

E =
3,125

=0->0%

b) E,= |1,65 — 1,6565| = 0,000065

1,65 — 1,6565

— = 0,000039633 — 0,0039 %
1,65

o) £, = V13 — 3,61| = 0,0044487

E - V13 -361 | _ 0,00123385... — 0,12%
J13
2 ~
¢ E = | <~ 0,66‘ = 0,006
2066
E - % =0,009 - 0,99%
3

e) E,= 11,3476 — 1,347| = 0,0006

£, | L3476 = 1347\ 600445235975 5 0,044 %
13476
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019 | La cantidad de antibiético en una capsula es de 1,5 g + 0,2 %.
a) ;Qué significa esta afirmacion?
b) ;Entre qué valores oscila la cantidad de antibiético en cada capsula?

a) Significa que una cépsula contiene 1,5 gramos, con un error relativo del 0,2 %.
02-15 03

100 100
La cantidad oscila entre: (1,5 — 0,003; 1,5 + 0,003) = (1,497; 1,503)

b) 0,2% de 1,5 =

= 0,003

020 | Escribe dos aproximaciones de 1,45 que tengan el mismo error relativo.
Por ejemplo, las aproximaciones 1,5y 1,4.

021 | Transforma las potencias en raices.

a) 163 =4.096 c) (—2)°=-32
b) 4° = 64 d) (—2)® = 256
a) 16 = 34.096
b) 4 = 364
c) —2=%-32
d) =2 = §/256
022 | Calcula el valor numérico, si existe, de los siguientes radicales.
a) Y16 c) ¥Y—100
b) ¥ -8 d) Y243
a)2y -2 c) No existe.
b) -2 d) 3

023 @ Halla, con la calculadora, el valor numérico de estas expresiones.

a)l1++6 b) 15 —7 ) (—2) 416

a) 1+ 2,4494897 = 3,4494897
b) 1,7187719 — 7 = —5,2812281
c) No existe.

024 | Pon dos ejemplos de radicales cuyas raices sean 3 y —3. ;jExiste un radical
con raices 3y —5?

Ejemplos: \/§ y i‘/ﬁ

No es posible que un radical tenga como raices 3y —5, ya que en el caso
de tener dos raices, estas deben ser opuestas.



SOLUCIONARIO

025 | Expresa las siguientes potencias como radicales y halla su valor numérico.

3 4 3
a) 52 c) 37 e) 44
1 1 4
b) (—2)3 d) (~7)¢ f) (—6)3
a) V5° = 11,18033989 d) =7 no existe.
b) ¥—2 = —1,2599210 e) 443 = 28284271
o) U3* = 1,8734440 f) 36y = 41929627

026 | Da dos radicales equivalentes a cada uno.
a) V32 b) V6° c) {5%°
a) V3 y ¥3* b) W65 y K6 c) Y520 y }f5%

027 | Razona si son equivalentes estos radicales.

a) 435 y3® c) 510 y 54

b) ¥21° y2 d) Y4 yJ2
L] 3 10 4
a) 34 = 32 — Equivalentes c) 54 # 52 — No equivalentes
10 1 1 2 1
b) 25 + 22 — No equivalentes d) 44 =24 =22 — Equivalentes

028 | Expresa en forma de potencia.

a) ¥x b) — c) ¥6xy d) 4% x?
Yx
1

1 1
a) x3 b) x 3 c) Bxy)3 d) 4x

029 | Compara los siguientes radicales.

V2,33 y¥s5

\/5230/215
Y3 =H30 {5 ¥5 <J2 <3
5 = F5°

030 | Simplifica estos radicales.
a) ¥5% b) ¥3" c) Ya¥ d) ¥b*

a) 52852 c) P
b) 324/3% d) b5
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031 | Introduce factores dentro del radical.

a) 642 b) 236 c) 447 d) 2¥5
a) V62 .2 =72 c) ¥4t .7 =31.792
b) ¥2°.6 =348 d) ¥2°.5 = {160
032 | Simplifica, si es posible.
a) ¥7.776 b) ¥1.024
a) {6° = 6¥6 b) 420 =325 = 2¥2>
033 | Opera y simplifica.
a)4§/§+3§/§—%9/§ o ¥3.Ya
5
Y7 247 147 @) o
2 3 436

2) [4+31]-%:B%
2 2
b>[35+1].w:5%
2 3 6
o) /30 ¥4 = %34t

g7 A7, 7

3222 3.2 N3
034 | Calcula.
2
a)33.99 b) (247) o Y22 - 11 ) 33Ua

2 2 1

6
a) 33 .35 =315 = {316
by 2°. 475 = 32.7.47 = 20447

1 1 3

5
c) (2-11)5 113 = (2. 1115 . 1115 = K23 .118
d) V4.3 =%a.37 =%/g748

035 | Haz esta operacion.

239 —(733)" + %9
2 2 2 2
2%9 —(733) + %9 =2.35 —7.35 435 — —4.35 — 433" — _4¥9
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037

038

039

040

SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Razona cuales de los siguientes niimeros decimales son racionales
y cuales son irracionales.

a) 2,555... e) 2,5255555...

b) 2,55 f) 2,525252...

c) 2,525522555222... g) 2,5522222222...

d) 2,525225222... h) 2,525
a) Racional, periédico puro. e) Racional, periédico mixto.
b) Racional, decimal exacto. f) Racional, periddico puro.
c) Irracional. g) Racional, periédico mixto.
d) Irracional. h) Racional, decimal exacto.

Indica cuales de los niimeros son racionales y cuales son irracionales.

a) V2 d) V10 g V6
b) V9 e) V5 h) V16
o) V3 f) V15 N7

Son racionales los numeros de los apartados b) y h), y el resto son irracionales.

Averigua cudles de los siguientes niimeros son racionales y cuales son irracionales.

a)l1+2 c)5—+9 e) 3.-16

b)f d) 8 + V10 f)\/:_TG

Son racionales los nimeros de los apartados c), e) y f).
Son irracionales los nimeros de los apartados a), b) y d).

Escribe tres niimeros racionales y otros tres irracionales.
Explica cémo lo realizas.

Los numeros racionales son el resultado de fracciones de nimeros enteros;
por ejemplo: 2,1; 3,45y 7,09.

Los nimeros irracionales son numeros cuya parte decimal no tiene periodo;
por ejemplo: 1,12345...; 1,2121121112...; 1,1223334444...

Escribe un nimero irracional comprendido entre:
a)ly2
b) 0,2y 0,25
c) 0,47y 0,475
d) 2,3y2,35
a) 1,2121121112... c) 0,4732101243...
b) 0,22333444455555. .. d) 2,301001000100001...
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041 | Calcula y determina qué tipo de nimero es, en un triangulo equilatero:

a) La altura, si el lado mide 10 cm.
b) El area, si el lado mide 3 cm.
c) La altura y el area si el lado mide J3 cm.

a) h=+10% — 52 =+75 cm — Es irracional.

3 \N27
> LNel
b) h = 32—[5] :icm—wé\: 2 _NZ cm?
2 2 2 4
— Es irracional.
ERNE)

c) h= 33:\/?:3%’1—)/4:2 =3\/§cm2
4 4 2 2 4

— Son irracionales.

042 @ Ordena, de menor a mayor, ayudandote de la calculadora.

J5 1++2 J7 2+42

1445 /8 f \f

*f<f<£<uﬁ<ﬁ<@<uﬁ<u&

043 | Clasifica los siguientes niimeros reales en naturales, enteros, racionales
o irracionales. Di de qué tipo es su expresion decimal.

a) 25,37 c) % e) w g) V64
b 2 o 12 L m-s
17 90
a) Racional, decimal exacto. e) lIrracional.
b) Racional, periédico puro. f) Racional, periédico mixto.
c) Racional, decimal exacto. g) Entero.
d) Irracional. h) Entero.
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045
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046

SOLUCIONARIO 3

Compara estos pares de niimeros.

2 2Ty2111  B9y(=3® o 3,2y% a3y ¥a
~ ) ~ 32 J3 =37
a) 2,1 >2111 b) 9 = (-3) c) 34 < Y d) V3 >+74
Ordena, de menor a mayor, los siguientes conjuntos de niimeros reales.
a) 7,512 7,51234... 7,512 7,5112233...
b) 3,6 3,667788... 3,666777... 3,67
c) 8,24 8,244666... 8,243 8,24

a) 7,5112233... < 7,512 < 7,512 < 7,51234...
b) 3,6 < 3,667788... < 3,666777... < 3,67
C) 8,24 < 8,243 < 8,24 < 8244666. ..

Q Calcula el inverso y el opuesto de:

a) 3 d) —%1 g V3
b) —2 e) h) 1,4
s f 1,4 ) 0,12
3
]_ ~
a) Inverso: 3= 0,3 Opuesto: —3
b) Inverso: 71 =-0,5 Opuesto: 2
c) Inverso: 3 =0,75 Opuesto: 4 = 71,§
4 3
d) Inverso: 4 ~0,36 Opuesto: 1 275
11 4
e) Inverso: 1 = 0,318309886 Opuesto: —w = —3,141592654
™
f) Inverso: g = o,@ Opuesto: —1,4
J3
@) Inverso: =~ = 0,577350269  Opuesto: ~J3 = ~-1,732050808
h) Inverso: % = O,@ Opuesto: —1,2
i) Inverso: % = 8,@ Opuesto: —0,15
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047

048

Razona si las afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Hay nimeros enteros que no son racionales.
b) Existen nimeros irracionales que no son niimeros reales.
¢) Un namero real es racional o irracional.
d) Cualquier niimero decimal es un nimero real.
a) Falsa, ya que cualquier numero entero se puede expresar en forma

de fraccién de nimeros enteros: el mismo numero dividido entre
la unidad.

b) Falsa, pues los nimeros irracionales estén incluidos en el conjunto
de los nimeros reales.

c) Verdadera.

d) Verdadera, porque los nimeros decimales son racionales o irracionales,

y todos son ndmeros reales.

Indica si son verdaderas o falsas las afirmaciones. Razona tu respuesta.
a) Todos los nimeros decimales se pueden escribir en forma de fraccion.
b) Todos los nimeros reales son racionales.
¢) Un ndmero irracional es real.
d) Existen niimeros enteros que son irracionales.
e) Hay niimeros reales que son racionales.
f) Cualquier nimero decimal es racional.
g) Un ndmero racional es entero.
h) Los nimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales.
i) Todos los nimeros racionales tienen infinitas cifras decimales
que se repiten.
a) Falsa, pues solo se pueden escribir como fraccion los nimeros
racionales.
b) Falsa, ya que los nUmeros irracionales no son racionales.
c¢) Verdadera.
d) Falsa.
e) Verdadera.
f) Falsa, porque los nimeros irracionales no son racionales.
g) Falsa, ya que es el cociente de dos nimeros enteros.
h) Verdadera.

i) Falsa, pues los nimeros decimales exactos tienen un niimero finito
de cifras.



SOLUCIONARIO

049 | Realiza las operaciones, sacando factor comun.
a) 11 + 22 + 33 +44 + 55 + 66 + 77 + 88
b) 111 + 222 + 333 + 444 + 555

ol.5-5.445.2
3 7

d)g 3+i.£_
5 2 9

o w

1 1 )
2 2 2

a)ll-14+2+3+44+5+6+7+8=11-36=39%6
b)111-(1+2+3+4+5)=111-15=1.665

c) 5-[l—4+£]:5-—_35 :—_25
3 7 21 3
d)l.[£,3+£,§]:lA —134 :;67
2 \b 9 5 2 45 45

050 | Si ay b son dos nimeros reales y a < b, ;qué sucede con sus opuestos?
¢Y con sus inversos? Contesta razonadamente.

1
Inversos: — >

L Opuestos: —a > —b
a b

051 | ;A qué numero corresponde esta representacion?

9
/ VA 43 =25 =5
. L
5

! ! l
T T T T T
0 1 2 3 4

052 | Utiliza el teorema de Pitagoras para representar en la recta real estos
ndmeros.

a) V8 b) V11 c) V15 d) V29

b)
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053 | Ordena, de menor a mayor, y representa estos niimeros.

—% 0,561£2

4 2
—§<i<0,5<—\/§<x/§<2
2 4 2

054 | Ordena, de menor a mayor, y representa, de forma exacta o aproximada.

1,65 3 f 1++2 1,657

\/2€<1,65<1,6§7<\/§<1+\/§

1,65 1,657




055

056

057
( 1 J

SOLUCIONARIO 3

Describe y representa los siguientes intervalos en la recta real.

a) (0, 10) c) (—oo, —2) e) [5, 10)
b) (3, 7] d) [2, 5] f) [—4, +x)
a) 0<x< 10
+—o—tt+t+t+t+t+—t+—t——0—
-1 0 5 10 11
b) 3<x<7
f p—t—t—0—
2 3 4 5 6 7 8
c) x< -2
< fO—+
-3 -2 -1
d 2<x<5
—t—0——+—0—
0 1 2 3 4 5 &6
e) 5<x< 10
—0—t—t—t——0—
4 5 6 7 8 9 10 11
) x>-4
—0— >
-5 —4 -3
Escribe el intervalo que corresponde a los valores de x.
a) 1 <x<3 c) x< -2 e) x>-3 g) 5<x<9
b) 6 <x<7 d) x<5 fl x>7 h) 10 <x<12
a) (1,3) c) (—oo, —2] e) (=3, +x) g) [5,9)
b) (6, 71 d) (—o0, 5) f) [7, +00) h) [10, 12]

Expresa mediante intervalos estas situaciones.
a) La altura de las casas es menor que 8 m.

b) El descuento se aplica a nifios con edades comprendidas entre 2 y 12 aiios,
ambos incluidos.

c) La tarjeta sirve para menores de 26 afios.
d) La entrada es gratuita para menores de 5 afios 0 mayores de 65 afos.
e) La temperatura oscil6 entre 7 °C y 23 °C.

a) (0, 8) d) (0, 5) U (65, +)
b) [2, 12] e) [7, 23]
c) (0, 26)
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058

059

060

061

062

063

Representa los intervalos (0, 5) y (—2, 3) en la misma recta,
y sefala el intervalo interseccion.

—+—0— I I
-3 -2 -10 1 2 3 4 5

El intervalo interseccion es (0, 3).

Representa los intervalos (— o, 8) y [2, +) en la misma recta,
y sefiala mediante un intervalo los puntos que pertenecen a ambos.

i [ R s
0 1 2 3 4 5 6 7 8

El intervalo interseccion es [2, 8).

Escribe dos intervalos cuya interseccion sea [—1, 11.

Por ejemplo: [-1,5) N (=8, 11 =[-1, 1]

Escribe dos nimeros racionales y otros dos irracionales contenidos
en el intervalo [0, 41.

Racionales: 2,3y 3,45

Irracionales: /3 y J2

HAZLO ASI
E,COMO SE CALCULA EL INTERVALO QUE CONTIENE EL RESULTADO DE UNA OPERACION?

Si x pertenece al intervalo (1, 2) e y pertenece a (2, 4), indica a qué intervalo per-
tenece el resultado de estas operaciones.

a) x+y b) x—y

PRIMERO. Se toman los extremos de los intervalos y se opera como se indica en
cada caso.

Extremos inferiores Extremos superiores
a)x+y—>142=3 X+y—>2+4=6
b) x—y—>1-4=-3 Xx—y—>2-2=0

SEGUNDO. Se toman los resultados como los extremos de los nuevos intervalos.
a) x+ y pertenecera al intervalo (3, 6).
b) x — y pertenecera al intervalo (-3, 0).

Si dos nimeros reales, x e y, pertenecen a los intervalos (—1, 3) y [0, 2],
respectivamente, ;a qué intervalo pertenece el resultado de las operaciones?

a) x+y b) x—y Ay—x d x-y
a) (-1,5) b) (=3, 3) c) (=3,3) d) (=2, 6)



064

065

066

067
( 1 J

068
[ 1

SOLUCIONARIO 3

Q Con ayuda de la calculadora, escribe v3 en forma decimal
y sus aproximaciones por exceso y por defecto a las diezmilésimas.

J3 = 1,7320508075688772935274463415059...
Aproximacioén por exceso: 1,7321
Aproximacion por defecto: 1,7320

Redondea a las milésimas el nimero +/7 . Calcula sus aproximaciones
por exceso y por defecto. ;Qué observas?

Aproximacion por exceso: 2,646
Aproximacion por defecto: 2,645

Aproxima por exceso y por defecto con dos cifras decimales.

a > b 3% o) V5 d) 23,65
7 11
a) Aproximacion por exceso: 0,72 ¢) Aproximacion por exceso: 2,24
Aproximacién por defecto: 0,71 Aproximacién por defecto: 2,23
b) Aproximacién por exceso: 3,10 d) Aproximacion por exceso: 23,66
Aproximacién por defecto: 3,09 Aproximacién por defecto: 23,65

Q ¢Qué aparecera en la pantalla de la calculadora
cientifica, al introducir cada uno de estos niumeros,
si previamente pulsamos la secuencia de teclas
necesaria para fijar 4 decimales? ;Y si fijamos 57

a) 11,87967575 d) 25,6543678

b) 0,666663 e) 18,010109

c) 8,987656 f) 15,908009

4 decimales 5 decimales

a) | 11,87967575 11,8797 11,87968
b) 0,666663 0,6666 0,66666
c) | 8,987656 8,9877 8,98766
d) 25,6543678 25,6544 25,65437
e) | 18010109 18,0101 18,01011
f) 15,908009 15,9080 15,90801

Escribe un numero:
a) Decimal periédico puro, cuyo redondeo a las milésimas es 5,677.
b) Decimal periédico mixto, con truncamiento a las centésimas 0,97.
c) lrracional, cuyo redondeo a las diezmilésimas sea 0,0023.

a) 5,67

b) 0,97

c) 0,002345678...
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069

070

071

072

073

¢Existe alglin caso en el que las aproximaciones por exceso y por defecto
coincidan? Y si consideramos el redondeo, ;puede coincidir con la aproximacion
por exceso y por defecto?

Las aproximaciones por exceso y por defecto coinciden cuando aproximamos
a un orden y todas las cifras, distintas de cero, del nimero son de 6rdenes
superiores.

El redondeo siempre coincide con uno de los casos anteriores; luego puede
coincidir con uno o con los dos casos.

Obtén el error absoluto y relativo cometido al redondear y truncar:
17 L.
a) ry a las centésimas.

b) 7,3568 a las milésimas.
c) 20,5556 a las décimas.

a) Redondear Truncar
Error absoluto 0,00T 0,00§
Error relativo 0,00058823... 0,0047058823...

b) Redondear Truncar
Error absoluto 0,0002 0,0008
Error relativo 0,000027185... 0,000108742...

c) Redondear Truncar
Error absoluto 0,0444 0,0556
Error relativo O 0,002159995... 0,00270485...

Si aproximamos 10,469 por 10,5, ;qué error se comete? ;Y si lo aproximamos

por 10,4? ;Cual es la mejor aproximacion? ;Por qué?

Al aproximar por 10,5; el error absoluto es de 0,031.
Al aproximar por 10,4; el error absoluto es de 0,069.

Es mejor aproximacion 10,5; ya que se comete un error menor.

Una aproximacion por defecto de 8,56792 es 8,56. Halla el error absoluto

y el error relativo.

Error absoluto: 0,00792
Error relativo: 0,0009243783...

Escribe el nimero 7 en forma decimal con la minima cantidad de cifras

para que el error sea menor que 1 centésima.

1

—~0,14 >
7

%f 0,14 < 0,003




SOLUCIONARIO

074 | Aproxima el niimero 12,3456, de forma que el error absoluto sea menor que 0,001.

Es véalida cualquiera de estas aproximaciones: 12,345 0 12,346

075 | Considera el nimero de oro o niimero aureo:

1445
2

P = 1,61803...

Aproximalo por redondeo hasta las centésimas, y halla el error absoluto

y relativo.
d~162
Error absoluto: 1+2\/§ —1,62| = 0,0019660112501...
1+45 162
Error relativo: L = 0,001215061774829...
1++5
2

076 | Realiza estas operaciones y redondea los resultados a las décimas.
Después, redondea cada nimero a las décimas y resuelve la operacion.
¢Por qué procedimiento se comete menor error?

a) 3,253 + 8,45
b) 53,32 — 18,93
c) 13,5.2,7

d) 40,92 :5,3

a) 3,253 +8,45=11,703 ~ 11,7
33+85=118
Se comete mayor error redondeando cada sumando.

b) 53,32 — 18,93 =34,39 ~ 344
53,3 -189=344
Se comete el mismo error.

c) 13,5.2,7=36,45~36,5
13,5-2,7=36,45
Se comete mayor error redondeando el resultado.

d) 40,92 : 5,3 =7,72075... ~ 7,7
40,9:5,3=7,71698...
Se comete mayor error redondeando el resultado.
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077 | Siguiendo los pasos de la actividad anterior, halla una aproximacién
por defecto.

a) 4,72 + 153,879 b)78-129 «c¢) 62,3 —24,95 d) 100,45:8,3

a) 4,72 + 153,879 = 158,599 ~ 158,5 4,7 + 153,8 =158,5
Se comete el mismo error.

b) 7,8 -12,9 = 100,62 ~ 100,6 7,8-12,9=100,62
Se comete mayor error aproximando el resultado.

c) 62,3 —2495=37,35~37,3 62,3 -249=37,4
Se comete el mismo error.

d) 100,45:8,3=12,1024... ~ 12,1 100,4 : 8,3 = 12,0963...
Se comete mayor error aproximando los factores.

078 | Obtén la aproximacion por redondeo hasta las diezmilésimas.

a2 +43 b>g+ﬁ SINCIENEY d)%wg

a) N2 + /3 = 3,14626436... ~ 31463
b) g+ J7 = 3,5028941... ~ 3,5029

) V5 — /3 = 0,5040171... ~ 0,5040
d) % +/8 = 3,0050937... ~ 3,0951

079 | ;Qué error se comete al aproximar el resultado de 45,96 + 203,7 + 0,823
por el nimero 250,497

45,96 + 203,7 + 0,823 = 250,483 E,= |250,483 — 250,49 | = 0,007

080 | ;Para qué niimero seria 5.432,723 una aproximacion a las milésimas
por defecto? ;Es Unica la respuesta? ;Cuantas hay?

La aproximacion es del nimero 5.432,7232.

La solucién no es Unica; hay infinitas soluciones, tantas como nimeros
decimales que empiezan por 5.432,723...

081 | ;Se puede escribir ™ = %‘! Justifica la respuesta y calcula el orden del error

cometido.
355
= 3,141592654. .. 113 = 3,14159292...
Es posible escribirlo, ya que el error que se comete es menor que 1 millonésima.

a
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SOLUCIONARIO

Razona si es verdadero o falso.

a) Si el lado de un cuadrado es un nimero racional, la diagonal es irracional.

b) Si el lado de un cuadrado es un niimero irracional, el area es racional.
c) Si la diagonal de un cuadrado es racional, el area es racional.

a) Verdadero, por ejemplo: Lado = a — Diagonal = a2
b) Falso, por ejemplo: Lado = © — Area = =° )
) ) a ‘ a
¢) Verdadero, por ejemplo: Diagonal = a — Lado = — — Area = —
J2 2

Calcula, si es posible, el valor numérico de los siguientes radicales.

a) ¥81 d) ¥625 g ¥-256 ) V1
b) ¥/32 e) ¥1.296 h) ¥—216
c) ¥-27 f) ¥—100.000 i) {—128

a) +3 d) £5 g) No es posible. D=
b) 2 e) +6 h) —6
c) -3 f) —10 i =2

Indica en estos radicales cuales son el indice y el radicando.
Después, exprésalos como potencia de exponente fraccionario.

a) 93 c) V33 e) ¥—2
b) -3 d) 5 f) 425

1

a) Indice: 6, radicando: 3 —» 36
1

b) Indice: 7, radicando: —3 — (=3)7
1
¢) Indice: 2, radicando: 33 —» 332
1

d) Indice: 9, radicando: 5 — 5°
1

e) Indice: 5, radicando: —2 — (=2)5
1

f) Indice: 4, radicando: 25 —s 254

Transforma los radicales en potencias y las potencias en radicales.

1 2 3
a) 3¢ d) Y25 g) 107 i) 24
2
b) 5? e) ¥32 h) ¥57
1 3
c) 26 f) 75 ) §7°

5

a) ¥3 d) 23 fy Y73 i 423
2

b) ¥52 e) 35 g) {102
7 5

o {2 h) 54 iy 76
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086

087

088

De estos radicales, ;cudles son equivalentes?

a) ¥2° o) I7% e) %74 g ¥2° i) 93
b) 3% d) ¥2¢5 f) Y3s h) @215

Son equivalentes:

Yor = ¥fs = — 2 ¥z =43

Extrae factores en cada uno de los siguientes radicales.
a) Y2225 d) Yasp° g) Jaa'b? ) Y—27a%"
b) Ya®b’c® o) V2°a'®  h)V-4a*b k) Y16a%°
o Y207 p V22t i) Y2722 ) Y—a'be
a)2ada  d) a’¥a  gozp ) -3ab’Ub
b) abc2¥p?  e) 2a’b*  h)2aN-b k) 2b¥ab
o2aia  f o2ar ) R@ 1) a¥-b?

No tiene solucién, por ser raiz
par de un numero negativo.

HAZLO ASI

,',CC')MO SE EXTRAEN FACTORES DE UN RADICAL DESCOMPONIENDO EL RADICANDO
EN FACTORES PRIMOS?

Simplifica el radical ¥/10.800 .

PRIMERO. Se factoriza el radicando.
10.800 = 24 . 3° . 52

SEGUNDO. Se expresa el radical como potencia de exponente fraccionario.
1 4 3 2
3

#10.800 = (24 3% .52)3 =23 .33 .53

TERCERO. Si alguna de las fracciones de los exponentes es impropia, se pone como
la suma de un numero entero y una fraccion.

1+ 2

4 3 2
23.35.5522[ 3].31.53

CUARTO. Se expresa como producto de potencias y se vuelve a transformar en
radical.

w|r

w|r

1
3.3.53 —2.32.3.352 =

2( 3].3.5 2
6-32-52 = 6350

N



089 | Extrae factores de las raices.

090

091

a)Jg
b) V18
c)\/ﬁ

a) 2\/5
f) 53

d) V98
e)\/ﬁ
f) V75

c) 52
g) 10

Simplifica estos radicales.

a) 316
b) 354
c) Y128

a) 232
b) 392
c) 2‘\‘/272
d) 33
e) 2?/5
f) 2¥22
g V3
h) V5
) 2

d) V27
e) J128
f) Y32

Introduce factores en el radical.

a) 2%
b) 4Y20

¢) 3315

a) 340

b) ¥1.280
c) ¥3.645

302

5

e) %‘\‘/E

d)

o LT
2\ 2

SOLUCIONARIO

g) ¥1.000
h) Y40
i) ¥320
d) 742
h) 295

e) 2\/5
)y 435

g Y27
h) ¥625
) ¥4
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092

093

094

095

Introduce factores en el radical, si es posible.

43 —1 2 |3a

a) a c) —,|—

2a aV 8

b) 5+ 2
27

a) , 4a” —a c) 3

2 2a

d) a7

d) —a*¥Ya

b) No es posible.

Efectua las siguientes operaciones.
a) —4J5 + 55
b) 17V2 —9J8

a) V5 b) —/2

Realiza estas operaciones.

a) 5V12 + 7727 — /24 —%Jﬁ
b>4¢§_7@+§¢§+4@

o) 12916 —%\3/128 +7Y54

2
o) 4ab 4/ c’b
c 8a
f) —2ab? 3 ab

y 32a%b°

2

e)

c

f) —3J8a%p’

c) 3J/5 —J20
d) 4J2 + 3J18

o) V5 d) 13V2

a)lO\/§+21\/—f9\/—f%\/—=%\/§
b) 8/2 — 352 +8V2 +28J2 =92
0) 24%7%#5%1%—:%%

Opera y simplifica.

a) V2 -3 o) Y2 .43

b) V3 -8 d)¥3 .5
a) V6 o) Yot 33
b) 26 d) 475

e)%/g:\/g
f) a4 .47 h)

oQ
~

S &
Sk

g8

h) 1§F
2

R



096

097

098

SOLUCIONARIO

Calcula.

a)2-(\/§+\/§)
b)3-(V5 —v7)
c)—5-(\/——\/5)
d) (5V3 —82) - (-7)
e (-3/5 —9V7) .4
f) (85 —7v2) .23
a) 2J2 + 23
b) 3v5 —3J7
) —5V3 + 52
d) —35V3 45672
) —1245 —36V7
f) 16V15 — 146

Opera y simplifica.

a) (V3 +2)-(V3 —V2)

b) (5v2 —3). (52 + 3)

¢) (6V7 +5)-(6V7 —/5)

d) (25 —10) - (2V5 + J10)
a)3-2=1
b) 50 — 9 — 41
c)36-7-5=247
d)4-5—-10=10

Calcula y simplifica.

a) (25 —342)" + (25 + 342)

b (3v2 +1)° —(3v2 —1)°

o (aV6 —2)° (a6 +2)
a)(4.5+9.2-2.2.3./5.2)+(4.5+9.24+2.2.3./5.2) =146
0 (9-2+1+2.3.42)-(9.2+1-2.3.42) =12/2
0(16.614-2.4.V6-2)-(16-614+2.4.46.2)=-32J3
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099 | Haz las operaciones y simplifica.
a) (3J2 —5).(4V2 - 3) ¢) (75 + 4) - (55 —36)
b) (247 + 32) - (5 —2J2) d) (742 —3)-(5V3 + 2)
a)3-4-42 V2 -3.3.42-5.4.J2 +3.5=39-29/2
D) 257 -2.2.J7 V2 +3.5.J2-3.2.J2 .J2 =
=10J7 - 414 + 152 — 12
0755 V5 -7.3.V5 V6 +4.5.J5 —4.3.6 =
=175 - 21430 + 205 — 126
d)7-5-V2 V3 +7.2.J2-3.5.Y3-3.2=
—35V6 +14J2 —15J3 -6

100 | Calcula.
a) Ya° - ¥a . Ya* c) Y2a%b* : Yaap?
b) ¥3a% - 2ab? d) YJab -Ja¥lb
3 5 4 37
a)at 36 =g =¥

b) 32202 - §23a%° = §72a7b" = ab¥/72ab°
c) 1\5/233%12 :1\5/2108’%10 _ 1\5/2’764[32

d) ¥ab -¥Yadh =¥Ya'p? =3a%

101 | Efectda y simplifica.
a) (52 +3) .42 . (3V2 —/3)
b (2+v3) —(2+43).(2-V3)
0)(3+V5).-(3-V5)+(2-4V5)-(2+4J5)
d) (V3 +V5 —4J7) . (V3 =5 + 4J7)
a) (1046)-(3J2 —v3) = 3042 —10V3 + 3J12 - 18 =
=272 —4J3
b) (4+4V3 +3)-4-3)=4J3 -6
) (9—5)+ (4 —80)=—72
d)3-5+16-7-3V5 +3V5 + 4421 — 421 —4J35 — 4435 =
- 110 - 835
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102 | Efectda y expresa el resultado como potencia.

a) (5. V5)° o V¥22 W2
b) ¥3 - Y323 d) Y8¥81

a) (¢/52 . 5% ) = 5°

0 3 . YF = 30

0 VZ Yz =47 o

4
d) 2¥/3* =2.315

103 | Escribe los siguientes radicales como potencias de exponente fraccionario.

) 'o' » 'J' u

El o) )

a) a* d) a g) a*
7 B 5

b) ¥a¥a® =%¥a =ar e) az h) a4

> 1 El 3
o) 4 = a0 f) a2 h a4
a

104 | Expresa mediante un solo radical.

a) ¥ 3J5 c) ;/\/z e) W
2

/ 1
b) \/ﬁ d) ﬁ f)ﬁ

3
a) ¥32.5 =45 c) o2 _ip e) X2

b) ¥3 d)‘\‘F f oL
2 5
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105

106

107

Razona si son verdaderas o falsas estas igualdades.

a) Ya -Ub = "Yab

b) Ya -%Ub = "%a.b

c) m = 4'/; + 4'/3

d) a¥bm = Y@ b)m

e)Va? +b* =a+b

f)Va-Ja-Ja-Jb =ala-b

g) Ya*p? = aJb

h) aJb + ¢ = \Jab + ac
a) Ya Wb ="Yam ."b" = "Yam . b #"Yab — Falsa.
b) ¥a -Ub ="Wam . ="Yam b +"Yab — Falsa.

c) Falsa, excepto cuando n = 1. Y se comprueba probando con cualquier
valor de a, by n.

d) alUb™ = Va"b" +{a"™ — Falsa, exceptosin= m.
e) Falsa, ya que si elevamos al cuadrado los términos:
2
(\/a2+b2) =a’ +b>+a+b®+2ab=(a+ by

f) \/;-\/2~\/;~\/—=\/37~\/;~\/E=a\/a-b — Verdadera.
g) Ya*p? =a'b = &b # alb - Falsa.

hyavb+c =ab+ac #Jab+ac — Falsa, excepto para a = 1.

Calcula el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia de radio 5 cm.
El namero obtenido, ;es racional o irracional?

La diagonal del cuadrado coincide con el diametro.
Lado = x — Diagonal = X2
x-N2 =105 x=5-2

El lado mide 5v2 cm, que es un ndmero irracional.
Halla la diagonal de un cuadrado de lado 8 cm. Si construimos un cuadrado
cuyo lado es esa diagonal, ;cual es el area del segundo cuadrado?

Diagonal = 8v2 cm
Area = (8\/5)2 =128 cm?
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SOLUCIONARIO 3

108 | La base de un rectangulo mide b = 8 cm y su alturaes a = %b.

Calcula la longitud de la circunferencia circunscrita a este rectangulo y expresa
el resultado con tres decimales.

El diametro de la circunferencia es la diagonal del rectangulo.

Diagonal = /8 + 62 = 10 cm, radio = 5 cm
La longitud de la circunferencia es 31,415 cm.

Calcula el volumen del edificio y redondea el resultado a las milésimas.

a) Redondea sus dimensiones a las décimas, y calcula el volumen de nuevo.
¢Qué relacion tiene con el resultado anterior?

b) Halla el error absoluto y relativo cometido en cada caso.

El valor exacto del volumen es:
Volumen = 14,59 - 25,75 - 50,46 = 18.957,44355 m®

Si redondeamos el resultado a las milésimas:

Volumen = 18.957,444 m®

a) Volumen = 14,6 - 25,8 - 50,4 = 18.984,672 m*
El resultado es mayor que el resultado anterior.

b) Volumen = 14,59 - 25,75 - 50,46 = 18.957,444 m?
E,= |18.957,44355 — 18.957,444| = 0,00045

18.957,44355 — 18.957,444 — 0,00000002373...
18.957,44355

Volumen = 14,6 - 25,8 - 50,4 = 18.984,672 m®

E,= |18.957,44355 — 18.984,672| = 27,22845

18.957,44355 — 18.984,672
18.957,44355

E =

E = = 0,0014362...
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110 | Halla la longitud de los lados
y el area de cada una
de las piezas del tangram.

Suponemos que el lado del cuadrado es .

2
& 4 6 c
b
1 1 5
b
4 b
a C
a
3 b /
C C

Vamos a calcular ahora el perim

aes la mitad de la diagonal del cuadrado:

2z W2
a=T N2y
2 2

I

V2
4

beslamitad de a: b = g =

ceslamitaddel: c = é

etro y el érea de cada figura.

J2

P=2a+l=2-"14+1=(2+1)
Figura 1: 2
A= a-4 _2712_£
2 4 2
Pooati=2.Y2 1412 +1)i
Figura 2: 2
A= a-4 _LF_E
2 4 2
P=2b+2c:21+1:b+V5}
Figura 3: s 2 2
A:ci:L
4 8
P—2b+c—2Hlp+J§}
Figura 4: 22 2 2
4_b-b
2 16
P =4b =121
Figura 5: 2
igura A:bzzl—
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P—2b+c—2l+l—[1+\/§]l
Figura 6: 22 2 2
a-bb_ I
2 16
P=2b+20:\/§l+l=[1+\/§]l
Figura 7: ) 2 2
4 c-c :L
2 8

:Cuanto mide el 4rea de la cara de un cubo cuyo volumen es 9 cm3?
Expresa el resultado como radical y como potencia.

Arista® = 9 m® — Arista = J/9 m

4
Area de lacara = J9 -39 = Y97 = Y81 m? = 33 m?

;Cuanto mide la arista de un cubo cuyo volumen es 6 m®?
Expresa el resultado en forma de radicales.

Arista® = 6 m® — Arista = J6 m i N——

Si el volumen de un cubo es 20 cm?, halla el valor de la suma de sus aristas.

Arista® = 20 cm® — Arista = 320 cm
Suma de aristas = 12 - 320 cm

Con los datos de la actividad anterior, calcula la superficie lateral del cubo.

Arista® = 20 cm® — Arista = /20 cm
Area de la cara = 320% cm?
Area lateral = 63/202 = 123/50 cm?

Generaliza los resultados de las actividades anteriores, dando el valor
de la arista y la superficie lateral de un cubo en funcién de su volumen.

Arista® = Volumen — Avrista = 3/ Volumen
Area de la cara = ¥ Volumen?
Area lateral = 63/ Volumen?

Considera que A, B, Cy D son cuatro localidades. La distancia entre Ay B
es 48 km, con un error de 200 m, y la distancia entre Cy D es 300 m,
con un error de 2,5 m. ;Qué medida es mas adecuada? ;Por qué?

0O _ 000416 < 22
0 300

Comparamos los errores relativos: = 0,0083

Es mas adecuada la medida de la distancia entre Cy D por tener menor
error relativo.
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117 | Escribe aproximaciones decimales del nimero 6,325612, con las siguientes
cotas del error absoluto.

a) 0,001 c) 0,01

b) 0,0005 d) 0,5
a) 6,347 c) 6,316
b) 6,3252 d) 6,83

118 | Justifica de qué orden tendriamos que tomar el redondeo de un nimero
irracional para que la cota del error absoluto fuera menor que una millonésima.

El orden del redondeo serfa a las diezmillonésimas.

119 | Reflexiona y responde.

a) ¢En qué casos ocurre que Ja < a?

b) ;Y en qué casos ocurre que Ja > a?

a) \/g<a,cuand00<a<1.
b) \/5 > g,cuando a > 1.

120 | Racionaliza.
1 1
) ———— b) ——
1+ %Ya 1-%a
1 1-¥Ya + ¥ 1-%Ya +¥F

a) =
1+3a  (14%a)-01-¥a +¥2) 1+a
1 1+%a +3a C1+¥a Y2

TS TN 4a) 01 da 1 da) | 1-a

a

1
121 | Explica cémo se racionalizan las fracciones del tipo W .
a —

1 _ (Xfa +3/b) _ (®a +3b)
Va-p ~ Wa-p) Rz +b) *4a-7b
Volvemos a racionalizar hasta que eliminamos totalmente las raices
del denominador.

1 ®a+3b)  &a+3p) - ("%a+7p)
2\"/; _ 2\”/E o 2”7\2/;7 2”7\2/E o 2”*(‘/;,2”*3/5
(Xa +3b) (a2 +7%b)....-(Ja +b)

a—->b
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SOLUCIONARIO 3

EN LA VIDA COTIDIANA

Un equipo de ingenieros aerondauticos va a presentar un proyecto
para la construccién de un nuevo avién. Por ello quieren construir una maqueta.
Sin embargo, se han encontrado con un problema.

¢Te has fijado en esta pieza?
Es un rectdngulo de 6 cm
de largo, pero su ancho...

Si, es cierto; debe

medir \/g cm.

Para no cometer errores

en la construccién, se plantean Podemos trazar un tridngulo rectdngulo
coémo trazar un segmento cuyos catetos midan 1 cmy 2 cm,
y utilizar el teorema de Pitdgoras.

que mida exactamente J5 cm.

Asi, el equipo ha resuelto
el problema para poder
realizar la maqueta.

Otra de las piezas va a ser
un rectangulo que mida

7+47
2

cm de largo

y 4\/5 cm de ancho.
¢Como conseguiran dibujarlo
con precision?

Una vez conocido el segmento de \/g cm, trazamos el segmento de \/E cm
mediante un tridngulo rectangulo, de catetos 1 cmy \/E cm, y se hace lo mismo
con el segmento de \/7 cm con un triangulo de catetos 1 cmy \/E cm.

Teniendo el segmento de \/7 cm, le afladimos 7 cm prolongando la recta,

con lo que resulta un segmento de 7 + J7 cm.
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123
00

Trazamos la mediatriz del segmento y conseguimos un segmento
7+7
de — cm

Para el otro lado del rectangulo, trazamos primero un segmento de \/E cm,
mediante un triangulo rectangulo de catetos 1 cm, y proyectamos
cuatro veces el segmento utilizando un compas, por lo que conseguimos

un segmento de 42 cm.

En un campamento, los monitores han pedido a los chicos que se agrupen,
pinten un mural y, después, lo enmarquen.

El grupo de Juan ha hecho un mural cuya adrea mide 2 m? y quiere enmarcarlo.
Necesitan calcular la longitud del lado, pero no disponen de reglas para medir
ni calculadoras.

Vamos a relacionarlo con V2,

que es la longitud de la diagonal de
un cuadrado cuyo lado mide 1 m.

<Y cémo

medimos \/E?

El monitor les pide que den la longitud con precision de milimetros,
por lo que deben determinar los tres primeros decimales de \/E .

Los chicos piensan en rectangulos cuya area coincida con el area del mural
y en dimensiones cada vez mas parecidas entre si.

Empezamos con un rectdngulo
de 2 m de base y 1 m de altura.

A continuacion, toman un rectangulo cuya base es la media entre la base

2+1 = i; asi, la altura debe ser 2 : 3 = 4
2 2 3

y la altura del anterior:

y tenemos que: % < \/E < %
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Continuando este proceso, como la diferencia entre la base y la altura de estos

rectangulos es cada vez menor y J2 siempre esta comprendido entre ellas,
Juan procede asi hasta que las tres primeras cifras de la base y la altura
del rectangulo sean iguales.

¢Cuantos pasos debe dar Juan para lograrlo?

PRIMER PASO:
4

— < \5 < i — Cota de error: i
3 2 6

SEGUNDO PASO:
4 3

3 2 17 17 24
—_— =2 = —
2 12 12 17

2—4 < \/E < 1—7 — Cota de error: L
17 12 204

TERCER PASO:

7 2
12 17 577 577 816
= — 2: =
2 408 408 577
% < \/E < ﬂ — Cota de error: #
577 408 235.416

La cota es ya menor que 1 milimetro.

J2 ~ % — 141421
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4 Problemas
aritmeticos

PROPORCIONALIDAD

SIMPLE COMPUESTA

APLICACIONES

REPARTOS PROBLEMAS
PROPORCIONALES BANCARIOS PORCENTAJES
INTERES INTERES
SIMPLE COMPUESTO
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El espiritu del Samurai

La gota de agua recorrio lentamente el filo de la espada hasta que, al llegar a la punta,
se precipito hacia el suelo y, rompiéndose en mil pedazos, desaparecio
entre el polvo.

El tiempo se detuvo y, en su mente, Takakazu Seki vio reflejada
su propia existencia: la vida del guerrero siempre pende

de un hilo; ademas, hacia ochenta afios de las ultimas batallas

y los samurais habian perdido su gloria. Penso en que, cuando
le llegase la muerte, su recuerdo también desapareceria entre

el polvo.

El sonido de la voz de su hijo, recitando partes del codigo
de conducta, lo saco de su meditacion.

—Un samurai no se rinde. La derrota es deshonrosa. ..

Takakazu, con gesto brusco, dio por terminado

el entrenamiento, enfundoé su espada y se volvié hacia
su hijo.

—Un samurdi no se rinde..., aunque la lucha sea consigo
mismo.

El muchacho se encogié de hombros mientras su padre
pasaba al interior de la casa, donde comenzo a escribir
en una tablilla mientras murmuraba:

—iYo no desapareceré en el polvo! No se contaran mis
hazanas en batalla, pero mi legado no se olvidara.

Takakazu Seki Kowa fue un samurai que paso a la historia
por sus contribuciones matematicas. Fundé una escuela
de matematicas donde, entre otras cuestiones, se podia
aprender a resolver problemas aritméticos.

En la ceremonia del té se utilizan 11 hojas para cada par
de tazas. ;Cudntas hojas hacen falta para preparar té
para 15 personas?

Si para cada par de tazas se utilizan 11 hojas,
para una taza se utilizaran:

11 i
— = 5,5 hojas
2

Asi, para 15 personas hacen falta:
5,5.15 = 82,5 hojas




Problemas aritméticos
EJERCICIOS e *
s s
001 | Pedro y Maria tardan 20 minutos en redactar e
las 4 primeras paginas de un trabajo. Si el T :;‘ -
trabajo tiene 22 paginas, ;cuanto tiempo 2 -;.:: '
emplearan en redactarlo? \ z“ -
"f 4

Las magnitudes tiempo y numero de paginas
redactadas son directamente proporcionales.

Tiempo (min)

Paginas
4 — 20 4 20 20-22
—=— 5 X = =110
22 ————> X 22 X 4

Emplearan 110 minutos en redactar el trabajo.

002 | Félix tiene una conexién a Internet con una velocidad de 512 kbps. Cada uno
de sus dos ordenadores tienen una velocidad de 256 kbps. ;Qué velocidad

tendria cada ordenador si estuvieran conectados seis ordenadores?
Las magnitudes velocidad y nimero de ordenadores son inversamente

proporcionales.

Velocidad (kbps)

Ordenadores
} 2 X 4226 g5333

2 — 256

6 — x
Si estuvieran conectados seis ordenadores, la velocidad de cada uno seria

6 25

de 85,3 kbps.
003 | Pon dos ejemplos de magnitudes directamente proporcionales y otros dos
de magnitudes inversamente proporcionales.

Directamente proporcionales:
Peso de una cantidad de platanos y precio que cuestan.

Tiempo que andamos y distancia recorrida.

Inversamente proporcionales:
Longitud de una tapia y tiempo que se tarda en construir.

NUmero de obreros y tiempo que tardan en descargar un camion.

004 | Reparte 1.000 en partes directa e inversamente porporcionalesa 5, 8y 12

Directamente proporcionales:

5.40 = 200
_ 1000 40,1 8. 40— 320
54+8+12 12 - 40 = 480
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005 | Reparte 1 en partes directamente prooporcionales a %,%y;-

Inversamente proporcionales:

=+

(JJ‘D—‘ —

+ =
2

1
5

— 244898 | -
8

1
2

1. 0,97 = 0,19
5

=097 > %-0,97 =0,32
1
—-0,97 =048
2

006 | Si reparto 1.200 € proporcionalmentea 5y 6,

007

y le doy 500 € a 6 y 700 € a 5, ;ha sido un reparto

inversamente proporcional?

Si el reparto es inversamente proporcional:

1.200

1 1
7+7
5 6

= 327272 >

1

1

SOLUCIONARIO 4

- 2,448,98 = 489,80
-2,448,98 = 306,12

- 2448,98 = 204,08

1

— - 3.272 = 654,55 = 700

5 3.272,72 = 545,45 = 500

Por lo que no estan repartidos de forma inversamente proporcional.

Si 5 albaiiiles tardan 2 dias en hacer
100 m de pared, ;cuantos metros de pared
construiran 7 albaniles en 3 dias?

Tenemos tres magnitudes relacionadas
de forma proporcional:

Albafiiles — Dias trabajados — Metros de pared

construida
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Prop. inversa
Prop. directa

7

|
Albaiiiles % Metros
5 2 100
7 3 X
2.2: 100 Oox— 100-7-3 — 210
7 3 X 5.2

Luego 7 albafiiles trabajando 3 dias construiran 210 m de pared.

008 | Un equipo de 4 personas planta 1.152 pinos en 3 dias. ;Cuantos pinos
plantaran 6 personas en 2 dias?

Tenemos tres magnitudes relacionadas de forma proporcional:
Obreros — Pinos — Dias trabajados
Prop. inversa
Prop. directa l
1

|
Obreros Dias Pinos
4 3 1.152
6 2 X
i.iz 1.152 Oy — 1.152-6-2 — 1152
6 2 X 4.3

Es decir, 6 obreros trabajando 2 dias plantarén 1.152 pinos.

009 | Un pintor cobra 1.600 € por pintar 210 m de valla en 4 dias. Si al final tarda
5 dias, jcuanto dinero ha perdido?

El pintor seguird ganando el mismo dinero, 1.600 € y los metros pintados
también seguiran siendo los mismos, 210 m. Si lo hiciera en 4 dias ganaria
1.600 : 4 = 300 € diarios, por lo si tardara 5 dias perderia el salario de un
dia, 400 €.

010 | Para construir una vivienda 4 obreros han trabajado 7 horas diarias durante
90 dias. Si aumentamos la jornada laboral a 8 horas al dia
y contratamos 2 obreros mas, ;cuanto se tardara en acabar la vivienda?

Prop. inversa
Prop. inversa l

Obreros Horas %
4 7 90
6 8 X
6.8_90 4790
4 7 X 6-8

Se tardara en acabar la vivienda 52 dias y medio.
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012

SOLUCIONARIO 4

Con 2 motosierras se hacen 6.000 kg de lefia en 3 dias.
a) ¢;Cuantos dias son necesarios para hacer 9 toneladas de lefia con 5 motosierras?
b) ;Cuantos kilos de lefia hace una motosierra en un dia?

Las tres magnitudes estan relacionadas de forma proporcional.

Prop. inversa

a)
Prop. directa l
| 7

Motosierras Lefa Dias
2 6.000 3
5 9.000 X
5 6.000 3 2-9.000-3
2 =2 X=—"--18
2 9.000 X 5.6.000

1,8 dias = 1 dia, 19 horas y 12 minutos. Es necesario 1 dia,
19 horas y 12 minutos para hacer 9 t de lefia con 5 motosierras.

b) 2 motosierras hacen 6.000 kg de lefia en 3 dias.

6.000

2 motosierras haran = 2.000 kg de lefia en 1 dia.

2.000

1 motosierra hara = 1.000 kg de lefia en 1 dia.

Un grupo de 25 personas escribe 20 tomos de una
enciclopedia en 8 meses. Si se afiaden 4 tomos
a la obra y se incrementa el nimero de personas a 32:

a) ;Cuanto tiempo tardaran en escribir
la enciclopedia?

b) ;Cuanto tiempo tardarian si se realizan
24 tomos y son 10 personas trabajando?

a) Tenemos tres magnitudes relacionadas
de forma proporcional:

Personas — Tomos — Tiempo empleado

Prop. inversa
Prop. directa l

Personas Tomos Tiempo (meses)
25 20 8
32 24 X
32 20 8 25.24.8
2L 2 s x =2 75
25 24 X 3220

Tardaran 7 meses y medio en escribir la enciclopedia.
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013

014

015

o016

Prop. inversa
Prop. directa l

Personas Tomos Tiempo (meses)
25 20 8
10 24 X
10 20 8 25.24.8
= =2 s x =" =" = 24
25 24 X 10-20

Por tanto, tardaran 24 meses en escribir 24 tomos.

Si un embalse con capacidad maxima de 200 hm? esta al 45 %, ;qué cantidad
de agua contiene?

45% de 200 = 4 200 = 90 hm?*
100

El embalse contiene 90 hm? de agua.

Un jugador de baloncesto anota 10 de los 25 tiros libres que ha realizado.
¢Cual ha sido su porcentaje de acierto?
Conocemos la parte y el total, y queremos calcular el porcentaje.

~10-100
5

10= K .05 5 _ 40
100

Luego su porcentaje de acierto es del 40 %.

Si he escrito 5 paginas de un total de 16, ;cual es el porcentaje de paginas
escritas? ;Cuantas paginas me quedan por escribir y qué porcentaje representan?
Conocemos la parte y el total, y queremos calcular el porcentaje.

5- K 165 k=210
100

= 3125

Luego el porcentaje de paginas escritas es del 31,25 %.

Me quedan por escribir 9 paginas, lo cual representa
el 100 — 31,25 = 68,75 %.

Se ha subido el precio del café de 1 € a 1,05 €, y los refrescos, de 1,10 €
a 1,15 €. ;Cual es el tanto por ciento de subida en cada caso?
¢Ha sido proporcional?
Conocemos la parte y el total, y queremos calcular el porcentaje.
El precio del café ha subido: 1,05 — 1 =0,05 €
0,05=—15k=005-100=5
100

El precio del café ha subido un 5 %.
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El precio de los refrescos ha subido: 1,15 — 1,10 = 0,05 €

k _ 0,05-100 _

0,05 =——-110 - k 45
100 110

El precio de los refrescos ha subido un 4,5 %.

La subida no ha sido proporcional al precio, pues en ambos casos
ha aumentado la misma cantidad, 0,05 €.

Ana tiene un sueldo bruto mensual

de 1.600 €. Calcula cuanto cobra Ana
si a su sueldo, se le aplican unas
retenciones del 28 % de su salario bruto.

El sueldo de Ana disminuye en un 28 %.
(100 - 28) % de 1.600 = [1 - 12()%] -1.600 = 1.152

Ana cobra 1.152 €.

Un producto cuesta 22 € por unidad. Si se pagan unas tasas aduaneras
del 20 % y se quiere obtener un beneficio del 3 %, ;jcual debe ser su precio?

Se trata de porcentajes encadenados:

1,20 1,03

22 26,4 27,192
El precio del producto debe ser de 27,19 €.

El precio de un articulo con IVA es de 16,50 €. ;Cual es el precio sin IVA?

El precio con IVA es 116 % del precio inicial.

16,50

El precio sin IVA es: = 14,22€

Calcula el interés que obtendremos si invertimos un capital de 100 €
a un rédito del 3,5 % durante un periodo de 2 afios y medio.

C=100€ . C-r-t 100-35-25
t=25afios } - i= =

-875€
% —3.5% 100 100

Se obtiene un interés de 8,75 €.
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021 | Si realizamos una inversion al 4,5 % durante 2 afios, ;jcual es el capital
que he invertido si el capital que me devuelven asciende a 2.346 €7

t= 2 afos

ro% —4.5% St _ompg 0452

j=2346€-C 100 100
234600

— 234.600 — 100C=9C —» C= 109 =2.152,30€
El capital que he invertido es 2.152,30 €.
022 | Laura pide un préstamo de 4.000 € y devuelve 5.080 € en un pago Unico

con intereses al cabo de 3 afios. Sabiendo que es un interés simple,
calcula el rédito del préstamo.

C=4.000€
t = 3 afios L2t 1080 2000-r-3
j—5.080 — 4.000=1.080 € 100
1.080 - 100
r==2 2 9%
4.000 -3

El rédito del préstamo es del 9 %.

023 | ;Cuanto tiempo debo mantener 3.000 € en un depdsito a interés simple
con un rédito del 3 % para obtener unos intereses de 225 €7

C=3.000€ cor 3000-3-1
r% =3% - = — 225 = 100
j=205€ 0
t:M = 2,5 afios
3.000-3

Debo mantener el dinero en depdsito 2 afios y medio.

024 | Calcula el interés obtenido al invertir 2.000 €, a interés compuesto durante
10 aios, con un rédito del 2,75 %.

t
Ci=C,. [1 n r] —2.000- [1 4275
100 100

10
] =2.623,30 €

i=Ci— C;=2.623,30 — 2.000 = 623,30 € — Los intereses son 623,30 €.

025 | Averigua el capital que hemos invertido a interés compuesto durante 2 afos
al 5 % para que produzca un capital final de 200 €.

t 2
cfc,-[1+’] N 2ooc,.[1+5] =20 g0
100 100 1,052

El capital que hemos invertido es 181,40 €.
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026 | Una cantidad de dinero invertida, a interés compuesto durante 5 afios al 4 %,
produce unos intereses de 244 €. ;Qué cantidad hemos invertido?

¢ ¢
Cf:Ci'[]-+r] —)CfC,:C,-[lJrr] - C;
100 100

244

244 =C, (1045 1) — C;=——— =1.12623 €

1,04° -1

027 | ;Qué es mas rentable, invertir 1.000 € durante 3 afios al 4 % a interés simple

0 a interés compuesto?

INTERES SIMPLE

C=1.000€
t—3afos | - j=Crt _1000:4-3 5,
r% — 4% 100 100

A interés simple, el capital produce 120 € de interés.

INTERES COMPUESTO

Ci= C,--[l + rJf =1.000 - [l + 4]3 =1.000-1,04°=1.124,86 €
100 100

i=C;— C;=1.124,86 — 1.000 = 124,86 €

A interés compuesto, los intereses obtenidos son 124,86 €.

Luego es mas rentable hacer la inversion a interés compuesto.

ACTIVIDADES
028 | Por el alquiler de un piso pago 1.080 € al trimestre.

¢Cuanto pagaré por 7 meses de alquiler?

Las magnitudes tiempo y precio son directamente proporcionales.

Tiempo (meses)  Precio (€)
33— 1.080} 3 1.080 1.080-7
= o Xx=—"

/ARG = 2.520

Por 7 meses pagaré 2.520 €.

029 | ;Cuantos trabajadores se precisan para terminar una obra en 20 dias,
si 28 trabajadores lo hacen en 10 dias?

Las magnitudes tiempo y numero de trabajadores son inversamente
proporcionales.

Tiempo (dias) Trabajadores
10 — 28 10 X 28-10
= — o X = =14
20 —— «x 20 28 20

Se precisan 14 trabajadores para terminar la obra.
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030 | Para elaborar una receta para 6 personas se necesitan 240 g de salmén.
Averigua qué cantidad de salmén necesito para 8 personas.

Las magnitudes nimero de personas y cantidad de salmon son directamente
proporcionales.

Personas Cantidad (g)
6 —— 240} 6 240 240 - 8
- == - X = = 320
88— x 8 X 6

Para 8 personas necesito 320 g de salmon.

031 | Carlos pinté su habitacion con 6 botes, de 4 kg de pintura cada uno,
pero ahora solo venden botes de 3 kg. ;Cuantos botes necesita para volver
a pintarla?
Las magnitudes numero de botes y peso de un bote son inversamente
proporcionales.
Botes Peso (kg)
6 —m— 4} 6 3 6-4
- —=—>5Xx=—=8
x ———— 3] 7 7 3
Carlos necesita 8 botes.

032 | Con el dinero que tengo puedo gastar 15 € diarios durante 6 dias.
Si quiero que me dure 9 dias, jcuanto puedo gastar al dia?

Las magnitudes gasto diario y nimero de dias son inversamente
proporcionales.

Tiempo (dias)  Gasto diario (€)

6%15} 6 X 6-15
-
9 —— x

Puedo gastar 10 € al dia.

033 | Un cohete tarda 2 minutos en alcanzar una velocidad de 30.000 km/h.
A ese ritmo, ;qué velocidad puede alcanzar en 5 minutos?

Las magnitudes tiempo y velocidad son directamente proporcionales.
Tiempo (min) Velocidad (km/h)

2 —— 30.000} N 2 _ 30.000 ~30.000-5

5 X
En 5 minutos puede alcanzar una velocidad de 75.000 km/h.

5 X = - X = 75.000
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La densidad media del cuerpo humano es 1,15 kg/f.

a) ;Cual es el volumen de una persona que pesa 65 kg?
b) ;Cuanto pesara una persona que tiene un volumen de 42 £?

a) Las magnitudes peso y volumen son directamente proporcionales.
Peso (kg)  Volumen (f)
1,15 —— 1 1,15 1 65-1
- =—>x=—=0565
65 — x 65  x 1,15
El volumen de una persona que pesa 65 kg es 56,5 {.

b) Peso (kg)  Volumen (f)
1,156 —— 1} 115 1 1,15- 42
- = = s x=""—"=1483
X — 42 x 42 1
Una persona que tiene un volumen de 42 { pesaréa 48,3 kg.

Una persona esta situada a 50 m de una pared y recibe el eco de su voz
3 décimas de segundo después de haber gritado.

((((H‘»

a) Si se coloca a 80 m de distancia, ;cuanto tiempo tardara en escuchar
su eco?

b) ;A qué distancia se tendra que colocar para oir su eco después
de un segundo?

Las magnitudes distancia a la pared y tiempo en escuchar el eco
son directamente proporcionales.

a) Distancia (m)  Tiempo (s)

50 ——— 0,3 50 0,3 80-0,3
- — = - X = = 0,48
80 — x 80 X 50
Tardara 0,48 segundos en escuchar su eco.
b) Distancia (m)  Tiempo (s)
80 —— 03] _ 50 _03 501 _4e;
X —— 1 X 1 0,3

Se tendra que colocar a 166,67 m de la pared.
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036 | Un camién puede transportar 9 cajas que
pesan 200 kg cada una.
Si se cargan cajas de 150 kg, ;cuantas
cajas puede llevar?

Las magnitudes son inversamente
proporcionales.

Cajas Peso (kg)
9%200} X _ 200 . 200-9 .,
x ——> 150 9 150 150

El camion puede llevar 12 cajas de 150 kg.

HAZLO ASi

¢{COMO SE RESUELVE LOS PROBLEMAS DE MEZCLAS?

037

Un comerciante mezcla dos tipos de café: uno de Brasil, de 9 €/kg, y otro de
Colombia, de 12 €/kg. Si quiere obtener 60 kg de mezcla a 10 €/kg, ;en qué
proporcion los debe mezclar?

PRIMERO. Se hace una tabla de doble entrada con los datos del problema. A la can-
tidad desconocida se le llama x.

116

Cantidad kg | Precio (€) Coste
Brasil X 9 9x
Colombia 60 — x 12 12 - (60 — x)
Mezcla 60 10 60 - 10

SEGUNDO. Establecemos una ecuacion con la relacion entre los costes.
Del coste obtenemos la siguiente relacion.

9x +12-(60 — x) = 60-10

3X:120—>X:1%:40kg

La mezcla tiene 40 kg de café de Brasil y 60 — 40 = 20 kg de café de Colombia

TERCERO. Se calcula la proporcion mediante una regla de tres.

Colombia Brasil
20%40}%)(:@:2kg
1l— x 20

La proporcion es de 2 kg de café de Brasil por 1 kg de café de Colombia
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Halla la cantidad que hay que mezclar de café de 8,55 €/kg con café
de 6,84 €/kg, para obtener 323 kg de mezcla cuyo precio sea 7,20 €/kg.

Cantidad (kg) | Precio (€) Coste
Café A X 8,55 8,55x
Café B 323 — x 6,84 6,84(323 — X)
Mezcla 323 7,2 323.7,2

8,55x+ 6,84(323 — x) =323 - 7,2 =2.325,6

116,28

171x=116,28 — x = 68 kg

)

La mezcla tiene 68 kg de café tipo Ay 323 — 68 = 255 kg de café tipo B.

Mezclamos licor de 5 €/t con otro que cuesta a 3,80 €/f. ;En qué razén hay
que mezclarlos para que el litro cueste a 4,20 €/¢?

Si A es la cantidad de litros que mezclamos del licor que cuesta 5 €4
y B es la cantidad del licor de 3,80 €A:

5A+38B=42(A+B) > bA+38B=42A+472B

B 08

— bA-42A=42B—-388 - 08A=048 — Z: 04 =2=2

Es decir, cada 2 £ de B hay que mezclarlos con 1 ¢ de A.

Para cercar un terreno se proyecta plantar 30 abetos, con 60 cm de distancia
entre si. Al final se plantan con una separacion de 50 cm. ;Cuantos abetos
haran falta?

Abetos Distancia (cm)
30— 60} X 60 60 - 30
e — =36
X —— 30 30 50 50

Haran falta 36 abetos.

Entre dos poblaciones hay 61 postes de teléfono, separados 15 m entre si.
Si estuvieran a 25 m de separacion:

a) ;Cuantos postes habria?

b) ;Qué distancia hay entre las poblaciones?

a) Las magnitudes nimero de postes y distancia de separacion son
inversamente proporcionales.
Postes Distancia (m)
X 15 61-15
— = Xx=
6l 25 25
Luego seran necesarios 37 postes.

= 36,6

6l — 15
X ———— 25

b) La distancia que hay entre las poblaciones es de 60 - 15 = 900 metros.
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La duena de una pension dispone de comida para alimentar a sus 18 huéspedes
durante 12 dias. Si el nimero de huéspedes aumenta en 6 personas,
¢para cuantos dias tendra comida?

Inversamente proporcional  Huéspedes Dias

18 — > 12

24— x
1812

X = =
24

9

Tendréa para 9 dias.

Con una velocidad de 20 nudos, un barco hace una travesia en 8 horas.
Halla la velocidad de otro barco que hace la misma travesia en 6 horas y media.

Inversamente proporcional ~ Nudos Horas
20— 8
X — 6,5

x=228 246
6,5

El segundo barco ird a una velocidad de 24,6 nudos.

Para hacer una paella se necesitan 2 vasos de agua por cada vaso de arroz.
Si se echan 4 vasos y medio de agua, ;jcuantos vasos de arroz haran falta?

Directamente proporcional ~ Agua Arroz

2 — 51
45 — 5 x
4,5
2

X =

=225

Se necesitaran 2,25 vasos de arroz.
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Un pastor tiene 640 ovejas, a las que puede alimentar durante 65 dias.
¢Cuantas ovejas tiene que vender para alimentar a su rebafio 15 dias mas?

Inversamente proporcional  Ovejas Dias

640 ——— 65
x ——— 80
640 - 65
X=—
80
Tendria que tener 520 ovejas, por lo que tiene que vender:
640 — 520 = 120 ovejas

= 520

Tomas ha comprado por Internet 12 kg de café por 5,50 €. Por error,
le han enviado 4,5 kg menos. ;Cuanto debe pagar?

Directamente proporcional ~ Café Precio
12— 550
75 —m— X
55-75
X ===
12

Debe pagar 3,44 € por el café recibido.

= 3,44

HAZLO ASIi

¢COMO SE RESUELVE LOS PROBLEMAS DE MOVILES?

Juan corre a 5 km/h. Cuatro horas mas tarde, sale del mismo punto German,
que marcha a su alcance en una bicicleta a 20 km/h. ;Cuanto tiempo tarda en
alcanzarlo?

20 km/h

PRIMERO. Se llama x al tiempo transcurrido desde que sale el primer movil hasta
que alcanza al segundo. Para German, que parti6 4 horas mas tarde, el tiempo
transcurrido sera x — 4.

Velocidad (km/h) | Tiempo (h)
5 X
20 X—4

SEGUNDO. Se establece la proporcion existe entre las magnitudes y se calcula x.
Como son inversamente proporcionales:
5 x—4 80 16
— = - X = =
20 X 15 3

% =5+ % — Tarda en alcanzarlo 5 h 20 min.
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Un tren, a 60 km/h, sale de Madrid a las 9:00 con direccion a Bilbao.
Dos horas después parte otro tren, a 100 km/h, por una via paralela

y en la misma direccion. ;A qué distancia de Madrid alcanzara el segundo
tren al primero y a qué hora?

Llamamos x al tiempo transcurrido desde que sale el primer tren hasta
que lo alcanza el segundo tren.

Para el segundo tren, que partié dos horas mas tarde, el tiempo transcurrido

sera x — 2.
Velocidad (km/h) | Tiempo (h)
Tren 1 60 X
Tren 2 100 X—2

Las magnitudes velocidad y tiempo son inversamente proporcionales.

00 X=2 | ox =100x-200 5 x = 20 _5
100 X 40

Cuando el segundo tren alcanza al primero, este lleva en funcionamiento 5 h,

luego son las 2 de la tarde y habra recorrido 60 - 5 = 300 km.

Una moto parte a una velocidad de 110 km/h. En el mismo instante, y en direccién
contraria, un coche sale a 70 km/h. Si la distancia que los separa es de 360 km,

¢cuanto tiempo tardaran en encontrarse? ;En qué punto del camino estaran?

Llamamos x al espacio que recorre la moto hasta que la alcanza el coche.

Para el coche, el espacio recorrido sera (360 — x) km.

Velocidad (km/h) | Espacio (km)
Moto 110 X
Coche 70 360 — x

Las magnitudes velocidad y espacio son directamente proporcionales.

110 X 39600 110x = 70x — x = 22600

=X = 220
70 360 - x 180

El coche y la moto se encontraran a 220 km del punto de partida de la moto.

El momento del encuentro sera:
Tiempo = m = 220 = 2 horas
velocidad 110

Luego se encuentran aproximadamente al cabo de 2 horas.
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050 | Reparte 8.100 en partes directamente proporcionalesa 8,9y 11.

8.100
8+9+11

Parte correspondientea 8 — 8-.289,3 =2.314,4
Parte correspondientea 9 — 9-289,3 = 2.603,7
Parte correspondientea 11 — 11 .289,3 =3.182,3

= 298,3

051 | Reparte 306 en partes inversamente proporcionales a 16, 12 y 5.

(]
306
41 1° 884,8
6 12 5
Parte correspondiente a 16 — % -884,8 =553

Parte correspondiente a 12 — % -884,8 =73,73

Parte correspondientea 5 — é -884,8 =176,96

052 | Reparte 665 en partes directamente e inversamente proporcionales a %, Ey%
([
Reparto en partes directamente proporcionales a ggy%
665
= 420
2 1 3
3 6 4

Parte correspondiente a% - % 420 = 280

Parte correspondiente aé - % 420 =70

Parte correspondiente a% - % 420 = 315

. . 2 3
Reparto en partes inversamente proporcionales a 5,gyz
665
—— =75,28
3 4
—+6+—
2 3

Parte correspondiente a % - % - 75,28 = 112,92

Parte correspondiente a% - é 75,28 = 451,68

Parte correspondiente a% - % 75,28 = 100,37
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053 | Juan invierte en un negocio 300 y Ana 500 €. Si ganan 2.000 €,
©®0 | ;cémo los repartiran?

Se trata de repartir las ganancias de forma directamente proporcional
a la inversion.

Socios Inversion Ganancias
2.000
m =25 Socio 1 300 € 300-25= 750€
+ Socio2 | 500€ | 500-2,5— 1.050 €

054 | Un abuelo reparte 42 fotos entre sus tres nietos, de forma inversamente
©® | proporcional a sus edades, que son 2, 4 y 8 aios. Averigua cuantas fotos
recibe cada uno.

42 Nietos Edad Fotos
T - Pequeio | 2 | 1/2.48—24
> + " + g Mediano 4 1/4-48 =12
Mayor 8 1/8-48 =6

055 | Dos comunidades de vecinos instalan una antena cuyo coste es de 1.560 €.
® | Siviven 75 y 55 vecinos, respectivamente, y deciden pagar proporcionalmente,
icuanto debe pagar cada comunidad? ;Y cada vecino?

_1.560 =12 debe pagar cada vecino.
75+ 55
Comunidad N.° de vecinos Coste
Comunidad 1 75 7512 =900 €
Comunidad 2 55 b5.12 =660 €

056 | Cuatro camareros han de repartirse 800 € de propinas en partes proporcionales
® | alas horas que han trabajado. ;Cuanto recibira cada uno, sabiendo
que el primero trabajé 4 horas, el segundo 3, el tercero 6 y el cuarto 7?

Se trata de repartir las propinas en partes

directamente proporcionales Camareros Horas Propinas
a las horas trabajadas. Camarero 1 4 4.40 =160 €
Camarero 2 3 3-40=120€
800 _ 0 Camarero 3 6 6-40=240€
44+34+64+7 Camarero 4 7 7-40=280€
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057 | Comprueba que es equivalente repartir una cantidad en partes directamente
proporcionales a 3, 4y 5, que a 6, 8 y 10. ;Qué otros tres numeros podriamos
emplear para que nos diera el mismo resultado? ;Por qué?

Reparto en partes proporcionales a 3, 4 y 5.
_¢c _C
3+4+5 12

Parte correspondientea 3 — 3- % =

Parte correspondientea4 — 4 - % =

Parte correspondienteab — 5 - % =

Reparto en partes proporcionales a 6, 8 y 10.
¢ _ <
6+ 8+10 24

-C

S‘Lﬂ wlo ~|o

Parte correspondientea6 — 6 - % =

Parte correspondientea 8 — 8- % =

wlo~O

Parte correspondiente a10 — 10 - < 5

4 12
Podemos emplear otros tres nimeros cualesquiera que sean proporcionales
a 3,4y b5, respectivamente. Por ejemplo, 9, 12y 15, pues:% = % = %

058 | Las ovejas de un rebaiio se dividieron en dos grupos. EI nimero de ovejas
del primer grupo es proporcional a 5, y el del segundo lo es a 6. Si el rebafio
menor tiene 240 ovejas, averigua las ovejas que hay en el rebafio mayor.

Llamando x a las ovejas que hay en el rebafio menor, se obtiene la siguiente

proporcion:
5 _240 2406 5o
6 X

En el rebafio mayor hay 288 ovejas.

059 | Enrique aporta a un negocio 300 € durante 8 meses y Marta 500 € durante
6 meses. Si los beneficios son 216 €, ;como los repartiran?

Se trata de repartir los beneficios en partes directamente proporcionales
a cada una de las aportaciones.

216 Socios Aportacion Beneficios

—————— = 0,04 | Enrique | 300 -8 = 2.400 € | 2.400 - 0,04 — 96 €
300-8+500-6 Marta | 500 - 6 = 3.000 € [3.000 - 0,04 = 120 €
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060 | HAZLO ASi

¢{COMO SE CALCULA LA CANTIDAD REPARTIDA CONOCIENDO UNA PARTE DIRECTA
0 INVERSAMENTE PROPORCIONAL?

Se reparte una cantidad de forma proporcional a 8, 4 y 3. Calcula la cantidad
si el reparto ha sido:

a) Directo a 8 le corresponde 800.
b) Inverso y a 8 le corresponden 30.

PRIMERO. Se calcula la constante de proporcionalidad.

800
k= —= =100
a) 3

b) 30=§—>k=240

SEGUNDO. Se halla el total.

a) 8+ 4 + 3) - 100 = 1.500. Se han repartido 1.500.

240 240 | 240
b) 5 + c + 5 = 150. Se han repartido 150.

061 | Luis, Damian y Carlos compran un décimo de loteria. Carlos pone 10 €,
Damian 6 € y Luis 4 €. El décimo es premiado y, en el reparto, a Carlos
le tocan 5.000 €. ;Cuanto le corresponde a los demas?

Directamente proporcionales.

5.000
La constante de proporcionalidad es: k = 0 500

A Damiéan le corresponden: 6 -500 = 3.000 €

A Luis le corresponden: 4.500 = 2.000 €

062 | Si repartes una cantidad en partes inversamente proporcionales a 10, 7 y 3,
la cantidad que le corresponde a 3 es 50. ;Qué cantidad le corresponde a 10
ya7?

La constante de proporcionalidad es k = 50 - 3 = 150.

A 10 le corresponden: % =15

A 7 le corresponden: @ = 21,43
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063 | Entre dos socios ganan 10.000 €. El primero aport6 2.160 € y el segundo gané
4.000 €. Halla el capital que aporté el segundo socio y la ganancia del primero.

El primer socio gan6é: 10.000 — 4.000 = 6.000 €
Llamando x al capital que aporté el segundo socio, se establece la siguiente

proporcion.
6000 2160 4000-2160 0
4000  x 6.000

El segundo socio aport6 1.440 €.

064 | Dos socios fundan una empresa, el primero aporta 15.000 € y el segundo
20.000 €. A los cuatro meses, el primero retira 4.000 € y el segundo 6.000 €.
Al aio, la ganancia ha sido de 17.000 €. Reparte esta cantidad en proporcion
al dinero y al tiempo invertido.

Se trata de repartir los beneficios en partes directamente proporcionales
al dinero aportado y al tiempo invertido.
Aportacién Socio 1 — 15.000 -4 + 11.000 - 8 = 148.000 €
Aportacién Socio 2 — 20.000 - 4 + 14.000 - 8 = 192.000 €
17 B
148.000 +192.000

Socios Aportacion Beneficios
Socio 1 148.000 € | 148.000 - 0,05 =7.400 €
Socio 2 192.000 € | 192.000 - 0,05 =9.600 €

065 | Un peregrino recorre 140 km
del Camino de Santiago durante
7 dias, caminando 7 horas diarias.
Averigua la distancia que recorrera
en 21 dias andando 3 horas al dia.
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Tenemos tres magnitudes relacionadas de forma proporcional:
Kilémetros recorridos — Dias — Horas diarias

Prop. inversa

Prop. inversa

km recorridos Dias Horas
140
X 21 3

7 7 140 21-140-3
= X =
21 3 X .

=180
Recorrerd 180 km en 21 dias andando 3 horas al dia.

066 | En 6 dias, Marcos tradujo un libro de 30 paginas trabajando 2 horas diarias.
¢Cuantas horas diarias tendra que trabajar para terminar un libro de 40 paginas
en 4 dias, si contintda con el mismo ritmo de trabajo?

Las tres magnitudes que aparecen en el problema estan relacionadas
de forma proporcional.

Prop. directa
Prop. directa l

Dias Paginas Horas diarias
30 2
4 40 X
4 30 2 6-40-2
—— =— 5 x=—=4
6 30 X 4.30

Para traducir un libro de 40 péaginas en 4 dias, Marcos tendra que trabajar
4 horas diarias.

067 | Para transportar 520 kg de mercancia a 80 km de distancia me han cobrado
249,60 €. ;Qué peso podré enviar a 120 km de distancia si puedo
gastar 255,60 €?

Las tres magnitudes que intervienen en el problema estan relacionadas
de forma proporcional.

Prop. inversa
Prop. inversa l

Distancia (km) Coste (€) Peso (kg)

80 —— 249,60 —— > 520
120 — 25560 ——— «x
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La relacion de proporcionalidad distancia — peso es inversa y la relacion
coste — peso es directa:

120 249,60 520 80 - 255,60 - 520
e =0 5y x=— "= Y7 355
80 255,60 X 120 - 249,60

Luego podré enviar 355 kg de peso.

068 | El presupuesto para fotocopias en una empresa de 320 empleados es de 64 €

cada 10 dias. ;Durante cuantos dias podran hacer fotocopias con 68,40 €,
si son 35 empleados menos?

Las tres magnitudes que intervienen en el problema estan relacionadas
de forma proporcional.
Prop. inversa

Prop. inversa l
| |

Empleados Presupuesto (€) Tiempo (dias)

30 — 64 — 10

285 68,40 X

285 64 _ 10  _ 320-6840-10 _
320 6840  x 285 - 64

Podréan hacer fotocopias durante 12 dias.

12

069 | Para realizar un foso de 1,50 m de ancho, 2 m de profundidad y 250 m de largo,
un equipo de 120 obreros tarda 45 horas. ;Cuantos obreros seran necesarios para
hacer un foso de 2,50 m de ancho, 1,80 m de profundidad y 350 m de largo, en
30 horas, suponiendo que el terreno de la zanja es similar al anterior?

Las tres magnitudes, volumen, nimero de obreros y tiempo, que intervienen
en el problema estan relacionadas de forma proporcional.

Prop. directa

Volumen (m?®) Tiempo (h)

Prop. inversa l

Obreros
15.2-250 =750 45 120
2,5-1,8-350=1.575 30 X
750 Q 120 ¥ — 1.575-45.120 _ 378

= - =
1575 45 X 750 - 30
Seran necesarios 378 obreros.

070 | Una embotelladora trabaja 8 horas diarias y en 9 dias ha embotellado

1.500 cajas de botellas de refresco. Pasa embotellar 10.000 cajas, trabajando
6 horas al dia, ;cuantos dias debera funcionar la maquina?
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Las magnitudes estan relacionadas de forma proporcional.

Prop. inversa

Prop. directa l
| i
Dias

Horas Ca_jas Dias
8§ ———— 150 ———— 9

6 —— 10000 —— «x
6 1.500 9 8-10.000-9
> == 5 x=—""""2"" 80
8 10.000 X 6-1.500

La maquina debera funcionar 80 dias.

071 | Si 300 g de alcohol necesitan 2.502 calorias para aumentar la temperatura
12 °C, ;qué temperatura alcanzaran 350 g de alcohol al que se le han
suministrado 1.596 calorias?

Las tres magnitudes que intervienen en el problema estan relacionadas
de forma proporcional.

Prop. inversa
Prop. directa l

Alcohol (g) Calorias

300 —— 2502 ——— 12
3%0 ———» 1596 ——— x
_ 300-1.5%-12 _ 66

Temperatura (°C)

350 2502 _ 12
300 1596  x 350 - 2.502

Si a 350 g de alcohol se le suministran 1.596 calorias, la temperatura

aumenta 6,6 °C.

072 | Si leo 4 horas diarias, a razén de 15 paginas por hora, tardo 10 dias en leer
un libro. Si he leido 12 paginas por hora y he tardado 20 dias, jcuantas horas

he leido diariamente?
Las tres magnitudes que intervienen en el problema estan relacionadas

de forma proporcional.
Prop. inversa
Prop. inversa l

Velocidad (pags./h)

Horas diarias

Dias

10 15 4

20 12 X
0 12_4  _1015-4_,g
10 15 «x 2012

He leido 2 horas y media diariamente.
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SOLUCIONARIO 4

Un grupo de 10 empleados tarda 6 horas en limpiar 13.000 m? de un bosque.
¢Qué superficie limpiaran 14 empleados en 18 horas?

Las tres magnitudes que intervienen en el problema estén relacionadas
de forma proporcional.

Prop. directa
Prop. directa l

Empleados Tiempo (h) Superficie (m?)
10 6 13.000
14 18 X
10 6 _ 13.000 N 14 .18 -13.000 54600
14 18 X 10-6

Luego 14 empleados en 18 horas limpiaran 54.600 m? de superficie.

Tres bombas de agua, funcionando 8 horas diarias, tardan 10 dias en vaciar
un depésito. ;Cuanto hubiesen tardado 4 bombas funcionando 5 horas diarias
cada una?

Las tres magnitudes que intervienen en el problema estéan relacionadas
de forma proporcional.

Prop. inversa
Prop. inversa l

Bombas Horas Dias

r W
o ™
—
(@]

Cuatro bombas, funcionando 5 horas diarias cada una, hubiesen tardado
12 dias en vaciar el depésito.

Cien personas, trabajando 8 horas diarias, tardan 300 dias en construir
un barco.

a) Si aumentase la plantilla en 20 personas, ;cuantos dias se adelantaria
la construccion?

b) Si se redujese la plantilla en
20 personas, ;jcuantos dias se retrasaria
la construccion?

c) ;Y si la plantilla se redujese en
20 personas y se aumentasen

los turnos a 9 horas diarias?

129



Problemas aritmeéticos

076
( 1 J

077
( 1 J

130

a) Inversamente proporcional

Trabajadores Dias
100 —— 300 100 - 300 P
b) Inversamente proporcional
Trabajadores Dias
lgg — 300 Y — 100 - 300 — 375 dias
_— X 80

c) Proporcionalidad compuesta, ambas inversas.

Trabajadores Horas Dias
100 8 300 100-8-300 .

En las fiestas del barrio se colocan 1.200 faroles que se conectan 8 horas al
dia, ocasionando un gasto de 1.440 €. ;Cual sera el gasto si se colocan 600
faroles mas y se conectan 2 horas menos?

Faroles Horas Gasto
Proporcionalidad compuesta, 1.200 8 1.440
ambas directas 1.800 6 X
X — 1.800-6-1.440 — 1620 €
1.200 -8

Se cree que para construirlapiramide
de Keops, trabajaron 20.000 personas
durantelO horas diarias, y tardaron
20 aiios en acabarla.

a) ;Cuanto habrian tardado
10.000 personas?

b) ;Y si hubiesen trabajado 8 horas diarias?

a) Proporcionalidad inversa  Trabajadores Afios
20.000 —— 20
10.000 —— «x

. 20.000 - 20
10.000

= 40 afios

b) Proporcionalidad compuesta, ambas inversas.

Trabajadores Horas Anos
20.000 10 20
10.000 8 X
_ 20.000-10-20 — 50 afos

10.000 - 8
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SOLUCIONARIO 4

Calcula los siguientes porcentajes de 250.
a) 7% c) 0,5%
b) 12% d) 83%

0,5

a) 7% de 25O:L~25O: 17,5 ¢) 0,5% de 250 = -250 =1,25
100 100

b) 12%de250:£-250=30 d)83%de250:§-250=207,5
100 100

En una época de sequia, un embalse con capacidad maxima de 200 hm? estaba
al 45 % de su capacidad. ;Qué cantidad de agua contenia en ese momento?

Tenemos que calcular un porcentaje del total.

45 % de200:£-200: 90
100

En ese momento el embalse contenia 90 hm3.

HAZLO ASi
¢COMO SE CALCULA EL PRECIO INICIAL SABIENDO EL PRECIO REBAJADO?

He comprado una bufanda por 12,60 €, que estaba rebajada un 10%. ;Cual
era su precio antes del descuento?

PRIMERO. Se ponen los datos en forma de regla de tres.

Si de cada 100 € —28%_, 900 €
De x€ P2 5 1060 €
SEGUNDO. Se halla la cantidad que falta en la proporcion.

,_ 100-1260 _
%0

Su precio antes del descuento era 14 €.

14
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081 | La disminucién del numero de alumnos en un instituto respecto al afio anterior
ha sido del 20 %.
Si actualmente hay 1.500 alumnos:
a) ;Cuantos alumnos se matricularon?
b) ;En cuanto ha disminuido la matricula?

a) Para calcular los alumnos matriculados, conocemos la parte
y el porcentaje, y queremos calcular el total.

Actualmente hay un 100 — 20 = 80 % de los alumnos que habia
el afio pasado.

Por tanto, calculamos el 80%:

80 % de cz% — 1875

La matricula del afio pasado fue de 1.875 alumnos.

b) La matricula en este curso ha disminuido en:
1.875 — 1.500 = 375 alumnos.

082 | Un vendedor de coches recibe como comision el 0,8 % de las ventas
que realiza.

a) Si en un mes recibe 300 € de comision, ;qué ventas realiz?

b) La empresa propone al vendedor cambiarle su porcentaje de comision
por un 7,5 por mil. ;Le conviene aceptar?

a) Para hacer las ventas que realizd, conocemos la parte y el porcentaje,
y queremos calcular el total.

08

0,8% de C= C =300
100

300100 _ o cog

i

El vendedor de coches realizé unas ventas de 37.500 €.

b) Para comparar las dos ofertas calculamos ambos porcentajes

7,5

7,5 %0 = = 0,0075
1.000

8% = 08 _ 0,008
100

Al vendedor de coches no le conviene aceptar la oferta,
porque 0,0075 < 0,008.
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SOLUCIONARIO

El precio de una rosa el dia de Sant Jordi es 2,40 €,
que representa un aumento de precio del 60 % respecto
del precio que tiene el resto de afo. ;Cual es el precio
de una rosa cualquier otro dia del afo?

Conocemos la parte y el porcentaje, y queremos
calcular el total.

El precio de una rosa el dia de Sant Jordi
serd el 100 + 60 = 160 % del precio
de una rosa cualquier otro dia del afo.

160 % de C:@-C:ZAO
100

 240-100
160

El precio de una rosa cualquier otro dia del afio es de 1,50 €.

C 15

Para elaborar un céctel se mezclan, 3 partes de zumo de naranja
con 2 partes de extracto de kiwi.

Si queremos preparar una jarra de % de litro de céctel:

a) ;Qué porcentaje de cada componente hay que mezclar?

b) Si 1 litro de zumo de naranja cuesta 1,20 € y 1 litro de extracto de kiwi vale
8 €, averigua el precio de 1 litro de céctel.

a) Conocemos la parte y el total, y tenemos que calcular el porcentaje.
En total, el zumo consta de 5 partes, 3 partes de zumo de naranja
y 2 partes de extracto de kiwi.
La parte de zumo de naranja que hay en la jarra es de:
3 3 9

— . — = — de litro.

5 4 20

S _ k3 ,,_9100-4 o
20 100 4 20.3

Hay que mezclar el 60 % de zumo de naranja y el 40 % de kiwi.
b) Si un litro de zumo de naranja cuesta 1,20 €, Ios% de litro necesarios

para el coctel valdran: % -1,20=0,72 €

Si un litro de zumo de kiwi vale 8 €, los % de litro necesarios

para el coctel valdran: % -8=320€

Luego un litro de coctel costara: 0,72 + 3,20 = 3,92 €
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Un minorista compra un lote de articulos a un precio unitario de 15 €.
Si quiere obtener una ganancia del 20 %, ;a cuanto debe vender cada uno?

Tenemos que calcular un porcentaje del total.

20% de 15 = 20 -15= 3 € de ganancia
100

Por tanto, debe vender cada articuloa 15 + 3 = 18 €.

Compro unos pantalones de 38 €. Me hacen un descuento del 25 %,
pero al precio rebajado hay que afadirle un 16 % de IVA. ;Cual es el precio
que tendré que pagar?

1.° Rebaja: Disminuir un 25 % de 38.

(100 - 25) % de 38 = [1 - 25] -38=2850€
100

2.° IVA: Aumentar un 16 % de 28,5.

(100 4 16) % de 28,5 = [1 + 1102] - 28,50 = 33,06 €

Compramos un televisor cuyo precio es 240 € sin IVA. El dependiente nos
propone un descuento de un 20 % de esa cantidad y, después, nos carga
un 16 % de IVA. ;Cuanto tenemos que pagar?

1.° Rebaja: Disminuir un 20 % de 240.

(100 - 20) % de 240 = [1 - 120%] -240 =192 €

2.° IVA: Aumentar un 16 % de 192.

(100 + 16) % de 192 = [1 + 11060] 2192 =222,72 €

Finalmente, el precio que tenemos que pagar es 222,72 €.



SOLUCIONARIO

088 | Un comerciante decide subir un 3 % el precio de una mercancia de 72 €.
Si a la semana siguiente decide subir otro 3 %, ;cual es el precio final
de la venta?

Primera subida: aumentar un 3% de 72.

(100 +3)% de 72 = [1—0—130]72 =7416€

Segunda subida: aumentar un 3 % de 74,16.

(100 + 3) % de 74,16 = [1 - 1(3)0] -74,16 =76,38€

El precio final de la venta seréa 76,38 €.

089 | ;Cuanto valia un producto que esta etiquetado en 60 €, sabiendo que se
le ha cargado el 16 % de IVA y que se obtiene una ganancia del 10 %?

Tenemos que calcular el total, conocidos la parte y el porcentaje.

(100 + 10) % de (100 + 16) % de C = 60

110 116 ,_
100 100
_ 60-100-100 _ .
110116

El producto valia 47 €.

090 | Un fabricante elabora un producto que vende a un almacenista en 3.000 €.
El almacenista le paga un 16 % de IVA y lo vende a una tienda por valor
de 5.000 €. El dueiio de esta tienda abona un 16 % de IVA y vende el producto
al publico en 6.000 €, mas el 16 % de IVA.
a) ;Cuanto paga de IVA cada intermediario?
b) ;Cual es el IVA que, finalmente, paga el consumidor?

a) Almacenista — 16 % de 3.000 = % -3.000 =480 €

Duefio de la tienda — 16 % de 5.000 = % -5.000 =800 €

b) Consumidor — 16 % de 6.000 = % -6.000 =960 €
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091 | Si realizamos una inversion al 2,5 % durante 3 afios, ;cual es el capital
© | que he invertido si el capital que me devuelven asciende a 2.000 €7

t= 3 aflos
r% =25% L= 8t op00-c2 802538
i=2000€—C 100
5 200.000 — 100C = 7,5C
_ 200000 _ ;95050 €
107.5

El capital que he invertido es de 1.860,50 €.

092 | Oscar pide 6.000 € de préstamo para
©® | cambiar las puertas de su casa, y devuelve
7.600 € con intereses, en un pago
unico al cabo de 3 afios. Sabiendo que
es un interés simple, calcula el rédito
de dicho préstamo.

C=6.000 €
t= 3 afos
i=7.600 — 6.000 = 1.600 €
i C-r-t 1600 — 6.000-r-3
100
. 1.600 - 100 —89%
6.000 - 3

El rédito del préstamo es del 8,9 %.

093 | Halla el interés que se obtiene al invertir 3.050 €, a interés compuesto,
©® | durante 3 afos con un rédito del 5 %.

t 3
C=C- [1 n r] — 3.050- [1 i 5] —3530,70 €
100 100

j=C;— C;=3.530,70 — 3.050 = 480,70 €
Los intereses obtenidos son 480,70 €.

094 | Una cantidad de dinero, invertida a interés compuesto durante 2 aios al 4 %,
©® | produce unos intereses de 111 €. ;Qué cantidad hemos invertido?

t
cf—c,+i—c,[1+r]

100
2
C +111=¢ -[1+4] S =—t _135030€
100 1042 _ 1

Hemos invertido 1.360,30 €.
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095 | Una entidad bancaria anuncia un tipo de depésito con un rédito del 6 % anual
el primer mes y, a partir del segundo, el 4,5 %. Halla el capital acumulado
después de un aio al invertir 10.000 €.

El capital acumulado al final del primer mes sera:
t L

r 6 |12

C =G -[1—1—] = I0.000-[1+] -
100 100
1
=10.000 - (1,06)12 = 10.048 €

Este sera el capital inicial al comenzar el segundo mes.

Luego el capital acumulado al cabo de un afio sera:

[ £
C =0 .[1+r] - 10.048-[1+ 4,5 ]12
100 100

11
=10.048 - (1,045)12 = 10.461,70 €

096 | Emilio ha decidido invertir 9.600 €,
en un depésito financiero que ofrece
un interés del 3,85% durante 4 afios.

a) ;Cuanto cobrara de intereses
durante los 6 primeros meses?
b) ;Y por 3 meses y 20 dias?
c) Si decidiera sacar el dinero antes
de que concluya el periodo de inversion,
4 ainos, se le penalizaria con el pago del 5%
del capital invertido. Después de 1 afio y 2 meses
y medio, ;perdera o ganara dinero?
d) ;Cuanto tiempo tiene que pasar para que, al cancelar el depésito,
no pierda dinero?

,_Cor-t _9600-385-6

a) = 184,80 €
1.200 1.200
b) | = C-r-t _ 9.600 - 3,85 - 3,66 _11293€
1.200 1.200
[ C-r-t _ 9.600-3,85-14,5 — 446,60
1.200 1.200
Penalizacion = M = 480 — Perdera 33,40 €.
100
d) Penalizacion — 9.600-5 _ 480 — C-r-t _ 9.600-3,85-t
100 1.200 1.200
= M = 15,58 meses = 15 meses y 18 dias
9.600 - 3,85
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097 | Al medir una serie de longitudes, los alumnos han obtenido varios resultados
y han cometido un error que viene expresado en la siguiente tabla.;Quién crees
que ha cometido un mayor error?

Alumno Media Error Proporcion
Enrique 18,5m 90 cm 0,048
Félix 5m 13 cm 0,026
Carlos 12m 16cm 0,013
Pilar 10,8 m 80 cm 0,074
Domingo 3m 10cm 0,033

El mayor error lo comete Pilar.

098 | Considera un cuadrado de lado a.

a) Un cuadrado de lado 2a, ;jtendra doble perimetro que el anterior? ;Y doble
area?

b) ¢Son el lado y el perimetro magnitudes directamente proporcionales? ;Y el
lado y el area?

Cuadrado de lado a. Perimetro: 4a. Area: &

a) Cuadrado de lado 2a. Perimetro: 8a. Area: 44°. Su perimetro es el doble,
PEro su area no.

b) El'lado y el perimetro son magnitudes directamente proporcionales
de constante k = 4. El lado y el &rea no son directamente proporcionales.

099 | Considera un cubo de arista b.

a) Las magnitudes de longitud de la arista'y volumen, ;son directamente
proporcionales?

b) Las magnitudes de drea de sus caras 'y volumen, ;son proporcionales?
c) (Y el perimetro de sus caras y el volumen?

3
a, Volumen _ & _ a2 no es constante,

Arista a
luego no son directamente proporcionales.

a) Arista: a, Volumen:

) Volumen ad
b) Area de sus caras: &, Volumen: &, ———————=— =24
Area de caras a
no es constante, luego no son directamente proporcionales.
Volumen ad a’

c) Perimetro de cara: 4a, Volumen: &, ———— = — =
Perimetro cara 4a 4

no es constante, luego no son directamente proporcionales.



SOLUCIONARIO 4

EN LA VIDA COTIDIANA

100

Angel fabrica portarretratos de madera que luego vende en los mercadillos.
000

Como es época de rebajas, ha decidido hacer un descuento por la compra
de portarretratos.

Lo que los clientes quieren
es que les regales dlgo...,
no pagar la mitad.

Comprando 2,
el segundo a

Angel piensa que su amiga tiene razén, por lo que se le ha ocurrido una oferta
similar.

Al finy al cabo, si antes
se llevaban 2 y pagaban
1y medio, ahora se llevan 3
y pagan 2. Siguen pagando
1y medio de los portarretratos
que se llevan...

E, incluso, se le ha ocurrido una idea mejor.
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101
000

30% de
descuento

:Son todas las ofertas iguales? ;Cual es mas ventajosa para él?

En la primera oferta el descuento es: O; = 25%
En la segunda oferta el descuento es: % = 33%

En la tercera oferta el descuento es: 30%
La mas ventajosa para el cliente es la segunda.

En un edificio que tiene 5 plantas se quiere instalar un ascensor que cuesta
72.000 €. Se ha convocado una reunion de vecinos para decidir la aportacion
de los vecinos.

Yo creo que todos
los vecinos Pero si
se aprovechardn Yo vivo ponemos
del ascensor y que en el piso bajo ascensor,
deberiamos pagar y ho voy tu piso se
lo mismo. a utilizar revalorizard.
el ascensor. |

Los vecinos de los pisos bajos no quieren participar en los gastos. Por su parte,
los vecinos de los pisos superiores alegan que los propietarios de los pisos bajos
también tienen que contribuir, porque su piso se revaloriza al tener ascensor,
aunque aceptan que la cuantia sea inferior.



SOLUCIONARIO 4

Hemos llegado a un acuerdo... La cuarta parte
de los costes la pagardn los vecinos de los pisos bajos,
1.°y 2.° de forma directamente proporcional a la planta
en la que viven. Asi, pagardn la menor cantidad los vecinos
que vivan en los pisos bajos... Las tres cuartas partes
restantes las pagardn los vecinos de los pisos

superiores a partes iguales.

325425152

Si en cada planta hay 8 vecinos, jcuanto tienen que pagar los vecinos
de cada planta?

Los vecinos de las dos primeras plantas pagaran: 72000 _ 17.500 €
Repartido de manera proporcional al piso donde viven:

Los vecinos del primero: 17500 _ 5.833,33 €.

Cada uno de ellos pagaréa: 729,17 €

Los vecinos del segundo: @ =11.666,66 €

Cada uno de ellos pagaré: 1.458,33 €

Los vecinos de cada uno de los otros pisos pagaran: 72000 _ 17.500 €

4
Cada uno de ellos pagaréa: 2.187,50 €
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5 Polinomios

POLINOMIOS

SUMA, RESTA
Y MULTIPLICACION

POTENCIAS DIVISION

REGLA DE RUFFINI

DIVISORES FACTORIZACION
DE UN POLINOMIO DE UN POLINOMIO

VALOR NUMERICO

DE UN POLINOMIO

TEOREMA RAICES
DEL RESTO DE UN POLINOMIO
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Un hombre de principios

Dias negros y noches largas, estas ultimas semanas habian sido especialmente
dificiles para Paolo Ruffini.

Mientras caminaba en direccion a su casa, pensaba en lo duro que le habia sido
tomar la decision de no jurar fidelidad a la bandera de los invasores franceses.

Un golpecito en el hombro y la voz amiga
de Luigi lo devolvieron a la realidad:

—iPaolo! ;Qué has hecho? En la universidad

no se comenta otra cosa. El responsable politico
ha asegurado que nunca volveras a sentarte

en tu catedra y que has marcado tu destino;

se le veia terriblemente enfadado.

—Lo pensé durante mucho tiempo y cuando
comuniqué mi decision me he sentido aliviado
—argumento6 Ruffini, plenamente convencido.

—Pero no has pensado en tu familia o en tu
posicion? —Luigi mostro la preocupacion
que parecia haber abandonado a Ruffini.

—Luigi, ;cuanto darias por un puesto

de funcionario? —Estaban llegando al mercado

y Ruffini se par¢ en seco—. Yo no estoy dispuesto
a pagar tanto por la catedra; si hiciera

el juramento, habria traicionado mis principios
y mutilado mi alma, mantendria mi catedra

pero el Paolo Ruffini que conoces habria muerto.

Ruffini se dedico por entero a su oficio de médico
en los afos en que estuvo alejado de la docencia.

En la division de polinomios Px) : (x — a),
calcula el grado del cociente y del resto.

El grado del cociente es un grado menor
que el grado del polinomio P(x), y el grado
del resto es cero, pues es siempre

un ndmero (un nimero es un polinomio
de grado cero).
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Polinomios
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002

003
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005

006

EJERCICIOS

Efectua la siguiente operacion.
(23 4+ x2+x—-1) - +x2—x—-1)

(=2 4+ x4+ x—-1D =X+ x*—x—-1)=-3x+2x

Multiplica estos polinomios.
Px) =x3—x?*+3x—-1 Ax =x-1
PX)- Q) =x*— X =X+ x4+ 3x> - 3x—x+ 1=
=x" =2 +4x° —4x+ 1

Si P(x) = x? —x+ 2y Q(x) = x> — x? + 1, calcula:
a) P(1) + P(-1) b) P(0) + Q(-1)

a P +PD=0-14+2)+10+1+2)=2+4=6
b) PO)+ Q-1)=2+4+2+8)=2+12=14

;Cuanto tiene que valer a para que P(a) = 0 si P(x) = 2x*> —3x + 1?

Son las soluciones de la ecuacion 2x> —3x+1=0 - x=1yx=

Realiza las siguientes divisiones de polinomios. Comprueba, en cada una
de ellas, el resultado que obtienes.

a) 2x> —3x2 —5x—5): (x* —2x—1)

b) 2x3 —3x>+4x—3): (x* — 1)

) (x*+1):(x2+1)

d) xX® +2x3 —1): (x? —3)

8) (2x° = 3x¢ — 5x—5): (¢ — 2x— 1) — CoClente =2x+1
Resto = —x — 4

b) (2x% — 3x% + 4x — 3): (x2 — 1) — |Cociente =2x—3
Resto = 6x — 6
Cociente = x* — 1

4 ) 2
o) X*+1):(x*+1) Resto — 2

Cociente = x° + 5x

5 3 S(x2 5
d) (¢ +2x D =3) Resto = 15x — 1

El divisor de una divisién de polinomios es Q(x) = 2x?> — 7, el cociente
es C(x) = x® — 2xy el resto es R(x) = x — 2. Calcula el dividendo.

PX)=QX)-CX)+RX)=@2x>=7)- (x> =2X) + (x=2) =
=2x° =11+ 14X+ (x—2)=2x>*—11x3 4+ 16x -2
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SOLUCIONARIO 5

El dividendo de una divisién de polinomios es P(x) = x® — 2x3 — x?,
el cociente es C(x) = x?> — 2 y el resto es R(x) = —2. ;Cual es el divisor?

P(x) = Q(x) - C(x) + R(x)

X -2 - X =QKx) - (¥ -2) -2
> X2 - X+ 2=Q0x-(x¥*-2)
SAN=x*-2°-XxX¥4+2):(¥*-2)=x-1

Determina el cociente y el resto, aplicando la regla de Ruffini.
a) (X —x24+x-3):(x—-1)

b) x* —x* —x+9): (x —2)

c) (x* +x2 —10): (x —5)

d) x°* —2x3 +x—7): (x+ 3)

e) (X +x*—7x): (x+4)

a) 1 -1 1 =3
1 1 0 1
1 0 1 -2 5 CX)=x4+1; Rx) = -2
b) 1 -1 0 -1 9
2 2 2 4 6
1 1 2 3 |15 5 CX)=x>4+x>4+2x+3; Rx) =15
c) 1 0 1 0 -10
5 5 25 130 650
1 5 26 130 | 640
C(x) = x° 4 5x° + 26x + 130; R(x) = 640
d) 1 0o =2 0 1 -7
-3 -3 9 21 63 —-192

1 -3 7 21 64 —-199
Cx) = x* = 3x3+ 7x%> — 21x + 64; R(x) = —199
e) 1 0 0 1 0 -7 0 0

-4 -4 16 -64 252 —-1.008 4.060 —16.240
1 -4 16 -63 252 1015 4060 |-16.240

CX) = x® — 4x° + 16x* — 63x° + 2562x% — 1.015x + 4.060; R(x) = —16.240

Si dividimos 4x®> —3x* + 2x3 —x? —x + 1 entre x + 2, ;cuales seran el resto
y el cociente? ;Podemos aplicar la regla de Ruffini?

4 -3 2 -1 -1 1
) -8 22 48 98 194
4 —-11 24 —-49 97 |-193

Cociente: 4x* — 11x® + 24x?> — 49x + 97; Resto: —193
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011

012

Calcula el valor de m para que la divisién sea exacta.
(x® —2x® —8x* + mx+3) : (x —3)

1 0o -2 -8 m 3

3 3 9 21 39 117 + 3m
[1 3 7 13 394+ m | 120+ 3m

120+3m=0 - m=-40

Considerando el polinomio:
Px) =x3—7x*+x—-7

calcula, mediante el teorema del resto, su valor numérico para:

a) x=1 ) x=-1 e) x=3
b) x=5 d) x=7 f) x=-5
Y 1 : _Z _é :g Como el resto es —12,
entonces P(1) = —12.
1 -6 -5 |-12
v 5 : 7; _1(1) _Zé Como el resto es —52,
entonces P(5) = —52.
1 -2 -9 | -52
? _1| : :I 513 :; Como el resto es —16,
P(-1) = —-16.
1 -8 9 | _16 entonces
@ 7| ! _; é _; N Como el resto es O,
tonces P(7) = 0.
1 0 1 [0 en
¥ 3 | : _g 71; 7;; Como el resto es —40,
P(3) = —40.
1 4 11 [ —40 entonces
K -5 ! :; 6(1) _362 N Como el resto es —312,
tonces P(—5) = —312.
1 —12 61 [-312 °"

Comprueba que se verifica el teorema del resto para P(x) = x* — 3x + 2 si:

a) x=2 b) x=-1
a) 1 0 0 -3 2 b) 1 o 0 -3 2
2 2 4 8 10 1 -1 1 -1 4
1 2 14 5 |12 1 -1 1 -4 |6
P2)=2'-3-2+2=12 P(-1)=(-1)-3-(-1)+2=6
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;Cuanto vale a si el valor numérico de P(x) = x> — 2x2 — 3x + a,
para x=2, es 0?

1 -2 -3 a
2 2 0 -6 - a-6=0—> a=6

1 0O -3 |a—6

Calcula las raices de estos polinomios.

a) Px) =x3—3x2+2 c) Rx) =x3—2x>—-5x—6
b) Qx) = x> —2x+ 1 d) S(x) = x> —5x—14
a) 1 -3 0 2
1 1 2 2 s lesraiz1+v3y1-43
1 -2 -2 |0 son también raices.

b) 1 -2 1
1 1 —1 ———— 1 esraizdoble.

1 -1 |o

c) No tiene raices racionales, al probar con los divisores del denominador

nunca da cero.

d) 1 -5 -14
—2 —2 14 — —2esraiz.
1 -7 0
I— — Son las dos raices del polinomio.
1 -5 =14
7 7 14 — 7 esraiz.

it 2 |o

;Cuanto vale a para que x = 2 sea una raiz del polinomio x> — 2x? — 4x + a?

1 -2 -4 a
2 2 0 -8 -5 a-8=0— a=8

[1 0 -4 |a-38

Determina ay b para que el polinomio P(x) = ax? + b tenga
como raices 2y —2.

a 0 b a 0 b
2 2a 4a -2 —2a 4a

la 2a | b+4a a2 —2a |b+4a

Como b = —4a, cualquier par de numeros que lo cumpla formara
un polinomio con esas raices; por ejemplo, a=1y b= —4.

147



148

Polinomios

017 | Obtén, utilizando el tridngulo de Tartaglia, el desarrollo de estas potencias.

a) (x+y° c) (2x —2)° e) 3x2 —y* g) (x?2 —y)®
b) (x + 1)* d) (x —24)* f) (x?2 —y?)° h) (—x + 3y)°

a) Los coeficientes son 1, 5, 10, 10, 5y 1.
X+ y)° = x>+ 5x*y + 10x%)° + 10x%y°% + Bxy* + y°
b) Los coeficientes son 1, 4, 6, 4y 1.
X+ 1 =x"+4x° +6x° +4x+ 1
c) Los coeficientes son 1, 3,3y 1.
(2x —2)° =8x3 — 24x°y + 24x — 8
d) Los coeficientes son 1,4, 6,4y 1.
(x — 24)" = x* — 96x° + 3.456x° — 55.296x + 331.776
e) Los coeficientesson 1,4, 6,4y 1.
B = =Cx)+4-BE (=) +6-Cx (=) +4-B) - (=) +
+ (=" = 81x% — 108x°y + Bax*y? — 12x%° + y*
f) Los coeficientes son 1, 5, 10, 10, 5y 1.
=y =03+5- 0" (=) + 10 ()° - (—=y?)* +
+10- (2 (=Y +5-0) - (=¥ + (—y»)° =
— XlO _ 5X8y2 + 1OX6y4 _ 10X4y6 + 5X2y8 _ ylo
g) Los coeficientes son 1, 5, 10, 10, 5y 1.
== +5- 0" (=) +10- 0 - (=) + 10 () - (=9)° +
+5-03) - (=) + (=y° = x10 — BxBy + 10x8y% — 10x4y° +
+ 5X2y4 o y5
h) Los coeficientes son 1, 3,3y 1.
(—Xx+ 3 =(=xP+3-(=x)?-3y+3- (=X - B + By’ =
= —x° — 9x% — 27xy* + 9y

018 | Completa el triangulo de Tartaglia hasta la décima fila.

019

¢Cual es el volumen de este cubo?

1 9 37 84 126 126 84 37 9 1

1 10 46 121 210 252 210 121 46 10 1

Volumen: (a + b)® = a® + 3a°b + 3ab® + b°
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SOLUCIONARIO 5

Halla un divisor de estos polinomios.
a) P) =x> —3x*4+2x—6

b) Qx) = x* —4x? —x+ 2

c) R =x%—x°—2x+2

a) 1 -3 2 -6
6

3 3 0 (x — 3) es divisor de P(x).
1 0o 2 |0
b) 1 o -4 -1 2
-1 -1 1 3 2 — (x+ 1) esdivisor de Q(x).
1 -1 -3 2 |_O
c) 1 -1 0 O 0 =2 2
1 1 0 O O 0 -2 — (x—1)esdivisor de R(x).
1 O 0O o =2 |_O

Calcula a para que x — 1 sea divisor de 2x®> — x2 + 3x + a.

2 -1 3 a
2 1 4 —5a+4=0->a=-4
[ 1 1 4| a+4

1

¢Son correctos los calculos?

Asi, tenemos que:
2x3+2x° +3x+3=(x—-1)-(2x+ 3)
Los calculos no son correctos.

2 2 3 3
-1 -2 0 -3 52424 +3x+3=Kx+1)-2x*+23)

l2 0o 3 [0

Descompon en factores estos polinomios.

a) Px)=x*-8 d) P(x) = x5 4+ 3x* —9x® — 23x% — 12x
b) P(x) = x> + 4x% + 4x e) P(x) = x> —3x?> —25x — 21

c) P)=x*—2x3 —3x*+4x+4 f) P(x)=x°—9x°

a) PX)=x>—8=0C+2x+4)-(x—2)

b) P(x) = x- (X* +4x+4) = x- (x+ 2)°

c) P(X¥)=(x+ 1) (x—2)7

d) P =x-(x*+3x° — 9% — 23x+4) =x- (x+ 1> (x=3) - (x+ 4)
e) P)=(x+1)-x+3)-(x=7)

) PO=x>-(x¥*-9)=x>-(x+3)-(x—3)
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024 | Factoriza los siguientes polinomios y explica como lo haces.

a) x* -1 b) x* —1 c) x®—1
a) 1 0 0o -1
1 1 1 1l — 5 X¥*-1=x-1-F+x+1)
1 1 1 |0
b) 1 0 0 o0 0 -1
1 1 1 1 1 1l 5 x-1=
1 1 1 1 1 [0 =x-D-+XC+xX+x+1)
Ax—1=(x-1-(x*+1)
1 0 0 -1
1 1 1 Il ———— X -1=Kx-1 -+x+1)
1 1 1 [0
|1 0 O 1
-1 -1 1 -1 ——5 ¥+ 1l=x+D --x+1
1 -1 1 [0

X —1=x-1)-(C+x+1)-x+1)-X¥=-x+1)

025 | Razona si son ciertas estas igualdades.
a)x*4+9=x-(x+3)-(x+3)
b) x2- (x> + 1) =[x-(x+ 1)P

a) Esfalsa, porque x- (x4 3) - (x + 3) = x> + 6x° + 9x.
b) Es falsa, porque [x- (x+ 1)1> = x® - (x> + 2x + 1).

ACTIVIDADES
026 | Halla el valor numérico del polinomio P(x) = —x* 4+ 5x3 — 7x? + 8x — 4 para:

a) x=0 c) x=2 e) x=-3
b)x:—% d) x= -2 f x=25

a) P(0)=-4

4 3 2
b) p[_iJ = _[_i] +5.[_i] _7.[_l] +8.[_l]_4 = —167
2 2 2 2 2 16

C) PR)=—-(2*+5-(2°-7-(2°+8-(2)-4=8

d) P(-2) = —(-2)* +5- (=202 -7 - (2> +8-(-2) — 4= -104

e) P(-3)= —(-3) +5-(-30°—7-(-3?+8-(-3) — 4= -307

f) P25)=—-25)*+5-(25°~-7-(25°+8-(25) —4=113125
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Razona si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas.
a) 2x=x-Xx
b) -(x24+x) = —x*>—x

o (2x)" = a2x

_2x* —4x
2

e) x>+ x3=x°

f) 2x%.3x3 =5x°

g) _X2 — X2

h) (x2)3 = x®

d) = —x? —2x

a) Falsa, ya que 2x = x + x.
b) Verdadera.

4
c¢) Verdadera, pues se verifica que (2dx) = 1652 = 4°x,

2 _
d) Falsa, porque _2)<le( = —(x? —2X) = —x® + 2x.
e) Falsa, ya que en la suma de potencias no se suman los exponentes.
f) Falsa, pues 2x° - 3x3 = 6x°.
g) Falsa.

h) Verdadera.

Dados los polinomios:
P(x) = —7x* + 6x> 4+ 6x+ 5
Q(x) =3x> —2x2+ 2
R(x) = —x° 4+ x3 4 3x?
calcula.
a) P(x) + Q(x) + R(x)
b) P(x) — Q(x)
c) P(x) - Q(x)
d) [P(x) — Q)] - R(x)
e) [P(x) — R(X]1 - Q(x)

a) PX)+ Q) + Rx) =2x° = 7x* + X3+ 7x> + 6x+ 7
b) P(x) — Q(x) = —=3x5 — 7x*+ 8x* + 6x+ 3

c) P(x)- Qlx) =
= —21x° + 18x7 + 32x° 4+ 15x°> — 26x% — 12x° 4+ 2x° + 12x+ 10

d) [P(x) — Q)] - R(x) = (=3x° = 7x* + 8x°> + 6x+ 3) - (—x° + x>+ 3x%) =
=3x10 4+ 7x% — 3x® — 24x7 — 27x5 4+ B5x® + 30x* 4+ 21x° + 9x°

e) [P(X) — RX)]- Q) =(x® = 7x* — x>+ 3x>+6x+5) - 3Bx° —2x2 +2) =
=3x10 — 21x% — 3x® + 7x7 + 32x° 4+ 19x° — 20x* — 14x° — 4x° + 12x+ 10
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029 | Opera y agrupa los términos de igual grado.

a) 3x“ —2x3 + x* —lx3+2
5 3

3 6 5 3 3 6

o) Va5 x® —J80x% + Vox = (V45 —\J80)x® + V5x =

¢) Va5x® —J/80x% + /5x

b)£x+lx2 _A e 1, d) V28 —ﬂ
3 5 3 6 7
a) é)(“—2)(3—i—)(“—l)(3+2:[i—|—1X“—i— —2—l]x3+2:
5 3 5 3
:§x4—1x3+2
5 3

= (3V5 —=4V5)x® + VB5x =5 - (=x* + x)

d)@x—\/j_Zﬁx—\/j—ﬁ~

2X—l]
7

030 | Realiza las operaciones que se indican con los siguientes polinomios.

031

P(x)=2x*+6
Qx) = x> —2x+ 3
Rx)=—-2x5+x*—1

a) P(x) + Q) — R(x)
b) P(x) —[Q(x) — R(x]
c) —[P(x) —IQ(x) + R()]]

a) P(X) + Q(x) — R(x) = 2x° + 2x® — 2x + 10

b) P(x) — [Q(x) — R(X)] = (2x3 +6) — (2x°> — 2x + 4) =
=2 (X" +x3+x+1)

c) —[P(x) — [QX) + RX]1] = —[(2x® + 6) — (—2x°> + 2x% — 2x + 2)] =

=25 234+ 2x> - 2x—4

Calcula.

a) (4x® —7x%) — (6x® + 7x°)

b) (4x + 5x) - (2x —7x)

c) (6x° —4x°) : (8x® + 3x° —9x°)

a) (4x® —7x%) — (6x° + 7x%) = —3x°> — 13x°* = —16x°
b) (4x+5x) - (2x — 7x) = 9x - (—5x) = —45x°

C) (6x5 —4x%) : (8x° 4+ 3x° — ) =2x°: 2x° =1

d) 7x*- (2x% - Bx- 3) = 7x* - 30x% = 210x°

e) Bx°:xH) —(Bx-2-x) +x'=bx*—6x"+x*=0
f) (10x1°- x3) : (5x — 3x) = 10x13 : 2x = bx'?

d) 7x3.(2x?.5x-3)
e) (5x°:x%) —(3x-2-x%) +x*
f) (10x°.x3) : (5x —3x)
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SOLUCIONARIO 5

Determina el valor de a, b, cy d para que los polinomios P(x) y Q(x) sean iguales.
PO=x*—(@a+2)-x+2—-(9+0¢c)-x?

Q(x)=b+5x—2x2+[d+% -x3+10x2—2x+%

d—i—i:1—>d:é
4 4

N —-94+0)=8—>c=-17
x3+8x2+3x+b+5 —(@+2)=3—>5a=-5

PX)=x3—OQ+o)x* —(@+2)x +2
Qlx) =

d+%
prloo p-3
2 2

Efectiia estas operaciones.

a) x* —3x+5) - x* —x

b) (X2 —x+3) - x> —2x+ (x —4) - (x + 5)
c) [(1 —x—x»-(-1) =3x]1-(B8x+7)

e [x*+1—6x-(x—4)]-x—x-(5x—10)
a) x* —3x° +5x° — x
b) X = x>+ 3% —2x+ X+ x—-20=x" = x* + 4x* — x - 20
C) (¥ —2x—1)-(Bx—7)=8x>—23x° + 6x+ 7

2 pa— p—
g [ X 2x =12 5x 6_;])(_1:
4 10 4
B 5x3+4x2—72x+62].x_175x4+4x3—72x2+62x—40
40 40

e) (—BX> +24x+ 1) - x—5x°+ 10x= —5x3 + 24x°> + x — 5xX° + 10x =
= —5x3+19x° + 11x

Realiza
las siguientes g) (et =t dr—1) (Fex-1)

o
¥

divisiones. 8 bt at- -3 (e
R eI+ =B 0) (R e - 1)

Cw At =Teq ) (P-asy

CUb o A +50 48] -2 +3)

2 L e

a) Cociente: x* + x+ 5 d) Cociente: x* + x+ 1
Resto: —2x — 6 Resto: —7x+ 8

b) Cociente: x* + 2x — 1 . 7
Resto: —3x — 2 e) Cociente: 2x + >

c) Cociente: x* — 3x* + 9x — 35 Resto: — L x — 2.
Resto: 83x — 60 2 2
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035 | Halla el polinomio Q(x) por el que hay que dividir
a P(x) = x* — x> — 4x? 4+ x —2, para que el cociente
sea C(x) = x> + x — 3 y el resto sea R(x) = —6x + 1.

Q) =[PX) — RX]:CX)=Kx*—x>—4x° +7x—=3): (X* + x—3) =
=X -2x+1

036 | Si en una division de polinomios el grado del dividendo es 6 y el del divisor
es 3, ;cual es el grado del cociente y del resto? Razona la respuesta.

El grado del cociente es la diferencia que hay entre el grado del dividendo
y el grado del divisor, y el grado del resto es siempre menor que el grado
del divisor.

Cociente: grado 3

Resto: grado menor que 3

037 | Realiza, aplicando la regla de Ruffini.
a) (X® -+ x> —x*+3x-7): (x—-2)
b) (x* +2x? —x—3): (x+ 1)
c) (2x* —x®* —x*+x+3): (x—3)
d) (xX* —8x+x*—-7):(x+2)
e) (x* —4x>+6x—9): (x+4)

’ 2 | 1 _é _é é 2 _1; N Cociente: x* + x> + x* 4+ 3x+ 9
| 1 1 1 3 9 11 Resto: 11
! -1 | : _(1) f :é 72 Cociente: x> — x>+ 3x— 4
m -1 3 -4 [1 Resto: 1
C) 3 | . 7é Eé 4; 123 Cociente: 2x3 + 5x% + 14x + 43
[ 2 5 14 43 |132 Resto: 132
@ —2 ! _; _g _1; . Cociente: x¥* — x — 6
Resto: 5
1 -1 -6 |5
e) —4 : :j 32 71;; Cociente: x> — 8x 4 38
1 -8 38 | -161 Resto: —161
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SOLUCIONARIO 5

Completa estas divisiones y escribe los polinomios dividendo, divisor, cociente
y resto.

a) 3 4 0 1 c) 1 0 -1 2
-1 -3 -1 1 2 2 4 6
I3 1 -1 [2 1 2 3 |8
Dividendo: 3x3 + 4x*> + 1 Dividendo: x° — x + 2
Divisor: x + 1 Divisor: x — 2
Cociente: 3> + x — 1 Cociente: x> + 2x + 3
Resto: 2 Resto: 8
b) 4 3 2 1 d) -2 0 0 -3
-1 —4 1 -3 —4 8 —-32 128
la -1 3 |-2 -2 8 —32 [125
Dividendo: 4x® 4+ 3x2 + 2x + 1 Dividendo: —2x° — 3
Divisor: x + 1 Divisor: x + 4
Cociente: 4x> — x+ 3 Cociente: —2x° + 8x — 32
Resto: -2 Resto: 125
Halla el valor de m para que las divisiones sean exactas.
a) (x2 —12x+m): (x+ 4) dx*—2.(m+1)-x>+m:(x+1)
b) x>+ 2x*+8x+m): (x—2) e) (x®* +mx?+2x—10): (x —5)
c) (X —x24+2mx—12): (x —6)
a) 1 12 m
—4 —4 64 m+64=0
1 -16 |[m+64 - m=—64
b) 1 2 8 m
2 2 8 32 @ — s m+32=0
1 4 16 | m+32 - m=-32
c) 1 -1 2m -12
6 6 30 12m+180 ——— 12m+168=0
1 5 2m+30| 12m+ 168 - m=-14
d) 1 -2(m+1) 0 m
—1| -1 2m+3 -2m-3 — —m-3=0->m=-3
[1 —2m-3 2m+3 [-m-3
e) 1 m 2 -10
5 5 5m+25 25m+135 — 25m+125=0

'1 m+5 5m+27 [25m+125 125

25
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040 | Obtén el valor de m para que las divisiones tengan el resto indicado.
a) X°+6x+mx+17): (x+1) Resto2
b) 2mx® —3mx? +8m):(x —2)  Resto —4

a) 1 0O 6 0 m 17
—1 -1 1 -7 7 -m—-—7 —= —m+10=2

1 -1 7 -7 m+7 |-m+10 - m=8

b) 2m  -3m 0 8m 1
4m  2m Am 912m:—4+m:_§

[ 2m m 2m | 12m

041 | HAZLO AsIi
¢COMO SE APLICA LA REGLA DE RUFFINI CUANDO EL DIVISOR ES DEL TIPO (ax — b)?

Efectia esta division por la regla de Ruffini.
x> +2x—3):(2x —6)

PRIMERO. Se divide el polinomio divisor, ax — b, entre a.

(€ +2x—3): 2x—6) 22V 2 (o oy 3): (x—23)
SEGUNDO. Se aplica la regla de Ruffini 1 2 -3
con el nuevo divisor. 3 3 15

1 5 (12 5 Cx)=x+5

TERCERO. El cociente de la division inicial sera el cociente de esta division dividido

entre el numero por el que se ha dividido el divisor inicial.
Cociente: x — 5 —2> %x o %

El resto no varia. Resto: 12.

042 | Calcula, utilizando la regla de Ruffini, las siguientes divisiones.

a) xX*+1):(2x+4) b) (x* —5x2 +2): (5x —10)
a) e+ 1) ox+4) ZEV2 ) (x4 2)
1 0 0 0 o 1
-2 -2 4 -8 16 -32
1T —2 4 -8 16 | -31

Cociente: x* — 2, + 4% — 8x+ 16 —25 Sx* — x* 1 26 — 4x+ 8
Resto: —31 2
b) (X' — B + 2) : (5x — 10) 2125,
2 2 4 _2 _4
1T 2 -1 —2 -2

(x* =5 +2):(x-2)

Cociente: x> +2x> — x — 2 =5, é)@ + g)(2 — lX _2

Resto: —2 5 5 5
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044

045

SOLUCIONARIO 5

Utiliza el teorema del resto para calcular estos valores numéricos.
a) PX) =x>+2x—7,parax=1

b) P(x) = x® 4+ 5x* —6x+ 7, para x = —2

c) Px) =x*—2,parax=—1

d) P(x) =x* —4x + x* —13, parax=3

a) 1 2 -7

1 1 3 — P(1)=-4
1 3 |4
b) 1 5 —6 7
-2 -2 -6 24 —— P(-2)=31
1 3 -12 |31
c) 1 0 O o =2
-1 -1 1 -1 1 - P-1)=-1
1 -1 1 -1 |[-1
d) 1 0 1 -4 -13
3 3 9 30 78 — P(3) =65
1 3 10 26 65
HAZLO ASi

¢COMO SE CALCULA EL RESTO DE LAS DIVISIONES CON DIVISOR (x — a)?

Calcula, sin realizar la division, el resto de:
2x* —3x>+x—1): (x—2)
PRIMERO. Se calcula el valor numérico del dividendo cuando x toma el valor del
término independiente del divisor, cambiado de signo.
PR)=2.2"-3.2242-1=32-12+2-1=21

SEGUNDO. Segln el teorema del resto, este es el resto de la division.
El resto que obtenemos al efectuar la division es R = 21.

Calcula el resto sin hacer las divisiones.

a) X6 — x>+ x* —3x2+x—-2): (x—2)

b) (x* —x®*+6x+3):(x+1)

c) 2x3 —x2+7x—9): (x—3)

d) (5x* +7x* —4x+2): (x+ 2)
a) P2)=26-2542*-3.2°42 -2=36 ——— Resto: 36
b) P(-1) = (-1)* = (-1 +6-(~1) +3= -1 —— Resto: -1
c) PB)=2-32-324+7.-3-9=57 ————— 5 Resto: 57
d) P(-2) =5-(=2)* 4+ 7 - (=2)°~ 4 . (=2) + 2 = 34 — Resto: 34
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046 | Halla el resto de esta division.
(x®° +1): (x+ 1)

P(=1)=(-1*4+1=2 — Resto: 2

047 | Responde razonadamente si es verdadero o falso.
a) Si P(—2) = 0, entonces P(2) = 0.
b) Si el resto de P(x) : (x + 2) es 3, resulta que P(3) = 0.

a) Falso, por ejemplo, en P(x) = x4+ 2, P(—=2) =0y P(2) = 4.

b) Falso. Al ser el resto 3, sabemos que P(—2) = 3, pero no nos aporta
mas informacion.

048 | Comprueba si x= 3 y x = 2 son raices del polinomio
P(x) = x* + 2x® —7x? — 8x + 12.

Como P(3) = 60, x = 3 no es raiz.
Como P(2) = 0, x = 2 es raiz del polinomio.

049 | Comprueba que una raiz de P(x) = x* —4x® + 6x> —4x+ les x= 1.

Como P(1) =0, x=1 es raiz del polinomio.

050 | Calcula las raices de estos polinomios.

a) x> —9x? 4+ 26x — 24 e) x?—x—2

b) x3 —2x%? — 3x f) x2+x

c) x* —x?—x+1 g) 4x? —2x

d x*+x2—9x—9 h) x2 —4x+ 4
a) Raices: x=2,x=3,x=4 e) Raices: x=—-1,x=2
b) Raices: x=0,x=-1,x=3 f) Rafces: x=-1,x=0
c) Raizzx=1 ) Raices:x:O,X:%

d) Raices: x= -1, x= -3, x=3 h) Raiz doble: x =2

051 | Observando el dividendo y el divisor, sefiala cuales de estas divisiones
no son exactas.

a) (x* —3x24+7x—8): (x+ 2) c) x* —9): (x —5)
b) (x2 +4x—5): (x—7) d) (x®* + 16x% + 19x+ 21) : (x + 4)
¢Puedes asegurar que las otras divisiones son exactas?

No son exactas las divisiones de los apartados b), ¢) y d).

Sin hacer mas operaciones no es posible asegurar si la divisién
del apartado a) es exacta o no.
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SOLUCIONARIO

052 | HAZLO ASI
¢COMO SE CALCULA UN POLINOMIO, CONOCIDAS SUS RAICES Y EL COEFICIENTE
DEL TERMINO DE MAYOR GRADO?
Escribe el polinomio cuyas raices son 1, 1, 2 y —3, y el coeficiente del término
de mayor grado es 5.

PRIMERO. Los divisores del polinomio buscado serén de la forma (x — a), donde a
es cada una de las raices.

Los divisores del polinomio seran:
x—1),x—2)y(x+3)

SEGUNDO. Se efectla el producto de los monomios, multiplicando cada uno tantas
veces como aparece la raiz.
x—1)-x=1)- (x—2) - (x+ 3)

TERCERO. Se multiplica por el coeficiente del término de mayor grado.
PX)=5-(x—1)-(x=1)- (x=2) - (x+ 3)
P(x) = 5x* — 5x® — 35x% + 65x — 30

053 | ;{Qué polinomios tienen estas raices y coeficientes de mayor grado?
a) x=1, x=—2, x= 3y coeficiente —4.
b) x = 2 (raiz doble) y coeficiente 2.
c) x=—2, x=—3y coeficiente —1.
a) PX)=—4-(x—1)-(x+2)- (x=3)=-4x> + 8x° + 20x — 24
b) Px) =2 - (x—22=2x-8x+8
) P)=-1-(x+2) - (x+3)=-x*-5x-6

054 | Efectia.

2
a) (3x + 4)? b) [4x - j] ¢) (2x —3)? d) (% — 2x°
a) 9x* + 24x + 16 c) 8x3 — 36x% + H4x — 27
b) 16x2 +%x+% d) x® —6x° + 12x* — 8x°
055 | Desarrolla las siguientes potencias. ) 3
a) (P +x+2° b)(@22—3x—17 ¢) BX+x—2P d) % —% + 1]
a) X*+2x° + 5 +4x+ 4
b) 4x*— 12x3 + 5x° + 6x+ 1
C) 27x5 4+ 27x> — 45x* — 35x° + 30x° 4+ 12x— 8
xt X3 x5 xt xt 3x? , 3x 2x°
Ao m et - o o - =
27 125 15 3 25 25 5 5
x8 x5 28x* Blx® 28x%  3x

= + + +
27 15 75 125 25
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056

057

058

059

Efectta y reduce términos semejantes.
a) (x+ 2)* + (x — 2)? c) (5x —6)*+ (x — 1)
b) (2x —3)® —(x* + 4)? d) (3x+5)® —(4x—2)°

a) (X4 8x3 4+ 24x° + 32x+ 16) + (X — 4x+ 4) = x* + 8x> 4+ 25x° + 28x + 20
b) (8x°— 36x% + 54x — 27) — (x* + 8x° + 16) = —x* + 8x*— 44x° + 5x — 43
C) 25X —60x+ 36+ x> —3x°+3x—1=x>+22x> —57x+ 35

d) (27x3 4+ 135x% 4 225x 4+ 27) — (64x> — 96x° 4+ 48x — 8) =
= —37x3+231x° 4+ 177x+ 35

Indica si las igualdades son verdaderas o falsas. Razona la respuesta.

a) (6x+ 5)* — (6x+5)> = (6x +5)?-(6x+5)* —1

b) Bx+4)* —(3x+4)*=(3x+4)*-(3x+3)

c) (2x —3)* —(4x+ 2> = (6x —1) - (—2x —5)

d) 4x—-2°=8.(2x—1)3

e) (8x2 +4x? =4x*. (2x+ 1)?
a) (6x +5)’[(6x+5)? — 11= (6x+5)?- (6x+5)> — 1 — Falsa
b) Bx+4°[(Bx+4) —11=Bx+4)*- (3x+ 3) — Verdadera
C) 4x? —12x+9 — 16x> — 16x — 4 = —12x*> — 30x + 2x+ 5 — Verdadera
d) (4x — 2)° = 23(2x — 1)®* — Verdadera
e) (4x)(2x + 1)? = 4x°(2x + 1)> — Falsa

Seiala cuales de los siguientes polinomios son el cuadrado de un binomio,
e indicalo.

a) 25x% —70x + 49 d) x° —4x° + 4

b) x* —6x% 4 9x? e) 4x* —16x* — 16

c) x5 +4x3+4 f) 9x* +12x3+ 4
a) (bx —7)? d) (x® —2)?
b) (x* — 3x)? e) No es el cuadrado de un binomio.
c) (x®+2)2 f) No es el cuadrado de un binomio.

Anade los términos necesarios a cada polinomio para que sea el cuadrado
de un binomio.

a) 25x2 + 4 d) x® —4x®

b) 49x% + 36 e) 9x* —24x°

c) x* +10x° f) x®4+x?
a) 25x2 £ 20x + 4 d) x® — 4x% + 4x°
b) 49x° + 84x + 36 e) 9x* — 24x° 4 16x°
c) x* 4+ 10x3 4 256x° f) x®+2x5+ 42



SOLUCIONARIO 5

060 | Descompdn en factores los siguientes polinomios, sacando factor comun.

® la) 8x® —4x d) x® —4x®
b) 18x® + 14x? e) x> +7x*
c) 9x% + 12x f) x* —x3
a) 4x-(2x* - 1) d) x*- (x* - 4)
b) 2x° - (9x + 7) e) X (x+7)
c) 3x- (3x+4) f) - (x-1)

061 | Factoriza estos polinomios, aplicando las igualdades notables.

00 lay x®+2x+1 d) x2 -4
b) x2 + 10x + 25 e) 4x? — 16
c) 4x* —16x% + 16 f) x3 —9x% +27x —27
a) (x+ 1) d x+2)-(x—2)
b) (x+ 5)? e) 2x+4)-(2x—4)
c) (2x® —4)? f) (x—3)°

062 | Factoriza los siguientes polinomios.

®la) x> +5x+6 e) x> —13x+12
b) x? + x —12 f) x3 —5x>—x+5
c) x2+11x+ 24 g x> +4x* —11x—30
d) x2+2x—24 h) x3 + 8x?> —32x — 60
a) x+3)-(x+2) e) (x—3)-(x—1)-(x+4)

b) (x—3)- (x+4 fl (x—=5) -x—1)-(x+1)
c) (x+3)-(x+38 g) (x+2)-(x—3)-(x+5)
d x+6)-(x—4) h) No es posible.

)
)

063 | Descompdn factorialmente.

®lax*+x*-6 e) x* —2x3 —11x% + 12x
b) x* —x2 f) x> —x*—19x3 + 4x?
c) 2x?2 —3x° g) 18x3 4 48x% + 32x
d) 3x2 4+ 12x+ 12 h) 48x% 4+ 24x + 3

a) No es posible.

b) ¥ (x+1)-(x—1)

c) xX*-(2-3x

d) 3 (x+2)?

e) x-(x+3)-(x=1)-(x=4)
f) - (x+4)-(¥*=5bx+1)
g) 2x- (3x + 4)?

h) 3. (4x+ 1)
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064 | Escribe como producto de factores.

a) 7x3 +7x% + %x c) (2x+ 1) —(4x —3)?
4 5 3 1 2 2 4
b) x* —=x* 4+ —x d) (x —2)* —16x
2 25
2
a) 7x - X+1]
2
2 1 1Y
b) x? - {x? —=x+ —|=x*- x+]
25 5

) [2x+ 1)+ (@Ux—=3)] -[2x+1) —(4x—-3)]=(06Xx—2) - (-2x+ 4) =
=4.3x-1) - (—x+2)

d) [(x=2)+4] - [(x—2)—4]l=(x+2)- (x—6)

065 | La torre de una iglesia es un prisma de base cuadrada y de altura 15 m mayor
que la arista de la base.
a) Expresa, en lenguaje algebraico, cuanto miden su superficie lateral y su volumen.

b) Calcula los valores numéricos de la superficie y del volumen para una arista
de la base de 5, 6 y 7 m, respectivamente.

a) Arista: x
Altura: x + 15
Atoran = 4X - (x + 15) = 4x* + 60x
V=x> (x+15) = x>+ 15x°

b) Xx=5m X=6m x=7m
Aaterss = 4x% + 60x 400 m? 504 m? 616 m?
V= x3+ 15x 500 m® 756 m® 1.078 m?

066 | La pagina de un libro mide el doble de alto que de ancho, y los margenes
laterales miden 2 cm, y los margenes superior e inferior, 3 cm.

a) Expresa la superficie total
de la pagina en lenguaje
algebraico.

b) Haz lo mismo con la superficie
util de papel (lo que queda
dentro de los margenes).

a) Ancho: x b) Ancho: x — 4
Alto: 2x Alto: 2x — 6
A=x-2x=2x A=(x—4) - 2x—6)=2x°—14x+ 24



SOLUCIONARIO

067 | Mandamos construir un depésito de agua con forma cilindrica, siendo el area
de la base la quinta parte del cubo de la altura.
a) Expresa el volumen del depésito.
b) ;Cuantos metros clibicos de agua caben si la altura mide 1 m?

3

a) Altura: x Apase = % V=x-

4

5

X _X
5

1 3
b) V) = = =0,2m

068 | El diametro de la base
de un silo cilindrico

mide % de la longitud

de la altura.

a) Expresa la capacidad del silo en funcién del diametro de su base.

b) Queremos pintar el silo y empleamos 1 kg de pintura por cada metro
cuadrado. Calcula cuantos kilogramos de pintura necesitamos si el diametro
de la base mide 2 m.

2

3
a) Diametro: x Altura: iX V= |X -ix =x. X
3 2 3 3
L 4
b) Diametro: x Altura: EX
2 _ .02
Alatera\ =T X-—X=m" ax i) A\ateral = T- 4-2 = 16775 m2
Necesitamos 16,75 kg de pintura.
. = c
069 | Demuestra que el triangulo ABC
es rectangulo para cualquier
valor de x.
12x+ 24 5x+ 10
A B

13x + 26

(12x+ 247 + (5x+ 107 = (122 + 59) - (x + 2)° = 13% - (x + 2)* = (13x + 26)?

Se cumple el teorema de Pitagoras para cualquier valor de x, y el triangulo
es equilatero.
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070
(1 1]

071
000

Calcula el perimetro

y el area de la figura,
expresando los resultados
mediante polinomios.

Pen’metro=50+x+35+%x+x+50+30+35+2x+3+

+2X+1+20+60=284+%Xm

5 AAzgx-(5O+35):%xm2

Ag =30 -50 = 1.500 m?
Ac =50 - x=50x m?
Ap=20-(2x+ 1) = (40x + 20) m?

Ar=(2x+3—20) (50 — 35) =
= (30x — 255) m?

A:AA+AB+AC+AD+AE:

= 7425 x 4 1.500 4 50x + 40x 4+ 20 + 30x — 255 = %x +1.265 m?

Encuentra los valores de A, By C para que se cumpla la igualdad.
(Ax —7)-(5x+ B) = Cx* —6x — 14

(Ax—7) - (Bx+ B) = 5A% + (AB — 35)x — 75}
(Ax—=7)-bx+B)=Cx*—6x—14

7B=14 - B=2

AB-35——6 =2 4= 2
) ?
C—5A —2, C:%
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000

SOLUCIONARIO 5

EN LA VIDA COTIDIANA Disponemos de una superficie
cuadrada de 100 metros de lado.
Podriamos dividir el parque

en tres zonas.

Dentro de los proyectos
de conservacion de zonas
verdes de un municipio,
se ha decidido instalar
un parque en el solar
que ocupaba una

antigua fabrica.

El parque tendra tres areas delimitadas: la zona de juego, la zona de lectura,
que rodeara a la zona de juego, y el resto, que se dedicara a la zona de paseo.

Aln no han hecho mediciones, pero los técnicos han determinado que la zona
dedicada a los juegos sea cuadrada y su lado medira 40 metros.

a) ;Qué expresion nos da el area de la zona para pasear? ;Y el area de la zona
de lectura?

b) Si deciden que la zona de paseo tenga un ancho de 40 metros, ;cuales seran
las areas de cada zona?

8) Aego = 402 = 1.600 m?
Alectura = (100 - X)2 - 402 = 8400 - 200)( + X2
Avaseo = 1007 — (100 — x)* = 200x — x°

b) Ajego = 40? = 1.600 m?
Alectura = (100 - 40)2 - 402 = 2.000 m2
Apaseo = 1002 - 602 =6.400 m2
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073 | Al recoger el correo, Ana ha recibido la factura de su consumo de luz en los dos
©®00 | ultimos meses.

¢Cémo han hecho las
cuentas en esta factura?

Ana le pide ayuda a su hermano y ambos se disponen a analizar la factura
con detalle.

Aparecen varias variables:
la potencia, p, contratada,
4,4 kW cada mes:;
el consumo, ¢, 272 kWh.

No olvides los precios
de cada variable
y los impuestos.

Fd

Potencia... 158,19 cent. €
Consumo..... 8,99 cent. €
Alquiler 57 cent. €
Impto. electricidad

IVA

Con esta informacion, escriben un polinomio:
1,16 - [1,09 - (2px + cy) + 221
siendo x el importe de la potencia al mes, y el importe de la energia consumida
y z el importe mensual del alquiler.
Ahora comprenden por qué la factura ha sido de 49,84 €.
a) Comprueba el importe.

b) Deciden bajar la potencia a 3,5 kW y el consumo aumenta a 315 kWh.
¢Cuanto tendran que pagar en la factura de los dos préximos meses?
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SOLUCIONARIO 5

a) Para comprobar el importe de la factura, sustituimos los datos conocidos
en el polinomio indicado en el enunciado.

Importe = 1,16 - [1,09 - (2px + ¢cy) + 22] =
=1,16-[1,09-(2-4,4-158,19+ 8,99 -272) + 2 -57] =
= 4.984,18 céntimos = 49,84 €

b) El importe de la factura de los dos proximos meses es:

1,16 - [1,09 - 2px + cy) + 221 =
=1,16-[1,09-(2-3,5-158,19 + 899 -315) + 2 -57] =
=5.112,93 céntimos = 51,13 €
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La altima noche

Durante un corto intervalo de tiempo la actividad del joven ceso, y en la pequena
habitacion de la pension donde vivia solo se escuchaba su agitada respiracion,
pues parecfa que ni durmiendo descansaba.

El ruido producido por un carruaje sobre el empedrado de la calle hizo que primero
entornara los ojos y después, como si hubiera sido poseido, tomo pluma
y papel y comenz¢ a escribir.

Evariste Galois, presintiendo lo inevitable, escribié sus cartas con un caracter
inequivoco de ultima voluntad, como si se dictara a si mismo.

[...] Vuestra tarea eo sencilla: demostrad gue lie
de combaton contna we voluntad, tras liaber agetads
rnecordadme, ya gue el destino us me lia dado uida

Tras sellar esta primera carta, mas tranquilo, comenzo
a escribir la segunda:

[...]—ﬂ-’eéecé;dgmwdﬂ‘ ¢ Z00 2 ]
enw Watemdticas que puedes ver en tree memonias
a la Academia de las Ciencéas. [...] Couféo en

El premonitorio estado de animo de Galois estaba
plenamente justificado: al amanecer seria herido
de muerte en un duelo y morirfa al dia siguiente,
abandonado por todos, en un hospital de Paris.

Pese a fallecer con tan solo veinte afos, sus trabajos
sobre ecuaciones fueron absolutamente geniales.

Escribe tres ecuaciones: una que no tenga solucion,
otra que tenga una solucion y una tercera con mds
de una solucion.

Sin solucion —— x+3=x-3
Con una solucion — x+3=0
Con dos soluciones — x? +4x-5=0
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EJERCICIOS

001 | Indica los elementos de estas ecuaciones.
a) x+2)—(x—5)+2=7 —x*? b) x+(x—1)—-9=x+4

a) Incognita: x
Miembros: (x +2) — (x — 5) +2; 7 — X°
Grado: 2

b) Incognita: x
Miembros: x + (x — 1) — 9; x + 4
Grado: 1

002 | ;Cuales de los siguientes valores son solucién
x+4 1 _ 5-—-x,
2 2
a) x=1 b) x=5 c) x=-2 d x=2

de la ecuacion

La solucién es la del apartado d) x = 2.

003 | Comprueba si estas ecuaciones tienen la misma solucion, es decir,
si son ecuaciones equivalentes.

a)3x—2=7yx—-3=0 b) x> -9=0y(x—3)>=0

a) Tienen la misma solucion, x = 3.

b) No son equivalentes, ya que tienen una solucién comun (x = 3),
pero la otra no.

004 | Escribe una ecuacion que tenga como solucion:

a) x=0 b) x=—1 c)x:l
2
a) X —x=0 b)3x-5=-8 c)2x—1=0
005 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) 4x — 8 = 6x c) x*+14x+49=0
b) x? +7x+12=0 d) 5x2+ 10x+7=0

a) dx—6x=8->x=-4

—74+a9-4.12  —7+4\1 {Xlz_g
b) x = = N
2 2 X, = —4
—14 £J196 -4 - 49 —-14 £+J0
C)X: - _>X1:X2:*7
2 2
—-10£+V100-4-35 —-10+v-40 . -
d) x = 10 = 10 — No tiene solucion.
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Opera y resuelve esta ecuacion.
x—1)-(x+1)+1=100

x=1D-(x+1)+1=100 - x* =100 - x = £V100 = +10

Encuentra una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 2y —7.

x—2)-x+7)=x*+5x—14=0

Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) 7x2—-12=0

b) 2x2 —-32=0
c) 2x2=0
a) X, = E
7
X _— E
TN
b) x, =4
X2:—4

c) X1:X2=O

Determina el niimero de soluciones que tienen estas ecuaciones.
a) x> —10x+25=0
b) x> —5x+8=0

a) A=100—-4-25=0 — Una solucién
b) A =25-32 <0 —— Ninguna solucion

Halla el valor de a en estas ecuaciones para que tengan dos soluciones.
a)ax> —2x+2=0
b) x*+ax—-1=0
1
a) A:4—8a>0—>a<5

b) A=a’-4>0-|a|>2—>a>20a< -2

Escribe dos ecuaciones de segundo grado cuya Unica solucién sea —2.

X +4x+4=0
2x2+8x +8=0

17
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012 | Calcula las soluciones de estas ecuaciones.
a) x*+7x*-3=0 c) x*—5x2+4=0
b) 36x* —13x>+1=0 d) 2x* —6x2+4=0

— 2
A X+ -3=0——23 2477-3=0

=7 +V61 z=X P —7++6l
,_7xNar12 1P T - 2
2 —7 -6l z=x ) >
Z, = 5 No tiene solucion.

b) 36x* — 13x° + 1 =0——~ 5 3672 — 1374 1=0

1
— 2 X ==
a8 _12=x o 1 2
42 4 a | _ 1
,_13+V1e9-144 T2
72 1
8 z=x_ 1 X3_§
Zy=—=—"—"—3X" == >
72 9 1
Xy = ——
3

— y2
X —B+4=0——2 3 2 _5744=0

— y2
54+J25-16 {21—4L> X=4ox=2%=-2
Z=—"—">
2

z=x?
=1—5 X¥*=15x=1x=-1

d) 2 — 62+ 4=0——2 5 272 _6744=0

— 42

6++36-32 21:2L> X2:2—>X1:\/§,X2:—\/§

] = _ 2
4 22:1L>X2:1—)X3:17X4:_]_

013 | Opera y resuelve.
xXC+x0-x—1)=0

Igualamos a O cada factor y resolvemos las ecuaciones que resultan.

e x*+x=0

x=0
e+ =0<T " g

— No tiene solucién
ex—-1=0->1

Las soluciones son x; =0y x, = 1.
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Escribe una ecuacién bicuadrada que tenga como soluciones Oy 1.

xt—x*=0

Transforma cada inecuacion, realizando la operacién que se indica.
a) Suma 2 adx<3.

b) Resta5ax—4 >3x+ 2.

c) Multiplica 2x+ 1 <x — 3 por 4.

d) Divide 5x + 6 > x entre —3.

e) Divide —40x + 16 < 2 entre 4.

a) dx+2<5

b) x—9>3x—-3
c) 8x+4<4x—-12
bx + 6 <

d) X
-3 -3
1

e) —10x +4 < —
2

Determina tres soluciones en cada caso.
a) x—4<3
b) 2x+2 >0
0 Xi1<-2

2
dx*+1>1

a) x<7 —-x=2,%=0x=-6

b)) x>-1—-x=2,%=0,x5=5
C) X< —6—x=-12, x,=-20, 3= —61

d) x°>0 5x=2,%=0,x=-6

Escribe dos inecuaciones que tengan como solucién x = 0.

7x<5
3x—-8>-34

Resuelve estas inecuaciones.
a) 2x—3x+5>6x—1 b) 7 —2x<—4

a) 2x —3x—6x> —1 —5—>—7x>—6ex<g

b) 72x<—11—>x>%
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019 | Calcula la solucién de las siguientes inecuaciones.
a) x2 <3x b) 2x2 >4x c) 3x2<3 d) —4x*>-36

a) xX*’<3x—-x-(x—3)<0
X-Xx=3)=0->x=0,x=3
La solucién es el intervalo [0, 3].

b) 2x*>4x—2x- (x—4)>0
2x- (x=4)=0->x=0,x=4
La solucién es los intervalos (—oo, 0) y (4, +00).

) 3x°<3-3x*-1)<0
3-X*-1)=0-5x=1x=-1
La solucioén es el intervalo (-1, 1).

d) —4x>>-36-4-(x*-9)<0
4.(x*-9)=0—-x=3,%=-3
La solucién es el intervalo [—3, 3].

020 | Resuelve estas inecuaciones.
a)dx—2-(x+1)<0 c) x> —3x>4
b) x+4 -3 —x) <15 d) 3x—2x% <x+ x*
a)dx—-2-x+1)<0-2x-2<0—-x<1
b) x+4- B3-X<15-5x+12-4x<15— -3x<3—>x>-1
C) X —3x>4—>5x>-3x—-4>0
X —3x—4=0->x=4,x=-1
La solucién es los intervalos (—oo, —11y [4, +0).
d) 3x—2x2 < x+ x> 5 2x—3x*<0
2)(—3x2:0%x1:0,x2:g

2
La solucién es los intervalos (—co, 0) y [3, +oo].

021 | Escribe una inecuacion cuya solucién sea el intervalo [2, +o0).

X—5>-3

022 | Halla tres soluciones de las siguientes ecuaciones lineales, y represéntalas
en el plano.
a) x—2y=2 c) x=2y—2
b) 2x+y=-1 d3x—y=7
a) Soluciones: x=0, y= —1
x=2,y=0
x=4,y=1
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b) Soluciones: x=0, y= -1 YA
x=-1,y=1 d)
x=1y=-3

¢) Soluciones: x= -2, y=0 a)
X= O,y: 1

I~
X=2,y=2 -
CJ

d) Soluciones: x=0, y= -7
x=2,y=-1 \
x=3,y=2 o)

Resuelve graficamente este sistema.

2x —4y =8
x+ y=2

Si una ecuacion lineal se multiplica o divide por un nimero distinto de cero,
itendra las mismas soluciones?

Si, tendra las mismas soluciones, ya que se obtienen ecuaciones equivalentes.

A partir del nimero de soluciones, clasifica estos sistemas de ecuaciones.

a)x+y=0 c)x+y=20 e) x+3y=2
X—y=2 x—y= 4 2x— y=4
b)2x + 2y = 4 d2x+2y= 3 flx+y=3
X+ y=2 x—2y = -1 x—y=1

a) Compatible determinado: x=1, y= —1
b) Compatible indeterminado: y =2 — x

c) Compatible determinado: x=12, y=8

d) Compatible determinado: x = % y= %
e) Compatible determinado: x=2, y=0

f) Compatible determinado: x=2, y=1
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026 | Razona si son ciertas estas afirmaciones referidas a un sistema de ecuaciones
lineales.

a) Puede tener inicamente dos soluciones.

b) Si tiene dos soluciones, entonces tendra infinitas soluciones.

a) No es cierto que pueda tener Gnicamente dos soluciones. Un sistema
de ecuaciones puede tener ninguna, una o infinitas soluciones.

b) Es cierto.

027 | Pon un ejemplo de sistema compatible determinado, indeterminado
e incompatible.

Compatible determinado: 2x+ y = 3}

x—2y=-1
o Lo 2x+ y=3
Compatible indeterminado: 4x +2y = 6}
L 2x+ y=3
Incompatible: 4x + 2y = 5}

028 | Resuelve estos sistemas por sustitucion e igualacion.

a)x— y= 4 d) 2x + 3y = -5
x +2y =13 3x +2y = -5
b)10x + y =21 e) x+2y=-1
4x —3y = 5 4x + 2y = 14
c)x—y=4 f) 2x + 3y = 23
x+y=2 6x —2y =14

a) Sustitucion:

X— y=4|->x=y+4
x+2y =13

—y+4
X+2y=1322"% s 3, 413 5 y—3

=3
x:y+4y—> x=7

Igualacion:
X— y= 4l-x=y+4
xX+2y=13]->x=13-2y

y+4=13-2y - 3y=9 - y=3

=3
x:y+4y—> x=7
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b) Sustitucion:
10x+ y=21| - y=21-10x
4x -3y = 5}
y=21-10x
4x - 3y=5 ——— > 4x—-63+30x=5 - x=2

y=2l—10x =22, y—1

lgualacion:
10x + y =21 y = 21—10x
4x -3y = 5—>y:u
3
21-10x= X =5 63 _30x—4x-5 — x=2

=2
y:21—10x;> y=1

c¢) Sustitucion:
X—y=4->x=y+4
X+y=2
—y+4
xty=2 22" opia-2 5 y=-1

=-1
x=y+4y—> x=3

Igualacion:
X—y=4->x=y+4
X+y=2>x=2—-y

y+4=2—-y 5 2y=-2 - y=-1
=-1
x=y+4y—> x=3

d) Sustitucion:
2X+3y:—5}—>x:_3y_5

3x+2y=-5 2
= 9y~ 15
3x+2y=—5 *yz’ Y2y =55 y=_1
x= =S el
2
Igualacion:
2x +3y = -5 ax:#
3x+2y=-5 ex:#
—3)/—5:—2y—5_)y:_1
2 3
x:_3y_5 iR |
2
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e) Sustitucion:
—Xx+2y=-1| > x=2y+1
dx + 2y = 14}
2y +

=oy+1
Axt+2y=14 2" S8y at10y=14 - y=1

=1
x=2y+1 T x=3

Igualacion:
—Xx+2y==-1l->x=2y+1
4x 42y = 14 ex:#

=1
x=2y+1 T x=3
f) Sustitucion:
2x+3y =23
6x -2y =14 > y=3x—-7
=3x-7
ox+3y=23 21 5 ox19x-21=23 = x=4

=4
y=3x—-7 X—> y=5

Igualacion:
2x+3y =23 —>y:¥
6x -2y =14 y=3x-7
¥:3x—7—>x:4

=4
y=3x—-7 X—) y=>5

029 | Resuelve por el método que creas mas adecuado.
a) x+2y=5 b) 2x —3y = —-25
2x+ y=17 4x — y= 25

a) Sustitucion:
xX+2y=5
2x+ y=7| >y=7-2x
y=7-2x
X+2y=5 —— x+ 14 —-4x=5 - x=3
=3
y:7—2x; y=1
b) Sustitucion:
2x — 3y =-25
dx— y= 25 5>y =4x-25

—4x 25
Ox—3y=-25 X2 oy 12x+75=-25 - x=10

=10
y=4x-25 2~ y=15
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¢Qué resultado obtendrias al resolver un sistema compatible indeterminado
por el método de igualacion?

Se obtendria una ecuacién que, al desarrollarla, quedaria O = O.

Resuelve por el método de reduccion.

a) x+y=5 b) -4x — y=-9 c) 3x—-5y=-31
2x —y =1 2x+5y= 9 12x + 3y = -9

a) x+y=5 n X+y=5

2x—y=1 2x—y=1

3x =6
3Xx=6 > x=2

=2
x+y:5x—> 24+y=5—>y=3

b) —4x — y:—9} P y:—9}
2x+by= 9| ——— dx+ 10y = 18
9y= 9

9y=9 —» y=1

=1
Ox4+5y=9 2 s ox45-9 - x=2

(=4

c) 3x—-by=-31| —— —12x+ 20y =124
12x+3y= -9 12x+ 3y= -9
23y =115

23y=115 —- y=5

3x—By= 31 = 4 3x— 25— 31 — x=-2

En un barrio se reciclan diariamente 20 toneladas de papel y vidrio.
Si se recoge el triple de papel que de vidrio, ;cuantas toneladas
de cada material se reciclan?

X: papel, y: vidrio
X+ y:ZO} X+ y:20}
—x+3y= 0 —x+3y= 0
T a2
dy=20 - y=5
x+y=20 & x=15

Se reciclan 15 toneladas de papel y 5 toneladas de vidrio.

¢Qué resultado obtendrias al resolver un sistema incompatible por el método
de reduccién?

Al sumar las ecuaciones se obtendria una igualdad falsa.
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034

035

036

037

ACTIVIDADES

Identifica los elementos de cada ecuacion, y completa la tabla en tu cuaderno.

Ecuacion 1.¢ miembro 2.° miembro Incégnita Grado
x-x+1)=2 x-(x+1) 2 X 2
X_x+4 _o | x_x+4 0 X 1
3 9 3 9
(x —2)?=x2 (x — 2) X2 X 2
4x —(2x —5) =11 4x — (2x — b) 11 X 1
3x+2y=1 3x+ 2y 1 X,y 1
Relaciona cada ecuacion con sus soluciones.
a)6x—2=x+38 1) x=-3
b) x+3)?2=0 2) x=—4
c) (x—2)-(x+4)=0 3) x=2
d) x>+ 8x=0 4) x=0
g Xt _x_7 5) x=—8
5 2 5
a) —3) b) - 1) c) »2)y3) d) »4)ybH) e) - 2)

Escribe una ecuacién que cumpla estas condiciones.

a) De grado 1y con solucién x = 5.
b) De grado 1, con paréntesis y fracciones.
c) De grado 2 y producto de dos factores.

d) De grado 2 y una de las
a) 2x—10=0
b) 3. (x —5)— X +1

Resuelve las siguientes ecu

soluciones x = 0.

c) (x—2)-x+3)—2=0
d) x> - 3x=0

=8-—x

aciones.

a)2+3-(2x+1)—-8-3-(x+4)=6
b)6x—5-(4 —2x)=(4 —x)-5+2
c) 3x+4.-(—x—6)=5x—6-(—x+1)
d)3.-x+5) —x=(2x+3)-4+x

o Xp3 X3
4 2
1 2
fl) = @2x+4)——-2x+6)+x =—4
8 3
2) x—2 x-3 _ 4-2
3 2 5
h) 3x+7 1—-4x 1—-x 9+x
2 4 6 3
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a) 2+6x+3-8-3x—-12=6
—3x=21>x=7

b) 6x — 20 + 10x=20 — bx+ 2
—2lx=42 - x=2
C) 3x—4x— 24 =bx+6x—6

—>—12x:18—>x=f%

d) 3x+ 15— x=8x+ 12 + x
—>—7x:—3%x=é
7
Xx+12-2x-6 _ 4
4 4
> —Xx=-2->x=2

e)

f 6x+12-32x -96 +24x  -96
24 4

- -2x=-12>5x=6

Q) 10x —20 —15x 4+ 45 24 —12x

30 30
S 7x=-l1ox=—L
7
) 18x+42-3+12x  2-2x—-36—4x
12 12
S 3x =T33 x= 2
36

Escribe una ecuacién de primer grado cuya solucion sea:

a) x=-3 e) x=-10
1 -3
b)X=— f) X = —
5 4
c)x=4 g x=2,5
2 . ..
d) x = 5 h) Sin solucién
a) 2x+6=0 e) 3x+50=20
b) 10x=2 f) dx+2=-1
c)3x—12=0 g) 2x—5=0
d) 10x—-2=2 N x+1=x-2
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039 | Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a) x> -5x+6=0 f) x> —x=30

b) x> =4x—3 g) 8x2=15 —2x
c) x> —2x=3 h) x>+3x—1=0
dx*+3x—-2=0 i) 2x2+7x=3
e) x>+ 15 =8x D x*=x-3

a) =3, %=2

b) x =3, x=1

c)x =3 x%=-1

_3+E,X2: —3-417
2 2

e) x=5x%=3

f) X1:6,X2:—5

d) x =

g) X —E X - >
1 41 2 2
-3+ V13 -3-+13
h)Xlzia Xo = —"——
2 2
. —7+~73 —7—A73
i) )(1:#, XZ:#

i) No tiene solucion.

040 | HAZLO ASI

¢{COMO SE RESUELVEN ECUACIONES CUYOS COEFICIENTES SON MULTIPLOS
DE UN MISMO NUMERO?

Fijate en los coeficientes de esta ecuacion y resuélvela.
12x> —4x—-8=0

PRIMERO. Cuando todos los coeficientes son multiplos del mismo niimero, se calcula
el maximo comun divisor y se extrae factor comun en la ecuacion.

m.c.d. (12,4,8) =4 —>4-3x>—x—-2)=0

SEGUNDO. Se dividen los dos miembros de la ecuacion entre el maximo comun divisor.

. 2_ p—
M:%_}wzﬁ_g:o

TERCERO. Se resuelve la ecuacion equivalente resultante.

14J1-4-3-2 14425 |}=1
X = = — _2
2.3 6 o=
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Resuelve, sacando factor comin.
a) 5x24+10x+5=0

b) 6x2 +24x+18=0

c) 32x2 —80x+18=0

d) —100x% +275x+75=0

e) —120x? 4+ 300x+ 720 =0

a) 5 +10x+5=0->5(x°+2x+1)=0

leX2:—1
b) 6x* + 24x + 18 =0—6(x*+ 4x +3)=0
X1:—1,X2:—3
c) 32x> —80x +18=0—-2(16x>—40x +9) =0
X 1 X _g
1 41 2 4
d) —100x® + 275x + 75 =0 — —25(4x> — 11x —3) =0
1

X]Z—Z,X2:3

e) —120x° 4+ 300x +720=0—-2x>—-5x - 12=0

x1:4,x2:—%

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) x>+ 6x=0 d —x*+4x=0
b) 3x2 =12x e) 8x2 —6x=0
c) 5x = 10x? f) 7x=23x?
1 3
A xx=0x=-6 c)x=0x==02e)x=0x=—
2 4
b)X]ZO,X2:4 d)X1:O,X2:4 f) X1:O,X2:L
23
Resuelve estas ecuaciones de segundo grado.
a) 25x2 -4 =0 d) —3x2=-48
b) —8x?=-18 e) 5x2 =100
c) 2x> -18=0 f) 4x> —144 =0
2 2
a) X1 = —, Xp = —— d)xx=4 x%=-4
1 5 2 5 1 2
b) Xl:§,X2:_§ e) X1=\/20,X2=—v20

c) =3, %=-3 f) =6, x%=-6
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044 | Indica el nimero de soluciones de las ecuaciones sin resolverlas.

a)x?—-2x+1=0
b) x> +x—2=0
c) x> +5x4+7=0
d) 4x> —-5x+6=0
e) x? —4x+4=0
f) x2?-3x+2=0
g) 3x2+x—-1=0
h) —x*+3x—-8=0

a) A=0 — Una solucion

b) A=9>0 — Dos soluciones
¢) A=-3<0 — Sinsolucién
d) A=-71<0 — Sin solucién
e) A=0 — Una solucion

f) A=1>0 — Dos soluciones
g) A=13>0 — Dos soluciones
h) A=-23<0 — Sinsolucion

045 | Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas y comprueba la solucion.

a) x* +2x2 —-48 =0 e) x* +8x2+15=0
b) x* —9x?=0 f) x*+3x*=18
c)x*—-16=0 g x*—x*=20
d) x* —10x24+9=0 h) x* + 12 = 7x?

A) X 42X — 48 =0—"C 521 27,-48=0

21:6i>x2:6—>x1:\/g
X2:—\/g

7=x° . .,
7, = —8—— x> = —8 — No tiene solucion.

—2+£+4+4192
Z:f—)

b) x* —9x*=0—-x>-(xX*-9)=0
X]ZXQZO,X3:3,X4:73
z=x?
) x*-16=0———22-16=0
2=0-""C 4 5 =2 =2

2
Z=X . ‘g
2z =—-4——"—— x> = —4 — No tiene solucion.
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d) X' — 10 +9=0-"252_107+49=0

1

z=x?
10 + /100 — 36 271=9— > x°=95x=3 x=-3
= > _ 2
2 zgzli)xzzl—w@:l,)q:—l
@) X +8X+15=0——" 5 724874+15=0
2= 327X X’ — _3 5 Notiene solucion.

z=x° ) .,
Z = -5—"- x> = —5 — No tiene solucion.

f) x*+3x°—18=0———" 3 72437-18=0
21:3i>x2=3—>)(1:\/§,x2:—\/§

z=x° . .,
z = —6———3 x> = —6 — No tiene solucion.

O X - —20=0—"2 2 _7_20=0
21=Si>x2=5—>x1=\/g,x2=—\/§

z=x° . .
2 = —4—" x> = —4 — No tiene solucion.

:2
h) X —7x°+12=0——2 572 _77412=0
2
21:4L>x2:4—>x1:2,x2:—2

22:3i>x2=3—>x3:\/§,x4=—\/§

046 | Resuelve las ecuaciones.
¢ a) x—8)-(8x—1)=0

b)(3X—5)- =0

1
X_i
5
) (—x+7)-3—-4x=0
d(—4+x0-5—-x=0

a)x—8=0—->x;,=8 c) Xx+7=0-x,=7
3
8x—1:0—>x2:l 3 4x=0—oX = —
8 4
5
b)3x—5:0—>X1=§ d) 4+x=0—-x,=4
1 1 5—X=O—)X2=5
X—==0-5x,=—
5 5
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047 | Calcula la solucién de las siguientes ecuaciones.
a)x?-(x+1)-(x+2?%=0 d) (x2-1?=0
b) (x —3)? - (x+3)’=0 o [xz—l .
c) x(x—4)? - (x+3)*=0 4

a) xX°=0-5x=x%=0
X+1=0—-x=-1
X+2P=0-ox=x=—2

b) x—3°=0-5x=x=23
X+3P°=0>x=x=-3

c) x=0—-x=0
X—4P=0-ox%=x=4
X+3P2=0>5x=x=-3

d) (X¥* - 1P=0->Kx+12-(x-1=0
X+1P=0>ox=x=-1
x=1P=0-5x=x=1

e)x2f%=0—>x1= Xy = ——

1
2’ 2

2
)2(—3] =0->x3=x,=6

048 | Resuelve las ecuaciones.
a) x* —2)-(x2 =3)=2

b) (2x2 +1) - (x* + 2) = x* -(x* — 2)
a) x*—b5x°+6=2

4 2 o z=x 2 _
>Xx'=bx*+4=0——>27-52+4=0

z=x?
Z=1—xX¥=15x=1x=-1
z=x° 5
Z=4——— X" =4 5 x3=2,X=-2

b) 2x* +5x°+2 =x* —2x° >
X 4T 4+2=0""" 24 7742=0
_77+\/H z=x? X2_77+\/H
2 2
7777\/ﬁ z=x° 5 —7 41

5 X° = > — No tiene solucion.

— No tiene solucion.

4l

Z
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SOLUCIONARIO

HAZLO ASIi
¢COMO RESOLVEMOS ECUACIONES DE GRADO 3 CON ALGUNA RAIZ ENTERA?

Resuelve esta ecuacion: x> —4x>+4x —1=0

PRIMERO. Se halla la raiz entera 1 -4 4 -1
por la regla de Ruffini. 1 1 -3 1
1 -3 1|0
X -4+ 4x—1=Kx-1)- (¥ =3x+ 1)
SEGUNDO. Se resuelve la ecuacion obtenida al factorizar.
x=1)-(*=3x+1)=0
3+5
X—1=0-x=1 = SO VS
, ' 3+J9-4 |° 5
X -3x+1=05x=—"7""¥®—— —
2 3-5
X3 = 2

Halla la solucién de estas ecuaciones de grado superior a 2,
tal como se ha explicado en la actividad anterior.

a) x} —4x> —4x+16=0

b) x* +2x® —8x2=0

c) x* —2x® —11x* +12x=0
d) x> —7x>+10x=0

e) 2x3 —11x? +12x=0

f) x* —6x>+8x=0

g) 2x* —3x> —2x+3=0

4 0 -16
[1 04[]0 = x=4

X —4=0>5x%=2,x=-2

a) 1 -4 -4 16
4

b) x> (xX*+2x—-8)=0
X*=0-5x=x=0
X+2Xx—8=0-x5=2,x=-4

) x-(x®=2x>=11x+12)=0
x =0
X —2x2-11x+12=0

1 -2 -11 12
1 1 -1 -12

1 -1-12] 0 = x=1
X —x-12=0->x=4,x=-3
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d) x- (x> = 7x+10)=0
X1:O
X —7x4+10=0>5x=5x=2

e) 2x3 —11x°+12x=0>ox - (2x* = 11x+12)=0—>x, =0

2x2 —11x4+12=0>x%=4, X3 = ;

f) x-(x*—6x+8) =0

x =0 X —6x+8=0>x=

g 2x°—=3x>-2x+3=0

2 -3 -2 3
1 2 -1 -3
2 -1-3]0
2x3 —3x> —2x+3=0-2x>—3x*> —
—)X1:1
2x> —x—3=0->x%=-1, X3 = —

051 | Resuelve las ecuaciones, factorizando el poli

2,X3:4

nomio de la ecuacion.

a) x> —x*=0 e) x>—4x=0
b) x> —x=0 f) x3 —5x2=0
c) x> —25x=0 g x*—x3=0
d) x*+2x2=0 h) x> —16x3=0

a) x*-(x—1)=0
X=0-x=x=0
X—1=0—->x=1

b) x-(x—1)-(x+1)=0
X=0—-x=0
Xx+1=0-x=-1

X—1=0—-x=1

~~

x-(x=5)-(x+5 =0
Xx=0—-x=0

C

X+5=0—-x=-5
xX—5=0—->x=5
d x> (x+2)=0

X¥=0-x=x%=0
X+2=0->x=-2

e) x-(x=2)-x+2)=0
X=0—-x=0
X+2=0—>x=-2
X—2=0->x3=2

f) x> (x-5)=0

X=0-5x=x=0

X—5=0->x=5

xX-x—1)=0

X=0-ox=Xx=x=0

X—1=0-x=1

X3 (x—4)- (x+4)=0

X=0-ox=X%=x=0

X—4=0->x,=4

X+4=0—>x=-4

g)

h

f

2X+3=Kx-1)-2x*-x-3)=0
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SOLUCIONARIO

Escribe ecuaciones con estas soluciones.
a)x=2,%=-1,x=3yx,=4

b) x, =1y x, = —2 (solucién doble)

c) x; =4y x, = —3 (solucioén triple)

d) x; =—5, x;, = 1 (solucién doble) y x; = —1 (solucion triple)
e) X1 = —, X —lyx -1

1 y A2 2 3 4

a x-2)-x+1)-x=3)-x-4)=0

b) (x—1)- (x+27?=0

c) x—4)-(x+3°=0

d (x+5) - (x=1- (x+17°=0

e) xfl : x—i x1]=o

3 2 4

Asocia cada enunciado con su correspondiente desigualdad.

a) 1 es menor que 5. 1)2>-4

b) 2 es mayor que —4. 2)5>3

c) —13 es menor que —2. 3)1<5

d) —4 es mayor que —7. 4) -14 <6

e) 5 es mayor que 3. 5 —4>-7

f) —14 es menor que 6. 6) —13 < -2
a) - 3) c) - 6) e) > 2)
b) - 1) d) — b f) - 4)

Expresa cada enunciado como inecuacién, como intervalo y graficamente.
a) Numeros menores que 9 y mayores o iguales que 4.

b) Nimeros menores o iguales que 10.

c) Numeros mayores que —3 y menores que 3.

d) Numeros mayores o iguales que —6.

e) Nameros menores que —5 y mayores que —10.

f) Numeros mayores que —8 y menores o iguales que O.

g) Los afios que tiene una persona mayor de edad.

h) Los nimeros de la matricula de un coche.

a)4<x<9 — [4,9)
b) x< 10 — (—o0, 10]
c) 3<x<3 = (-3,3)
d) x> -6 — [-6, +x)

e) -10<x< -5 - (-10, -5H)
) -8<x<0 — (-8,0]

g) x> 18 — [18, +x)

h) 0 < x<9.999 — [0, 9.999]
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055 | Completa, para x = 2, con el signo (<, <, >, >) que corresponda.

056

057

a) 2x[]3 e) —2x[]3x i) —4x[]-1

b) —2x[13 f) 27 -3x D 3xJ—x+3

c) 2x[] -3 g) —2[]—-3x

d —2x[]-3 h) 4x[]1
a) 2x>3 e) —2x< 3x ) —4x< -1
b) —2x< 3 f) 2> —-3x ) 3x>-—x+3
c) 2x> -3 g) -2 > —3x
d) —2x< -3 h) 4x>1

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.
1 . 3
a) x = B verificaque 1 + x < >

b) x = 0 verifica que 2x + 3 < 3.

c) x = —3 verifica que 4x+5 < %
- x+3
d) x = —5 verifica que >4,

a) Verdadera
b) Falsa

¢) Verdadera
d) Verdadera

Resuelve las inecuaciones.
a) 2x<2x—4 c) 5x<x+5 e)dx>1—x
b) 2x >4x+ 2 dx+1<2x—1 f) —2x>0
a) —2x<2x—4 - —4dx< -4 - x>1 = (1, +x)
b) 2x >4x +2 =5 2x>2 = x < -1 = (—0, —1)
5 5
C)ox<x+b—-4x<b o x<— > |-, —
4 4
dx+1<2x—1 5 —x< -2 5 x>2 > (2, +x)

e)4x21—xe5x21—>x2%%

G+
—, +too
5

) =2x>0 - x<0 — (-, 0]
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058 | Resuelve estas inecuaciones.
a) 5 —-2x<3+2(4 —2x c)(7+x-(-8) —2<9x -3
b) x+6(x —5) >3x+2 d) 2x —4(—3 —x) >5x—10

a) b—-2x<3+8—-4x
- 2X<6 = x<3 = (-0, 3]

b) x+6x—30>3x+2
- 4x>32 - x>8 — (8, +x0)

c) 56 —-8x—-2<9x -3
—>—17X<55—>X>_55—>[_55,+oo]
17 17

d) 2x+ 12 +4x>5x - 10
— X> =22 — [-22, +x)

059 | Halla la solucién de las inecuaciones.

x+1 x+4<1

a) + < —
2 3 6

b)x+2_x 1<12
3

c) ———+52>x

d 2x 1_37x 4x —5
6 10 2

e)1+f—LSX
5 10 12

) 3";4 XS a_6x

a) 3x+34+2x+8<1 = bx<-10 - x< -2 — (—o0, —2]
b) 4x+8 —3x+3<144 —» x< 133 — (—ox, 133]
c) 2x—x+4028xa—7x2—40—>ng%[—m,gl

d) 1Ox59x<60x75—>59x<70—>x>;(9)—>[$,+m]

e) 60+ 12x —6x<bx - x<60 — (00, 60]

f) 9X+12—7X>84—126X—>128X>72—>X>196%[196,—&-00]
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060 | Resuelve las inecuaciones de segundo grado.

a)x2—-1>0 e) x> —9x+ 20 <0
b) (x—-2)-(x+3) >0 fl x+1)-(x—4) >0
c) x2—4<0 g) 4x* —16x<0
d) x-(x+5) <0 h) x? <2x
a)x¥-1>0
X—-1=0>5x=1%=-1

b)

c)

d)

Nt%

€

h)

La solucién es los intervalos (—oo, =11y [1, +00).
x-=2)-x+3)>0

x=2)- x+3)=0 - =2, %=-3

La solucién es los intervalos (—oo, —3) y (2, +0).
x> —4<0

X—4=0 > =2 %=-2

La solucién es el intervalo (-2, 2).
x-(x+5)<0

X-x+5)=0 - x=0x%=-5

La solucion es el intervalo [—5, O].

X —9x+20<0

X —9x+20=0 - =4, %=5

La solucién es el intervalo (4, 5).

x+1)-x—4)>0
X+1)-x—4)=0 > xx=-1,x%=4
La solucién es los intervalos (—oo, —11y [4, +00).

4x> —16x< 0
4 —16x=0 - =0, %=4
La solucion es el intervalo (0, 4).

X¥<2x - x¥*—-2x<0
X —2x=0 5 x=0,x%=2
La solucioén es el intervalo [0, 2].

061 | Resuelve las inecuaciones de segundo grado.

a) x?-2x+1<0 d) x> —8x+16 >0

b) x4+ 6x+9<0 e) x2+3x+9<0

c) x*>1 ) x4+x+1>0
a) xX*—2x+1<0

X=2x+1=0 5 xy=x=1
No tiene solucion.
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b) *+6x+9<0
X+6x+9=0 > x=x=-3
La solucién es x = —3.

OxX>1 - x¥x-1>0
X¥=-1=0 5 x=1x%=-1
La solucién es los intervalos (—oo, —11y [1, +00).

d

f—

X —8x+16>0
X—8x+16=0 5 xx=x=4
La solucién es toda la recta real.

e) ¥ +3x4+9<0
x4+ 3x+9 =0 — No tiene solucion.
En todos los valores de x es positiva, por lo gue no tiene solucion.

i) *+x+1>0
x>+ x+1=0 — No tiene solucion.

En todos los valores de x es positiva, por lo que la solucién
es toda la recta real.

-1 3 2x + 3y = S

062 | Comprueba que x = ——, ¥ = — es solucion del sistema: = 4

° 2 4 16x + 20y = 7

Escribe otro sistema con las mismas soluciones.
0.2l 3.3 4,258
2 4 4
16.7L100.3 - gi15-7
2 4
. . . - 1 3
El sistema de ecuaciones tiene como solucion x = _E’ y = e

Determinamos otro sistema con estas soluciones:

X+Yy
-1 3 1
—_——t ==
2 4 4
X—=y
-1 3_-5
2 4 4
1
X+y=-"—"
45 es un sistema con estas soluciones.
X—y=—
Y 4
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063

064

Investiga cuantas soluciones tienen los sistemas de ecuaciones,
e interpreta geométricamente el resultado.

a) 3x—-2y=1 c)2x -3y =9
—6x + 2y = -2 4x —9 = 6y
b) x -5y =11 d x+2y=5
2x + 3y = -4 2x+ y=17

a) Es un sistema compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
Geomeétricamente son dos rectas coincidentes.

b) Es un sistema compatible determinado, con una Unica solucién:
x =1, y= —2. Geométricamente son dos rectas que se cortan
en el punto (1, —2).

¢) Es un sistema incompatible, no tiene solucion. Geométricamente son
dos rectas paralelas.

d) Es un sistema compatible determinado, con una Unica solucién:
x =3, y= 1. Geométricamente son dos rectas que se cortan
en el punto (3, 1).

HAZLO ASI

¢{COMO SE DETERMINA EL NUMERO DE SOLUCIONES DE UN SISTEMA ESTUDIANDO
SUS COEFICIENTES?

Clasifica estos sistemas atendiendo a su nimero de soluciones.

a)2x +3y =5 b)2x + 3y =5 c)2x+3y =5
4x + 6y =10 4x + 6y =8 5+ y=5

PRIMERO. Se estudia si los coeficientes de las dos ecuaciones del sistema son
proporcionales.

2 3 5 .
a) — = — = — — Son proporcionales.
4 6 10
2 3 5 Son proporcionales los coeficientes de las
by —=—%—— -~ . . ) .
4 6 8 incognitas, pero no los términos independientes.
2 3 No son proporcionales los coeficientes
c) —#— —> AP
5 1 de las incognitas.
SEGUNDO.

e Sitodos los coeficientes son proporcionales, el sistema es compatible indeterminado.

e Sj solo son proporcionales los coeficientes de las incognitas, el sistema es
incompatible.

e Silos coeficientes de las incégnitas no son proporcionales, el sistema es compa-
tible determinado.

a) Compatible indeterminado.
b) Incompatible.
c) Compatible determinado.
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065 | Completa los sistemas para que sean incompatibles.

a) x+ y=2 c)2-x—y)+x=10

2x +2y =1 3x -2y =5

b)3x— y=0 d)i+l=

6x —2y = —1 2 4
2x+ y =10

066 | Completa los siguientes sistemas para que sean compatibles indeterminados.

a) x+2y=3 c)5-x+2)—3-(y—-1)=6
3x+6y =9 —10x + 6y = 14
b) 4x — 10y =1
1
2x — 5y = —
Y 2

067 | Clasifica los sistemas segtin su numero de soluciones, sin resolverlos.

a) x+y=10 c) x+ y=10
2x+y =20 2x + 2y =20

b) x+ y=10 dx+y=10
2x —2y = —-20 X—y=2

a) Compatible determinado
b) Compatible determinado
c) Compatible indeterminado
d) Compatible determinado

068 | Observa las graficas y escribe el sistema en su forma general, determina
la solucién y decide de qué tipo es.
c) Y%

a) Y@ b)

11
Y= ? — Compatible determinado

b) x+ y=5 _ L .
ox 42y = 10} — ¥ = —X+ 5 — Compatible indeterminado
c)2x— y=0 B _ , .
X+3y = 7} — x=1,y=2 — Compatible determinado

d)3x+y=4

— No tiene solucion — Incompatible
3x+y=6
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069 | Escribe un sistema compatible determinado, uno compatible indeterminado
y otro incompatible. Represéntalos en unos ejes de coordenadas y halla
sus soluciones.

Compatible determinado: ~ Compatible indeterminado: Incompatible:
—x+y—O—>x—O —X + y—l . 1 x+y—1
x+y_0 —2x+2y_2 Dy=xt —x+y_2

-5y

070 | Resuelve los sistemas por el método de sustitucion.

a)10x + y =21 c) 2x —3y = -25
4x —3y =5 4x — y =25

b) —x+2y = -1 d x+ y=4
4x +2y =14 3x+2y =15

a) 10x+ y =21 - y=21-10x
4x -3y =5
4x73y:5% dx—-63+30x=5 - x=2
y:21—10x;>y:1

b) x+2y=-1 >x=2y+1
4x +2y =14
G+ 2y=14 X=2FL S8y 410y 14 5 y=1

x=2y+1 —r=1 ., x=3

c) 2x -3y =-25
dx— y=25 | > y=4x-25

2x—3y=-25 Y=8=25 5y 12x4+75=-25 = x=—-10
y=4x—25 X==10, 15

d) x+ y=4}—>y:4fx
3x+2y =15
x4 2y=15 —Y=4=X s 3x18_ 2x=15 — x=7
y=4-x2=L 5 y—_3

071 | Utiliza el método de igualacioén para resolver los sistemas.

a) 2x + 3y =13 b)3x —2y =5
3x +2y =12 X+ y=5
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a) 2x + 3y = 13 ex:#
3x+2y =12 ax:¥
—3y2+13 _ *2y3+12 9y +39= -4y +24 >y =3
Y- -3y +13 y=3 P
2
b)3x -2y =5|-y = 3X2_5 N 3)(75:5—)(%)(:3

X+ y=5->y=5-x 2

=3
y:5—xx—> y=2

072 | Halla la solucion de los sistemas por el método de reduccion.

a) 2x+3y=4 2x+3y=4

2x—3y=4 2x—3y=4

4x =8

dx=8 - x=2

2x+3y=4-—X=2 5 443y=4 - y=0
b) x+4y=9] —=2 L 3x—12y=-27
3x—6y=9 3x— 6y= 9
—18y=-18

—-18y=-18 - y=1
X+4y=9 =L x14=9 5 x=5

c) 2x + y:7}% 6x+3y:21}

x—3y=0 + x—3y= 0
7x =21
/7x=21 - x=3
x—3y=0-2=3 53 _3y=0 5 y=1
d) bx—3y=1 bx—-3y= 1
dx+ y=11] —32 5 T12x+3y=33
17x =34

17x=34 — x=2

Ax+y=11 %22 s 84+ y—11 - y=3
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073 | Resuelve graficamente estos sistemas.
a)2x +y = 4}

c)2x+y =26
2x —y =0 3x—y=-1
b) x+4y =-5 d) 5x -3y = 4
3x— y=11 4x + y = —11
a) Y}[
(1,2
———

074 | Resuelve los sistemas por el método mas adecuado.

a) 3x—2-(y—1)=y—x+1}

b)3—2.(x—-4)=5y+6
2x —y=x+y—9

5x -3y =12x — (4 — y)
aA3x-2(y-D=y—-x+1|->4x-3y=-1
2X—y=X+y—-9—->x-2y=-9 | 5>x=2y-9
Xx=2y—9

4 —-3y=-1 ——— 8y—-36-3y=-1 - y=7
y=7
X=2y—9 —— x=5

b)3—2-(x—4)=5y+6 }

— —2x -5y =-5
5x =3y =12x — (4 — y)

- —/x—4y =-4
L 8x—20y=-20
.(-5) 3Bx+20y= 20

43x = 0
43x=0 — x=0

=0
—2x—by=-5 BN y=1

075 | Halla la solucion de los sistemas.

a) x=1 y+2

=0
3
X+3_-V7_2=2
5 4
b) 5-c—=2) 3-(y+1) _ x—-7y
3 4 12
6-(x+y) (B-x-4_x+2y
2 5 10
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7x+5y 3-x+y) _x—y

c)
10 5 10
3x+y+2 y—-2x _y—x
4 6 4
-1 2
a) X2 YES 0] 3x-3-4y-8-0
4 3 N
3 -2
XE2 _ V=2 ol 4x412-5y+10 = 40
5 4
3x—4y =11 ——  12x—1l6y= 44
- (=3 +
4x -5y =18 ———  —12x+ 1by=-54

—y=-10
—y=-10 - y=10
ax—5y=18 2=, 4x_50-18 — x=17
5. x-2 3-(y+1D x—T7y

b) =
3 4 12
6-(x+y) (G-x-4 _ x+2y
2 5 10

20 —40—-9y —-9=x-7y _>19x72y:49
30—-5x -5y —40+4+8x=x+ 2y 2x =7y =10

7, 133x— l4y= 343 }
- (=2) +
_4x+ 14y = —20

129x = 323
120x= 323 — x = S22
129
=22 616 92
2x—7y=10 —2, 22 _7y 105 y = —
129 129
o /X+5 3-x+y) _ x—y
10 5 10
3X+y+2 y-2x _y-x
4 6 4
7X+5y—6x—6y=x—y 0=0 _8x+3
9X+3y+6—2y+4x=3y—3x] "16x—2y=—6] V=T

076 | Un matrimonio y sus tres hijos viajan en tren. Si el billete
©®00 | de adulto vale el doble que el de nifio, y el coste total de
los billetes es 8,75 €, ;cuanto ha costado cada billete?

Billete de nifio: x Billete de adulto: 2x
3:x+2-2-x=875 - x=125€
Billete de nifio: 1,25 € Billete de adulto: 2,50 €
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077

078

079

080

081

082

Jorge tiene 3 discos mas que Marta, Marta tiene 3 discos mas que Alberto
y Alberto tiene 3 discos mas que Sara. Entre los cuatro tienen 58 discos.
¢Cuantos discos tiene cada uno?

Discos de Sara: x Discos de Marta: x + 6
Discos de Alberto: x + 3 Discos de Jorge: x + 9
X+x+34+x+6+x+9=58 - x=10
Discos de Sara: 10 Discos de Marta: 16
Discos de Alberto: 13 Discos de Jorge: 19

Claudia se ha gastado el 25 % de sus ahorros en un regalo y todavia
le quedan 120 €. ;Cuanto dinero tenia ahorrado?

Dinero ahorrado: x
Xx—0,25x=120 — x= 160 € tenia ahorrados.

En una tienda, Pedro observa unos pantalones que estan rebajados un 20 %
y cuestan 18 €. ;Cuanto valian los pantalones antes de efectuar el descuento?

Precio de los pantalones: x
x—0,20x=18€ —» x=2250€
Los pantalones valian 22,50 €.

Halla tres niimeros enteros consecutivos cuya suma sea 27.

Numeros: x — 1, x, x+ 1
X—1+x+x+1=27 - x=9
Los numeros son 8, 9y 10.

El transporte en taxi cuesta 2,50 €
de bajada de banderay 1,50 €

por cada kilémetro recorrido.

Si en un trayecto hemos pagado 13 €
¢qué distancia hemos recorrido?

Distancia recorrida (km): x
250+ 150x=13 — x=7km
Hemos recorrido 7 km.

Halla dos nimeros consecutivos, sabiendo que la suma de sus cuadrados
es 1.301.

NUmeros: x, x + 1
X4+ (x+12=1301 - 2x°+2x-1300=0
X, =25 x%=-26

Los nimeros son 25y 26, 0 —26y —25.



SOLUCIONARIO

083 | Calcula dos niumeros pares consecutivos, cuya diferencia de sus cuadrados
sea 60.

Numeros: x, x + 2
X+22-x=60 - 4x=56 —» x=14
Los nimeros son 14y 16.

084 | El dividendo y el resto de una division de nimeros enteros son 200 y 5,
respectivamente. Halla el divisor y el cociente si se diferencian
en dos unidades. Recuerda: D=d- ¢ + R.

Divisor: x
Cociente: x — 2
X-(Xx—2)+5=200 - x*—2x—195=0
x; = 15, x, = —13 (solucién negativa no valida)
Divisor: 15
Cociente: 13

085 | Halla el divisor y el cociente obtenido al efectuar una division si el dividendo
es 140 y el resto es 12, sabiendo que el cociente es la mitad del divisor.

Divisor: 2x
Cociente: x
2x-x+12=140 — 2x* =128
X = 8, X, = —8 (solucion negativa no vélida)
Divisor: 16
Cociente: 8

086 | Un jardin rectangular tiene 5.600 m? de superficie y mide 10 m mas de largo
que de ancho. ;Qué dimensiones tiene el jardin?
Ancho: x
Largo: x + 10
x-(x+10) =5.600 - x*+4 10x - 5.600 =0
xi = 70, x, = —80 (solucién negativa no vélida)
Ancho: 70 m
Largo: 80 m

087 | ;Cuantos hermanos hay en una familia si por Navidad cada uno hace un regalo
a cada hermano y entre todos retinen 30 regalos?

N.° de hermanos: x

x-x—1)=30 - x¥*-x-30=0

X1 = 6, X, = —5 (soluciéon negativa no valida)
Hay 6 hermanos.
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088
(1 1]

089
( 1 J

090
(1]

¢Qué superficie
ocupa el jardin que
rodea la piscina?

w:agm

El radio de la piscina es: r =
Area del jardin: 8 — & - 3,8° = 18,6584 m?

En una chocolateria hay 900 bombones envasados en cajas de 6 y 12 unidades.

¢Cuantas cajas hay de cada clase si en total tienen 125 cajas?

N.° de cajas de 6 bombones: x
N.° de cajas de 12 bombones: y

X+ y:125}—>x=125—y

6x + 12y = 900
x=125 -y
6x+ 12y =900 —— 750 — 6y + 12y =900 — 6y =150 —» y=25
y=25

x=125—-y—— x=100
Hay 100 cajas de 6 bombones y 25 cajas de 12 bombones.

A un congreso acuden 60 personas. Si se van 3 hombres y vienen 3 mujeres,

. . 1 . ;
el nimero de mujeres seria —- del nimero de hombres. ;Cuantos hombres

3

y mujeres hay en el congreso?

N.° de hombres: x
N.° de mujeres: y

x+y =60 > x=60-y
X—3=3-(y+3)

x=60-y
X—3=3-(y+3) ———— 57 -y=3-(y+3) = 4y=48 - y=12

=12
X:GOfyy——> x=48

Hay 48 hombres y 12 mujeres en el congreso.
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SOLUCIONARIO

Por el desierto va

una caravana formada

por camellos y dromedarios,
con un total de 440 patas
y 160 jorobas. ;Cuantos
camellos y dromedarios

hay en la caravana?
(Recuerda que los camellos
tienen dos jorobas y los
dromedarios tienen una.)

N.° de camellos: x
N.° de dromedarios: y

2x + y =160
dx +4y =440 - x =110 -y
x=110 -y
2x4+y=160 ——— 220 — 2y + y=160 — y =60
=60
lelOfyy——> x =50
Hay 50 camellos y 60 dromedarios en la caravana.

Pedro le dice a Maria: «Si cambias los billetes de 10 € que tienes por billetes
de 5 €y los billetes de 5 € por billetes de 10 €, seguiras teniendo
el mismo dinero». ;Cuanto dinero tiene Maria, si en total son 20 billetes?

N.° de billetes de 5 €: x
N.° de billetes de 10 €: y

x4+ y=20
5x+10y =10x +5y|> x =y

x+y:20L 2y=20 - y=10

=10
X:yy—> x=10

Maria tiene 10 billetes de 5 € y 10 billetes de 10 €.

Los billetes de 50 € y 20 € que lleva Angel en el bolsillo suman 380 €.
Si cambiamos los billetes de 50 € por billetes de 20 € y al revés, entonces
suman 320 €. Calcula cuantos billetes tiene de cada tipo.

N.° de billetes de 20 €: x
N.° de billetes de 50 €: y

.2

20x + 50y =380 | —— 10x + 25y = 190
((=b) +

50x + 20y = 320 | ———— —10x— 4y=-64

2ly— 126

2ly=126 - y=6

20x+ 50y = 380 —X =% 5 20x+ 300 = 380 — x—4
Angel tiene 4 billetes de 20 € vy 6 billetes de 50 €.
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094 | Laura acude al banco a cambiar monedas de 5 céntimos por monedas
de 20 céntimos. Si sale del banco con 225 monedas menos que cuando entré,
¢cuanto dinero llevaba? ;Cuantas monedas de 20 céntimos tiene ahora?

N.° de monedas de 5 céntimos: x
N.° de monedas de 20 céntimos: y

X =y+225
bx =20y » x =4y

dy=y+225 - y=75

x=dy =" 5 x—300

Tenia 300 monedas de 5 céntimos. Ahora tiene 75 monedas
de 20 céntimos.

095 | Por un chandal y unas zapatillas
de deporte que costaban 135 €
he pagado 85,50 € en rebajas,
ya que en la seccién de textil
tienen el 40 % de descuento,

y en la de calzado, el 30 %.
:Qué precio tenia cada articulo
y cuanto me han costado?

Precio del chandal: x
Precio de las zapatillas: y
X+y=135|->x=135—-y
ﬂ)(—kﬂy: 85,5 » 6x + 7y = 855
100 100
x=135 -y
6x+ 7y=855 ———— > 810 -6y + 7y=855 — y=45
=45
x=135 -y 2= 4 x—90
El precio del chandal era de 90 € y el precio de las zapatillas era de 45 €.
Me han costado 54 €y 31,50 €, respectivamente.

096 | Por la mezcla de 400 kg de pienso de tipo A con 800 kg de pienso de tipo B
se han pagado 2.200 €. Calcula el precio de cada tipo de pienso, sabiendo
que, si se mezclase 1 kg de pienso de cada tipo, la mezcla costaria 3,90 €.

Precio del pienso A: x Precio del pienso B: y
XxX+y=39 |- x=39-y
400x + 800y = 2200 — 2x + 4y =11

39

xtdy=11-"""Y,78 2y14y=11 - y=16

16
Xx=39—-y—— x=23
El pienso A cuesta 2,30 €/kg y el pienso B cuesta 1,60 €/kg.
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097 | En un instituto, la relacién del
©®®o | nimero de chicos con el nimero

de chicas era de é, pero en junio

esta relacion era de E’

pues abandonaron el centro
20 chicos y el 30 % de las chicas.
¢Cuantos alumnos acabaron el curso?

SOLUCIONARIO

Numero de chicos que comenzaron el curso: x
Numero de chicas que comenzaron el curso: y

x_8 |,

y 9 8
x—20 25 21x — 420 6x —120
—=— |y = -y =
070-y 21 17,5 5
%:M—>45x:48x—960—>x=320
8 5
y:%—“:ﬂo y =360

8
Comenzaron el curso 320 chicos y 360 chicas. Y lo acabaron 300 chicos

y 252 chicas.

098 | Halla todos los valores que puede tomar ¢ para que una ecuacion de segundo
@00 | grado de la forma x> — 2x + ¢ = O tenga:

099
(11

a) Dos soluciones. b) Ninguna solucion.

a) A>0 - 4—-4c>0 — c<1 — cdebe de ser menor que 1.
b) A<O - 4—-4c<0 —- c>1 — cdebede ser mayor que 1.

Resuelve los sistemas.

a) x+y=6

b) x+y=6 c)x+y=6
4x —y = -1 2x + 2y =12

x+y=28

a) Sistema compatible determinado:

X+y=6 |[ox=6-y
dx —y = -1

-6
Gx—y=-1"2"2"Yoa 4y y——1_ y=5
y=5
X=6—y—— x=1
b) Sistema compatible indeterminado:

X+y=6|-ox=6-y
2x+2y =12

ox42y=12 228"V 10 2yt 2y=12 5 0=0
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c) Sistema incompatible:
X+y=6l->x=6-y
X+y=28

-6
x+y=8¥> 6—y+y=8 — 6 # 8 — Sinsolucion

100 | Generaliza la clasificacion de sistemas de ecuaciones en funcion
©®00 | de los coeficientes y los términos independientes.

ax + by =c
ax+by=¢c
a
a) Sistema compatible determinado si: pe a b
: L . . a b c
b) Sistema compatible indeterminado si: — = b = o

a
C

a
c¢) Sistema incompatible si: — = — #
a b c

EN LA VIDA COTIDIANA

101 | En el Parque de La Luz van a construir
©®00 | dos rampas de hormigén para
que los jévenes practiquen
con su monopatin. Para ello
han consultado con los técnicos
y con los expertos en seguridad.

Para que la inclinacién de la
rampa para principiantes sea
suave, su pie estard separado
de la arista del cubo
3 metros menos que
la altura, y el pie de la rampa de
expertos,
7 metros menos que
la altura.

El armazdn principal
serd un gran bloque
ctbico y, adosadas
a sus aristas,
colocaremos las dos
rampas.




102
(11

SOLUCIONARIO

Para calcular qué dimensiones debe tener la estructura han presentado
un proyecto con los datos y han incluido un esquema.

Calcula las dimensiones de la estructura.
155 =X+ (x+3)° > 2x¥° 4+ 6x—216=0
Xl - 9, X2 - —12

La arista de la estructura cubica mide 9 m.
Longitud de la base de la rampa de expertos ——— x—7=9—-7=2m
Longitud de la base de la rampa de principiantes - x—3=9-3=6m

La empresa de perfumeria Rich Perfum va a lanzar al mercado su nueva colonia
que presentara en envases de dos tamaiios, de 75 mly de 100 ml.
La colonia se llamara Rodin y los envases tendran la forma del Pensador.

Los envases han costado
113.400 €: cada envase pequeiio
3,60 € y cada envase grande

El litro 450 €. Ademds, hemos comprado
de colonia el triple de envases pequefios
cuesta 6 €. que de grandes.
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Al vender todas las existencias, la empresa quiere obtener lo suficiente
para poder mantener el negocio, pagar a sus empleados y conseguir su propia

ganancia.
Después de Para ello el precio
vender fodo de los envases grandes
ingresaremos serd 2 € mds caro que
204.020 €. el de los pequefios.

/

f
ca 't

¢A cuanto debe vender cada frasco?

N.° de envases pequefios: x
N.° de envases grandes: y

Teniendo en cuenta que han comprado el triple de envases pequefios
que de grandes, y el precio de cada uno de ellos y el total, tenemos que:

x =3y
3,5x + 4,5y = 113.400

=3
3,5x + 4,5y = 113.400 ——25 10,5y + 4,5y — 113.400
5 15y=113.400 — y=7.560

x=3y =120 20680

Se han comprado 22.680 envases pequefios y 7.560 envases grandes.
La cantidad de colonia que pueden envasar es:
22.680 - 75 + 7.560 - 100 = 2.457.000 ml = 2.457 litros

El coste de la colonia es:
2457 -6 =14.742 €
Produccion = colonia + envases
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El coste de produccién es:
14.742 + 113.400 = 128.142 €

Para conseguir 204.020 € de beneficios hay que ingresar por las ventas:
204.020 + 128.142 = 332.162 €

Coste del envase pequefio: z
Coste del envase grande: t

t=z+2
22.680z + 7.560t = 332.162

22.680z + 7.560t = 332.162 i 30.240z = 317.042 — z=10,48

=10,48
t—z42 220 410,48

Precio del envase pequefio: 10,48 €

Precio del envase grande: 12,48 €
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Enigmas

Fue un cortejo en toda regla: el primer encuentro sorprendio, la segunda vez
el interés crecio hasta limites insospechados, y a partir ahi esperabamos
cada misiva con la impaciencia de un amante, pues realmente nos conquisto.

Ast explicaba Roberval la relacion de Pierre de Fermat
con el grupo de Mersenne.

Mientras paseaban por el claustro del monasterio,
Roberval y el padre Mersenne charlaban animadamente
acerca de Pierre de Fermat.

—Al principio, cuando leimos los problemas que
proponia en su carta, pensamos que era un pobre
loco —recordaba riendo Roberval—-. Sin embargo,
al resolverlos nos dimos cuenta de que las respuestas
a sus preguntas abrian nuevos caminos en el
mundo de las Matematicas.

—Las Parabolas de Nuestro Sefior nos ensenan
que unas historias corrientes pueden encerrar
la esencia de la doctrina cristiana; con sus
preguntas, Fermat nos ha dado una leccion
parecida: la pregunta adecuada abre caminos
alternativos en la senda del conocimiento.

La campana, llamando a la oracion, y un amistoso
apreton de manos pusieron término a la visita.

El ultimo enigma de Fermat tardo en resolverse
tres siglos, y dice que la ecuacion x" 4 y" = z"

no tiene soluciones enteras para ningtin exponente
mayor que 2. Escribe la ecuacion y encuentra

una solucion paran = 2.

Sin = 2, tenemos que:
X"+y' =2" > x?+y?=2?

Asi, para cualquier terna pitagérica se cumplira

esta ecuacion.

Por ejemplo:

x=4
y=3t-54°+3*=5°
z=5
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EJERCICIOS

001 | Razona si son semejantes los dos rectangulos de la figura.

En caso afirmativo, averigua cual es la razén de semejanza.

Son semejantes, ya que tienen los angulos iguales y los lados
son proporcionales. La razén de semejanza es 2.

002 | Ana ha dibujado dos cuadrados cuyos lados miden 1 y 3 cm, respectivamente.
:Son semejantes? Calcula su razén de semejanza.

Todos los cuadrados son semejantes y, en este caso,
la razén de semejanza es 3.

003 | Dibuja dos figuras semejantes a una circunferencia de 1 cm de radio,

. 1
con razones de semejanza 3 y PR

—0,5¢cm — lcm — 1 3cm

004 | Calca esta figura y construye dos figuras semejantes a ella con razones 3y 0,5.




005

006

007

SOLUCIONARIO 7

Dibuja un rectangulo semejante a otro, con razén 2, si el punto O es uno
de sus vértices.

c -
o

c -

D " A

Calcula las distancias desconocidas.

225 _ X . _3375cm
2 3
225 525 4 4,6cm
2 t
i S — z=2,79cm
525 2,25
65 vy 685 ¥ ., _418cm
525 x 525 3375
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008

009

Halla las distancias que faltan. y/
2,4 X
== > x=48cm 3,5cm
3 6 * y
3.5 - Y Sy —23cm
9 6 6cm 3cm

Utiliza el teorema de Tales para dividir un segmento de 4 cm en tres partes
iguales.

011

012

<& 2z
42 4
> 2
N
N 2 18 m
>
20

Utilizando el segundo criterio de semejanza, se comprueba que son
semejantes los triangulos primero y tercero, y su razén de semejanza
18 21 27

Razona la semejanza de dos triangulos si:
a) Sus lados miden 2,4y 6 cm, y 3, 6 y 9 cm, respectivamente.
b) Son triangulos rectangulos isosceles.
a) Por el segundo criterio, son semejantes, porque sus lados son
proporcionales.
b) Por el primer criterio, son semejantes, pues tienen sus angulos iguales.

¢Cuales son las condiciones necesarias para que dos triangulos isésceles sean
semejantes? ;Y si fueran equilateros?

Dos triangulos isésceles son semejantes si tienen el mismo angulo formado
por los lados iguales.

Los triangulos equilateros son siempre semejantes, ya que tienen sus angulos
iguales.



SOLUCIONARIO

013 | La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 10 cm y un cateto 4 cm,
y la hipotenusa de otro mide 20 cm y un cateto 8 cm. ;Son semejantes
los triangulos?

El otro cateto del primer tridngulo mide: ¢ = v100 — 16 = v84 cm
El otro cateto del segundo triangulo mide:

¢'=+400-64 =336 =2v84 cm

Por tanto, sus lados son proporcionales, y aplicando el segundo criterio,
los tridngulos son semejantes.

014 | Dibuja en tu cuaderno un triangulo rectangulo, y construye tres triangulos
semejantes a él.

Hipotenusa = V64 + 36 = 10cm
8 b

016 | Halla la medida de la hipotenusa y la altura sobre la hipotenusa
de este triangulo rectangulo.

Hipotenusa = +400 + 441 = 29cm

20 _ 1 5 _1379¢m
29 20
21 _m

=——>m=1521cm
29 21

h? =13,79 1521 —» h = 1448 cm

=—->b=64cm

10 8

i=i—>a:3,6cm

10 6

64 _ " e _ 0304 5 h=48cm
h 36
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017 | Determina la hipotenusa y la altura sobre la hipotenusa en un triangulo
rectangulo cuyos catetos miden 5y 12 cm, respectivamente.

Hipotenusa = /144 + 25 =13 cm

i:£—>n:1,92cm
13 5

2 _m o _1108cm
13 12

h*=192-11,08 - h = 4,61cm

018 | Calcula la altura, el perimetro y el area de un tridngulo rectangulo isésceles
cuya hipotenusa mide 16 cm.

16% = 12+12—>12:%—>1:\/128 =11,31cm
Altura=1=11,31cm

Perimetro=2 -1+ 16 = 38,62 cm

b-h _ V128 -V128
2 2

Area =

= 64 cm?

. Py P )
019 | Los triangulos ABC y ADE son semejantes.

a) Escribe la relacion de semejanza que cumplen los triangulos.

b) Halla la altura de la torre.

a) La razén de semejanza es:
B0

— = = 1351

DB 50 - 13
oo & L p-00 g
50 50-13 37
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SOLUCIONARIO 7

Un nifo situado a 3 m de un charco, ve reflejado en él un nido de cigliefha sobre
una torre. ;A qué altura se encuentra el nido, si el nifio mide 1,50 m
y la distancia del charco a la torre es 50 m?

Llamando h a la altura de la torre, y aplicando las relaciones de semejanza
de triangulos, se obtiene:

h 50 50-1,5
153 "

15

=25m

¢Qué distancia hay de la boya a la playa?

8 _ 02
h 0,15

h= 8015 g5,
0,2

Las dimensiones de un campo de fatbol son 70 y 100 m, respectivamente.
¢Cual es la superficie de un futbolin hecho a escala 1:75?

, . 1
La razon de semejanza es r = %

2
A=r? A = [715] -70-100 = 7000 _ 1,244 m?

752

Si el volumen de un silo es de 45.000 m?, ;cual sera el volumen de su maqueta
a escala 1:407?

La razén de semejanza es: r = 4—10 = 0,025; ya que la escala es 1:40.

V=r®: Ve = (0,025)% - 45.000 = 0,000015625 - 45.000 = 0,703125 m?

A Carlos le han regalado una maqueta de un barco a escala 1:100.

a) Si el barco real desplaza 3.671 toneladas de agua, ;cuanto desplazaria
la maqueta?

b) Si la superficie real mide 3.153 m?, ;cudnto mide la superficie de las velas
de la maqueta?

La raz6bn de semejanza es: r = i =0,01.
100
a) V=r> Ve =(0,01)® 3.671 =0,000001 - 3.671 = 0,003671 toneladas

El barco de la maqueta desplaza 3,671 kg de agua.
b) A=r?- Aes = (0,01)?-3.153 = 0,0001 - 3.153 = 0,3153 m?®
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025

026

027

028

ACTIVIDADES

Indica qué poligonos son

semejantes entre si, y calcula
su razon de semejanza.
Son semejantes & Iﬁj
los poligonos a), b) y e). & © @ ©

O

La razdn de semejanza
dea)yb)es2ylarazon
de semejanza de a) y e) es 3.

D
Los pentagonos ABCDE y A'B'C'D'E’ son semejantes, £ .
con razén de semejanza r = g
o
' 2
a) ;Cuanto mide el segmento A'B'? 3,25% “Aom B
b) ;Cual es la amplitud de E'? o

c) Calcula la medida de CD.

a) A’B’=%~E:6cm Al

e
b) La amplitud de E' es la misma que la amplitud de E: 65°.

c) C :%-W:lﬁcm

Halla la longitud de los lados de un tridangulo semejante a otro de lados
5, 6 y 8 cm, respectivamente, con razén de semejanza r = 1,6.

Los lados mediran 6; 9,6 y 12,8 cm, respectivamente.

HAZLO ASI

¢COMO SE CALCULAN LOS LADOS DE UN POLIGONO SEMEJANTE A OTRO,

CONOCIDO SOLO SU PERIMETRO?

Calcula los lados de un pentagono si su perimetro es 180 cm y es semejante a
otro cuyos lados miden 4, 5, 7, 9 y 11 cm, respectivamente.

PRIMERO. Se halla la raz6n de semejanza dividiendo ambos perimetros.

P=180cm PP=44+5+74+9+11=36cm
P=r-P —>r= P _ 180 =5
=4 36

SEGUNDO. Para calcular la longitud de los lados, se multiplica cada lado conocido
del otro pentagono por la razén de semejanza.

a=5-4=20cm d=5-9=45cm

b=5-5=25cm e=5-11=55cm

c=5-7=35cm




SOLUCIONARIO

029 | Los lados de un tridngulo miden a=7 cm, b=8 cmy ¢ = 10 cm. Calcula
cuanto miden los lados de un triangulo semejante cuyo perimetro es 125 cm.

Siendo m, ny slos lados del triangulo y rla razén de semejanza, se verifica:
m=7r n=_8r s=10r

Teniendo en cuenta que el perimetro del nuevo triangulo es 125 cm:
m+n+s=125 - 7r+8r+ 10r=125 —» 25r=125 —» r=5

La longitud de los lados del nuevo triangulo es:

m=35cm n=40cm s=50cm

030 | Dibuja dos poligonos que tengan los lados proporcionales y no sean poligonos
semejantes.

Hay que dibujar un cuadrado y un rombo cuyos angulos no sean rectos;
asf los lados serfan proporcionales, pues son iguales, pero los poligonos
no son semejantes.

031 | Si dos cuadrilateros tienen sus angulos iguales, ;son semejantes?
Pon un ejemplo.

No necesariamente, puesto que dos rectangulos tienen sus dngulos iguales,
pero sus lados no tienen por qué ser proporcionales.

032 | Razona si son ciertas estas afirmaciones.
a) Todos los cuadrados son semejantes.
b) Todos los rombos son semejantes.

c) Todos los hexagonos regulares son semejantes.

a) Cierta. Todos los &ngulos son rectos y los lados son proporcionales.
b) Falsa. Hay rombos que no tienen los angulos iguales.

c) Cierta. Todos los hexagonos regulares son semejantes, porque tienen
los &ngulos iguales y los lados proporcionales.

033 | Tenemos tres cuadrilateros A, By C semejantes. La razon de semejanza de B
respecto de Aes 2,6 y la de Crespecto de A es 0,8. Calcula.

a) La razén de semejanza de A respecto de B.
b) La razén de semejanza de C respecto de B.

1 5
ar=—=—
26 13
by — 08 4
26 13
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034 | Sabiendo que la razén de semejanza del poligono A respecto del poligono B
es r = 1,5; indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) B es un poligono de mayor tamaiio que A.
b) Cada lado del poligono B mide 1,5 cm mas que cada lado del poligono A.
c) Los angulos del poligono B son 1,5 veces mayores que los del poligono A.
d) Las longitudes de los lados de B multiplicadas por 1,5 miden igual
que los lados de A.
a) Falsa b) Falsa c) Falsa d) Verdadera
Py
035 | Construye un triangulo semejante a ABC, utilizando el punto O, y cuya razén
sea r= 2.
c
C B
O-:: ____________ —
AT N
i -

036 | Dibuja un cuadrilatero en tu cuaderno y elige un punto exterior O.
Dibuja las figuras semejantes con razén de semejanza:

a) r=2 b) r=0’5
a)
b c
b) e
D oo TGt
s
0 ‘-:3=;:::::[-“~
AT B[ 0
AT BT
- :4 —_— o B-(

037 | Dibuja un pentagono en tu cuaderno y elige uno de sus vértices para construir
un pentagono semejante con razoén de semejanza:

a) r=3,5

b) r=0,5




SOLUCIONARIO

038 | Dibuja un trapezoide. Toma un punto interior a él, y construye dos trapezoides
semejantes con razén de semejanza:

a)r=04 b) r=1,2

039 | Pon un ejemplo de dos figuras semejantes, con razén de semejanza:

a)o<r<l1 b) r>1
a) Por ejemplo, un cuadrado, de 4 cm de lado, y otro cuadrado, de 2 cm
de lado.

b) Por ejemplo, un triangulo equilatero, de 3 cm de lado, y otro triangulo
equilatero, de 5 cm de lado.

040 | Calcula las longitudes desconocidas.

a) e b) 32 y —

3 LA//
iy AN

3 1 2
a2 X 5 x—a5cm b) 2 = %X x=457cm
2 3 14 3
i:l—>y:1,50m 1’4:l—>y:4,20m
2 1 2

041 | ;Cuanto mide DB? ;Se puede hallar DE?

E:%—>ﬁ:4,8cm
10 4

La medida de DE no se puede calcular, porque faltan datos como,
por ejemplo, el valor de AC.
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042 | HAZLO ASi
¢COMO SE DIVIDE UN SEGMENTO EN PARTES IGUALES?
Divide un segmento cuya longitud es 4 cm en tres partes iguales.
PRIMERO. Se traza una recta secante al segmento en uno de sus extremos.

SEGUNDO. Se marcan en la recta tres segmen-
tos consecutivos de igual longitud y se une,
mediante una recta, la Gltima marca con el ex-
tremo del segmento.

TERCERO. Se trazan paralelas a esta recta que
pasen por las otras marcas.

El segmento AB queda dividido en tres partes iguales por el teorema de Tales.

043 | Divide graficamente un segmento en cinco partes iguales y explica como lo haces.

Se traza una recta secante en A. Marcamos cinco
segmentos consecutivos e iguales. Unimos
la Ultima marca con el extremo
del segmento y trazamos

las paralelas. A

L

L

L
oy}

044 | Representa, de forma exacta en la recta real, los siguientes niimeros racionales.

a3 b) > oL
4 6 8

3
4

045 | Aplicando el teorema de Tales, divide un segmento en dos partes,
una doble que la otra.

Esto equivale a dividir el segmento en dos partes
proporcionales a 2y 1.

Trazamos una recta secante que pase

por uno de los extremos, y marcamos

en ella una medida correspondiente

a 1y otra medida que sea doble 2
que la anterior, correspondiente a 2.

Se une la Ultima marca con el otro extremo del segmento y, después,
se traza una paralela que pase por la otra marca.

Las rectas que hemos trazado dividen el segmento en dos partes, siendo
#una doble que la otra.




SOLUCIONARIO 7

046
oo |a3,4,2y1.

Utilizando el teorema de Tales, divide un segmento en partes proporcionales

047 | Indica si son semejantes estos triangulos.
([
a)
& 7 105°
0& bfbo
7 N
40° 35°
27 cm 86,4 cm
b)
& o
(oé{\ % ol %
>em 7,5cm
a) Son semejantes, ya que tienen un angulo igual de 40°, y los dos lados
. ) 48 86,4
contiguos son proporcionales: — =
15 27
. . : 9 6 7,5
b) Son semejantes, porque tienen los lados proporcionales: — = — = :
048

s
En el triangulo ABC se traza un segmento PQ paralelo a AB. Calcula BC.
;Se puede hallar AB?

Q
36\0/77
B
Aplicando el teorema de Tales se obtiene:
AC _BC A2 _BC gr_42-3% _ypgem
AP BQ 15 36

No se puede calcular el segmento AB porque faltan datos.
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049 | Indica si un tridngulo, cuyos lados miden a, by c, es semejante a los triangulos
cuyos lados miden:

a) 3a,3by 3c b) a+3,b+3yc+3 0l by
3 3 3
3a 3b 3c .
a) — = — = —~ — Son semejantes.
a b c
b) a+3 #* b+3 * c+3 — No son semejantes.
a b c
a b ¢
c) 3_3_3 — Son semejantes.
a b c

050 | La base de un triangulo y su altura miden el triple que las de otro. Explica
por qué los dos triangulos podrian no ser semejantes y dibuja un ejemplo.

Dadas una base y una altura, existen infinitos A
triangulos distintos con esos datos, y que tienen
angulos diferentes.

051 | Una diagonal divide un paralelogramo D c
en dos tridngulos. ;Son semejantes?

Aplicando el segundo criterio
de semejanza, se puede comprobar
gue son semejantes.

A B

052 | Si dos triangulos rectangulos tienen uno de los catetos iguales, ;son semejantes?

No lo son. En el caso de que tengan un cateto igual no se conserva
la proporcionalidad de los lados, ya que la razdn entre los catetos iguales
es 1y larazon entre los catetos que no son iguales puede ser distinta de 1.

053 | Determina todos los triangulos
de perimetro 12 cm que sean
semejantes a otro cuyos lados miden 6cm
. 2cm
2, 7 y 6 cm, respectivamente.

Sean x, y, zlos lados de un triangulo

de perimetro 12 cm y sea rla razén 7 em
de semejanza. Utilizando el segundo

criterio de semejanza, resulta:

X=2r
i:lzizr—>y=7r —>2r+7r+6r=12 - 15r =12
2 7 6 zZ=6r

—>r:£—>r:0,8cm
15

Por tanto, las medidas son: x=1,6cm; y=56cmy z=4,8cm.



SOLUCIONARIO

054 | Dibuja un tridngulo equilatero, marca los puntos medios de cada uno de sus lados
y Unelos mediante rectas. La figura que resulta tiene cuatro triangulos.
a) ;Son semejantes estos cuatro triangulos al triangulo original?
b) ;Y son semejantes estos cuatro tridngulos entre si?
c) Halla, en cada caso, la razén de semejanza de los triangulos.

a) Son semejantes, ya que los cuatro triangulos
son equilateros.

b) Son semejantes, ya que los cuatro triangulos
son equilateros.

c) Larazon entre el triangulo original y los nuevos
triangulos es 0,5; y la razén entre los nuevos triangulos
es 1.

055 | Calcula los valores que faltan en los siguientes tridngulos rectangulos.

a) c) B
45 ¢

>

€
)
o]
N

b)

a) @ =282 +45% =53cm c) c=+20%-12%2 =16cm

2 2
m= 28 =14,79cm m= 160 =128cm
20
2 2
n= 45 = 38,21 cm n:%:7,2cm
h =1414,79-38,21 = 23,77 cm h=4128-72 =96cm
b) h=+6-4 =49cm d) h=y(V10) =22 =245¢cm

c=+6°+49 =775cm 2,452
n= T =3cm

b=+4>+49 =632cm
a=3+2=5bcm

a=6+4=10cm
¢ =452 —(V10) =387cm
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056 | Calcula x en cada caso

a)

10cm

a) h =+10% —5% = 8,66cm b) h=+1-4 =2cm
x=+22+1 =224cm

=15cm

8662

057 | En un triangulo rectangulo isésceles, la altura trazada sobre la hipotenusa

es la mitad de la hipotenusa. ;Por qué?
Siendo la hipotenusa a, las dos proyecciones miden —.

2
h=|2.2 _|a _2a
2 2 4 2

¢Cuanto mide el radio de esta circunferencia?

058
n=+20>-6° =17,08cm
2
m = 6 =2,1lcm
17,08
2r=m-+n=1708+2,11=19,19cm
19,19
r=-—"-=96¢cm A
2 XL
B
059 | ;Cuanto mide la sombra proyectada por un arbol de 15 m de altura, sabiendo que
en ese mismo momento otro arbol de 8 m de altura proyecta una sombra de 10 m?

B x . _1875m

8 10
La sombra del arbol mide 18,75 m.

060 | Una antena esta sujeta con dos cables que forman entre si un angulo de 90°
y miden 8 y 5 m, respectivamente. ;A qué altura se enganchan a la antena?

a=+8+5% =943 m

82
m = =6,78m
9,43

h=+8-678 =425m

La altura a la que se enganchan los cables es de 4,25 m.
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SOLUCIONARIO 7

¢En qué punto debe golpear la bola blanca a la banda para que el rebote dé
a la bola roja?

90 cm

Tenemos que m + n = 90. Al golpear sin efecto, A = By, por tanto,
los triangulos son semejantes.

A0 _ 20 som=20n - n=2m
n m

Sustituyendo el valor en la primera ecuacion, resulta:

m+n=90 - m+2m=90 - 3m=90 —- m=230

Es decir, tenemos que m=30cmy n=60cm.

Calcula dénde debe golpear la bola roja a la banda para que el rebote alcance
a la bola blanca.

70 cm H

Si jugaramos con la bola blanca para alcanzar a la roja, ;en qué punto
de la banda tendriamos que golpear?

@:275%60m:25n_>m:in
n m 12

Como m+ n= 70, resulta:

17 7012
17

m+n:70—>in+n:70—>—n:70—>n =494cm
12 12

Es decir, tenemos que m= 20,6 cmy n= 49,4 cm.
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063 | HAZLO ASI

¢{COMO SE CALCULAN DISTANCIAS POR EL METODO DEL PINTOR?

Calcula la altura del arbol.

PRIMERO. Se forman dos triangulos en posicion de Tales y se escribe la proporcion.

4 25¢cm
30 cm

025 03
ho 18

185

SEGUNDO. Se resuelve la ecuacion que resulta.

0,25 0,3 0,25-18
= > h= """ —
h 18 0,3

15m

064 | Calcula la altura del edificio si el pincel mide 22 cm y esta a 40 cm del ojo.
( 1 J

04 022
50 A
h = M =275m
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SOLUCIONARIO

065 | Dados los dos poliedros de la figura, responde.

a) ;Son semejantes? ;Cual es la razén de las aristas?
b) ;Y la razén de las areas de sus caras?
c) ¢;Cual es la razon de los volimenes?
a) Las dos figuras son semejantes, porque tienen los angulos iguales
y los lados proporcionales.
b) La razon de las aristas es r= 2.
¢) La razén de semejanza de las areas de las caras es 22 = 4.
d) La razén de los volimenes es 2° = 8.

066 | Una estatua mide 10 m de altura y pesa 200 kg. ;Cuanto pesara una
reproduccién del mismo material que mida 22 cm de altura?

0,22

La razén entre las longitudes es: r = =0,022.

Al igual que el volumen, el peso tendra de razon: r' = (0,022)3, de manera
que el peso de la reproduccion es: 200 - (0,022)* = 0,002 kg =2 g.

067 | Una esfera de vidrio tiene un radio de 4 cm, y una canica de vidrio tiene
un diametro de 1 cm. Encuentra la razon entre sus volimenes.

El volumen de la esfera de radio 4 cm es:

Vi =iﬂ/’3 Zi'ﬂ'43 :@wcm3
3 3 3
El volumen de la canica de didmetro 1 cm (r= 0,5 cm) es:
Vs _ A :i.ﬁ.0,53 = Lrem
3 3 6

Como la razén de los volimenes de dos cuerpos geométricos semejantes
es igual al cubo de la razén de semejanza:
256

— T
W=r Vo= i’ = 512

2

—_ T

6
Larazénes: r = 3512 = 8.

Se puede comprobar que la razén es 8 calculando el cociente entre los radios

de las dos circunferencias:
4 g
0,5
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068 | Una pelota de balonmano tiene doble diametro que una pelota de tenis.
¢Cual es la relacion entre sus volimenes?

Si res el radio de la pelota de tenis, 2res el radio de la pelota de balonmano.
W= i'rrr3
3

V, = iﬂ -(2r)? = 21\13
3 3

Como la razén de los volimenes de dos cuerpos geométricos semejantes
es igual al cubo de la razén de semejanza, r:

7/’3
V1:I’,3-V2—>I”:£:L:4:1
v, 32 _, 32 8

uva

Es decir, la razén entre sus voliumenes es r' = 0,125.

069 | La superficie acristalada de un invernadero mide 270 m?. ;Qué cantidad
de cristal se necesita para construir una maqueta del invernadero
a escala 1:20?

La razobn de semejanza es: r = % = 0,05.

Por tanto, la superficie acristalada de la maqueta es:
A=1r? A = (0,05)?.270 = 0,675 m?

070 | Queremos hacer un armario en miniatura, semejante a otro cuyas medidas
son 180 x 110 x 45 cm. Siendo la altura de 13,5 cm, calcula.
a) Ancho y profundidad del armario en miniatura.
b) Razén de semejanza entre los volimenes.
c) Razén de semejanza entre las areas laterales.

a) Larazdén de semejanza de las aristas es:
13,5

=
180

Ancho =110 0,075 =8,25cm
Profundidad = 48 - 0,075 = 3,6 cm

=0,075

b) La razdn de semejanza de los volimenes es:
r'=r®=(0,075)° = 0,000421875

c) Larazén de semejanza de las areas laterales es:
r" =r?=(0,075)* = 0,005625



SOLUCIONARIO

071 | Demuestra que no influye la distancia de separacion de las columnas ABy CD
para calcular la altura h. ;Cuanto mide la altura?

AB _n
CB m

AB  m+n AB  m n
- = %7:74_7
h m h m m
AB AB

- —=14+=

h CB
AB CB + AB

- — = —

h CB

AB - CD

> h=—

AB + CD

El valor de h solo depende de la longitud de AB'y CD.

072 | Calcula la longitud del segmento MN, siendo My N los puntos medios

de las diagonales.
D 8cm o

!

A/ 30cm
oc 8 4 0OC 8 OC OA 38 _AC 38 0OA 30
— =y — 4 ]l=—t]ls === == 5 —=—
OA 30 OA 30 OA OA 30 OA 30 AC 38
OA 30 ,; OA 30 OA OC 38 AC 38 _0C 8
— =S —4l=— el —t —=——=—— o —=—
oc 8 oc 8 oc oc 8 oc 8 AC 38
CA ==
=7 =7 = ——CO
om+co-A omi-A g OM_2 - 1 8 11
2 2 C AC 2 38 38
9 30 -
i_ézi—geiziaﬂziﬁ%mzllcm
oM oM 11 11 OM  MN 11 MmN
AC 38

073 | Obtén el teorema de Pitagoras utilizando solamente el teorema del cateto.
:Se podria demostrar utilizando solo el teorema de la altura?

Mediante el teorema del cateto:

02—m~a}

, —>c?4+bP=m-a+n-a
b*=n-a a=m+n

S+ =(m+n) a0t 0?4 b = 2
Unicamente con el teorema de la altura no se puede demostrar, ya que no
intervienen los catetos, y necesitariamos aplicar también el teorema del cateto.
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EN LA VIDA COTIDIANA

074 | Se ha colocado una antena cerca de un edificio de viviendas. La comunidad
®00 | de vecinos piensa que la zona de acceso restringido es insuficiente
para garantizar su seguridad.

Algunos vecinos aseguran que si la antena se cayera afectaria al edificio.

La sombra de la forre
que sobrepasa la zona
de seguridad mide
40 metros, en el mismo
momento en que la sombra
de los postes de 1 metro,
que delimitan la zona, mide
80 centimetros.

La distancia del edificio
a la valla que delimita
la zona de seguridad
es de 38 metros,

y es, aproximadamente,
el doble de la distancia
que hay de la valla
de seguridad a la antena.

El informe municipal afirma que no existe ningtn riesgo. ;Es correcta
esta informacion?

h
1
76 +40=116m 80 cm
DI o usm
1 0,8

La altura de la antena es de 145 m.
Y la distancia de la antena al edificio es: 76 + 38 = 114 m.

Por tanto, si la antena cayese podria afectar al edificio, pues la distancia
es menor que la altura de la antena. La conclusion del informe municipal
no es correcta.
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SOLUCIONARIO 7

Gema y Manuel son hermanos gemelos,
y les han regalado unos walkie-talkies
el dia de su cumpleafios.

Los hermanos no se separan de su regalo ni un momento.

Yo he quedado para jugar
un partido de baloncesto.

Tengo que ir a la biblioteca
para devolver unos libros.

Deciden ir a sus destinos por calles que forman un angulo de 120°y se llevan
los walkie-talkies.

Si ambos caminan a 5 km/h, ;durante cuanto tiempo siguen recibiendo la sefial?

B

Si x es el tiempo que caminan, la distancia que recorre cada hermano es 5x.

., = = . _ Bx
Los triangulos ABC y EDC son semejantes, luego \DE\ = 7

DE| = | 20| > | AD| = 2

2
Aplicamos ahora el teorema de Pitagoras:
oy 2 . 2
AD° +DC° = AC — Z‘ZX 4+ DC° = 25x2 — DC” = 25x% — %TX - ?x?
DC = ?xz = 5\é§x:4,33x—>50=5\/§-x:8,66x
8,66)(:1O—>x=1—o6=1,1547:1h9min17s

Los hermanos dejaran de comunicarse al transcurrir 1 h 9 min 17 s, es decir,
tras recorrer esta distancia: 5 - 1,1547 = 5,773 km.
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Irigonometria

RAZONES TRIGONOMETRICAS

DE UN ANGULO

SENO COSENO TANGENTE

RELACIONES ENTRE LAS RAZONES

TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO

sen®’ o+ cos? a=1

RAZONES TRIGONOMETRICAS

DE 30°, 45° Y 60°

RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE UN ANGULO CUALQUIERA

REDUCCION DE ANGULOS

AL PRIMER CUADRANTE

COMPLEMENTARIO SUPLEMENTARIO OPUESTO
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Las Bocas del Cielo

Seguro que tenia poderes magicos. Aquel cofre de ébano con adornos de plata ejercia
sobre él tal atraccion que daria lo que fuera por averiguar el contenido que su
maestro, Claudio Ptolomeo, guardaba en él celosamente.

El momento habia llegado y su corazén amenazaba con escaparse por su boca.
Ptolomeo, por fin, habia terminado su trabajo y se disponia a desvelar el misterio.
El joven, Nemes, lo acuciaba hablando sin parar.

—;Sabéis, maestro? Siempre he deseado ver el tesoro del cofre.
A veces sonaba que podia hacerme tan pequeno

como para entrar por la cerradura y al hacerlo el mundo
entero estaba dentro, y corria mil aventuras, y... jpor favor,
decidme lo que hay!

Ptolomeo no pudo contener una risita y mientras abria
el cofre, con gran solemnidad, le dijo:

—Aqui tienes todo el mundo: sus mares y sus tierras,
sus rios y sus desiertos, sus montanas y sus valles.

Nemes no podia dar crédito a lo que veia: un mapa
que representaba todo el mundo. Recorri6 el Nilo
con su dedo vy, de repente, exclamo:

—El nacimiento de la divinidad es como dicen
los sacerdotes: «Encontraras las Bocas del Cielo
mas alla de las Montanas de la Lunax. Pero,
scomo habéis sido capaz de saber el lugar exacto
si nunca habéis estado en esos lugares?

—Hablo con los viajeros, algunos miden los angulos
con los que ven algunas estrellas, y eso me da la
situacion exacta: a angulos iguales les corresponden
distancias semejantes.

La altura sobre el lado desigual, que mide 5 cm,
de un triangulo isosceles es 4 cm. sCudnto mediria
otro semejante si la altura fuera 7 cm?




Trigonometria

EJERCICIOS
001 | Calcula las razones trigonométricas de los angulos cy 3.
a) b)
15 em 25 cm 29 cm
20 cm
20cm 2lem
a) senu:£:0,6 senB:&:OB
25 25
00504:&:0,8 COSBZEZOﬁ
2 25
15 20
g =—"=0,75 lgf=—=133
ga 20 &P 15
b) sena=&:0,69 senB=£:O,72
29 29
COSu:£20,72 0056:&:0,69
29 29
20 21
g =—=0,95 tgfp=—"—=105
Y= g0 =2

002 | Halla las razones trigonométricas de los angulos.

g

33cm

56 cm

h = +56° + 33% =65cm
33

senazizo,% senp = — = 0,51
65 65

005u:§=0,51 cosB:E:O,%
65 65
56 33
lga=—=17 gl =—=0,59
g g B 56

003 | Razona por qué las razones trigonométricas de un angulo no dependen
del triangulo que escogemos.

Si las razones no dependen del triangulo es porque son triangulos
semejantes, y el cociente de sus lados es constante.
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SOLUCIONARIO

004 | Calcula el resto de razones trigonométricas conociendo la que se indica.
a) sena=0,3 b) sen3=0 c) cosy=0,4 d) tgd=2
a) sen® a + cos’a =1 - (0,32 + cos’a =1
— cos a = 1-(0,37 = /091 = 095

sen o 0,3
lga="——>tga=——=032
ga coSs o ga 0,95
b)ser126+cos2B:1—>0+00526:1—>cosB=\/T—>{COSB:1
cosp = -
sen
gp=20_
cos (3

c) sen’ N+ cos® v =1-— sen® v+ (047 =1
—sen~=+1-016 =084 =092

ZLéM{:serz«{_}fngo,92:273
d) sen” §4¢cos” 8 =1| . s_2 coss , ,
send _ , ———> (2-cos§)*+cos® 6 =1
€OoS b
%5-00526:1ec056:L:£
N
Js  2J5

sen6:2vcosé—>sen6:2v?:7

005 | ;Existe algtin angulo con sen o= 0,4 y cos o = 0,67 Justifica la respuesta.
sen® o+ cos? =1
(0,4 +(0,6)°=0,16 + 0,36 = 0,52 # 1 — No existe.

006 | ;Hay algtin angulo con tg oo = 2 y cuyo seno sea el doble que el coseno?

sen o .
g o= =2 > sena =2-cos a — Siexiste.
CoS o

007 | Calcula el valor de las siguientes expresiones.

a) cos 30° — sen 60° + tg45° c) tg60° + sen 45° — cos? 30°
b) cos? 60° — sen? 45° d) tg 30° + tg 60° — sen 30° - cos 30°
a) cos 30° — sen 60° + tg 45° = \/7\/27+1:1
b) cos? 60° — sen?® 45° = 111
4 2 4
c) tg 60° + sen 45° — cos? 30° = \/§+£—§: M
2 4 4
d) tg 30° + tg 60° — sen 30° - cos 30° = §+f—; f— 1315
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008 | Determina la altura de un triangulo equilatero de lado 5 cm, sin aplicar
el teorema de Pitagoras.

h_5-sen60°_5~\/2§_5\égcm

009 | Halla, utilizando las razones trigonométricas, la diagonal de un cuadrado
de 3 cm de lado.

d d= 3 :73 :i:L\/E:S\/Ecm
send5® o 2 2
2
3cm

010 | Razona en qué cuadrante esta cada angulo.
a) seno= 0,8 b) sen3 = -0,8 c) sen~=0,5
cos o= —0,6 cosp=-0,6 tg~= 0,57

a) Segundo cuadrante b) Tercer cuadrante ¢) Primer cuadrante

011 | Indica el signo que tienen las razones trigonométricas de estos angulos.
a) 66° b) 175° c) 342° d) 18° e) 135°

a) Todas sus razones son positivas.
b) Seno positivo, coseno y tangente negativos.
¢) Coseno positivo, seno y tangente negativos.
d) Todas sus razones son positivas.
e) Seno positivo, coseno y tangente negativos.

012 | ;Por qué no existe tg 90°? ;Sucede esto con los angulos cuya amplitud
es un multiplo de 90°?
No existe, porque cos 90° = 0.

Esto sucede con los angulos de la forma 90° + n - 180°, con n un numero entero.

013 | Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos,
teniendo en cuenta que cos 50° = 0,6428.

a) 140° b) 130° c) 230° d) 310°
a) sen 140° = cos 50° = 0,6428 b) sen 130° = sen 50° = 0,766
cos 140° = —sen 50° = —0,766 cos 130° = —cos 50° = —0,6428
tg 140° = — 1 = -0,839 tg 130° = —tg 50° = —1,1917
tg 50°
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c) sen 230° = —sen 50° = —0,766
cos 230° = —cos 50° = —0,6428
tg 230° = tg 50° = 1,1917

d) sen 310° = —sen 50° = —0,766
cos 310° = cos 50° = 0,6428
tg 310° = —tg 50° = —1,1917

014 @ Si sabemos que sen 25° = 0,4226; ;cuales son las razones
trigonométricas de un angulo cuya amplitud es 205°?

sen® 25° + cos? 25° = 1 — cos 25° = /1 - (0,4226)° = 0,9063

sen 205° = —sen 25° = —0,4226

cos 205° = —cos 25° = —0,9063
205° = 180° + 25° —

tg 205° = tg 25° = —04226 = 0,4663
—0,9063
015 | Calcula las razones trigonométricas de 70°, sabiendo que cos 110° = —0,342.

sen® 110° + cos? 110° =1
— sen 110° = V1 — cos? 110° = /1 —(~0,342)> = 0,94
sen 70° = sen 110° = 0,94
cos 70° = —cos 110° = 0,342
tg 70° = sen 70 _ 0,94 _ 275
cos 70° 0,342

70° =180° - 110° —

016 | Expresa las razones trigonométricas de estos angulos en funcién de las razones

de otros angulos del 1.*" cuadrante.

a) 475°
b) 885°

c) 1.130°
d) 695°

a) 475° = 360° 4+ 90° 4 25°
sen 475° = cos 25°
cos 475° = —sen 25°
1
tg 25°

tg 475° =

b) 885° = 2 - 360° + 90° + 75°
sen 885° = cos 75°
cos 885° = —sen 75°
1
tg 75°

tg 885° = —

c) 1.130° = 3 - 360° + 50°
sen 1.130° = sen 50°
cos 1.130° = cos 50°
tg 1.130° = tg 50°

e) 1.215°
f) 985°

d) 695° = 2 - 360° — 25°
sen 695° = —sen 25°
cos 695° = cos 25°

g 695° = —tg 25°

e) 1.215° = 3 - 360° + 90° + 45°
sen 1.215° = cos 45°
cos 1.215° = —sen 45°
1
tg 45°

tg 1.215° = —

f) 985° = 2 - 360° 4+ 180° + 85°
sen 985° = —sen 85°
cos 985° = —cos 85°
g 985° = tg 85°
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017

018

019

020

021

Sabiendo que sen o = 0,2; calcula.

a) sen (90° — o) b) sen (180° — o) c) sen(—a)
a) sen (90° — a) = cos o = 0,98
b) sen (180° — o) = sen o = 0,2

c) sen(—a) = —seno = —0,2

Si sen 18° = 0,309 y cos 18° = 0,951; halla.
a) sen72° b) cos 162° c) tg(—72°)

a) sen 72° = cos 18° = 0,951

b) cos 162° = —cos 18° = —0,951

0) tg (—72°) = —— 1 = _3077
g 18°

Determina la relacién entre los angulos cy 3 si sus razones trigonométricas
cumplen estas condiciones.

a) sen o= cosf3 b) cos .= cos 3 c) sen o= sen3
a) a=90°+0
b) a=n-360°+3
¢) a=180° -8

¢Cual es el area del triangulo, si A = 30°?

B

h:75~sen30°:75~%:37,5m

4 150 - 37,5
2

=28125m?

Halla el area de un hexagono regular de 4 cm de lado.

o = 60°

J3

16- =

_A-4-sen60° 22 6 =24.3 =4157cm?

2

A
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022 | Calcula el area de un triangulo isésceles cuyos lados iguales miden 8 cm
y el angulo desigual mide 45°.
J2
8875
Az— == 16 -2 = 2263 cm?

023

024

025

Félix quiere medir uno de los arboles que hay al lado de su casa. Para ello
ha pedido prestado un teodolito y ha medido algunos angulos y distancias.
¢Cuanto mide el arbol?

X 10m

V3

x-tg 60°=h }_>X\/§:(X+1O).?_>X.2\/§:10-\/§ex:5m

(x+10)-tg 30°=h
h=5.J3=866m

Calcula el area de una parcela triangular, sabiendo que dos de sus lados miden

20 my 30 m, y que los angulos distintos al comprendido entre ellos miden
80°y 70°.

El tercer angulo mide: 180° — 80° — 70° = 30°.
_ 3020 - sen 30°

A =150 m?
2
Halla el valor de x.
\
N
© 20°
30°
X 12m

12+x N3 _12+x
61 2

cos 30° =

5 61-43 =24 4 2x

— X

—61'\/—2_24—40,8m
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ACTIVIDADES

026 | Calcula las razones trigonométricas de los angulos marcados en cada caso.

a) c) 34 cm
10cm B 3
6cm &
16 cm
30cm
8cm
b)
5em 12cm
%
13cm
8 6 8
a) senP =— COSPB =— e =—
P="0 P=70 8P=7%
12 12
b) seny = — cosy = — oy = ——
yseny =3 V=33 87T
c) senﬁzﬁ co0Sd = — tg8=E
34 30
senﬂ:@ cogﬁzﬁ fgﬂzﬂ
34 34 16
027 | Las longitudes de los catetos de un triangulo
rectangulo son 5 cm y 12 cm. Calcula las 12cm
razones trigonométricas de los dos angulos e
agudos del triangulo. o 3
13cm

a=+5"+122 =13 cm
12 5 12

sen o = — = 0,923 cos a = — = 0,385 lga=—=24
13 13 5

12 5

5
sen 3 = — = 0,385 cos 3 = — = 0,923 1y = = 0417
P 13 g 13 &P 12

028 | Halla las razones trigonométricas de los dos angulos de un triangulo rectangulo
cuya hipotenusa mide 3 cm, y uno de sus catetos, 1 cm.

c=+3-12 =J8 cm

8
sen o= ——
3

1
senp = —
’ 3
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Con ayuda de una regla graduada, halla
el valor aproximado de las razones
trigonométricas de los angulos

marcados.
senu:£=0,45 cos<x=4—'1=0,87 tgu:ﬁzo,Sl
47 47 41
41 2,1 41
senp =——=—=0,87 cosf =——=0,45 g =——=196
P 47 P 47 &P 2,1
Dado el siguiente triangulo
rectangulo, calcula las razones
trigonométricas del angulo marcado, 80.cm
utilizando los triangulos mayor 48 cm
y menor. ;Se obtiene el mismo
resultado? Razédnalo. @
100 cm
Utilizando el triangulo mayor:
sena:ﬁ:O,G 00504:&:0,8 tga=@:0,75
100 100 80

Utilizando el triangulo menor:

sena = % =06 cos o =+1-(06) =08 lga= 8: =0,75

i

El resultado es el mismo, ya que los dos triangulos son semejantes.

HAZLO ASI
LCOMO SE TRANSFORMAN GRADOS EN RADIANES, Y VICEVERSA?

¢Cuantos radianes son n grados? ;Y cuantos grados son o radianes?
PRIMERO. Se plantea una regla de tres para calcular las cantidades desconocidas.

360° — 2=« rad 360° — 2~ rad
n —xrad y —arad

SEGUNDO. Al resolver las reglas de tres se obtienen las formulas para pasar de gra-
dos a radianes, y viceversa.

360° — 2x rad } n-2mrad
= =n-——rad
n —xrad 360
360° — 27 rad} = 360 - a e 180 T
y —arad 2% T
Asi, por ejemplo:
300230 = Trad  lrad=1.280 _ 57206° = 57° 17 45"
180 6 T
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032 | Transforma en radianes estos angulos.

a) 45° b) 180° c) 30° d) 60°
a) 45° = = rad ¢) 30° = = rad
4 6
b) 180° = = rad d) 60° = % rad
033 | Pasa a grados los siguientes angulos.
3 ™
a) 2 rad b) 0,33 rad c) 2 rad d) 2 rad
a) 270° b) 18,91° c) 45° d) 114,64°

034 | Calcula las razones trigonométricas de estos angulos, sabiendo que:

1
a) seno= 0,6 b) cos oo = 0,45 c) tga= 0,577 d) senoa= 5

a) sena = 0,6 c) senao =05
cosa = 0,8 cos oo = 0,866
fgu:% tg o = 0,577

b) sen o = 0,89 d) sen a = %
cos a = 0,45 CoS o = 2\4)5
tg o =1,98 fg(x:£

4
035 | Halla el valor de las razones trigonométricas de los angulos si:
a)c050L:l b)sena:l
3 6
22 1
a) sena = —— b) sen o = —
3 6
1 V35
cos o = — cos o = ——
3 6
g o = 2J2 g o = v35
35
036 | Comprueba si son ciertas estas afirmaciones.
a) Si sen oo = 0,45; entonces cos oo = 0,55.
b) Si tg o= 1; entonces cos o = sen .
c) Siseno= cos o ; entonces tg o= 2.
d) Si cos o= 0,8; entonces tg o es menor que 1.
a) Falsa b) Verdadera c) Falsa d) Falsa
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HAZLO ASi
¢COMO SE CALCULAN LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS CON LA CALCULADORA?
@ Calcula sen o, cos vy tg ausi o= 70° 42' 50"

PRIMERO. Se ajusta el Modo (MODE), segiin se midan los angulos en grados o
radianes.

Grados —s [ MODE |{ DEG

Radianes — | MODE || RAD

SEGUNDO. Se introduce el angulo en la calculadora, especificando los grados,
minutos y segundos.

70(orrr) 42 r11) 50(errr)
TERCERO. Se teclea la tecla correspondiente a la razén trigonométrica.
Seno — 70( o711} 42 (o1 11] 50 | sin | = 0,94388...
Coseno — 70( o711 42(er 11150 (cos | = 0,33028...
Tangente — 70 o1 11)42(er11]50 tan = 2,85777...

En algunos tipos de calculadoras, la secuencia de teclas es diferente; primero se
introduce la funcién (( sin || cos )( tan )) y, después, el angulo.

@ Con la ayuda de la calculadora, determina las razones trigonométricas
de los siguientes angulos.

a) 53° 36' 5" c) 17° 42' 57"
b) 50° 12'41" d) 85°50' 12
a) sen o = 0,805 c) sen o = 0,304
cos oo = 0,593 cos oo = 0,953
tg o = 1,356 tg o = 0,319
b) sen o = 0,768 d) sen o = 0,997
cos o = 0,64 cos oo = 0,073
lga=12 tg o = 13,738

@ Halla con la calculadora las razones trigonométricas de 48° y comprueba
que se verifican las igualdades.

a) sen® 48° + cos?48° =1 b) tg48° =
sen a = 0,743

cos o = 0,669
tga =111

sen 48°
cos 48°

a) (0,743)? + (0,669)° = 0,552 + 0,448 =1
0743 _ 111
0,669

b)
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040 | Razona si existe un angulo o que cumpla estas igualdades.

1 1
senou=— Yy CcoOSo=—

No existe ningin angulo que las cumpla, ya que:

[1]2 [1]2 1 1 34
S I e T B e |
3 5 9

— = =
25 225
041 | Decide si existe algtin angulo para el que sus razones trigonométricas puedan
tomar estos valores.
3
a)sena = —

b) sena=m= c) senu:3 d) tga=0,5
a) No es posible (sen o > 1).

c) Es posible (sen o < 1).
b) No es posible (sen o > 1).

d) Es posible.

042 | Razona si hay un angulo o que cumpla estas igualdades.

3 3
seno=— Yy thL:Z

Halla las razones trigonométricas del angulo o, sabiendo que tg o = sen a.

3
S
3
4
2 2
sen’ o + cos® o = [3] +[4] _25 4
5 5 25
Si existe un angulo con esas razones trigonométricas.

sena=tga—>cosa=1—->sena=0—-tga=0

043 | Calcula las razones trigonométricas del angulo agudo o, si sen o= 2 - cos a.
sen o =2 -cos o

sena =2-0447 = 0,894

1=sen’ a+cos®> a=4-cos®> o+ cos®>a=5-cos® a — cos a = 0447
2-C05 a

lgo=—-—"7-—=2

cos o

044 | Si cos o. = sen o, halla cuanto valen sus razones trigonométricas,
siendo o un angulo agudo.

Sen o = Cos o

1=sen’ a+cos®a=cos®> a+cos®>a=2-c0s°>a —Cosa=———

J2
sen o = ——

Sen o
g o

=1
coSs &
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045 | Calcula el valor de las expresiones.
a) sen 60° + sen 30° — tg 30°
b) sen? 45° + cos® 60° — sen? 30°
c) tg60° — tg 30°
d) cos 60° - cos 30° + sen 60° - sen 30°

a) sen 60° + sen 30° — tg 30° = 3 i,i: V3 +3
2 2 3 6
b) sen? 45° + cos?® 60° — sen® 30° = 1 + 111
2 4 4 2
¢) g 60° — tg 30° = \/3 — J— 25
d) cos6O°~00530°—1—ser760°-ser730°:l~£—|——3~l:—3
2 2 2 2 2
046 | Razona si estas igualdades son ciertas.
a) sen? 30° + cos? 60° = 1
b) 3 -tg30° = tg60°
c) sen 45° + cos 45° = 42
d) cos 30° + sen 60° = tg 30°
. 5 oo S| 1 1
a) Cierta: sen® 30° + cos® 60° = — + — = —
4 4 2
b) Cierta: 3 - tg 30° = 3 - L =3 =g 60°

c) Falsa: sen 45° + cos 45° = L + \/25 —J2 =42
\E

d) Falsa: cos 30° + sen 60° = — + \/23 =3 = tg 30°

047 | Comprueba que se verifica esta relacién: sen? o+ cos? oo = 1, cuando o mide:

a) 30° b) 60° c) 45°

2 o 2 o 1 3

a) sen® 30°+cos® 30°= —+ — =1
4 4
2 o 2 ) 3 ]-

b) sen® 60° 4 cos® 60° = — + — =1
4 4
2 o 2 o ]- 1

c) sen® 45° + cos® 45 :E+E=1
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048 | Halla el valor del lado x sin aplicar el teorema de Pitagoras.
a) b)

Q X
x 2
30°

2cm

60°
20cm

a) Es un triangulo isdsceles con los angulos iguales que miden 60°, y el tercer
angulo es también de 60°, por lo que es equilétero, y los tres lados

miden 20 cm.
b)£200330°:£—> X = 43 cm
2 X 3

049 | Dibuja los siguientes angulos en la circunferencia goniométrica y di cual es
el signo de sus razones trigonométricas.

a) 340° b) 256° ) %rad d) 133° o) %‘rad f) 4 rad

s ™
Angulo 340° 256° 3 rad % rad
Seno — — + 133¢
Coseno + — +
Tangente - + +
Angulo | 133° | "™ rad| 4rad e

4 340°
Seno + — —
Coseno — + — 4 rad ™ rad
Tangente — — + 256° 4

050 | Halla las razones trigonométricas de un angulo si el punto P tiene las siguientes
coordenadas. Identifica el angulo en cada caso. Y

1
a Pl L, _\/§] R/\ Q
2" 2 \
71/ 1
a2, 2| \ .
2 2 /
or[3.1] B
2 '2 1 P
a)senoaz—ﬁ b)sena:ﬁ c)senu:i
2 2 2
1
COS v = — COS@:Q COSOL:—i
2 2 2
l‘gu:\/g ga=1 l‘g(x:f
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051 | Dibuja los siguientes angulos en una circunferencia de radio 4 cm.

Mide y calcula las razones trigonométricas, e indica si es relevante que el radio
mida 4 cm.

a) 70° b) 180° c) 125° d) 320°

/0 ‘ 125° ‘ ‘
B 180° ’ |
o -

.
| \I

320°

a) sen 70° = 0,94 c) sen 125° = 0,82
cos 70° = 0,34 cos 125° = —-0,57
tg 70° = 2,75 tg 125° = —-1,43

b) sen 180° = 0 d) sen 320° = —0,64
cos 180° = —1 cos 320° = 0,77
tg 180° = 0 tg 320° = —0,84

No es relevante que el radio mida 4 cm.
052 | Calcula las razones trigonométricas que faltan.
a) cos o = —i, para 180° < o < 270°
7
b) sen o = l, para 0° < o < 90°
3
c) cos o = —%, para 90° < o < 180°

d) sen o = —%, para 270° < o < 360°

J33 2J2
a)senu:—T c)senu:T
J33 tg o= 242
tfga ="
4
22 J21
b) cos o = —— d)COSOLZ?
4 21

053 | Averigua para qué angulos son ciertas las siguientes igualdades.
a) cos o= sen b) tg o= sena c) cosa=3-sena

a) o = 45° + n - 180° b) o = +n-180°  ¢) o = 18°26'6"
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054 | ;Cuantos angulos tienen el mismo seno que un angulo dado?
Infinitos angulos, siendo dos &ngulos por cada vuelta de circunferencia.

055 | Indica el signo que tienen las razones trigonométricas de estos angulos,
identificando el cuadrante en el que se encuentran.

a) 140° b) 653° c) 50° d) 470° e) 9° f) 1.111°

140° | 653° 50° 470° 9° 1.111°
sen + - + + + +
cos - + + - + +
tg - - + - + +

056 | Di si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas, razonando la respuesta.

a) cos 390° = sen 60° d) cos 850° = —cos 50°
b) sen 405° = cos 45° e) tg7.200° = cos 90°
c) sen 520° = cos 30° f) sen 120° = —sen 60°

a) Verdadera; cos 390° = cos (360° + 30°) = cos 30° = sen 60°

b) Verdadera; sen 405° = sen (360° + 45°) = cos 45°

c) Falsa; sen 520° = sen (360° + 160°) = sen 160° = cos 70°

d) Verdadera; cos 850° = cos (2 - 360° + 130°) = cos 130° = —cos 50°
e) Verdadera; tg 7.200° = tg 0° = cos 90°

f) Falsa; sen 120° = sen 60°

057 | Calcula las razones trigonométricas de los angulos, reduciéndolas a otras
razones conocidas de angulos del 1.*" cuadrante.

a) 210° b) 240° c) 315° d) 330°
a) sen 210° = —sen 30° = —% c) sen 315°= —sen 45° = —\/25
cos 210° = —cos 30° = —\/25 cos 315°= cos 45° = \/25
g 210° = tg 30° = \/35 tg 316°= —tg 45°= -1
b) sen 240° = —sen 60° = —\/E d) sen 330°= —sen 30°= —%
cos 240° = —cos 60° = f% cos 330°= cos 30°= \/25
g 240° = 1g 60° = /3 tg 330°— —tg 30°— — V3

w ‘

058 | Halla las razones trigonométricas de los angulos, reduciéndolas a otras razones
conocidas de angulos del 1.°" cuadrante.

a) 390° b) 480° c) 585° d) 600° e) 690° f) 675°



SOLUCIONARIO

a) sen 390° = sen 30° = % d) sen 600° = —sen 60° = ———
cos 390° = cos 30° = \/25 cos 600° = —cos 60° = —%
tg 390° = tg 30° = f tg 600° = tg 60° = \/3

b) sen 480° = sen 60° = \/25 e) sen 690° = —sen 30° = —%
cos 480° = —cos 60° = —% cos 690° = cos 30° = \/5
lg 480° = —1g 60° = 3 tg 690° = —1g 30° = \/j

c) sen 585° = —sen 45° = \/25 f) sen 675° = —sen 45° = fﬁ
cos 585° = —cos 45° = \/25 cos 675° = cos 45° = \/25
g B585° =tg 45° =1 tg 675° = —tg 45° = —1

059 | Sabiendo que sen 20° = 0,342; calcula las razones trigonométricas
de los siguientes angulos.
a) 110° b) 200° c) 340° d) 380°

a) sen 110° = cos 20° = 0,94 c) sen 340° = —sen 20° = —0,342
cos 110° = —sen 20° = —-0,342 cos 340° = cos 20° = 0,94
g 110° — — 1 — 2747 tg 340° = —tg 20° = —-0,364

tg 20°

b) sen 200° = —sen 20° = —0,342 d) sen 380° = sen 20° = 0,342
cos 200° = —cos 20° = —0,94 cos 380° = cos 20° = 0,94
tg 200° = tg 20° = 0,364 tg 380° = tg 20° = 0,364

060 | Reduce estos angulos al 1.* cuadrante.
a) 1.930° b) 375° c) 5.350° d) 999°

a) 1.930° =5 -360° + 130°
Sus razones trigonomeétricas se calculan a partir de las razones de:
180° — 130° = 50°.

b) 375° = 360° + 15°
Sus razones trigonomeétricas son las mismas que las razones de 15°.

c) 5.350° = 14 - 360° + 310°
Sus razones trigonométricas se calculan a partir de las razones de:
360° — 310° = 50°.

d) 999° = 2 . 360° + 279°
Sus razones trigonométricas se calculan a partir de las razones de:
360° — 279° = 81°.

V3
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061

062

063

064

Si sen = —0,2 y o pertenece al 4.° cuadrante, calcula cos oy tg o.

sen o = —0,2
cos oo = 0,98
tg o = —0,205

Si cos o= —0,5; jqué se puede afirmar del angulo o?

Se puede afirmar que el angulo o esta en el segundo o tercer cuadrante,
y es un angulo del tipo 180° 4 30°.

. 3 L -
Si sen o= 2 y aes un angulo agudo, halla sin utilizar la calculadora.

a) sen (90° — )
b) cos (180° — o)
c) tg

J7

cos o = ——
4

a) sen (90° — o) = cos o = T7

b) cos (180° — a) = —c0S o = \/47
sen o 3\/7
c)lga= = >
CoS o 7
Si cos (180° — ) = —% y aces un angulo del 1.* cuadrante, calcula.
a) sen o
b) cos (90° — o)
c) tg(—)
o\2

sen (180° — o) = ——
3

22

a) sen o = sen (180° — ) = T

22

b) cos (90° — o) = sen o = sen (180° — o) = T

) tg(—a) = —tga = tg (180° —a) = —2/2



SOLUCIONARIO

065 | Si cos o= % y aes un angulo agudo, calcula.

a) sen (90° + o) c) cos (—a)
b) cos (180° + o) d) sen (90° — o)
J11
senaoa = ——
6
5 5
a) sen (90° + a) = cos o = E c) cos (—a) = cos a = E
o 5 5 5
b) cos (180° + o) = —cosa = o d) sen (90° — o) = cos o = o

066 | Si sen42° = 0,669 y cos 42° = 0,743; calcula las razones trigonométricas
de 48°.

sen 48° = 0,743
cos 48° = 0,669
tg 48° = 1,111

067 | Sabiendo que sen 35° = 0,574; halla las razones trigonométricas de 55° y 145°.

sen 55° = 0,819 sen 145° = 0,574
cos 55° = 0,574 cos 145° = —0,819
tg B5° = 1,428 tg 145° = —0,7

068 | Dado cos 24° = 0,914; obtén las razones trigonométricas de su angulo
complementario.

sen 66° = 0914
cos 66° = 0,407
tg 66° = 2,246

069 | Calcula las razones trigonométricas de 66°, siendo cos 114° = —0,407.

sen 66° = 0,914
cos 66° = 0,407
tg 66° = 2,246

070 | Determina el area de un triangulo, sabiendo que dos de sus lados miden 10 cm
y 15 cm, y que los angulos distintos al comprendido entre esos lados
miden 80°y 70°.

El tercer &ngulo mide: 180° — 80° — 70° = 30°.

_30-20 - sen 30°

A = 150 cm?
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Trigonometria

071 | HAZLO ASI

¢{COMO SE CALCULA EL AREA DE UN TRIANGULO ISOSCELES, CONOCIENDO SUS LADOS
IGUALES Y SU ANGULO DESIGUAL?

Halla el area de un triangulo isésceles de lados iguales 5 cm y el angulo desi-
gual 30°.

PRIMERO. Se halla la medida de los angulos iguales.
3+ a+ a=180°

OLIM=75O

SEGUNDO. Se calcula la altura.

sen75°=g—>h:5~sen75°=4,83cm

TERCERO. Se determina la longitud de la base.

cos 75° = % — x=5.cos 75° =129 cm
Por tanto, la base mide: 1,29 - 2 = 2,58 cm

CUARTO. Se halla el area.
_b-h 258-483
2

A = 6,23 cm?

072 | Halla el area de estos triangulos isésceles.

a) Llamando ba la base y h a la altura del triangulo:

h=28"-senb0°=6,13 cm; b =8-c0s50°=5,14cm

2
i . b-h 5
El area del triangulo es: A:T =514-6,13=31,5cm".
b) h—7-sen45°—7~\/2§—4,95cm
2_7-00545°_7-\/2§_4,95cm

El area del triangulo es: A = % =4,95-4,95=245cm?
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SOLUCIONARIO

073 | ;{Cuanto miden los catetos de un triangulo rectangulo isésceles si la hipotenusa
mide 10 cm?

Denotamos por x a cada cateto, y sabiendo que los angulos agudos miden 45°:

J2

00545":% — x=10" cos45° = 10-7=5\/§cm

074 | Calcula el valor de la apotema de un decagono regular de lado 20 cm.
¢Cual es su area?

El angulo central del decagono mide: 360° : 10 = 36°.

tg[% ]—tg18°—1oaa—31,250m
2 a
4 20-10-3L256 550 0

2

075 | Halla el area de un decagono regular y de un octégono regular, ambos de 6 cm
de lado. ;Cual es mayor?

Decagono:
El angulo central del decagono mide: 360° : 10 = 36°.

tg[3§]_tg18°_3_>a_9,37cm Ad:%~10:281,1cm2
a

Octégono:
El &ngulo central del octégono mide: 360° : 8 = 45°.

45°

6-a
1§
e[

.8 =175,44 cm?

]_tg22,5°_3—>a_7,31cm A, =
a

Tiene mayor area el decagono.

076 | Determina el area sombreada de este octégono regular.

14 cm
o= oy
14 . [14 : %
A= 5 ) _ 236,59 cm?
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077 | HAZLO ASI
¢COMO SE CALCULA EL AREA Y EL PERIMETRO DE UN TRAPECIO RECTANGULO?

Calcula el area del siguiente trapecio rectangulo.

700 TTeel.

75 cm

60 .-

PRIMERO. Se halla la medida de sus bases.

b
tg 60° = ——
€ 75
b=75-tg60° = 75-43 = 1299 cm
B
tg 70° = —
g 75

B=75-tg70°=75-275= 206,25cm

SEGUNDO. Se calcula su éarea.
_B+b e 206,25 + 129,9
2

A .75 = 12.605,625 cm?

078 @Calcula el area y el perimetro del siguiente trapecio rectangulo.

75 Tt

60 cm

550 <"

B =60-tg 75° = 22392 cm
b =60 -fg 55° = 85,69 cm
c = 607 + (223,92 — 85,69)* = 150,69 cm

El area es:

223,92 + 85,69
2

A= 60 = 9.288,3 cm?

El perimetro mide:
P = 223,92 4+ 85,69 + 60 + 150,69 = 520,3 cm
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SOLUCIONARIO

¢Cuanto mide el arbol?

h=05+20-tg60°=0,5+ 34,64 =3514m
El arbol mide 35,14 metros de altura.

Calcula la altura de la torre.

Denotando por h a la altura de la torre, se obtiene:

@4502%_>h:25-tg45°:25-1:25m

La torre mide 25 m de altura.

¢A qué distancia me encuentro de un edificio de 50 m de altura si observo
su parte mas elevada con un angulo de 60°?

Siendo d la distancia a la que me encuentro del edificio:

tg60°:570—>d— 50 :570:28,87m

g6 V3

Una cometa esta unida al suelo por un hilo de 100 m, que forma
con la horizontal del terreno un angulo de 60°. Suponiendo que el hilo
esté completamente estirado, halla la altura a la que esta la cometa.

h=100~sen60°=100-\/2§=50\/§m
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Una lancha esta amarrada al muelle por una maroma de 25 m, que forma
con la horizontal de la orilla un angulo de 30°. Suponiendo que la maroma esté
completamente estirada, halla la distancia a la que esta de la orilla.

Distancia = 25 - sen 30° = 12,5 m

Calcula la profundidad de un pozo de 2 m de ancho si vemos el borde opuesto
del fondo con un angulo de 30°.

El pozo tiene 3,46 m de profundidad.

Determina la superficie de un logotipo con forma de pentagono regular inscrito
en una circunferencia de 5 cm de radio.

El angulo central mide 72° y su mitad es 36°.
a=>5-cos 36°=4,05cm /\
X =5-sen36° =294cm
b=2x=583cm A
4,05 -5,88
T2

A =1191cm? ~

Desde un barco vemos la luz de un faro con una inclinacién de 20° y,
después de avanzar 18 km en esa direccion, se ve con un angulo de 30°.
¢A qué distancia estamos del faro?

x-1g30°=hl _  058=(x+18)-0,36
(x +18)-1g 20° = h
5 0,22x = 6,48 — x = 29,45 km

La distancia es: 18 + 29,45 = 47,45 km.
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SOLUCIONARIO

Halla la cantidad de chapa necesaria para fabricar una seial de STOP
de forma octogonal, sabiendo que la diagonal marcada mide 1,25 m.

| W Y
|

La cantidad de chapa necesaria para fabricar esta sefial es equivalente
al area de un octégono regular inscrito en una circunferencia
de 1,25:2 = 0,625 m de radio.

Dividimos el octégono en 8 triangulos isésceles iguales. El &ngulo desigual
de cada triangulo isdsceles es un angulo central de 360° : 8 = 45°,
Si llamamos A y B a los otros dos angulos, se obtiene:
A=B - 180° - 45° .
A+ B+ 45° = 180°} — A :#:67’5
Si hes la altura del triangulo y b es la base:

h=0,625-sen67,5°=0,58 m
g =0,625- c0s67,5°=0,24 m

:%:0,24 -0,58=0,14m?* - Apa=0,14-8=1,1m?

En un acantilado, situado a 32 m sobre el nivel del mar, se divisan
dos embarcaciones. Halla la distancia de las mismas si los respectivos angulos
son de 30°y 60°.

Sean x e y las distancias indicadas en el gréfico.
tg30° = 3% 5 x=32-tg30° = 18,48 m

tg 60° = ;—2 > y=32-1g60° = 5543 m

La distancia entre las embarcaciones es: 55,43 — 18,48 = 36,95 m.
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Desde cierto punto del suelo se ve la parte superior de una torre formando
un angulo de 30° con la horizontal. Si nos acercamos 75 m hacia el pie
de la torre, ese angulo es de 60°. Halla la altura de la torre.

Llamando h a la altura de la torre y x a la distancia al pie de la torre:
x-1g30°=h

(x—75)~tg60°:h} = X 830" ={x - 75) - lg 6

— x-tg30° — x- tg60° = —-75 - tg60°
_ -129,75

- 057-173
h=x-1g30°=112,53-0,57 = 64,14 m. La torre mide 64,14 m de altura.

— x-(tg30° — tgb0°)=—-75-1,73 — x =11253m

Desde la playa se observan dos barcos. Calcula la distancia que hay entre ellos
con los angulos que se indican.

Sea d la distancia que hay entre los dos barcos.
Hallamos la medida de by B.

tg50°:% — b=20-1g50°=23,84m

tg6O°=2% — B=20-1g60° =203 =3464m

Utilizando el teorema de Pitagoras:
d> =207 4 (34,64 — 23,84)> =516,64 — d=+/51664 =2273m
Por tanto, los dos barcos distan 22,73 m.

Desde la cima de una montaia, a una altura de 1.114 m, vemos una aldea

y una granja situadas en el valle que esta a una altura de 537 m sobre el nivel
del mar. Si observamos la aldea con un angulo de 68° y la granja con uno de 83°:
a) ;Cual de los dos lugares esta mas cerca de la montafia?

b) Si la montafa, la aldea y la granja se encuentran alineadas, halla la distancia
que hay entre la aldea y la granja.

a) Esta mas cerca el lugar que se observa con menor grado, es decir, la aldea.
La distancia a la aldea es: (1.114 — 537) - tg68° = 1.428,13 m.

b) La distancia a la granja es: (1.114 — 537) - tg83° = 4.699,29 m.
La distancia entre la aldea y la granja es: 4.699,29 — 1.428,13 = 3.271,16 m.
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SOLUCIONARIO

El piloto de un avién observa un w millasm_ .

punto del terreno con un angulo
de depresion de 30°. Dieciocho
segundos mas tarde, el angulo
de depresion obtenido sobre

el mismo punto es de 55°.

Si vuela horizontalmente y a una
velocidad de 400 millas/hora, halla la altitud de vuelo.

18

La distancia recorrida por el avién es: 400 - = 20 millas.

X -1g 55° = h — x-143 = (x+20)-0,58
(x +20) - tg 30°= h

— 0,85x = 11,6 - x = 13,65 millas
h =13,65-1,43 = 19,52 millas. La altitud de vuelo es de 19,52 millas.

En un acantilado, situado

a 50 m sobre el nivel del mar,
se encuentran dos amigos.
Uno de ellos observa un barco
con un angulo de depresion
de 60°, y el otro mira

un avion, situado encima

del barco, con un angulo de
elevacion de 45°.

a) ¢A qué distancia se encuentra el barco de la costa?
b) ;A qué altura vuela el avion?
¢) ;Cual de los dos elementos esta mas lejos?

a) Llamando d a la distancia a la que se encuentra el barco de la costa:

tg30°:% > d:50-z‘g30°:50-\/3§:28,87m

El barco se encuentra a 28,87 m de la costa.

b) Teniendo en cuenta que el avion esta situado encima del barco, se obtiene:
tg45° = _h — h=28,_87 - tg45° = 28,87 m
28,87
El'avion vuela a: 50 + 28,87 = 78,87 m de altura sobre el mar.

c¢) Siendo d, la distancia a la que se encuentra el barco, y d, la del avién:
50 5 2

d = =50- =57,7m
' cos 30° \/§

o 88T osEy 2887
sends’ = ———_ d, =% _ ——
ds °7 sen 45° V2

2
Luego el barco estda mas lejos de los amigos que el avion.

=40,8m
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Dos poblaciones, Ay B, estan situadas
en una carretera que va del norte al sur.
Otra poblacion, C, a 10 kilémetros

en linea recta de la carretera anterior,
esta situada a 20° al sureste de Ay a 30°
al sureste de B.

¢Qué distancia separa A de B?

=19 5747km
tg 20°

Bp =19 _1730km
tg30°

AB = AP — BP = 10,15 km

La superficie de un terreno de forma de trapecio es 1.200 m?. Sabiendo
que tiene dos angulos de 45° y que la base menor mide 65 m, calcula la base
mayor y la distancia entre las bases.

65cm

tg45°:£ﬁx:h
X

65 + (65 + 2x)
2

“h=1200 2= 2 £ 65h —1.200 = O

N h=15
h = —80 (solucién no valida)

B=656+2x=5m

La base mayor mide 95 my la distancia entre las bases es 15 m.

:Cuanto se obtendra por vender esta parcela si se paga a 300 €/m??

_ 120 - (50 - sen 40°)
2

Precio = 1.928,36 - 300 = 578.508 €

A = 1.928,36 m?
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SOLUCIONARIO

Calcula la superficie de este terreno.

S
BAC = 33° 45’
PSS
CAD = 24° 13’
PO
DAE = 42° 15’
S
EAF = 33°41'

220 - 245 . sen 33° 45'

Apgac = > = 14.972,62 m?
Aoy = 232 - 245 ~zsen 24°13 _ 11.657,55 m?
Avse = 142 - 232 ~Zsen 42°15" 11.698,17 m?
A = 151-142 ~zsen 33°41 5.945,9 m?

A = ABAC + ACAD + ADAE + AEAF = 44274,24 m2

Sin utilizar la calculadora, ordena de menor a mayor.
a) cos 24° sen113° cos 292° b) tg242° 1,70

a) cos 24°
sen 113° = sen (90° + 23°) = cos 23°
cos 292° = cos (360° — 68°) = cos 68°
En los dngulos agudos, cuanto mayor es el angulo, menor es el coseno.
cos 292° < sen 113° < cos 24°

b) tg 242° = tg (180° + 62°) = tg 62°
tg 60° = /3 > 1,70

En los dngulos agudos, cuanto mayor es el angulo, mayor es la tangente.
1,70 < tg 62°

Dos lados de un triangulo miden 15 cmy 20 cm.
a) ;Cual es el area maxima que puede tener ese triangulo? ;Por qué?
b) ;Qué tipo de triangulo es en ese caso?

a) El &rea de un tridngulo es:

A:a‘b-senoa sen a<1 Aga'b
2 2
A< 15-20 _ 150

El mayor valor que puede tomar es 150 cm?, cuando el seno vale 1.

b) El méaximo valor se da cuando el seno es igual a 1, es decir, cuando
el angulo mide 90°, luego es un triangulo equilatero.
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Deduce una férmula para tg (o + 3) a partir de la longitud de los segmentos
de la figura.

D E C
F 1m
a+p
o
A B
AB
gla+p)=—=
F

EN LA VIDA COTIDIANA

Los datos en los medios de comunicacion sobre los incendios que han tenido
lugar en el pais durante el verano no han sido muy desfavorables. Sin embargo,
el altimo fin de semana se ha producido un incendio en uno de los parques
naturales.

Desde uno de los helicépteros de proteccién civil, situado en el radar
en el origen de coordenadas, el piloto observa un fuego en direccion Norte
y la situacion del lago mas cercano a 25° y de la piscina municipal a 120°.




SOLUCIONARIO

Desde la torre de control les dan el aviso de que el viento empieza a ser
mas fuerte, y que es necesario que el incendio sea controlado antes
de que se propague.

La distancia al fuego Y la distancia
es de 10 km. al lago es de 20 km.

¢{Adoénde iran a recoger agua?

Piscina
e
*\
W dh
d
N d
\/‘ "E) ---- @ Lago
10 R\ %
SN 25
T T
a a

Hay que calcular la menor de estas distancias: 20 + d», d + d;.

d, = (10 - sen 65°7? + (20 — 10 - cos 65°7° = 18,2 km
— 20+ d, = 38,2km

4=720cos25°=1813 »d = 3 - 1813 _ 55001
cos 60° 0,5

d, = \/(10 - sen 30°)? + (36,26 — 10 - cos 30°)? = 28,05
— d+d; = 64,31 km

Iran a recoger agua en el lago.
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102 | El Ayuntamiento ha decidido
construir viviendas de proteccién
oficial en un terreno.

Para realizar el proyecto
han contratado a un estudio
de arquitectos.

Los encargados municipales no les han proporcionado las dimensiones
del recinto, y uno de los aparejadores ha visitado el terreno para hacer
las mediciones.

Luego han presentado el estudio incluyendo redes geodésicas del terreno,
formadas por puntos desde los cuales se mide con gran precision y que,
ademas, son los vértices de triangulos adosados unos a otros.
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SOLUCIONARIO

Con estos datos, determina la superficie de terreno que va a ser edificable.

h = 33 -sen 50° = 25,28 m
a=33-cos50°=2121m
b =+30% -2528% =16,156m

h' =43 -sen 70° = 40,41 m

Ao = (a+b)-h _ 3736-2528 _ 472,23 m?
2 2
Anse — (a+ 5) h 37,362~ 4041 _ 754.86 m?

A= Aucp + A = 472,23 + 754,86 = 1.227,09 m?

La superficie del terreno que ser4 edificable es de 1.227,09 m2.
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Vectores y rectas

B

MODULO DIRECCION SENTIDO

| | |

MULTIPLICACION
POR UN NUMERO

| | | | |

VECTORIAL PARAMETRICAS CONTINUA PUNTO-PENDIENTE EXPLICITA ~ GENERAL

POSICIONES DE DOS RECTAS
EN EL PLANO

SUMA RESTA
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Destino: el futuro

El agudo silbido despert6 al monstruo, que comenzoé a moverse
lentamente entre chirridos metalicos y nubes de vapor.

Apenas la locomotora hubo iniciado la marcha, dos jovenes,
Sonia y Fedia, abandonaron el compartimento donde estaban
sus padres y su hermana mayor, y atravesando algunos vagones
llegaron al furgon de cola, desde donde vieron alejarse

su ciudad, Palibino.

Para Fedia, el tnico hijo varon, el viaje a San Petersburgo
era una auténtica aventura; a sus doce anos le habian contado
tantas maravillas del lugar que queria conocerlo todo.

La cara de Sonia, una adolescente de quince anos, también
reflejaba felicidad, pero sus motivos eran diferentes que los
de su hermano; para ella, San Petersburgo representaba

la posibilidad de continuar profundizando en los estudios,
y anos mas tarde, ya convertida en la sefiora Kovalevskaya,
todavia recordaba este momento.

Al tiempo que los dos hermanos iban sumergiéndose cada
uno en sus propios pensamientos, la ciudad se convertia
en un pequeno punto, desde donde nacian los rectos railes
que los llevaban al futuro.

Los railes del tren se pueden considerar como dos rectas
paralelas. ;En cudntos puntos se cortan? Y si no fueran
paralelas?

Dos rectas paralelas no se cortan
en ningun punto. Si las rectas no fueran
paralelas, se pueden cortar en un punto
cuando son secantes, o en todos

los puntos cuando son coincidentes.




Vectores y rectas

EJERCICIOS

001 | ;Cuales son las coordenadas de los vectores?

—

AB = (5, 3) Y .
CD = (2, -3) I B\
EF = (-4, -3) e 7

002 | Dibuja dos vectores diferentes que tengan el mismo médulo, distinta direccion
y diferente sentido.

003 | Expresa estas situaciones con vectores, indicando su médulo,
direccion y sentido.

a) Un barco sale de Canarias con direcciéon Norte a una velocidad
de 10 nudos.

b) Un barco sale de Azores con direccion Sureste y una velocidad
de 12 nudos.

a)

10 nudos

b)
12 nudos

004 | ;Qué diferencias hay entre AB y BA?

Son vectores con igual moédulo y direccion, pero con distinto sentido.
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SOLUCIONARIO

Dibuja dos vectores equivalentes a cada vector y otros dos paralelos.

Y Y

._J
m

77” ] | ;Jr L] N

Dados los puntos A(—2, 0), B(0, 0) y C(3, —2), representa y calcula
las coordenadas y el médulo de los vectores AB, BC y AC.

Y
RS R - AB = (2,0) |ABl=2
Y
SR} BC =@3,-2) IBCl= 13
D
Y
SESNaEa) AC =(5,-2) IACl= 29

Dados los puntos A(0, 0), B(1, 1) y C(0, 2), halla las coordenadas
de un punto D para que los vectores AB y CD sean equivalentes,
y también para que sean paralelos.

AB=(1,1)

SeaD(a, b) » CD=(a—0,b—2)=(a b—2).

Para que los vectores sean equivalentes:

(I, )=(a b-2)

Las coordenadas de D son (1, 3).

|AB| = \/E y |CD| = \/5 , porque dos vectores equivalentes tienen
el mismo maédulo.

Para que los vectores sean paralelos:

a_»b=-2 .5

1 1

Las coordenadas de Dson (b — 2, b); por ejemplo, (2, 4).
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008 | Las coordenadas de los puntos A, B, Cy D son:
A(0,0) B(-1,3) €(-2,-2) D(1-3)
Calcula el resultado de estas operaciones.

a) AB + CD ¢) CD — AB e)CD — CD
b) AB — CD d) AB + AB f) —AB — CD
AB = (-1, 3) CD =(3,-1)
a) AB + CD = (2, 2) d) AB + AB = (-2, 6)
b) AB — CD = (—4, 4) e) CD — CD = (0, 0)
c) CD — AB = (4, —4) f) —AB — CD = (-2, —2)

009 | Los puntos A(—1, 1), B(0, 2) y C(2, 0) son los vértices de un triangulo.
Halla las coordenadas de los vectores que forman sus lados.

=

AB=(1,1) BC=(2, -2 CA=(-31

010 | Siu =(-3,2)

011 | Sabiendo que A(3, —4) y B(5, 2), calcula k - AB.
a) k=3 b) k= -2 c) k=5 d k= —

AB = (2, 6)

a)3-AB =3-(2,6)=(6,18)

b) —2-AB =-2-(2,6) = (-4, —12)
¢)5-AB =5-(2,6)= (10, 30)

d) %~A_B> -(2,6)=(1,3)

N |

012 | Efectua las siguientes operaciones analitica y graficamente, si v = (6, 2)
yv =(-2,1).
a) 2u +3v
b) (-1).v —u

a)2-(6,2)+3:(=2,1)=(12,4) +(-6,3) = (6,7)
b) (=1)-(-2,1) - (6,2) =2, -1) - (6, 2) = (-4, -3)
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SOLUCIONARIO

Sabemos que A’ es el transformado de A por la traslacién de vector u.
Calcula xe y.

a) A(0,2) L=y aq_2 a) ¢) Alx, y) “L=2 3 4q_g, 6)
b) A(—1, —2) L =%3, A5 ) d) Alx, 8) =725 aq10, 5)
A U=y =(-24-00,2=(-2,2 -x=-2,y=2
b) (=1, -2)+ (x,3)=(5,)) 5 x=6,y=1
Q) N+ (=2,-3)=(-4,6)>x=-2,y=9
d) (x,8) +(7,) =(10,5) - x=3,y= -3

Dados los puntos de coordenadas A(—1, 7) y B(0, 1):

a) Calcula el vector director de la recta que pasa por Ay B.
b) Halla la ecuacién vectorial de dicha recta.
a) V=AB = (1, -6)
b) Ecuacién vectorial de la recta: (x, y) = (=1,7) + t- (1, —6)

Calcula la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A(0, —4)
y tiene como vector director v = (—1, 7).

La ecuacioén vectorial de la recta es: (x, y) = (0, —4) + t- (-1, 7).

Determina la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A(—2, 3)
y tiene como vector director:

av=349 b) —v = (-3, —4) c) 2v = (6, 8)
Escribe cinco puntos de cada una de las rectas. ;Qué caracteristica tienen
en comun estas tres rectas?

a) (x, »=(-2,3)+1-(3,4)

b) (x, ) =(-2,3)+t- (-3, -4)

c) (x, »)=(-2,3)+1-(6,8)

Los cinco puntos pueden ser: (=2, 3), (1, 7), (4, 11), (-5, —1) y (-8, —b).

Las tres rectas son coincidentes.

Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto A(0, —4)

y tiene como vector director v = (—1, 7).

x=0+4+(-1)-t x =—t
y:—4+7-t}_) }

;Cuales son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto A(2, 3)

y tiene como vector director v = (—1, 0)?

Ecuaciones paramétricas:
x=2+(-1)-t . X=2-t
y=3+0-t y=3
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019 | Dados los puntos A(—1, 7) y B(0, 1), halla:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por ellos.
b) Tres puntos que pertenezcan a dicha recta.

a) El vector director de la recta es: v = AB = (1, —6).
Las ecuaciones paramétricas son:
Xx=-1+1-t }_) x:—l—b—t}
y=7+(-6)t y=7-6t

b) t=1—-x=-1+1=0 y=7-6-1=1
[=2->5x=-1+2=1 y=7-6-2=-5
f=—-1->x=-1-1=-2 y=7-6-(-1)=13

020 | La siguiente grafica muestra una recta. 14

a) Escribe las ecuaciones paramétricas
y la ecuacioén vectorial.

b) ;Pertenece el punto (—6, 4) a la recta?

A
La recta pasa por los puntos A(—1, 2) ot B
y B3, 1). 14 .
El vector director de la recta es: DEEREEE

V=AB=(4-1)
a) Las ecuaciones paramétricas son:
x=—-14+4-t }_} x:71+4t}
y=24+(1-t y=2-t
La ecuacion vectorial es: (x, y) = (=1,2) + t- (4, —1).

b) No, ya que no existe ningln valor t para que se cumpla
(—6,4)=(-1,2) +t- (4, -1).

021 | Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por estos puntos.

A3, -1) B(4, 5)
Punto: A3, —1)  Vector director: v = AB = (1, 6)
Ecuacion continua: X =3 — yTH

022 | Halla la ecuacién continua de la siguiente recta expresada en forma
paramétrica.

x =2 -3t
y =2t

X—2

XxX=2-3t->t= 3 X—2 y
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SOLUCIONARIO

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, 3) y tiene como
vector director v = (—1, 0).

xX=2+ (1)t X=2—t
y=3+0-t }%y:3 }

Expresa la recta que pasa por los puntos A(1, —2) y B(1, 2) mediante
sus ecuaciones:

a) Vectorial. b) Paramétricas.
:Se puede expresar en forma continua? ;Por qué?

El vector director de la recta es: v = AB = (O, 4).
a) Ecuacion vectorial: (x, y) = (1, =2) + t- (0, 4)

x=14+0-t x=1
y=72+4~t} y=72+41‘}
La recta no se puede expresar en forma continua, porque una
de las coordenadas del vector director es cero.

b) Ecuaciones paramétricas:

Determina las ecuaciones explicita y punto-pendiente de la recta que pasa
por A(0, —4) y su vector director es v = (—1, 7).

Ecuacion explicita: y = —7x— 4

7
La pendiente es: m = = —7.

Ecuacion punto-pendiente: y + 4 = —7x

La ecuacion de una recta es y = 3x — 3. ;Cudl es la pendiente?
Halla un vector director.

La pendiente de la recta es m = 3.
Un vector director de la rectaes v = (1, 3).

La ecuacion de larecta res y = —x + 2.

a) ;Cual es el valor de la pendiente? ;Y el de la ordenada en el origen?
b) Determina las coordenadas de uno de sus vectores directores.

c) Obtén dos puntos de la recta y dibdjala.

d) El punto A(—1, 4), ;pertenece a esa recta?

a) La pendiente es —1 y la ordenada c) A=(0,2),B=(2,0)
en el origen es 2. Y

b) Un vector director es (1, —1).

d 4#-1-(-1)+2
No pertenece a la recta.
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028 | Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A(0, —1)
y B(3, 2).
Vector director: v = (3, 3).
La ecuacion general es: —3x+ 3y + C= 0.
Como el punto B(3, 2) pertenece a la recta, resulta:
-3-3+3-2+C=0->C=3
La ecuacioén general o implicita de la rectaes: —x+ y+ 1 =0.

029 | ;Cudl es la ecuacion general de la recta cuya ecuacién vectorial
es(x, »=(1,1)+¢t-(3,1)
Vector director: v = (3, 1).
La ecuacién general es: —x + 3y + C= 0.
Como el punto (1, 1) pertenece a la recta, resulta:
-143-1+C=0->C=-2
La ecuacion general o implicita de la recta es: —x+ 3y — 2 =0.

030 | La pendiente de una recta es m = 2 y sabemos que pasa por el punto A(0, —1).

a) Escribe su ecuacién general.
b) Calcula un vector director y otro paralelo.

a) Vector director: v = (1, 2).
La ecuacion general es: —2x+ y+ C=0.
Como el punto A(O, —1) pertenece a la recta, resulta:
—2:-0-14+4C=0->C=1
La ecuacion general o implicita de la recta es: —2x+ y+ 1 =0.

b) Un vector director es: v = (B, —A) = (1, 2).
Un vector paralelo es: U = (2, 4).

031 | Indica cual es la posicion relativa de las siguientes rectas en el plano.
a)rx+3y+3=0 b)rx+3y+2=0
s:x—5y+3=0 s:3x+9y+6=0

a) El vector director de res (3, —1) y su pendiente es m = ;1

El vector director de ses (-5, —1) y su pendiente es m' = -1 # é =m.
Las rectas son secantes.
b) El vector director de res (3, —1) y el vector director de ses (9, —3).
. . -1 -3
Los vectores directores son proporcionales: ? = ?

y el punto (1, —1) pertenece a ry s. Las rectas son coincidentes.
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SOLUCIONARIO

Estudia la posicion relativa de las rectas r: (x, y) = t- (3, 1)
ys:x—5y+3=0.

El vector director de res (3, 1) y su pendiente es m = %
El vector director de ses (—5, —1) y su pendiente es m' = _—; # %
Las rectas son secantes.
¢Cuanto tiene que valer Aparaque lasrectasr: y=Ax+ 6y s: X _Jy- 6
sean paralelas? 2 4

Un vector director de ses (2, 4) y su pendiente es 2.
Las rectas son paralelas cuando A = 2.

ACTIVIDADES

Escribe tres ejemplos de magnitudes escalares y otros tres de magnitudes
vectoriales.

Magnitudes escalares: la edad de Juan, la altura de Maria y el precio
de la compra.

Magnitudes vectoriales: la gravedad, la aceleracién de un mévil y la frenada
de un coche.

Dibuja el vector A_B), cuyo origen y extremo son:

a) A(-1, 2)y B(2, 0) c) A(2,3)y B4, 7)
b) A(2,0)y B(-1, 2) d) A(-2, 3)y B(—4, 7)
a) Y c) YA
7 ‘
A /ﬂt’
-1 X 3t
X
b) Y d) Y
B B 1
\\A .
—1 X A 3
4l X
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036

037

038

039

040

Calcula las coordenadas del vector A—B), siendo Ay B los siguientes puntos.

a) A0, 2)y B(1, —1) c) A(—2, 1)y B(-5, 1)
b) A(2, 1)y B(4, 3) d) A(0, 0) y B(6, 2)

a) AB = (1, -3) ¢) AB =(-3,0)

b) AB = (2, 2) d) AB = (6, 2)

¢Cuantos vectores se pueden formar con los puntos A(1, 2), B(3, 5) y C(4, 4)?
Describelos y represéntalos.

Se pueden formar 6 vectores: Y

AB =(2,3) BA = (-2, -3)

BC =(1, -1) CB=(-1,1) 1

CA=(-3,-2 AC=(32 : X

:Cuantos vectores se pueden formar con los puntos A(4, 1), B(2, 5), C(0, 3)
y D(—1, —2)? Describelos y represéntalos.

AB = (-2, 4) BA = (2, —4) Y
AC =(-4,2) CA =4, -2) i
AD =(-5,-3) DA =(53) NIV
BC —(-2,-2) CB=(2,2) e
BD =(-3,-7) DB =(3,7) = %
CD = (~1,-5) DC=(1,5) i
JUT A
4
/
Calcula las coordenadas del punto A:
a) Si AB = (-1, 3)y B(5, 2).
b) Si AB = (2, 3)y B(1, 4).
¢) Si AB = (—4, 1)y B(-3, 3).
a) A=(6,-1) b) A=(-1,1) c) A=(1,2)
Calcula las coordenadas del punto B:
a) Si AB = (0, 2) y A(-3, 5).
b) Si AB = (1, 0) y A(4, 6).
c) SiAB =(2,4)y A(-2, 4).
a) B=(-3,7) b) B=(5,6) c) B=(0,8)
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SOLUCIONARIO

Dibuja dos vectores que tengan el mismo sentido que AB = 3, -2).

Y

Dibuja dos vectores que tengan la misma direccion que AB,
siendo A(3, 4) y B(—1, 6).

Yy
B_lgd

i

Calcula las coordenadas de los vectores A_E, BE y BDen el siguiente
grafico.

Y
— E D
AC =(11,3) - (1,2)=(10,1 ™~
e ( )—(1,2) =( ) ya S
BE =(4,6) —(5,1) = (-1, 5) JAR\\RVARS
— A
BD=(9,6) —(5,1)=(4,5) A T

B
X

Si los puntos A(1, 1), B(1, 3) y C(7, 3) son vértices del paralelogramo ABCD,
calcula.

a) Las coordenadas de D.

b) El vector BD.

a) Por ser paralelogramo, tenemos que:
AB = CD, por lo que: AB = (0,2) — CD = (0,2) — D = (7, 5).

b) BD = (6, 2)
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045 | Encuentra dos vectores que cumplan que:

@@ | a) Tienen la misma direccién y sentido, siendo uno de ellos con origen en (0, 0)
y otro en (2, 4).

b) Tienen la misma direccién y sentido contrario.

a) ABcon A=(0,0), B=(1,1)y CD con C= (2, 4), D= (4, 6).
b) AB con A= (0,0), B=(1,1)yCD con C=(2,4), D= (0, 2).

046 | Calcula el médulo de los vectores.

a) v b) Y

puiry

w

A 3 X B

a) 1ABl= J36 + 36 = J72
b) 1ABl = 36 + 36 = V72

047 | Obtén el médulo del vector AB.

a) A(1, 1)y B(2, 3)

b) A(—4, 1)y B(5, -2)
c) A, -2)y B(1, -1)
d) A(-3,0)y B(0, 4)

a) lABl= J1+4 =5 o) lABl= J4+1 =15
b) 1ABl = 81+ 9 =90 d) IABl= J9+16 =5

048 | Dibuja un vector cuyo médulo sea:

00 a3 V17 b) 29 ¢ J5 d) V13

a) Y c) Y
1 - 1
X { > X
b) Y d) Y
o) D
1
gl
X 3 X
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SOLUCIONARIO

Dibuja un vector con origen en (2, 4) y médulo v10. ;Existe mas de uno?
Razona la respuesta.

Y
5 Existen infinitos vectores, tantos como
direcciones y sentidos se pueden tomar.

Dibuja un vector con extremo en (0, 0) y médulo v41. ;Existe mas de uno?
Razona la respuesta.

|4

Existen infinitos vectores, tantos como
7 direcciones y sentidos se pueden tomar.

Escribe dos vectores equivalentes y otros dos paralelos al vector A_B),
siendo A(—4, 3) y B(1, -2).
AB = (5, -5)
Equivalentes:
C(2,8), D(7,3)
E(1, 5), F(6, 0)
Los vectores son CD y EF.
Paralelos:
G(0, =3), H(-5, 2)
13, —11), J(13, 1)
Los vectores son GH e 1J.

Dibuja dos vectores equivalentes a AB = (4, 2) y otros dos paralelos,
situados en diferentes cuadrantes.

Equivalentes: Paralelos:
Y Y
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053 | Dibuja un vector equivalente a AB = (4, 2) y otro paralelo con origen en (1, 1)
y en (=3, —1), respectivamente.

Y

11
|1

O W

2
=0

F_.
>

054 | Dibuja un vector equivalente a AB = (-1, 5) y otro paralelo con extremo
en (—2, 6) y en (5, 4), respectivamente.

Y

\
>

055 | Halla la suma de los vectores AB y CcD.
a) A0, 2), B(2, 5), C(2, —1)y D(5, —2)
b) A(3, 5), B(—1, 6), C(6, 4) y D(5, 0)
a) AB=(2,3),CD =(3,-1)— AB + CD = (5, 2)
b) AB = (~4, 1), CD = (~1, —=4) > AB + CD = (-5, —-3)

056 | Obtén la diferencia de los vectores AB y CD.
a) A(-3, 2), B(0, 5), C(3, 1) y D(4, —2)
b) A(0, 5), B(—1, 3), C(—2,4)y D(5, 1)
a) AB =(3,3),CD = (1, -3) > AB — CD = (2, 6)
b) AB = (~1,—2), CD = (7, -3) - AB — CD = (-8, 1)

057 | Dados los vectores U = (—6, 1) y v = (2, 3), calcula.
au+v by u —v

a) T +7 =(4,4) b) T —V =(-8 -2

058 | Determina el médulo del vector que resulta de sumar los vectores u = (3, 7)
yv =(-6, 2).
U4V =(-39->Il0+Vl=1J9+81 =790
059 | Calcula el médulo del vector que resulta de restar los vectores u = (4, —2)
yv =(-3,1).

T-v=07-3)>lt-Vl=J49+9 =58
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SOLUCIONARIO

Obtén graficamente la suma y la diferencia de los vectores AB y CD.
a) Y

2
2 .,
/
X
A
b) Y
B
A
c
1 /
X
a) v Y
C b1 D
j‘f? . .~
AT X y. X
b) v Y
I= B
C ] C
[ V17A
X HH X

Halla v, siu = (5, 4

=(

~

yu +v=I(26).
+V)—U=(2,6)-(54)=(-32)

<i
<y

Calcula v, sabiendo que v = (—1,6)yque U —Vv = (3, —2).

V=U-(-V)=(-1,6)-(3,-2)=(-4,8)

Halla las coordenadas de los vectores v y v, si v + v = (1, 1)
yu —v =(3,5).

2. U=W+V)+W-V)=10,D+@B,5=46->0=(273)
2.V=W4+V)-W-V)=010,1D-@5=(-2-4)->V=(-1-2
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064 | Representa el vector ki, con origen en (0, 0), en estos casos.

®lak=ayi=0Q,2 c)k:%yﬁ=(—2,3)
b) k= —2y i = (-2, 3) d) k= %yﬁ:(lo,zo)
a) 4.7 =48 c)l-*—[—l,ﬂ
2 2
Y Y
T 4
K /.
i X =2=1 X
- 3
b) —2. 7 = (4, —6) @ <7 =612
Y YA
5 X 12
10 X

065 | Sabiendo que A(8, —3), B(5, —1) y C(4, 3), calcula los siguientes vectores.
®la)3.48 c) —2-CA e) BA +3-BC
b) -5 - BC d) 4-AC f) AC —4-AB

a) AB =(-3,2) >3- AB = (-9, 6)

b) BC = (—1,4) — —5- BC = (5, —20)

c) CA=(4, —6)— —2.CA=(-8,12)

d) AC = (—4,6) > 4 - AC = (—16, 24)

e) BA=(3,-2),BC=(-1,4)—BA+3-BC=(3,-2)+(~3,12) = (0, 10)
f) AC =(-4,6), AB=(-3,2)— AC —4-AB =(4,6) — (~12,8) = (16, —2)

a)yb) c)yd) e)yf)
Y Y Y

a

10
10

——
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066 | Halla el punto trasladado del punto A(4, 5) por estos vectores.

a) v=(-2,5) c) v=(1,-3)

b) v =(0, 4) d) v=(-40
a) A=A+V =(2,10) c) A=A+VvV =(52)
b) A=A+V =(409) d AA=A+V =(0,5)

067 | HAZLO ASIi
¢COMO SE CALCULA LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS?

Calcula la distancia entre dos puntos A(—1, 3) y B(2, —1).

La distancia entre dos puntos coincide con el médulo del vector que tiene como
extremos esos puntos.

PRIMERO. Se calculan las coordenadas del vector AB.
AB = (2 — (1), -1 -3)=(3, -4)

SEGUNDO. Se halla su modulo.

|AB| = V32 +42 —5

La distancia entre Ay B es de 5 unidades.

068 | Dadas las siguientes figuras, halla su perimetro.
oo a) Y b) Y

AN 4—__.D L~
4 Ao

[

a) |ABl =12, —4)l =
IBC| = |4 =
IcDI = 1(— =
IDA| = (- =

—>P:2~(@+\/ﬁ)

L tghg

b) 1ABl =12, —3) =

BOI=IG,01=4 |, o 44 134426 +428
ICDI =11, 5l = V26

DAl = 1(—5, —2)| = V29
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HAZLO ASi
¢COMO SE CALCULA EL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO?

Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(—2, 3)
y B(2, —1).

El punto medio de un segmento se calcula sumando al punto A la mitad del
vector AB.

PRIMERO. Se calculan las coordenadas del vector AB.
AB = (2 - (-2), -1 -3)= (4, -4)

SEGUNDO. Se hallan la coordenadas del punto medio, sumando a A la mitad de AB.
I\/I:A+%/@—>(x,y):(—2,3)+%-(4, H=0,1)

Las coordenadas del punto medio son (0, 1).

Calcula el punto medio del segmento AB, cuyos extremos son A(1, 4) y B(4, 3).

Si al punto medio le llamamos M, calcula el punto medio de los segmentos AM
y MB.

M—A+ 1AT§-(L4)+1~(3,—1)—{5,7]
2 2 2 2
M= A+ = ANl = <1,4>+1-[3,—1][7,15]
2 2 12 2 4 4
Mz_M+1M‘§_[517J+1'[31—1]:[13,13]
2 2 2 2 2 2 4 4

Averigua las coordenadas del punto A, sabiendo que el punto medio
del segmento AB es M(5, 2) y el punto B(7, —3).

A=M+ BM = (5 2) + (-2,5) = (3,7)
. . 1 5
Halla las coordenadas del punto B, si A(—2, —1) y el punto medio es M[4, 2].
1 5] [9 7] [5 ]
—, =+ |- =|=|=6
42 4 2 2

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(5, 3) y B(4, 7)
en forma vectorial, paramétrica y continua.

B=M+ AM =

Vector director: (-1, 4)
Ecuacion vectorial: (x, y) = (5,3) + t- (-1, 4)
XxX=5b-—t
y =3+ 4t}
x—5 y-3
-1 4

Ecuaciones paramétricas:

Ecuacién continua:
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SOLUCIONARIO

Obtén la ecuacion de la recta, en forma implicita, que pasa por el punto A(4, 1)
y tiene como vector director v = (3, 1).
A= -1y B=3, laecuacion general es: —x+ 3y + C=0.
Como el punto A(4, 1) pertenece a la recta, resulta:
-44+3.-14C=0->C=1
La ecuacion general o implicita de la rectaes: —x+ 3y + 1 =0.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(0O, 2) y tiene como vector
director (—2, 3), en forma explicita.

Ecuacion explicita: y = — %x +2

A partir de la representacion Y
de la siguiente recta, calcula
sus ecuaciones de todas las formas
posibles. , B
- T

La recta pasa por los puntos 1 X

A(=b, =2) y B(6, 2). |~

El vector director es AB = (11,4). ~— A

Ecuacion vectorial:

(x, ) =(=5,=-2)+t-(11,4)

. " x=-5+11t
E t :
cuaciones paramétricas V= 244t }
Ecuacion continua: X+5 =% 2
11 4
Ecuacion general o implicita: 4x — 11y —2 =0
Ecuacion explicita 4 X 2
i xplicita: y =—Xx — —
! Pty =17 7 11

Ecuacion punto-pendiente: y + 2 = 11 (x+5)
Escribe la ecuacion de estas rectas de todas las formas posibles.
a)x =2-—t

c)y=3x-1 e)2x+y—-5=0
y=3+ Zt} Y Y

b) (x, »=(0,3)+1t-(2,1) dy—-3=3.-(x-05)
a) Ecuacion vectorial: (x, y) = (2,3) + t- (=1, 2)

. . x=2-t
Ecuaciones paramétricas: y =3+ Zt}
Ecuacion continua: X —2 = ¥ =3

-1 2
Ecuacion general o implicita: 2x+ y— 7 =0
Ecuacion explicita: y= —2x+ 7

Ecuacién punto-pendiente: y — 3 = —2(x — 2)
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b) Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 3) + t- (2, 1)
. o x=2t
Ecuaciones paramétricas: y=31 t}
y-3
1
Ecuacién general o implicita: x — 2y +6 =10

. . X
Ecuacion continua: E =

Ecuacion explicita: y = %X +3
Ecuacion punto-pendiente: y — 3 = %x

c) Ecuacion explicita: y=3x—1
Ecuacion general o implicita: 3x — y—1=0

X 1
Ecuacion continua: — = y
1 3
. . " x=t }
cuaciones paramétricas: y=—1+3t

Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, —1) + t- (1, 3)
Ecuacion punto-pendiente: y + 1 = 3x

d

f—

Ecuacién punto-pendiente: y — 3 =3 - (x — 5)
Ecuacion explicita: y = 3x — 12
Ecuacion general o implicita: 3x — y— 12=0
x-5 y-3

1 3

x=b+t

y=3+ 3t}
Ecuacioén vectorial: (x, y) = (5, 3) + t- (1, 3)

Ecuacion continua:

Ecuaciones paramétricas:

Nt%

e) Ecuacion general o implicita: 2x+ y—5=0

X -5
Ecuacion continua: T = YT

Ecuaciones paramétricas: ;; ; _ 22‘}
Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 5) + t- (1, =2)
Ecuacion explicita: y= —2x+ 5

Ecuacion punto-pendiente: y — 5 = —2x

078 | Obtén cuatro puntos que pertenezcan a la recta de ecuacién:
x,N=(01,3)+t (2, 2).
t=1—(xN=(1,3)+1-(2,2)=(3,5)
t=2—(xN=(1,3)+2-(2,2)=(5,7)
t=-2->MxN=(1,3)-2-(2,2)=(-3,-1)
t=-3->Mx)=I(,3)-3-(2,2) =(-5, -3)
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079 | HAZLO ASI
LCOMO SE CALCULA EL PUNTO DE CORTE DE DOS RECTAS SECANTES?

Calcula el punto de corte de estas rectas.
xX=2— 3t}

X_3_l
3 y=1+1t

2
PRIMERO. Se resuelve el sistema que plantean las dos ecuaciones de las rectas.
La segunda ecuacion viene dada en forma paramétrica y, como estan despejadas

las variables x e y, se sustituyen esos valores en la primera ecuacion.
2-3t-3 1+t
3

X_3:l_>
2 3 2

Se resuelve la ecuacion que resulta.

3.-(2-3t-3)=2-(1+1)
6-9t-9=2+2t

e -5 = —2

11

SEGUNDO. Se sustituye el valor de f en las ecuaciones paramétricas, donde x e y

estan despejadas.

X:2—3~;5:£
11 11
5 6
=1 - = ="
4 11 11

TERCERO. Las coordenadas del punto de corte son la solucion del sistema.
37 6 ]

Luego el punto de corte es P[ b
11 11

080 | Halla el punto de corte de estas rectas.
pXoY=2 s:x:4_t}
1 2 y=t
Para hallar el punto de corte hay que resolver el sistema.
A=t 122 g g0
1 3
i_4 0 _2 10
3 3 3

El tod t Pl—= —|
punto de corte es [3 3]
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081 | Calcula las coordenadas de los vértices del tridngulo, cuyos lados estan
contenidos en las rectas que vienen expresadas mediante estas ecuaciones.

rx—y—1=0 six+y+2=0 p:3x—y+2=0

Los vértices del triangulo son los puntos de interseccion de las rectas:

r:x—y—l:O} 1 3
S X=—= y=—-=
SxX+y+2=0 2 2
- 1 3
Un vértice es el punto de coordenadas 2 o)
r x—y—-1=0 y:x—l} 3 3 5
- X=——= =——-1=—=
p:3x—y+2:0} y=3x+2 2 Y 2 2

Otro vértice es el punto de coordenadas [—3 —2] .

St x+y+2=0 y=-x-2
-1 y=1-2=-1
p:3xfy+2:0}_>y:3x+2 X 4

Otro vértice es el punto de coordenadas (—1, —1).

082 | Halla las coordenadas de los vértices del cuadrilatero, cuyos lados estan
contenidos en las rectas que tienen por ecuacion:

r3x—4y—-8=0 p:2x+y+2=0
ssix—2y+12=0 g:2x+y+5=0
r:3x—4y—8:O}_>X:O y= 2
p:2x+ y+2=0
r:3x—4y—8:0} 12 31
- X=—— =——
g:2x+ y+5=0 11 11
s:x—2y+12:0} 16 22
- X=—— y=—
p:2x+ y+2=0 5 5
s:x—2y+12:0} 22 24
- X=—— y=—
g:2x+y+ 5=0 5 5

083 | ;Cudles son las ecuaciones que corresponden a las rectas que forman los ejes
de coordenadas? Razona si puedes escribirlas de todas las formas.

e Fje de abscisas
Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 0) + t- (1, 0)

X =
Ecuaciones paramétricas: y

_ O} Ecuacion general: y=0
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e Eje de ordenadas

Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 0) + t- (0, 1)
x=0

Ecuaciones paramétricas: y=t

} Ecuacion general: x=0

Ninguna de estas rectas se puede escribir en forma continua, porque ambas
tienen algin componente de su vector director igual a cero.

084 | Dos rectas tienen por ecuaciones:
oo ry=3x—1
ssx,»=(1,3)+1t(-3,2)

a) Escribe las rectas en forma paramétrica.

b) ¢Cuales son sus vectores directores?

c) Calcula cuatro puntos distintos de cada una de las rectas.
d) Halla, si lo tienen, un punto comin de ambas rectas.

X=1 } X:1732‘}
a)

Ty_3t-1 S y—340¢
b) El vector director de res i = (1, 3) y el vector director de ses v = (-3, 2).

c) Puntos de la recta r:
t=1-(1,2;t=0=0, -1);;t=2—-(2,5); t=-1 > (-1, -4)

Puntos de la recta s:
t=1->(=-2,5);t=-2—-(,-1);t=0—-(1,3);t=-1—(4, 1)

dry=3x-1 _
' 3 3

085 | Las rectas que no tienen término
® 0 | independiente en su forma general, A 77\
verifican la propiedad de que /
pasan todas por el origen |
de coordenadas.

Halla las ecuaciones explicita /71N X

e implicita de estas rectas, ® —‘ ©)

y comprueba que se verifica O TG

la propiedad. T
a) y=x—->x—-y=0 C) y=-2x—>-2x—y=0-2x+y=0
b) y=2x—2x—y=0 d)y=-x—->-—x—y=0->x+y=0

No hay término independiente y el punto (0, O) pertenece a todas
las rectas.
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086 | Estudia la posicion de estas rectas en el plano.

r2x+3y—1=0 s:3x—4y+4=0
El vector director de res (3, —2) y su pendiente es m = —%.

El vector director de ses (—4, —3) y su pendiente es m' = %
Las pendientes son distintas, luego las rectas son secantes.

087 | Estudia la posicion relativa en el plano de las siguientes parejas de rectas.

a) r:
b) r:
c)r
d r
e)r:

f) r

3x+y—7=0 s:3x+y+5=0
x+y—3=0 s:2x+2y—6=0
x+3y—4=0 ssx+2y+5=0
—5x+10y—8=0 s:10x —20y+ 16 =0
—x+2y—1=0 $:2—x+3y—8=0
1 1

2x+y 3=0 L3¢ 5y+8—0

a) El vector director de ry de ses (1, —3). Los vectores directores son
iguales, pero el punto (O, 7) de rno perteneceas:3-0+7 +5 # 0.
Las rectas son paralelas.

b) El vector director de res (1, —1) y el de ses (2, —2). Los vectores
) . L . 1 1 -3
directores son proporcionales y también los coeficientes: E = E = —6
Las rectas son coincidentes. h

c) El vector director de res (3, —1) y su pendiente es m = ,l'

El vector director de ses (2, —1) y su pendiente es m' = _7

Las pendientes son distintas, luego las rectas son secantes.

d) El vector director de res (10, 5) y el de ses (—20, —10).
Los vectores directores son proporcionales y también los coeficientes:
-5 _ 10 _-8 Las rectas son coincidentes.
10 -20 6

e) El vector director de res (2, 1) y su pendiente es m =

1
21'
El vector director de ses (3, 1) y su pendiente es m' = 5

Las pendientes son distintas, y las rectas son secantes.

f) El vector director de res [1, ;] y su pendiente es m = _%,

. 1 .
El vector director de ses [—5, —1] y su pendiente es m' = — = 5.

5
Las pendientes son distintas, por lo que las rectas son secantes.
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088 | Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas en el plano.

a) r o) =(1,3) +t (1,2 s:"f_zzyT‘f’
b) r:;zf_t} s:(x, ) =(2,0)+ ¢t (2, —1)
_x =3+5t . x—8 _y
C)r-y:2_2t} S: 10 —j
d) rr2x—3y=0 si(x, ) =t (1, 1)
x = =2t
e)r:y:_3+2t} s:x+3y—2=0

a) El vector director de ry ses (1, 2). El punto (1, 3) de r pertenece

: 1 I 2 _ ﬂ. Las rectas son coincidentes.

b) El vector director de res (—1, 1) y su pendiente es m= —1.

as

El vector director de ses (2, —1) y su pendiente es m' = %1
Las pendientes son distintas, por lo que las rectas son secantes.

c) El vector director de res (5, —2) y el de ses (10, —4). Los vectores
directores son proporcionales. El punto (3, 2) de r pertenece también a s:

3-8 = i Las rectas son coincidentes.
10 -4 5
d) El vector director de res (—3, —2) y su pendiente es m = — = 3
El vector director de ses (1, —1) y su pendiente es m' = ;1 =-1.
Las pendientes son distintas, y las rectas son secantes.
e) El vector director de res (=2, 2) y su pendiente es m = % =-1
-1

El vector director de ses (3, —1) y su pendiente es m' =

Las pendientes son distintas, luego las rectas son secantes.

089 | Calcula las coordenadas del vértice A de un tridngulo isésceles,
cuyo lado desigual coincide con el segmento de extremos B(3, 1) y C(9, 3),
y sabiendo que la altura sobre BC es de 4 cm.

El vértice Awe(x, y) estd a la misma distancia de By de C.
X=3P4+(—1P=x—=92+(y—-3P>x>—6x+9+)y?—2y+1=
=x>+18x+81+y*—6y+9—-12x+4y—40=0— y= 10— 3x
Por ser un triangulo is6sceles, la base mide: BC =6 +2° = \/% , Yy por el
teorema de Pitagoras, la distancia de Aa By Ces: AC = AB=+/42 +5 =/16.

5 2 y=10-3x 5
x—3)+(y -1 =21——>10x* —120x + 349 =0

{X =705—->y=-115

A7,05,~115)  A(4,95; 5,15
x =495 5y =515 ~ AT%-LIS) A495515)
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090 | Halla la suma de los vectores que forman los lados AB, BC, CD, DEy EA

del siguiente poligono.

EFe 12 2

A

¢Ocurre lo mismo en todos los poligonos?

La suma de los vectores es (0O, 0). Esto ocurre en todos los poligonos

cerrados.

091 | Si dos vectores u y v tienen distinta direcciony a-u = b- v, siendoay b

nameros reales, ;qué puedes afirmar sobre los nimeros ay b?

u= (L, W) V= (vq, v)

. . % 1%
Por tener los vectores distinta direccion: —- # -2
t U,

a-u=bv-o(au,aw=bwvbvos@u—bwva u—>bv=I,0)

a:b’vl n, v

a-u—b-vi=0 v Vo uu

- ! ! - o plop 2l B,
a'Ug—b'VQZO a_b'V2 %0} Us

U,
Los numeros reales ay b son 0.

092 | Utilizando vectores, demuestra que las diagonales de un paralelogramo se cortan

en su punto medio.

El punto de corte es el corte de las rectas A+ a- (U + V)
YyB+b-(U -V)=A+U +b-(0 —V).

7 =AB V =AD

A+ta - (U+V)=A+U+b-(U-V)—>a-U+a-v=

=b+1)-U—-b-Vola+bh -v=b+l-a- -u

Como U y V no son vectores paralelos:

a+b=0—->a=-b
b+1fa:Oa:—7b>2b+1:O—>b:f——>a:%

N | —

1

—

El punto de corte es: A + 5 (T +V)=A+=-AC, que es el punto medio.

N

b=0—a=0
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SOLUCIONARIO

Calcula la ecuacién de la recta vertical que divide al triangulo,
de vértices A(0, 0), B(2, 2) y C(10, 2), en dos regiones con igual area.

Tomando como base el lado horizontal y como altura la distancia al eje X:

Area — (10-2)-2 S

2 V= x
La ecuacion de los lados que no forman la base es: _ X
La base del nuevo triangulo es: 10 — a. 5

a
La altura del nuevo triangulo es 2 — 5

(1o_a>-[2_i]
5

Por tanto, el érea sera: 4 =

. _)a:{1o+2@

10-2J10°

La recta vertical es: x= 10 — 2+10.

EN LA VIDA COTIDIANA

Algunas especies de ballenas se encuentran en peligro de extincién.

Pedro es biélogo marino y forma parte de una de las plataformas en defensa

de estos mamiferos. En su equipo de trabajo han decidido colocar localizadores
en algunas de las crias para seguir sus desplazamientos y asegurarse

de que no sufren ningun dafio.
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Se le ha implantado uno de los localizadores a una hembra joven
y se ha anotado su recorrido desde ese momento.

La ballena recorrié
2.500 millas hacia
el Noroeste, después
viajé 4.500 millas hacia
el Oestey, finalmente,
5.000 millas hacia
el Norte.

a) ;Qué direccion debe tomar el barco del equipo de Pedro desde el punto
inicial para volver a encontrar a la ballena?

b) ;Cuantas millas debera recorrer?

a) El barco debe tomar direcciéon Noroeste.
b) 2.500 + \/(5.000)2 + (45007 = 6.726,81 millas

095 | En el radar de la torre de control de un aeropuerto se ve, en un instante t = 0,
la posicion de tres aviones.
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Transcurrida una unidad de tiempo, es decir, cuando t = 1, los aviones
aparecen en el radar en las siguientes posiciones.

Si no avisamos a sus %

pilotos pueden chocar.

¢Te has fijado
en la posicién de estos
dos aviones? J

La torre de control informa a dos de los aviones de que tienen que cambiar
su trayectoria o su velocidad para evitar una colision.

a) ;Cudles son los aviones que van a chocar?

b) Si estuvieras en la torre de control,
¢qué ordenes darias a cada uno de los aviones para evitar un accidente?

a) Los aviones parten de los puntos A, By C, para llegara A', B'y C".
Avion 1: A= (=2,4); A0,3) -» t; = (2, 1)
La trayectoria que sigue es A + t- U.
Avion 2: B= (-3, 1); B(1,1) - 0, = (4, 0)
La trayectoria que sigue es B + t- Us.
Avion 3: C= (1, =3); C'(4,2) - U3 = (3, 1)
La trayectoria que sigue es C + t - Us.

Para que los aviones chocaran tendrian que llegar al mismo punto
en el mismo momento.

Aviones 2y 3:

Bt lo=CHt T (-3, 1)+t (40 =(1,-3)+t (3
—(=2,2)=1t- (-1,

Los aviones 2 y 3 se chocarian para t = 2.

)

1
1)—>t=2

b) Para que los aviones no se choquen es suficiente con indicarle
a uno de ellos que cambie la trayectoria o modifique su velocidad.
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Alimento de parasitos

Otra vez se producia la misma situacion, cada vez que cambiaban el destacamento
encargado de vigilar el Centro de Investigacion ocurria lo mismo: los nuevos
soldados con su brillante uniforme del ejército nazi los insultaban, los humillaban
y, si se atrevian a protestar, llegaban incluso al castigo fisico.

Stefan Banach y su companero Piotr agacharon la cabeza, y como si los comentarios
no fueran con ellos, atravesaron la entrada disponiéndose a comenzar su trabajo.

Abrieron las cajas y, con meticulosa precision, empezaron a alimentar
a los diminutos parasitos.

Al verlo, los guardias se refan a la vez que hacian comentarios
claramente ofensivos hacia los dos operarios.

—;Qué es eso, Hans? —pregunto un soldado.

El otro contesté entre risotadas:

—iDos cucarachas alimentando a los piojos!

Piotr miré a Banach, intentando transmitirle su enfado.

—Esta es la forma de sentirse superiores que tienen
los que, en absoluto, lo son —susurré Banach-.
Por mas oscura que sea la noche siempre llega

la manana.

La respuesta arranco una sonrisa a Piotr, que asintio
con la cabeza.

Stefan Banach fue un matemdtico polaco que contribuyo
notablemente al andlisis funcional. Propon ti un ejemplo
de funcion y describe sus principales caracteristicas.

La funcion f(x) = 2 - x es lineal.
Para cada valor de x, f(x) es la longitud
de la circunferencia cuyo radio es x.

Teniendo esto en cuenta, decimos

que el dominio de la funcion es (0, +),
el recorrido es (0, +), y que es siempre
creciente.
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001

002

003

004

EJERCICIOS

Expresa, de forma algebraica y mediante una tabla de valores, la funcion
que asigna a cada nimero su cubo menos dos veces su cuadrado.

Expresion algebraica: y = x* — 2x% o f(x) = x> — 2x°

Tabla de valores:

X -2 -1 0 1 2
fix) | —16 | -3 0 -1 0

Expresa, mediante un enunciado y una tabla de valores, la funcién y = 2x — 1.

En el aula hay el doble de chicas menos uno que de chicos.

X 1 2 3 4 5
f(x) 1 3 5 7 9

Averigua si estas graficas representan a una funcion.

Y

Y
\V g ¥
La primera gréafica no es una funcion, porque a cada valor de la variable x
le corresponden dos valores de la variable y.

La segunda gréafica es una funcion, pues a cada valor de la variable x
le corresponde un Unico valor de la variable y.

Se ha medido la temperatura de una sala durante 6 horas y se ha construido
una tabla con los resultados. Realiza una grafica asociada a dicha tabla.

Hora 1 2 3 4 5 6
Temperatura (°C) 15 18 24 22 21 16

:Se pueden unir los puntos?

Temperatura

== NN
1O o1 o o
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Elabora una tabla de valores que se corresponda con la siguiente grafica.

Y

Pon un ejemplo de funcién en cuya grafica no se puedan unir los puntos.

Cualquier funcion discreta; por ejemplo, el precio de la compra,
dependiendo de la cantidad de articulos que adquiramos.

A partir de la grafica de esta funcién, determina su dominio y su recorrido.
Y

Dom f=[-4,-21U 0, 6];Imf=1[-1, 2]

Halla el dominio y el recorrido de esta funcion.

5
x —1

f(x) =

El dominio estéa formado por todos los valores de x menos x = 1.

Dom f =R — {1}

El recorrido esta formado por todos los valores de y menos y = 0O,
pues no hay ningun numero, a, tal que O = %.

Im f = R — {0}

¢Cual es el dominio y el recorrido de la funcion que a cada valor de x le hace
corresponder su raiz cuadrada positiva?

El dominio esta formado por todos los valores positivos de x: R*.
El recorrido esta formado por todos los valores positivos de y: R*.

0
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Representa estas funciones definidas a trozos.

X—2 si —o<x<-1 a) Y
a) fx) =13 si —1<x<2
3—-2x si 2 <X <+ ]
-2
\
—Xx si —o<x<0 b) Y
b) f(x) =11 si 0<x<2
0 si 2 <X <4w
an
\
-4 si 5<x<2 c) 14
o f={x si 2<x<7 Tf=t=1-3a
—x si 7<x<10 :
5 |
E ) V110
A7 3-4-4--
\\)7

Determina la expresion algebraica que corresponde a la siguiente grafica.

Y

1 Si
flx) =1-1 si
X s

—0 < X < =2
—2<x< 2
2 < X < +oo

Escribe la expresion de una funcién definida a trozos y represéntala.

2 si
fX)=1x si
-1 si

—0 < X < =2
—2<x< 2
2 < X< 4o

Y
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Estudia la continuidad de esta funcion. ;Tiene puntos de corte con los ejes?
Y

] \

[ui

Vd

La funcién es continua en todos los puntos menosen x= -2, x=0y x= 2.

En x= -2, la funcién tiene un salto, y vale —1 a la izquierda y 1 a la derecha.

En x =0, la funcioén tiene otro salto, y vale 1 a la izquierda y —1 a la derecha.
En x = 2, la funcién no esta definida a la derecha.
El tinico punto de corte con los ejes es (0, 2).

Representa f(x) y estudia su continuidad.

—X si —o<x<2
f=1x -4 si 2<x< 4
10 —2x i 4 < x <+4w

uin

La funcién es continua en todos
los puntos menos en x = 4,
donde tiene un salto.

Inventa una funcion que tenga dos puntos de discontinuidad y que corte
dos veces al eje X.

Y
sl
4 Si—o < X <=2 2
) =1—x si —2<x<?2 2
X—5 i 2 < X< 4w -2 X
2
C T

Estudia el crecimiento de la funcién y la existencia de maximos y minimos.
Y

La funcion es decreciente en el intervalo (—o0, —5), es creciente en (=5, 4)
y es decreciente en (4, +o).

La funcion presenta un minimo en x = —5y un maximo en x = 4.

303



Funciones

017

018

019

304

Estudia la continuidad, el crecimiento y los maximos y minimos de la funcion.

-2 si —o<x <1
f(x) = 1x si —1<x< 2
3—x i 2 < Xx <4

uay

i
\

La funcién es continua en todos los puntos menos en x= -1y x= 2.

La funcién es constante en el intervalo (—oo, —1), es creciente en (-1, 2)
y es decreciente en (2, 4o0). Presenta un maximo absoluto en x = 2.

Dibuja una funcién que tenga dos maximos y dos minimos.

Y

5

Maximos: (—5,5; 5) y (4, 5)
Minimos: (-1; 1,8) y (7; —2,5)

-
|t

Estudia la simetria de las siguientes funciones.

a) Y b) Y

| i
EVARVA

a) Esta funcion es simétrica respecto del origen, pues la parte del semieje
negativo se puede obtener girando 180°, respecto del origen, la parte
correspondiente del semieje positivo.

b) Esta funcién es simétrica respecto del eje de ordenadas porque,
si doblamos por el gje Y, las dos ramas de la funciéon coinciden.
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SOLUCIONARIO O

Determina algebraicamente si estas funciones presentan algtn tipo de simetria.

a) f0) =x°+x ¢) h(x) = % e) ji) = Jx®
2
b) g(x) = x> — x? d) i) =5 f) h(x) = Xz +1
X p—

a) flx) = x°+ x
(—X) = (—x)° —x=—x*—x=—-(X>+ x) = —f(X)
Como f(—x) = —f(x), es una funcién impar y simétrica respecto del origen
de coordenadas.

b) glx) = x* — X
gl—x) = (—x° — (—x? = —x? — x
Como g(—x) # g(x) y g(—x) # —g(x), la funcién no es simétrica.

2 2 2

hix) = = h(—x) = = = —h(x)

c) h(x) 7 CxF  —xo
Como h(—x) = —h(x), es una funcién impar y simétrica respecto
del origen de coordenadas.

d)ix)=5 i(—x)=5=iX
Como i(—x) = i(x), la funcién es par y simétrica respecto del eje
de ordenadas.

e) jx) = Jx® Jex) = Jex = V=x*
Como j(—x) # j(X) y j(—x) # —j(x), la funcidn no es simétrica.

X241 (—xP+1 x*+1

2 8l=x) = 2 =2 -
x* -1 (=x)3 =1 x? -1
Como g(—x) = g(x), la funcién es par y simétrica respecto del eje
de ordenadas.

3 2

f) gx) = g(x)

¢Puede ser una funcién simétrica respecto del eje Yy, a la vez, respecto
del origen?
Si la funcién es par, f(x) = f(—x). Y si la funcion es impar, —f(x) = f(—x).

Por tanto, si la funcion es par e impar, f(x) = f(—x) = —f(x). La Unica opcidon
es f(x) = 0, que corresponde a la funcion constante 0.

Determina si la funcién es periédica y calcula su periodo.
Y

—

La funcion es periédica, de periodo 3.
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023

024

025

026

Dibuja una funcién de periodo 2 y otra funcion de periodo 4.

Con periodo 2: Y

Con periodo 4: Y

Dibuja la grafica de la funcion que mide el angulo formado por las manecillas
del reloj. ;Es una funcién periédica?

Y
no
% N pd pd
/ /// ,//
90° LA /
4 .
h 2h X

Es una funcion periédica, con periodo de 1,6@ h.

ACTIVIDADES

Para cada una de las funciones, calcula la imagen de 2, —2, 3, —3, 1y —1.
a) f(x) =5x>—-1 c) f)=x>*—x—-1

b) f(x) = 2x> — x d) f(x)=—x*+1

a) f(2)=19; f(-2) =19; f(3) =44; f(-3) =44, f(1) =4, f(-1) =4
b) 7(2) =6; f(=2) = 10; f(3) = 15; (-3) =21; f(1) = 1; f(-1) =3

c) f(2)=1:f(-2)=5;f3)=5; f(-3)=11; f(1) = -1; f(-1) =1

d) f(2) =-3; f(-2)=-3; f(3) = -8; f(-3) = -8; (1) =0; f(-1) =0

Razona cuales de las siguientes relaciones corresponden a funciones.

a) El tamaio de una pared y la cantidad de pintura necesaria para pintarla.
b) Cada mes del afio y su nimero de dias.

a) Es una funcion. Son variables numéricas y para cada tamafio de pared
se necesita una Unica cantidad de pintura.

b) No es una funcién. La variable independiente, x, que corresponde a cada
mes del afo, no es una variable numérica; ademas, al mes de febrero
le podrian corresponder dos valores, 28 o 29 dias.



SOLUCIONARIO

027 | Justifica si las graficas corresponden a una funcién.

028

029

a) Y c) Y
Y X
No es una funcion, porque Es una funcion, pues a cada
a un valor de x le corresponden valor de x le corresponde
dos valores de y. un Unico valor de y.
b) YT d) YT
| ‘ -~
X X
No es una funciény porque a x = 2 Es una funCiOﬂ, porque a cada
le corresponde mas de un valor valor de x le corresponde
de y. un unico valor de y.

HAZLO ASi

¢QUE ES Y COMO SE CALCULA LA TASA DE VARIACION MEDIA DE UNA FUNCION?

Halla la tasa de variacién media de la funcién f(x) = x2, en el intervalo [2, 4].
La tasa de variacion media de una funcion en un intervalo [a, bl mide el aumento
o la disminucién de dicha funcién en [a, b].

PRIMERO. Se halla la variacion de xy la variacion de la funcion.

Variacion de x: 4 — 2 =2 Variacion de f(x): f(4) — f(2) =16 — 4 =12
SEGUNDO. Se calcula el cociente que resulta al dividir la variacion de f(x) entre la
variacion de x.

fb)—fla) f4)-72 16-4
b—a  4-2 2
Este cociente es la tasa de variacién media de f(x) en el intervalo [2, 4].

=6

Halla la tasa de variacion media de las siguientes funciones, en el intervalo [1, 31.

a) f(x) =x3 b) f(X) =x—2
a) A3 - rd) = 9-1 =4 — latasa de variacion media es 4.
3-1 2
b) f(33)) — ];(1) = 172(71) =1 — La tasa de variacion media es 1.

307



308

Funciones

030

031

032

033

034

Completa la tabla de valores correspondiente a la funcién f(x) = x> — 3.

X -3 —2 —1 0 1 2 3
f(x) 6 1 -2 -3 -2 1 6

Dada la funcién f(x) = 2x + 1, haz una tabla con seis valores y dibuja su gréafica.

Y
EEREERE |
1
x |-2]-1 11213 | —— |,
f0 | -3|-1]1[3[5]7 /1! X
| | | | |
\ A T]] \
Elabora una tabla de valores para estas funciones.
1 7x
a) f(x) = —— b) f(x) = —;
x+3 x>+ 3
al x [-2 —1 0 1 2
f(x) | 1 1 =05 1 =0,33 1 =025 1 =02
2 3 4 5
bY[ x |2 —1 0 1 2
7 7 14
2| ——=-1,75 — =175 — =2
f(x) 2 0 7 5

Realiza una tabla de valores y encuentra la expresion algebraica correspondiente
a estas funciones.

Y a) fix) =x x |-2|-1]0]|1]2
N } / f0 | —2-1]0] 1] 2
W/ b) flx) = 3x x |[—2[-1]o|1]2
f | -6|-3]0]3]6
X

/
) Ha c) flx) = —x x |-2|-1]10]1]2
B/ @ N fx) | 2| 1]0]|-1|-2

Representa la funcion que relaciona el area de un triangulo rectangulo isésceles
y la longitud del cateto.

a) ;Cual es la variable dependiente? b) ;Y la variable independiente?
52 Y a) La variable independiente es la
y = ? \ / longitud del cateto.
. b) La variable dependiente es el area
\ y del triangulo.
-2 X




SOLUCIONARIO O

035 | Dada la funcién que asocia a cada nimero entero su cuarta parte mas cinco
©© | unidades:

a) Halla su expresion algebraica.
b) Calcula los valores de la funcién para x=2y x= 0.

c) ¢Existe valor de la funcién en x = %?

X
a) y=—+5
=7

b) f(2) =5,5; f(0) =5

c) No, ya que la funcion solo esta definida para los nimeros enteros.

036 | Senala si la relacion que asocia a cada nimero su raiz cuadrada positiva
©© | es una funcién.

a) ;Cual el valor de la variable dependiente para los valores 0, 1, 2y 3 de x?
b) ;Qué ocurre con los valores negativos de la variable independiente?
c) Halla el dominio y el recorrido de la funcién.

Es una funcién, ya que cada nimero solo tiene una Unica raiz positiva.

a) f(0) =0; f(1) = 1; f(2) = ++/2; F3) = +/3
b) Cuando la variable es negativa, la funcién no esta definida.
c) Dominio: R*, recorrido: R*.

037 | Esta tabla muestra la conversion de la velocidad medida en kilémetros por hora
®o | a millas por hora.

Velocidad (km/h) 16,1 | 32,2 | 48,3 | 64,4 | 80,5
Velocidad (millas/h) | 10 20 30 40 50

a) Represéntala graficamente.

b) Escribe la expresion algebraica que relaciona la velocidad en kildmetros
por hora y en millas por hora.

a) Y
o A
0 - H
0 A : i
aRERE
10 20 30 40 50 X
X
b) y=——
1,61
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038

039

HAZLO ASI Y

Z,COMO SE CALCULA EL DOMINIO Y EL RECORRIDO
DE UNA FUNCION A PARTIR
DE SU REPRESENTACION GRAFICA?

Calcula el dominio y el recorrido de esta
funcion. 11 X

1. DOMINIO

PRIMERO. Observando el eje X, se establece el primer y el tltimo valor de x para el
que esta definida la funcién.

En este caso, el primer valor es x= —1y el tltimo valor es x = 8.

SEGUNDO. Observando la grafica de la funcién, se determinan los tramos y los
puntos en los que no esta definida la funcion.
La funcion no esté definida en el intervalo [2, 3] y en el punto x = 6.

TERCERO. Se expresa el dominio con los datos obtenidos
Dom f=1[-1, 8] — [2, 3] — {6}

2. RECORRIDO
PRIMERO. Observando la grafica se establece en qué valores de y la funcién alcanza
el valor maximo y el valor minimo.
El valor minimo esta en y = Oy el valor méximo esté en y = 5.
SEGUNDO. El recorrido de la funcién sera el intervalo formado por esos valores.
Im f=[O, 5]

Calcula el dominio y el recorrido de estas funciones.
a) Y

Dom f = (=0, 0] U [2, 5] U [6, +0) Im f={-1} U [0, 400)
b) Y

14

Domf=R Imf=[-3, +x)
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—
[~
|~
[~

/

Domf=R Imf=[-2, 2]

d) Y
AN
N
\\ X
\
Dom (f)=R —-{0} Im(f) =R — {0}
e) Y
!
¢ \
X

Domf=[-2,11U[2,5)Ul6 8 Imf=I[0 3]U({5

Determina el dominio y el recorrido de las funciones.
a) f(x) =3x+2 c) f(x) = 5x°

b) f(x) = x12 4 F0= Jx _1

a) Domf=R;Imf=R

b) Domf=R - {2} Imf=R — {0}
c) Dom f=R;Im f =R*

d) Dom f =[1, +); Im f = R*

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.
a) f)=3x—-1 b) g(x) = x*> + 4x c) h(x) =

a) Domf=R;Imf=R
b) Dom g; Im g = [—4, +o0)

¢) bom h=R —{5}; Im h=R — {0}

2
X_

0
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042 | Calcula el dominio de las siguientes funciones definidas a trozos.

2x si x<1 Ix si x<0
2-2X G 1<x<3 b) £ = | 22X
X X

vx—4 si x >3 Nx—4 si x >4
a) Domf =R — (3, 4)
b) Dom f =R

a) fx) =

si 0<x<4

043 | Representa la funcion y obtén el dominio y el recorrido.

2x —2 si x<1 4]
f)=y2-2x si 1<x<3 T T
—4 si x>3 T A1t X
Domf=R
Im f = (—o0, 0]

044 | Representa esta funcion sobre unos ejes de coordenadas, y halla su dominio

y recorrido.
x+1 si x>0 4
flx) =11 si x=0

—x+1 si x<0

Domf =R
Im f =11, +o0) L X

045 | Calcula la expresidn algebraica de la funcion, y halla su dominio y recorrido.

Y
O o | g)( +2 s —o<x<O0
1 5 f) =13 _
T : 2 si O<x<4

o] VAR 2x—6 sl A< x< 4w
EZdannuEnEEn Domf=R Imf=R
B T Talel Tx
046 | La funcién que asigna a cada namero Y4

su valor absoluto, f(x) = |x|, se puede
expresar como una funcién definida
a trozos de la forma:

— - 14+
fm={x S —e<x<0 TR
si 0<x <+ 1] X

Representa graficamente esta funcion.
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SOLUCIONARIO

Escribe, en forma de funcién definida a trozos, y representa estas funciones.

a) f=|x—2] b)g)=|x+2] ¢c)hx)=|2x] d) i(x) =|-2x|
a) o) — —X+2 s! X—2<0 5 —0o<x<2
X—2 sSi x—2>0 > 2<x<+4w
Y
\ \ [ ] |
\ \ N \
\ | 1 X
\ \ 1] |
b) g0 = R Sf X+2<0—> —w<x<-2
X+2 Si xX+2>0—> -2<x< 40
Y
N | |
? ? R X
\ \ | \
—2x si 2x<0—> -—0<x<0
c) hix) =
2x si 2x>0—- 0<x< 4w
Y
\ \ [/ ] |
\ \ /1] \
/
\ | R X
\ | 1] |
Q) i = 2X s! 2x<0—-> 0<x<+w
—2x si 2x>0—> -—0<x<O0
Y
\ \ L1 A ] |
\ \ N1/ \
N/
E E ERE 5%
\ \ LT T[] |

Determina una funcién definida a trozos cuya grafica pase por (-3, 2), (-2, 1)
y (3, 2). ;Cuantas funciones pasan por los tres puntos?

Existen infinitas funciones que pasan por los tres puntos. Por ejemplo:

—x—-1 si
flx) —
W {2 si

-0 < x<0
0< x <+
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049

050

051
[ 1)

Estudia la continuidad de esta funcioén.
Y

i

La funcién es continua en todos los puntos excepto en x = —4
y en el intervalo (1, 2).

En x = —4, la funcién tiene un salto, y vale 1 a la izquierda y 2 a la derecha.

En el intervalo (1, 2), la funcién no esta definida, y estos puntos no
pertenecen al dominio.

.. 4 —x si x<4
Representa la funcion: f(x) = {x 4 si x>4
a) Estudia su continuidad.
b) ¢Dénde crece y decrece la funcién?

c) Escribe sus maximos y minimos relativos.

Y a) La funcioén es continua en R.

‘ HEEEEN b) La funcion crece en el intervalo
(4, +00) y decrece en el intervalo
(—o0, 4).

c) La funcién tiene un minimo
relativo en x = 4.

il

[ | LTI T T T T Ix

Estudia y representa estas funciones.

2x si x <1 x2 sio x < -1
a) f=11 s x>3 b) f(x) = {2 si o x=1
X x+1 si x>3
a) Y
\
51
X

Dom f = (=00, 1) U (3, +0)  Im f = (—o0, 2)

La funcion es continua en todo su dominio.
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SOLUCIONARIO

Dom f = (-0, =1) U {1} U (3, +0) Im f=(1, +o0)

La funcién es continua en (—o, —1) U (3, +o0).

052 | Completa las graficas para que las funciones sean simétricas respecto
©0 |deleje Y.

\ | X \ /X
053 | Completa las graficas para que estas funciones sean impares.
a) Y b) Y
[
WA\ ! "
\i '/ X X
|
|

054
( 1]

a) Y b)

e

L
N
—

La grafica pertenece a una funcion periédica, de periodo 7= 3.
Completa la grafica a ambos lados y justifica como lo haces.

Y

T
~——

Lo hacemos mediante una traslacion.

0

315



Funciones

055 | Estudia las siguientes funciones.

cee a) Y c) Y
1 N\ 1
\ N, .
\ ’ S x X
Nl /
b) Y d) Y
N
NG 1
> \ »
f i / .
[ |
[ / |

a) Dominio: Dom f = R — (-3, —2)
Recorrido: Im f = (—o0; 1,5]

Cortes con los ejes de coordenadas: corta al eje X en los puntos x = —3;
x=-15x=2,x=45;yaleje Y,eny=—-1_8.

Continuidad: la funcién es continua en todos los puntos, menos
en el intervalo (=3, —2), donde no esta definida.
b) Dominio: Dom f = R
Recorrido: Im f = R
Cortes con los ejes de coordenadas: corta al eje Xen x= —5yen (0, 0).
Continuidad: la funcién es continua en todos los puntos.
Es creciente en (—o0, —3) U (0, +o0) y es decreciente en (-3, 0).
Tiene un méaximo relativo en x = —3 y un minimo relativo en x = 0.

No presenta ningun tipo de simetria y no es periédica.

Dominio: Dom f = R

N

c
Recorrido: Im f = (=3, +o0)
Cortes con los ejes de coordenadas: corta al eje Xy al eje Yen el punto (0, O).
Continuidad: la funcién es continua en todos los puntos, menos en x = 6.

Es decreciente en (—o0, 3), es creciente en (3, 6) y es constante
en (6, +0).

Tiene un minimo relativo en x = 3.

No presenta ningun tipo de simetria y no es periédica.
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d) Dominio: Dom f =R — {1,5}
Recorrido: Im f = R
Cortes con los ejes de coordenadas: corta al eje Xy al eje Yen el punto (0, O).

Continuidad: la funcién es continua en todos los puntos,
menos en x = 1,5; donde no esté definida.

Es creciente en (—o0, 0) y es decreciente en (0; 1,5) U (1,5; +o0).
Tiene un méaximo relativo en x = 0.
No presenta ningun tipo de simetria y no es periédica.

En un centro comercial, al comprar 3 kg de naranjas solo pagas 2 kg.

Si el kilo de naranjas cuesta 0,70 €, representa la funcién que relaciona
el peso de naranjas (x) y su precio (y). ;Es una funcion definida a trozos?
¢Por qué?

N.° de kilos 1 2 3 4 5 6 7
Precio 0,70 | 1,40 | 1,40 | 2,10 | 2,80 | 2,80 | 3,50

1 2 3 4 5 6 7X
No es una funcién definida a trozos, porque la expresion algebraica
de la funcion, para cualquier valor de x, es: f(x) = 0,70x.

Para ir a su centro escolar, Concha realiza cada dia este trayecto y tarda

el mismo tiempo aproximadamente: sale de casa y sube una cuesta para llegar
a la parada del autobiis; se traslada en él y se baja en la tercera parada, donde
la espera una amiga, para ir desde alli andando juntas. Dibuja una grafica

que se ajuste a esta situacion.

Indica los tramos crecientes y constantes, siendo x el tiempo en minutos,
e y la distancia recorrida.

Y

Distancia

Tiempo X

En los tres tramos, la funcion es creciente.
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058 | Un electrocardiograma presenta la variacién de actividad coronaria, marcando
©®0 | los movimientos del corazéon. ;Es una funcién periédica?

La funcion es periédica cuando el ritmo cardiaco es constante,
y en la grafica vemos que no lo es.

059 | Queremos hacer un viaje al extranjero y preguntamos en dos agencias.
( 1 ]

a) Representa las funciones que relacionan los kilémetros recorridos y el precio.
b) ;Con qué agencia interesa contratar el viaje?

a) Y

w
D
N

—
D

b) Viajes Aguila: y = 300 + 2x
Viajes Princesa: y = 50 + 8x
300 + 2x =50 + 8 — x= 41,67
Para viajes con trayecto inferior a 41,67 km, nos interesa contratar Viajes

Princesa. Y como queremos viajar al extranjero, sera mejor contratar
Viajes Aguila.
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En un parque de atracciones hay una noria de 12 m de diametro.

a) Representa la altura que alcanza un nifio que monta en la noria,
en cada momento, durante 4 vueltas.

b) Realiza un boceto de la funcién, estudiando su periodicidad.
¢Cual es su periodo?

a)
12m

Altura

6m

0 172 1 3/2 2 5/2 3 712 4
Vueltas

b) La funcién es creciente hasta alcanzar la altura de 12 m (media vuelta)
y, después, es decreciente hasta estar a nivel del suelo (otra media vuelta).
El periodo de la funcion es una vuelta.

En el Gran Premio de Hungria de Automovilismo,
el piloto Fernando Alonso obtuvo su primera victoria
en Férmula 1, en un circuito de 4.381 m de longitud.

a) Representa aproximadamente la evolucién
de la velocidad del coche durante 4 vueltas.
¢Es una funcién periédica?

b) Dibuja la grafica que corresponda a la vuelta
en la que el piloto se detiene a repostar.

a) Grafica correspondiente a 4 vueltas:

Velocidad

levuelta  22vuelta  32vuelta 4.7 vuelta
Espacio

b) Gréfica correspondiente a la vuelta en la que se detiene
a repostar:

Velocidad

Velocidad Velocidad
de repostaje normal

Espacio
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062 | Representa la funcién y = |x| + |x —1].
(YY) Y

5
O

-2x+1 si x<O
fx)= 11 si 0<x<1
2x —1 si 1< x

[ai

063 | Apartirde |x—1| = —x+1 st X< . representa estas funciones.
oo x—1 si x>1

a) y=|x+1]+ [x—1]|
b) y=|x+ 1| — |x—1]

a) Y
—2x si x< -1
, flx)= {2 si —1<x<1
2X si 1< x
iy X
b) Y
2 -2 s x<-1
fX)=42x si —-1<x<1
+1 " X 2 si l<x

064 | Si f(f(x)) = 5x — 2.008 para cualquier valor de x, demuestra que existe
©®©® | un numero entero n tal que f(n) = 5n — 2.008. ;Cuanto vale n?
Sabemos que f(f(x)) = 5x — 2.008 para cualquier valor de x.

Vamos a demostrar que existe un valor tal que f(f(x)) = x.

x="5x—-2.008 - x= 2'308 = 502 — f(£(502)) = 502

f(f(502)) = 502 — f(f(f(502))) = f(502) — 5f(502) — 2.008 = (502)

— £(502) = 20f408 =502

Por tanto, se ha demostrado que existe un valor n = 502 tal que f(n) = n
— f(f(n)) = f(n) y como f(f(n)) = 5n — 2.008 para cualquier n.
Para el valor n = 512 tenemos que f(f(512)) =5 - 512 — 2.008.
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Una funcion f(x) es creciente, su dominio es [—6, 3]y su recorrido es [3, 6].
a) ;Cuanto valen f(—6) y f(3)?
b) ;Tiene maximos o minimos relativos?

a) f(-6)=3;f(3)=6
b) No tiene méaximos ni minimos relativos por ser una funcion creciente.

EN LA VIDA COTIDIANA

Un grupo de alumnos va a publicar una revista escolar. Los profesores
de los departamentos de Lengua y Literatura y de Matematicas
van a ser los coordinadores.

A partir del tercer nimero,

tendremos que comprar

el papel de cada revista
a 0,20 €.

Tenemos papel para realizar
los dos primeros nimeros
de la revista.

Los profesores de Matematicas les proponen simular lo que ocurriria
si decidieran vender la revista. Para ello deben preguntar al resto de alumnos
y profesores del centro escolar cuanto dinero estarian dispuestos a pagar.

Precio ©

sol Il N %

.N-° de Pergohd‘?»
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Funciones

067
(1 1]

Con la informacion recogida por los alumnos, ;a qué precio deberian
vender la revista para poder comprar el papel necesario
para imprimirla?

Hay 150 4 95 + 47 + 18 = 310 alumnos, y si queremos dar una revista
a cada uno harén falta 310 revistas, cuyo coste en papel asciende a:

310-0,20 =62 €.

Si vendieran la revista a 1 €, la pagarian 18 personas, de modo
que obtendrian 18 €, que es una cantidad insuficiente para comprar
el papel de la préxima tirada.

Si vendieran la revista a 0,50 €, la pagarian 18 + 47 = 65 personas,
de modo que obtendrian 32,50 €, que es una cantidad insuficiente
para comprar el papel de la préxima tirada.

Y si vendieran la revista a 0,25 €, la pagarian 18 + 47 + 95 = 160 personas,
de modo que obtendrian 40 €, que es una cantidad insuficiente
para comprar el papel de la préxima tirada.

La solucién es que cada persona pague lo que considera justo,
de manera que la cantidad recaudada ascendera a:

18-1+47-0,50+95-0,25=6525€.

Como respuesta a las criticas realizadas por los medios de comunicacién
en relacion con los atascos de cada fin de semana, la Direccion General
de Trafico va a elaborar un informe sobre el volumen de trafico

en las principales carreteras.




SOLUCIONARIO O

Los resultados se han publicado en forma de grafica. En ella se muestra
la media de vehiculos que circulaban en la carretera durante los domingos

y los lunes del Gltimo mes.

¢Te has fijado

en la diferencia
que hay de trdfico

segun los dias?

»
°
>
L
<
[
>
®
<
)
=)

6 12 18 24 6 12 18 24
!

Domingos Lunes

¢.En qué momento se han producido mas retenciones? ;A qué horas
se presentan menos problemas de trafico? Ayddalos a resolver la situacion,

y di quién tiene razén.

El mayor nimero de atascos se produce en la tarde de los domingos,
a las 18:00 h.

Los menores problemas de trafico se producen en la madrugada.

Por tanto, los medios de comunicacion tienen razén en que se producen
atascos en ciertos momentos del dia. Para evitar estos atascos se deberia
recomendar a los conductores evitar esos tramos horarios: el domingo,

entre las 16:00 h y las 20:00 h, y el lunes, en torno a las 8:00 h y las 19:00 h.
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11 Funciones
polinémicas, racionales
y exponenciales

FUNCIONES POLINOMICAS

DE PRIMER GRADO: DE SEGUNDO GRADO:
RECTAS PARABOLAS
| |
y=mx+n y=ax*+ bx+c
FUNCIONES DE
PROPORCIONALIDAD INVERSA

k
y [

X

FUNCIONES RACIONALES:

HIPERBOLAS

FUNCIONES EXPONENCIALES

y=ak*x y=a"+b
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Funesto presagio
Mosct amaneci6 plomizo, tan negro que mas parecia la continuacion de la noche
que el nuevo dia.

Esa misma sensacion tuvo Christian Goldbach cuando, como cada maniana,
se dirigio al palacio donde el joven zar Pedro II lo esperaba para recibir su formacion.
Tras un corto trayecto, su carruaje se detuvo ante el puesto de la guardia real.

—La entrada esta prohibida hasta nueva orden.

—iSoy el tutor del zar! —dijo Goldbach asomandose a la ventanilla del carruaje.

El jefe de la guardia ni siquiera se inmuto y con voz impersonal,
casi metdlica, le dijo de manera tajante:

—Su trabajo en palacio ha terminado.
—;Por qué? ;No esta contento el zar con mi trabajo?

—Pretendéis decirme que no habéis oido los canones,
ni las campanas de las iglesias... Ni habéis visto

a los correos ir y venir como locos, ni ofs los lamentos
de toda Rusia —espet6 el soldado con furia contenida.

Cada frase restall6 como una bofetada en la cara

de Goldbach, que fue perdiendo animo hasta sentirse
mareado. Profundamente afectado, se hundio

en el asiento del carruaje y ordeno al cochero

que tomara el camino de regreso.

Goldbach trabajo en el campo de los ntimeros primos.
Construye una tabla que relacione cada niimero
natural con el nimero de divisores primos que tiene.
Razona si es 0 no una funcion.

Construimos una tabla para los diez primeros
numeros naturales:

N.° natural 1(2|(3|4|5|6|7|8|9]|10

N.f'dedivisores olzlzl1l1lz2l1l1l1]2
primos

Si es una funcion, porque a cada numero natural
le corresponde un tnico nimero de divisores primos.



Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

EJERCICIOS
001 | Decide si las siguientes funciones son polinémicas o no.
a)y=—x+2 c) y=>5x
b)y=—x+£ d)y=5\/7+2
X
Son funciones polinémicas las funciones de los apartados a) y c).
002 | Representa graficamente las funciones polinémicas del ejercicio anterior.
Y
4 [
5
> [T
/
X
X
= —x+2
/
/
003 | Razona de qué tipo es la funcién representada, Y
y determina su expresion algebraica y su pendiente.
Es una funcién afin, de ecuaciéon y = 2x + 1. ¥
Su pendiente es 2. X
004 | Decide de qué tipo son estas funciones polinémicas y represéntalas.
a) f(x) = —-0,7x+ 2
1
b) f(x) =——x
3
c) f(x)=-1
a) Afin b) Lineal
Y Y
1
= —-—X
Yo 07x42 ~1" [
; : -
1 — ~
X ™~
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SOLUCIONARIO ]_]_

c) Constante

=

005 | Representa, en unos mismos ejes, estas funciones y explica sus diferencias.

a) y=2x b) y=2x—-3 cy=2x+1
Y

a)

Son rectas paralelas, con la misma pendiente. Se diferencian en su ordenada
en el origen.

006 | Asocia cada recta con su expresion algebraica.

Y
| } ) !
X
2 ‘ /3
\ [
1

a) y=2x+2 c)y:zx—l
b) y=—x-3 d y=—x

a) @

b) @

¢) No se corresponde con ninguna de las rectas dibujadas en el gréfico.

d ®

La recta @ tiene por ecuacién y = x — 1 y tampoco tiene correspondencia
con ninguna de las ecuaciones.
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

007 | Completa esta parabola y sefala sus elementos y sus propiedades.
Y
|
|
1/
X
El dominio de la funcién es todos Y
los numeros reales: R. II
Es continua en todo su dominio.
La funcion es simétrica respecto del eje 1/
de ordenadas. 3
X
El vértice es el punto (O, 0), donde tiene
un minimo.
Pasa por los puntos (-1, 3) y (1, 3).
008 | Representa las siguientes funciones.
a) y=3x2 c) y=—2x*
1 1
b) y=——x? d) y=—x*
y=73 Y=72
a) Construimos una tabla con valores Y
alrededor del vértice. \\ II
x| 2[-1]oJ1]2 V1
y | 12 3 0 3 12 3
\1/
X
b) Construimos una tabla con valores Y
alrededor del vértice. 1
x| -6 3] 0] 3 6 A1 N X
y|-12| -3 0 -3 | —12 2
/ \
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009

o10

011

c) Construimos una tabla con valores
alrededor del vértice.

X | 2] -1 0 1 2
y| 8] -2 0 -2 | -8

d) Construimos una tabla con valores
alrededor del vértice.

X| -2 | -1 0 1 2
y| 2 05 ] 0 |05 2

iQué ocurre si a=0en f(x) = ax? + bx + ¢?

de una parabola.

Representa las siguientes funciones.
a) y=2x>-2 b) y=—x*+1

a) El vértice es el punto (0, —2).

Las ramas de la parabola van hacia
arriba y es mas cerrada que la parabola
de ecuacion y = x°.

b) El vértice es el punto (0, 1) y se obtiene
trasladando la parabola y = x> una unidad
hacia arriba e invirtiendo el sentido
de las ramas.

representar estas funciones.

a) y=-3x2-1 b) y=-3x2+4

Las parabolas que corresponden

a las funciones del tipo y = —=3x° + ¢
se obtienen trasladando verticalmente
la pardbola y = —3x?, ¢ unidades
hacia arribasic> 0,0 ¢

unidades hacia abajo si ¢ < 0.

SOLUCIONARIO

Sia =0, serfa la ecuacion de una recta en vez de la ecuacion

Representa la funcién y = —3x? y, a partir de ella, explica cémo se pueden

Y
X
[ 11\
[T\
IR A
Y
\
\ /
N V/
X
\ [ T[]
\ol ]
\ET ok,
X
‘ ‘2+1
)
\
X

) _,/I/'
—T"1
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Funciones polindmicas, racionales y exponenciales

012 | Si la parabola de color naranja corresponde
a la funcién y = 3x2, ;a qué funciones
corresponden las otras dos?

La parabola roja corresponde a y = 3x% + 2
y la parabola verde corresponde a y = 3x% — 2.

013 | Representa las siguientes funciones.
a) y=x%+4x b) y= —2x? + 6x
a) El eje de simetria es la recta x = —2. Yi
El vértice de la parabola es el punto (-2, —4).
X| -4 | -3 | -2]-1 0 ] 2Ty
ylol-3[-4[-3]o0 R
—4
b) El eje de simetria es la recta x = 0. Yy
El vértice de la parabola es el punto (0, 6). 6
x| 2] -1]0 ] 1 ]2 i
y | -2 4 6 4 -2 1
14
""" 1 x

014 | Dibuja las parabolas de las funciones y = —3x2 e y = —3x2 + 4x.
Estudia el desplazamiento que presenta la Gltima con respecto a la primera.

Y Se desplaza de forma oblicua y = —3x2,

L pasando a ser el vértice
bttt b ———+—+ [_4 _16] [2 4]
2 X — == =

-6 -12 3 3

y=-3x% + 4x
y=3x?

Y

015 | La parabola de color verde corresponde
a y = —2x? + 8x. ;Qué funciones representan
las otras dos? 24 n

La parabola de color rojo es: BRI
y=-2x+8x—-6

La parabola de color amarillo es:

y=2x>—8x



SOLUCIONARIO ]_]_

016 | Representa las siguientes funciones.
a) y=x>+4x-3 b) y=—2x>+6x+2
a) Y b) Y
\\ : Il /1 1\
X
\ \
2
\ \
| | X
| |
I |
El vértice estéd en (2, —7). El vértice esta en
-6 -3%-16 ] (3 1B
-4 8 2" 2
La tabla de valores es: La tabla de valores es:
X y X y
0 3 0 2
1 0 0,5 4.5
2 -1 1 6
3 0 15 6,5
4 3 2 6
25 | 45
3 2
017 | Representa estas funciones y compara sus gréaficas.
a) y=x? y=x>+x e y=x>+x+1
b) y= —x? dy=x%—x fly=x*—x-1
a) 4 c) Y
\ ] \ [
\ / \ /
\ /
\ /
\ol 1/ \ /
2
X
X
b) |14 d) Y4
\ [
X \ [
T
\\ /I
/ \ 5
/ \
| \
X
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

e) Y f) Y

>~ X
X

Todas las parabolas son similares, tienen como base y = x?, y se consiguen
trasladando la parabola inicial, excepto y = —x?, que se obtiene por simetria.

018 | Explica cémo son los coeficientes de la funcién cuya grafica es esta parabola.
¢Hay alguno que sea cero? ;Qué pasaria si cambiamos de signo a todos?

Y

X
La grafica tiene un minimo en el vértice,
luego a > 0.
El eje de ordenadas coincide con el eje y
de simetria, por lo que b= 0.
El vértice esta desplazado hacia arriba Y
respecto de la pardbola y = ax?,
luego ¢ > 0.
Si cambiamos todos los coeficientes
de signo obtendriamos la parabola.
I .. o
019 | Representa la funcion y = ——.
X

X y Y

-5 2

-4 | 25 7/

-3 | 3,3333 e

-2 5 .

-1 10

1 -10 X

2 -5 P

3 [-3,3333 /

4 2,5

5 —2
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020 | Dadas las funciones: y = 2

SOLUCIONARIO ]_].

3 4
y=—
X X
a) Represéntalas en los mismos ejes.

b) ;Qué grafica esta mas lejos del origen?

a) Y b) La grafica que esta mas lejos
. 4
del origenes y = —.
X
: N
— X
N

1 1 1

021 | Dadas las funciones: y = 2 y= 3 y = 4

X X X

022

a) Represéntalas en los mismos ejes.
b) ;Cual de ellas se aleja mas del origen?
a) Y

b) La gréfica que esta més lejos

del origenes y =

> ‘r\)\l—n

-

El producto de x e y es 12. Realiza una tabla de valores y representa
la funcién correspondiente.

X y Y
)(J/:].Z—)y:E -10 | 1,2
X -8 | —-15
—6 —2
—4 -3 1
—2 -6
2 6 X
4 3
6 2
8 1,5
10 1,2
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

023 | Representa la funciony = 24 y escribe sus caracteristicas.
X

X y Y|
~16 | -1,5 |
12| 2 |
-8 | -3
-6 | —4 \
-4 | -6
-3 | -8 >
—2 | -12 S —
-1 | —24 = X
1 24 ~
2 12
3 8
4 6 \
6 4
8 | 3 \\
2| 2
6 | 15

e Ef dominio lo forman todos los nimeros reales menos 0: R — {O}.
e |a funcién no es continua en x = 0.

e |a grafica no corta a los ejes de coordenadas.

e Tiene una asintota vertical en x = 0.

e Tiene una asintota horizontal en y = 0.

e |a funcién es simétrica respecto del origen de coordenadas.

e |afuncion es decreciente y la grafica esta situada en los cuadrantes
1.°y3.°.

024 | El area de un tridngulo es 12 m?, Escribe la expresion de la funcién
que relaciona su base con su altura, y represéntala.

La expresion en funcion de la base (x) y la altura (y) es:

x-y=12->y= %
Y
X y
-10 | -12
-8 [ -15
—6 | -2 )
-4 | -3 -
—2 -6 X
2 6
4 3
6 2
8 15
10 12
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025

026

SOLUCIONARIO ]_].

Responde a estas preguntas para la funcion y = —%, con k >0.
a) ;Cual es su dominio?
b) ;Es creciente o decreciente?
c) Si pasa por el punto (1, —1), ;puede pasar por el punto (-1, 2)?
a) El dominio es todos los niimeros reales menos 0: R — {0}.
b) La funcién es creciente.

¢) No puede pasar por (—1, 2), y por simetria pasara por (—1, 1).

Representa las siguientes funciones.

-1 -1 -1
a) y=—— b) y =
y X Y x—1 x +1

a) Como el numerador tiene signo negativo, Y

la hipérbola ocupa los cuadrantes 2.°y 4.°.

Los ejes son las rectas x=0¢e y = 0. |

fa

x| 2| -1 1 2 — T

yl12] 1 | -1 |-12 —]

an

b) Como el numerador tiene signo negativo, Y

la hipérbola ocupa los cuadrantes 2.°y 4.°. |

Los ejes son lasrectas x=1e y=0.

T——

x| -1 0 2 3 —

y | 12 1 -1 [-1/2

i

¢) Como el numerador tiene signo negativo, Y

la hipérbola ocupa los cuadrantes 2.°y 4.°. I

Los ejes son las rectas x=—1¢e y=0. ,’

X| -3 ] -2 0 1 —

y 1172 1 -1 [-1/2 =

e ey

335



Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

027 | A partir de la grafica de la funcién y = _—1, representa la grafica de:
X
y = 1
x+1
Y
Lo -1 |
Dibujamos y = —, la trasladamos |
X ) V1o
ara conseguir ¥ = — - -
P 8 x+1 = —
y la invertimos respecto del eje X ] X
= iy
para conseguir y = . i \\ ,I V==
x+1 ‘

028 | Conocida la grafica de la funcion y = l, representada en rojo, ;qué expresion
algebraica tiene la grafica verde?

La gréafica de color verde es una traslacion Y
dey = i dos unidades a la derecha. l‘
X
\
Los ejes de la gréafica de color verde son 1 :
las rectas x=2e y= 0, por lo que su — — } >
expresion algebraica sera de la forma X
y = ,con k> 0. AV
X =2 IR
Ademas, la grafica pasa por el punto (3, 1), k
luego k= 1.
o . 1
La ecuacion de la hipérbola es y = 72
X —
029 | Realiza una tabla de valores y representa las funciones exponenciales.
. 1) 2’ .
a)y=3 b)y=|— oy=|— d) y=(0,2)
3 5
X —4 -3 —2 -1 |0 1 2 3 4

a)| y=3 | 00123 | 0,037 [0,111|0,333| 1 3 9 27 8l

b

<
Il
—_
(A)‘I—‘
=

81 27 9 3 1]0,333|0,111 0,037 {0,0123

c) y:[g] 39,0625 |15,625| 6,25 | 25 | 1| 04 | 0,16 |0,064|0,0256

d) |y=0,2] 625 125 25 5 1] 02 | 0,04 |0,008]|0,0016
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030

031

032

SOLUCIONARIO ]_]_

a)yb) Y ] cyd) Y
\ [ \
y=3 A\
yo |1 NEIR\
X X
y=(0,2)"
Estudia y representa estas funciones.
a) y=-3* b) y=37*
X —4 —3 —2 -1 0 1 2 3 4
a)| y=-3"1-0,0123|-0,037|-0,111|-0,333|-1| -3 -9 | 27| -81
by| y=3* 81 27 9 3 1 10,333/0,111]0,037|0,0123
a)yb) Y
=3
X
y=-3
\

¢{Qué ocurre si a = 1 en una funcion exponencial? ;Y si a < 0?

Sia=1, la funcién exponencial es de la forma y = 1 =1,
siendo una funcion constante igual a 1.

Y sia < 0, la funcién no esta definida.

Realiza una tabla de valores, y representa estas funciones exponenciales.

3x

a) y= 3% b) y = I3~ c) y=22
x -2 —I 0 1 2
a)| y=3* | 00123 | 0111 | 3 9 81
b)| y=33< | 048 | 0693 | 1 | 1442 | 208
3x
o y_22 | 0125 | 03536 | 1 | 2828 8
a) Y b)yc) 4
| b 2%/
| ==/
| y=3"
| ]
Ay =33
"
X X
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

033 | Representa las funciones.

a) y=32 b) y=3 2
X —2 —1 0 1 2
a)| y=3% 81 9 1 0,111 0,012
b) y = 3’% 3 1,732 1 0,577 0,333
a)yhb) Y
|
|
\
\ IR
—4 3= =3
]
X
034 | Estudia y representa las funciones exponenciales.
1 3
a) y= o b) y = 22

Razona si son decrecientes o no.

X —2 —1 0 1 2
a) y:iz[l] 16 4 |1 ]025|00625
o> |4
by |y = 2 :[i] 1777 | 1,333 | 1 | 0,75 | 05625
> |4
a) Y
|
yeE= I\
2
iy
x Lasdos
funciones
son decrecientes,
5 y porque son funciones
) exponenciales
R con bases menores
Ny = ff que 1.
N
I ~ |
X
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037

SOLUCIONARIO ]_].

Halla el capital que obtendriamos en los 5 primeros afios al invertir,
a interés compuesto, un capital de 300 € a un rédito del 3,5 %.

5
Cr=300 - [1 + 1302] =300 - (1,035)° = 356,30 €

Calcula, graficamente, el capital que obtendremos al cabo de 2 afios y 6 meses
al invertir, a interés compuesto, 2.000 € a un rédito del 5 %.

t
Cr=2.000 - [1 + 5] =2.000 - (1,05)'
100

El capital, en cada instante, es una funcién exponencial.

Para representar la funcion correspondiente, construimos primero una tabla
de valores.

t 0 1 2 3 4
C;=2.000 - (1,05)" | 2.000 2.100 2.205 2.315,25 2.431,01

Para conocer cual es el capital al cabo de 2 afios y 6 meses hay que ver en la
grafica el valor correspondiente a x = 2,5; que es 2.260 €.

La siguiente grafica muestra la evolucién de un capital invertido a interés compuesto.
Calcula cual es el capital que hemos invertido y explica como lo haces.

En la grafica se observa que se han invertido 3.000 €, porque es el valor

que le corresponde a t= 0.
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

ACTIVIDADES

038 | Estudia y representa las siguientes funciones polinémicas de primer grado.
®la) y=2x b) y=—2x c) y=2x-3 d y=-2x+3

a) Su pendiente es 2, luego es creciente. Y

x | 2|-1]o]1]2
y|-a|l—2]o0o|2]a4 1

b) Su pendiente es —2, y es decreciente. Y

c) Esta recta se obtiene trasladando
tres unidades hacia abajo la gréfica
de larecta y = 2x.

Es creciente y su pendiente es 2.

[y

d) Esta recta se obtiene trasladando Y
tres unidades hacia arriba la gréfica
de larecta y = —2x.

Es decreciente y su pendiente es —2.

[ai

039 | Pon un ejemplo de funcioén lineal, otro de funcién
© | afin y otro de funcién constante. Enumera sus semejanzas y diferencias.

Funcion lineal: y = —3x Funcion constante: y = —4

Funcion afin: y= —2x+1

Todas las funciones son rectas, la funcion constante no depende de x, la
funcién lineal pasa por el origen de coordenadas y la funcién afin no pasa por
el origen de coordenadas; estas dos Ultimas tienen pendiente distinta de cero.




SOLUCIONARIO ]_]_

040 | Representa estas funciones.

a) F0=x+2 b) gx)=—x—2 ¢ h(x)=3 d)i(x)=%x+%

a) X 2] o c) X 2] o
f(x)=x+ 2 0 2 h(x) =3 3 3
Y| Yi
2 o}
X 2 X
b) % 0 1 d) X 0 3
gx)=—x—-2| -2 | -3 1 5 5 9
ixX)=—x+— — -
v, 3" 4| 4| 4
Y
- X 2T il
2
1 X

041 | Representa en los mismos ejes de coordenadas estas funciones.
© | Explica sus diferencias.

1 1
a) y=—x b)}’=—EX c) y=-3x d)y=—§X

Todas son funciones lineales que se diferencian en el valor
de su pendiente.

Y

a)| |\

€

o
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Funciones polindmicas, racionales y exponenciales

042 | Representa estas funciones en los mismos ejes de coordenadas.
¢Qué diferencias hay? Y

a) y=x c) y=2x

1 2:
b) y = x d) y=5x /

Todas son funciones lineales
que se diferencian en el valor
de su pendiente. c)

043 | HAZLO ASI
¢COMO SE CALCULA LA ECUACION DE UNA FUNCION AFiN A PARTIR DE SU GRAFICA?
¢A qué funcion corresponde esta grafica? 1%

PRIMERO. Se halla la pendiente. Para ello, se
calcula la variacion de las variables x e y entre

dos puntos de la recta: T /1]
14
m = S =3 — b ——t—1
1 11 X

SEGUNDO. Se determina la ordenada en el ori-
gen. El punto de corte de la funcién con el eje Y
es (0, —1).

TERCERO. Se escribe la expresion algebraica de la funcion con los datos obtenidos.

y=mx+n—-y=3x-1

044 | Relaciona cada expresion algebraica con su grafica.

a) y=3x-1

1
by y=——x—1
)Y 3

2
=3x + —
c)y 3

L, 1 : @
dy=-Jx-7 @

Las rectas son paralelas dos a dos, luego tienen pendientes iguales dos a dos.

Las rectas @D y @ son crecientes, es decir, tienen pendiente positiva

y sus expresiones algebraicas seran a) y c).

Para distinguir una grafica de otra calculamos su punto de corte con el eje Y.
Deducimos que la grafica (U se corresponde con a) y la gréfica 12 con c).
Con un razonamiento anélogo deducimos que la gréfica 3 corresponde a d)
y la grafica @ corresponde a b).
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045 | Calcula las expresiones algebraicas de las Y
© | funciones representadas por estas rectas. ®
1
a)y= —EX -1 ] [ )
b) y=4x Ll X
C) y=—Xx+ 2 j d / )
d) y=2x+8
. . . 1
046 | ;Cual de las rectas tiene por ecuacion ¥ = —EX - 1?
([ J
a) Y c) Y
2
X X
b) Y d) Y
1
1
X 1 X
! . 1
La recta que tiene por ecuacién y = ——x — 1 es la del apartado b),
ya que es decreciente y pasa por el punto (0, —1).
047 | Esta grafica corresponde a una funcién de proporcionalidad directa.
© | Dibuja los ejes si la abscisa del punto A es 3.
Y
6 A
a) ;Cual es la ordenada del punto A?
b) ;Y la expresion algebraica de la funcién?
a) La ordenada en Aes 6.
b) y=2x X
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048 | Estudia y representa las siguientes funciones polinémicas de segundo grado.
o 1., x?
a) y=2x b) y=-2x c) }’=§X d) y=7
a) La funcion es simétrica respecto del eje Y
de ordenadas. \\ /
El vértice es el punto (0, 0), donde tiene \ |
un minimo. 2
x| 2[-1]0 ] 1 ]2 - I
Y| 8 2 0 2 8
b) La funcién es simétrica respecto del eje Y
de ordenadas.
El vértice es el punto (0, 0), donde tiene .
un maximo. -
- X
X | -2 | -1 0 1 2
y| 8]l -2] 0] -2]-8 TN
| \
| |
c) La funcion es simétrica respecto del eje Y
de ordenadas. \ /
El vértice es el punto (0, 0), donde tiene \ /
un minimo.
N4
x| 2]-1]of]1]2 - I
y 2 0,5 0 0,5 2
d) La funcion es simétrica respecto del eje Y
de ordenadas. \ /
El vértice es el punto (0, 0), donde tiene
un minimo.
x| 2[-1]0]1 m" : ¥
y 1 |025] 0 |025] 1




SOLUCIONARIO

049 | Representa la funcién polinémica de segundo grado y = lx2 a partir
de una tabla de valores. 3
a) ¢(Cual es el vértice de la parabola?
b) Determina la ecuacion de la recta que es su eje de simetria.

La funcién es simétrica respecto del eje Y4
de ordenadas.

x| 2| -1 0 1 2 1
y [ 431173 0 1/3 | 4/3 21

a) El vértice es el punto (0, 0), donde tiene ~ ————+— 2
un minimo. T

b) El eje de simetria es la recta de ecuacion
x=0.

050 | Completa las siguientes parabolas, teniendo en cuenta que son simétricas
respecto de un eje que pasa por su vértice.

a) ) b) Y4

Escribe la expresion algebraica de cada una de las funciones.
a) y=2x? b) y= —3x?
051 | Calcula cuél es el valor de la constante c en la expresién y = x? + ¢ de estas
parabolas. Explica cémo lo haces.

a) Y b) Y

a) El vértice de la parabola es el punto (0, 2), y sustituyendo en y = x* + ¢,
resulta que ¢ = 2. Luego la ecuacion de la parabola es y = x> + 2.

b) El vértice de la parabola es el punto (0, —1), y sustituyendo en la expresion
y= x?+ ¢, resulta que ¢ = —1. Por tanto, la ecuacion de la parabola

esy=x*>—1.
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052 | Determina el recorrido de la funcién y = x> — 3, representando primero
la parabola correspondiente. ;Existe alguna funcién polinémica de segundo
grado cuyo recorrido sea todos los nimeros reales? ;Por qué?

El recorrido de la parabola es el intervalo
[—3, +00).

No existe ninguna parabola cuyo recorrido sea
N\t 17T todos los numeros reales, porque siempre esta
1 limitado por el vértice.

053 | HAZLO ASi

¢COMO SE PUEDEN RELACIONAR ALGUNAS PARABOLAS CON SUS ECUACIONES?

Relaciona cada parabola con su correspondiente expresion algebraica.
Y

®) a) y=x*+2
@D b) y=x*-2

/\ c) y=—x*+2
1

A d) y=-—x*—2

N\
®

PRIMERO.
Se relaciona la existencia de maximos o minimos con el valor de a.

Las parabolas D y @ presentan un minimo — a > 0
Las parabolas 3 y @ presentan un maximo — a < 0

Por tanto, las pardbolas @y @ corresponden a las ecuaciones c) y d), y las
parébolas @ y @ aa) y b).

SEGUNDO. Se estudian sus ejes de simetria. El eje de simetria de todas las parabolas
es x = 0. Por tanto, resulta que b = 0.

TERCERO. Se estudian las traslaciones de cada parabola.

La parabola (D est4 trasladada 2 unidades hacia arriba respecto de y = x°
Su ecuacién es y = x> + 2.

La parabola @ esta trasladada 2 unidades hacia abajo respecto de y = x°
Su ecuacién es y = x% — 2.

La parabola @ est4 trasladada 2 unidades hacia arriba respecto de y = —x°.
Su ecuacion es y = —x% + 2.

La pardbola 4 estd trasladada 2 unidades hacia abajo respecto de y = —x2.
Su ecuacién es y = —x2 — 2.
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Relaciona cada parabola con su correspondiente Y
expresion algebraica. ) \\ } } Il
a)y=x>-3 ) y=x>+2 \Q%k /
b) y=—x*+1 dy=—x*-3

Las dos paréabolas que tienen un minimo relativo

son (U'y (2, que se corresponden

con las expresiones y= x> —3e y=x2 + 2, € / @ \

respectivamente.

Las gréaficas @ y @), que poseen un maximo relativo, se corresponden
con las expresiones y = — x> + 1 e y = — x* — 3, respectivamente.

Calcula la expresion algebraica de la siguiente parabola.

Esta parabola tiene un minimo, luego Y

el coeficiente de x* es a > O. \ [
El eje de simetria es el eje de ordenadas,

por lo que su expresion es de la forma \LL

y=ax?+c cona>0.

El vértice esta en el punto (0, —1), siendo ¢ = —1.

Corta al eje de abscisasen x=1y x= —1.

La expresion algebraica de la parabola es

y=x*>-1.

Halla los cortes con los ejes, el vértice y la ecuacion del eje de simetria
de estas parabolas.

2 _ 3.

a) y=—x*—-3x c) y= EX - X
, 2

b) y =x —EX d) y=x*+2x

a) Corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (=3, 0).

El eje de simetria es la recta x = _73 y el vértice es el punto [_23 9].

4
. 2
b) Corta a los ejes en los puntos (0, 0) y EY 0].

. . . - -1
El eje de simetria es la recta x = 3 y el vértice es el punto [3, 9].
) 2
c) Corta a los ejes en los puntos (0, 0) y 3 Ol
El eje de simetria es la recta x = 3 y el vértice es el punto [3, 61] .

d) Corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (=2, 0).
El eje de simetria es la recta x = —1 y el vértice es el punto (-1, —1).
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057 | Analiza cémo sera la grafica de estas funciones polinémicas sin representarlas.
a) y=x>-3x2+4 b) y=—x-3

a) Lafunciéon y = x*> — 3x* + 4 es un polinomio de segundo grado,
luego su grafica es una parabola.
El coeficiente de x? es —2 < 0, por lo que la parabola tiene un maximo
en el vértice.
El coeficiente de xes O, y el eje de la parabola es la recta x = 0.
Su vértice es el punto (0, 4).
b) La funcién y = —x — 3 es un polinomio de primer grado, y su gréfica
es una recta.
El coeficiente de xes —1 < 0, la recta es decreciente, su pendiente
es negativa y pasa por el punto (0, —3).

058 | Realiza, analizando el valor de los coeficientes, una aproximacion
de la grafica de esta funcion polinémica.

y=3x*—-2x+4
La funcién y = 3x? — 2x 4+ 4 es un polinomio de segundo grado
y su representacion gréafica es una parabola.

El coeficiente de x? es positivo, por lo que la parabola tiene un minimo
en el vértice. Como este coeficiente, en valor absoluto, es mayor que 1,
sus ramas estan mas cerradas que las de la parabola y = x°.

. 1 - 1 11
El eje es la recta x = E y su vértice es el punto E ? .

059 | Representa la parabola y = 3x2 — 2x + 4, y comprueba que la aproximacion
de la actividad anterior es correcta.

Y

060 | A partir de la grafica de la funcién y = x?, describe cémo realizarias la grafica
de la funcién polinémica y = —x? + 3x — 1.

Como son funciones polindmicas de segundo grado, sus representaciones
son parabolas. Analizando el coeficiente de x? observamos que son iguales
en valor absoluto, |1| = |—1], pero de signo contrario.

Esto quiere decir que las dos parabolas son iguales en cuanto a la abertura
de sus ramas, pero y = —x? 4+ 3x — 1 tiene un maximo en el vértice,

pues es una traslacion de la parabola y = —x2.
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SOLUCIONARIO ]_]_

El eje de la parabola es la recta x = =2, y el vértice es el punto

de coordenadas V[g Z] Para representarla hay que trasladar

el vértice de la parabola y = —x? al nuevo vértice.

Y
\ o]/
yE X +3x-1
:_27k A g
/ \
/ \

a) Esunarecta — y=mx+ n.

Discute como seran los coeficientes de la expresion algebraica
que corresponde a cada una de estas parabolas o rectas.

e Pasa por el origen de coordenadas,

luego la funcién es lineal — n=0.

e |afuncién es creciente — m > 0.

e |a pendiente es 3, porque al aumentar

una unidad en el eje X, se aumentan

tres unidades eneleje Y » m=3.

e |aecuacion es y = 3x.

b) Es una pardbola — y = ax®+ bx + c.

e Tiene un minimo en el vértice — a > 0.

e Esigual de cerrada que

y=x> = lal =1.

Y
/
U/
X
/
/
Y
\ /
X

El eje de simetriaes X — b=0.

El vérticees V(0,1) —» c=1.

e Laecuaciones y= x>+ 1.
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062

c) Esunarecta — y=mx+ n. Y
e Pasa por el origen de coordenadas,
luego la funcion es lineal — n=0.
e La funcion es decreciente - m < 0. 1
) 1 2 X
e |a pendiente es _E' ya que al aumentar
una unidad en el eje X se disminuye
media unidad eneleje Y - m= —E.
. X
e |aecuaciones y= 5
Y
d) Es una pardbola — y=ax?+ bx + c.
e Tiene un maximo en el vértice — a< 0.
e Esigual de cerrada que
y=x* - lal =L 1
e Elejedesimetriaes X — b=0. X
e Elvérticees V(O, -1) - c=—1.
e laecuaciones y = —x> — 1. / \

La siguiente tabla corresponde a una funcion de proporcionalidad inversa.

X 1 2 3 4 5

y

1
4

a) Completa la tabla.
b) Escribe la expresion algebraica de la funcién.
c) Representa la funcion.

al x| 1 23] a4]s
3|3 |13 |3
Y 1 48| a|16] 20
3
b)y:i
X
c) Y
I\
N
L X
\




SOLUCIONARIO ]_].

063 | La relacién entre dos nimeros positivos viene establecida por la tabla.

{ ]
x (0002|0102 0,5 1 2
Yy | 300 | 60 30 12 6 3
a) ;Cual es su expresion algebraica?
b) Represéntala graficamente.
c) Da valores a x préximos a cero. ;Qué ocurre con los valores de y?
6
a) X =6-y=—
X
b) Y
\
1 T —
X
~
\
¢) Cuando x toma valores cercanos a cero, y toma valores muy elevados.
. 6 6 . . .
064 | Representa las funciones y = — e y = ——, y escribe sus diferencias.
P X X
Y
L 6 T ALLs®
X
T 1 T~
X
™~ -
IR

Son funciones simétricas respecto del eje horizontal.

A cada valor de x le corresponden valores opuestos para .

6 . . .
¥y = — es decreciente y su representacion esta en los cuadrantes 1.°y 3.°.
X

6 . . .
y = —— es creciente y su representacion esta en los cuadrantes 2.°y 4.°.
X
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065 | Estudia y representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa.

1 _ 1
a)y = 3 b)y = 3
Al x [1[2]3]a4]s 4]
3 3 1 3 3
Ylalslaliela 1
Dominio: todos los nimeros reales +
menos 0: R — {0}. ) X
Recorrido: todos los nimeros reales
menos 0: R — {O}.
Continuidad: la gréfica es continua en todos
los puntos excepto en x = 0.
Crecimiento y decrecimiento: la funcién es decreciente.
No tiene maximos ni minimos relativos.
Presenta una simetria respecto del origen de coordenadas.
O x [ 2]-1[ 12 4]
T 1 1] 1 Il
v 6 3] 3| 6 :2
Dominio: todos los niumeros S,
reales =t =X
menos 0: R — {0}.
Recorrido: todos los numeros reales
menos 0: R — {0}.

Continuidad: la gréfica es continua en todos

los puntos excepto en x = 0.

Crecimiento y decrecimiento: la funcién es creciente.

No tiene maximos ni minimos relativos.

Presenta una simetria respecto del origen de coordenadas.

066 | Dada la funcion y = —i:

X
a) ;Para qué valores es creciente la funcion?

b) ¢(Tiene maximo o minimo?
¢) Haz una tabla de valores donde x tome valoresde —1aOyde1la0
cercanos a 0. ;A qué valores se acerca la funcién?
a) Es creciente en toda la recta real, menos en O, donde no esta definida.

b) No tiene méaximos ni minimos, por ser siempre creciente.

ol x[-1 -0,1]-0,01|-0,001|-0,0001| 0,0001 | 0,001 | 0,01 |O,1 | 1
y 5 | 50 | 500 | 5.000 | 50.000 |—50.000{—5.000{ =500 |—-50| =5

Cuando toma valores negativos proximos a O y valores positivos
muy grandes, se acerca a infinito.

Cuando toma valores positivos proximos a O y valores negativos
muy grandes, se acerca a menos infinito.



SOLUCIONARIO ]_].

Y
067 | Completa la grafica correspondiente a una hipérbola.
{ ]
Como la gréfica de la hipérbola es simétrica
respecto del origen de coordenadas, la otra 1
rama pasa por los puntos (=2, 1)y (=1, 2). ———
|
|
068 | Realiza la grafica de las hipérbolas.
® 1
a = b) ¥y =
)y x + 3 ) x —1
¢Cuales son los ejes de cada una?
a) Como el numerador es positivo, | L4
la hipérbola ocupa los cuadrantes 1.°y 3.°. \
Los ejes son x= —3 e y=0. 5\ N
x | 5] 4] 2] -1 \5‘-){
1 1 '
= _ 1 il '
0 N 2 ik
I
|
b) Como el numerador es positivo, Yy
la hipérbola ocupa los cuadrantes 1.°y 3.°. l‘
Los ejesson x=1e y=0. 51\
X —1 0 2 3 : —
1 1 I~ X
N _ ]_ — ]
y 12| 2 \:
It
[
069 Q Con ayuda de la calculadora, halla los valores que toma la funcién
©® | y = 2,5" para estos valores de x.
a) x=-3 dx=0 g) x=3
b) x= -2 e) x=1 h) x=4
c) x=-1 fl x=2 i) x=-4
X —4 -3 —2 -1 |0 1 2 3 4
y=2510,0256| 0064 | 0,16 | 04 | 1 | 25 | 625 |15625| 39,0625
. . 5\
070 Copia y completa la tabla de valores para la funciéon y = [—| .
° 3
X —4 —3 —2 -1 0 1 2 3 4
y = %] 0,1296| 0,216 | 0,36 | 0,6 1 1,6667 |2,7778 |4,6296 | 7,7160
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071 Q Realiza una tabla de valores y representa las funciones exponenciales.

([ 1 ] 1 x
a) y=>5" b)y=[5] c) y=-5* d y=5>"*
X —2 —1 0 1 2
a) y=>5" 0,04 0,2 1 5 25
b) 1Y\
y = {g] 25 5 1 0,2 0,04
c)| y=-5" —0,04 -0,2 -1 -5 —25
d| y=5~* 25 5 1 0,2 0,4
a)yb) Y c)yd) Y4
1)
y=7l y=5 \
>IN \
\l/ ; L L
. 1L y_
L5 X
X i
\
\

072 | Analiza las semejanzas y diferencias de estas funciones exponenciales.
( 1 ]

1 X
fx) = 4 gx) = []
4
X —2 —1 0 1 2 Y
f(x) = 4 0,0625 | 0,25 | 1 4 16
1) \ lf( ) =4*
glx) = [—] 16 4 1 |0,25| 0,0625
4 (1y\l/
g0 = || 1
A =
Las graficas de ambas funciones son simétricas
respecto del eje de ordenadas. EI dominio
de ambas funciones es Ry el recorrido es
(0, +o0). Las gréficas de ambas funciones son continuas. La funcion f(x)
es creciente y la funcién g(x) es decreciente.
073 | Estudia y representa la funcion exponencial.
(] 2 Y
Yy ==
3]
X 2| -1]o] 1 2 N
" N
y= [3] 225| 15 | 1 |067| 04 ==
3 X
La funcion es continua en R, su recorrido
es (0, +o0), y es monotona decreciente.




074

075

076
(1]

SOLUCIONARIO ]_].

Q Haz una tabla de valores de las siguientes funciones.

a) y=2-10*

1
b)y = - -10*
VY=

Representa las funciones en los mismos ejes de coordenadas,

y enumera sus propiedades.

X 2 [ 1]o]1]2 4
a)|y=2-10" 0,02 0,2 2 20 | 200 I
1
b) |y = 5} -10*| 0,005 | 0,05 | 0,5 5 50 |y =="10
=210 /1
El dominio de ambas funciones es R %
y el recorrido es (0, +00).
Las graficas de ambas funciones son continuas
y crecientes.
La gréfica de la funcion y = 2 - 10* corta al eje de ordenadas
, 1
en el punto (0, 2), y la graficade y = o 10*lo corta en (0; 0,5).
Representa graficamente y enumera las propiedades de las funciones.
a) y=2,5* b) y=2.2,5" c) y=-2.2,5 d y=1-2.25"
X -1 -0,5 | 0,25 0 0,25 0,5 1
a) | y=25" 0,4 0,63 0,8 1 13 158 | 25
b)|y=2-25" 0,8 1,26 16 2 2,6 3,16 5
c)|y=-2-25 -08 | —-1,26 -16 -2 -2,6 -3,16 | -5
d|y=1-2.25" 0,2 —0,26 -0,6 -1 -16 2,16 | -4
a)yb) 4 c)yd 4
l — o) 5)(
[/ L
) y=1-2.25,
y=2-25 B
\ X
X — 2. 2B
\
\
\

Representa la funcion y = e*. Recuerda que el nimero e es un nimero
irracional cuyo valor aproximado es e = 2,718281...

La gréfica f(x) = e es:

YA

|
/
/
f

i
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077 | Representa las siguientes funciones de tipo exponencial.
( 1 ]

3, _2,
a) y=2% b) y = 22 c) y=2%* dy=25
X ) 1 [ o 1 2
a) [ y=2"_ | 0015625 | 0125 | 1 8 64
3
b)|,—02" | 0125 | 03836 | 1 | 2884 | 8
oy=27 16 2 1 | 025 | 00625
A, o5 | 17411 | 13195 | 1 | 07579 | 05744
a)yb) Y c)yd) Y
n e
Il s
L % I — o2
/ .\
il 77\ 1
i =2 ~_
X X

078 | HAZLO ASi

¢COMO SE CALCULA LA EXPRESION ALGEBRAICA
DE UNA FUNCION EXPONENCIAL A PARTIR DE \
SU GRAFICA? \

Determina la expresion algebraica de esta
funcién exponencial.

.

PRIMERO. Se determina uno de los puntos, ~
distinto del punto (O, 1), por el que pasa la X
grafica.

En este caso, la gréfica pasa por el punto (-2, 4).

SEGUNDO. Se sustituyen estas coordenadas en la expresion algebraica de la fun-
cion exponencial.
x X=-2, y=4 -2 1
V=gVl = =
a
TERCERO. Se calcula el valor de a.
1 1 1

4= 5a’=">sa=+—
a? 4 2

cuArTO. NoO se considera la soluciéon negativa, pues en una funcién exponencial
sucede que a > 0.

La expresion algebraica de la funcion es y = [;] .
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079 | Determina la expresion algebraica de estas funciones exponenciales.
{ 1) y

a) b) 4
| |
| \
\\
/
)
)
X
X
a) y=4 b)y = 1 X
y= 3
080 | Halla la expresién algebraica de las siguientes funciones.
( 1 ]
a) Y b) Y
|
| \
| \
| \
1
/ 1
X
X
1 X+2
a) y=4-2 b)y=§

081 | HAZLO Asi

;COMO SE REPRESENTA GRAFICAMENTE UNA FUNCION EXPONENCIAL,

CONOCIENDO ALGUNAS DE SUS CARACTERISTICAS?

Dibuja la gréfica de una funcién exponencial del tipo y = a*" que es creciente,
no corta el eje X'y pasa por los puntos (0, 3) y (1, 9).

PRIMERO. Se representan los puntos Y
por los que pasa la funcion.

SEGUNDO. Si la funcién es creciente,
la parte situada junto al eje X'seré la
parte izquierda de la gréafica. Y si es
decreciente, sera su parte derecha.

———

-
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082 | Realiza la gréafica de una funcién exponencial que tenga las siguientes propiedades.

@@ |« Es creciente.

e Corta al eje Y en el punto (0, —3).
¢ Pasa por el punto (1, 3).

Conociendo la forma que tiene la grafica
de la funcion exponencial, y teniendo

en cuenta las condiciones del enunciado,
una posible grafica es:

=
f—

T——]

083 | Calcula el capital que obtendriamos en los 5 primeros afios al invertir,
© | a interés compuesto, un capital de 30.000 € a un rédito del 3,65 %.

Cy=30.000 - [1 +

t
3'65] =30.000 - (1,0365)!
100

t

0

1

2

C¢=30.000 - (1,0365)" | 30.000

31.095

32.230

33.406

34.626

35.890

084 | Halla graficamente el capital que tendremos al cabo de 4 afos y 6 meses
®o | al invertir, a interés compuesto, 200.000 € a un rédito del 5 %.

5

t
Cr=200.000 - [1 + ] =200.000 - (1,05)!
100

t

0

1

2

3

4

5

Cy=200.000 - (1,05)" | 200.000

210.000

220.500

231.525

243.101

255.256

Si queremos saber cual sera

el capital al cabo de 4 afos

y 6 meses tendremos que hallar,
en la gréfica, el valor

de la ordenada correspondiente
al valor 4,5 de la abscisa.
Observando la gréfica

se ve que el capital es 249.178 €.

260.000 T
240.000 1
220.000 1

200.000 1

G




SOLUCIONARIO

085 | La siguiente grafica muestra la evolucion
de un capital invertido, en €, ainterés 3,45 f~" """t !
compuesto. Calcula cual es el capital
invertido y explica como lo haces.

¢Cuanto tiempo, en afos, es necesario T ,

mantener la inversion para duplicar 1 ;

el capital? 2200 -t

2.000
Observando la gréafica se ve que se A —
han invertido 2.000 €, porque €s el 12 34567 8910 T
valor que le corresponde a t = 0.
Ademés, para t =1 el capital es 2.100 €, luego el rédito es del 5%, y para
duplicar el capital, como la gréfica es exponencial, y crece cada vez méas
deprisa, podemos calcular que se obtendran 4.000 € en 14 afios
aproximadamente.

086 | A nivel del mar, el agua hierve a 100 °C, pero cada incremento de 100 m
en la altitud supone una décima de grado menos para hervir.
a) Calcula el punto de ebullicién en las cimas del Aneto (3.404 m)
y del Everest (8.844 m).
b) Indica la expresién algebraica de la funcién Temperatura de ebullicion
del agua—Altitud.

a) T/-\neto =100 — w . O,l = 96,596 °C
100

TEverest =100 — % . O,]. = 91,156 °C
100

b) Temperatura: y Altura: x

X X
=100-01- — — y =100 —
Y 100 Y

1.000

087 | El coste fijo de la factura mensual de electricidad es de 10 €. Ademas, cada
kilowatio cuesta 0,02 €. Haz una tabla que relacione el gasto mensual, en kWh,
y el importe, en €. Escribe la funcion y represéntala.

kWh [ Gasto £

0 | 10 !

10 | 10,2 124

20 | 10,4 T

30 | 106 2 107 V= 10 4 0,02x

40 | 10,8 S g

50 | 11
641
? + + + + + + + + +
Jr 5 110115 2025 30035040 | x

kWh
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

088
(1]

089
( 1 J

La relacion entre la longitud recorrida y la altura alcanzada al subir un puerto
de montana se determina por la sefial de trafico que informa de la pendiente.

Si en un puerto de montaia la pendiente es del 8 %, expresa la relacion entre
la longitud recorrida y la altura alcanzada de forma algebraica, y representa
la funcién.

Altura: y
Longitud: x
y=0,08x
14
4
-~
3
1
o ~
3 2
= 1
. -~
3 A
-~
5 10 15 200125130135 40 | x
Longitud

Los taxis de una ciudad cobran 1 €
por bajada de banderay 0,80 €
por cada kilémetro recorrido.

a) Haz una tabla que exprese
el precio del viaje en funcién
de los kilémetros recorridos.

b) Escribe la funcién que relaciona
ambas magnitudes y represéntala.

a) b)y=1+0,8x

1,8
2,6
34
4,2

(03]

Precio

58 3
6,6
7,4

8,2 3 7 X
Distancia

uiy

OO [N O~ |W N[~ |Ofx

—
(@)
O




090 | Existen varias escalas numéricas para medir
la temperatura. Escribe una expresion algebraica
que transforme:

a) Grados Celsius a grados Kelvin.
b) Grados Celsius a grados Farenheit.

Representa ambas funciones y determina
la temperatura a la que coinciden ambas escalas.

180
=32+ —x
a y 100

b) y=273,15+ x

y =32+ @x
100
y =273,15 + x

— 32 + @X = 273,15 + x
100

— x = 301,39375 °C — y = 574,54375

Las escalas Kelvin y Farenheit coinciden
en 574,54375 °F = 574,54375 °K.

SOLUCIONARIO

Agua
Escalas Prusion | Pebutiicion
Celsius 0 100
Farenheit 32 212
Kelvin 273,15 | 373,15

Y
b)
a)
100
A+ttt
I T100

091 | La grafica refleja la temperatura del aire, en °C, en funcién de los kilometros

de altitud.

a) Escribe la expresion algebraica de la funcién Altitud—Temperatura.

b) ;Cual es su ordenada en el origen? ;Qué significado tiene?

c) ;Qué temperatura habra a 9 km de altitud?

a) Lafunciénes y= —6x+ 11.

b) La ordenada en el origen es 11, y esto significa que, a nivel del mar,

la temperatura es de 11°C.

c) A9 km de altura habra: 11 — 6 -9 = —43 °C.
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Funciones polinémicas, racionales y exponenciales

092 | En un momento del dia, la sombra de un palo de 1 m de altura es de 0,3 m.

Heow)

a) Haz una tabla donde se refleje la longitud de la sombra de varios objetos,
en funcion de su altura, para ese instante.

b) Escribe la funcion y represéntala.

al x [oJos|1]15]2([25]3][35] 4 [45] 5
y | o |o15]0,3045] 06 [0,75] 09 |1,05] 1,2 ]1,35| 1,5
b) y=0,3x Y
g
F=}
3
A
|
1 ]
o
X
Altura

093 | Queremos construir un depésito prismatico de base rectangular, 2 metros
®® | de altura y cuya capacidad sea 500 litros.

a) Haz una tabla con los diferentes valores de las dimensiones que puede tener.
b) Escribe la funcién correspondiente y represéntala.

a)[Base| 1 ] 10 | 50 | 100 | 200 250
Altura|250| 25 | 5 25 | 1,25 1

250 Y

b) y

(@)

Realmente la representacion corresponde a la parte del 1.*" cuadrante,
ya que la longitud de la base del rectangulo nunca puede ser negativa.
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SOLUCIONARIO

094 | Los alumnos de 4.° ESO quieren ir de viaje de estudios. Para obtener
fondos compran 360 cajas de polvorones que han de vender entre todos
los alumnos.

a) Haz una tabla que relacione el nimero de alumnos que van a viajar
con el nimero de cajas que ha de vender cada uno.

b) Escribe su expresion algebraica y representa la funcion.
c) Comprueba que el producto del nimero de alumnos y el de cajas
es constante. ;Cual es ese valor?

a) [N.° de alumnos | 1 10 20 60 120 360

Cajas 360| 36 18 6 3 1
360 Y
b) y=—— T
X
104
REEARERE

Realmente la representacion corresponde a la parte del 1.*" cuadrante,
ya que el nimero de alumnos nunca puede ser negativo.

c¢) El producto siempre vale 360.

095 | Carlos se va de vacaciones y quiere alquilar una caravana. Por ello,
acude a dos empresas de alquiler de caravanas que le ofrecen diferentes
posibilidades.

a) Si Carlos va a viajar 8 dias con la caravana, ;en qué empresa le resulta
mas barato hacerlo?

b) ;Y si va a viajar 15 dias?

c) Escribe las funciones Precio—Tiempo y represéntalas en los mismos ejes.
¢Donde se cortan? ;Qué representa el punto de corte?
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Funciones polindmicas, racionales y exponenciales

096

a) Precio en la compafifa A: 50 + 10-8 =130 €
Precio en la compafifa B: 30 + 12 - 8 = 126 €
Le resulta mas barato hacerlo en la compafiia B.

b

Ry

Precio en la compafifa A: 50 + 10 - 15 =200 €
Precio en la compafifa B: 30 + 12 - 15 =210 €
Le resulta mas barato hacerlo en la compafia A.

N

¢) Funcién de la compafiia A: y = 50 + 10x

Funcién de la compafifa B: y=30 + 12x

Precio

Las funciones se cortan en el punto (10, 150), y esto significa
que el precio de las dos compafifas coincide para un alquiler de 10 dias,
y serfa de 150 €.

Haz la grafica de f(x) que cumpla que:

Es continua en todo R, salvoen x=—1yen x= 1.

Es creciente en x < 0 y es decreciente en x > 0.

Tiende a 1 cuando x tiende a + o.

Tiende a 1 cuando x tiende a —co.

Tiene dos asintotas verticales, unaen x=—1y otraen x=1.
Pasa por el origen y por el punto (2, 4).




097
000

SOLUCIONARIO ]_]_

A partir de la grafica de f(x) = 2x3 — 6x + 1 razona cuantas soluciones tienen
estas ecuaciones.

a) 2x3 —6x+1=10

b) 2x3 —6x+1=2

c) 2x® —6x+1=-3 Y

—

——

Las soluciones de las ecuaciones coinciden con los cortes de las funciones
con el eje X, y la representacion de cada funcién se consigue trasladando
la grafica de la funcion.

a) La gréfica de y = 2x® — 6x — 9 se realiza Y
desplazando diez unidades hacia abajo |
la gréfica de y = 2x3 — 6x+ 1. |
) X
La ecuacion solo tiene una raiz y esta
en el intervalo (2, 3). /f\
| |
/
A4
b) La grafica de y = 2x°® — 6x — 2 se realiza Y
desplazando dos unidades hacia abajo |
la gréfica de y = 2x3 — 6x+ 1.
La ecuacion tiene tres soluciones, en los Nl
intervalos (~2, —1), (~1,0)y (1, 2). / \ : -
D
/
AV
c) La gréfica de y = 2x3 — 6x + 4 se realiza Y
desplazando tres unidades hacia arriba
la grafica de y = 2x* — 6x + 1. /
La ecuacion tiene tres soluciones, una solucion 4 /
doble en x =1y otra solucién en x = —2. i
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098 | ;(Para qué valores del parametro a tiene 3 soluciones la ecuacién
2x3 — 6x + 1 = a? ;Y para qué valores tiene 4 o mas soluciones?

Tiene tres soluciones para todos los valores Y
comprendidos entre el maximo relativo (y = 5)
y el minimo relativo (y = —3).

(€2}

[T\
Nunca puede tener mas de tres soluciones por ser |
una ecuaciones de grado 3. Tiene tres soluciones [ |
para cualquier valor del intervalo (-3, 5). il X
\[/

w

099 | De una funcién polinémica sabemos que:
f(0) =3 f(1)=2 f(-1)=8
a) ;Cuantas funciones polinémicas de grado 2 cumplen estas condiciones?
b) ;Y cuantas de grado superior a 27

a) Una ecuacion de grado 2 es de la forma y = Ax? + Bx + C, por lo que
sustituyendo resulta el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas,
que tiene una sola solucion.

f0)=3->C=3
fl)=25A+B+C=2t 2/ =20="9C=3
fc)=8 5 A—B+C=8| 7 ~X+ 3=

b) Para ecuaciones de grado mayor que 2 se obtienen sistemas con tres
ecuaciones y, al menos, con cuatro incognitas, por lo que habré infinitas
soluciones.

EN LA VIDA COTIDIANA

100 | Los alumnos de 4.° ESO estan organizando su viaje de fin de curso y acuden
a distintas agencias de viajes para tener varios presupuestos de las ciudades
que podrian visitar.




En una de las agencias
les sugieren viajar a
Francia durante

11 dias. Tienen una
oferta que ya habian
visto en el escaparate,
y la directora

de la agencia

les ofrece una
promocién especial,
dependiendo del
nimero de alumnos
que contraten

el viaje.

SOLUCIONARIO

El precio por alumno serd de 400 euros, pero
si el grupo rebasa los 30 estudiantes, rebajaremos
10 euros por cada alumno que supere ese nimero.

Cuando vuelven al centro escolar para contarselo al resto de alumnos, todos
tienen claro que les conviene ser el mayor nimero de alumnos posible.

Entonces, si nos
apuntamos 32, cada uno
pagaremos 380 euros.

Eso es, cuantos
mds alumnos nos
apuntemos mejor.

¢{Qué numero de alumnos le interesa a la agencia que contrate el viaje?

Numero de alumnos: x

Precio de cada alumno: 400 — 10 - (x — 32) = 720 — 10x s! x> 32
400 six <32
Gasto a partir de 32 alumnos: y = x- (720 — 10x)
A la agencia le interesa que se realice el mayor gasto posible,
y que se corresponde con el vértice de la funcion.
El vértice esta en el eje que pasa por el punto Y ‘
medio de los dos puntos de corte con el eje X. 13.000 o
x=0 1
-(720 - 10x) =0 1
x - ( X) - {x — : \
1 \
Elejees:X:L2=36 2.000 1
2 :
! A Tx

A la agencia le interesa que vayan 36 alumnos.
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101 | Como habras observado, a la misma temperatura no todos sentimos igualmente
el frio o el calor. Por ejemplo, a una temperatura de 2 °C sentiras mas frio si
sopla un viento fuerte que si no hay viento. Este fendmeno se llama sensacion

térmica y depende de cada persona.

Belén tiene una beca para estudiar en Moscu y esta preocupada por la intensidad del
frio en esa ciudad. Para calcular la sensacion térmica en zonas frias, los parametros
que se tienen en cuenta son la temperatura y la velocidad del viento, siempre que la
temperatura sea menor que 5 °C y la velocidad del viento sea mayor que 5 km/h.

Para calcular la \a & 4
sensacidéh térmica
se utiliza un indice ¢ : T=KitKy T+ Ky VP sk, T
llamado Windchill. donde T, (en °C) es la sensacién

térmica; K, Ky, K, K,y P
son cinco constantes distintas;

Ky =0,62, K;= —11,37 YK, =04,
T es latemperatura del aire (en°C)
Vesla velocidad del viento (en kmjh).

En Internet, Belén no ha encontrado Dia T(°C) | V(km/h) Ts

los valores de K, y P, pero si Lunes —13 40 —24,8
ha localizado en los periédicos estos Miércoles —15 35 —26,9
datos para determinarlos. Viernes -7 55 —18,1

Si esta mafiana ha escuchado por T velocidad
la radio que la sensacion térmica a velocida
Mosci es de —7 °C, zcual es del viento
en loscu es 1e es de 32 km/h.
la temperatura?



SOLUCIONARIO ]_].

Tomando el sistema de ecuaciones obtenido con los datos del lunes,

del miércoles y del viernes tenemos que:

24,8 =k + 0,62 - (=13) + (-11,37) - 40° + 0,4 - (-13) - 407

—26,9 =k + 0,62 - (-15) + (-11,37) - 35 + 0,4 - (—15) - 35°
-181=k +0,62-(-7) + (-11,37) - B5° + 0,4 - (—7) - 55

-24,8 = k; — 8,06 — 16,57 - 407 -16,74 = k; — 16,57 - 40°
-269=k -93-1737-35 > -176 =k — 17,37 - 35°
-181 =k —4,34 - 14,17 - 55° -13,76 = ky — 14,17 - 55°

-16,74 = k — 16,57 - 407
-17,6 =k —17,37- 357
0,86 = —16,57 - 40° + 17,37 - 35°

—-16,74 = k; — 16,57 - 40°
-13,76 = k; — 14,17 - 55°
—2,98 = —-16,57 - 407 4+ 14,17 - 55

Calculamos p a partir de cualquiera de las ecuaciones, por ejemplo
en la segunda:

—2,98 = —16,57 - 40 + 14,17 - 55 — —2,98 + 16,57 - 40° = 14,17 - 55

Consideramos las funciones f(p) = —2,98 4 16,57 - 40y g(p) = 14,17 - B5P,
y obtenemos mediante tanteo el valor de p donde coinciden:

P f(p) g(p) P f(p) g(p)

0 13,59 14,17 0,1 20,982 | 21,155
01 20,982 | 21,155 0,11 21,883 | 22,02
0,2 31,672 | 31,582 0,12 22,817 | 22,92
0,3 47,132 | 47,15 0,13 23,786 | 23,857

0,14 24,792 | 24,833
0,15 25,836 | 25,848
0,16 26,919 | 26,905
0,17 28,042 | 28,005

Es decir, las funciones se hacen iguales para un valor de p comprendido
entre 0,16y 0,17.

Si tomamos como solucién un valor aproximado p = 0,16;
calculamos el valor de k;.

—16,74 = k; — 16,57 - 40°1% — Kk, = —16,74 + 16,57 - 40°1° = 13,16
La férmula del indice Windchill es:
Ts=13,164+062-T—- 11,37 - V% 10,4 . T. VO1°
Para T=—-7°Cy V =32 km/h:
Ts=13,16 + 0,62 - (~7) + 11,37 -32%® + 0,4 - (-7) - 32°¥* = ~15,85
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12 Estadistica

VARIABLES ESTADISTICAS

GRAFICOS ESTADISTICOS

DIAGRAMA POLIGONO DE DIAGRAMA
DE BARRAS HISTOGRAMA FRECUENCIAS DE SECTORES

MEDIDAS DE CENTRALIZACION

MEDIA

e MEDIANA MODA
MEDIDAS DE POSICION
| |
CUARTILES PERCENTILES
MEDIDAS DE DISPERSION

| | |
DESVIACION COEFICIENTE
RANGO VARIANZA TIPICA DE VARIACION
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El cirujano

El agua se volvio rojiza a medida que el joven se frotaba enérgicamente las manos,
eliminando los restos de sangre y jabon; después, vacio la pila y continué
el proceso de limpieza de forma casi convulsiva.

A su espalda, la voz de su tio intentaba consolarlo:

—Tranquilo, una operacion tiene estos riesgos, pero con el tiempo aprenderas
a superarlo.

El joven, Simeon Poisson, observo con detenimiento sus manos todavia humedas
como queriendo descubrir algtn fallo y contesto:

—iUn hombre ha muerto! Tio, mira mis manos, todavia
tiemblan, y esto en un cirujano es la sentencia de muerte
de su paciente.

—Piensa, querido sobrino, que tu paciente probablemente
morird si no lo operas. Si todo sale bien le ganas la batalla
a la muerte, y si no es asi tan solo se adelanta lo inevitable.

—Lo siento, tio, pero mi determinacion es firme,
carezco de la vocacion y la habilidad necesarias
para ser un cirujano. Regreso a casa.

Pocos anos mas tarde, Poisson ensefnaba

en la Escuela Politécnica de Paris y su carrera

como cientifico fue muy notable. Desarroll6 algunos
modelos que se ajustan a estudios estadisticos.

Al hacer un estudio estadistico, ;qué utilizamos,
la poblacion o una muestra?

Debemos utilizar una muestra que sea
representativa, es decir, que nos asegure

que las conclusiones del estudio son validas
para toda la poblacion.

La eleccion de dicha muestra se puede realizar
de forma «aleatoria», si todos los individuos de
la poblacion tienen la misma probabilidad

de ser elegidos, o de forma «proporcional»,
donde los individuos de la muestra conserven
la misma proporcion que en la poblacion.

Por ejemplo, si queremos hacer un estudio

de una poblacion en la que hay un 70 % de
hombres, la muestra representativa deberia
tener un 70 % de hombres y un 30 %

de mujeres.




Estadistica

EJERCICIOS

001 | Sefiala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacién o una muestra.
a) La longitud de los tornillos que fabrica una maquina de manera continua.
b) El peso de un grupo de cinco amigos.
a) Una muestra, pues la poblacion es excesivamente grande.
b) La poblacién, ya que es pequefia.

002 | Determina las variables estadisticas que se estudian en el ejercicio anterior.

En el caso de los tornillos, la variable estadistica es la longitud,
y en el caso de los amigos, es el peso. En ambos casos son variables
cuantitativas continuas.

003 | Este es el titular de un periédico:
«EL PESO MEDIO DE LOS ESPANOLES ES 69 KG».

a) ;Cémo se ha llegado a esta conclusién? ;Se habra estudiado a toda
la poblacién?

b) ;Qué caracteristicas deberia tener la muestra elegida? ;Podrian ser todos
los individuos de la muestra de la misma edad? Y si todos fueran mujeres,
;seria representativa la muestra?

a) Se ha llegado a la conclusion a partir del estudio de una muestra.

b) La muestra debe ser representativa de los sectores que forman
la poblacion espafiola, respetando la proporciéon de cada uno de ellos.
Si todos los individuos fueran de la misma edad o el mismo sexo no seria
representativa, ya que no se mantendria la proporcion de los sectores
en la poblacion.

004 | Las notas en Inglés de 20 alumnos son:
65312 5659 8
74957 786 510

Obtén la tabla de frecuencias.

Notas f; h; F; H;
1 1 0,05 1 0,05
2 1 0,05 2 0,1
3 1 0,05 3 0,15
4 1 0,05 4 0,2
5 5 0,25 9 0,45
6 3 0,15 12 0,6
7 3 0,15 15 0,75
8 2 0,1 17 0,85
9 2 0,1 19 0,95

10 1 0,05 20 1
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007

SOLUCIONARIO ]_2

El niimero de horas diarias de estudio de 30 alumnos es:

11112
21320

Construye una tabla de frecuencias.

34355
03221

Horas fi h; F; H;
0 3 0,1 3 0,1
1 8 0,27 11 0,37
2 7 0,23 18 0,6
3 6 0,2 24 0,8
4 3 0,1 27 0,9
5 3 0,1 30 1

El color de pelo de 30 personas elegidas al azar es:

M = moreno
R = rubio
P = pelirrojo

M
P
M
P

M

Construye su tabla de frecuencias.

Color f; h;
Moreno 16 0,53
Rubio 8 0,27
Pelirrojo 6 0,2

TXUX=X>
S = i

TITVITVE
TCIIVITE

Estas son las edades, en afios, de 18 alumnos:

13 15 14 16 13
14 13 13 13 15

Realiza un gréafico de sus frecuencias relativas.

Antes de dibujar el grafico es necesario hacer la tabla de frecuencias.
Aunque los valores parecen discretos, al representarlos consideramos
que alguien que afirma tener 14 afios, realmente tiene mas de 14 afios
y menos de 15 afios. Por esta razén utilizamos un histograma.

X; f;

13 5 0,278
14 6 0,333
15 4 0,222
16 3 0,167

O~ N WMo o
"+

15 14 16 15
14 16 14 14

13

14

15

16

17

373



374

Estadistica

008

009

010

Representa estos datos con el grafico adecuado.

Sector Agrario Industrial Servicios Otros
Trabajadores 28 % 21% 44 % 7%

|:| Agrario
] industrial
D Servicios

. Otros

El sexo de 20 bebés nacidos en un hospital ha sido:
H M HHM M H H M M
M MMH M M H H MM
Construye la tabla asociada a estos datos, y represéntalos.

Sexo fi h; D Hombre
Hombre 8 0,4
Mui
Mujer 12 | 06 [ Muier

Completa la tabla de frecuencias y dibuja el histograma de frecuencias
absolutas y acumuladas con los datos de esta tabla.

Edad [15,30) | [30,45) | [45,60) | [60, 75)
N.° de personas 20 10 12 8
Edad fi h; F; H,;
[15, 30) 20 0,4 20 0,4
[30, 45) 10 0,2 30 0,6
[45, 60) 12 0,24 42 0,84
[60, 75) 8 0,16 50 1
fi Fi
20 50
16 40
12 30
8 20
4 10
0 15 30 45 60 75 0 15 30 45 60 75
Frecuencias absolutas Frecuencias absolutas acumuladas



SOLUCIONARIO ]_2

011 | Los resultados de un test de inteligencia realizado a 25 personas fueron:
100 80 92 101 65 72 121 68 75 93 101 100
102 97 89 73 121 114 113 113 106 84 94 83 82

Obtén la tabla de frecuencias y de porcentajes, tomando intervalos
de amplitud 10. Representa los datos en un histograma.

Resultados f; % h; F; H;
[60, 70) 2 8 0,08 2 0,08
[70, 80) 3 12 0,12 5 0,2
[80, 90) 5 20 0,2 10 0,4
[90, 100) 4 16 0,16 14 0,56
[100, 110) 6 24 0,24 20 0,8
[110, 120) 3 12 0,12 23 0,92
[120, 130) 2 8 0,08 25 1
fi
61
5+
PR
3t
o1
14

60 70 80 90 100 110 120 130

012 | Construye las tablas de frecuencias que corresponden a los siguientes graficos
estadisticos, indicando de qué tipo es cada uno.

a) En este histograma estan representados las frecuencias absolutas
y el poligono de frecuencias. La tabla de frecuencias correspondiente es:

Intervalos fi hi
[10, 20) 6 | 019
8 (20, 30) 5 | 016
g 3040 | 7 | 023
g L‘ [40, 50) 4 [ 013
10 20 30 40 50 60 70 [50, 60) 6 0,19

[60, 70) 3 Jo1

b) En este histograma estan representados las frecuencias acumuladas
y el poligono de frecuencias. La tabla de frecuencias correspondiente es:

Intervalos F; H;
& 1o [10, 20) 1 | o125
O 7 e e e =
2’ 20, 30) 3 | 0375
I S (30, 40) 42 |05
& 3}
g 1. Pz [40, 50) 5 | 0625
x [ |
10 20 30 40 50 60 70 (50, 60) U 0875
[60, 70) 8 |1
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013 | Organiza en una tabla de frecuencias estos datos relativos al peso, en kg,
de 20 personas.

42 51 56 66 75 47 51 45 63 79
69 59 50 70 59 62 54 60 63 58
a) Representa los datos mediante el grafico més adecuado.
b) Calcula sus medidas de centralizacion.

a) Peso X; i

[40,50) | 45 3 g

[50, 60) 55 8 §

[60,70) | 65 6 83

[70, 80) 75 3

40 50 60 70 80
Peso (kg)
b) La media aritmética es:
7= 3:454+8-55+6-66+3-75 _ 595

20
La frecuencia mayor es 8, que corresponde al intervalo [50, 60).
Intervalo modal = [50, 60)
Ordenamos los datos: 42, 45, 47, 50, 51, 51, 54, 56, 58, 59, 59, 60, 62,
63, 63, 66, 69, 70, 75, 79
59 +5
=, =

Me 59

014 | Halla las medidas de centralizacién.

[0,5) | [5,10) | [10, 15) | [15, 20)
10 12 37 21

La media aritmética es:

10-25+12-75+4+37-125+21-175
80 B

La frecuencia mayor es 37, que corresponde al intervalo [10, 15).

Intervalo modal = [10, 15)

Intervalo mediano = [10, 15)

X = 11,8

015 | Decide qué valores podemos afiadir a este conjunto de datos: 18, 8, 7, 9, 12,
15, 21 y 12 para que la mediana siga siendo la misma.
Ordenamos los datos: 7, 8, 9, 12, 12, 15, 18, 21
La mediana es 12.

Si solo afladimos un valor, independientemente de cuél sea, la mediana
seguira siendo 12.
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Con los datos de la tabla del ejemplo anterior, calcula los siguientes percentiles.

a) P b) P, c) Psg d) Pss
Datos f;i h; F; H;
1 11 0,18 11 0,18
2 27 0,45 38 0,63
3 4 0,07 42 0,7
4 18 0,3 60 1

a) P22:2 b) P7:]. C) 'D98:4 d) P66:3

;Qué tipo de frecuencias se utilizan para calcular las medidas de posicién?
;Es la mediana una medida de posicién?

Para calcular las medidas de posicion se utilizan las frecuencias
acumuladas.

La mediana se puede considerar una medida de posicion, ya que divide
la distribucion de los datos en dos partes iguales:
Me = Qz = P50

Salen 20 plazas a concurso por oposicién y se presentan 200 personas.

Notas | 3 | 4 |5 |6 |78 9|10
f; 6 | 25|34 |42 |50 |27 |13 | 3

:Con qué nota se obtiene una de las plazas mediante el concurso por oposicién?
:Qué percentil es la nota 57

Hay 200 — 20 = 180 personas que suspenden la oposicion. Como 180

es el 90 % de 200, y P, = 8, siendo 8 la nota minima para aprobar.
Ordenados los datos, del 32.° al 65.° tienen de nota 5, luego 5 es el percentil
Pis, P17, ..., hasta Px.

Lidia ha obtenido las siguientes notas en Matematicas: 7, 5, 6, 10,9, 7 y 6.
Halla las medidas de dispersién.

x =714 0’ =2,69 o=164 CV=0,23

Calcula las medidas de dispersién de estos datos.

N.° de vehiculos 0 1 2 3
N.° de familias 115|456 | 268 | 161

X; fr | b—xl | Go=x|F - (6 —x)?

0 115 | 1,475 | 2175 250,125 X = 1475

1 456 | 0,475 | 0,225 102,6 o2 = 0,867

2 268 | 0525 | 0,275 140,7 o =0,931

3 161 | 1525 | 2,325 374,325 CcV=0,631
1.000 867,75
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024

Compara la dispersion en estas dos variables: la primera mide el peso
de los elefantes, con x = 2.000 kg y o = 100 kg, y la otra mide el peso de
los ratones, con x = 0,05 kgy o = 0,02 kg.

o= 20 05 cn =292 _gy4

2.000 0,05
La dispersion en los ratones es mayor, ya que su coeficiente de variacion
€s mayor.

Obtén y comenta las medidas estadisticas de estos datos: 1, 3, 2, 5, 2y 5.

X; f; F; fi-xi | fi-xt | fie|x—X|

1 1 1 1 1 2

2 2 3 4 8 2

3 1 4 3 9 0

5 2 6 10 50 4
Total | 6 18 68 8

Las medidas de centralizacion son:

)?:%:3 Me=25 Mo=2ybh
Las medidas de dispersion son:

Rango: R = méximo — minimo=5—-1=4

fi|xi—X
Desviacion media: DM = Z:N = % =1,333..

fox?

Varianza: 0° = 27)( — X’ = 88 9= 14 2,333...
N 6 6

Desviacion tipica: 0 = Vo? = 1,5275

o _ 1575 5509-509%
X 3

Los datos presentan una agrupacion pequefia respecto de las medidas
de centralizacion.

Coeficiente de variacion: CV =

Varia las frecuencias del ejercicio anterior para obtener una conclusién
distinta.

Por ejemplo, con 1, 2, 2, 2, 3, 4 se obtendria una agrupacién bastante mayor.

La tabla muestra el nimero de accidentes laborales que han tenido lugar
en el dltimo afio.

N.° de accidentes | [0, 10) | [10, 20) | [20, 30) | [30, 40)
N.° de meses 1 5 4 2

Calcula las medidas de dispersién.
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N.° de accidentes X; f; F; fioxp | fi-x2 | fie |%—X|
[0, 10) 5 1 1 5 25 15,83
[10, 20) 15 5 6 75 1.125 29,15
[20, 30) 25 4 10 100 2.500 16,68
[30, 40) 35 2 12 70 2.450 28,34
Total 12 250 | 6.100 20
Las medidas de centralizacion son:
X = @ = 20,83
12

Intervalo mediano = [20, 30)
Intervalo modal = [10, 20)
Las medidas de dispersién son:

Rango: R = méaximo — minimo =40 — 0 =40

Desviacién media: DM = LX’_X‘ _ %0
N 12

L x?
Varianza: ¢2 = % — X2 = % — 433,89 = 74,44

=75

Desviacion tipica: o = \/0_2 = 8,63

_ 863 _pa1a—a14%

Coeficiente de variacion: CV = %
X 20,83

ACTIVIDADES

Indica el tipo de variable estadistica que estudiamos y razona, en cada caso,
si serfa mejor analizar una muestra o la poblacién.

a) La talla de los alumnos de un IES.

b) La temperatura de tu provincia.

¢) La edad de los habitantes de un pais.

d) El sexo de los habitantes de un pueblo.

e) El dinero gastado a la semana por tus amigos.

f) Los efectos de un nuevo medicamento en el ser humano.

g) El color del pelo de tus compafieros de clase.

a) Cuantitativa discreta, estudiar la poblacién.
b) Cuantitativa continua, estudiar una muestra.
c) Cuantitativa continua, estudiar una muestra.
d) Cualitativa, estudiar una muestra.

e) Cuantitativa continua, estudiar la poblacion.
f) Cualitativa, estudiar una muestra.

g) Cualitativa, estudiar la poblacién.
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026 | El ntimero de horas diarias de estudio de 30 alumnos es:
34355 11112 34502
03221 21320 12143

a) Efectda un recuento y organiza los resultados en una tabla de frecuencias.
b) ;Qué significan las frecuencias acumuladas que has calculado?

a) [ N dehoras | f; h; F H;
0 3 0,1 3 0,1
1 8 0,267 11 0,367
2 7 0,233 18 0,6
3 6 0,2 24 0,8
4 3 0,1 27 0,9
5 3 0,1 30 1

b) Veamos el significado de las frecuencias acumuladas relativas mediante

un ejemplo:
F3 = 24 quiere decir que hay 24 alumnos que estudian tres horas 0 menos
cada dia.
H, = 0,6 significa que el 60 % de los alumnos estudia dos horas 0 menos
cada dia.
027 | Completa la siguiente X h; F, Porcentaje
tabla de frecuencias. 10 2 2 3
20 5 9 10
30 7 16 14
40 10 26 20
50 15 41 30
60 9 50 18

028 | En una evaluacién, de los 30 alumnos de una clase, el 10 % aprobé todo,
el 20 % suspendi6 una asignatura, el 50 % suspendié dos asignaturas
y el resto mas de dos asignaturas.
a) Realiza la tabla de frecuencias correspondiente.

b) ;Hay algin tipo de frecuencia que responda a la pregunta de cuantos
alumnos suspendieron menos de dos asignaturas? Razona tu respuesta.

a) ° i
" apenas | T M| R
0 3 0,1 3 0,1
1 6 0,2 9 0,3
2 15 0,5 24 0,8
Mas de 2 6 0,2 30 1

b) La frecuencia que nos proporciona la respuesta a la pregunta de cuantos
alumnos suspendieron menos de dos asignaturas, es la frecuencia
acumulada, F, = 9.
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Explica cémo completarias una tabla de frecuencias conociendo solo
las frecuencias absolutas acumuladas. ;Podrias hacer lo mismo
con las frecuencias relativas acumuladas?

Para completar una tabla de frecuencias, conociendo las frecuencias
absolutas acumuladas, es necesario tener en cuenta que:

F="f

Fi=fa+fi—fi=F—F., parai>1
Conociendo las frecuencias relativas acumuladas, las frecuencias relativas
se calculan de forma andloga, ya que se verifica:

Hy=h

H=H_1+h—h=H—H_,parai>1

030
[ 1

Para realizar un estudio hacemos una encuesta entre los jévenes de un barrio,
y les preguntamos por el niimero de veces que van al cine por semana.
Los resultados de la encuesta son:

a) ;Cual y de qué tipo es la variable estadistica que estamos estudiando?
b) Construye una tabla de frecuencias.

¢) ;Cuantos jévenes van al cine méas de dos veces por semana?

d) ;Y cuéntos van, al menos, una vez por semana?

a) La variable estadistica que estamos estudiando es «el nimero de veces
que los jévenes van al cine por semana», y €s una variable cuantitativa

discreta.

OO % [ & [ R | m | H
0 7 7 0,14 | 0,14
1 16 23 0,32 | 0,46
2 13 36 0,26 | 0,72
3 7 43 0,14 | 0,86
4 4 47 0,08 | 0,94
5 3 50 0,06 | 1

c) 14 jovenes van al cine méas de dos veces por semana.

d) Al menos una vez por semana van al cine 43 jovenes.
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De los 30 asistentes a una cena, el 20 % comié ternera, el 40 % cordero

y el resto pescado.

a) Organiza los resultados en una tabla de frecuencias, y representa los datos
en un diagrama de sectores.

b) Realiza un diagrama de barras y explica cémo lo haces. ;Cuél de los dos
gréficos prefieres? ;Por qué?

a) [ Comida | f; F; h; H;
Ternera 6 6 0,2 0,2 I Temera
Cordero 12 18 0,4 0,6 .’ D Cordero
Pescado | 12 30 0,4 1 |:|
Pescado

b) Representamos,
en el diagrama de barras,
las frecuencias absolutas.
En este caso es
preferible utilizar el grafico de
sectores porque es mas facil R
de comprender. Ternera Cordero Pescado

—

ON DM OO ONITH

La siguiente tabla muestra los Cara 1]2]3]4]5]6

resultados de lanzar 50 veces un dado. N.°deveces | 8 (12| 5|9 |6 |10

a) Representa los diagramas de barras de frecuencias relativas y absolutas.
{Qué observas?

b) Sobre los gréficos anteriores, dibuja su poligono de frecuencias.

¢) ;Podrias representar los datos en un histograma? Razona tu respuesta.

a) y b) Al representar los Cara f; F; h; H;
dos diagramas se observa 1 ] 8 1016 | 0.16
que el grafico es el mismo, 5 12 50 | 024 | 02
y lo tnico que cambia 3 5 25 (o1 |05
es el eje vertical; en un caso 2 5 2 o018 [ocs
son frecuencias absolutas, ! !
y el en otro caso, son relativas. o 6 40 1012108
6 10 50 0,2 1
h; fi
0,24 12
0.22 11
10
0,18 9
8
0,14 7
6
0,10 5
4
06 3
2
0,2 1
1 2 3 4 5 6 0123456

c) Estos datos no pueden representarse mediante un histograma
porque la variable no es continua.
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La venta de turismos

durante un afio

en un concesionario

viene representada

por el siguiente 0

grafico. E F M A M J J A S O N D
a) Halla las frecuencias absolutas y relativas.

b) Obtén las frecuencias acumuladas.

a) yb) Mes f; F; h; H,
Enero 100 100 0,09 0,09
Febrero 60 160 0,05 0,14
Marzo 70 230 0,06 0,2
Abril 80 310 0,07 0,27
Mayo 70 380 0,06 0,33
Junio 100 480 0,09 0,42
Julio 120 600 0,11 0,62
Agosto 110 710 0,1 0,62
Septiembre 80 790 0,07 0,69
Octubre 70 860 0,06 0,75
Noviembre 90 950 0,08 0,83
Diciembre 80 1.030 0,07 0,9

Las estaturas, en cm, de 27 jévenes son las siguientes.

155 178 170 165 173 168 160 166 176

169 158 170 179 161 164 156 170 171

167 151 163 158 164 174 176 164 154
Utiliza intervalos de amplitud 5, comenzando con el intervalo [150, 155), forma
una tabla, efectta el recuento y obtén las marcas de clase. Representa los datos
en un histograma.

Estatura X; {5 h; F; H;
[150, 155) 152,5 2 0,074 2 0,074
[155, 160) 157,5 4 0,148 6 0,222
[160, 165) 162,5 6 0,222 12 0,444
[165, 170) 167,5 5 0,185 17 0,629
[170, 175) 1725 6 0,222 23 0,851
[175, 180) 177,5 4 0,148 27 1

O = N W b OO h
P S T SR R

150 155 160 165 170 175 180
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de 22 botellas de agua, y obtenemos
los siguientes datos expresados en miligramos. ]

46 25 27 30 48 40

Hemos estudiado el contenido en sales !
—
'\—-‘

l ==

27 44 37 62 56 29 | =

76 75 49 59 33 52 .“ S

54 45 66 69 :_‘ -

e ; . , <
a) Clasifica la variable estadistica estudiada. R d‘\ r—<
' '. :‘\
b) Justifica el hecho de tomar o no intervalos . -

al hacer una tabla.
c¢) Realiza el gréafico que consideres méas adecuado.

a) La variable estadistica es cuantitativa continua.
b) Debido al tamafio de la muestra, es conveniente tomar intervalos.

c) Para realizar cualquier representacion grafica es necesario construir
primero la tabla de frecuencias. Construimos el histograma.

Sales X; f; fé
[20,30) | 25 | 4 51
(30, 40) 35 3 a4t
4050 [ 45 | 6 3t
[50,60) | 55 | 4 2t
[60, 70) 65 3 T
[7/080) | 75 | 2 20 20 40 50 60 70 80

Reconstruye la tabla de frecuencias asociada a este gréafico de frecuencias
acumuladas.

5 10 15 20 25 30 35

Intervalos X; f; h; F; H;
[5, 10) 7,5 2 0,2 2 0,2
[10, 15) 12,5 1 0,1 3 0,3
[15, 20) 17,5 2 0,2 5 0,5
[20, 25) 22,5 2 0,2 7 0,7
[25, 30) 27,5 1 0,1 8 0,8
[30, 35) 32,5 2 0,2 10 1
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HAZLO ASI
¢COMO SE DIBUJA UN DIAGRAMA DE CAJAS?

Un diagrama de cajas es un gréfico en el que se dibuja una caja central, que in-
dica el intervalo en el que se concentra el 50 % de los datos (sus extremos son
el 1.y 3.% cuartiles) y una linea central que marca la mediana. A partir de él
podemos detectar datos atipicos que se alejan del resto. Con esta informacién,
representa estos datos mediante un diagrama de cajas.

X | 1 213 |4|5|6]|7]|8
fi |1 7|18 1| 2 1 1 6 | 4
Fi| 1 8 |16|18 19|20 |26 | 30

PRIMERO. Se calcula la mediana, @ y Q.

Me =3
Q=2
Q=7

SEGUNDO. Se representan estos datos en una recta.

TERCERO. Se dibuja un rectangulo de anchura comprendida entre Q, y @, una li-
nea que pase por la mediana y rectas exteriores que marcan el rango de los datos.

Dibuja un diagrama de cajas para estos datos.

Xx|1|2|3|4|5]|6 X, |12(13]14|15
13 (1]2|14]1 ;1119 | 8|62
X; f; h; F; H;

1 3 0,25 3 0,25
2 1 0,08 4 0,33
3 2 0,17 6 0,5
4 1 0,08 7 0,58
5 4 0,33 11 0,92
6 1 0,08 12 1
Q=15
Me = 3,5
Q=5

385



Estadistica

039 | Obtén las medidas de centralizacién de la siguiente serie de datos.

L 7 3245 18615

324938 10241

2 565 4 71305

8 6 340 9 257 4

02156 4 3523
X; fi Fi | fi-xp | fi-xf | fio | —X|
0 4 4 0 0 15,44
1 6 10 6 6 17,16
2 7 17 14 28 13,02
3 6 23 18 54 5,16
4 7 30 28 112 0,98
5 8 38 40 200 9,12
6 4 42 24 144 8,56
7 3 45 21 147 9,42
8 3 48 24 192 12,42
9 2 50 18 162 10,28
Total | 50 193 1.045 101,56

193

Las medidas de centralizacion son: X = a =38 Me=4 Mo=5

Las medidas de dispersion son: Rango: R = méaximo — minimo =9 - 0=29

Desviacion media: DM = fo "X" _ X‘ = 101,56 = 2,0312
N 50
D G .
Varianza: o? = ZTX — X% = L 149 =6
Desviacion tipica: o = \/0_2 = 2,45
Coeficiente de variacion: CV = % = 2,45 = 0,63 =63%
X 3,86

040 | Realiza la actividad anterior, pero agrupa en intervalos de amplitud 2,
® | comenzando en cero. ;Obtienes los mismos resultados? ;Por qué?

Intervalos X f; F; fiexi | fi-XF | f- | % —Xx|
[0, 2) 1 10 10 10 10 33,6
[2,4) 3 13 23 39 117 17,68
[4, 6) 5 15 38 75 375 9,6
[6, 8) 7 7 45 49 343 18,48
[8, 10) 9 5 50 45 405 23,2
Total 50 218 | 1.250 102,56

Las medidas de centralizacion son:

X = 4,36 Intervalo mediano = [4, 6) Intervalo modal = [4, 6)

Las medidas de dispersion son: Rango: R = méaximo — minimo=9 - 0=9
X —X 10256
N 50

Desviacion media: DM = Zﬁ ' 2,05
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)2
Varianza: o2 = Zﬁ XN _xe - 1250 19=6

N
Desviacion tipica: 0 = vo? = 2,45
Coeficiente de variacion: OV = % = 242 _ 056 — 56%

X )
Se observa que no se obtienen los mismos resultados. Hemos trabajado
con marcas de clase debido a la agrupacion de los datos.

041 | Una cadena de television ha realizado un estudio entre 200 espectadores para
determinar el grado de satisfaccién de un programa, obteniendo estos resultados.

Opinién Muy bueno | Bueno | Regular | Malo | Muy malo
Porcentaje 15 25 30 25 5

Calcula e interpreta las medidas de centralizacion.
Me = Regular — Significa que la mitad de los datos son peores o iguales
que Regular y la otra mitad son mejores o iguales que Regular.

Mo = Regular — Significa que Regular es la opinién en la que coinciden
més espectadores.

042 | HAZLO ASI
¢COMO SE PUEDEN ANADIR O SUPRIMIR DATOS PARA OBTENER UNA MEDIA DETERMINADA?
Afade un dato a este conjunto para que:
3334444556677717
a) La media no varfe. b) La media sea 6.

PRIMERO. Se calcula la media de los datos.
75

N=15—-x=—=5
15
SEGUNDO. Se multiplica la media que se quiere obtener por el nuevo nimero de
datos, N = 16.
a) 16 -5=80 b) 16 -6 =96

n
TERCERO. Se resta »_f - X; a este resultado y se obtiene el nuevo resultado.
i=1

a) 80 — 75 = 5. Hay que afadir un 5. b) 96 — 75 = 21. Hay que afiadir un 21.

043 | Anade dos datos a este conjunto para que la media cumpla estas condiciones.
555588 8 8 8 10
a) No varfe. b) Sea 8. ¢) Sea 4.
x=7
a) Los dos numeros deben sumar 14, por ejemplo 7y 7.
b) 812 =96; 96 — 70 = 26. La suma de los dos numeros debe ser 26.
Por ejemplo, 10y 16.

c) 4-12=48;48 — 70 = —22. La suma de los dos numeros debe ser —22.
Por ejemplo, —10y —12.
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044 | HAZLO AS[
¢{COMO SE PUEDEN ANADIR O SUPRIMIR DATOS PARA OBTENER UNA MEDIANA DETERMINADA?

Afade un dato a este conjunto para que la mediana no varie.
333444555667777

PRIMERO. Se calcula la mediana: Me =5

SEGUNDO. Al afiadir datos, la mediana se desplazaré tantos lugares como datos se
afiadan.

Al afiadir un dato, N = 16 y la mediana seré la media entre los datos colocados
en el 8.°y 9.° lugares (5 y b). Por tanto, la mediana sera siempre 5.

045 | Anade dos datos a esta distribucién para que la mediana:
8 8 8 88 9 9 10 10 10

a) No varfe. b) Sea 8. c) Sea 9.

a) Uno de los datos debe ser mayor o igual a 9y el otro dato debe ser menor
o igual a 8. Por ejemplo, 5y 11.

b) Los dos datos deben ser menores o iguales que 8. Por ejemplo, 2y 6.

c) Los datos deben ser mayores o iguales a 9. Por ejemplo, 10y 11.

046 | Un corredor entrena, de lunes a viernes, recorriendo
las siguientes distancias: 2, 5, 5, 7 y 3 km, respectivamente.
Si el sabado también entrena:
a) jCuantos kilémetros debe recorrer para que la media
sea la misma?
b) ;Y para que la mediana no varfe?

c¢) ;Y para que la moda no varie? ’
a) La distancia media que recorre, de lunes a viernes, es: )
2+5+55+7+3 =2—52=4,4km

Suponiendo que el sabado recorre d kildbmetros, para que se conserve
la media se ha de cumplir que:

2+5+5—g7+3+d :4,4—>22;_d — 44

—d=44.-6—22=44km

El sabado debera recorrer 4,4 km.

b) La mediana es Me = b.

2 3 [5] 5 7

Para que la mediana no varie, el sdbado debe recorrer 5 km o mas.

c) Para que la moda no varfe es necesario que el sébado recorra cualquier
distancia excepto 2, 3 o 7 kildmetros. De esta manera, la moda seguira
siendo 5.
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La tabla muestra las notas obtenidas por 120 alumnos en una prueba
de 100 preguntas.

Notas X; f; Fi
[30, 40) 35 1 1
[40, 50) 45 3 4
[50, 60) 55 11 15
[60, 70) 65 21 36
[70, 80) 75 43 79
[80, 90) 85 32 111
[90, 100) 95 9 120
Total N=120
a) Calcula los tres cuartiles. b) Halla los percentiles Pas, Py Pog.

Para hallar los cuartiles y percentiles es necesario calcular primero
las frecuencias acumuladas.

a) El25% de 120 es 30, luego Q; debe dejar 30 datos por debajo y el resto
por encima. En la columna de frecuencias acumuladas, el primer nimero
mayor o igual que 30 es 36, por lo que @, = 65.

Como el 50 % de 120 es 60, repitiendo el proceso, tenemos
que @, = 75.

Anélogamente, como el 75 % de 120 es 90, resulta que Q; = 8b.

b) EI 23 % de 120 es 27,6; y la primera frecuencia acumulada mayor o igual
que 27,6 es 36, que se corresponde con la marca de clase: 65,
luego P.; = 65.

Como el 46 % de 120 es 55,2; repitiendo el proceso, resulta
que P46 =75.

Andlogamente, como el 90 % de 120 es 108, tenemos
que Py = 85.

Contesta razonadamente a las siguientes cuestiones sobre medidas estadisticas.
a) ;Es la media siempre mayor que la desviaci6n tipica?

b) En un estudio estadistico, jqué cantidad de datos es mayor que el cuartil
primero, @Q;, y menor que el cuartil tercero, Qs?

¢) ;Qué significa que el peso de un nifio esté situado en Pyy?
a) No, por ejemplo, si todos los datos fueran negativos, la media seria
negativa, pero la desviacion tipica es siempre positiva.

b) Sabemos que, entre dos cuartiles consecutivos cualesquiera, hay un 25 %
de los datos, luego entre el cuartil primero, @y, y el cuartil tercero, Qs, esta
el 50 % de los datos.

c) Siel peso de un nifio esta situado en el percentil Py, esto quiere decir
que el 90 % de los nifios pesa menos que lo que este indica.
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049
(1]

050
(1]

051
( 1 J

Calcula e interpreta las medidas de dispersién de los siguientes datos,
que expresan los dias de baja por enfermedad de 10 trabajadores
de una fébrica.

060234211003

x | 0| R fx]fndf n—xl| -2 -16
0 3] 3 0 0 4.8 10
1 ST 51 2 5 12 Las medidas dg (ljispersié? ;on:
> ST 71 2 3 08 Rango: R = maximo — minimo =
3| 2] 9] 618 2,8 —4-0=4
2 1110l 2 | 16 24 Desviacion media:
Total| 10 16 | 44 | 12 oy = 2ot 12 12
N 10

E fox? 44
Varianza: o¢° = 20N X?=—"_-256=184
N 10

Desviacion tipica: o = vo? = 1,36

o _ 136 485859
X 1,6

’

Coeficiente de variacion: CV =

Una persona ingresa 6.000 € en un fondo de inversién el 1 de enero de 2002.
Las rentabilidades anuales del fondo durante los afios siguientes han sido:

Afio 2002 2003 2004 2005
Rentabilidad (%) 5 4 -3 5

Si no ha retirado el capital, ;cuél ha sido la rentabilidad media de dicho fondo
durante estos afios?

La rentabilidad media ha sido: ¥ = 2+ 2T E3+5 _ 5250,

4

Realiza el estudio del peso, en kg, de 20 alumnos que se muestra en la tabla.

Peso X f; = fi- X fi-x? | fi-|x—x|
[36, 42) 39 4 4 156 6.084 50,4
[42, 48) 45 4 8 180 8.100 26,4
[48, 54) 51 5 13 255 13.005 3
[54, 60) 57 2 15 114 6.498 10,8
[60, 66) 63 3 18 189 11.907 34,2
[66, 72) 69 2 20 138 9.522 34,8

Total 20 1.032 | 55.116 159,6

Las medidas de centralizacion son:
_ 1032 .
X = TO = 51,6 Intervalo mediano = [48, 54) Intervalo modal = [48, 54)



SOLUCIONARIO

Las medidas de dispersion son:
Rango: R = maximo — minimo =72 — 36 = 36

Dok -x| 1596 _

Desviacion media: DM = 7,98
N 20
o
Varianza: o = 27)( — X% = 95116 51,6° = 93,24
N 20
Desviacion tipica: ¢ =+ o? = 9,65
Coeficiente de variacion: CV = % = 9,65 =0,19=19%
X 51,6

052 | Los salarios, en euros, en una empresa son |os siguientes.

Mujeres: 1.200, 1.300, 1.000, 900, 900, 1.100, 1.200,
1.100, 1.400, 1.200, 1.000, 1.300, 1.200, 1.100, 1.100

Hombres: 1.200, 1.300, 1.500, 1.300, 1.400, 900, 1.700,
1.600, 1.400, 1.300, 1.500, 1.300, 1.900, 1.700, 1.200
a) Calcula la distribucién de frecuencias, la media, la mediana y la desviacién
tipica, de cada grupo: hombres y mujeres.
b) Calcula sus medidas de dispersion.
¢) Compara ambos grupos. ;C6mo lo haces?
d) Si consideramos todos los datos en el mismo grupo, ;qué resultados obtenemos?

a)y b) Mujeres: X f, F, fiox f, - X2

900 2 2 1.800 1.620.000
1.000 2 4 2.000 2.000.000
1.100 4 8 4.400 4.840.000
1.200 4 12 4.800 5.760.000
1.300 2 14 2.600 3.380.000
1.400 1 15 1.400 1.960.000
Total 15 17.000 |19.580.000

Las medidas de centralizacion son:

17.000
15
Las medidas de dispersion son:
Rango: R = maximo — minimo = 1.400 — 900 = 500
Do > _ 19.580.000

Varianza: 0° = &=~ """
N 15

X = =1133 Me=1100 Mo=1.100y 1.200

- 11332 = 21644

Desviacion tipica: o = v o? = 147

:1477:0,13=13%

Coeficiente de variacion: CV = %
X 1.133
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N

C

d)

Hombres:

Xi i [P fi-X; fi- x?
900 1 1 900 810.000
1.200 2 3 2.400 2.880.000
1.300 4 7 5.200 6.760.000
1.400 2 9 2.800 3.920.000
1.500 2 11 3.000 4.500.000
1.600 1 12 1.600 2.560.000
1.700 2 14 3.400 5.780.000
1.900 1 15 1.900 3.610.000
Total 15 21.200 | 30.920.000
Las medidas de centralizacion son:
X = 215600 =1413 Me=1400 Mo=1.300

Las medidas de dispersion son:
Rango: R = maximo — minimo = 1.900 — 900 = 1.000

2

Varianza: o — 227 X0 3o L 30920000 4 4100 gy,

N 15
Desviacion tipica: ¢ = \/0’7 =254
Coeficiente de variacion: CV = % = 254
X 1413
A la vista de los resultados, podemos afirmar que el salario medio en los
hombres es mayor que en las mujeres. En ambos casos, la desviacién
tipica es pequefia con relacion a la media. Esto significa que los datos
estan bastante proximos al respectivo valor medio, estando méas préximos
en las mujeres que en los hombres, ya que el coeficiente de variacion en
los hombres es mayor que en las mujeres. En el caso de los hombres,
los datos estan mas dispersos que en el caso de las mujeres.

=018=18%

X; f; F; fi-x fi- x?

900 3 3 2.700 2.430.000
1.000 2 5 2.000 2.000.000
1.100 4 9 4.400 4.840.000
1.200 6 15 7.200 8.640.000
1.300 6 21 7.800 | 10.140.000
1.400 3 24 4.200 5.880.000
1.500 2 26 3.000 4.500.000
1.600 1 27 1.600 2.560.000
1.700 2 29 3.400 5.780.000
1.900 1 30 1.900 3.610.000
Total 30 38.200 |50.380.000

x=127333 Me=1250 Mo=1.200y 1.300
Rango: R = 1.900 — 900 = 1.000

0 = 503?% —1.273? = 53804 o =Jo? =242

CV=—=019=19%

o
X
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053 | El tiempo, en minutos, que un conjunto de estudiantes dedica a preparar
un examen es:

220 500 450 390 550 600
790 200 60 300 400 90
Las calificaciones de ese conjunto de estudiantes son las siguientes.
4 5 6 5 7 6 8 4 1 5 6 2

¢Cual es la media y la desviacion tipica de ambos conjuntos? ;Qué podemos hacer
para comparar su variabilidad? ;En qué conjunto los datos estan mas dispersos?

Minutos de estudio Calificaciones
Media 379 4,92
Varianza 43.037 3,68
Desviacion tipica 207 1,89
Coeficiente de variacion 0,55 0,38

Para comparar la variabilidad nos fijamos en el coeficiente de variacion.
Estan mas dispersos los datos de los minutos dedicados al estudio.

054 | Dos alumnos realizan 5 pruebas de calificacion, obteniendo los siguientes
resultados.

Juan: 2 6 575 Ana: 01 987

Compara sus datos, utilizando la media aritmética y la desviacion tipica.

La media aritmética y la desviacion tipica de ambos estudiantes son:
Juan: x =5 o0=1,67 Ana: x =5 oc=3,74

Las dos medias son iguales, pero tienen distinto significado dependiendo

de sus desviaciones tipicas.

En ambos casos, las medias son iguales y valen 5.

Sin embargo, Juan tiene una desviacion tipica mucho menor que Ana.

Esto significa que Juan es un alumno constante, pues sus notas estan

proximas a la media. Por el contrario, podemos afirmar que Ana es

una alumna bastante irregular, porque alterna notas muy altas y bajas,

estando todas excesivamente alejadas de la media.

055 | Un grupo de ratones tiene de media
de sus pesos x = 70 g y desviacion
tipica o = 20 g. Un conjunto
de gatos tiene de media x = 2,5 kg
y desviacion tipica o = 20 g.
Compara ambos grupos.

Aunque las desviaciones tipicas sean iguales, debido a la diferencia existente
entre las medias, podemos decir que en el grupo de ratones hay mas

20 20

—>——=C

70 2500

dispersion en los datos que en el grupo de gatos: CVi =
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056

057

058

059

Los diplomados en Informatica de gestién tienen un salario medio, en su primer
empleo, de 1.080 €, con una desviacioén tipica de 180 €. Los diplomados

en Informéatica de sistemas tienen un salario medio de 960 €,

con una desviacioén tipica de 150 €. Si a un diplomado en Informéatica de
gestién le ofrecen un sueldo de 1.200 €, y a un diplomado en Informética

de sistemas, un sueldo de 1.140 €, ;cuél recibe una mejor oferta? ;Por qué?

Para poder comparar ambas ofertas vamos a medir sus beneficios

en unidades de desviacion tipica.

Sabiendo que un diplomado en Informatica de gestion tiene un salario medio
de 1.080 €, con una desviacion tipica de 180 €, podemos decir

que la oferta de 1.200 € se desvia por encima de la media:

1.200 — 1.080
180
Sin embargo, una oferta de 1.140 € a un diplomado en Informética

de sistemas, con un sueldo medio de 960 € y 150 € de desviacion tipica,
se desvia por encima de la media:

M = @ = 1,2 unidades de desviacion tipica

150 150

Esto indica que el diplomado en Informatica de sistemas es quien recibe
la mejor oferta.

= 0,75 unidades de desviacion tipica

La edad media de los integrantes de una orquesta aumentaria en un afio
si abandonaran la orquesta 5 misicos de 19 afios cada uno, 0 si se unieran
a ella 5 musicos de 17 afios cada uno. ;Es posible esta situacién?

Es imposible, ya que si la edad media aumenta quitando 5 musicos
de 19 afios, esto quiere decir que la media era menor de 19 afios,

y si aumenta afladiendo 5 musicos de 17 afios, significa que la media
es inferior a 17, por lo que es imposible.

El peso medio de 4 amigos es 90 kg, pero hay un error, pues el peso de Carlos
es 79 kg, y no 97 kg. ;Cuél es realmente el peso medio?
X = w = 85,5

El peso medio es 85,5 kg.

El salario mensual, en euros, de los cinco trabajadores de una empresa
es el siguiente.

| 1.500 | 1.500 | 2.000 | 2.700 | 11.000|

;Cual de las tres medidas de centralizacién describe mejor los sueldos
de la empresa?

La mediana, ya que la moda nos da el valor minimo del salario mensual,
mientras que la mayorfa de la empresa cobra menos de la media.



060

EN LA VIDA COTIDIANA

Para la revista de un centro escolar se hace
un estudio estadistico que consiste

en analizar el tipo de noticias que ofrecen
los informativos de las principales cadenas
de television.

Después de elegir qué variables se van
a estudiar, los alumnos han organizado
los datos en una tabla que muestra

el porcentaje de noticias de cada tipo
que se ha emitido.

T1|T2
05(35

Ciencia

Consumo 07106
Cultura 93| 16
Deportes 19,3| 53
Economia 54177
Medio ambiente 12|47

Medios de comunicacién | 1,5 1,4
Meteorologia 96 (138

Sociedad 02| 0

Politica 194|15,1
Sanidad y salud 1415
Seguridad 13(08
Sociales 37175
Sucesos 26,3[21,8

Terrorismo 02103

SOLUCIONARIO

Construye un grafico adecuado y contesta a estas preguntas.

a) ¢(Qué tres tipos de noticias se emiten mas en cada cadena?

b) ¢(Cual de las cinco cadenas reparte mas uniformemente sus noticias?

c) (Consideras que alguna noticia interesa mucho mas o mucho menos

que el resto?

a) Noticias mas emitidas
1.° 2° 3.°
T.1 | Sucesos | Politica Deportes
T.2 | Sucesos | Cultura Politica
T.3 | Deportes | Sucesos | Politica
T.4 | Politica Sucesos | Deportes
T.5 | Politica Sucesos | Deportes y Sociales
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b) Calculamos las varianzas.

T.1

T.2

T3

T4

T

66,9

44,42

57,51

| Varianza

86,93

62,96

Media
Ciencia 1,2
Consumo 1,24
Cultura 9,82
Deportes 15,14
Economia 6,54
Medio ambiente 1,5
Medios de comunicacién 0,78
Meteorologia 8,08
Sociedad 0,18
Politica 23,24
Sanidad y salud 1,72
Seguridad 1,2
Sociales 7,24
Sucesos 21,16
Terrorismo 0,96

y deportes.
061 | En una revista cientifica se ha publicado un informe sobre la evolucién
©®00 | de laestructura de la poblacién en Espafia durante un siglo.
ESPARNA 1900

Edades

5y mé

80-84

75-79

70-74 .

65-69 .

60-64 4

55-59 1

50-54 n

45-49 |

40-44 -

35-39 =

30-34 i |

25-29 i |

20-24 -

15-19 o |

10-14 i |
5-9 .
0-4 - |

1210 8 6 4 2 0 %0 2 4 6 8 10 12

¢) Hallamos la media de cada tipo de contenido.

La menor varianza la tiene la cadena T.2, por lo que es la cadena
que reparte mas uniformemente los contenidos.

Las noticias que més interesan son las referentes a politica, sucesos

Los datos se muestran en piramides de poblacién, es decir, diagramas de barras,
donde se representa la estructura de la poblacién por intervalos de edades
y porcentaje de cada sexo.
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ESPANA 2004
Edades

-|85 y ma’sI | (
mm 80-84 |
75-79 1
70-74 i |
65-69 ) |
60-64 |
55-59 i |
50-54 i |
45-49 m
40-44 m
35-39 |
30-34 m
25-29 |
20-24 |
15-19 n
10-14 1

5-9 1
(4 b |

1210 8 6 4 2 0 %0 2 4 6 8 10 12

o}
I

Para interpretar una piramide de poblacién debemos fijarnos en su forma.

La poblacidn espaiiola
envejece porque hacen
pocos nifios y las personas
viven cada vez mds afios.

Fijate en las dos pirdmides de poblacién y describe cémo ha cambiado
la estructura de la poblacién espafiola de 1900 y la de un siglo después.
:Qué diferencias puedes destacar?

La pirdmide de poblacién en 2004 empieza a ser invertida, y eso quiere decir
que la natalidad esta disminuyendo cada afio, desde hace 25 afios,

y que la esperanza de vida va aumentando.

Se observa una mayor esperanza de vida en 2004 que en 1900.

En 2004 hay mas porcentaje de personas de mayor edad.
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13 Combinatoria

METODOS DE CONTEO

METODO METODO DEL
DEL PRODUCTO DIAGRAMA DE ARBOL

NUMEROS COMBINATORIOS

PROPIEDADES

BINOMIO DE NEWTON

VARIACIONES

PERMUTACIONES

COMBINACIONES
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El destierro

A nadie en su sano juicio se le ocurriria discutir una orden de Su Eminencia.
Y mucho menos a Etiénne Pascal, para quien el cardenal Richelieu
habia dispuesto que pasara a ocupar el puesto de recaudador

en la zona de Rouen.

Este encargo, a los ojos de su hijo, Blaise Pascal, tenfa poco
de premio y mucho de castigo.

Blaise habia observado que el caracter de su padre habia cambiado,
pasaba el dia fuera de casa y por la noche tenia que repasar

los asientos contables que periodicamente enviaba a Paris. El joven,
deseoso de ayudar, ide6 una maquina de contar para facilitar

el trabajo de su padre.

—iPadre! Tengo algo que podria ahorraros un tiempo precioso
—dijo Blaise irrumpiendo en la sala.

—Ahora no puedo atenderte, Blaise —contesté su padre de forma
cansada—, manana tengo que enviar el informe y he de comprobar
todas las operaciones.

—De eso se trata, padre —dijo Blaise y comenzo a introducir las
cantidades, unas sumando y otras restando, con las que la maquina
operaba sin esfuerzo alguno.

—jGracias, hijo! Ahora mi trabajo queda reducido a la mitad
y, tal vez, si los avances agradan a Richelieu nos ofrezca
la posibilidad de volver a Paris.

El joven Blaise, por primera vez en tres anos, vio cerca
los jardines de Paris y el final de su destierro en Rouen.

En este triangulo de Pascal,

comprueba que la suma
1 1 de cada fila es una potencia de 2.
1 2 1 ;Cudnto vale la suma de los niimeros
de la fila n?
il _ Ssp Nl

Podemos observar que la suma de todos
los numeros de cada fila forman
la sucesion 1, 2, 4, 8...

Es una progresion geométrica de razén 2
y cuyo término general es: a, = 2",

La suma de los nimeros de la fila n
coincide con el término n-ésimo de la
progresion.
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001

002

003

004

005

EJERCICIOS

Un equipo de fitbol tiene 2 equipaciones, compuestas de camiseta, pantalén
y medias, de diferentes colores, verde y azul. ;Cuantas formas distintas
tendran para vestirse sin que se repita la indumentaria?

2.2-2=38— Tendran 8 posibilidades distintas para vestirse.

¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar las 4 letras de la palabra PACO?

4.3.2-1=24 — Se pueden colocar de 24 maneras diferentes.

¢Cuantos caminos diferentes hay
para llegar de mi casa al restaurante
pasando por el cine?

3-4=12
Hay 12 caminos diferentes.

Mediante un diagrama de arbol, indica cuantas y cuales son las distintas
combinaciones de letras que podemos formar con las 4 letras de la palabra
ROSA.

Las distintas posibilidades son:
ROSA OSAR SARO AROS
ROAS OSRA SAOR ARSO
RSAO OARS SORA ASOR
RSOA OASR SOAR ASRO
RAOS ORAS SROA AOSR
RASO ORSA SRAO AORS

Hay 24 posibilidades distintas.

Lanzamos simultaneamente una moneda y un dado
de 6 caras, numeradas del 1 al 6.

Describe cuantas y cudles son las posibilidades

del experimento. Ayddate con un diagrama

de arbol.

Cara (C) Cruz (X)

o b WN -
o O WN -

6

El nimero de posibilidades del experimento es 12:
Cl1 C2 C3 C4 C5 C6 X1 X2 X3 X4 X5 X6



SOLUCIONARIO

006 | Para los cargos de delegado y subdelegado de tu clase se han presentado
3 estudiantes: Juan, Rosa y Maria. Representa, mediante un diagrama de arbol,
las posibles combinaciones que se pueden dar en la eleccion.

Delegado Subdelegado  Delegado Subdelegado Delegado Subdelegado

Rosa Juan ] Juan
Juan<_ Maria Rosa < Maria Marfa Rosa

007 | ;Cuantos numeros de 3 cifras, ninguna de ellas repetida, se pueden formar
con los nimeros impares? ;Cuales son?

135 137 139 153 157 159 173 175 179 193 195 197
315 317 319 351 357 359 371 375 379 391 395 397
513 517 519 531 537 539 571 573 579 591 593 597
713 715 719 731 735 739 751 753 759 791 793 795
913 915 917 931 935 937 951 953 957 971 973 975

Hay 60 numeros posibles.

008 | & calcula.

6 8
) ol o o (8
a) 8" = 40.320 c) 15! = 1.307.674.368.000
6)_ 8| _
o [6)-15 o [8)-70
009 | Haz las operaciones.
111 7 7 1111 5| (4
a) 12 11! b) [3]+[4] 0120 —111  d) [2] [2]
a) 12 - 11! = 479.001.600 c) 12! — 11! = 439.084.800
7 7| _ _ 5] (4] _10_a _
b)[3]+[4]735+35770 d)[Z] [2]710 6=4

010 | Simplifica estas operaciones con factoriales y niimeros combinatorios.

a)(n+1)-m c) [ e (n+ 1) —n! g) n
0 n—1
b) Z] &+ (" h) (n—1)!-(n — 3)!
a)n+1)-nl=m+1) e)in+ 1) —n'=n-n
n ny_
o [7] -1 o [7]-n
n n\_
c) [O] g)[n_ll—n
d) (n+ 1) h) (n—1)!-(n—3)!
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011 | Realiza las siguientes operaciones con niimeros combinatorios.
2 3J+(5)-6)-6)
2+ (-0 -3
O [7) (o] (3)- )
a) [5]+[10]_[8]_[9] 5t 1ot 8 9 _

4)7\5) 177187 4n TsEl 71 36
=5+252-8-84=165

10) . (8) (7) (5] _ 10! 8! 5
b)[4]+[5]_[7]_[3]74!-6!+5!~3!_1_3!~2!7

oo

012 | Aplica las propiedades de los nimeros combinatorios, sin realizar

las operaciones, y calcula [g], sabiendo que [g] =10.
5/ _( 5 | _[(5]_
5)=1s24 = =0
013 | Haz estas operaciones.
7 7 10 9
JHRH 2 [+ ()
|

26655

| |
o [10] 49 = 20 9" _ 510184 - 204
6 6] 61.41 6.3

014 | Calcula estas potencias de binomios y simplifica todo lo que sea posible.
7

a) (x+ 1)¢ c) [; ¢ e) (5—y)?

4

b) (2x — 1)° d) (2x + 2)° f) [Z + X

g Gl

6 _[6],6 70
a) x+1) 7[0])( 1° + 5 3

6
5

6

+ 6x°~16:x6+6x5+15x4+20x3+l5x2+6x+1

]x1~15+
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b) @x —1)° = [8

©x)P- (—1)° + [?

X" (~1) + [g ©xP- (<17 +

5 2 13 4|5 Vo4 (5 0. (15 —
+[3](2x) 17 +(3]@0’- -1 +[5 (@x)0 - (1) =

= 32x5 — 80x* 4 80x3 — 40x?> + 10x — 1

[ ] [ ][ ] X [ ][; 63 (x)1+[;][;]52. (CxF 4
NG RO 1 R R
+[é][ ] s [][; (XY =

1 21, 355 36 4 215 7.5
— X+ == X X - X X - x
T 128 64 32 16 8 4 2

d) @2x + 2)° = [o @x)° - 29 + [?](2)()5 oy [g @x)*- 22 4+ [g]@xﬁ 34

6 2 04 (6 1.05_ (6 0,096
+[4](2X) 2 +[5](2X) 2 +[6](2X) 2° =

— B4x° 1 384x° + 960x* + 1.280x° + 960x° + 384x + 64
65— ) = [ ] [ ]53 (=) + [‘2‘]52~(—y>2+

e

i
R G R

0

][] Xt = T X3
4 256 16 8

015 | Desarrolla los siguientes binomios.

a) (a+ b® b) (a — b)®

6|5 41, [06]4.42,(6
1]3 b—i—z]a b—i—[3

+ [6]32 b+ [G]a1 -p° +[6]a° bt =

i

a) (@a+b)° :[8]66-b0+ at-b>+

4 5 6
= a° 4 6a°p' + 15a*b? + 20a°b° + 15a°b* + 6ab® + b°

_8_88._0 87._186._2
b) (a—b) 7[0]3 (=b) +[1]a ( b)+[2]a (b +

8 5 3 8 4 4 8 3 5
+[3]a -(—b) +[4]a -(—b) +[5]a (—b)y +

8| 2 6 (81 (17 8]0 my8
+[6]a -(=b) +[7Ja (—b) +[8]a (=b)° =

= a® — 8a’b + 28a°b? — 56a°b° 4 70a*b* — 56a°h° +
+ 28a3°b° —8ab” 4 b®
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W Desarrolla el binomio.
(ax® —y»®
(ax®—y)P = 8 (@ax®® - (—y)° +
+ g (@ax?? - (—y)» +

017

6!

Voa =

018
distintas podemos hacer?

019

de 10 bolas podemos hacer?

VR, 10 = 4'° = 1.048.576

020
de dos colores puedes realizar?
_(4) 4
Gz = [2] T 212
021

25!

_ _ 25!
(25 -2)!

23!

Vas

022
hacer?

Con 14 bolas rojas, 13 azules, 12 naranjas
y 11 blancas, ;jcuantos collares diferentes

Podemos hacer 1.048.576 collares.

=25.

Dependiendo de si utilizamos 1,
el nimero de pesadas distintas es:

Co1+ Co2+Co3+Coat+ Cos+ Coo=

5

1 (@ax?® (—y)? +

(@ax®* - (—y)l + [g

(@At (=) + 2@ (—y) =

5
5

5
4

= a°x1% — Ba*x8y + 15a°x%y? — 10a°x*y> + Bax?y* — y°
Hemos alquilado un palco en el teatro con 6 asientos. ;De cuantas formas

podemos sentarnos mis padres, mi hermana y yo?

360 — Podemos sentarnos de 360 formas.

Ademas de nosotros, vienen al palco dos amigos mas. ;Cuantas agrupaciones

En este caso habra tantos asientos como personas.
Podemos hacer: Pg = 6! = 720 agrupaciones

Con 4 botes de pintura: amarilla, azul, roja y blanca, jcuantas mezclas

= 6 — Se pueden hacer 6 mezclas de dos colores.

En una clase de 25 alumnos se tiene que elegir delegado y subdelegado.
;Cuantas parejas se pueden formar para desempefar estos cargos?

24 = 600 — Se pueden formar 600 parejas.

Tenemos 6 pesas de 1, 2, 3, 4, 5y 6 kg. ;Cuantas pesadas diferentes podemos

2,3,4,506 pesas,

=6+ 15+20+ 15+ 6 + 1 = 63 pesadas



023

024

025

026

027

028

029

SOLUCIONARIO

Calcula el nimero de alineaciones distintas que podremos hacer para jugar
un partido de fatbol, si tenemos 22 jugadores en la plantilla.

|

22!
10— 705.432 — Se pueden hacer 705.432 alineaciones.

C22, 11 =
Con las letras de la palabra POTENCIA, ;cuantas palabras se pueden formar,
con o sin sentido, suponiendo que las letras puedan repetirse?
¢Y si no se pueden repetir?

Si las letras pueden repetirse, dependera del nimero de letras que queramos

que tenga la palabra; asi, si tiene n letras: VRg , = 8"

Si las letras no pueden repetirse, dependera del nimero de letras
8!

(8 —n)!

que queramos que tenga la palabra; asi, si tiene n letras: Vg, =

Tres compaieros de un centro escolar estan en la fila de un autobds.
¢De cuantas maneras se pueden subir, sabiendo que tienen que hacerlo
de uno en uno? ;Y si van cinco compaiieros?

Si son tres compafieros: P; = 3! = 6, pueden subir de 6 formas diferentes.

Si son cinco compaferos: Ps = 5! = 120, pueden subir de 120 formas
diferentes.

¢Cuantos nimeros de 7 cifras iguales o diferentes se pueden formar
con los digitos 1,4, 5,7y 8?

VRs ;=5 =78.125 — Se pueden formar 78.125 numeros distintos.

¢De cuantas maneras distintas pueden llegar 4 nadadores a la meta?

En este caso influye el orden y se trabaja con todos los elementos,
pero no se repite ninguno, luego habra que calcular el nimero
de permutaciones de 4 elementos.

P, =41 =24 — Pueden llegar a la meta de 24 maneras.

¢De cuantas formas podemos colocarnos 2 anillos diferentes en una mano,
de modo que no estén en el mismo dedo?

| I
5! = 5— = 20 — Podemos colocarlos de 20 formas.
5 -2 3!

V5,2 =

ACTIVIDADES

Lanzamos un dado y una moneda consecutivamente. Razona cuantos resultados

diferentes se pueden producir.

Por cada resultado distinto del dado se pueden obtener dos resultados
de la moneda. Aplicando el método del producto concluimos
que se pueden producir: 6 - 2 = 12 resultados diferentes.
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030 | En un restaurante, el ment del dia tiene 3 primeros platos, 3 segundos
y 4 postres para elegir. ;Cuantos menus diferentes podemos confeccionar?
Utiliza el método del producto y represéntalo con un diagrama de arbol.

Utilizando el método del producto podemos confeccionar: 3 - 3 - 4 = 36 menus
distintos. En el siguiente diagrama de arbol, aparecen los posibles menus con
el plato PRIMERO A. El diagrama de arbol es analogo con el plato PRIMERO B
y con el plato PRIMERO C.

POSTRE A

POSTRE B

POSTRE C

POSTRE D

POSTRE A

POSTRE B
PRIMERO A SEGUNDO B

POSTRE C

POSTRE D

SEGUNDO A

POSTRE A
POSTRE B
POSTRE C
POSTRE D

SEGUNDO C

031 | La clave de acceso de un ordenador consta de 4 caracteres (solo letras
o nimeros) y distingue entre letras mayusculas y mindsculas. Calcula el nimero
de posibilidades distintas que hay para escribir la clave.

Suponiendo que un ordenador personal tiene 26 letras (sin considerar
la letra fi), y teniendo en cuenta que distingue entre mayusculas

y minusculas, hay 52 posibles letras y 10 nimeros. En total,

son 62 elementos. Por tanto, el nimero de posibilidades que hay
para escribir la clave es el niUmero de variaciones con repeticion

de 62 elementos, tomados de 4 en 4.

VRez, 4 = 62* = 14.776.336 posibilidades

032 | Susana dispone en su armario de 2 faldas, 3 pares de pantalones de diferentes
colores, 2 blusas, 3 camisetas y 3 sombreros. Construye, en un diagrama
de arbol, las posibles combinaciones que puede hacer.

Consideramos que no se pueden poner falda y pantalén juntos, ni camiseta
y blusa a la vez. Por tanto, el diagrama de arbol es:
SOMBRERO 1
CAMISETA 1 < SOMBRERO 2
PANTALON 1 < CAMISETA 2 SOMBRERO 3
CAMISETA 3

Se procederia de forma andloga con PANTALON 2 y PANTALON 3. Después,

se hace un diagrama de arbol similar al anterior sustituyendo las camisetas
por BLUSA 1y BLUSA 2. Por ultimo, se realizan los diagramas de arbol similares
a los anteriores con FALDA 1y FALDA 2.
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SOLUCIONARIO 3

033 | Representa, en un diagrama de arbol, los resultados obtenidos al lanzar
©© | una moneda al aire y anotar el resultado de 10 tiradas.

C
C
c C<x<x
C X
C X
C X
C<C<X X
C<X X

El diagrama de arbol se completaria afiadiendo las ramas (C—X) a cada X
que aparece en el diagrama. Por Ultimo, se haria otro diagrama anélogo,
considerando que la primera tirada es X.

034 | El cédigo PIN de un teléfono mévil estd formado por 4 digitos.
© o | Halla el numero de cédigos diferentes que podemos poner
en el teléfono.

Teniendo en cuenta que el teclado de un teléfono
mavil dispone de 10 numeros distintos, el nimero
de codigos diferentes es el numero de

variaciones con repeticién de 10 elementos,
tomados de 4 en 4.

VR 10,4 = 10% = 10.000 codigos

035 | Calcula el valor de los siguientes nimeros combinatorios.

80 60
a) [70] c) [40]
50 90
b) [30] d) [80]
a)[80] = 8% 1646492110120
70)  70!. 10!
|
o) [29] = — 9O _ 47129212.243.960
30) 30! 20!
o) [60] _ OO0l 4191.844.505805.495
40) 40! - 20!
|
@ [90] = O _ 5720645481.003
80) 80! 10!
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036 | Realiza estas operaciones con niimeros combinatorios.
9 20 10 6 10 8 7 5
] R e I P R
0! 10!

9], (20 (10) (6] 9 200 100 6
a)[4]+[5]7[2]7[3]_4!-5!+51.15! 21,81 31.31
— 126 + 15504 — 45 — 208 — 15.565

b) [190]+[E73]7[;]—[i]:1O+8—1—5:12

037 | Razona si es o no cierta esta igualdad.
n'+ m!' =(n+ m)!

Pon varios ejemplos en los que compruebes si la igualdad es cierta o falsa.

La igualdad de numeros combinatorios n! + m! = (n 4+ m)! no es cierta.
Veamos algunos ejemplos en los que no se cumple la igualdad.

314 2=6+2=8
(3+2)! = 5! =120

5!+ 3!'=120+6 =126
(5+3)! = 8!'=40.320

}—)3!+2!¢(3+2)!

}%5!4—3!9&(5—1—3)!

038 Q Halla, con ayuda de la calculadora, los siguientes niimeros factoriales.
AU RS RS S L
a)12! o M e 12.6 g)25t
by2! 4q 2zt 1)3.3% h1s

a) 12!'=479.001.600 e) 12 . 6! =8.640
b) 2! =2 f) 3-3'=18

c) 7'=5.040 g) 25!=155.10%
d) 22!=1,124 . 10% h) 7 - 6! =5.040

039 Q Calcula el valor de los nimeros combinatorios, utilizando, si es necesario,
la calculadora cientifica.

i o [3)+ (3]

b) [70] + [70] - [71] _ 54740 + 916.895 — 971.635
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040 | Demuestra con ejemplos que se verifican estas igualdades.

n | _ n 1
a)n_l—n b) n_z—z(nz—n)
5) 6] 6! 1 >
a)[4]_5 b)[4]_4!-2!_15_2(6 o

041 | Desarrolla las potencias de estos binomios.
6

5 5
a) (@a—b)?°® b) [X—l] c) x+1] d) 3—2a)° e)
X X

6
x+1] f) [x—l
X X

a) (a—bP = [8]&'5 S(—b)P + [‘?]a“ (B + [g]a3 (—BP +

5) .2 3, (5] 4, [5],40 5 _
+[3]a R e +[5]a (b=

= a° — ba*b + 10a%? — 10a°b® + Bab* — b

5 0 1
1 5 1 5 1 5 1
b) | x ——| = |2|x®-|——| +|7|x*|-—— +[]X3~f— +
[ X] 0 X] 1 X 2 X
3 4 5
5 2.7l 5 1_7l 5 0.,i -
+ 3])( X] ] e | =
=x>—56x34+10x —10x ' +5x3— x5
5 0 1 2
1 5] s (1 5) ., 1] 5 5 (1
o) [ Xx+—| = | [X || H[71X || H[51X || +
[ X 0 X 1 X 2 X
5\, (1) . (5 Y (5 0 (1)
o= +[]x1-— +2 X0 =] =
3] x] 4 X 5 X
= x> +5x3+10x +10xt + 5x3 + x5
d) (3— 22 = 8]36 (280 + [?]35 (28} + [2]34 (24P + [2]33 (28P +
6l22 (o944 (6|21 (o5 4 |6]30. (a6
+[4]3 (—2a) +[5]3 (—2a) +[6]3 (—2a)° =
=729 —2916a + 4.860a° — 4.320a° + 2.160a* — 576a° + 64a°
1 6 6 1 0 6 1 6 12
e) [x+ —| =| x| = +[]X5~— +[]X4-— +
[ X [O] X 1 X 2 X
6) s (1) . (6 C (e (1) (6 ’
3. = 2 | = L 0.l = —
+ 3]x X] + 4])( ; +[5]x S Hle |
= X0+ 6x*+16x>+ 20+ 15x 2+ 6x*+ x°
6 0 1 2
1 6 -1 6 -1 6 -1
) lx—=|=|2|x°|—| + x5-]+ x| +
[ X] 0 X 1 X 2 X
3 4 5 6
6),3 |1 [6]2 - 6).1 [—1 6|0 |1
D e P e I B e IR ) LY ey
3] X 4 X 5 X 6 X

=x0—6x"+15x2—-20+15x2 —6x 4+ x°°
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042 | ;Cuél es el desarrollo del binomio (x + 4y)°?

O+ 4y =216 @y + [Pxt @)t + D] @y + [g]xz - (Ay) +
o]t 2 @y =

= x5 + 20x%y + 160x3y? + 640x%y° + 1.280xy* + 1.024y°

043 | HAZLO ASi
¢COMO SE CALCULA UNO DE LOS TERMINOS DE UN BINOMIO DE NEWTON?
Calcula el término octavo de (2x — y)*2.

PRIMERO. Se determinan a, by nen el binomio.

2x — P2 - a=2x
b= -y
n=12

SEGUNDO. EI término m del desarrollo del binomio de Newton es:

[ n ]an—(m—l)b(m—l)
m-—1
El término octavo es m = 8 si:
[ n ]an—(m—l)b(m—l)
m-—1
a=2x,b=-y,n=12, m=8

[ 12 Joxye-80_ )80 — _792.30x5. 7 — _05 34455y

8-1

044 | Calcula el término sexto de (3x + y)°.

[g]Bx)“ - y® =126-81x* . y® = 10.206x"5

045 | Halla el término tercero de (x + 2y)°.

5

5 X3 (2y)? = 10x° - 4y? = 40x3y?

046 | Obtén el término noveno de (3x + y)°.

[g]BX)l cyB=9.3x.y® =27xy8



SOLUCIONARIO

047 | Calcula la suma de todos los coeficientes de los polinomios.

BB
o491
(4G

o) (84155
BB -

0 -1+(3-94-o
o3B30
-

048 | Halla estas variaciones.

a) De 6 elementos, tomados de 3 en 3.

b) De 10 elementos, tomados de 2 en 2.

c) De 19 elementos, tomados de 4 en 4.

d) Con repeticion de 4 elementos, tomados de 3 en 3.
e) Con repeticion de 20 elementos, tomados de 5 en 5.
f) Con repeticion de 17 elementos, tomados de 4 en 4.

6!

a) V6’3:§: 120
10!

b) V10,2: 8l =90
19!

C) V194:175':93O24

d) VR, 3=4=64
e) VR, s = 20° = 3.200.000
f) VR 4= 17"=83521
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049 | Calcula las siguientes permutaciones.

a) De 6 elementos. e) De 20 elementos.

b) De 11 elementos. f) De 17 elementos.

c) De 19 elementos. g) De 10 elementos.

d) De 8 elementos. h) De 15 elementos.
a) Pe=06!=720

b) P, = 11! =39.916.800
Cc) Po=191=1.2. 10Y
d) Pg=8'=40.320

e) on =20 = 2,4 . 108
f) P,=17'=35.10"
g) Py = 10!'= 3.628.800
h) Pis=15!=1,3.10"

050 | Realiza las combinaciones.

a) De 6 elementos, tomados de 4 en 4.
b) De 10 elementos, tomados de 2 en 2.
c) De 19 elementos, tomados de 4 en 4.
d) De 4 elementos, tomados de 3 en 3.
e) De 20 elementos, tomados de 5 en 5.
f) De 17 elementos, tomados de 4 en 4.

2) Cou :[i] N 4!6.!2! -

P} Coz = [120] N 2?92!3! =%

¢} Crs = [1‘? ] N 4!1.91!5! = 3876
D Cas = [g] - 3!%!1! N

&) Cs = [250] - 562;! — 15504

17!
f) Cos = [147] = e = 2380

051 | Calcula y simplifica.
a)P4+P5 b) P4+P3+P2 b) P7_P6

a) Py+ Po=4l+51=41+5.41=(1+5).4 =64 =144
b) Pyt Ps+ P,=4-3.2143.21420=(12+3+1) 21 =32
Q)P —Pi=71—6l=7-6l—6l=(7-1) 6l=66l =4.320



053
o0

054
( 1 J

055
( 1 J

SOLUCIONARIO

052 | Calcula y simplifica los resultados.
o0 a) CG,Z b) CGVZ + C4v2 + c5v2 + 65’2 C) C40v30 d) C4v3
CS, 2 5,2 C3, 2 C4. 2 CS, 1 ClO, 5 CIO, 6
6!
a)@_ 2!. 4! 6 2'~3!_§ 3
Cs2 B! - bl 4 2
2!. 3!
6! 4! 51 6!
b) Ce,2 n Ca2 n Cso | G2 21-41 n 2!. 2! n 2!.3! n 2!. 41
5,2 Csz Csz Cs B! 3! 41 5!
21.3! 211! 21.2! 1. 4!
6 4 5 6 80 49
=—t -ttt -=—=—
4 2 3 2 6 6
40!
oy Gz _ 301-100 _ 401-5!.50 211915132
Cuos 10! 30! - 10! - 10! 63
5!. Bl
4!
4 Cos _ 3111 4l-6l-4 2
Cios 10! 100. 3. 1! 105
6!. 4!

5
V5,3:7

41
Vis= ? = 24 palabras

7!
Vis= Tl 210 banderas

m ‘. v—'( «n |(~—.; 1".-" .

|
o = 60 formas de

sentarse

con las letras de la palabra HOLA.

Ejemplo: HOL, HOA, OHL, OHA...

¢De cuantas formas se pueden sentar 5 personas en un sofa de 3 plazas?

¢Cuantas banderas tricolores se pueden formar con los 7 colores del arco iris?
I

Escribe todas las palabras de 3 letras, con o sin sentido, que se pueden formar
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056 | Para aprobar un examen de 5 preguntas hay que contestar correctamente
a 2 de ellas. ;De cuantas formas diferentes se pueden elegir las 2 preguntas?
51

Cs o= ﬂ = 10 formas

057 | Un artesano hace pulseras con 3 hilos de diferentes colores. Si tiene hilo
de 12 colores, ;cuantos tipos de pulsera distintos puede hacer?

|
Vig 3= 19% = 1.320 tipos de pulseras

058 | Un entrenador de fatbol quiere presentar una alineacién con 4 defensas,
3 centrocampistas y 3 delanteros.

¢Cuantas posibilidades tiene de hacerlo si dispone de 3 porteros, 7 defensas,
6 centrocampistas y 7 delanteros, y cada jugador solo puede jugar en su linea
correspondiente?

Para elegir al portero tendra: C; ; = 3 posibilidades

Para elegir a los 4 defensas tendra: C; 4 = 231 = 35 posibilidades

Para elegir a los 3 centrocampistas tendra: Ce 3 = [ = 20 posibilidades

33

7!
g 35 posibilidades

Aplicando el método del producto, el nimero total de posibilidades es:
3.35.20-35=73.500.

Para elegir a los 3 delanteros tendra: C; 3 =

059 | ;Cuantos numeros de 4 cifras pueden formarse con los digitos 0, 2, 3, 4, 5,
8 y 97 ;Y cuantos nimeros de 5 cifras?

Considerando que los digitos no se pueden repetir, y teniendo en cuenta
que los nimeros que comienzan por 0 no se consideran de 4 cifras, resulta:

| |
V4 — V63:L—g:840— 120 = 720 nameros
' ' 3 3!
Andlogamente, la cantidad de nimeros de 5 cifras es:
I |
Vis— Vea= % — % = 2.520 — 360 = 2.160 numeros



060

061

062

063

064

SOLUCIONARIO

¢Cuantas tripulaciones de 6 remeros
se pueden formar con un total de
12 remeros?

12!

Croe6= e 924 tripulaciones

Si 5 integrantes de un equipo de baloncesto se sitian en fila para hacer un tiro
a canasta, ;de cuantas formas distintas pueden ponerse?

Ps = bl = 120 formas

En una clase hay 25 alumnos y se forman grupos de 5 alumnos para realizar
un trabajo de Matematicas. ;Cuantos grupos diferentes se pueden hacer?

C fif&% 130
25,5 = 51. 20! = . grupos

¢Cuantos productos distintos se pueden formar con los digitos 1, 2, 3,4, 5y 7,
de forma que cada producto conste de 3 factores?

Puesto que el orden de los factores no altera el producto, el nimero

!
6! _ 20

de productos de 3 factores que se puede formar es: Cq 3 = 31, 3l

HAZLO ASi
¢COMO SE CALCULA EL NUMERO DE POSIBILIDADES QUE CUMPLEN UNA PROPIEDAD?
Con las cifras 3, 5, 8 y 9, ;jcuantos niimeros distintos de 3 cifras se pueden
formar que sean mayores que 600?
PRIMERO. Se examinan los resultados que cumplen la condicion.
Si el numero de 3 cifras que formemos tiene que ser mayor que 600, tendria que
empezar por 8 o por 9. Los nimeros buscados seran de la forma:
8ab — ay bpuedenser:3,509
9ab — ay bpuedenser:3,5u8

SEGUNDO. Se calculan las posibilidades.

En ambos casos influye el orden y no hay repeticiones, por lo que son variaciones.
También en ambos casos hay 3 elementos que se agrupan de 2 en 2.

3! 3!
T B-2 1

V3, 2

Asi, habra 6 numeros que empiecen por 8 y otros 6 nimeros que empiecen por 9.
Hay 12 numeros mayores que 600.
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065 | Considera los digitos 1, 2, 4, 6,8y 0.

a) ;Cuantos numeros de 3 cifras se pueden formar?
b) ;Cuantos de estos nimeros empiezan por 2? ;Y por 3?

a) Un numero de 3 cifras deberd empezar por 1, 2, 4, 6 u 8. Las otras dos
cifras pueden ser cualquier nimero, incluido el 0: 5VRs , = 5 - 62 = 180.
Se pueden formar 180 numeros.

b) Numeros que empiecen por 2: VRs » = 6° = 36. Se pueden formar
36 nUmeros.
Numeros que empiecen por 3: VR, , = 6° = 36. Se pueden formar
36 nUmeros.

066 | Con las letras de la palabra PERMUTACION, ;cuantas palabras pueden formarse
que comiencen por PE? ;Y que terminen en ON?

Palabras que empiecen por PE: Py = 9! = 362.880 palabras
Palabras que terminen en ON: Pq = 9! = 362.880 palabras

067 | Con los digitos 1, 2, 3, 4y 5, ;cuantos nimeros de 5 cifras se pueden hacer
que sean miultiplos de 5?
Consideramos que los digitos no se puede repetir.
Son multiplos de 5 los nimeros que acaben en 5: P, = 4! = 24 nimeros
068 | Con las cifras 0, 2, 4, 6 y 8, ;cuantos niimeros de 2 cifras se pueden formar?
¢Y cuantos son multiplos de 3?
Consideramos que los digitos no se repiten.
3 3!
Son multiplos de 3: 24, 42, 48, 60 y 84.

069 | Conlascifras 1, 2,3y 5:

a) ;Cuantos nimeros pares de 2 cifras se pueden formar?
b) ;Y cuantos niimeros pares de 3 cifras?
c) (Cuantos multiplos de 5 con 3 cifras se pueden formar?

Consideramos que los digitos no se pueden repetir.
a) Son pares los numeros terminados en 2: V3 ; = 3 numeros

I
b) V3,= %: 6 numeros

|
¢) Son multiplos de 5 los numeros terminados en 5: V3 , = %: 6 numeros

070 | ;En cuantos puntos se cortan 7 rectas de manera que no haya 2 rectas que sean
paralelas, ni mas de 2 rectas que se corten en un punto?

Dado que todas las rectas se han de cortar dos a dos, el nimero de puntos

7!
=21

de corte distintos es: C; , = ———
' 21. 5!



071
( 1 J

072
( 1 J

073
[ 1

074
o0

075

076
o0

¢En cuantos puntos se cortan, como maximo,

las diagonales de un octégono?

El nimero de diagonales de un octégono es

el nimero de rectas que unen dos de sus vértices,
a las que hay que restar las rectas formadas por

dos vértices consecutivos (lados):

Cgo—8

T 216l

-8=20

SOLUCIONARIO 3

El maximo numero de puntos de corte es el numero de vértices mas
los posibles cortes de las diagonales, dos a dos. Hay que considerar que

las diagonales que salen de un mismo vértice solo se cortan en ese vértice;
por tanto, debemos restarle el nimero de puntos de corte de las diagonales:

8+ 62012*8‘ C5’2: ].].O

¢En cuantos puntos se cortan, como maximo, las diagonales de un pentagono?

El nimero de diagonales de un pentédgono es: Cs , — 5 =

Puntos de corte: 5+ G5, — 5+ G, = 10

2! 3!

~5=5

¢En cuantos puntos se cortan, como maximo, las diagonales de un hexagono?

El nimero de diagonales de un hexagono es: Cg , — 6 =

Puntos de corte: 6 + Cy5, — 6 - G5, =93

Con las letras de la palabra ESTERNOCLEIDOMASTOIDEO, ;cuantas palabras

se pueden formar de 6 letras?
a) Si se pueden repetir.

5!
2! 3!

b) Si no se pueden repetir.

a) VR, ¢ = 12° = 2.985.984 palabras

|
b) Vioe= £ = 665.280 palabras

6!

¢De cuantas formas se pueden alinear 5 signos + y 9 signos —,

de manera que no puedan situarse 2 signos — seguidos?

No es posible alinearlos de ninguna manera, ya que al haber mas signos —

que signos -+, siempre quedaran dos signos — seguidos.

-6=15

Calcula cuantas palabras, con o sin sentido, se pueden formar con 3 letras

de tu nombre, si:
a) Se pueden repetir.

b) No se pueden repetir.

Dependera de la cantidad de letras que tenga el nombre; por ejemplo,

si tiene n letras:

a) VRn,3 - n3

b) Vi3 =

n!
(n—3)!
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077

078

079

080

081

La escala musical se compone de 7 notas: do, re,
mi, fa, sol, la y si. Si se ordenan de grave a agudo,
;cuantas melodias diferentes podemos hacer

con 150 notas?

No influye el orden, puesto que las notas siempre
se ordenan de grave a agudo.

Son combinaciones con repeticion

de 7 elementos, tomados de 150 en 150,

y su formula es:

!
CRI=Clim1= _1%6 = 18.161.699.556
150! - 6!

En cédigo Morse se escribe cada letra del alfabeto mediante series de puntos (.)
y rayas (-):

A se escribe utilizando 2 simbolos — . —

B se escribe utilizando 4 simbolos — —. . .
¢Cuantas series diferentes hay si utilizamos como maximo 4 simbolos?

Como las series pueden constar de 1, 2, 3 0 4 simbolos, el nimero de series
diferentes es: VR, 1+ VR o+ VR 3+ VR, 4 =2 + 224+ 2° + 24 =30

Calcula el nimero de pulseras diferentes de 20 bolas de colores que podemos
elaborar si tenemos bolas de 5 colores.

Considerando que la disposicién de las bolas da lugar a collares diferentes,
el nimero de collares distintos es: VR , = 5 =9,54 - 10"

Un alumno tiene 8 asignaturas en un curso. La nota de cada asignatura puede
ser suspenso, aprobado, notable o sobresaliente. ;Cuantos boletines de notas
distintos puede obtener?

VR4 s = 4% = 65.536 boletines de notas

Un grupo de 12 personas quiere hacer una excursion en coche.
Si en cada coche viajan 5 personas:

a) ;Cuantos grupos diferentes se pueden formar?

b) ;En cuantos de estos grupos estaran Carlos y Maria, que son dos de las
12 personas que van a la excursién?

a) Puesto que el orden de eleccion de los integrantes de un grupo
no es influyente en el grupo, el nimero de grupos de 5 personas distintos

|
que se podran formar, es: Ci, 5 = % =792

I
b) Maria y Carlos estarén en: Cyo, 3 = 3}0'7' = 120 grupos diferentes




SOLUCIONARIO

082 | Utilizando solamente niimeros enteros positivos, jcuantas sumas distintas
dan como resultado 5? Dos posibles sumas serian:

2+2+1=5 2+3=5
Suponiendo que no importa el orden en la suma:
1+1+1+14+1=5 1+1+1+2=5 1+1+3=5
1+2+2=5 1+4=5 2+3=5

Hay 6 sumas que dan como resultado 5.

083 | ;Cuantos numeros capicuas de 6 cifras hay?

Los numeros capicuas de 6 cifras son de la forma abccba, con a # 0.
VRg, 1 - VRip > =9 - 100 = 900. Existen 900 numeros capicutas de 6 cifras.

084 | Tres amigos han encontrado 8 piedras idénticas. ;De cuantas maneras pueden
repartirlas si cada amigo se lleva al menos una piedra?

Cada amigo tendra entre 1 y 6 piedras, pudiendo estar repartidas
de la siguiente manera.

11,6 2,1,5 3,1,4 41,3 51,2 6,1,1
1,25 2,2,4 3,2,3 4,2,2 52,1

1,34 2,3,3 3,3,2 4,31

1,4,3 2,4,2 4,31

1,52 2,51

1,61

Se pueden repartir de 21 maneras diferentes.

i

085 | Entre 8 estudiantes y 6 profesores tenemos que elegir un comité de 6 personas
que contenga, al menos, 3 estudiantes y 2 profesores. ;De cuantas formas
podemos elegirlo?

El comité estara constituido por 3 estudiantes y 3 profesores,
0 por 4 estudiantes y 2 profesores.

Cg3-Cs3+ Cga-Coo= [2] : [g] + [2] . [g] =56-204+70-15=2.170

Se puede formar de 2.170 maneras diferentes.

086 | Con las letras de la palabra NADIE podemos formar palabras de 5 letras
utilizando todas sus letras sin repetirlas. Si ordenamos esas palabras
alfabéticamente, ;qué lugar ocupara la palabra NADIE?

Las palabras que empiezan por A, D, E, | son: 4 - P, = 48
La palabra NADIE ocuparé el lugar 49, por orden alfabético.
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087 | Con las letras de PERMUTACION formamos palabras, con o sin sentido.

088
(1]

¢En cuantas de ellas aparecen las 5 vocales juntas y ordenadas?

La secuencia AEIOU puede comenzar entre la primera y la séptima posiciones.
El resto de letras pueden estar en cualquiera de las posiciones restantes.

7 - Ps = 5.040. Aparecen en 5.040 palabras.

EN LA VIDA COTIDIANA

Desde que los romanos usaron

la cuadricula para organizar sus
campamentos, muchas civilizaciones
copiaron esta idea para planificar
sus ciudades. Actualmente podemos
ver este disefio en ciudades de todo
el mundo.

Estas calles perpendiculares que forman
manzanas facilitan enormemente ; e .
la ubicacién. % _— S

Javier trabaja en una empresa de mensajeria y acaban de trasladarlo de oficina.
Hoy tiene que llevar un pedido hasta una farmacia.

Debes hacer

la entrega por el

camino mds corto
y sin alejarte

de la oficina, porque
después tienes

tres entregas mds.

Su jefe le entrega este plano
de la zona.

¢Cuantos caminos distintos
puede hacer?

En el recorrido tendra que adoptar 7 decisiones de tomar rumbo norte o este,
donde 3 decisiones seran de tomar rumbo norte y 4 decisiones seran de
tomar rumbo este, por lo que si decide en qué momento de las 7 decisiones
se elige tomar rumbo norte esta determinado el camino.

Como C7 4 = [7

4] = 35, hay 35 caminos distintos.
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SOLUCIONARIO

:

Al comenzar un torneo de tenis,
en el polideportivo donde se van
a jugar los partidos publican
este organigrama.

PRIMERA RONDA

j | l CAMPEON
— .

- —
Dentro de cada casilla se escriben
los nombres de los participantes. _— '
Las llaves representan los partidos g | pl—

y el tenista que pierda quedara ——
eliminado.

En total habrd tres rondas:
la primera, la semifinal y la final.
Pero ¢qué ocurre si el nimero
de jugadores es impar?

En este diagrama hay ocho
jugadores, asi que se
necesitan siete partidos
para completar el torneo.

La organizacion del torneo tiene que decidir qué sucede si el nimero
de jugadores es impar.

Se realizard un sorteo y el jugador elegido
pasard directamente a la siguiente ronda.

a) ;Cuantos partidos habra que disputar en un torneo en el que hay
32 jugadores inscritos?

b) ;Y si se inscriben 209 jugadores?

a) Se jugaran 16 partidos de dieciseisavos de final, 8 de octavos,
4 de cuartos, 2 de semifinal y 1 final; en total, 31 partidos.
b) Si hubiera 256 participantes, los partidos serian 255, pero como el cuadro
no esta completo, 256 — 209 = 47 jugadores pasaran directamente
a la segunda fase, y de la primera fase se jugaran 81 partidos, en vez
de los 128 partidos que se habrian jugado de estar completo el cuadro.

Por tanto, habréa: 255 — 47 = 208 partidos.

421



14 Probabilidad

ALEATORIO

DETERMINISTA

0

| |
ELEMENTALES COMPUESTOS

COMPATIBLES INCOMPATIBLES

OPERACIONES

PROBABILIDAD DE UN SUCESO

REGLA DE LAPLACE

FRECUENCIA Y PROBABILIDAD.
PROPIEDADES

PROBABILIDAD CONDICIONADA

REGLA DEL PRODUCTO
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Requiescant in pace

El horizonte devoraba el dia a la misma velocidad con la que crecian las sombras
producidas por las cruces y los angeles de piedra, hasta que, con el ultimo mordisco,
dia y sombras desaparecieron dando paso a la noche.

El encargado del cementerio, Hans, acostumbrado al silencio
del lugar, se sobresalto al oir unas pisadas que parecian
venir de todos los lados. Aumentaban su intensidad como
si estuvieran a su espalda y, al volverse, el sonido
se difuminaba como si viniera desde muy lejos.

—iOdio este trabajo! —maldijo.

De repente una sombra paso a su izquierda dejandolo
paralizado. A duras penas logro reunir el valor suficiente
para esconderse tras una lapida y observar la escena.

La sombra era un hombre embozado, que se agacho sobre
una de las tumbas y, tras murmurar unas palabras,
que Hans no alcanzo entender, se alejo dejando sobre
el marmol un libro.

Cuando Hans recuper¢ la movilidad, con precaucion
se acerco a la tumba y, sin atreverse a tocarlo, leyo
en el libro: Ars Conjectandi, por Jakob Bernoulli.

Creyendo que eran cosas de espiritus, corrié hacia
la salida jurandose a si mismo no contarle jamas a nadie
lo ocurrido.

El Ars Conjectandi es un tratado de probabilidad escrito
por Jakob Bernoulli y publicado por su sobrino Nikolaus
cinco anos después de su muerte.

¢Entre qué valores puede estar la probabilidad
de un suceso?

La probabilidad de un suceso A toma
valores siempre entre O y 1.

0<PMA)<1
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001

002

003

004

005

EJERCICIOS

Di cuales de los siguientes experimentos son aleatorios y cuales son
deterministas.

a) Pesar 1 dm? de agua.

b) Medir el lado de un cuadrado de 2 cm?.
c) Preguntar un nimero de 2 cifras.

d) Lanzar un dado y anotar la puntuacién.
e) Elegir un jersey del armario.

a) Determinista.
b) Determinista.
c) Aleatorio.
d) Aleatorio.
e) Determinista.

Define los sucesos elementales, el espacio muestral y dos sucesos
no elementales al extraer una carta de la baraja espafiola.

El espacio muestral tiene 40 sucesos elementales, que serian cada una
de las cartas de la baraja.

Sucesos elementales: {as de copas}, {2 de copas}...
Sucesos no elementales: {salir una figura}, {salir espadas}.

En el experimento de elegir un niimero al azar y anotar su resto al dividir entre 3,
pon un ejemplo de suceso que no sea el conjunto vacio.

Suceso: que el resto sea 1.
Lanzamos una moneda y un dado. Calcula el espacio muestral mediante

un diagrama de arbol.

Cara C Cruz X

o~ WN -
ok~ wnN -

6 6
El espacio muestral es: E={C1, C2, C3, C4, C5, C6, X1, X2, X3, X4, X5, X6}.

Se extrae una carta de la baraja espafola. Indica como son los siguientes
sucesos.

a) A = «Sacar oros» y B = «Sacar copas»
b) A = «Sacar bastos» y B = «Sacar un as»

a) Incompatibles. b) Compatibles.



SOLUCIONARIO

006 | Tenemos una bolsa con 8 bolas numeradas del 1 al 8. Extraemos una bola,
y si tiene un niimero impar, extraemos otra sin reemplazar la primera.
Si el nimero es par, extraemos dos bolas sin reemplazar la que ya hemos sacado.

a) Determina el espacio muestral.
b) Pon un ejemplo de dos sucesos compatibles.
c) Escribe dos sucesos incompatibles.

a) Espacio muestral: {2, 4, 6, 8, 13, 15, 17, 1234, 1235, 1236, 1237, 1238
1245, 1246, 1247, 1248, 1256, 1257, 1258, 1267, 1268, 1278, 1423
1425, 1426, 1527, 1428, 1435, 1436, 1437, 1438, 1456, 1457, 1458
1467, 1468, 1478, 1623, 1624, 1625, 1627, 1628, 1634, 1635, 1637,
1638, 1645, 1647, 1648, 1657, 1658, 1678, 1823, 1824, 1825, 1826
1827, 1834, 1835, 1836, 1837, 1845, 1846, 1847, 1856, 1857, 1867
3214, 3215, 3216, 3217, 3218, 3245, 3246, 3247, 3248, 3256, 3257
3258, 3267, 3268, 3278, 3423, 3425, 3426, 3527, 3428, 3415, 3416
3417, 3418, 3456, 3457, 3458, 3467, 3468, 3478, 3621, 3624, 3625
3627, 3628, 3614, 3615, 3617, 3618, 3645, 3647, 3648, 3657, 3658
3678, 3821, 3824, 3825, 3826, 3827, 3814, 3815, 3816, 3817, 3845
3846, 3847, 3856, 3857, 3867, 5234, 5231, 5236, 5237, 5238, 5241,
5246, 5247, 5248, 5216, 5217, 5218, 5267, 5268, 5278, 5423, 5421,
5426, 5127, 5428, 5431, 5436, 5437, 5438, 5416, 5417, 5418, 5467,
5468, 5478, 5623, 5624, 5621, 5627, 5628, 5634, 5631, 5637, 5638,
5641, 5647, 5648, 5617, 5618, 5678, 5823, 5824, 5821, 5826, 5827
5834, 5831, 5836, 5837, 5841, 5846, 5847, 5816, 5817, 5867, 7234
7235, 7236, 7231, 7238, 7245, 7246, 7241, 7248, 7256, 7251, 7258
7261, 7268, 7218, 7423, 7425, 7426, 7521, 7428, 7435, 7436, 7431,
7438, 7456, 7451, 7458, 7461, 7468, 7418, 7623, 7624, 7625, 7621,
7628, 7634, 7635, 7631, 7638, 7645, 7641, 7648, 7651, 7658, 7618
7823, 7824, 7825, 7826, 7821, 7834, 7835, 7836, 7831, 7845, 7846,
7841, 7856, 7851, 7861}

b) Sacar impar, sacar cuatro bolas.

¢) Sacar par, sacar impar.

007 | En el experimento aleatorio que consiste en lanzar
un dado con sus caras numeradas del 1 al 8, expresa
en forma de uniones e intersecciones los siguientes
sucesos.

a) «Salir nimero par y no primo»
b) «Salir nimero impar o primo»

c) «Salir nimero primo o par»

A = «Salir par» C = «Salir no primo»
B = «Salir primo» D = «Salir impar»
a) AnC b) DuB c) BUA
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008

009

010

011

012

013

En la extraccion de una bola de una bolsa que contiene 10 bolas numeradas
del 1 al 10, consideramos los sucesos A = «Nimero par» y B = «Miiltiplo de 3».

Calcula.
a) AUB

b) AnB

a) AU B = «Salir par o multiplode 3» = {2, 3, 4, 6, 8,9, 10}
b) AN B = «Salir pary multiplo de 3» = {6}

Dados un experimento aleatorio y un suceso A, halla:

a) AUuA

b) ANA

a) AUA=A

b) ANA=A

En el experimento de sacar una carta de la baraja espanola, consideramos
los sucesos A = «Sacar una figura» y B = «Sacar oros». Obtén los sucesos.

a) AUB

b) AnB

c) A

a) AU B = {sacar figura u oros}
b) AN B = {sacar figura de oros}

d) B

c) A= {no sacar figura}
d) B = {no sacar oros}

Tomamos una pieza de fruta de un frutero donde hay manzanas, fresas, platanos
y peras. Calcula los contrarios de los siguientes sucesos.

a) «Que sea manzana o pera»
b) «Que no sea platano»

c) «Que crezca en arboles»

a) {fresa, platano}

b) {platano}

c) {fresa}

En una caja hay 8 bolas numeradas del 1 al 8. Escribe el suceso contrario,
uno compatible y otro incompatible de estos sucesos.

a) A = «Sacar nimero menor que 4»

b) B = «Sacar nimero impar»

a)
b)

Suceso contrario

Suceso compatible

Suceso incompatible

A = {nGimero < 4}

{nimero > 4}

{numero > 2}

{nimero > 5}

B = {nimero impar}

{numero par}

{ndmero multiplo
de 3}

{nUmero multiplo
de 4}

Con los datos del ejercicio anterior, calcula estos sucesos.

a) A ) AUB
b) AN B d)AUB
a) {1,2,3)
b) (2,4, 5,67, 8}
¢) {4, 6, 8}

d) {1,3,4,5,6,7,8}

e) ANB g) AnB
f) AUB h) ANB
e) {5, 7}
f) {1,2, 3, 4,6, 8}
g) {4, 6,8}
h) {2}
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SOLUCIONARIO

Si en una bolsa tenemos 4 bolas de diferentes colores: rojo, blanco, verde
y amarillo, calcula la probabilidad de:

a) «Sacar bola marrén»
b) «Sacar bola de algtin color»
c) «Sacar bola verde»

a) P(bola marrén) = 0 — Suceso imposible

b) P(bola de color) = % = 1 — Suceso seguro

c) P(bola verde) :%

Halla las probabilidades de estos sucesos.

a) «Salir cara al lanzar una moneda»
b) «Obtener un 5 cuando juegas al parchis»
c) «Sacar un 2 en un dado con forma de tetraedro y caras numeradas del 1 al 4»

a) P(sacar cara) =% =05

b) P(sacar 5) :%

c) P(sacar 2 en un tetraedro) :% =0,25

De los siguientes experimentos, escribe cudles son sus sucesos elementales.

a) «Lanzar un dado»

b) «Lanzar una moneda»

c) «Observar como cae una chincheta, con la punta hacia arriba o hacia abajo»
d) «Contestar al azar una pregunta con 4 posibles respuestas»

e) «Extraer una bola de una bolsa que tiene 2 bolas rojas y 3 azules»

f) «Lanzar un dado de 8 caras y una moneda»

¢Qué probabilidad le asignarias a cada uno de los sucesos?

a) El espacio muestral tiene 6 sucesos elementales: £= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

La probabilidad de cada suceso elemental es P(/) = % parai=1,2, ..., 6.

b) El espacio muestral tiene 2 sucesos elementales: E = {cara, cruz}.

La probabilidad de cada suceso elemental es P(cruz) = P(cara) = %

c) El espacio muestral tiene 2 sucesos elementales:
E = {punta hacia arriba, punta hacia abajo}.

La probabilidad de cada suceso elemental es solo cuantificable de modo
experimental.
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d) El espacio muestral tiene 4 sucesos elementales: £ = {a, b, c, d}.

La probabilidad de cada suceso elemental es:

P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = %

e) El espacio muestral tiene 2 sucesos elementales:
£ = {sacar bola roja, sacar bola azul}.

2 3
P(roja) = —; P(azul) = —
: 5 5

f) El espacio muestral tiene 16 sucesos elementales:
E={C1, C2,C3, C4, Ch5, C6,C7, C8, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8}.

La probabilidad de cada suceso elemental es P(A) = %

017 | En una bolsa hay 5 bolas rojas, 10 verdes y 5 azules, y se extrae una bola.
Calcula la probabilidad de los sucesos.

a) «Sacar bola roja» b) «Sacar bola verde» c) «Sacar bola azul»
a) P(roja) = S 1
20 4
b) Plverde) = 10 — 1
20 2

c) P(azul) = S = 1
20 4

018 | En un aula hay 17 chicos y 19 chicas. Se elige una persona al azar.
Determina la probabilidad de estos sucesos.

a) «Ser un chico» b) «Ser una chica»

a) P(chico) = 17 b) P(chica) = 19
36 36

019 | Se lanza un dado de 6 caras. Calcula la probabilidad de estos sucesos.
a) A = «Salir nimero par»
b) B = «Salir nlimero multiplo de 3»
c) C= «Salir nimero menor que 4»

a) P(A) = 3 0,5 b) P(B) = 2_ 0,33 c) P(C) = 3_
6 6 6

020 | En un dado se suprime la cara 6 y se aiade otra cara 1. ;Cual es el espacio
muestral? ;Son los sucesos elementales equiprobables? ;Puedes calcular
su probabilidad?

E={1,2 3,4, 5}

Los sucesos no son equiprobables: P(1) = 2 =—yPl= 1
parai=2,3,4y5. 6 6

0,5
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SOLUCIONARIO

Se ha lanzado una moneda 75 veces obteniéndose 43 caras.
¢Cual es la frecuencia relativa del suceso «Salir cruz»?
32 32

a) 75 b) 32 c) 100 d) 0,32

) . ) ) 32
La frecuencia relativa del suceso «Salir cruz» es la opcion a) %

Una maquina hace arandelas para tornillos. Explica cémo calcularias
la probabilidad de que, escogida una de las arandelas al azar, sea defectuosa.

Se toma una muestra grande de arandelas. Calculamos la frecuencia
relativa (h,) de arandelas defectuosas.

La probabilidad de que, escogida una arandela al azar, sea defectuosa sera
el dato calculado.

En una bolsa hay bolas numeradas del 1 al 5. Se repite 5.000 veces
el experimento de extraer una bola, se anota el resultado y, después,
se devuelve a la bolsa. Las frecuencias obtenidas son:

Bola 1 2 3 4 5
f; 1.200 | 800 700 1.300 | 1.000

Calcula la probabilidad de que, al sacar una bola, se obtenga un maltiplo de 2.

800 1.300 21
Tt g

= = 0,42
5000 5000 50

P(sacar multiplo de 2) =

Una urna contiene 4 bolas blancas, 1 rojay 5 negras. Se considera el experimento

de sacar una bola al azar. Calcula las probabilidades de estos sucesos.

a) A = «Sacar bola blanca» e) E = «Sacar bola verde»
b) B = «Sacar bola roja» f) F = «Sacar bola blanca o negra»
c) C = «Sacar bola que no sea negra» g) G = «Sacar bola roja o negra»
d) D = «Sacar bola que no sea roja»
4
a) PA)=—=0,4
10

1
b) P(B)=——=0,1
10

c) P(C)=P(AUB) = 04+0,1=05

d PB=1-PB)=1-01=09

e) P(E) =0, porque no hay bolas verdes.
9

) P(F)=—=09
10

6 3
PG) = — ==
g P(G) 0"
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025 | Se lanzan dos dados y se suman los puntos obtenidos. Halla la probabilidad
de que la suma:

a) Sea 3. b) No sea 7. c) Sea inferiora 11. d) Sead 0 5.

a) Casos favorables: {1-2, 2-1}
Casos posibles: 36

P(sea 3) = i = 0,056
36

b) Casos favorables para que la suma sea 7: {1-6, 2-5, 3-4, 4-3, 5-2, 6-1}
Pinosea7)=1—-P(7)=1— 5 =0,83
36

c) Casos favorables para que la suma sea mayor o igual

que 11: {5-6, 6-6, 6-5}

P(sea inferiora 11) = 1 — P(mayor o igual que 11) =1 — % =0,9167
d) Casos favorables: {1-3, 1-4, 2-2, 2-3, 3-1, 3-2, 4-1}

P(sea salir4 05) = L =0,194
36

026 | Si dos sucesos, Ay B, verifican que la suma de sus probabilidades es igual a 1,
son:

a) Compatibles b) Contrarios c¢) Incompatibles d) No se puede saber

d) No se puede saber

027 | En una caja de bombones hay 5 bombones de chocolate blanco
y 15 de chocolate negro. Si 2 bombones de chocolate blanco y 10 de chocolate
negro tienen relleno de licor, y escogemos un bombén al azar, calcula
la probabilidad de los sucesos.

a) «Sea de chocolate negro y esté relleno»

b) «No tenga relleno o sea de chocolate blanco»

c) «Sea de chocolate blanco, sabiendo que es relleno»
d) «Sea relleno, sabiendo que es de chocolate negro»

B = «Chocolate blanco» N = «Chocolate negro» R = «Relleno»

a) P(NN F\’):E =05
20

8 5 3 10

b) PRUB)=P(R)+ P(B)— PRNB)=—+———=-—-=05
) P( ) (R) (B) ( ) 0 "0 20 20
o) P(BIR) — n.° de bombones blancos rellenos :iz 0.167
n.° de bombones rellenos 12
d) PINIR) — n.° de bombones negros rellenos :E — 067
n.° de bombones negros 15



SOLUCIONARIO 4

028 | En una urna tenemos 2 bolas blancas y 2 azules. Si la primera bola
que extraemos no se vuelve a introducir en la urna (sin reemplazamiento),
calcula la probabilidad de obtener una bola azul y, después, una bola blanca.

llustramos el problema con un diagrama de arbol.

Blanca
Blanca Azul

Blanca
Azul Azul

Enla 1.7 extraccién tenemos 4 bolas y en la 2.% extraccién tenemos
solo 3 bolas, por lo que de antemano no conocemos la probabilidad.

P(extraer 1.° bola azul y 2.° bola blanca) =

2 1
= P(A N By) = P(A) - P(B,/A) = Z

w [N

029 | Si el experimento anterior fuera con reemplazamiento, halla la probabilidad
de obtener una bola azul y, después, una bola blanca.

llustramos el problema con un diagrama de arbol.

Blanca
Blanca Azul

Blanca
Azul Azul

En este caso, los sucesos elementales tienen la misma probabilidad,
y son independientes.

P(extraer 1.°azul y 2.° blanca) = P(A, N B,) = P(A)) - P(B,)= % =0,25

030 | Al extraer una bola de la urna y anotar el color,
se devuelve a la urna. Calcula la probabilidad
de que, al extraer dos bolas, sean rojas.

En la urna hay 2 bola rojas y 3 azules.

Llamamos R; = {sacar bola roja en la i-ésima extraccion}.

PRy M R) =P(R) - P(R) == -5 =06
(RiN Ry) (R1) - P(R») 55

031 | En el ejercicio anterior, ;son los sucesos dependientes o independientes?

Son sucesos independientes, porque se devuelve la bola.

032 | Propén un experimento, y busca un ejemplo de sucesos independientes
y otro de sucesos incompatibles.

Respuesta abierta.
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033

034

035

036

037

ACTIVIDADES
Escribe dos experimentos aleatorios y otros dos que no lo sean.
Justifica tu respuesta.

Respuesta abierta.

Sucesos aleatorios —— Lanzar un dado, tirar una moneda, etc.

Sucesos deterministas — Medir la longitud de una circunferencia de radio r,
calcular el volumen de un cubo de arista 3 cm, etc.

Indica si los siguientes experimentos son deterministas o aleatorios.
a) Medir la longitud de una clase.

b) Extraer una carta de la baraja.

c) Dejar caer una piedra al vacio y medir la aceleracion.

d) Pesar una botella de agua de 1 litro.

e) Lanzar una moneda y observar el resultado.

a) Determinista. c) Determinista. e) Aleatorio.
b) Aleatorio. d) Determinista.

Describe el espacio muestral del experimento aleatorio que consiste en
lanzar 2 dados y anotar la resta de los nimeros de las caras superiores.

| 1[2|3|4|5]|6
1101 ]2 [3]4]5
2 1101|1213 ]4
3|2 1o 1|23
4 |3 |2 | 1]0]1 2
51413 ]2 1101
6 | 56|43 ]2 110

Restamos siempre al mayor nimero el menor: E= {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

En una urna tenemos 8 bolas rojas, 4 amarillas y 1 verde. Si extraemos una bola

al azar y anotamos su color, ;cual es el espacio muestral?

E = {bola roja, bola amarilla, bola verde}

Jaime lanza 2 dados y, después,
suma la puntuacién obtenida.
Describe el espacio muestral

de este experimento.

Haz lo mismo si, tras sumar

los puntos, hallamos el resto

al dividir entre 3.
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(|1 ]2 |3 |[4]|5]|6
12134 5| 6| 7
2 |1 3]14]5 6] 7| 8
314156 71 81 9
4 | 5|6 |7 81 9110
5|6 |78 911011
6 | 718 ]9 |10]11]12

E=1{2,3,4,56,7,8,9, 10, 11, 12}

El resto al dividir entre 3 es 0, 1 0 2, luego el espacio muestral es:
E={0, 1, 2}.

Se lanza un dado con 12 caras numeradas del 1 al 12, y se consideran
los sucesos:

A = «Salir nimero par»

B = «Salir nimero impar»

C = «Salir maltiplo de 3»

D = «Salir miltiplo de 5»

F = «Salir nimero mayor que 5»
G = «Salir nimero menor que 4»

a) Escribe estos sucesos.
b) Senala los pares de sucesos que son incompatibles.
c) ;Hay tres sucesos que sean incompatibles?

a) A=12,4,6,8, 10, 12} D={5, 10}
B={1,3,5,7,9 11} E=1{6,7,8,9, 10,11, 12}
C=13,6,9, 12} F=1{1,23}

b) A-B, C-D, D-F, E-F

¢) No los hay.

Considera el lanzamiento de 4 monedas. Describe el espacio muestral utilizando
un diagrama de arbol y escribe los sucesos elementales de los siguientes sucesos.

A = «Obtener al menos una cara» B = «Obtener una sola cara»

Moneda 1 Moneda 2 Moneda 3 Moneda4  Moneda 1 Moneda 2 Moneda 3 Moneda 4

Cara Cara

Cara Cara
Cara< <Cruz Cara< <CruZ
Cara Cara
Cruz<Cruz Cruz< or

Cara Cruz

Cara Cara
C
ara<Cruz Cara<Cruz
Cruz Cruz

A ={CCCC, CCCX, CCXC, CXCC, CXCX, CXXC, CXXX, XCCC, XCCX,
XCXC,XCXX, XXCC, XXCX, XXXC}

B = {CXXX, XCXX, XXCX, XXXC}
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042

Con los datos de la actividad anterior, calcula.

a) AUB b) AnB c) A d) B

a) AU B = A, porque el suceso B esta contenido en el suceso A.
b) AnB=B
c) A = «Obtener O caras» = [XXXX}

d) B = «Obtener 0, 2, 3 0 4 caras» =
= {CCCC, CCCX, CCXC, CXCC, CXCX, CXXC, XCCC, XCCX, XCXC,
XXCC, XXXX}

Consideramos las 28 fichas del dominé. Si cogemos una ficha y sumamos
los puntos, calcula.

a) A = «Obtener multiplo de 5»
b) B = «Obtener niimero par»
c) AUB,ANnB,AyB

d AUAyBNB

—

O(U|DRIWN =IO+
-

H
(3]

O|N|O|OT B [WIN|N

O|0|N[O|O |~ |Ww|Ww

o|lolhlwlvi—|olo

No|o|h W N

OlO|0 N0 (O~

—[O|O|0 (N[O O
(o]

—
[y -

£E=1{0,1,2,3,4,56,7,8,9, 10, 11, 12}
a) A={5, 10}
b) B=1{2,4,6,8, 10, 12}

c) AUB=1{2,4,5,6,8, 10, 12} AN B={10}
A=10,1,2,34,6,7,89 11,12} B=(0,1,3,5,7,9, 11}

d AUA=E BnB=g

Extraemos 2 cartas de una baraja espafiola. Un suceso imposible es:
a) «Sacar 2 cartas de oros»

b) «Sacar 2 cartas del mismo palo»

c) «Sacar 2 cartas de distinto palo»

d) «Sacar 2 figuras iguales del mismo palo»

Un suceso imposible es d) «Sacar 2 figuras iguales del mismo palo».
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SOLUCIONARIO

Ordena, de menor a mayor grado de probabilidad, los siguientes sucesos
al lanzar un dado de 6 caras.

a) «Salir nimero impar»

b) «Salir nimero igual o mayor que 5»
c) «Salir nimero menor que 7»

d) «Salir nimero mayor que 7»

P(D) < P(B) < P(A) < P(C)

De una baraja espaiiola se extrae una carta. Calcula la probabilidad de estos
sucesos.

a) A = «Obtener oros»
b) B = «Obtener el rey de oros»
c) C = «Obtener espadas o copas»

a) P(A) = 10 _ 0,25 b) P(B) = . 0,025 c¢) P(C) = 20 _ 05
40 40 40

Se lanza un dado al aire y se suman los puntos de todas las caras menos la cara
de arriba. Obtén el espacio muestral y la probabilidad de obtener un nimero
que sea multiplo de 3.

E={15, 16, 17, 18, 19, 20}

P(obtener multiplo de 3) = % =0,33

HAZLO ASI

¢COMO SE CALCULA LA PROBABILIDAD DE ALGUNOS SUCESOS NO EQUIPROBABLES?

En un dado trucado, la probabilidad de salir 5 es el triple que la de salir cualquiera
de los otros nimeros. ;Qué probabilidad hay de que al tirar el dado salga 2?
PRIMERO. La suma de todas las probabilidades de los sucesos elementales es 1.

Si se llama x a la probabilidad de que salga 1, 2, 3, 4 0 6, la probabilidad de que
salga b sera 3x.

P(1) = x P@3) = x P(5) = 3x
P(2) = x P(4) = x P(6) = x
P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =1
X + x + x + x + 3x + x =1
SEGUNDO. Se resuelve la ecuacion resultante.

X+X+X+x+3x+x=1 - 8&=1 - x=0,125
La probabilidad de que salga 2 es 0,125.
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Si en un dado tenemos que:
P(1) = P(2) = P(3) = % y P(4) = P(5) = P(6) = x,
¢cual es el valor de x?

P(E) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =

11 1 3
=—4+—-4+—-+x+x+x->1=—=+3x
7 7 7 7

. . . 4
Resolviendo la ecuacion, se obtiene que: x = E

Se ha trucado un dado de 6 caras, de modo que las caras que son niumeros
primos tienen doble probabilidad de salir que las que no lo son.

;Cual es la probabilidad de cada una de las caras? ;Y la probabilidad de obtener
un nimero par?

Llamamos x = P(1) = P(4) = P(6) y 2x = P(2) = P(3) = P(5).
Estos sucesos son incompatibles, y como P(E) = 1:

P(E) = P(1) 4 P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =1

X+2X+2X+x+2x+x=1 - 9%=1 - x:é

P(1):P(4):P(6):f; P(2):P(3):P(5):*§
2 1 1 4

P(par) = P(2) + P(4) + P(6) = = + = + — = —

(par) (2) + P(4) + P(6) 9t975™ 9

En un dado trucado, la probabilidad de cada una de las 6 caras es:

Cara 1 2 3 4 5 6
P 0,1 0,1 0,1 a b 0,1

Si P(4) = 2 - P(5), ;cuanto valen ay b?
P(E) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =
=01+01+01l+a+b+01=1

Ademas, se verifica que: P(4) =2 - P(5) — a=2b

a+b=06

a2 se obtiene que: a=0,4y b=0,2.

Resolviendo el sistema: {

Tomando un nimero del 20 al 79, ;cual es la probabilidad de que el producto
de sus cifras sea 18?7

Hay 60 casos posibles y 3 casos favorables: 29, 36 y 63.

La probabilidad es: P(el producto de las cifras del nimero sea 18) = % = —



SOLUCIONARIO

051 | Al lanzar una chincheta, esta puede caer con la punta

hacia arriba o hacia abajo. 4 ‘

a) ;Se trata de un experimento aleatorio?

b) ;Cudles son los sucesos elementales?

c) ¢;Son estos sucesos equiprobables? L <
a) Es un experimento aleatorio. ?
b) E = {punta hacia arriba, punta hacia abajo} .
¢) Los sucesos no son equiprobables.

052 | En un bombo hay 10 bolas numeradas del 0 al 9.
Se repite 100 veces el experimento de extraer una bola y reemplazarla.
Los resultados son:

Bola | O 1 2 3 4 5 6 7 8 |9
f; 7 |13 |11 (12| 8 |[10|12| 6 |10 ]| 11

A = «Multiplo de 3»

B = «NUmero impar»

C = «Divisor de 6»
Calcula.

a) La frecuencia relativa de A, By C.
b) La frecuencia relativade AUB, AnB, AUCy ANnC.
c) La probabilidad de cada uno de los sucesos anteriores.

12+12+11 35

a) hid) = =t O 35
100 100
g BH1241046411 52 oo
100 100
oy Brll+12+12 48 o
100 100
b haug - 12+12+11+13+1046 _ 64 (0,
100 100
hAnB) = 2t 23 og
100 100
hAuC) - 1212411413411 89 o
100 100
hAnc) = 2+H12 24 oy
100 100

c) Para cada suceso, la frecuencia relativa, hallada en los apartados
anteriores, se aproxima al valor de la probabilidad.
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053 | Se lanza 100 veces un dado tetraédrico y se anota el nimero de la cara oculta.

Cara 1 2 3 4
f; 28 | 22 | 30 | 20

Halla la frecuencia relativa de los sucesos.

a) «Multiplo de 3» c) «Numero mayor que 1»
b) «Mudltiplo de 2» d) «Ndmero menor que 1»
30
a) h;(multiplode 3) = —— =0,3
P 100
b) h (maltiplo de 2) = 22720 — 42 _ 445
100 100
c) h;(cara mayor que 1) = 22430420 _ 7—Zz 0,72
100 100

d) h;(cara menorque 1) =0

054 | Se extrae al azar una carta de una baraja espafola. Halla la probabilidad
de estos sucesos.
a) «Obtener un caballo»
b) «No obtener una figura»
c) «Obtener el rey de oros o de espadas»
d) «No obtener oros ni bastos»
e) «Obtener una figura que no sea de copas»

aP=2 _01 QP =2 005 e P= 2 _ 025
40 40 40
yp=2_07 ap=2_0s5
40 40

055 | En una urna hay 100 bolas numeradas del 1 al 100. Sacamos una bola
y definimos los siguientes sucesos.

A = «n es multiplo de 5» D = «n es divisible por 10»
B = «n es multiplo de 3» F = «n es divisible por 1»
C = «n es divisible por 2» G = «n es multiplo de 11»

a) ;(Cuantos sucesos elementales componen cada suceso?
¢Cual es su probabilidad?

b) ;Hay dos sucesos incompatibles?

c) ;Y dos sucesos compatibles?

d) ;Hay dos sucesos contrarios?

e) Halla la probabilidad de AN B, BUCy D.

a) A={5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,
90, 95, 100}

P(A) = 20 =02
100
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B=1{3,6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54,
57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, 78, 81, 84, 87, 90, 93, 96, 99}

P(B) = B =0,33
100

C=1{2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, ..., 100}

P(C) = 20 =05
100
D = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}
P(D) = 10 =0,1
100
F=1{1,23,4,56,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, ..., 99, 100}
P(F) = 10 =1
100
G=1{11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99}
9

P(F)=——=0,09
100

b) Los sucesos Dy G son incompatibles, ya que DN G = .

c) Los sucesos Ay B son compatibles,
pues An B = {15, 30, 45, 60, 75, 90} # .

d) No hay sucesos contrarios, porque no hay ninguna pareja de sucesor
cuya interseccion sea (J y cuya union sea E.
e) An B=1{15, 30, 45, 60, 75,90} —» P(ANB) = % = 0,06
P(BuC)=P(B)+ P(C)— P(BN(C)=0,33+0,5-0,16 =0,67
10

P(D)=—-=0,1
100

En una urna tenemos 4 bolas rojas y 6 bolas blancas. Si extraemos 2 bolas
consecutivamente, calcula la probabilidad de los sucesos.

a) «Sacar dos bolas blancas» c) «Sacar al menos una bola roja»
b) «Sacar una bola blanca y otra roja» d) «No sacar ninguna bola roja»
Suponemos que la extraccion es sin reemplazamiento.
B = {sacar bola blanca} R = {sacar bola roja}

6 5 1
) P(B\N B) = PBY - PUBAIB) == = 5
b) P(B, 1 Ry + P(Ry 1 By) = P(By) - P(RJB) + P(Ry) - P(BAIR,) =
6.4, 4 6_8
09 109 15
O1-PBNB)—1-L_2
3 3
d) P(B,N By :%
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057 | Se lanzan 3 monedas al aire. Obtén el espacio muestral, determina la
probabilidad de cada suceso elemental y calcula las siguientes probabilidades.

a) P(3 caras) e) P(2 caras y 1 cruz)
b) P(O caras) f) P(1 cruz)
c) P(4 caras) g) P(al menos 2 caras)
d) P(2 cruces y 1 cara) h) P(a lo sumo 1 cara)
a) P(3 caras) :é =0,125
1
b) P(O caras) = E =0,125

c) P(4caras) =0
d) P(2 crucesy 1 cara) = % =0,375
3
e) P(2carasy 1cruz) = 3 =0,375
3
f) P(1cruz) = g =0,375
=05

g) P(al menos 2 caras) =

h) P(alosumo 1l cara)=— =0,5

058 | HAZLO ASi

¢{COMO SE CALCULA LA PROBABILIDAD DE UN SUCESO COMPUESTO MEDIANTE TABLAS
DE CONTINGENCIA?

En 4.° ESO hay 12 chicos y 28 chicas. Llevan gafas 10 chicos y 8 chicas. Elegido
un alumno al azar, calcula la probabilidad de que sea chico y no lleve gafas.

PRIMERO. Se recogen los Chico | Chica | Total

datos del problema en una Con gafas 10 8

tabla de contingencia o de Sin gafas

doble entrada. Total 12 28

SEGUNDO. Se completa la Chico | Chica | Total

tabla. Con gafas 10 8 18
Sin gafas 2 20 22

Total 12 28 40

TERCERO. Se extraen los datos necesarios de la tabla para calcular la probabilidad
pedida.
n.° de chicos sin gafas _ 2 — 0,05

n.° total de alumnos 40

P(chico sin gafas) =
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it

En una guarderia hay 10 nifios
y 12 nifas. Si 6 nifios saben
andar y 6 nifas no saben andar,
calcula la probabilidad de que,
elegido uno de ellos al azar,

sea nifio y no sepa andar.

A = «Ser nifio»
B = «Ser nifia»
C = «Saber andar»

n.° de nifios que no saben andar 4

P(ANC) = . =—=0,8
n.° total de nifios 22

Sabemos que en una clase hay 20 nifios y 16 nifias. La mitad de los nifos

y tres cuartas partes de las nifas tienen el pelo moreno y el resto lo tiene rubio.
¢Cual es la probabilidad de que, elegido un alumno, sea nifio con el pelo rubio?
¢Y de que sea rubio, sin importar el sexo?

A = «Ser nifio» C = «Tener el pelo moreno»
B = «Ser nifia» D = «Tener el pelo rubio»

PAND) = PA - PO =2 . L 220 _ 2
% 2 72 18
10 4 14 7
P(D)=P(AND)+ P(BND) =~ + —— = —— =
DY=PANDI+ PN DI =30+ 50 = 36 ~ 18

A una comida asisten 28 hombres y 32 mujeres. Han elegido carne 16 hombres
y 20 mujeres, tomando pescado el resto. Si elegimos una persona al azar,
calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) ;Qué probabilidad hay de que sea hombre?

b) ;Cual es la probabilidad de que haya tomado pescado?

c) ;Y la probabilidad de que sea hombre y haya tomado pescado?

d) ;Cual es la probabilidad de que tome carne y pescado?

A = «Ser hombre» C = «Comer carne»
B = «Ser mujer» D = «Comer pescado»
a2 pay=22_7

60 15
b) Como hay 12 hombres y 12 mujeres que han comido pescado:

o= 2 _2 g4
60 5
0) PLAND) = PA-POIA) = L. 22 L _ g5
15 28 5

d) P(Cn D) =0, porque los sucesos son contrarios.
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062 | Luis y Juan tienen que recoger la habitacién que comparten. Luis pone
en una bolsa 3 bolas rojas, 2 verdes y 1 azul, y le propone a su hermano
sacar una. Si es roja recoge Juan, y si es azul, recogera él.
a) ¢;Cual es la probabilidad de que salga bola roja? ;Y de que salga bola azul?
b) ;Es justo lo que propone Luis?
c) Juan no acepta el trato y propone que si sale roja recoge él, y si sale azul
o verde recoge Luis. ;Es justo este trato? ;Por qué?

a) P(roja) = % =05 P(azul) = % = 0,167

b) No es justo, porque hay méas probabilidad de que salga bola roja.

¢) P(verde o azul) = P(verde) + P(azul) = %-ﬁ- % = % =05
El trato que propone Juan es justo, ya que ambos sucesos tienen igual

probabilidad.

063 | En el juego de los dados, el experimento consiste en lanzar dos dados y se gana
si la suma de puntos es 110 7.

a) Describe el espacio muestral. b) Calcula la probabilidad de ganar.
+|[1]2|3|4]5]6 a) El espacio muestral es:
12|34 5| 6| 7 £E=1{2,3,4,5,6,7,8,9 10,11, 12}.
2 3/41516]7]8 b) Casos posibles: 6 - 6 = 36
3|4 |5 |6 71 8] 9 .
P(salir11o7) =
2 o407 89110 = P(salir 11) + P(salir 7) =
5[6[7[8]9fwo]n = risalir L A Psalir /) =
67|89 ]0]11]12 _ 2,6 _8_2

3 36 36 9

064 | Considera el experimento que consiste en elegir al azar un niimero del 1 al 30.
Sean los sucesos A = «Obtener nimero par menor o igual que 14»,
B = «Obtener miltiplo de 3 menor o igual que 10» y C = «Obtener
multiplo de 10». Describe los sucesos y calcula su probabilidad.
a) AUB c) BucC e)CNB
b) AUC d) AnB fl AnC

A=1{2,4,6,8, 10, 12, 14} B=1{3,6,9} C=1{10, 20, 30}
a) AuB=1{2,4,6,8,10,12, 14, 3,9} — P(AUB):%:OB
9

b) AuC=1{2 46,8, 10, 12, 14, 20, 30} —» P(AU 0)25 =03
c) BuC={3,6,9, 10, 20, 30} — P(BUC):%:O,Z

1
d) AnB=1{6 P(ANB) = —
) AN {6} - P(ANB) 30
e) CNB=J = P(CNnB =0
1
) AnC={10 P(ANC) =—
) {10} —» P( ) 30



SOLUCIONARIO

065 | Halla la probabilidad de los contrarios de cada uno de los sucesos anteriores.

2) PAUB) =1-03-07 O PAAB -1+ =2
30 30

) PAUC) =1 —03=07 &) PCNB=1-0=1

Q) PBUO=1-02=08 h PAAD=1_ L =2
30 30

066 | En una clase de 4.° ESO hay 30 alumnos. Si la probabilidad de que,
elegido un alumno al azar, sea una chica es 0,6; ;cuantos chicos y chicas
hay en la clase? ;Cual es la probabilidad de que el alumno elegido sea un chico?

P(ser chica) — - dechicasdeclase o | opicac. 0,630 = 18
n.° de alumnos de clase

P(ser chico) = 12 =04
30

067 | Un examen de tipo test consta de 5 preguntas, cada una de las cuales
tiene 3 posibles respuestas.
a) Halla la probabilidad de acertar 3 preguntas si contestas al azar.
b) Determina la probabilidad de acertar al menos 2 preguntas si contestas al azar.

c) Si, para aprobar el examen, hay que contestar al menos 3 preguntas
correctamente, calcula cudl es la probabilidad de aprobar y de suspender,
si contestamos al azar.

Llamamos A = «Acertar una pregunta».
a) Los subgrupos de 3 preguntas que se pueden formar, son:
B!
C5, 3=
3.2 1
Como cada pregunta tiene una probabilidad de 3 de ser acertada:

1 - 2
P(A) ==y P(A) ==
()3Y()3

P(acertar 3 preguntas) = Cs 5 - PANANANANA) =
: 0w -2 (3 (2]
—[3]. Py - PA) - PA) - PA) - P(A) = A=l 1] =016
[3] (A) - P(A) - P(A) - P(A) - P(A) T E 3

=10

b) P(acertar al menos 2 preguntas) = P(acertar 2) + P(acertar 3) -
+ P(acertar 4) + P(acertar 5) = G52 - PPANANANANA) +
+ G- PANANANANA)+Csa- PANANANANA) +

5) (1) (2Y
Css- PANANANANA =|5"|=| |=| +
Foe : [2] [3] [3]

3 2 4 5
BT 2T T ) - 2o
3)(3) (3 4) (3) (3) 15 (3 243
c) P(aprobar) = P(acertar 3) + P(acertar 4) + P(acertar b) =

= P(acertar al menos 2) — P(acertar 2) = 131 — 80 = o1 =021

P(suspender) =1 — 0,21 =0,79 243 243 243
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068 | Paula va a una tienda de complementos 2 veces por semana, y Roberto trabaja
en esa tienda 4 dias cada semana. Si el viernes no acude ninguno de los dos
y la tienda cierra los domingos, jqué probabilidad tienen de coincidir?

Si el dia fijado es viernes o domingo, la probabilidad sera cero, pues en esos
dias ninguno de los dos va a la tienda.

En cualquier otro dia, por ejemplo, el martes, sucede que:
P(Roberto vaya el martes) = % y P(Paula vaya el martes) :%

La probabilidad de que vayan ambos es la probabilidad de la interseccion,

y como los dos sucesos son independientes, es el producto:
4 2 8

P(RN P)= P(R)- P(P) =
5 5 25

069 | Indica un experimento donde todos los sucesos sean elementales.

El experimento es el lanzamiento de una moneda.
Su espacio muestral esta formado por dos sucesos: «Salir cara» y «Salir cruz».
En este caso, el suceso no elemental es el suceso seguro.

070 | ;Cuantos sucesos relacionados con un experimento tienen probabilidad 1?
¢Y cuantos sucesos tienen probabilidad 0?

Tienen probabilidad 1 todos los sucesos que siempre ocurren,

y tienen probabilidad O todos los sucesos que nunca pueden ocurrir.

Los primeros sucesos contienen el espacio muestral y los segundos sucesos
no contienen ningun suceso elemental.

Por ejemplo, consideremos el experimento consistente en lanzar un dado

y anotar la puntuacién obtenida.

El suceso «Salir puntuacion menor o igual que 6» es seguro, y también

lo es «Obtener una puntuacién menor que 8».

Por otro lado, el suceso «Obtener un nimero menor que O» es imposible,

y también lo es «Obtener puntuaciéon negativa».

071 | Tengo 3 llaves que abren las 3 cerraduras de una puerta, pero no sé cual es
la llave que abre cada cerradura.

a) ;Cual es la probabilidad de que acierte con la combinacion a la primera
oportunidad?

b) ;Y si tuviera 3 llaves y solo 2 cerraduras? (Una de las llaves no abre ninguna
cerradura.)

a) El nimero de casos posibles es: P; = 3! =6

P(acertar) = Casos favorables 1

casos posibles 6

b) Con dos cerraduras, el nimero de casos posibles es: V3, =6
Luego la probabilidad de acertar a la primera es igual en ambos apartados.



SOLUCIONARIO

072 | Partimos al azar una barra de 1 metro de longitud en 3 trozos.
¢Cual es la probabilidad de que podamos formar un triangulo con los 3 trozos?

Se podra formar un triangulo cuando el lado mayor sea menor que la union
de los otros dos, o cuando el lado mayor mida menos de 0,5 m.

) 1
Como es el lado mayor, mide méas de 3 m.

A: medir menos de 0,5 m. B: medir méas de % m.

11

La probabilidad es: P(A/B) = LANB 2 3 1
P(B) 2
3

073 | En una comarca, cuando un caso judicial no era facil
de resolver, se ofrecia a los procesados otra oportunidad.

Se entregaban al reo 100 bolas verdes, 100 bolas rojas ‘

y dos urnas. A continuacion, el reo distribuia las 200 bolas
en las urnas. Después, este elegia al azar una urna y sacaba una
bola de su interior. En el caso de que la bola fuera verde se salvaba.

Si ta fueras el procesado, ;como distribuirias las bolas para que
la probabilidad de salvarte fuera la mayor posible?

La opcion para que la probabilidad de salvarse sea mayor €s que en una urna
se ponga una bola verde, y en la otra urna, las demas bolas.
La probabilidad de sacar bola verde es:
P(verde) = P(verde Nurna 1) + P(verde Nurna 2) =
= P(verde/urna 1) - P(urna 1) + P(verde/urna 2) - P(urna 2) =
1 P¥ 1 _ 149

2 199 2 199

074 | En un concurso televisivo, el presentador ensefa al concursante tres puertas
cerradas, en las cuales hay un coche y dos cabras. El concursante elige
una puerta y el presentador abre una de las otras puertas y aparece una cabra.
Entonces, le pregunta al concursante si quiere cambiar su respuesta.
¢Qué deberia hacer el concursante?

Resultado
1/2 ,
Cambio Gana
Cabra ] ¢
23 1>~ No cambio —— Pierde
13 2_Cambio Gana
Coche . )
1,2~ No cambio —— Pierde

2 1
P(coche/cambio) = Plcoche 0 cgmbm) 3 2_2
P(cambio) 1 3

2

El concursante deberia cambiar.
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075
000

EN LA VIDA COTIDIANA

En los periédicos ha salido
publicada esta noticia.

En la noticia se cuenta
que habia un total

de 165.432 jovenes

que entraban

en el sorteo, de los cuales
16.442 jovenes
conseguirian vivienda.

Una vez numeradas todas las personas, habia que elegir al azar un néimero
y a partir de este, correlativamente, se nombrarian las 16.442 personas
que obtendrian vivienda.

¢Cudl ha sido
el problema?

Los encargados de realizar el sorteo colocaron seis bombos. Todos ellos
contenian diez bolas numeradas del 0 al 9, salvo en el caso de las centenas
de millar, que estaba formado por cinco bolas con el niimero 0 y otras cinco
bolas con el nimero 1.

Tras la extraccion de las bolas, el nimero agraciado fue el nimero 155.611
y, a partir de él, se nombré a los elegidos llegando al final y empezando
desde el principio.

¢Crees que es cierta la noticia?

Antes de asignar los numeros a las personas, todas tienen la misma
probabilidad, pero una vez asignados tienen mayor probabilidad de salir
los nimeros mayores de 100.000, ya que en el primer bombo hay

una proporcion de 5 a 1 bolas 1 frente a bolas 0. Por tanto, la noticia

es cierta.
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SOLUCIONARIO 4

A Roberto se le ha ocurrido que una manera correcta de hacer sorteos, como el
de la actividad anterior, puede ser utilizando una tabla de nimeros aleatorios.

Es una lista de nimeros
elegidos entre estos
digitos:

0,1,2,3,4,5,6,7,8y09.

Observa la siguiente tabla de nimeros aleatorios, que en realidad forma parte
de una tabla mayor.

ora | w4 [ o41s | ormys | wezes | Eanes
2535 | 30 | eedsy fosas | =azms | 1S
321 | 89667 | 0095 | 7862 [ 58005 | 10060
ARSES [RIETE | 90TNS [ 15925 46611 | s
oa0se | 2uSS1 | BAGEI | 72000 15575 | G811
BOGAS | 79400 | 49077 | SONS4 ] THIES | Base

Ahora solo falta decidir por donde empezar. Para ello, podemos tirar dos dados,
de los cuales el primero indicara la fila, y el segundo, la columna,
y comenzamos a buscar el niimero.

El primer nimero
vdlido de 5 cifras
serd el elegido.

Si sale, por ejemplo, 3y 2,
indicaria que la bisqueda comienza
en fila 3, columna 2: 59667.

Si saliera, por ejemplo, el nimero 00980 la persona que ganaria seria
la que tuviera el nimero 980 y todas las siguientes hasta completar
las 16.442 personas.

Como asegura Roberto, ;tienen todas las personas la misma probabilidad
de ser elegidas?

No tienen la misma probabilidad, ya que las personas que tengan un ndmero
menor que 998, y las personas que tengan un nUmero mayor que:

98.036 + 16.442 = 104.447, nunca obtendréan la vivienda, y la probabilidad
de que les toque la vivienda es nula.
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