
��������	�
�����

MATEMATIKA
DISKRIT



�������������	�



��������	�
�����

MATEMATIKA
DISKRIT
Samuel Wibisono

2
EdisiEdisi



�������������	�

����������� 	�
����

���� � ��	
���������

����� � ����������������	����

�������
�
�������� ����	�!�"##$

%����&���©�"##'!�"##$�&����&��
��!
%����&�������
���
�����(
�����)�*�������	�	&������������

	�	�������������������
����
�
�����
�
�������	�����
���&��&
�!
�����������������	�
&
��	�����!����	��
��	�	+�����&!�	�����	!����

�������������&�����	���������!����&���������
�������&������)

�����,������ ��	��-�����./
0����������'''11
2��&) �� #"34($$""/"5� #"34(44/"16'
7�8) �� #"34(44/"16/

 

���������	
����

����������	��
�����
����	��������

� �����	����	�	������� !�"	# �$�	����	%&&'
(��	)	*+,		$���	*	-��.	/	%0	1�.

�
23/		+4'�+4+�45,�6*0�*

*.	��!���!��� �.	-��

�(	�� ���+�9������	
)��)�



��������	�
�����

�������	
 ���
 ����	���	�
 �������	�����
 ������
 ����
�����	�
 ����
 ������	���
 ����
 �	�������
 ���������
���������
�����
�����
�����
����	��
����
�����
����
����
�����
���������
���
�����	�����

������
 ����
 �������
 ��������
 �	
 ����
 ���
 ���������
������
�������
 ��������
 ����
�������
 ������
�������	��
����
������ 
 ����
���
��������
�������	��
 ����
������
������	
������
�������
����
������
���	 !�
����	�
��������	
���"�
�������
����
������
�����������
����
��	��
	�	
�����
�	���������
���	����
�����
���������
����	������
�������#
�������
 ����
 ����
�	����
 ����	�
 	�������	���
 �	����
 	����#
���	���
���������
 	�������	���
������
 ����	�
 ���������
����
�����
���
��������	
����
��	��
����
�	���	
������
����
�	����	
 ������
 ��	��
���
������
�����
�������	��
�	���	��
���	����
 �����
 ��������	���
 �����
 ��������
 ����
�	�����	�
����	
���������
�����
��������	��
������
����
������

$��	
������
�����������
����
����	�
��������
������
�������
�������
����
	�	�
������

��������	����
��������	����
��������	����
��������	����
��������	����


 



�� �������������	�

� %������
�������
������
�����
��	��
���
�������	��
�	���	�
 ������
��	��

� %������
�������	
 ������
 �����
 ��	��
 ���
����#
���	��
�	���	�
���	����
�����
��������������
�����
��������	���
�����������
����
 �����	�

� %������
 �����
 ����������
 �������	��
 ���
����	�����
 ��������
 �����
 ��	���	
 ����
 �������	
�	�����
���������
&'
���
���������

%���
����������
	�	
����	�
��������	���
���	�����	�
������
%	��	���
���
(���
)�	����	���
*	��
+��������
���
)�	#
����	���
'������	�
,��
)�����
�	
����
����	�
�	���	
��������#
��
��������
����
��	��
�������	��
�	���	�
	�	�
����
���	��
���	�
����
����	�
�����	���
������
%�����	�
-����
'��
����
����
������	���
������������
���	����
����
��	�	
.

	�	
�����
�	����	�����

&�����	��
 ���	
 �����	���
 ����
 ���	��
 ���	�
 ������
�����#�����
�����
��������
����
��	��
�������	��
�	���	�
��������
���
 /����
 (��	�
 (0�
 ����
 ��������
������	���
��	�	�
���
�����
����
���������
����
�������������
����
	�	�
��	�	�
���
�����
����
���������
���	
�����#�����
���	�
���	
������
�����
��	�	
����������

���	�	��
 ������
�����������

0�������
�������
.112

(����
3	�	����



����	���� ���

��������	����
 �
����
���� ���
����� ��	�����
������� �

4�4� %��������� 4
4�.� %���������
-������� .

4�.�4 5�������	 .
4�.�. �	������	 6
4�.�7 +����	 8
4�.�6 0�	�����	�
 9+��
:;<
+:;= >
4�.�? +��
���
9+�+�= >
4�.�8 ,@���	��
 ��
 9�@��= 2
4�.�> ,@���	��
+:;
 9,@+:;= A

4�7 &������	
 ���
�������	��	 41
4�7�4 &������	 41
4�7�. 5������	��	 41

4�6 5���������
B��	� 44
4�? ������
%�����	�	 4.
4�8 '��	���	
 ���
*		��	���	 46

4�8�4 '��	���	 46

�����
�������
�������
�������
�������
��

 



���� �������������	�

4�8�. *		��	���	 42
4�> ����������	 42

4�>�4� 5��������<C�	�	���
������� 4A
4�>�. *�����#������
�����
�����	� .4

4�2� 5������
%��������� .?
4�2�4 �����#�����
5������ .8
4�2�. +����	
5������ .>

����� ���
���������� ��
.�4 $	������ 74

.�4�4 5���	��	��� 7.

.�4�. $	������
*���	����
���
&��
*���	���� 77

.�4�7 5�������
���
$	������
���
(���	������ 76

.�4�6 �����#�����
$	������ 78
.�. :�����	
$	������ 78

.�.�4 )�	��<-�������
���	
.
�	������ 78

.�.�. '��������	��<'�	���
���	
 .
$	������ 7>

.�.�7 ;���	��
����������<(�	�	�
������
.
$	������ 7>

.�.�6 5�������
���	
$	������ 7>

.�.�? (�����	�
�	��������<*���
(�������� 72
.�7 �	�����
C��� 72
.�6 $����#�����
������
$	������ 7A
.�? %���	������
$	������
-������� 64

.�?�4� -�������
���	
.
$	������ 64

.�?�. -�������
���	
7
$	������ 6.

����� ���
��������������� ��
7�4� /����	
 ����������� 6A
7�. :�����	
�	������
 ��DD� ?4

7�.�4 5������� ?4
7�.�. -�������<)�	��
$	������
/�DD� ?.



����	���� ��

7�.�7 '�	���<'�������	��
$	������
/�DD� ?7
7�.�6 %���������<E��
$	������
/�DD� ?6
7�.�? %��������
 9(������=
$	������
/�DD� ?>
7�.�8 (����
E���	��	�� ?A

7�7 5�������
���
$	������
*��	�� 81

����� ��	�������� ��
6�4 %�������� 8>
6�.� B��	��
������
+	�	
5��������
*������ 82
6�7 (��#��� >.

���� 
������������ � 
?�4 %��������� >?
?�. %��������
;���	 >>

?�.�4 %��������
5����	��� >>
?�.�. %��������
����	� >2
?�.�7 %������� >2
?�.�6 -����
*������ >A

?�7 :�����	
����
;���	
 �	���� 21
?�7�4 '������
;���	
 9;F4= 21
?�7�. 5�����	�	
 ;���	 24

?�6 ,�	�����
5�����	��
 ���
:����	��
;���	 2.
?�6�4 ;���	
,�	���� 2.
?�6�. ;���	
5�����	�� 2?
?�6�7 %����
 9%���	��
:������
(��= 28

����� ��	�� ��
8�4 ���	�	�	
 /����	 A7
8�. �����#�����
/����	 A6

8�.�4 /����	
 ����#���� A6
8�.�. /����	
���� A?
8�.�7 /����	
 ������� A8
8�.�6 /����	
 '����� A8

8�7 5�����	�	
 /����	 A2
8�6 /����	
5�������	��	� AA



� �������������	�

���� ��!���
������ �"�
>�4 ��	���	
������
*���
����

0��	����
("	���	�� 417
>�. ��	���	
������
*���
����

;�����	��
B��	�
 9-���= 41>
>�7 ��	���	
������
*���
����
:�����	
5�	�����

%����������
5��	
 95%5=
���
/�����
%����������
*����
 9/%*= 444

>�6 �	�	��
���
 9�	������	��
+����
/���= 447
>�6�4 ������
&���	
 '�����
���
5�������� 447
>�6�. %���
5������� 448

����# ���
��	
��� �� 
2�4 %��������� 4.?
2�. �����#�����
-���� 4.>
2�7 5�����	��� 47.
2�6 *����	���
������
0���� 476
2�? �������<������
 �����
 �	�	� 478
2�8 &	�	�
%�����
-����
 9E��
%�	��= 47>
2�> )�����
������
����	�� 472
2�2 ����	�
-���� 47A
2�A B�����
�	����� 464
2�41 �������
&	�	�
����
�	������ 466
2�44 -����
*	����
 9%����
-����= 46?
2�4. %�"����
%��� 46>
2�47 %����<&��� 4?A

2�47�4 (����	��
&��� 484
2�47�. %����
*������
 9;�����
&���= 487
2�47�7 %����
*������
*������

9:�����
;�����
&���= 48>

����� ��������������� �� 
A�4 %��������� 4>?
A�. /	�	��
��������
 9/�= 4>>



����	���� ��

A�.�4 �������������
/�
������
�	����� 4>2
A�.�. �������������
/�
������

�	�	�	�	
/����
 ?#&��� 421
A�.�7 �������������
/�
������

&���
(���� 424
A�.�? +��#������	�	��	�
/	�	��

��������
 9+/�= 424
A�.�8 /	�	��
(����
&���������� 42A

����
�������� ���
������	�������� �� 

�������



�������������	�



��������	�
�����

���� ����������

B��	��
 ������	�	
 ���	��
 ����
 �	�����
 ��	��
�������	��
�������
 ��	��
������	��

B��	��
 ������	�	
 ���	�	
 ����������#����������
 9�����
������
������
��������=�

%���������
 �����
 ��	���
 �������	
 ����
 �	��������
������
�����#�����
���	�
�	������

��
G�
��
�

%���������
��������	
 �	���
 �����
 ��	��
�����
 ����	�	
�����
9����������
�����=
����
����	�	
����
9����������
����=�
�����	
 �	���
�����	�
���		�	
 �	���
�����#�������

5��������
����
��������
������
����������
�	�������
�	�	
���������
���	
 ����������
 ���������

�������
4� *	�����
 �	���
 �	�������
 ����
 �	����
 �	�	��
 �����

����������
����
������

��	����
�������	����
�������	����
�������	����
�������	����
�����

 

�



�������������	�

.� (	����
�����
 ��	�
������
���	����
�	����
�	�	��
�����
����������
����
�����

7� �������
����
 ����	
 �����
 ��������
 	��
 �����
 ��	���
����������
�����
�����������

6� (	���
 ���	
 ��������
 '��
 �����
 ���	
����
 �����
 �����
����������
������
�����
 ����	�	
 �����
������
����	�	
�����

?� E���D���
 ��	�
 �����
 �	��������
 ���
 ��	�
����
 ���	
����	��
 'C
�������	
 ���������
 �����
����������
����
������

5�	���#��	���
����
�	���
��������
�����������
������

� 5�	���
 ���	����
� 5�	���
����������
� 5�	���
���������
� 5�	���
�������
� 5�	���
HH"������H��

��� ��������������	�
��

*�������
 ����������
 �����
 �	������
 ������
 ����
����������
 ����
 �����
 �	���<������
 �����
 ���	��	�����
 ����
����������
 �	�����
 ����������
 ��������
 ����
 ����������
�������
����
��������	
�������

�����#�����
����������
���������

����� ����	�
��

5�������	
�����
����������
��������
���	
���
��������#
��
������
����
����������
$%&
+����	#�����	
��������	�

� �� �
�
@
G�
��G�
�G

*���	����
����������
�����
����
����
������
��������	 
5�������	
�	�����	���
������
������
������	��
 	���	�
 ���	�

�



��������	�
�����

*	�
����
*
���
����
�
�	���
����
����
	���	�
�����
�����	�
 ���	
 �����
 ���	�	�
������
 �����
 �����	�
 ������
������	�
 ��	������
�����
 ����
�
���
*
������<�	����*	�
����
*
���	
���
����
�
�	���
����
����	�����
����
����
	���	�
 �	���
 �����
�����	�
������
 �����
 �����	�
 ������	�
��	������
�����
����
�

���
*
�	���
������<���	�
���	�	��
����
 �	�
 ����
�
 ���
*
���	�
 ������
 ���	�	��
 �����
 �	
�	������
���"�
��������	
�����
�	�
��������
�	����
���	�
	��
�����

&���
5��������
5�������	

� �

�

�
�

	 
 � ��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

����

	 ∧ 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�	����
I
������	
�����
���
#
������	
����

�������
� J �	����
�����
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<

�����	����
�����
�������
������
�����#�������
����	�	
�����
��������
�����
����������
�����

G J �	����
�	�	��
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<
�����	����
 �����
 �����
���������	���
 �	�	
 ����
����	���
�����
����������
����
������

�



�������������	�

� J �	����
�	�����
���	��
�����
�	����
�	�����
����
�	#
�������
����
 �	����
�	�	��
 �����
����������
 ����
����

� J ������
	����
�����
���
�������	��
�����
�����
�	��	�
��	��
�����
����������
�����

�	
	�
� �� �����
��������	
����
�����
������
�
������
G
������
G
×
� �����
��������	
����
����
������
G
������
�
�����
�
�
� �����
��������	
����
����
������
�
�����
�
�����

����� ���	�
��

�	������	
 �����
 ����������
 ��������
 ���	
 ���
 ���#
�������
������
����
����������
%'%(�

+����	#�����	
 �	������	�
� ���� �� �

*���	����
����������
 �����
 ����
 ����
 ������
 �	������	 
�	������	
�����
�	�����	���
������
������
������	��
	���	�
����

�������

�

�

�

�
�

�



��������	�
�����

*	�
����
�
���
����
*
�	���
����
����

	���	�
	

�����
��������<�����	�
���	
�����
���	�	�
��
�����
�����	�
������
������	�
��	������
����
�
���
*
�������

*	�
����
�
�	���
���
����
*
���	
9����
����	����=�
����
����
	���	�
	
���	�
�����
�����	�
���	
�����
���	�	�
��
�����
�����	�
������
������	�
��	������
����
����
�	���
����
������
���
����
���	
�	���
�������

*	�
����
�
���
*
���	�
����
����
	���	�
	
�	���
�����
�����	�
��
�����
�����	��

������
 ���	�	��
 �����
 �	�	������
 ���"�
 �	������	
����
�	�
�����
����
���	�
���	�
	��
������

&���
5��������
�	������	

�	�	�	��
(	���
����
���������
����
�	���
�	�������
�

*���� J
&�
*�
I�
4
(��� J
/�
(�
F�
1

�������
� J ��������
�����
���
 ����
�����
�	�������
�����

	����
 ����
 ������
��������
 �����
 ����������
������

G J $����	��
 �����
���
 ����
����������
���������
�����
��������
�����
����������
�����

� J %�������
���
����
��������	
������	
����
���	
������
��������
�����
����������
������

	

�
�
�
�




�
�
�
�

� ��

�
�
�
�

����

	 ∨ 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�



�������������	�

� J 3	���"�
 K%
 �����
 �	������	��
����	�
 ����
�����
����������
�����

�	
	�
� �� �����
�	������	
����
�����
������
�
������
G
�����
� �� �����
�	������	
����
�����
������
�
������
�
������

∨� � �����
�	������	
����
����
������
G
�����
�
�����

����� ��
���

+����	
 �����
 ������
 ����������
 ����
���	������
����������
����
����
�����
�	
������
������
����	�
������
����
���"�H!
����
������
����	�	����
����
�
�	���!
����
������
�����������

+����	#�����	
 �����	�

������� ′

�������
� J $����	��
�����
���
����
����������
���������
�����

��������
�����
����������
����

�	
	
L
� J �����
 ����
���"�
�����	��
�����
���
 ����
�����#

�����
 ���������
 �����
 ��������
 �����
 ����������
������

0��	
���������
������
�����	
�����
�"��
���	
�������#
��
��������������

&���
���������
�����	�

�
�

�
�

	 �	

�



��������	�
�����

����� �������������������������

0�	�����	�
�����
����������
��������
����
�	���	���
���	
�������	���
�	������	�

+����	
+:;�

��������	
�������� ∨↓

5�����
 ��	�����	�
 �����
 �����	
 ���	
 ���
����
 ����
���������
+:;
�����
������	
���	����

����� �������������

+�+�
�����
����������
��������
����
�	���	���
���	
�������	���
��������	�

+����	
+�+��

���������� ′∧∧

5�����
 +�+�
 �����	
 ���	
 ��������	�
 ����
 ����
���������
+�+�
�����
������	
���	����

	 


�
�
�
�

�
�
�
�

� ��

�
�
�
�

�
�
�
�

����

�	 � 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

����� ∧ �

	 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

����
�
�
�
�

�
�
�
�

∨�	 
� �� � �� �

�



�������������	�

�����  !"�	��#���$���!�$�

,@��
 �����
����������
 ��������
�	����
 ����
 ����
�
����
G
9�	���
�����#������=
�����
�����

+����	
 �@���

�� ���

�������
� J �	����
�����
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<

�����	����
�����
�������
������
�����#�������
����	�	
�����
���������
�����
����������
�����

G J �	����
�	�	��
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<
�����	����
 �����
 �����
���������	���
 �	�	
 ����
����	���
�����
����������
����
������

� J �	����
 �	�����
 ���	��
 �����
 �	����
 �	�����
 ����
�	�������
����
������
�	�	��
�����
����������
����
�����

� J ������
	����
�����
���
�������	��
�����
�����
�	��	�
��	��
�����
����������
�����

�	
	�
�� ��� 

�����
�@��
����
����
������
�
������
G
������
�� ��� 

�����
�@��
����
�����
������
�
������
�
�����
�� ��� 
�����
�@��
����
�����
������
G
������
�
�����
�� ��� 
�����
�@��
����
����
������
�
�����
�
�����

������
���	�	��
 ����
 ���������
 �@��
 �����
 �	��	�
 ������	
���	����

�� �� ���� ∨ � � �� � � ��

�� �� −� � �� −� ��
�� −� �� ���	� �� �� −�
−� �� �� � −� �� ��
−� −� −� � −� −� −�

 

�



��������	�
�����

����%  !"�	��#������� !����

,K+:;
 �����
 ����������
 ��������
 �&)*%+%&
 ���	
,K:;
�	
����
�	�	
������������
�����
�	�
�����
��������#
�����
�����
����
�����

+����	
,K+:;�

)q p(~ ∨

�������
� J �	����
�����
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<

�����	����
�����
�������
������
�����#�������
����	�	
�����
���������
�����
����������
�����

G J �	����
�	�	��
 �����
 �����
 �	����
�	����
 �����
 �	�	�<
�����	����
 �����
 �����
���������	���
 �	�	
 ����
����	���
�����
����������
����
������

� J �	����
 �	�����
 ���	��
 �����
 �	����
 �	�����
 ����
�	�������
����
�	����
�	�	��
�����
����������
����
����

� J ������
	����
�����
���
�������	��
�����
�����
�	��	�
��	��
�����
����������
�����

�	
	�
�
,K+:;
G������
����������
����
�����
�
,K+:;
�� �����
����������
����
����
�
,K+:;
G� �����
����������
����
����
�
,K+:;
�� �����
����������
����
�����

������
���	�	��
 ����
���������
,K+:;�

	 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

������� ∨

�



�������������	�

��� 	�	����
�����
��������

%�����	�	
 �	�������
 ���	
 �	�	
 ������������
 �����
�	��������
������	
.
��	��

����� &�	����
�

&������	
 �����
 ������	�	
 ����
 ����
 �����
 ������
��������������

+����	
 �������	�

�
�
L�

�������
� J $����	��
�����
���
����
����������
���������
�����

��������
�����
����������
����
L� J �����
����
���"�
�����	��
�����
���
����
�������#

���
���������
�����
��������
�����
����������
������

�	
	
���∨ 
�����
������	�	
����
�����

&���
 ���������
 �������	�

����� ����$���'��

5������	��	
 �����
 ������	�	
 ����
 ����
 ����
 ������
�������������

+����	
 �������	��	�
���∧

	

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

����

	 ��� ���∨ ��

��



��������	�
�����

�������
� J $����	��
�����
���
����
����������
���������
�����

��������
�����
����������
����
L� J �����
 ����
���"�
�����	��
�����
���
 ����
�����#

�����
 ���������
 �����
 ��������
 �����
 ����������
������

�	
	
���∧ 
�����
������	�	
����
����

&���
 ���������
�������	��	�

	

�
�

�
�

�
�

�� ���∧

��� 
������������
�

���
����
����������
����
�������
�	�������
������
�	�
�	�	
������������
����

�������
4� &	���
������
���"�
������
	����
�����
���
�������	��

�����
�����
�	��	�
��	��
�����
����������
������
.� ������
*���
 �����
���
�������	��
�����
�����
�	��	�

��	��
�����
����������
������

5����
 ����������
 �	
 ����
��������	
 �	�	
 ���������
����
�����
0��	
�����
����������
�	
����
������<��	�����

��	������
���
������	�	
 
 %9��
 G�
 ��
 ���=
 ���
M9��
 G�
 ��
 ���=
�����
 �	�������
 ������
 �	��
���		�	
 ����
 ���������
 ����
�����
���
����
������	�	
����
������
�����
�	��������
������
%9��
G�
��
���=
 ≡ 
M9��
G�
��
���=�

��



�������������	�

�������
(�	�	�	
������
�����
������	�	
�	
��"��
�������

4� &	���
������
���"�
�	����
�	�����
�	���
�	�������
����
�	����
�	�	��
����
�	����
�	�	��
�����
�����
��������#
�	���
�	�	
����
����	����

.� (	����
�	�����
�	���
 �	���
�	�������
����
�	����
�	�	#
��
���
�	���
�����
���"�
�	����
�	�	��
�����
�����
����#
�����	���
�	�	
����
����	����

5����
������	�	
�	
����
�����
�	��	����
������
�����	
����

4� ����� ∨
.� L ���∧

���	����
 ����
������������
������	
���	����

�� �� ��� ��� ���� ∨ � ����� ∨ � ������ ∨ �

�� �� −� −� �� −� −�
�� −� −� �� �� −� −�
−� �� �� −� �� −� −�
−� −� �� �� −� �� ��

 

0��	�
�����
������	�	
 ��������
������
����
 ��������� ∧≡∨

�� ���������������

������
 ������	�	
���������
���������
�����#�����
������
 
����
��	��
������	�	�

$����#�����
��������
������

4� '��������
� � �
� � �
� �

� �

��



��������	�
�����

.� ����	��	�

� � � �

� � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � �

� � � � �

7� 5������	�
� � � �
� � � �
� � �

� � �

6� �	���	���	

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

?� '����	���

� � ������������������� � �
� � �������������������� � �
� � � �

� � � �

8� 5�������

���������������������
���������������������

==∧
==∨

>� '�����	��
������� ≡

2� ��
������N�

�������	�
������	�

∧=∨
∨=∧

A� �������	

����	�
����	�

≡∨∧
≡∧∨

41� '��	���	
����� ∨=→

44� *		��	���	

���������� →∧→=↔

��



�������������	�

4.� 5��������	�	
������ →=→

(���
 ����
�������
 �����#�����
������
 ������	�	
 �����
�����
���������������
����������
���������

�������
(�����������
 ������	�	
 �	
 ��"��
 9����	���
 ������

�������	=�

� � � � � �

� �

� � � � � � �

� � �

� �
�

� � � � � �

� � �

� �

�

��� �������������������

����� ()*��'���

%�����	���
����������
���	����
 �	��
������	
�	�������
3���
����
3	���"�
�����
 �	����
������	����

�	�������
3���
���������
 ������
 �����
���	
3	���"��
���������
3	���"�
���������
 ������
 ����
 ���	
 
�	�������
3����
���	���
�	�������
3���
�	���
�����
�	�������
�����
"	�#
��"�
 �����	
3	���"�
�����
�	�������
 �����
�	�������
3����

E�����
����������
�	
����
�	�����
����������
���������
����
 ����	�	���
 ����������

+����	
 	��	���	�

� ��

�	�����
�	��
�
����
G

��



��������	�
�����

	 � ��


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

������������	
�
	������
��

4� 0	��
�	�������
3���
����
3	���"�
 �	����
 ������	���
�����
	��	���	
������
������
��������
������
�	��������

�������
����
	��	���	
�	
����
�����

.� 0	��
 �	�������
 3���
 ����
 �����
 3	���"�
 �	����
������	���
�����
����������
�����
������
�	����
������	
�	�������
3���
 �����
3	���"�

7� 0	��
 �����
 �	�������
 3���
 ����
 3	���"�
 �	����
������	���
�����
����������
�����
������
��	���	
�����
3	���"�
 �	���
�����
�	�������
3���

6� 0	��
 �����
�	�������
 
"���
����
�����
"	���"�
 �	����
������	#���
�����
����������
������
������
��	���	
���	�
�	�������
3����
�	����
������	���
�	��
���	
�����
3	���"��

&���
���������
 	��	���	
 ������	
 ���	����

�������
�	�����
����������
�
�����
������
G
�����
����
���

�
�����
������
 ��������
���������
������	�	
���	����

� �� � �� �

!%,%-.

%�����	�	
�	
����
�����
�	����
������	

� �� � �

� �
�

� �

�

��



�������������	�

0��	
������	�	
�	
����
����

*���	
������
����
�

������������

	 


�
�
�
�

�
�
�
�

� ��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

� ��

�
�
�
�

�
�
�
�

���� →�� �� ���� →

�����������#�$�+�(�#�$�+���������$�*�����

0	��
	��	���	�
 � ��

����� 5��������� � �� →
'�������� � ���� →
5��������	�	���� � ���� →

�������
0	��
�	�������
3���
����
3	���"�
�	����
������	���
�����
	��	���	
����
������
�����������
	��	���	
�	
����
�����

5����������� � 0	��
3	���"�
 �	����
 ������	���
����
�	�������
3���
 ��	���	�����

'��������� � 0	��
�����
�	�������
3���
����
�����
3	���"�
 �	����
 ������	���

5��������	�	���� � 0	��
 �����
"	���"�
 �	����
 ������	���
����
�����
�	�������
3���
��	���	����

&���
 ���������

	 ∨ 


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�

�
�
�
�

 + 

   r  r 

 � 

��



��������	�
�����

0��	
 �����
 �	�	������
 ���"�
 ������	�	
 ����
 ��	��
������#���	�	�
 ��������	
 �	�	
 ���������
 ����
 ����
9�������=�

*����������
�	���
��������
����
�	��
�����
�������	���
�����
 ��	
 ����
 ������
 	��	���	
����	
 �	�	
 ���������
������#���	�	�����

�������
*���	���
���"��

0	��
@�
�	�����
������
����
@
����
�	�����
�����

�����
�	��	�
�
@���J
�����


 → 


@
J
�����

�	�	�
5��������	�	�
 ���	
 	��	���	
�	
 ����
������

0	��
@
�����
�	�����
�����
����
@�
����
�����
�	�����
������

�����
�	��	�
 �

0	��
@
J
����	
����

@��
J
����	

(��	��
�	�����
����
�����
�����
�����
����	�
���	����
@
����	
�	��	�


@
J
.�
I
4�

�
�	�����
�����
��	�������

� �

� �

��

�

�

� �� �

�� �� �

� �� �� �

� �

� � �

� � �

5����� � �	�����
����
�����
�� ����
�	�����
����
.� ����
�	�����
�����
.��
I
.� ����
�	�����
�����

���	����
@�
J
�	�����
����	�
������
�	�����
�����
�	������
4
����
������
�	�����
����	�

0��	
���������	�	����
�����
��	������
	��	���	���
����
������

��



�������������	�

����� �������
��

%�����	���
����������
���	����

�	�������
3���
�	��
���
�����
�	��
	��	�
�������
�������
������
 �	����
������	
3	���"�

%���������
 ��������
 �	�����
 �		��	���	
 ����
 �	����	�	���
����������

+����	
�		��	���	
�

 � ��

�	�����
�
�	��
���
�����
�	��
G

�������������	
�
	��������
��

4� �	�������
3���
�	��
���
�����
�	��
	��	�
�������
�������
������
 �	����
������	
3	���"�
�����
����������
�����

*����������
�		��	���	
 �	�����
�����

.� �	�������
3���
�	��
���
�����
�	��
�	���
�������
�������
������
�	����
������	
3	���"�
�����
����������
����

7� *����
�	�������
3���
 �	��
 ���
�����
 �	��
�������
 ��#
�����
������
�	����
������	
3	���"�
�����
����������
����

6� *����
�	�������
3���
�	��
���
�����
�	��
�	���
�������
�������
������
�	����
������	
3	���"�
�����
��������#
��
�����

&���
 ���������
�		��	���	�

	 � ��


�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

��� ��
	������
����������	
 �����
 �������
 ����������#����������

����
�������
����	�#����	�
����
�������
�����
��������
�����
���	�����
 9������	=

��



��������	�
�����

+����	�

%�
M�
H ���	��#���	��
�	�����
�����
��������
����
����	�
O%�
M�
H
P �������#����
�	�����
�	������
E �����
 ������	��<���	�����

�������
0	��
���	�
������
����
���
��	��

�	���
���
��	��

∴
�	���
���	�
������

��%��� ��,���$���-����������$
	)��


 C�	�	���
 ��������
 ����������
 ���	
 �	�	
 ���������
���	��#���	��
����	�
���
���	���������

(����
 ��������
 �	�������
 ��	�
 �	�
���	��#���	��
����	����
�����
���
���	��������
����
������

���������
0	��
���������
�������
��	��
����
������	
�	����
�	�����
�	���

0	��
������	
�	����
�	�����
�	���
����
�	����
����
�	������ �	�	��

∴
0	��
���������
�������
��	��
����
�	����
����




�	������
�	�	��

� �

� �

� �

� ����

� ����

� �����

�

�

�

�

��



�������������	�

�������
 ��������
 �����
 �	��	����
 ������
 �����	
 ������	
���	����

� �
� �
� �

�

�

� �

(�������
������	���
 ����
����������

�/'/+%&)%&�.

B	�����	
����
����	�
4
���
����
����	�
.

����
��������
����
������
������
5����	��
�����	
����
���	�����
������
��

95��	�����
����
�������
������
����	�
4
���
.
����
����

�		�����	=�
 %�����	���
 �����
 ����
 ���
 �	
 ����
 �� ��������
�����
����	�	
������

�������	
��
�������
 ��������
 �	
 ����
 ��	��
 ������
 ������
 ����	�

����
�����
�����
���	��������
����
�����
������

��

	 � ��


�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
�


�→���

�
�
�
�
�
�
�
�

� ��

�
�
�
�
�
�
�
�



��������	�
����� �

��������	
�������	�
��
����	�
����������������������������
���
��
��
�	
������������������
��
��
�	

∴���	�
��
����	�
��������

�	����
������������������������
���
��
�
�����

� �
�
�

�

�

��
��
���	����
��������������������
�
����
�
��������
�	�

�	����
���������

�������	
�����	

�������	
�����	�

�������	�����
����

� � ���

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�������	
��

�	����
�����������������������	�
����
��
��	������	����
�
�	�����������

��������
�	������������

����� ���	
����	
����������������������
���

�� ��
 �
����

����
����
� �� �



�� ���������������	��

!� �������

����
� �� �

"� ������ #�
�
�

� �
�
�

�

�

$� ��
��	������� �������

� � � �� � � �

� �
� �

� � �

�

� �

%� &������������ ���������

� �
� �
� �

�

�

� �

'� (�����)������

� �
�
�

�

*� ��� �
������ ���������

�
+,---
�+---

∴

∨

.� ������ /����
�

+,-----
�,-------
�+---

∴

→



��������	�
����� ��

0� ����	������� �������

�,+,------
1,�,

123��23+

∨∴
∨

→∧→

�4� ���	����


� �

� �

� � �

�

� � �

�������
������	
5����������������
���	���	����
�����6�������
�����	����

��	����� �����

�� ����������
������	��������������
����������
!� ����� ������� �������� ����� 	�
��
��
�  �	�
��

��

����
���
"� ���������������������������
���
���
�����
�������
��

���
��
��
�	
$� &��������	��

��7

������

��� �
�� �
�� �
��

�������������� �

�

�

�

�

�������� 	

�������
 	

�������� 	

�������� 	

��
��
�&������������(��������

� �
� �
� �

�

�

� �

� �
� �
� �

�

�

� �



�� ���������������	��

(���
�����	����
����������������������
�

���� �
���� �
����
�

�

�

�

��
��
�������#�
�


���� �
����
�

�

�

���� �
����
�

�

�

(���
�����	����
����������������������
�

���	
���

��

��
��
���
 �
���
����������

����������������� � ��� �����
���
�	����
�������
 ���

����
����
� �� �

������������



��������	�
����� ��

5�������
��
� ��������
�	�


� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�


�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�� → 	� → 
� → �� ∧

∴��	����
��������������

����������������	�����

�������
� #89:� ������� ��	
�����
� ��
�� ��
��
����
��	�����9���
�;�������������������
�
�������#��������)�
���
�	��������  �����
���� ������� <= ∈ � �	�����#89:� ������� �����
�	��������

������	
�������
� #89:� ������� ��	
�����
� ��
��
� 9� ������� �����
���
��
���
��������

�������
���>������
�
����
��
�������������



�� ���������������	��

����� )�
�����	��������#89:��������������?

�����9 > ��������	�������
��
������������
��
��������
���8):

�����9 > !�������	�������
��
!�����������
��
��������
���8�:
��
� ����	��
���

���������������� ������������ ������8���
�����:��	�����������
�
�
�	���
������
������
����
������������� ����������	�������
��	���������
���
�
������
������ ��
������������
��	�

����� �������������
��	��

���������������
��	���
����	�
������
���
��������	�������?

�� �
�����������9��#89:
����������
��	��
���	���
��������
������
���
� �

!� �
������	����8����
��������������:� � ��� � �
������� ���
��	� �9����
����
��������
������
���
� �

������
�������
� 9� �����
�
� 6�	��� 
���	�� @
��
������ #� �	������
������	��� �������	���������������	�
��	�

��
�� � ��� �� � �	��
��? (����� 6�	��� 
���	�� ����

���	��� ��
!� � � � ��� � � �� � �	��
��? ���� ��	���� 6�	��� 
���	�

������� �	�
��	� ������	
�� ��

"� � � � ��� � � �� � � �	��
��? (������6�	���
���	�� ��������
���� �	�
��	� ����� ������	
�� ��



��������	�
����� ��

$� � � � ��� � � �� � � �	��
��? ���� 6�	��� 
���	�� ������
�	�
��	� ��
� ������ ������	
�� ��

����� ��������
��	��

���
���

∀=∃
∃=∀

�����?

�������������

�������������

∀=∃

∃=∀

������������ →∀ > �3=223�3=2= →∃

> Q(x)xP(x) ∧∃

������������ →∃ > �3=223�3=2= →∀

> �3=2=�3=2 ∧∀

������������	
�� /������
���������
�	�
���	���	������������6��?

8�: � �� � �� �

8: ���	���
�� ∧∨∧
8�: � � � �� � � �� � �

8�: ��
����
�� ↔∨∧

8�: ��
�����
�� ↔↔∨

8): ��
����
���
� ∧∨∨∧

8�: ��
�����
����
���� ∧∨∧∨∧

!� (���	��
���
�����	�������� ��� �6��?
8�: � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � �

8: �
�������
��
� ∨∧∨∨∧



�� ���������������	��

8�: ��	����	���	���	�� ∧∨∨∨∧∨

8�: ��
������
����
���
� ∧→↔∨→∨

8�: ����	
�����	���
� ↔∨∨→∧

"� 5������
������6���	�������� � ��

8�: +,+� ∨≡

��	���	�� ↔→∧≡

8: ��
�
� ∨→≡

��
���
�� ↔→∧≡

8�: ��	�� ∧≡

��������� ↓↓↓≡

8�: ��
�� ∨≡

��������� ↓↓↓≡

$� ��
��
���
�	�������)�������
�������
�	�
����������
����6��?
8�: ����������������!����
��
����������
 ��������������

���
��
���	��������������
 ��
8: ����� 9� ���
����
��
������ ��������
�"�������9�

 �������
����
��
��������������
�"

%� (�������������������	����
���������6��� ?
8�: �� ����� ���	���)�� 6�	�� ����� 6�
��6�� ������

���	���
��
!� ��������
��	���������	���)����������
�6�
�

��6�� ������� ���	���
��
"� A�
�9

� ���
����	���)��6�	�

8: 5���� ���������
� ��
�� ������ ��	�� �	����
����� ��
�6��?



��������	�
����� ��

�� ����� �������� ������� �������� ����� �����
��
���	�����
� ������	�
��
����	�
�����������	��
��
��������� ��	�5����

!� (���������������������	�
��������
"� /��������	�����������
��� ��	�5����
$� /��������	��

� 7

8�: �� ��B))������������������������
����������
��
�����������	�

!� C�	�
������������	����
��
���������������
��� ��

"� C�	�
����� ��������
���	����	�����

$� D���	�� ��������	�����


� ���
����	���)��B))���

� �

���� �
���� �

� � �

�

�

� � �

� ����� � �

���� �
� �

� �

�

� �

'� /�
����
�
��������
�	�
���	
�����
�����6�����������
���
�������	��

��������
�
����
��
�	���?

��� � �

� �

� �

� �

�

�

�

�

� ��� � � �

� ��� � � �

� ��� � � �

� ���� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

8�:

8�:



�� ���������������	��

��� � � � �� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

� �

� �

� �

� �

� ��� � � � �

� ��� � � � �

� ��� � � � �

� ���� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

���4���



���	�����
���� �

��� 	
������

(������������������
���
�������������������������������
���� �	�� ������� �	�������� ������� ��������
� �
���
��������
����������
���������������������
�	�����������
�
���� �	�������� ��
�� ���
�� ��������
� ������� �	�������
�	
����� �
�	� ����� ���������������
�����������
��	��
��
��	���� ����� �9����
�����

�
���� ������ ��
������� ���	�� �����
�
�� ��������

�
���� ��������
� ��
���� ����	����
�� ��	�
�� �����
�

��	�����
� �������
� �
��� ����� � ��� ��
�� ����)�
�����

����	��  ������ &����
�
� ������ ����
��
�� ������� �������

�
����
��� ��
�� �	���� ������� ������ ����� ����� �����
����
������ ������� ������ �������
�� B ���� ��� �
�� ������
�
����������������
������
�
�

D�����?

&����
�
 ?����5��������

�
�����������
�
 ?������������

��������	
�����������	
�����������	
�����������	
�����������	
���

 

�



�� ���������������	��

������	
C������)�
�����
������
�
���)�6�	���
��	�6�
��6������������
��
����

��>�E��F�	�����G9��������#�6�	#��
��� ���H

����

5�>� E9I9���)�6�	���
��	�6�
��6�H

��	����
������
������
�
������������
���������	���������
��	����
������
������
�
�5����������
���������	������	�����

����
������
��� ��������������
�
�����������
�����
����������
������
�
�����������


�� ∈ �	��
���9��
�����������
�
��

��∉ �	��
���9����
��
�����������
�
��

����� ���������	��

������������
���������������������	��
�����	�������
�
���

D�����?��8�:������ --�

�������
��>�E���I�����	�����
����
��
��	������
���������������	��!4�H�

�������>�E!��"��%��*�������"���*���0H����� --� �>�.

��>�E��	������������
����
�	����	����H������ --	 �>�%

��>�E
��E
H��EE
HH�H������ --� �>�"

����� ����
������� ����������!������ �����

&����
�
� �	��
���� ������� �����
�
� ����
��  �����
�
������
��� �	��
���� �	��
��� ���� ����� ��
�����
�� �����
�
�����
� ��
�� �	���� ��	�� �����
�
� �
��� ����� �	����
�	����
�
��������� ��������



���	�����
���� ��

5�����������������
�����������
�
������	��
����

� > �����
�
���)�6�	���
�����	��
� > E9I9���)�6�	���
�����	��H
� > 8D�	��
�����)����#�
����C���	(����D�	��
:

������	
5 > �����
�
����
��
�����
5 > 89I9����
��
�����H
5 > E���!��"�������H

��������	��
���

����" ����������
������
��������#
 ���
���

���������
�
�����
�5���������
��������
��
� ������

��
���  ���� �����
��� �	���������� ��������� �
������ ��
�
�����

������	
��>� EF�	�#������F�	���F�	�#�	)�����F(H
5�>� EF�	�#�	)�����F(����F�	���F�	�#��H

��
��>�5

���������
�
�����
�5���
��
������
������
���
���	�
���� ��������
� ����	��  ���� ��
� ��
���  ����  ������ �
�����
�����
�
����������
��
� �������
�����������
�
�5�

������	
��>�E��G9�����A������!"H
5�>� E�������C����	�H

��
�J5



�� ���������������	��

&����
�
�����������
���������
�
�5�  ������
���
��
 ���������������
������
�����������
�����������
�
�5�

������	
� > EF�
"����F�
"�����F�
0%��F�
0*H
5 > EF�
"����F�
"�����F�
0%��F�
0*��F�
0.��F�
0.(G�

F�
�G��F�
!444��F�
K#H

��
�����

5�����������������
���������
����
���������
�
�

������	
� > EF�
K#��A�
�9���
�9H
5 > EF�
"���� F�
"����� F�
0%�� F�
0*�� F�
0.�� F�
0.(G�

F�
�G��F�
!444��F�
K#H
� > E��
���	�� �	�
��	�� ���

�	H

��

���	
�������������������
���	
������������������

⊄
⊄

����$ ����������������
���

����$�������
����������%&�	�'�#�	

&����
�
���
��
���	��
���>�4����������
��
������
�

����
��

D�����?� { }�∅

������	
� > �����
�
� ��)�6�	����������� ��
�������������� ��
��


������ ����������	���

{ }� = ∅ =



���	�����
���� ��

����$���#�����	���#�	

(�
�����
� ���� ������� �����
�
� ��
�� ��
��� ��������� �
�
�����

������	
� > �����
�
��������� ��
�� �	)�
���� ������� �
���� ���

������ ���������� ������� �������
� > E������ ��	��
H

����$�"�����
����#����	�%(��)������#�	

������ ������� ������	���
� �����
�
�� ����� �����
�����
�
� ��
�� ����
 ��� ������� �������
�
� ��	�� �����
�����
�
���	��
�����
��������������
�
���������

��
��
���������
������
�
���������������������
�
���	�
������� �����
���	����

D�����?��

������	
� > (�������������	��
������������������	�����	������

���	���)�
� > EF�
�"���������F�
K#�����H

����$�$�����
�����
���

��	�������������
�
���������������������������
�

�������
�

���

&����
�
���	�� ������ �������
�
� ��
�������� �����
��	�������������
�
�������������
�
�������

5�
���
��� �����
�
� ����
� ��	�� ������ �����
�
� �
������

!���9���������
���������
��

D�����?�!�



�� ���������������	��

������	
��>�E������������	�H

5�>� E��
���	���	�
��	�� ���

�	H

��

� � � �� �

� � � � � � � ��

� � � � �

�

�

� �� ����	 � 
	����� �

� �� ������� � �����	� � ����	� � �������������	� �

������������	� � �����	������	� �

� �

�

�

��� 
����
�	
������

����� (����%*�
������������ ���
���

L��
��
�!������
�
�����
�5�������������
�
���
�
�
�����
����������
�������������5�����������
���

D�����?

� �
� �

∪
+

������	
��>�E������������	�H
5�>� E��
���	���	�
��	�� ���

�	H
��>�E������������	����#�����
���	H

��

� �

� �

� � �����	
�������	
�������	
�������	
�������

� � �

� � �������	�������	�������	�����	�������	���

� �

� �

� �



���	�����
���� ��

����� +�	�����	���%+�����������������
���

@	���
���	�� !������
�
�����
�5�������������
�
���
�
�
�����
�������������	���������������
�
�����
�5�

D�����?� � �∩

������	
��>� E������������	���� ��������	��
H
5�>� E��
���	�� ��������	��
���	�
��	�� ���

�	H

��
1��		
M-N���-OPQ =∩

����"� ,���	�)��-��������	%#����� �.�	����������
���

(��������
��	�������
�
�����
�5�������������
�
���
�
�
�����
�����
�����
 ���� �
�����������
�
��� ������� �����
��	�������
�����������
�
�5�

D�����?

��R�5

������	
��>�E(SA���	��	����(SA���������H

5�>�E��(SA�����������B	����H

��	
� �� �� ��	
�����

����$ �������������������
���

C�������
���	�� �����������
�
���������������
�

��
���
�����
������
��
��������

��
��
� ����� ���
� ��������
� �� ������� �����
�
� ��
�
�
�����
�����	�����
���������	����R���



�� ���������������	��

D�����?
�����′

������	
� > EF�
"���� F�
"����� F�
0%�� F�
0*�� F�
0.�� F�
0.(G�

F�
�G��F�
!444��F�
K#�����H
� > EF�
"����F�
"�����F�
0%��F�
0*H

�� > EF�
0.��F�
0.(G��F�
�G��F�
!444��F�
K#�����H

����/ #'���	�����00������%�����#�	����
�

5���� ����
�����!������
�
�����
�5�������������
�

��
���
�����
�����	�����
��
�����������
�
���������
�����
�����
�
�5�����������
���	�����
��
�����������������
�

����	���	�����
�

D�����?

�� ⊕

������	
��>�EF�
"����F�
"�����F�
0%��F�
0*H
5�>�EF�
0%��F�
0*��F�
0.��F�
0.(G��F�
�G��F�
!444H

��
�� ⊕ > EF�
"���� F�
"����� F�
0.�� F�
0.(G�� F�
�G�

F�
!444H

��� �
���������

����	�����

����������������	���
������
�����	��

���
��
��
��	�������
�
������
�
������������	�����


�����
�
� ����
��� ��
������
� ��
��
� ������ ���	��� ���
�
��
�����������������������
���	�
�



���	�����
���� ��

������	

�

�

� �

�

�

�

��

� �

� �� �

� �

� ��� ��

� �� � ��

��� 	�������������������	
������

&����������� �� ��	� ��
�� �	����� ����� �	��������
�	����� �������������
�
�������?

�� &����� @�������


� � �
� � �

∪ =
∩ =

!� &�������������)

( ) ( )
( ) ( )
� � � � � �

� � � � � �

∪ ∪ = ∪ ∪

∩ ∩ = ∩ ∩



�� ���������������	��

"� &�������������)

� � � �
� � � �

∪ = ∪
∩ = ∩

$� &���������	����

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

� � � � � � �

� � � � � � �

∪ ∩ = ∪ ∩ ∪

∩ ∪ = ∩ ∪ ∩

%� &����� @��
�����

� ������������������� � �
� � ��������������������

∪∅ = ∩ =
∪ = ∩∅ = ∅

'� &����� @
�������


( )��� �=

*� &����� C�������

� �

� �

� � �������������������

� � ���������������� �

∪ = = ∅

∩ = ∅ ∅ =

.� &���������	��


( )
( )

� � �

� � �

� � � �

� � � �

∪ = ∩

∩ = ∪

0� &�������
��	���
� 8���	���:?

������
������

=∪∩
=∩∪

������
(���	��
���


( )� � �∪ ∩



���	�����
���� �

���

( ) ( ) ( )
( )

� � � � 	 � �

� 	 �

� 	
�

∪ ∩ = ∩ ∪ ∩

= ∩ ∪
= ∩
=

��� ����
�������	
���������������

(����������
����
��
�����������������������	���������
�	�������
�����
�������	���������
���������
�����
�� �����
�
��������	�������������
�
�

5�	�������������	�������
�����
��
� �������
��������	�
�����
�
����
��
�

��/��� *�
����������������
���

��������
�������	��!������
�
���
�������
���
������
����	�� ������� �	����?

� �� � �� � ��

� �

� � � � �

� � � � �

� � �
� � �

� �

� �

� �

� �

� � � � � � � �
� � � � ���

� � �
� � � 8�:

� � � � � � � �
� � � ��

� � � �
� � 8!:



�� ���������������	��

(���������8!:����8�:

� � � � � �
� � � �

� �
� � �

(���
���

� � � � � �
� � � �

� �
� � � 8":

��/�� *�
����������"�����
���

��������
��������	��"������
�
���
�������
���
������
����	�� ������� �	����?

( ) ( )� � � � � � � 	∪ ∪ = ∪ ∪ ��������)

(����������
�	�����8":������

� �� � � � � � � � �
� � � �

� � � � �
� � �

(����������
�	�����8":�����
� �

�
�

� �� � � � � � � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � � 8$:

&���������	����� ?

� � � � � �� � � � � � � � �� � � � � �

&����� ����	����� ��
� 	����� 8":� ������ �������� ����� ����

� �� � �
�

� �
����	�
�

� � � � � �

� � � �

� � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � �

� �

� � �

� � �

� � � � �

� � � � �

� � � �

�

� � �

� � �

(����������
������	�����
� 8$:� ����	����?

� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � �

� ��� � � � � �
� � � � � � � 8%:



���	�����
���� ��

��������

�� /������
��������
��������	����
� > E����� #���������� ���	������� T�	�6�	���

#	�
�(���#	��L@�#�����H

5 >�E(SA�(�	��	����(SA�������������B	������(�#��5�
#���L	��(SA�� ���H

� >�E#&#���(#�������T����
�����H

� >�EF�
��6���A�
�9���
�9�����B(��B(U!�����H

G >�E��������������&�	������ ���H

T >�E������������	�����������	��
�� ���H

!� �������
� �������� ������	��
�������� ����������	���
�	������� ���	���)�� ��
� �����
�
������
�
� ���

��
��
������
� ����?

��>�EF�
"����F�
"�����F�
0%��F�
0*H

5�>�EF�
0*��F�
0.��F�
0.(G��F�
�GH

��>�EF�
�G��F�
!444��F�
K#�����H

��	����?

�� ( )� � �∪ −

� ( )� � ��∩ ∪

�� ( )� � �⊕ −

�� ( )� � �− ⊕

�� ( ) ( )� � � � �∩ ∪ ∩

)� ( )� � ��− ∩

�� ��
�� ��
��

� �
� ∪

 �
� �

� ∩



�� ���������������	��

"� ��	���!44��������6��/@����������

%.!���
�������A�
�9
'!*���
�������F�
��6�
%$"���
��������
�9
!!*���
�������A�
�9���
�F�
��6�
"4*���
�������A�
�9���
��
�9
!%4���
�������F�
��6����
��
�9
!!!��	�
����
�������������
���

5�	�����	�
����
����������
�������������� �
���������
���	���� ��� ����7

5�	�����	�
����
����
�����
�������A�
�9�������������
��
�������F�
��6����
��
�97

$� ��	��"*��	�
���	��	����	���
����
�������6�6�
��	�
�
���� ����������	 ��
����������

!%���
�������#�����
!.���
��������VV
!���������
������������

��

5�	�����	�
����
����
������������

��7

%� &�������	������
��
����
�����������	�����������
��
��
C��������� ���������

"!��	�
��������������������
!4��	�
�����������������������	��

$%��	�
��������������������	�
�%��	�
���������������
������	�
*��	�
���������������
���������	��

�4��	�
������������	����
���������	��

%��	�
���������������������
��

5�	���� �������������6����
������	���7

5�	����  �������������6����
����
��� ������������
�����  �
��� �
�����������7



���	�����
���� ��

5�	���� �������������6����
��������������������	�
��
�����������������������������������������	��
7

'� ������������������9��������������� �	���
��
��
���)��
6�	����������
�������
C�����������
����
����� �	�����������!4��������6��
!%W�����
��	�
��� ������� �	������������������������
��	�
��
��
�  ������ �������6�� ��
�� ��� �	� �����
��
��������������%�?�$��������	���� �������������6�
��� ������ 9� ��	����7� 5�	����  ������ �������6�� ��
�
��
������ �	������7

*� ������������ 9� ��	�
��
��
�  �������������6�� ��
�
����� ��� �	���
���
��
� ��)�6�	����������� ��
�#�����
�������%?$?"�
C�����������
����
����� �	?

� ����� ���� %4� �������6�X� �4W� ��� �
��	�
���  ���
��� �	�����
�#������ ���������X� !4W���� �
��	�
��
��� �	�����
�!4W��������� �	�#������

� #��������
������������������� �	�������4��	�
��
5�	���� �������������6��������97
5�	���� �������������6����
����
������ �	�#���
�������������������� �	�����������
��7

L���	��
���
��
�����	�����

Y

�.� �������
� �� �����
�
� �������6�� ����
� ��	������ 5
�����
�
��������6������
����������������
�
������
���6��  �	���
� ������������ �� �����
�
� �������6�
 �	���
� /��
��� @
)�	�������� G� �����
�
� �������6�
��
�� ��
������ ������� ����������� ����	���� T
�����
�
��������6����
��
�
��
���	��
��
��
� ��
 �
�������	��(�
�
��������L������
�
��������6����
�
��� �	� ������� ��6��� ��
���� ������ ����� ��	�� (�
�

������



�� ���������������	��

D������
� ��	
�����
� �	������ ������ 
������ ���	�
&����
�
�?

�� (����� �������6�� ����
� ��� ����  �	���
� /��
��
@
)�	���������
����������������������������	���

� &�
�����	������
����
�����������������������
����	��� ����� ��
��
�
��
���	��
��
��
� ��
 �� ����
��
����� �	����������6�����
�����������������	�
(�
�
�������

�� �������6�� ��
�� ��
������ ������� ����������
����	��� ������ ���� ��
��
�
��
���	��
��
��
� ��
 �
�������	����
�
�������

�� (������������6�� ����
���� ���� ��
�� ���
���	�
 �	���
� ����������� ������
�  �	���
� /��
��
@
)�	���������	���
�
��
���	��
��
��
� ��
 ��

0� ���
��	�� �44� �������6��� "!� �	�
�� ������� �	�
������������ !4� �	�
�� ������� �	�� T������� $%� �	�
�
������� �	��5���������%��	�
��������� �	������������
��
� 5�������� *� �	�
�� ������� �	�� ����������� ��

T������� �4�� B	�
�� ������� �	�� T������ ��
� 5�������� "4
�	�
��������������� �	��������
����
��	������������
�
��	�����
�� &���
���
���
����������6����
��������� �	����

"����
����	����
� &���
�� �
���
��� �������6�� ��
�� ��
��� ����

���� �	���������	�������������
����	�����

�4� (�	����!%�������	����
���� ������������� 8�:�����8�:
������� 8F:�#�6�	�F�
��6���
��
���
���	�
� ������
�	�����?��%�8�:���!�8�:�����8F:��%��8����F:��0�8�����:��$�8�
��F:��"�8����F:�
��������������
��?

�� &�
����	�#�6�	�F�
��6
� &�
����	���



���	�����
���� ��

�� &�
����	������
�� &�
����	�����
�F���������������	���
�� &�
����	�����
�����������������	�F�
)� /������������������������
���

���4���



�� ���������������	��



���	�����
������� ! ��

/��	�� �����
�
� )�ZZ�� ��	�����
� ��
����
��
� ���	�
�����
�
�8��������:����������	 ���
�

�����	����
��
����	�
�����
�
�)�ZZ����������������
 ����"�������������?

� #�����������������	������0'%��0**
� #����� �	�
)�	������ ��	������0*.��0..
� #�����)�ZZ���������	���������������0.0

/��	�� �����
�
� )�ZZ�� ����	��
����
� ����� #	�)� A��)�� ��
���������������
��0'%���
�����	�
���������
��������
���

������
���
����	����
�
�����

��� ����
������������

5�	������
��
����	�������
�
������
��
��������
������
�
���
����	
������������4��)�
�������
������
������
�
�)�ZZ�
�������������
��	����4����������

������	
� > &����
�
� ������� ���	���� ��
�� �
���� ����
���


�����	�������
���
��

��������	
�����������������	
�����������������	
�����������������	
�����������������	
���������

 

�



�� ���������������	��

���������	�������
�
�8�	�������:������
�
����������

��>�EA�
�9���
�9��F�
��6������B���B(!H

�	��
���� A�
�9���
�9�� F�
��6��� ���B��� B�!� ������
�
�����������
�
���
��
�
����� ���
������
���� �����
�������
�����
� ������� ���
� �
������ �����
�
� ����� 
����
���
������

���4�

��	����������
�����������
�
�����	���������������������
�����	����� �
)�	�������
����
����
�����
������
����� ���
�������	�
�������������������
��������������	�������
���
��
��	�
����	� ������
������
���������
�����������
�
���	����
�����
���������	�������
�
�)�ZZ�������
�
����������������?

� > E[A�
�9�4�*\��[�
�9�4�%\�[�F�
��6��4�0\�
[���B��4�!\��[�B(!�4�$\H

����

� > 4�*UA�
�9�V�4�%U�
�9�V�4�0UF�
��6��V�4�!U���B��V
4�$UB(!

�	��
���� 6�
��6�� ����
�� �
���� ����
���� ����� �����	����
��
���
����	�
�����������
��������
������
�4�0���������A�
�9
4�*���
� ����	��
��� ������� ����������	���� ��
������
�� �������
����
��
������������B����
��
����
������
�4�!�
D���������
������
������
�
�)�ZZ�?

� �� � � ����

C�	�
����	� ������
�����������
�
�)�ZZ�������������
�
��	���� 4� ������� ����������������
������
������
������
�

)�ZZ����
������
��������
����)�
����

������	

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><
≤≤
≤≤

=
]-=--��
-̂-=-�
N��--_

]-=---̀�
N��-=-a]
-̀=---̂�
N��--̂a=

2=3Q



���	�����
������� ! �

L���	���	��)�
�������
������
��89:���	�����������?

����

�

�  � !

����

�

����


��
��������T�
�������
������
���89:���
� � �89:

����
����
�	
�����������	

"���� ���������

C�������
������
�
� )�ZZ����������� � � ��
��
� )�
���
���
������
?

( ) ( )� � � � �= −

A���������	�"��

������	

�����������	��
��
����

��������

�����������	��������

≤≤+−=
−−=

−=

≤≤−=



�� ���������������	��

��
��
���	����
��������������������
��	��)�
�������
������


���� ��
�����89:�>�.�9�

"���� *�
����%(���������
����1
22'

L��
��
������
�
�)�ZZ������
�5�������������
�
�)�ZZ�
� ��∪ ���
��
�)�
�������
������


( )( ) ( ) ( )� � � ��� � � �� �∪ = ⎡ ⎤⎣ ⎦
�
���������� � "� �

������	
�������
��89:� )�
�������
�����
������
�
�)�ZZ����	����� 8)��

���:?

�89: > 4U%�*%�V�4U'�V�4�!%U'�!%�V�4�%U'�%�V�4�*%U'�*%�V��U*�V
4�*%U*�!%�V�4�%U*�%�V�4�!%U*�*%�V�4U.�V�4U.�!%

��
���������

���������?

���� > �U%�*%�V��U'�V�4�*%U'�!%�V�4�%U'�%�V�4�!%U'�*%�V�4�*�V
4�!%U*�*%�V�4�%U*�%�V�4�*%U*�*%�V��U.�!%

��	

��������������������������
���	��	�	��
��	���
	��	�	��
	����������������������
	����	��
	������
�����	��
���	����������

+
+++++

++++=∪



���������	
����
�� ��

������� ( )( )� � �∪ ����	�
�

( )( )� � �∪

�

� � � �

������������������������� ( )( )� � �∪

����� ����	
��
�������
������
	
������

������������
�����������������������	�
�
�����������
������������������������� �� ∩

���� �!��"#$%&���� "� =∩

��������� � �∈

�������
'���	�����()*� �����������������
��������������������� (��+
����*�

�()* � ,-,./,01-201.3,-2.3,01.,-2.,01./,-2./,04-/01./,-
/.3,01.,-/.,01.3,-/./,01.501.5.3,

��������	�����������	�
�

���� � 4-,6/,04-201./,-2.3,01.,-2.,01.3,-2./,01-/01.3,-
/./,01.,-/.,01./,-/./,04-504-5.3,



�� ������������������

�	
	

������� ∩ � 1-,./,01-201.3,-2.3,01.,-2.,01.3,-2./,0
1./01.3,-/.3,01.,-/.3,01.3,-/./,01.501-5.3,

������� ( )( )� � �∩ ����	�
�

( )( )� � �∩

��

�

���

������������������������� ( )( )� � �∩

����� �����
�	
����������
	
������

����������� � ����� ����
� 
������� ����� �����
��	������������� ��7������� ��	������	��� ����7��������������

�������������������6�8���	����������������
�
������
����� ���	�
� 
������� ����� ����� ����	���� ����7��
������������	���
�������������������������	������������

9������

��������	� ∞≥∈=∞



���������	
����
�� ��

�������
8������� ����� ��������� ������� ����:� ������ (;*

���������	������	���1� �������4���<���	������7��������������
���=������ �� 352(41*.>52(31*.� ?52(>1*.��������4(,1*.�������
3(21*.��������>(/1*.��������?(51*����� =���3��(411*.� � �����
����;���<���	���������������=�����������
��������
����
��������������
����������������������

  
A (x) = 0/10 + 0,1/20 + 0,2/30 + 0,3/50 + 0,5/60 + 0,7/70 + 0,8/80 + 1/100 

�

�

�

�

�

�

�

�

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0



�� ������������������

�	
	�

������

������������

������������������

�����������������	��	���

�����������������	��	��	��
���

��������������������	��	��
��
������

��������������������	��	��
��
������������
����

�

���

���

���

���

���

���

�

=
+=

++=
+++=

++++=
+++++=

++++++=
=

���
���������
<��

�����������
������

���

�

+=
=

�	
	

������� ��� =∪

��������� 7��

��������� ��� =∪

���� ���������� ��
�����������������	���

���"""""""" �������������������� =∪∪∪∪∪∪∪

������������

� �= ∪ �

� [ ]���∈



���������	
����
�� ��

������������������������� ���������
�������

������

������������

������������������

�����������������	��	���

�����������������	��	��	��
���

��������������������	��	��
��
������

��������������������	��	��
��
������������
����

�

���

���

���

���

���

���

�

=
+=

++=
+++=

++++=
+++++=

++++++=
=

�	
	

���������

�������

���

���

=∩
=∩

��
�����������������	���

��� ��������������������� ��������� =∩∩∩∩∩∩∩

����� �
����
��� ������!������
	
������

�������� 
������� ����� ��������� �� ����� �������
�����=������;� ���	�
�
������� ����� �������� ����� �	�����;
���������7������������������	���
������������16

9������


�������	������ >∈=

�������
�()* � 1-,./,01-201.3,-2.3,01.,-2.,01./,-2./,04-/

01./,-/.3,01.,-/.,01.3,-/./,01-5
@���(�*���A263,.�26,.�26/,.�/.�/63,.�/6,.�/6/,B



�� ������������������

���������	
�������������	�	������

�����
������������������������������������������=�����
;����	�
�
������� ����� �������� ����� �	�����;� ����� ����7��
��������������������������4

9������

( ) ( ){ }���� � � � � � 	= ∈ =

�������
�()* � 1-,./,�0�1-2�01.3,-2.3,01.,-2.,01./,-2./,04-/0

1./,-/.3,01.,-/.,01.3,-/./,01-501-5.3,
C����(�*���A/B

����������	����������
�������	�	������

D������ ����� 
������� �������������	�
��� ����� ��	��� ���+
������������7���������������
�������������������6

9������

�
(�*

��	��
�(�*���4.������
���������������������������	
��	��
�(�*�E�4.������
�����������������������������	6

�������
8��������������������������������=������;��������+

��������������������������������������������

( )

�� ������	 

� � �� �����������
 	 

	 �� ����������� 	 �
� � � �������������� 	 ��

�� ��������	 ��

�

�

<⎧ ⎫
⎪ ⎪− ≤ ≤⎪ ⎪⎪ ⎪= ≤ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪− + ≤ ≤⎪ ⎪

>⎪ ⎪⎩ ⎭



���������	
����
�� ��

���������� ������ ������������ �������.� �������
��������@��(�*�����
(�*

������

����"  �	#	���	���
	#���

	
��

�

� �� �


������

�

∝

��

�������

	∝

����

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( )

���� � � � � � � 	


��� � � � � � � �

� � 	

= ∈ < <

= ∈ ≤ ≤

=

@=�	��� =������	���� ����� ����
�
������� ������� ����
�������������=������;����	�
�7�	�
����������7������������+
����	�����;���	���
�������������

9������

( )
� �

� � �
∈

= ∑



�� ������������������

�������

������

������������

������������������

�����������������	��	���

�����������������	��	��	��
���

��������������������	��	��
��
������

��������������������	��	��
��
������������
����

�

���

���

���

���

���

���

�

=
+=

++=
+++=

++++=
+++++=

++++++=
=

�	
	�
F!GHI!JK!JL!JG!JM!JH!JNN"��� =++++++=

��� ����������������	
����������

8������������������������������������
�����������

��(�����*�7��������
�����7���

�()*����()*

����������� � �∈

8������� ����� �� ���������� 
������� ������� ����

�������������.�7��������
�����7���

� � � �� � � ��

����������� � �∈

�������
8������� ������� (����������� �������������� �����
*.


������� ����� �� (����������� �������������� ������*.



���������	
����
�� ��


������������C�(������������������������������*���������+
���������������������������������������<�
6

�

���

���

���

���

���

���

���

���

���

�

� � � � � � �

	
��

�
��
�
��

'���	�����������������=������;����	�


� �

� �� � � �

� � ! " # $ % & ''�(�)

� �* �+� �+� *  �  �  �

�

�

'��������������������	�������������
�������������()*.��()*.
����C()*.����������������



�� ������������������

,�-././01- 	
�� �
�� �
��

�����2 � � �
�����3, ��� � �
�����3	 ��� ��� �
����2� ���� ��� ���
������ � ��� ���
������ � � ���
������ � � �

O����

��� ≠≠

������� ����7��� �������������� ������ ����� ���� ������
�	�����)

��� ���P ⊂

�����������7��������������� ( ) ( )� � � �≤ �����������	�����)6

���	���

46 �6 ���������	�
�
����������������������������+
�����������������������	�
�

( )

� �
� � � �����	
���� � � � �

�
 �

�	
���� � ����	
��

��������� � ��

⎧ ⎫−⎛ ⎞
− − ≤ ≤ +⎪ ⎪⎜ ⎟

⎪ ⎪⎝ ⎠= ⎨ ⎬
< −⎪ ⎪

⎪ ⎪> +⎩ ⎭

��	�������4Q

�6 D	�����	�
�
�������������
=6 ������������	�����	�
�
������������ �
�6 ���������������	�����	�
�
������������� ��

���� � ��



���������	
����
�� ��

36 �6 ���7����� �������� ������ 4�� ��	�� ������ ���������+
����

� �

� �

� �

� �
� �����	� � 


� 

� �����	
 � �

� �
 �

� �����	� � 
 �
�� 								 �����	� �	��	� 

�

�

�

�� �
� �� ��� �
� �� �

� � �
�� �� �

� ��
� �	 
� �

��	������1.,Q

�6 ���7����� �������� 4�
=6 ���7����� �������� 4=
�6 ���7����� �������� 4�
�6 D	������ ( )���� � �∪ .� ( )���� � �∪ .����� ( )� � �∪

�6 D�7������
<�� ( )� � �∩ � �����������
� 	���
������
�����1.,����� ( )� � �∪ ���	�	� ����

>6 '���	����
������� ��������������������������� �	�

������ �����������

� �
� &

!  )�()�'" � !�
� � $

� '''''''' )�()�'� "'4��'� !�

�� �
� � �� �

� � �
� �	 
� �

� �
� 5

!  )�()�'$ � !"
6 � $

� '''''''' )�()�'� $'4��'� !"

�� �
� � �� �

� � �
� �	 
� �

�6 ����������
�������������������
�6 D	������
�������������������
=6 �������������	������
������������ � ����� �
�6 ������������	������
������������ � ���∪ � ���∩

� ���∪ ���� � �∩
�6 D	��������������� � ���� ���� ���� �∪ ∩ ∪ ∩



�� ������������������

�6 D	������=��������� � ���� ���� ���� �∪ ∩ ∪ ∩
�6 D	������
���
������� � ���� ���� ���� �� � � �

?6 ���7�������������������>���	��

� �
� $

!  )�()�'" � &
� � "

� '''''''' )�()�'� "'4��'� &

�� �
� � �� �

� � �
� �	 
� �

� �

� �� �����	
 � �
� �� �����	� � 

� �
� �� �� �����	 � �


� 								 �����	� 
	���	� �

� �� �
� �� �� �

� � �
� 	 � �� �

� �
 �� 

,6 8������=�	���=������	����������������+��������
��+
���������������<�


(�* �����1.?-R�0�1.3-<�0�1.,-)�0�1.?-��0�4-�

(�* ����
��

�
+

.�����)�∈�;.�;���A�1.4.666.41�B

(=* C���4�+�
�
�
.�����)�∈ ;.�.�;���A4.666.41�B

26 S���������.�������C�������������	�
������������������

���������
��

�
+

�� ������ −= ��	������� �M��HJH
H

−+

��	�� ;� 
������� ��	������ T��	� ������� �����R�	
;���U�1.�41�V

�* ��������������
���������������������()*.���()*����
C�()*

�* ��������������
���������������������()*.���()*����
C�()*



���������	
����
�� ��

�������� �	������ ����	�����������������6

=* @�������������(�*������ P NP!N"! " ∪∪∪
�* @�������������(�*����� P NP!N"! " ∩∩∩
�* @�������������(�*����� W N"!P " ∩∩∪∪

/6 8�������S�����.�������C��������;���U1.51V��������+
�����	�
������������������

���7����������������2

+��1��+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤≤−

<
=

GLN�NX%YX�NJNNNNNNNNNN
GL�NNNMJX%YX�NHLZ��GL�

MJ�X%YX�NHNNNNNNNNNN
���"

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<<
≤≤−
≤≤−

><

=

�����������	�
������������
����������	�
��������
����������	�
��������

�����	����������	�
�����������

����

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤≤−

<
=

FJN�NX%YX�NHNNNNNNNNNN
FJ�NNN[LX%YX�NHLZ�[L��

[L�X%YX�NJNNNNNNNNNN
���"



�� ������������������



�� ����
��� ��


�� ���������

����	�
� \]������ ����^� ��	������������ 	�������� ��	�
���+
���������	�����������������������������6�_�	�������������
�����	��.�	����������������������������������������������.
�������.� ����������� ��	���
������ ������� =�����������
�	����� ��������������� ��	��� ����������6�_�	�������������
����� �����
���.� ���������� �������� 	������ ������� ��	��
����������������������������	��������R�	��������1�����46

_�	��������������	��.�	��������������	�
�����<�	���

��	������ ��	��� ������ 
������� ����.� ������� ���������
������.� �������� ����������� ����� ���������������	��� �����

������� ������������������������������������ ���+
���� ��������������.� ��	�����������	� �������6� _�	��
������������������������������������������
�����������
���� ������������ �������.� ������� �������� ���
����������� ���� 
������ ������� ����7��� �����������

������� ����� ���� ����7��� ���������� ����� ���������6
8������ ���� 7��� �������� ������������������ ������
�����
�������������	����	����������.���������`�	�����.�`��+
�������������������	����� ����6

�������	
����������	
����������	
����������	
����������	
���

 

�



�� ������������������


�� ������������������������������������

@����������� ��	�
� ����� ����
�.� ����� ���������� ����
	�������	�����
�������������� 3���	��� ��������������� ���-
�����-4�������	��-��	�
-16

]���������������	������������������������	�
�������+
������� ����� 	������ �	����� ������������������� ��	��� �����

���������1�����4.����������������1�����a�������a�����4.�����+
�����������������������������������������	����������
�����6
'���������� �������������	��� �����
� ���� ���	�
��������+
����������	�����������������
������������������	������������+
����������������
������������������
���	�
.�����	����� \D���
����� ���7���� ��������� ����<��� �������� ��� �������� @�����+
8����6^����	�
�������������������	��� �������������a������
����a���	�
6

����� ��� ���� ���	������������� �����
����� 
����
������������������������>���	������������������

�����-���-4
@�	�
-S�	��-1

@������
������������������
���	�
���a

1 7 ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔ ∧ ∨ → ↔

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� 8 � 8 � 8 8 8 8 8 � 8 � 8 � 8 � � � 8 � 8
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
8 � � 8 8 8 8 8 8 8 � 8 8 8 � 8 � � � 8 8 8
8 8 8 8 � � 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 � � 8 8 � �
8 � 8 � � 8 8 8 8 8 8 � � 8 8 � � 8 8 � � 8
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� 8 8 � 8 8 8 8 8 8 8 � 8 8 8 � 8 8 8 � 8 8
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�������	�
� �
���� ������ ������� ���
�����
�



�� ����
��� ��

_��������������������	�������������a.�����=	����,
����	�������������������	����	�
�������
	�������]�����<�=�.
��=
R��.��	����.� 8������.� ���� T��=
����=
.� �������� ����	
������6

�������� 	������ �����]�����<�=��

b���������������������-���������	��������	��������������	��

� � �= −

]������ ����� ��	�
������������	�����������	�����������
������� �������� =������� ���R�=�� ���� =������� �����������.
��	���� ��� 7��� �������� ������������������� ��	��
��	������ ��������	��� �������� ����� ������ 
����� ����
��7�<��� ��������� ���������	� �������� �����S���� �������=�
@�����.�S����C	�������.�S����_�������.�S����]���������+
��������.� S���� �������� D�������������� ����	��� ���
����������6

������� =����
������S���� �������=��@������

@���
������
������������C�b���������� ����+����
����������.� ����������������������� ��	���4��	��� �����
��
�������� �������

c �����������������������=�����4111���������
���.������=�	
���=���� 311���������
���6

����������
������

���������

�������

�������	
����
�������	
������

����	�������
����������

→∧→=↔
∨=∧

→→=∨
−−=↔

−+=→
−+=∧

=∨
−=



�� ������������������

cc ���������������������������������=�����431���������
���.
�����=�	����=�����31���������
���6

ccc����������������4?11���������
���.��������?11����
����
���

�������C�b�
��������������	��7�	�
������������511��������
����������� ������������
� 21� ���.� ��	�� ������� �������
��������������������

O�����������������������������������������������������
���������������6

�	�	�
S����� �����������

���������������������4111���������
���.�����	��������7��
������������4���������������������(4111.4*6

������������������ 311� ���� ���� 
���.�����	���� ����7��
������������1���������������������(311.1*6

S���������������������������������������������	�
�

:�+�:���������;�+�;�

:��+�:���������;��+�;�

:�+�1�������;�+�311
4�+�1�������4111�+�311
:������������;�+�311
�����������������511
����	������������������������	�
���������������.������
�����������������	�


:���4�+�:���4�+�)�+�311������+�;�0�4111
���������������������������511 ����������������511

_������=����������������������=��������������������������
�������������������6



�� ����
��� ��

��������(431.4*������������(31.1*

���
���

�

�����
���

��
��

−=

−
−=

−
−

����	��������������������� ���	�
������������ ���.� �����
��������������

���
����

���
���

����
+−=−−=−=

_������=����������������������������������������������+
����������������=����

��������(4?11.4*������������(?11.1*

����
����

�

�������
����

��
��

−=

−
−=

−
−

����	���������������������	�
������������.�������������
������������

����
�����

����
����

����
+−=−−=−=

7������	����������������511�������������������������������
21����.�����������������������������	
��������	�����
���	 
���������	 ������	 ���	 
�������	 ������	 ����
�������

O�������������������

�	�
�������	��������	
���
�����

� ==+−=



�� ������������������

����������������������

��������������	
�	����
��

���
� ==−=

������������������������������������.��������������S���
���������������������=��������������(�163,.�16?1�*���163,

'������������ ���������

��������	

�			���		
����	

�			
�		


�

=
+−=

+−=

O���.�C�b������
��������������44,1����6


�� ���	���

46 ���� ����	� ���������� ������� ∨≡∧ � ������� ����	
����������]�����<�=�.���=
R��.��	����.�8������.����
T��=
����=
6

36 9�������������������� ������ ∧∧→ � ������� ����	
����������]�����<��=.���=
R��.��	����.�����8������6

>6 D������� ����	� �������������������� ��� ��<�
�������
��	��������	������������������	�
����������6
�6 � ��
�6 � ��
=6 � �� � �� �

�6 � �� � �� �

?6 D�7�������
<�
�6 � � �� � �7��������
�����7���� � ��
�6 � � �� � �7��������
�����7���� 9 ��



�� ����
��� ��

���	��� ���� ��	���� ����	� ���������� ����� ��	�

���������

,6 @�	������R�	��������������		����������������	��������	
��������������� ��	�
����������6

26 ���7����� �������� =����
� ����� �������=�� ��� ����
(
�	�����/1*6

������������ �������� �����������������������
��������������������
(�*6 O����������������������������������������������

�������� ���������������
(�*6 O����������������������������������������������

�������� ���������������

(=*6 O�����������������������������������������������

�������� ���������������


/6 @���
� �����
���� ���������� C�b�����	���� ����
���7�	���4��	��������
������������������
����������� ��������� ���=����� ,11� ���-
���� ���
�����=�	� 411����-
���6
����������� ���������� ���=����� 21� ���-
���� ���
�����=�	� 41����-
���6
�������� ������������=����� /11����-
���� ���� �����=�	
311����-
���6
D������������������C�b������
��������������7���
���� ����������� ��������� ?11� ���� ���� ����������
��������
���������>1�����C�b.���	����������������
����������� 	������ �����������������<�
�
�6 O���������������������������������������������

�������� ��������������6
�6 O����������������������������������������������

�������� ���������������6
=6 O����������������������������������������������

�������� ���������������
6



�� ������������������

�6 O���� ����������� ����� ���� ����������� ������������
�������� ���������������
6

�6 8������������� ����� +� ����� ��������� ����� ��� ?� �����
�������� ������6

C����������������+���������������

 
Z = ( 1Z1 + 2Z2 + 3Z3 +� 4Z4 ) / ( 1 + 2 + 3 + 4) 
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 A B C D E F G H I J K 

A     1 1  2    

B   1   1   1 1  

C  1  1   1  1 1  

D   1    1    1 

E 1       1    

F 1 1      1 1   

G   1 1      1 1 

H 2    1 1      

I  1 1   1    1  

J  1 1    1  1   

K    1   1     
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 A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T 

A  1  1  1               

B 1  1    1              

C  1     1              

D 1    1   1             

E    1  1  1 1            

F 1    1     1  1         

G  1 1         1         

H    1 1         1     1  

I     1         1 1      

J                     

K          1      1 1    

L      1 1      1        

M                     

N            1    1 1    

O        1 1      1    1  

P           1      1   1 

Q         1 1    1      1 

R            1     1    

S        1      1      1 

T                1 1  1  
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 A B C D E F G H I J K L M N O P 

A  1   1            

B 1  1   1 1          

C  1  1    1         

D   1   1 1          

E 1 1    1           

F  1   1  1   1   1    

G  1  1  1  1   1 1     

H   1 1   1     1     

I    1         1 1   

J      1 1    1   1 1  

K       1   1  1   1 1 

L        1        1 

M      1   1     1   

N         1 1   1  1  

O          1 1   1   

P           1 1     

 
�) ;����
� ���	��
� ����� ���������������� �
�
��� ������
���� ���
���� �����
��� ���
����� �
������� ������
�
���
��������
���������������������

�) ����
���� �
�
�������������
���� ����
���� ���������
������������� 
�������� ���� ����������������� �����
������ ����
���� ������	��� 
�
� �
��������� ������
� BE
��������
�����	������	������
��������������������

������������
�����
������
����
�����	������	�����!EE
������



���������	
 ��

!E���
����	�
�����0��0�� ���
�����
����	�%�������
����
����3

 A B C D E F 

A 0 1 1 1 1 1 

B 1 0 1 1 1 1 

C 1 1 0 1 1 1 

D 1 1 1 0 1 1 

E 1 1 1 1 0 1 

F 1 1 1 1 1 0 

 
�) %������������	�%
�) ;����
��	��
�
���������������	�%
0) 5���������
�������������
��D&%)�����DM&%)

���� ��������

������ ���
�� 
�������
��� �	������������ ������
���
��� ���
� �������������������������������������	��
�
��������N� ���
� �������������� ���
�� ���
� ���	������ ������
���
���� ������������������ ������� ��
���
� ������� ����
���������
� ���
������
��� ���
� �	��� �������� ����
� ���
���������
���
� ������
�������

7�	��������	������	����	�������������
������	��
�
��
��<�!� ���������� �
�����������
� �
�������� &0�0��� ����)� �����
������������	� ���	������



��� ������������������

�������

6789:.;<=<:
89>?:9.9@9
ABAC?

;<=<:D.EF@98
9@9.ABAC?G
:./.�D.	./.H

�
������ �	��� ����� �
�������� ������
� ����� �����
�������������
��������	������������������������������
��������������
�� ���0�	������

�������
7������������
����
��4�+�9�O�@�+�4�<�!�O�B�������
��������

��������
�������	������
���� 3

I I � �

- � � -


�

J

��-.�.�K.
.��.�.-KK.J.��.
.�K./.�

7��	��
������������<���
���������
������������	�������
�������������� �
� ����	���� �
������ �
�
�� 0������ �	���
�
��������
��������
������������	���

:�������� ������� �	���� �
�
��� ���� ������ ����� �
��������
������
3

�9:B98.>7L78./.�9:B98.EFEF8.J.�9:B98.;<=<:M



���������	
 ���

������

�� �� ��

����� ������	�
�������� ���� ������� ��� ����� ��
��� ���������
������

��	����
�������������

���� ���	��������������������	�����������
���� ���	������������ !�����	����������  
���� ���	������������  �����	���������� "
���� �������������������������"

������������������������!�
������
�������

�������

!�����"�#��

���������		
	�����

$������
��������������%� �������� �
���� ����� ����
����������
����������%��������������
�������������	�&���

��	������������
���'



�� ������������������

�������

� ��
��

� ��
�

��

� �
��

��

��

�

��
��

	 �	 
 ���

�


��� ��� �

� �

� �

	 


� � ��

� �

�

	

�




%��� %��� '''� � ������� �
���� ����� ����� ���
����� ������%��� %��
	���
���� ������
�� ����� �� ����	�&���
� ��	��� �����
���
���'

��������	
����������

(������� 
���� ���
�� ��� ������ �����)������	���
����)
���������������������	���
���������������������������
���� ���� ������� ����� �����*������	���
����������
��&��������������������	���������	�&����������	��	��
��&���
�	���������������	������������	�������������
	�	�������	��	�	��
���� ����'

���
����&���������
�	��������������������������
	����������+�����'

	

� �

� �

�


�

� ��

� �

�� ��

��

� ��

�� �

�



���������	
 ���

(��	��� �
���� ������	����	������ ������� ����
���������	����������+�����������������	��	�	����,

����������	���������������������

$�
������
�������	��
��������	����
�������	�	
����
������&������������'

-���� 
���� ������� ������ ���� ���������� ��� .�����
��	���/'�$����
���������
���������
��������������������������
���� ������
� �������� ����� �������� ����� �������� ���
	���������� ������ ��������'

���� 
���� ������� �����
� ������ .����� ����/� ���
���������� ����������������"� .���/'

%�����
�����������
�����������	����	�	����������
��	
������'

	

� �

� �

�


�

�

� �
�

�� �

�



��� ������������������

-��������
���
0��1�����2��3�����4��5���������&����
������'''������������
%�����
������6�������������-�����

�/ 7�����������
���������������
��������������������
��� ������ ������ ��������	����� )�	����� ������
���	������'

�/ �%������
������������������
�

$������ 
���� ��
��� ��
����� 
���� ��	������ �����
&�������	������ ���� ����� ������ ���� 
���� ������� ����
��������������
����������&�������������'

�

�

�
� 	 


�
�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
�

 

!

"�#����$%&'�'$%��
#�(&�$�%��&')'$�%&���
)�)��%����$�%�*%(���%���$
)	+����%�%#,�%&'�'$%��+,
��+	$�%)�)��%�%(	(&,$-��
�%+,#,�*%-��),.

�



���������	
 ���

��

��

��
��

����	$��$%�%+,#,�
����	$��$%�%+,#,�
����	$��$%%+,#,�
����	$��$%�%+,#,�

$�������������
������������%���
����������������������
������ ������ 
���� ��� ������ ������ ������� ��	���� �����
	����	�	��������	���&����������������������'

%�����������
��������������������	���������
������������
���������	��	�	�������������������
������	����������������
����� ������	������	
��� ������ ������ ��������� �������� 
����
�����'

�������

%�����������
������������������� ��������� ��������������
	��	�	��������	����������������'

� �� 

�
� �

�

� � �

�

�

�

�

�

�

��

��

� �



��� ������������������

%�����������
�������������������6�����������������8����9�
���
�����������
������:8��9;'

8���������� ������� ����� 
������������ ����
�����
����������
����������	�	
������������������<��	����������

�����	�	���������	����������
����������������
���
������� ��	���
����
���������� �����
� � ������ &�����
���
��
���	�	
�����

� ��������&�������������������������������'
� ���������&����������
� ������	�	
���������&����'

�������

/0

� � �

��

�

� �

�

�
�

� 	



� � �

%����� ����� <�	�	
����� !� ���
&������ ����������� &�	�	
����
���������&���������������������
������	�	
���������&����'

8���� ������ ��������� <���� ����� �����
� ��������	�	)

�������������&����������������
��������&����'

����	�
����������������� �������)��������

� ������ ������� ������� ������ ����	�	
����� !� ���
&����

� ���������	���������������������������	�	
��������
&�����.���/'



���������	
 ���

��������	

0���� �������
���������� <�������	�	
����� �� ������ �)
�������	�������������	��������������������=� ������	���
��	�����������������������!��=� '

�������
�

��

�
	 
 �

� �

�

� � ( $ ' &

%�������������������������&��������<������������������
%��������	�����������������������	����������
�����������,��������= '
��	���������������������� >������������!��=� 

���������������������������������������������

8���������������������������
����������������������
��������&��������������������	��������	����������������������
����&�*��	���*��������������	���&�����������������������	��
����� ��!�����'''���������������������&����'�?�	�����
���
&����� �����������������	
�������	������&�����������������
�	��� ' �� '!�� '���'''��������������������&����'���	����
���������� ��	
��� �������� ������ ����	���� �����	� ��	����
����������@������ ������� �����	'



��� ������������������

�������

�

�1

�
�1�

�1�1� �1�1

�1�11� �1�11

1�
1

11

�1� �1

�11

��	���� 
���� �������� �������� ��� ����� ��������A�B�&�)
���
��&� �����'� A�B�&����
��&� ������ ��
��� �������� ����
	����	������
������������	����������������������

(�������.-�=�0/�B�1�#���*2�=3������������	��������	
������A�B�&����
��&�	����
����	�)��	�������������������
����� ������ ����� ����� &����	�������� ������ ����)�����
������	���	������ ������ B�� *�� =�� #�� �������� 
�������
����	����������������
�������������	���������������������

..-�=0/�B�1/�#�..�*2/�=3/

$���������
���������	������������������������
�������#
�� ��������������� �
�������#��������&���������������������
������
�������#��������&��������'

A��������������������� &���� ������ ���� &�������� ����
������ �������� �
������� B�� �
�������� B�	�	������� .-�=�0/� ��
�������������1������������'���������������
�������B��������
&����������������������
�������=�����	�	�������-��������
��������0��������������&����������	���������� ���������
&����������������'



���������	
 ���

�

%2

%% 

%%�

%%�

%%�

%%�%!

3

%%4

%%4

$������� ����� 	�	
�� 	����	������ 
�������
����	����������	�������A�B�&����
��&������������������������
	�������� 
�������� ����	������ ��������� ����	� �����
A�������&C��������������
��<�B����
���<�B'

0����� 
��<�B� ������� &���� 	�������� 
�������
����	����� ����� 	��������� ��	���� �
������� ������	
����	�����	�������������������&��������������&������������
������������	
����������������
��������&��������'�����
������
��<�B������A�B�&����
��&����������������

#�B�=�-01�=*�23

0�����
���<�B��������&����	������
������������	�����
����� �	��������� ��	���� �
������� �������� ����	�� ����
����� &��������� ����� �������������������� .��
����� ������
����/����	�������������������&�������������&�����������
���������� ��	
��� �������� ����� 
����� ��� &����� ����'� ����
������
���� <�B������A�B�&����
��&����������������

-0�=�1�B��2*3=)



��� ������������������

���������

 ' 1���������	�������
���������	��	�	���������
�
���������

�� � �

�

�

�

�

�

�

�

��



�

�

�

�







��

��

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

� �

� �

�

�

�

�

��

�

�

�

��

�� ��

�� 

��



���������	
 ���

��

� �

� 
�

�  �

�

 �
�

�








�

�

��

�

��

�

�

��

�
��

�

�

�

�

!' ��	��������� A�B�&����
��&� ����� 
�������� ����)
	������������������	�������������������
��<�B���

���<�B��'
�/ .#��=��/�B���#�.6*!/�=�>�#�!
�/ .>�B�6�B���B�!/�#�.��=���B�>�#��/
&/ .#��B�#>/�*�.>�#���=�.#��B�#,/�=�.��#�!�B�# �=��//
�/ .-�B�0�#�1�*���=�2/�=�.-�#�0�#�1�#���B��/�*�.-�=�0

=�1�=��/

�' ��	������A�B�&����
��&� ����� 
���<�B� <��	���������
��	����� ��������������
��<�B��'



�� ������������������

�/ -0�=�1��B�23�*�#�#���B
�/ -01�B�B�1�-�=�*�#
&/ -0�#�1�=��01-�#�B�#�=
�/ -01�2�=�B�#�*

6' ��	������A�B�&����
��&� ����� 
��<�B� <��	���� ������
��	����� ��������������
���<�B��'
�� ����������������	�
	�������	
�� �������������	�������
	�������	
� �����������	
�
�� �����������	����
�

>' ���������������������������������+�.��	����/�
�)
	���	������	����)	��������	���8���8���8���8���8��
8���8	��8
�����8�'�$��������������������������
������������������
��������
��������������������

�	���	�� ���'�4����� ���@��� 
����� ����� ����� .�	/
��������������������&���	�����	���������������

���������
���	
��	�

���������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

����������������������������������������

�������������������������������

������������������

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
	

�



���������������������
	

��������	��	
�������	��
	������������������������������������	�



���������	
 ���

�/ ����� �������� ������ 
�	������ ������� ��
������
��������������
������������������
���� ��������	���� ������ ������ � ������
����� ������	��	�	� ����� ������ ���� ������

�	���	�� ���
�&��'

�/ %������ 
����� ����� ����� ������ ����� �����
������'

�' $������ ����� �������	���
��� ������	�	����
������� ������� ��� ������ 
��������� !>� �����
����� �����	� �����'� 0���� ��&���� ������� �����

��������	�����������������������	�	������������
��
����� >�	�� ����
�� 
����� ������	��	�	����
������ �����
��� ����� ��&���� ������� ���
� �����
����	������ �����	������ ������ ��� ������� ��	��
���	��	������	����������������������	��������	
	����'

 A B C D E F G H I J K L M N 

A    7 10 15 12        

B    8 9 13 10        

C    8 11 14 9        

D 7 8 8     14 12 16     

E 10 9 11     13 14 15     

F 15 13 14     20 15 12     

G 12 10 6     25 18 14     

H    14 13 20 25    16 18 20 24 

I    12 14 15 48    20 16 13 15 

J    13 15 12 14    22 18 21 19 

K        16 20 22     

L        18 16 18     

M        20 13 21     

N        24 15 19     
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 A B C D E F G H I J K L M N O P 

A  13   15            

B 13  8  8 10 6          

C  8  10    12         

D   10    8 16         

E 15 8    14   18        

F  10   14  8   15   18    

G  6  8  8  13  5 11      

H   12 16   13     9     

I     18        6 10   

J      15 5    13   14 11  

K       11   13  15   10 12 

L        9   15     18 

M      18   6     10   

N         10 14   10  5  

O          11 10   5   

P           12 18     
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