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consentis et ses précieux conseils, pour toute son assistance et sa présence dans ma vie,
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1.5 Qui est exposé ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.6 Cycle de vie du Paludisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.7 Symptomes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Modèles classiques en épidémiologie 11
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Introduction générale

Dans ce mémoire on s’intéresse en premier temps au présentation du paludisme dans
son contexte biologique et surtout le comportement et les interactions du parasite avec
les globules rouges sains de l’hôte humain.

Le chapitre deux s’attarde exclusivement à une classe de modèles très répandus en
épidémiologie : les modèles compartimentaux. L’usage de ce terme est expliqué par le fait
qu’ils sont fondés sur une subdivision des populations du système en classes d’individus
indiscernables appelées compartiments. Parmi les avantages de ces modèles, on note la
simplicité et l’élégance de leur conception, en plus du fait qu’ils se prêtent souvent très
bien à un traitement analytique fort révélateur de leur comportement.

Dans le chapitre trois, On définit le taux de reproduction de base R0, un concept prin-
cipale en épidémiologie. On analyse aussi dans ce chapitre quelques exemples de modèles
épidémiologiques basiques.

Le chapitre quatre est spécifique pour présenter et étudier le modèle mathématique de
Ross-Macdonald, qui est une traduction directe de cycle de vie schématique du paludisme
en termes quantitatifs, avec une application du taux de reproduction de base, et des
simulations numériques illustratives.

Pour le dernier chapitre, on introduit un modèle de paludisme avec une classe asympto-
matique dans la population humaine et des classes exposées dans les populations humaines
et vectorielles. Dans Le modèle proposé, on suppose que les individus asymptomatiques
peuvent être réinfectés et passer à la classe symptomatique.

Dans le cas d’un traitement incomplet, les personnes symptomatiques passent à la
classe asymptomatique, dans le cas du sucés du traitement les individus symptomatiques
récupèrent et passent à la classe sensible. Le nombre de reproduction de base R0 est
calculé en utilisant l’approche de la prochaine génération. Le système a un équilibre sans
maladie (DFE) qui est localement asymptotiquement stable lorsque R0 < 1, on peut
avoir jusqu’à quatre équilibres endémiques. Le modèle présente une bifurcation Backward
générée par deux mécanismes : incidence standard et surinfection. Si le modèle ne permet
pas une surinfection ou des décès dus à la maladie, DFE est globalement stable, ce qui
suggère que la bifurcation Backward n’est plus possible.
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Chapitre 1

Biologie de la maladie

1.1 Introduction

Le paludisme est une maladie parasitaire transmise par des moustiques.

Figure 1.1 – Anophèle femelle.

A l’origine, on croyait que cette maladie provenait des zones marécageuses, d’où l’ap-
pellation ”paludisme” est dérivée du mot Latin ”Paludis” qui signifiait marais.

Elle est aussi appelée Malaria provenait du mot ” mal’aria” qui veut dire mauvais air.
En 1880, les scientifiques découvrent que l’agent responsable du paludisme est un

parasite unicellulaire appelé plasmodium.
Par la suite, ils ont découvert que le parasite était transmis d’une personne à une autre

par les piqures d’un moustique femelle du genre anophèle.
Le paludisme est l’une des principales causes de mortalité d’origine infectieuse. L’OMS

estime qu’il touche entre 300 et 500 millions de personnes dans le monde, dont 90% en
Afrique sub-saharienne.

1.2 D’où vient la maladie ?

Le gorille est à l’origine de l’infection à Plasmodium falciparum, le parasite respon-
sable de la forme la plus courante et la plus grave de paludisme chez l’homme. Cette
découverte publiée le 23 septembre 2010 dans le journal Nature par un consortium inter-
national de chercheurs, dont plusieurs de l’IRD et de l’Université de Montpellier 1, réfute
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de précédentes études, qui avançaient déjà une origine simienne, mais chez le chimpanzé
ou le bonobo.

Grâce à une technique de séquençage de l’ADN appelée single génome amplification
(SGA), les scientifiques viennent de montrer la concordance génétique quasiment parfaite
entre les organismes décelés chez le grand singe et ceux qui infectent les humains. ”Cette
méthode de haute précision nous a permis de retracer phylogénétiquement l’origine du
parasite. Nous avons ainsi prouvé que ce sont les gorilles qui ont contaminé les humains,
et non l’inverse comme d’autres travaux l’avaient tout d’abord suspecté”, affirme Eric
Delaporte, chercheur à l’IRD [15].

Figure 1.2 – Le gorille est à l’origine du paludisme chez l’Homme [15]

1.3 Types des agents Pathogènes :

Il existes 5 espaces de parasite responsables du paludisme chez l’homme, ils appar-
tiennent au genre Plasmodium :
• plasmodium falciparum :

c’est la forme la plus grave responsable de la maladie, il cause à lui seul plus
de 90% de tous les décès liés au paludisme, il est transmis dans les régions sub-
tropicale(Afrique, Amérique et en Asie).
• plasmodium vivax :

moins grave, il est apparait chez toute les personnes se rendant en zone impaludé
non soumis à une chimio-prophylaxie.
• plasmodium malariae :

elle n’est pas mortelle qui peut s’observer sur plusieurs années (20-30 ans), elle est
répandu en les zones tempérées.
• plasmodium ovale :

Il s’agit d’un parasite essentiellement africain : Afrique centrale et surtout occiden-
tale où des prévalences de l’ordre de 10 p.100 sont observées chez les jeunes enfants.
C’est l’espèce la plus rare.
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• plasmodium knowlesi :
Plasmodium du singe macaque, découvert récemment en Asie du sud-est, génétiquement
est proche de P.ovale et microscopiquement proche de P.malariae.

1.4 Distribution géographique

Le Paludisme sévit dans les parties les plus pauvres du monde (régions chaude et
humide), il est endémique dans plus de 90 pays d’Afrique, d’Asie, d’Amérique du Sud et
centrale.

On estime 300-500 millions le nombre annuel de cas dans le monde et une mortalité
pour la seule Afrique noire de l’ordre du million.

Figure 1.3 – Carte géographique permettant de vérifier le risque de contraction paludique
en 2016. source [2]

.

En Algérie, quelques foyers résiduels de paludisme autochtone sont déclarés (Djanet,
Ain Defla, Ouargla). Mais la plupart des cas observés se rencontrent chez des voyageurs
en zones impaludées. Ce sont des paludismes d’importation.

-Il démure très fréquent en Afrique noire ainsi qu’en Asie.
-En Afrique Noire et subsaharienne, on a le paludisme à P.falciparum et ovale.
-En Afrique du nord, le paludisme est assez rare, on a le paludisme à P.vivax, et

P.falcipaum d’importation.
-En Europe et en Amérique du nord, la maladie a été pratiquement éradiqué.
-En Amérique centrale du nord et latine, on a le paludisme à P.falciparum et P.vivax.
-En Asie centrale, les pays concernés par le paludisme sont : Inde, Pakistan, Afrique,

Chine, Kazakhstan, Ouzbékistan, Japon et Philippines.
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1.5 Qui est exposé ?

Certains groupe de la population courent un risque beaucoup plus élevé que d’autres
de contracter le paludisme et d’être gravement atteints, surtout pour les personnes qui
vivent en dehors de la zone d’endémie : les nourrissons, les enfants de moins de 5 ans,
les femmes enceintes, les personnes VIH+ et les migrants non immunisées qui séjournent
plus d’un an dans un pays du nord.

Les personnes qui vivent en zone d’endémie présentent rarement les accès graves, car
ils sont protégés par la présence d’une prémunition, induisant l’installation progressive
d’un équilibre prolongé entre le parasite et l’hôte et elle n’est acquise que 6 à 8 ans après
l’infestation en zone .

1.6 Cycle de vie du Paludisme

Le Paludisme est une endémie majeure, c’est une érythrocytopathie due à un hématozoaire,
du genre Plasmodium transmis par un moustique vecteur l’anophèle femelle vers (humain).

Figure 1.4 – Schéma explicatif du cycle de transmission.

Le cycle de vie de parasite est divisé en 2 parties, l’une est dans le corps de l’hôte
(humain) et l’autre est dans l’intestin de vecteur (moustique).

Le moustique Anophèle pique un humain en injectant le parasite Plasmodium qui
pénètre dans le sang humain.

À ce stade, le parasite est sous une forme connue sous le nom de sporozöıtes qui est
long est mince et capable de déplacer entre et à l’intérieur des cellules .

Le parasite voyage dans le sang jusqu’à ce qu’il atteigne le foie, à ce niveau, le parasite
reconnait et envahisse les cellules du foie où il reste pendant environ 10 jours.

Dans le fois il subit une transformation en milliers de nouveaux parasites connus sous
le nom de mérozöıte . ces parasites nouvellement formés sont libérées dans la circulation
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sanguine, ces derniers envahissent les globules rouges sains et se produisent, ensuite chaque
mérozöıte entre dans un globule rouge, et une fois à l’intérieur il pousse et se divise
asexuellement pour former jusqu’à 20 nouveaux mérozöıtes.

Ceux-ci éclatent hors de la cellule et gagnent les globules rouges voisins. Ce processus
prend environ 48heures. C’est dans cette phase que la maladie subit des fièvres répétés
qui vont entrainer la mort.

Simultanément, certains mérozöıtes vont s’orienter vers la formation sexuelle de gamétocytes
mâles et femelles. Ceux-ci sont pris par un moustique quand ils se nourrissent d’un humain
infecté.

Une fois à l’intérieur de l’intestin du moustique, les gamétocytes se transforment en
gamètes matures (œufs et spermatozöıdes) qui fondent et se développent en un ookinete.
L’ookinete creuse à travers la paroi intestinale du moustique où le cycle recommence.

1.7 Symptomes :

Figure 1.5 – Quelques symptômes de la maladie.

Cette maladie présente de forts symptômes grippaux, comme :
-Fatigue généralisée.
-Perte d’appétit.
-Vertiges.
-céphalées.
-troubles digestifs.
-Vomissement.
-Diarrhée.
-Fièvre.
-Tremblements.
et dans les cas les plus graves peut s’avérer mortelle.
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Chapitre 2

Modèles classiques en épidémiologie

Ce chapitre présente un terme très important en épidémiologie, c’est les modèles com-
partimentaux.

Les modèles compartimentaux furent utilisés d’abord en physiologie où il était question
de décrire des flots de matières (biomasses, énergies ,...) entre compartiments. De nos jours,
ils sont très utilisés en épidémiologie mathématique. Leur utilisation permet de décrire la
dynamique observée dans l’étude des traceurs cinétiques, dans les réactions chimiques en
biochimie, en écologie, dans les applications médicales...

Les modèles compartimentaux mettent donc en relation des bôıtes contenant une po-
pulation homogène. Un individu change d’état (infection, immunité, guérison), il change
donc de boite. Les flux entrant et sortant de ces compartiments permettent de faire varier
les effectifs des compartiments, ils ne dépendent que des effectifs des compartiments et
des coefficients de proportionnalité en jeu (taux d’infectiosité, de guérison...). L’évolution
décrite dans les modèles est continue et non pas ponctuelle. Le modèle fait donc intervenir
des équations différentielles.

2.1 Modèle SI

On suppose que la transmission de la maladie est faite directement entre un individu
sain S qui peut être infecté et un individu infecté I avec un taux d’infection β.

Figure 2.1 – schéma compartimental d’un modèle SI.

Le contact d’un individu susceptible S avec un individu infecté I produit une propor-
tion de βSI.

Le modèle SI s’écrit alors comme suit :
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dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI.

La densité est supposée constante et égale à N .

Le domaine biologique est {(S, I)|0 6 S 6 N, 0 6 I 6 N}, on a une variété de points
d’équilibre {0 6 S 6 N} sur l’axe des S.

2.2 Modèle SIS

Dans ce modèle, l’individu est initialement Sain (S), on présume qu’après l’étape in-
fectieuse, l’individu guérit et redevient aussitôt susceptible, et il peut à nouveau être
contaminé.

Figure 2.2 – Schéma compartimental d’un modèle SIS.

Le système devient :


dS

dt
= −βSI + γI,

dI

dt
= βSI − γI.

2.3 Modèle SIR

Dans le cas d’un modèle SIR, l’individu infecté peut se remettre de sa maladie avec
une immunisation (dans ce cas l’immunité est permanente).
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Figure 2.3 – Schéma compartimental d’un modèle SIR.

Si un individu infecté est retiré avec une proportion δ, alors le nombre d’individus
infectieux diminue avec ceux retirés et augmente avec ceux nouvellement infectés, en plus
tous les individus guéris sont d’anciens individus infectieux, dans ce cas le système s’écrit :

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − δI,

dR

dt
= δI.

Où R désigne la classe des retirés.

2.4 Modèle SIRS

En ce qui concerne les modèles de type SIRS, il s’agit d’une modélisation qui fait
l’hypothèse que l’immunité est temporaire.

Figure 2.4 – Schéma compartimental d’un modèle SIRS

Dans ce types de modèles on a une perte d’immunité γ des individus réfractaires R
qui redeviennent à nouveau susceptibles à la maladie.

Le système d’équations devient donc :



dS

dt
= −βSI + γR,

dI

dt
= βSI − δI,

dR

dt
= δI − γR.
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2.5 Modèle SEIRS

Dans ce genre de modèles SEIRS, on suppose qu’après la période d’incubation, l’in-
fecté devient infectieux. après la guérison, il acquiert une immunité temporaire, ensuite il
redevient susceptible après un laps de temps qui peut varier en fonction des maladies et
des personnes.

Figure 2.5 – Schéma compartimental d’un modèle SEIRS

Le système d’équations différentielles est présenté comme suit :



dS

dt
= −βSI + γR,

dE

dt
= βSI − kE,

dI

dt
= kE − αI,

dR

dt
= αI − γR.

Où γ représente le taux de perte d’immunité.
et α taux de développement de la maladie.

Après avoir introduit quelques modèles de base en épidémiologie, nous allons présenter
dans le chapitre suivant : un concept clé dans l’étude des modèles épidémiologiques. Il
s’agit du taux de reproduction de base noté ”R0”, qui nous permet d’étudier la stabilité
d’équilibre sans maladie et l’équilibre endémique. On verra quelques applications sur les
modèles ci-dessus.

14



Chapitre 3

Nombre de reproduction de base R0

Une notion clé dans les modèles épidémiologiques est le taux de reproduction de base,
ce concept a été introduit par Richard Böckh en 1886 dans le contexte démographique et
puis, par Ross (qui d’écrit le premier modèle différentiel et donne des conditions de seuil)
et après par Mckendrick d’une façon implicite.
La définition mathématique de R0 a été développée et démontrée par Dieckmann, Hees-
terbeek et metz, mais la méthode de calcul de R0 [16], par l’approche de la matrice de la
prochaine génération a été établi par Watmouth et Van Den Driessche [20].

Définition
Le taux de transmissibilité ou le taux de reproduction de base R0, représente le taux de
cas secondaires induits par un agent infectieux dans une population totalement réceptive.

3.1 Méthode de Anderson et May

On définie le R0 comme suit :

R0 = βcd

où :
β : le taux de transmission de la maladie,
c : le nombre de contact par unité de temps,
d : la durée moyenne de l’infectiosité.

3.2 Autre définition de Böckh

La définition donnée par Böckh (1886) dans la démographie peut être adapte en
épidémiologie,

R0 =

∫ ∞
0

F(a)β(a) da

avec :
F(a) : la probabilité d’être infecté jusqu’à l’age ”a”,
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β(a) : le taux de transmission.

où :
”a” est considéré comme l’age d’infectiosité.

dans ce cas le R0 donne les nouveaux infectés.

3.3 Méthode pratique pour calculer R0

Lorsqu’on a plusieurs compartiments représentent des individus infectieux, il est nécessaire
de recourir à d’autre méthode pour calculer le R0.
Van den Driessche et Watmough ont introduit la méthode de la matrice de la prochaine
génération [20]. Dans cette approche, la population est dévisée en ”n” compartiments,
le vecteur x représente l’état du système et xj est le nombre (ou la concentration) d’in-
dividus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordonnés de tel sorte que les
derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers compartiments sont les
individus sans maladie (Susceptibles...). Le but est de voir s’établir le taux d’évolution de
la sous-population dans chacun de ces compartiments.

Le modèle mathématique décrit la dynamique est représenté par le système d’équations
différentielles ordinaires suivant :


dx

dt
= fj(x);

xj(0) > 0,
(3.1)

avec j = 1, ..., n, x = (x1, x2, ..., xn)T .

Soit Xs = {x > 0 : xj = 0; j = 1, ...,m} l’ensemble des états sans maladie.

Figure 3.1 – Schéma de ce qui sort et ce ce qui rentre d’un compartiment j.
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Notons par :

Fj(x) la vitesse d’apparition de la maladie dans le compartiment j.

V+
j (x) le taux d’individus entrant dans le compartiment j.

V−j (x) le taux d’individus sortant du compartiment j.

La dynamique définie dans ce compartiment est :

dx

dt
= Fj(x) + V+

j (x)− V−j (x). (3.2)

On suppose que :

Vj(x) = V+
j (x)− V−j (x).

et les fonctions Fj ; V−j ; V+
j sont au moins de classe C1.

Le système précédent devient :

dx

dt
= Fj(x) + Vj(x). (3.3)

Un état du système x0 est sans maladie, si les compartiments des � infectés � sont
vides. C’est le � Disease Free Equilibrium � (DFE), c’est à dire pour j > k, (x0)j = 0.

Pour des raisons biologiques on a les hypothèses suivantes :

(H1) Si x > 0 alors Fj;V+
j ;V−j > 0 ; car les flots de matières sont des quantités posi-

tives

Si un compartiment est vide, rien ne peut en sortir par mortalité, infection ni par tout
autre moyen.

(H2) Si xj = 0 alors V−j = 0. En particulier, si x ∈ Xs alors V−j = 0. En d’autres
termes, il ne peut rien sortir d’un compartiment vide.

(H3) Fj(x) = 0 pour j ≤ k. Cela signifie par définition que l’incidence de l’infection
pour les compartiments des non infectés est nulle.

Pour garantir que le sous-espace sans maladie est invariant, nous supposons que si la
population est sans maladie alors la population restera sans maladie. C’est-à-dire, il n’y
a pas d’immigration d’infectieux. Cette propriété est présentée comme suit :
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(H4) Si x0 est un état sans maladie alors Fj(x0) = 0 et pour j > k, V+
j (x0) = 0.

Le résultat suivant précise la structure du système linéarisé Df(x0) au voisinage de
l’équilibre sans maladie x0.

Lemme 1 Si les fonctions fj(x) satisfont les hypothèses (H1)–(H4), et x0 est un équilibre
sans maladie (DFE) du système (3.3) alors les dérivées de DF(x0) et DV(x0) sont
données par :

DF(x0) =

(
0 0
0 F

)
,

et

DV(x0) =

(
J1 J2
0 V

)
.

J1 et J2 deux matrices de taille k × k et k × n− k respectivement.
F est positive et V est une matrice de Metzler.

La preuve détaillée de ce lemme se trouve dans [20].

La matrice −FV −1 est appelée la �matrice de la prochaine génération� (en Anglais
� next generation matrix� ).

Définition 1 Le nombre de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice
de la prochaine génération, à savoir :

R0 = ρ(−FV −1). (3.4)

Théorème 1 [20] Considérons le modèle de transmission d’une maladie donné par (3.1)
avec f(x) satisfait les conditions(H1)-(H4).
Si x0 est un équilibre sans maladie (DFE) du modèle, alors :

– Si R0 < 1 alors x0 est localement asymptotiquement stable .

– Si R0 > 1 alors x0 est instable.

Exemples d’applications

On veut chercher le taux de reproduction de base pour quelques modèles épidémiologique
cités dans le chapitre précédent.

Application sur le modèle SIR
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Rappelons le modèle SIR : 

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − δI,

dR

dt
= δI.

(3.5)

On note par N la population totale, qui est constante :

N = S + I +R.

Comme la population totale est constante, on peut se contenter de considérer le
système sur le plan (S, I)


dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − δI.

L’équilibre sans maladie (DFE) de ce système est : (N, 0).

En utilisant les techniques de Van Den Driessche :

Nous avons F(S, I) le taux d’apparition des nouveaux infectieux dans le compartiment
I, qui est définie par :

F(S, I) = βSI,

et :

V(S, I) le taux de transfert des individus à l’intérieur et à l’extérieur du compartiment
S et I par tout autre moyen, qui est donné par :

V(S, I) = αI.

Au DFE on a :

F (DFE) = βN et V (DFE) = −α,

alors le nombre de reproduction de base étant :
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R0 =
βN

α
.

Application sur le modèle SEIR

Le modèle SEIR est présentée comme suit :

dS

dt
= −βSI,

dE

dt
= βSI − kE,

dI

dt
= kE − αI,

dR

dt
= αI.

(3.6)

La population est constante, avec :

N = S + E + I +R.

Lorsqu’on connait (S,E, I), on peut déduire R, alors on travaille avec le système réduit
suivant :



dS

dt
= −βSI,

dE

dt
= βSI − kE,

dI

dt
= kE − αI.

Ce modèle a (N, 0, 0) comme équilibre sans maladie (DFE) :

Pour calculer le taux de reproduction de base R0, on utilise la méthode de Van Den
Driessche présentée ci-dessus, on a :

F(S,E, I) =

(
βSI

0

)
, V(S,E, I) =

(
−kE

kE − αI

)
.

D’où :
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F (DFE) =

βN 0

0 0

, V (DFE) =

 0 −k

−α k

 .

Par conséquent :

−FV −1 =


βN

α

βN

α

0 0

 .

Alors le taux de reproduction de base de ce modèle est le rayon spectral de (−FV −1).

R0 =
βN

α
.

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un concept très important en épidémiologie
mathématique le ”R0”, qui est la valeur clé déterminant l’évolution temporelle de l’épidémie,
il est aussi considéré comme une mesure de l’intensité de transmission d’une maladie, et
sa valeur permet de dire si la maladie va disparaitre ou va persister.
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Chapitre 4

Etude de modèle du Paludisme de
Ross

Le Paludisme est une maladie portée du vecteur parasite causée par un parasite du
protozoaire du genre Plasmodium [17].

4.1 Modélisation

Par définition, un modèle est une représentation simplifiée de la réalité. Les modèles
mathématiques ne sont rien d’autre qu’un outil de réflexion qu’il peuvent être la seule façon
de penser rigoureusement sur des aspect quantitatifs complexes des systèmes biologiques.

En fonction de notre niveau de compréhension de la biologie de la maladie, il est
possible de construire des modèles réalistes, qui permettront de déterminer les meilleurs
traitements, ainsi que l’impact respectif des facteurs qui influencent cette maladie.

les modalités de transmission du parasite par les moustiques anophèles sont d’abord
proposées par le français Alphonse Laveran, qui était un médecin militaire en Algérie à
Constantine, puis démontré par le Britannique Ronald Ross (qui a reçut le prix Nobel de
Médecine pour ses recherches en 1902).
Le modèle, pour la transmission de la malaria est basé sur le travail à l’origine réalisé
par Ross (1911). Il a fait des hypothèses simplificatrices, supposant que les populations
humaines et celles des anophèles femelles sont constantes.

Ross a regroupé la population en deux ; les groupes qui étaient en bonne santé mais
sensibles ou susceptibles et les groupes infectés qui sont capables de transmettre la mala-
die.

On note :

Sh : les populations des hôtes (humains) dans le compartiment des susceptibles .

Ih : les populations des hôtes (humains) dans le compartiment des infectieux.

Sv : les populations des vecteurs (moustiques) dans les compartiments des susceptibles.

Iv : les populations des vecteurs (moustiques) dans les compartiments des infectieux.
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Figure 4.1 – Les compartiments.

Ross suppose qu’il n’y a pas une période de latence, et suppose que la population des
humains ainsi que celle des anophèles est constante.

Avant d’écrire le modèle mathématique qui décrit la transmission du paludisme, il faut
comprendre ce qui se passe dans chaque compartiment.

Population humaine

On suppose que les nouveaux nées sont susceptibles à contacter la maladie.
Pour le compartiment des susceptibles, ce qui entre c’est les nouveaux nées µHH, et ce
qui sort c’est les morts (mortalité naturelle), la mortalité est égale à µH .

Pour les infectés : ce qui entre c’est les nouveaux infectés et ce qui sort ; les morts et
les individus qui guérissent et deviennent susceptibles à la maladie à nouveau.
On fait l’hypothése qu’il n’y a pas d’immunité.

Evaluation des infectieux humains

Faisant le bilan

Un individu susceptible est devenu infectieux à cause d’une piqûre d’un moustique
infectieux, telque un moustique peut piquer ”a” humains par unité de temps.

supposons que b1 est la proportion de piqûre infectieuse qui donnent une infection.
Il y a Iv(t) moustiques infectieux, qui vont induire aIv∆t piqûres, les piqûre faites sur un
humain susceptible peuvent produire un nouveau infectieux.

La proportion des susceptibles est
Sh
H

=
H − Ih
H

avec : H est la population humaine

totale supposée constante.

Ce qui résulte, le nombre de nouveaux infectieux est donné par : b1aIv
H − Ih
H

∆t.

Ce qui donne :
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Ih(t+ ∆t) = Ih(t) + b1aIv
H − Ih
H

∆t− (γH + µh)Ih∆t.

où γH est le taux de guérison.

On peut l’écrire :

Ih(t+ ∆t)− Ih(t)
∆t

= b1aIv
H − Ih
H

− (γH + µh)Ih.

En faisant tendre ∆t vers 0, ce qui donne :

dIh
dt

= b1aIv
H − Ih
H

− (γH + µh)Ih.

où (µH + γH) est le taux de mortalité humaine (γH pour les susceptibles, µH pour les
infectés).

Figure 4.2 – Evaluation chez l’humain

Pour les susceptibles, on raisonne de la même façon, on trouve :

dSh
dt

= b1aIv
H − Ih
H

− (γH + µh)Ih.

Evaluation de la population des moustiques infectieux

Lorsqu’un moustique susceptible pique un humain infectieux dans ce cas un nouveau
moustique infectieux va apparaitre.

24



Figure 4.3 – Evaluation chez le moustique.

La probabilité de s’infecter, pour le moustique piquant un hôte infectieux, étant b2.

On aura donc aSv piqûres, dont aSv
Ih
H

donneront lieu à un moustique infectieux.

V représente la population vectorielle totale i.e : V = SV +IV . En introduisant le taux
de guérison (γV ) de moustique et sa mortalité µV , On obtient :

dIv
dt

= b2a(V − Iv)
Ih
H
− (γv + µv)Iv.

Finalement, on a le schéma suivant :

Figure 4.4 – Le graphe final de la transmission de la maladie.

Le système général sera :
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dSh
dt

= µhH − b1aIv
Sh
H
− γHIh − µhIh,

dIh
dt

= b1aIv
Sh
H
− (γH + µh)Ih,

dSv
dt

= b2a(V − Iv)
Ih
H
− (γv + µv)Iv,

dIv
dt

= b2a(V − Iv)
Ih
H
− (γv + µv)Iv.

Comme les deux populations sont supposées constantes, on étudie le modèle réduit :
dIh
dt

= b1aIv
Sh
H
− (γH + µh)Ih,

dIv
dt

= b2a(V − Iv)
Ih
H
− (γv + µv)Iv.

(4.1)

Ce modèle final traduit les interactions entre les proportions d’individus infectés dans
la population hôte et dans la population de vecteurs.

En passant aux proportions, et en faisant le changement de variables suivant :

x =
Ih
H
,

y =
Iv
V
,

m =
H

V
,

γ = γH + µH ,

µ = γV + µV .

On obtient le système suivant :
dx

dt
= ab1my(1− x)− γx,

dy

dt
= ab2x(1− y)− µy,

(4.2)

avec :

• x : la proportion d’individus infectés dans la population humaine.

• y : la proportion d’individus infectés dans la population de moustiques.
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• m : le nombre de femelles moustiques par homme hôte.

• µ : le taux de mortalité des moustiques.

• γ : la vitesse de guérison d’un homme malade.

4.2 Etude mathématique du modèle de Ross

Soit Ω = {(x, y) ∈ R2 | 0 6 x 6 1 et 0 6 y 6 1}
On réécrit le modèle de Ross sous forme :

dx

dt
= f1(x, y),

dy

dt
= f2(x, y).

(4.3)

Ce modèle est définie sur Ω. Les fonctions f1 et f2 du modèle sont de classe C1, d’après
le théorème de Cauchy Lipschitz ; pour toutes conditions initiales x(0) = x0 et y(0) = y0 ;
la solution du problème existe et elle unique.
En effet les nombres x et y sont des proportions.

Pour montrer que les solutions sont positives, en utilisant la proposition (1) dans l’an-
nexe

- Quand x = 0, y > 0 alors f1(x, y) = amb1y > 0.

- Quand y = 0, x > 0 alors f2(x, y) = ab2x > 0.

- Quand x = 1, y > 0 alors
dx

dt
|x=1,y>0= −γ 6 0.

- Quand y = 1, x > 0 alors
dy

dt
|y=1,x>0= −µ 6 0.

On conclut que le carré unité est positivement invariant par le système (4.1), c’est à
dire, les solutions naissant dans le carré unité ne peuvent pas le quitter.
Pour cela le problème est bien posé.

4.2.1 Points d’équilibre

Un point d’équilibre est une solution constante x(t) = x̄, y(t) = ȳ qui vérifie :{
mab1ȳ(1− x̄)− γx̄ = 0,

ab2x̄(1− ȳ)− µȳ = 0.
(4.4)

On trouve l’équilibre trivial (0, 0) que l’on appellera l’équilibre sans maladie DFE
(disease Free Equilibrium).
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On suppose maintenant que x̄ 6= 0, ȳ 6= 0, cherchons l’équilibre intérieur, on a :

mab1ȳ(1− x̄) = γx̄, (4.5)

ab2x̄(1− ȳ) = µȳ. (4.6)

Après une multiplication des deux équations et une simplification, on trouve :

ma2b1b2(1− x̄)(1− ȳ) = γµ.

On remarque aussi que x̄ 6= 1 et ȳ 6= 1, de la première équation on tire :

ȳ =
γx̄

mab1(1− x̄)
.

En introduisant cette formule dans l’équation (4.6), on obtient :

ab2(1−
γx̄

mab1(1− x̄)
)x̄ = µ

γx̄

mab1(1− x̄)
.

En simplifiant par x̄, et on trouve :

ab2(1−
γx̄

mab1(1− x̄)
) =

µγ

mab1(1− x̄)
.

Un simple calcul donne :

x̄ =
ma2b1b2 − γµ
ma2b1b2 + ab2γ

.

D’où :

x̄ =

mb1b2a
2

γµ
− 1

mb1b2a
2

γµ
+
ab2
µ

. (4.7)

Un calcul similaire donne :

ȳ =

mb1b2a
2

γµ
− 1

mb1b2a
2

γµ
+
mb1a

γ

. (4.8)
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(x̄,ȳ) est l’équilibre endémique.

L’équation (4.4) dans R2, admet deux équilibres si :

mb1b2a
2

γµ
6= 1,

sinon (x̄,ȳ) cöıncide avec le DFE .

On pose donc :

R0 =
mb1b2a

2

µγ
.

Pour que (x̄, ȳ) ∈ [0, 1]2, il est nécessaire que R0 6 1. Pour que (x̄, ȳ) ∈ [0, 1]2 et
(x̄, ȳ) 6= (0, 0), il est nécessaire que R0 > 1.

Conclusion

si R0 6 1 alors le système (4.2) admet que l’équlibre sans maladie dans [0, 1]2.

si R0 > 1 alors le système (4.2) admet deux équilibres DFE et (x̄,ȳ) dans [0, 1]2.

4.2.2 Stabilité locale des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on calcul la matrice Jacobienne en ces
points.

La Jacobienne est donnée par :

J(x, y) =

−γ −mab1y mab1(1− x)

ab2(1− y) −µ− ab2x

 .

La jacobienne au DFE est :

J(0, 0) =

−γ mab1

ab2 −µ

 .

Dans ce cas :

traceJ(0, 0) = −γ − µ < 0.

Calculons le déterminant :

det(0, 0) = γµ−mb1b2a2,
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deux cas se présentent :

• R0 < 1, on a detJ(0, 0) > 0 donc les deux valeurs propres sont positives et le DFE
est localement asymptotiquement stable.
• R0 > 1, on a detJ(0, 0) < 0 donc le DFE est un point selle.

Pour l’équilibre endémique (x̄, ȳ) la matrice jacobienne est donnée par :

J(x̄, ȳ) =

−γ −mab1ȳ mab1(1− x̄)

b2a(1− ȳ) µ− ab2x̄

 .

Comme x̄, ȳ est un équilibre du système, donc il vérifie :

mab1ȳ(1− x̄) = γx̄. (4.9)

On devise par x̄, on a :

− γ −mab1ȳ = −amb1
ȳ

x̄
, (4.10)

et la même chose pour :

ab2(1− ȳ)x̄ = ȳµ. (4.11)

On obtient :

− µv − ab2x̄ = −b2a
x̄

ȳ
. (4.12)

La Jacobienne devient :

J(x̄, ȳ) =


−mab1

ȳ

x̄
mab1(1− x̄)

b2a(1− ȳ) −ab2
x̄

ȳ

 .

Il est clair que la trace est négative.
oú :

det(J(x̄, ȳ)) = ma2b1b2 −ma2b1b2(1− x̄)(1− ȳ) = ma2b1b2 − γµ

= γµ(
ma2b1b2
γµ

− 1) = γµ(R0 − 1).

Donc dés que l’équilibre endémique (EE) existe (c.à.d, R0 > 1), il est localement
asymptotiquement stable.
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4.2.3 Stabilité globale du DFE

On montre la stabilité globale de l’équilibre sans maladie lorsque R0 6 1 ; en utilisant
une fonction de Lyapunov (Voir l’annexe)

Soit V : Ω −→ R définie par :

V (x, y) = b2ax+ γy.

Cette fonction est continue et définie positive sur le carré unité.

V̇ (x, y) = b2aẋ+ γẏ = ma2b1b2y(1− x)− ab2γx+ γb2a(1− y)x− µγy
6 ma2b1b2y − γb2ax− γb2ax− µγy

= y(ma2b1b2 − γµ) 6 0.

L’ensemble des points où V̇ s’annule est constitué des ensembles {x = 0} et {y = 0}.
Autrement dit les demi-axes de coordonnées.
On a déjà vu que si x = 0 alors ẋ = mab1y = 0. Pour que la trajectoire reste dans
l’ensemble {x = 0} ll faut y = 0.
De même si y = 0 alors ẏ = b2ax et pour que la trajectoire reste dans l’ensemble {y = 0}
il faut x = 0.

Finalement le seul ensemble invariant contenu dans l’ensemble des X tels que V̇ (X) =
0 est (0 ; 0), le DFE.
Cela prouve que le DFE est globalement asymptotiquement stable sur le carrée unité.

4.2.4 Stabilité globale de l’équilibre endémique EE

L’équilibre endémique existe si R0 > 1.

On fait un changement de variable :{
x̃ = x− x̄,
ỹ = y − ȳ.

(4.13)

donc : {
x = x̃+ x̄,

y = ỹ + ȳ.
(4.14)

Comme :
˙̃x = ẋ et ˙̃y = ẏ

On a : {
˙̃x = mab1(ỹ + ȳ)(1− x̃− x̄)− γ(x̃+ x̄),
˙̃y = b2a(1− ỹ − ȳ)(x̃+ x̄)− µ(ỹ + ȳ).

(4.15)

On va utiliser simplement x et y, ce qui donne :{
ẋ = mab1(y + ȳ)(1− x− x̄)− γ(x+ x̄),

ẏ = b2a(1− y − ȳ)(x+ x̄)− µ(y + ȳ).
(4.16)
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Soit donc :{
ẋ = mab1ȳ(1− x̄)− γx̄+mab1(1− x− x̄)y −mab1ȳx− γx,
ẏ = b2a(1− ȳ)x̄− µȳ + b2a(1− y − ȳ)x+ b2ayx̄− µy.

(4.17)

En tenant compte du fait que (x̄, ȳ) est un équilibre, on obtient finalement le système
centré à l’équilibre endémique :

{
ẋ = −(mab1ȳ + γ)x+mab1(1− x− x̄)y,

ẏ = b2a(1− y − ȳ)x− (b2ax̄+ µ)y.
(4.18)

On peut l’écrire sous la forme :
ẋ = −mab1

ȳ

x̄
x+mab1(1− x− x̄)y,

ẏ = b2a(1− y − ȳ)x− b2a
x̄

ȳ
y.

(4.19)

On voit qu’il existe deux équilibres : (0, 0) qui est le point endémique EE et le DFE
(−x̄,−ȳ), ces deux sont écrites dans les nouvelles coordonnées.
On remarque que le système n’a plus des coordonnées positives. En effet :

−x̄ 6 x 6 1− x̄ et −ȳ 6 y 6 1− ȳ.

Soit la fonction de Lyapunov définie comme suit :

V (x, y) = ab2 | x | +mab1
ȳ

x̄
| y | .

On considère la fonction εx sur R définie par :

εx =


−1 si x < 0,

0 si x = 0,

1 si x > 0.

(4.20)

avec cette fonction | x |= εxx et | y |= εyy.

Par conséquent :

V̇ (x, y) = ab2εxẋ+mab1
ȳ

x̄
εyẏ

= −ma2b1b2εx
ȳ

x̄
x+ma2b1b2εx(1− x− x̄)y +ma2b1b2εy

ȳ

x̄
(1− y − ȳ)x−ma2b1b2εyy

= ma2b1b2
ȳ

x̄
[−1 + εxεy(1− y − ȳ)] | x | +ma2b1b2[−1 + εxεy(1− x− x̄)] | y |

6 −ma2b1b2(y + ȳ) | x | −ma2b1b2(x+ x̄) | y |
6 0.
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Comme 0 6 x + x̄ 6 1 et 0 6 y + ȳ 6 1 alors les coefficients de | x | et | y | sont
négatifs.

On cherche les points où V̇ (x, y) = 0. On trouve deux points d’équilibre : l’équilibre
endémique (EE) (0, 0) et le (DFE) (−x̄,−ȳ) exprimés dans les nouvelles coordonnées.

En appliquant le principe d’invariance de LaSalle, toutes les trajectoires convergent
vers les deux équilibres (EE) et le (DFE).

Or, le (DFE) est un équilibre répulsif. Donc le plus grand ensemble invariant pour
(4.2) dans Ω est le point d’équilibre endémique.

On conclut que l’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

4.2.5 Interprétation biologique de R0 :

R0 est le seuil critique, il s’agit de l’un des outils essentiels en épidémiologie.

R0 =
ma2b1b2
γµ

= mab1
1

γ
a

1

µ
b2.

C’est le nombre d’humains infectés à partir d’un seul humain infecté dans une po-
pulation totalement susceptible, ou le nombre de moustique infectés à partir d’un seul
moustique infecté après une génération complète du parasite.

Soit un humain infecté, sa durée d’infectiosité est
1

γ
, il reçoit m a piqures par unité

de temps, avec une proportion b2 contamineront les moustiques.

Cet humain créé mab2
1

γ
moustiques infectieux. Ces moustiques vivront pendant

1

µ
, et pi-

queront a humains par unité de temps, sur ces piqures une proportion b1 sera infectante.
En tout on obtient comme humains infectieux secondaires, à partir du premier cas :

mab1
1

γ
a

1

µ
b2.

Il décrit donc les populations sans immunité et sans contrôle du paludisme, il est sou-
vent utilisé comme mesure de gravité de la transmission de la maladie et de la possibilité
ou facilité d’élimination de la maladie.

Le théorème suivant, est bien connu sous le nom de ” théorème du moustique ” :

Théorème 2 [20] :

Si R0 6 1, alors la maladie disparait complètement de la population au bout d’un
certain temps.

Si R0 > 1, alors la maladie reste endémique dans la population.

Pour illustrer les différents résultats théoriques de R0, on fait des simulation sur le modèle
de Ross présentée dans les graphes (4.5) et (4.6) .
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Figure 4.5 – La disparition de la maladie quand R0 6 1.

Figure 4.6 – La persistante de la maladie quand R0 > 1.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté Le modèle de Ross, qui a été le point de départ d’une
littérature riche sur les modèles mathématiques vecteur-hôte.

L’objectif de Ross était d’établir, qu’il n’était pas nécessaire d’éradiquer totalement la
population anophélienne pour éliminer le paludisme, mais que la faire baisser au-dessous
d’un certain ”seuil” était suffisant.

Depuis les années 1911, toute la théorie mathématique déterministe des épidémies de
maladies transmissibles repose sur les travaux de Ronald Ross.
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Chapitre 5

Etude d’un Modèle de paludisme
avec classe asymptomatique et
surinfection

Dans ce chapitre on développe l’article [11] cité dans les références, qui décrit la trans-
mission du paludisme entre le vecteur (anophèle) et l’hôte (humain).
Ce modèle comprend des classes de vecteurs et des humains exposés, ainsi que des hu-
mains infectés asymptomatiques ”porteur sain” qui transmettent exceptionnellement le
paludisme. On présente ainsi la sur-infection d’individus asymptomatiques qui les trans-
ferts vers la classe symptomatique. Une autre caractéristique de ce modèle est la possibilité
d’un traitement incomplet qui déplace les sujets symptomatique à la classe asymptoma-
tique.

5.1 Formulation du modèle mathématique

On suppose que la population humaine est divisée en cinq classes, et celle des vecteurs
(moustiques) en trois classes, avec :
Sh : classe des susceptibles humains.
Eh : classe des exposés humains.
Ih : classe des infectés humains.
Ah : classe des infectés asymptomatiques.
Rh : classe d’immunités temporaires humaines (réfractaires).
Sv : classe des susceptibles vectorielles.
Ev : classe des exposées vectorielles.
Iv : classe des moustiques infectés.

Avec ces divisions, les populations totales d’humains et de moustiques au temps t sont
données respectivement,

Nh(t) = Sh(t) + Eh(t) + Ih(t) + Ah(t) +Rh(t),

Nv(t) = Sv(t) + Ev(t) + Iv(t).

Le modèle mathématique de la transmission du paludisme est donné par l’ensemble
d’équations différentielles ordinaires (5.1) :
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Figure 5.1 – Diagramme de flux pour le modèle (5.1)
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Table 5.1 – Paramètres du modèle et leurs significations.

Paramètres interprétation biologique
Λh recrutement dans la classe des susceptibles humains,
Λv recrutement dans la classe des susceptibles moustiques,
µh taux de mortalité naturelle humaine,
µv taux de mortalité naturelle des moustiques,
βh taux d’infectiosité d’un moustique à un humain susceptible,
ρβh taux de sur-infectiosité des individus asymptomatiques,
σ taux de réduction de transmission de l’infection des individus asymptoma-

tiques aux moustiques susceptibles,
γh taux de guérison chez les humains infectés,
θhγh taux auquel les individus infectés traités se déplacent vers la classe des sus-

ceptibles,
(1− θh)γh taux auquel les personnes traitées passent à la classe asymptomatique,
δh taux de mortalité induit par la maladie pour la population humaine,
γe taux auquel les individus exposées deviennent infectieux,
γv taux auquel les moustiques exposés deviennent infectieux,
αγe probabilité q’une personne exposée devient symptomatique lors d’une infec-

tion,
(1− α)γe probabilité q’un individu exposé passe au cas asymptomatique après une

infection,
γa taux de récupération des individus asymptomatiques,
γu taux de perte d’immunité.



dSh(t)

dt
= Λh −

βhSh(t)Iv(t)

Nh(t)
− µhSh(t) + γuRh(t) + θhγhIh(t),

dEh(t)

dt
=
βhSh(t)Iv(t)

Nh(t)
− µhEh(t)− γeEh(t),

dIh(t)

dt
= αγeEh(t) +

ρβhAh(t)Iv(t)

Nh(t)
− (µh + δh + γh)Ih(t),

dAh(t)

dt
= (1− α)γeEh(t)−

ρβhAh(t)Iv(t)

Nh(t)
− (1− θh)γhIh(t)− γaAh(t)− µhAh(t),

dRh(t)

dt
= γaAh(t)− (µh + γu)Rh(t),

dSv(t)

dt
= Λv −

βhSv(t)(Ih(t) + σAh(t))

Nh(t)
− µvSv(t),

dEv(t)

dt
=
βhSv(t)(Ih(t) + σAh(t))

Nh(t)
− (µv + γv)Ev(t),

dIv(t)

dt
= γvEv(t)− µvIv(t).
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Tous les paramètres et leurs interprétation biologiques sont présentées dans la Table
5.1.

Considérons l’ensemble :

Ω = {(Sh, Eh, Ih, Ah, Rh, Sv, Ev, Iv) ∈ R8
+ : 0 6 Nh 6

Λh

µh
, 0 6 Nv 6

Λv

µv
}.

Théorème 3 Le système (5.1) admet toujours des solutions positives pour toutes condi-
tions initiales positives, et la région biologique Ω ⊂ R8

+ est postivement invariant et glo-
balement attractive pour le systéme (5.1).

Preuve :

Le système (5.1) peut s’ecrire sous la forme :

ẋ(t) = f(x(t)),

avec :
x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) = (Sh, Eh, Ih, Ah, Rh, Sv, Ev, Iv),

et f(x) = (f1(x), f2(x), ..., f8(x)).

Le système (5.1) peut s’écrire donc comme suit :

ẋ1 = Λh −
βhx1x8

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
− µhx1 + γux5 + θhγhx3 := f1,

ẋ2 =
βhx1x8

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
− k1x2 := f2,

ẋ3 = αγex2 +
ρβhx4x8

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
− k2x3 := f3,

ẋ4 = (1− α)γex2 −
ρβhx4x8

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
+ (1− θh)γhx3 − k3x4 := f4,

ẋ5 = γax4 − k4x5 := f5,

ẋ6 = Λv −
βv(x3 + σx4)

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
x6 − µhx6 := f6,

ẋ7 =
βv(x3 + σx4)

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
x6 − k5x7 := f7,

ẋ8 = γvx7 − µvx8 := f8,

(5.2)

oú :

k1 = µh + γe, k2 = µh + δh + γh, k3 = µh + γa,
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k4 = µh + γu, k5 = µv + γv.

Comme le second membre du système (5.1) est localement lipschitzienne, alors le
système (5.1) admet une solution unique.

Il est clair que pour tout j = 1, ..., 8, fj(x) > 0 si x ∈ [0,∞[8 et xj = 0, d’oú la
positivité de la solution.

La population totale humaine et vectorielle satisfait les équations suivantes :


Ṅh = Λh − µhNh − δhIh

Ṅv = Λv − µhNv.

(5.3)

Puisque Ṅh 6 Λh − µhNh, il résulte que : Ṅh 6 0 si Nh(t) >
Λh

µh
et Ṅv 6 0 si

Nv(t) >
Λv

µv
.

Ainsi, selon le théorème de comparaison (voir l’annexe), on peut montrer que :

Nh(t) 6 Nh(0) exp (−µht) +
Λh

µh
(1− exp (−µht)),

et,

Nv(t) 6 Nv(0) exp (−µvt) +
Λv

µv
(1− exp (−µvt)).

En particulier,

Nh(t) 6
Λh

µh
si Nh(0) 6

Λh

µh
,

et,

Nv(t) 6
Λv

µv
si Nv(0) 6

Λv

µv
,

donc la région Ω est positivement invariant.

De plus, si Nh(0) >
Λh

µh
et Nv(0) >

Λv

µv
, alors les solutions du système (5.1) entre

en temps fini dans Ω, ou Nh(t) s’approche asymptotiquement à
Λh

µh
et Nv(t) s’approche

asymptotiquement à
Λv

µv
.

Par conséquent, toutes solutions dans R8
+ entre éventuellement dans Ω.
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5.2 Taux de reproduction de base

Pour obtenir le R0 du système (5.1) nous appliquons l’approche matricielle de la pro-
chaine génération présentée dans le chapitre 3.

Le système a un équilibre sans maladie DFE :

P0 = (
Λh

µh
, 0, 0, 0, 0,

Λv

µv
, 0, 0).

Les compartiments infectés du modèle (5.1) se composent des classes :

(Eh(t), Ih(t), Ah(t), Ev(t), Iv(t)).

On a :

F =



βhSh(t)Iv(t)

Nh(t)

0
0

βvSv(t)(Ih(t) + σAh(t))

Nh(t)

0


, V =



−µhEh(t)− γeEh(t)

αγeEh(t) +−(µh + δh + γh)Ih(t)

(1− α)γeEh(t)− (1− θh)γhIh(t)− γaAh(t)− µhAh(t)

−(µv + γv)Ev(t)

γvEv(t)− µvIv(t)


.

Et la matrice positive :

F (P0) =


0 0 0 0 βh
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0
βvΛvµh
Λhµv

σβvΛvµh
Λhµv

0 0

0 0 0 0 0

 ,

et la matrice de Metzler :

V (P0) =


−k1 0 0 0 0
αγe −k2 0 0 0

(1− α)γe (1− θh)γh −k3 0 0
0 0 0 −k5 0
0 0 0 γv −µv

 .

Le determinant de la matrice V est :

V = −k1k2k3k5µv.
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L’inverse de la matrice V est donnée par :

V −1 =



−1 0 0 0 0 0
−αγe
k1k2

−1

k3
0 0

0 0 0
−1

k5
0

0 0 0
γv
µvk5

−1

µv


.

Donc, la matrice de la prochaine génération sera :

FV −1 =


0 0 0

βhγv
µvk5

−βh
µv

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
r51 r52 r53 0 0
0 0 0 0 0

 ,

avec :

r51 = −βvΛvµh
Λhµv

(
αγe
k1k2

+
σαγe
k1k2k3

(1− θh)γh +
σγe
k1k3

(1− α)),

r52 = −βvΛvµh
Λhµv

(
1

k2
+

σ

k2k3
(1− θh)γh),

r53 = −σβvΛvµh
Λhµvk3

.

Le nombre de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice de la pro-
chaine génération :

R0 = ρ(−FV −1).

Un calcul simple donne :

R0 =

√
βhβvγvΛvµh(αγek3 + σαγe(1− θh)γh + σγek2(1− α))

k1k2k3k5Λhµv2
. (5.4)

Le nombre de reproduction de base R0 est défini comme le nombre prévu de cas secon-
daires (moustiques ou humains) produits dans une population complètement susceptible,
par un individu infectieux (moustique ou humain, respectivement) pendant sa vie infec-
tieuse.

En utilisant le théorème (1) nous pouvons établir le résultat suivant :
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Lemme 2 L’equilibre sans maladie P0 du système (5.1) est localement asymptotique-
ment stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1.

Nous explorons maintenant l’existence d’équilibres endémiques.
Soit P∗ = (S∗h, E

∗
h, I
∗
h, A

∗
h, R

∗
h, S

∗
v , E

∗
v , I
∗
v ) un équilibre endémique du système (5.1). En po-

sant l’equation à droite égale à zéro, on a :



S∗h =
k1k2k4Λh

L
,

E∗h =
k2k4Λhλ

∗
h

L
,

I∗h =
k4Λhλ

∗
h(αγe + ρλ∗hA11)

L
,

A∗h =
k2k4Λhλ

∗
hA11

L
,

R∗h =
k2γaΛhλ

∗
hA11

L
,

S∗v =
Λv

µv + λ∗v
,

E∗v =
Λvλ

∗
v

K5(µv + λ∗v)
,

I∗v =
γvΛvλ

∗
v

µvK5(µv + λ∗v)
.

(5.5)

où :

λ∗h =
βhI

∗
v

N∗h
,

λ∗v =
βv(I

∗
v + σA∗h)

N∗h
,

A11 =
αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)

k2k3 + ρk2λ∗h − ρ(1− θh)γhλ∗h
,

L = k1k2k4(λ
∗
h + µh)− k2γuγaλh∗A11 − θhγhk4λ∗h(αγe + ρλ∗hA11), (5.6)

λ∗h =
βh(k1k2k4(λ

∗
h + µh)− k2γuγaλ∗hA11 − θhγhk4λ∗h(αγe + ρλ∗hA11))γvΛvλ

∗
v

Λh(k1k2k4 + λh
∗(k2k4 + k4(αγe + ρλh

∗A11) + k2k4A11 + k2γaA11))µvk5(µv + λ∗h)
,

λ∗v =
βv(σk2k4λ

∗
hA11 + k4λ

∗
h(αγe + ρλ∗hA11))

k1k2k4 + λ∗h(k2k4 + k4(αγe + ρλ∗hA11) + k2k4A11 + k2γaA11)
. (5.7)

On peut vérifier que le dénominateur commun de S∗h, E
∗
h, I

∗
h, A∗h, R

∗
h est positif, comme

suit :

L = k1k2k4(λ
∗
h+µh)−(k2γuγa+ρθhγhk4λ

∗
h)
αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)

k2k3 + ρk2λ∗h − ρ(1− θh)γhλ∗h
−θhγhk4αγeλ∗h

= k1k2k4(λ
∗
h+µh)−(k2γuγa+ρθhγhk4λ

∗
h)
αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)

k2k3 + ρ(µh + δh + θhγh)λ∗h
λ∗h−θhγhk4αγeλ∗h

> k1k2k4(λ
∗
h + µh)− k4(k2k3 + ρλ∗hθhγh)

αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)

k2k3 + ρθhγhλ∗h
λ∗h− θhγhk4αγeλ∗h
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> k1k2k4(λ
∗
h + µh)− k4(αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α))λh

∗ − θhγhk4αγeλ∗h

= k1k2k4(λ
∗
h + µh)− k4γe(αγh + k2(1− α))λ∗h

> k1k2k4(λ
∗
h + µh)− k1k2k4λ∗h = k1k2k4µh > 0. (5.8)

En substituant la valeur de λ∗v de la seconde équation dans la première équation de
(5.7), on développe et simplifie dans λ∗h, on obtient l’équation polynomiale suivante :

g(λ∗h) = Q1λ
∗
h
4 +Q2λ

∗
h
3 +Q3λ

∗
h
2 +Q4λ

∗
h +Q5 = 0, (5.9)

où :

Q1 = Λhµhρ
2k4

2k5[(k2 + αγe)(k2 − (1− θh)γh) + αγhγh(1− θh) + k2γe(1− α)]

×[µv(k2 + αγe) + βvαγe(k2 − γh(1− θh)) + µv(αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α))],

Q2 = Λhµvk4k5ρ[(ρk1k2(k2 − (1− θh)γh) + k2k3k4(k2 + αγe)

+k2γe(k4 + γa)(αγh(1− θh) + k2(1− α)))(µv(k2 + αγe + βvαγe)(k2 − γh(1− θh))

+µv(αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)))

+(k2 + αγe)(k2 − (1− θh)γh) + αγhγe(1− θh)

+k2γe(1− α)][ρµvk1k2k4(k2 − γh(1− θh))]

−βhβvγhΛv[(k1k2 − θhγhαγe)(k2 − γh(1− θh))

−θhγhγe(αγh(1− θh) + k2(1− α))]

×[×ρk4αγe(k2 − γh(1− θh)) + (σk2k4 + ρk4)γe

×(αγh(1− θh) + k2(1− α))],

Q3 = Λhµvk5[ρk1k2
2k3k4

2((µvk2 + µvαγe + βvαγe)

×(k2 − γh(1− θh)) + µvγe(αγh(1− θh)

+k2γe(1− α))) + µvρk1k2
2k3k4

2((k2 + αγe)(k2 − (1− θh)γh)

+γe(αγh(1− θh) + k2(1− α)))

+(k2k3k4(k2 + αγe) + ρk2k3k4(k2 − γh(1− θh))

+k2γe(k4 + γa)(α(1− θh)
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+k2(1− α)))(k2k3k4(µvk2 + µvαγe + βvαγe)

+µvρk1k2k4(k2 − γh(1− θh))

+(µvk2k4 + µvk2γa + σk2k4 + ρk2)γe(αγh(1− θh)

+k2(1− α)))]

−βhβvγvΛv[(ρ(k1k2k4 − θhγhk4αγe)(k2 − (1− θh)γh)

−ρθhγhk4

×γe(αγh(1− θh) + k2(1− α)))[σk2k4γe(αγh(1− θh)

+k2(1− α)) + k2k3k4αγe]

+(k1k2
2k3k4 + µhk1k2k4ρ(k2 − (1− θh)γh)

−k2γuγaγe(αγa(1− θh) + k2(1− α))

−θhγhαγek2k3k4)(ρk4αγe(k2 − (1− θh)γh)

+γe(ρk4 + σk2k4)(αγh(1− θh) + k2(1− α)))],

Q4 = Λhµvk5[µvk1k2
3k3k4(ρk1k4 − (k2 − (1− θh)γh))

+k3k4(k2 + αγe) + γe(k4 + γa)(αγh(1− θh)

+k2(1− α))) + k1k2
3k3k4(k3k4(µvk2 + αγe + βvαγe)

+ρµvk1k4(k2 − (1− θh)γh)

+(µvk4 + γaγu + σk4 + ρ))γe(αγh(1− θh) + k2(1− α))]

−βhβvγvΛv[(k1k2
2k3k4 + ρµhk1k2k4(k2 − (1− θh)γh)

−k2γuγaγe(αγh(1− θh) + k2(1− α))− θhγhαγek2k3k4)

×(σγek2k4(αγh(1− θh) + k2(1− α))

+αγek2k3k4) + µhk1k2
2k3k4(ρk4αγe(k2 − (1− θh)γh)

+ρk4γe(αγh(1− θh) + k2(1− α)))],

Q5 = Λhµv
2k1

2k2
4k3

2k4
2k5(1−R0

2).
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Puisque tous les paramètres dans (5.1) sont positives, il est facile de vérifier queQ1 > 0,
en outre Q5 > 0 lorsque R0 < 1. Ainsi, le nombre de racines réelles positives possibles
de polynôme (5.9) dépend des signes de Q2, Q3, Q4. En utilisant la règle de Descartes
des signaux sur l’équation g(λh

∗) = 0, nous classons les différentes possibilités pour les
racines de g(λ∗h) dans la table 5.2.

Table 5.2 – Nombre de racines réelles positives possibles g(x) données dans (5.2) pour
R0 < 1 et R0 > 1.
cas Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 R0 no.de changement

de signes
no.de racines réelles posi-
tives possibles

1 + + + + + R0 < 1 0 0
+ + + + - R0 > 1 1 1

2 + - - - + R0 < 1 2 0,2
+ - - - - R0 > 1 1 1

3 + - - + + R0 < 1 2 0,2
+ + - - - R0 > 1 1 1

4 + - + - + R0 < 1 4 0,2,4
+ - + - - R0 > 1 3 1,3

5 + - - + + R0 < 1 2 0,2
+ - - + - R0 > 1 3 1,3

6 + + + - + R0 < 1 2 0,2
+ + + - - R0 > 1 1 1

7 + + - + + R0 < 1 2 0,2
+ + - + + R0 > 1 3 1,3

8 + - + + + R0 < 1 2 0,2
+ - + + - R0 > 1 3 1,3

Parmi les différentes possibilités pour les racines de g(λ∗h) dans la table 5.2, nous avons
les résultats suivants :

Théorème 4 Le système (5.1) admet un seul point d’équilibre endémique P* si R0 > 1
et les cas 1-3 et 6 sont satisfaits. Le système pourrait avoir plus qu’un équilibre endémique
si R0 > 1 et les cas 4, 5, 7 et 8 sont satisfaits. Le système (5.1) pourrait avoir 2 ou plus
d’équilibres endémiques si R0 < 1 et les cas 2-8 sont satisfaits.

Puisque le système (5.1) présente des équilibres multiples, nous analysons le modèle
pour un cas spécial. Nous supposons qu’il n y a pas de mortalité induite par la maladie
pour la population infectée Ih(t), et aucune sur-infection de la classe asymptomatique
Ah(t).

On pose δh = ρ = 0, alors la population humaine totale Nh satisfait
dNh

dt
= Λh−µhNh.

Il s’ensuit que Nh(t)→
Λh

µh
quand t→ +∞.

De même, Nv(t)→
Λv

µv
quand t→ +∞.
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Pour ce cas spécial, nous désignons l’équilibre sans maladie comme : Pm
0 = (

Λh

µh
, 0, 0, 0, 0,

Λv

µv
, 0, 0).

Après l’approche matricielle de la prochaine génération, nous obtenons le nombre de re-
production de base pour ρ = 0, δh = 0, qui est donné par :

Rm
0 =

√
βhβvγvΛvµh(αγek3 + σαγe(1− θh)γh + σγek

′
2(1− α))

k1k′2k3k5Λhµ2
v

, (5.10)

où
k′2 = µh + γh.

Ensuite, nous étudions l’existence de l’équilibre endémique Pm
∗ dans le système (5.1)

pour δh = 0, ρ = 0. Fixons β∗h =
βh
N∗h

, β∗v =
βv
N∗h

, nous obtenons :

λ∗h = β∗hI
∗
v , λ∗v = β∗v(I

∗
hσA

∗
h), A11 =

αγeγh(1− θh) + k2γe(1− α)

k′2k3
, A∗h = A11

λ∗hS
∗
h

k1
,

I∗h =
αγeλ

∗
hS
∗
h

k1k′2
, λ∗h =

β∗hγhΛvλ
∗
v

µvk5(µv + λ∗v)
, λ∗v = β∗v

(αγe + σk2A11)λ
∗
hS
∗
h

k1k′2
.

En remplaçant la valeur de λ∗v, S
∗
h dans λ∗h et utilisant les expressions de β∗h et βv, et

réarrangeant en λ∗h, on obtient l’équation polynomiale suivante :

λ∗h(λ
∗
h(µvβvµhk1k

′
2k3k5(αγe + σk′2A11) + µ2

vk1k
′
2k5(k1k

′
2k4 − θhγhαγe − k′2γeγaA11)

−µv2µhk12k′2
2k4k5((Rm

0 )2 − 1)) = 0.

Une analyse similaire à (5.8) conduit à k1k
′
2k4 − θhγhαγe − k′2γeγaA11 > 0. Comme

λ∗h 6= 0, il existe un unique point d’équilibre positif Pm
∗ dans le système (5.1) avec δh = 0,

ρ = 0 lorsque Rm
0 > 1.

De plus, nous établissons le résultat de la stabilité global suivant.

Théorème 5 Le point d’équilibre sans maladie Pm
0 du système (5.1) avec δh = 0, ρ = 0

est globalement asymptotiquement stable lorsque Rm
0 6 1

Preuve : En fait, on considère la fonction de Lyapunov suivante :

W1(t) = a1Eh + a2Ih + a3Ah + a4Ev + a5Iv,

où,

a1 = βvγvΛv(αγek3 + σk2(1− α)γe + σαγe(1− θh)γh),

a2 = βvΛvµvγvk1k3 + σβvΛvµhγvk1(1− θh)γh,

a3 = σβvΛvµhk1k2γv,

a4 = µvΛhk1k2k3γvRm
0 ,
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a5 = µvΛhk1k2k3k5Rm
0 .

Calculons sa dérivée :

dW1(t)

dt
= a1Ėh + a2İh + a3Ȧh + a4Ėv + a5İv

= a1(λ
∗
hSh − k1Eh) + a2(αγeEh − k2Ih) + a3((1− α)γeEh + (1− θh)γhIh − k3Ah)

+a4(λ
∗
hSv − k5Ev) + a5(γvEv − µvIv)

= a1λ
∗
hSh − a5µvIv + a4λ

∗
hSv − [(a2k2 − a3(1− θh)γh)Ih + a3k3Ah]

+(a2αγe + a3(1− α)γe − a1k1)Eh + (a5γv − a4k5)Ev

= a1λ
∗
hSh − a5µv

λ∗hN
∗
h

βh
+ a4λ

∗
hSv − [(k2βvΛvµhγvk1k3 + k2σβvΛvµhγvk1(1− θh)γh

−σβvΛvµhk1k2γv(1− θh)γh)Ih + k3σβvΛvµhk1k2γvAh]

+(a2αγe + a3(1− α)γe − a1k1)Eh + (a5γv − a4k5)Ev

(puisque Sh 6 Sh
0, etSv 6 Sv

0)

6
a5µvλ

∗
hN
∗
h

βh
(
βha1S

0
h

a5µvN∗h
− 1) + a4λ

∗
vSv

0 − βvΛvµhγvk1k2k3(Ih + σAh)

+a1k1(
a2αγe + a3(1− α)γe

a1k1
− 1)Eh + a4k5(

a5γv
a5k5

− 1)Ev

=
a5µvλ

∗
hN
∗
h

βh
(Rm

0 − 1) + a4λ
∗
vS

0
v − βvΛvµhγvk1k2k3

λ∗vN
∗
h

βv
+ a4k5(

a5γv
a4k5

− 1)Ev

=
a5µvλ

∗
hN
∗
h

βh
(Rm

0 − 1) + Λvµhγvλ
∗
vN
∗
hk1k2k3(

a4Sv
0

ΛvµhγvN∗hk1k2k3
− 1)

=
a5µvλ

∗
hN
∗
h

βh
(Rm

0 − 1) + Λvµhγvλ
∗
vN
∗
hk1k2k3(Rm

0 − 1) 6 0, pour Rm
0 6 1.

Puisque tous les paramètres et les variables du modèle sont positifs, alors Ẇ1(t) 6 0
pour Rm

0 6 1. En outre, Ẇ1(t) = 0 si et seulement si Ih(t) = Ah(t) = Iv(t) = 0, pour tout
t > 0. Du modèle (5.1), il est facile d’obtenir Eh(t) = Ev(t) = 0 pour tout t > 0. En rem-
place, Eh(t) = Ih(t) = Ah(t) = Iv(t) = Ev(t) = 0 dans le modèle (5.1), on constate que
Rh(t)→ 0, Sh(t)→ S0

h, Sv(t)→ S0
v lorsque t→ +∞. Alors le plus grand ensemble com-

pact invariant dans {(Sh, Eh, Ih, Ah, Rh, Sv, Ev, Iv) ∈ Ω : Ẇ1 = 0} est le point d’équilibre
sans maladie lorsque ρ = δh = 0.
Il découle, du principe d’invariance de LaSalle (voir l’annexe théorème 8) que pour toute
condition initiale dans Ω, les solutions de système (5.1) convergent vers l’équilibre sans
maladie Pm

0 quand t→ +∞ et lorsque Rm
0 6 1.

Remarque : LeDFE P0
m est globalement asymptotiquement stable lorsque le nombre

de reproduction de base R0
m 6 1, le modèle (5.1) sans mortalité induite par la maladie

et la sur-infection (δh = 0, ρ = 0) ne peut pas présenter une bifurcation Backward. Le
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modèle (5.1) peut avoir des équilibres multiples, alors nous poursuivons notre analyse du
modèle avec une bifurcation Backward.

5.3 Bifurcation Backward

Dans cette section, nous explorons le phénomène de bifurcation backward dans le
système (5.1). Tout d’abord, nous effectuons une analyse de la bifurcation en appliquant
le théorème de la variété centre [3] (voir théorème 9 dans l’annexe).
Le jacobien du système (5.1) au DFE (P0) est donné comme suit,

J(P0) =



−µh 0 θhγh 0 γu 0 0 −βh
0 −k1 0 0 0 0 0 βh
0 αγe −k2 0 0 0 0 0
0 (1− α)γe (1− θh)γh −k3 0 0 0 0
0 0 0 γa −k4 0 0 0

0 0 −βvΛvµh
Λhµv

−σβvΛvµh
Λhµv

0 −µv 0 0

0 0
βvΛvµh
Λhµv

σ
βvΛvµh
Λhµv

0 0 −k5 0

0 0 0 0 0 0 γv −µv


. (5.11)

On choisit βh comme paramètre de bifurcation, puis on pose R0 = 1, ce qui donne :

βh = βh
∗ =

µv
2Λhk1k2k3(µv + γv)

βvγvΛvµh(αγek3 + σk2(1− α)γe + αγe(1− θh)γh)
(5.12)

Le système (5.1) au DFE (P0) évalué pour βh = β∗h a une valeur propre zéro et
toutes les autres valeurs propres ayant des parties réelles négatives. Pour analyser la
dynamique de (5.1) prés de βh = β∗h, nous appliquons le théorème de la variété cen-
trale (voir Théorème 9 dans l’Annexe ). Le Jacobien de (5.1) en βh = β∗h, noté par
J(P0)|βh=β∗

h
a un vecteur propre droit (associé à la valeur propre zéro) donné par :

w = (w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8)
T , où :

w1 =
1

µh
[θhγh

βhαγe
k1k2

+
γaγu
k3k4

((1− α)γe
βh
k1

+ (1− θh)γh
βhαγe
k1k2

)− βh]w8,

w2 =
βh
k1
w8,

w3 =
βhαγe
k1k2

w8,

w4 =
1

k3
((1− α)γe

βh
k1

+ (1− θh)γh
βhαγe
k1k2

)w8,

w5 =
γa
k4
w4, w6 = −k5

µv
w7, w7 =

µv
γv
w8, w8 = w8 > 0.

De même, J(P0)|βh=β∗
h

a un vecteur propre gauche (associé à la valeur propre zéro),
donné par : v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8)

T , où :
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v1 = 0,

v2 =
1

k1
[
αγeγvβvΛvµh
k2k3k5Λhµv

(σ(1− θh)γh + k3) +
σ(1− α)γvγeβvΛvµh

k3k5Λhµv
]v8,

v3 =
γvβvΛvµh
k2k3k5Λhµv

(σ(1− θh)γh + k3)v8,

v4 =
σγvβvΛvµh
k3k5Λhµv

v8,

v5 = 0, v6 = 0, v7 =
γv
k5
v8, v8 = v8 > 0.

Pour montrer l’existence de la bifurcation backward, nous calculons les dérivées par-
tielles de second ordre de fi à l’équilibre sans maladie P0 et obtenons :

∂2f2
∂x2∂x8

= −βhµh
Λh

,
∂2f2
∂x3∂x8

= −βhµh
Λh

,
∂2f2
∂x4∂x8

= −βhµh
Λh

,
∂2f2
∂x5∂x8

= −βhµh
Λh

,

∂2f3
∂x4∂x8

=
ρβhµh

Λh

,
∂2f4
∂x4∂x8

= −−ρβhµh
Λh

,
∂2f7
∂x3∂x6

=
βvµh
Λh

,
∂2f7
∂x4∂x6

=
σβvµh

Λh

,

∂2f7
∂x1∂x3

=
∂2f7
∂x2∂x3

=
∂2f7
∂x4∂x3

=
∂2f7
∂x5∂x3

= −βv
Λvµh

2

µvΛh
2 ,

∂2f7
∂x1∂x4

=
∂2f7
∂x2∂x4

=
∂2f7
∂x5∂x4

=
∂2f7
∂x5∂x4

= −σβv
Λvµh

2

µvΛh
2 ,

∂2f7
∂x32

= −2βv
Λvµh

2

µvΛh
2 ,

∂2f7
∂x42

= −2σβv
Λvµh

2

µvΛh
2 .

Maintenant, nous calculons les coefficients a et b, définis dans le théorème (9) dans
l’annexe, comme suit :

a =
∑8

k,i,j=1 vkwiwj
∂2fk
∂xi∂xj

(0, βh
∗)

= v2
∑8

i,j=1wiwj
∂2f2
∂xi∂xj

(0, βh
∗) + v3

∑8
i,j=1wiwj

∂2f3
∂xi∂xj

(0, βh
∗)

+v4
∑8

i,j=1wiwj
∂2f4
∂xi∂xj

(0, βh
∗) + v7

∑8
i,j=1wiwj

∂2f7
∂xi∂xj

(0, βh
∗)

= −2v2(w1w8 + w3w8 + w4w8 + w5w8)
βhµh
Λh

+ 2v3w4w8
ρβhµh

Λh

− 2v4w4w8
ρβhµh

Λh

+2v7[w3w6
βvµh
Λh

+ w4w6
σβvµh

Λh

− βvΛvµh
2

µvΛh
2 (w1 + w2 + w4 + w5)w3

−σβvΛvµh
2

µhΛh
2 (w1 + w2 + w5)w4 − 2w3

2βvΛvµh
2

µvΛh
2 − 2w4

2σβvΛvµh
2

µvΛh
2 ],

b =
∑8

k,i=1 vkwi
∂2fk
∂xi∂βh

(0, βh
∗) = v2

∑8
i=1wi

∂2f2
∂xi∂βh

(0, βh
∗) = v2w8

∂2f2
∂xi∂βh

(0, βh
∗)

= v2w8 > 0.
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Comme le coefficient b est toujours positif, le système (5.1) subit une bifurcation ba-
ckward à R0 = 1, si a > 0, à savoir si :

ρ >
Λh

2v3w4w8βhµh
[(2v2w8(w2 + w3 + w4 + w5) + 2v4w4w8)

βhµh
Λh

(5.13)

+2v7(
βvΛvµh

2

µvΛh
2 (w1 + w2 + w4 + w5)w3 +

σβvΛvµh
2

µvΛh
2 (w1 + w2 + w5)w4

+2w3
2βvΛvµh

2

µvΛh
2 + 2w4

2σβvΛvµh
2

µvΛh
2 − w3w6

βvµh
Λh

− w4w6
σβvµh

Λh

)].

Nous avons établi la conclusion suivante.

Théorème 6 Le système (5.1) subit une bifurcation backward au R0 = 1 chaque fois que
l’inégalité (5.13) est vérifiée

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé un modèle EDO pour le paludisme. Le modèle
comprend des classes de vecteurs et des humains exposés ainsi que des humains infectés de
manière asymptomatique qui transmettent également le paludisme. Le modèle permet une
surinfection d’individus asymptomatiques qui les transfère dans la classe symptomatique.
Une autre caractéristique saillante du modèle est la possibilité d’un traitement incomplet
qui déplace les individus asymptomatiques dans la classe asymptomatique. Nous avons
montré que le système (5.1) a toujours une solution unique, pour toute condition initiale
positive et proviennent d’un ensemble borné, les solutions du système (5.1) restent posi-
tives et bornées dans cet ensemble.
Le système (5.1) a un seul équilibre sans maladie qui est localement asymptotiquement
stable si le nombre de reproduction est inférieur à un, et instable si le nombre de repro-
duction est supérieur à un. Nous avons démontrés que le système (5.1) peut présenter
une bifurcation backward et il existe deux raisons indépendantes pour lesquelles il se
produit : d’abord, il peut se produire en raison de l’incidence standard [1] et le second
peut être entrâıné par la sur-infection. Dans le deuxième cas, la raison spécifique est que
la sur-infection génère deux classes ”susceptibles” avec différentes susceptibilités : sujets
susceptibles et sujets infectés de manière asymptomatique qui sont également sensibles
d’être infectés.
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Annexe

Soit le système :

dx

dt
= F (x) (5.14)

On suppose que F : Ω ∈ Rn −→ Rn est continue, et satisfait des conditions telle
qu’une solution du système (5.14) existe en tout point, est unique et dépend de manière
continue des conditions initiales.

Fonction de Lyapunov :

L’utilisation des fonctions de Lyaounov est très important dans l’étude de la stabilité
des systèmes dynamique.

Soit V : Ω ∈ Rn −→ R une fonction continue.

Définition :

La fonction V est dite définie positive dans un voisinage Ω0 de x0 si :

V (x0) = 0 et V (x) > 0 pour tout x 6= x0 dans ce voisinage.

La fonction V est dite définie négative si (−V ) est définie positive.

Une fonction scalaire V (x) (par rapport à x) est dite semi-positive au voisinage de
x0 si :

V (x0) = 0, V (x) ≥ 0 dans un voisinage Ω0 de x0.

Définition 2 Une fonction V est une fonction de Lyapunov pour le système (5.14),
si elle est décroissante le long des trajectoires du système. Si V est de classe C1, cela
revient à dire que sa dérivée V̇ par rapport au système (5.14) est négative sur Ω, c-à-d,
V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω.

Théorème 7 (Fonction de Lyapunov) Si la fonction V est définie positive et V̇ semi-
définie négative sur Ω, alors le point d’équilibre x0 est stable pour le système (5.14).

Si la fonction V est définie positive et V̇ définie négative sur Ω, alors x0 est un point
d’équilibre asymptotiquement stable pour le système (5.14).
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Si en plus, cette fonction est propre, c.à.d, limV (x) = +∞ lorsque ‖x‖ → +∞, alors
le système (5.14) est globalement asymptotiquement stable.

Principe d’invariance de LaSalle

Théorème 8 [9] Soit Ω un sous-ensemble de <n, supposons que Ω est un ouvert positi-
vement invariant pour le système (5.14) en x0. Soit V : Ω −→ R une fonction de classe
C1 pour le système (5.14) en x0 telle que :

V̇ ≤ 0 sur Ω.
soient E = {x ∈ Ω | V̇ = 0} et L le plus grand ensemble invariant par F et contenu dans
E.
Alors, toute solution bornée commençant dans Ω tend vers l’ensemble L lorsque le temps
tend vers l’infini.

Corollaire 1 Supposons que Ω ⊂ Rn est un ouvert connexe tel que x0 ∈ Ω.
Soit V : U −→ R une fonction définie positive et de classe C1 telle que v̇ ≤ 0 sur U .
Soit E = {x ∈ U | V̇ = 0} ; supposons que le plus grand ensemble positivement invariant
contenu dans E est réduit au point x0.

Alors x0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le système (5.14). Si
ces conditions sont satisfaites pour U = Ω, si de plus V est propre sur Ω, alors toutes les
trajectoires sont bornées pour tout t > 0 et x0 est un point d’équilibre globalement stable
pour le système (5.14).

Proposition 1 [8] la solution du système
dx

dt
= F (t, x)

x0 = x(0)
(5.15)

où x = (x1, ..., xn) et F = (F1, ..., Fn).
existe et elle est unique

si Fj(t, x) > 0, ∀ x ∈ [0,+∞)n, xj = 0, t > 0 =⇒ x ∈ [0,+∞]n, ∀ t > 0, ∀ x0 ≥ 0.

Matrices de Metzler

Définition 3 On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (aij) ∈Mn(R) dont
tous les coefficients extra-diagonaux sont positifs. c.à.d, aij > 0 pour tout les i et j avec
i 6= j.

Rayon spectral

Définition 4 On appelle rayon spectral d’une matrice A, la valeur maximum du module
des valeurs propres de A

ρ(A) = max
λ∈Sp(A)

| λ |
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Théorème de comparaison :
Soient f, g : R× R→ R deux fonctions de Lipschitz.

On considère les solutions x(.) et y(.) des problèmes de Cauchy :{
x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

Supposons que f(t, x) 6 g(t, x) pour tout (t, x) ∈ R× R et que x0 6 y0 Alors x(t) 6
y(t) pour tout t > t0.

Théorème 9 On considère le système général d’équation différentielle ordinaire avec un
paramètre φ :

dx

dt
= f(x, φ), f : Rn × R→ Rn, f ∈ C2(Rn × R) (5.16)

on suppose que x = 0 est un équilibre pour le système (5.16) pour toutes les valeurs
du paramètre φ.
Supposons que :
(1) A = Dxf(0, 0) est la matrice linéarisée du système (5.16) autour de l’équilibre x = 0
avec φ évalué à 0. Zero est une simple valeur propre de A et toutes les autres valeurs
propres de A ont des parties réelles négatives ;
(2) La matrice A a un vecteur propre droit positif w et un vecteur propre gauche v cor-
respondant à la valeur propre zéro.
Soit fk le k-éme composant de f et :

a =
∑n

k,i,j=1 vkwiwj
∂2fk
∂xi∂xj

(0, 0),

b =
∑n

k,i=1 vkwi
∂2fk
∂xi∂φ

(0, 0).

Ensuite, la dynamique locale du système (5.16) autour de 0 est totalement déterminée
par le signe de a et b.
(i) a > 0, b > 0. Quand, φ < 0 avec |φ| < 1, x = 0 est localement asymptotiquement
stable et il existe un équilibre instable positif ; Lorsque 0 < φ < 1, x = 0 est instable et il
existe un équilibre négatif et localement asymptotique ;
(ii) a < 0, b < 0. Quand, φ < 0, avec |φ| < 1, x = 0 est instable ; Lorsque 0 < φ < 1,
x = 0 est localement asymptotiquement stable et qu’il existe un équilibre instable négatif ;
(iii) a > 0, b < 0. Quand, φ < 0, avec |φ| < 1, x = 0 est instable et il existe un équilibre
négatif localement asymptotiquement stable ; Lorsque 0 < φ < 1, x = 0 est stable et qu’un
équilibre instable positif apparâıt ;
(iv) a < 0, b > 0. Quand φ change de signe de négatif à positif, x = 0 change sa stabilité de
stable à instable. De manière correspondante, un équilibre instable négatif devient positif
et localement asymptotiquement stable. En particulier, si a > 0, b > 0, une bifurcation
Backward se produit à φ = 0.
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5.2 Nombre de racines réelles positives possibles g(x) données dans (5.2) pour

R0 < 1 et R0 > 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

55



Bibliographie

[1] A.B. Gumel, Causes of backward bifurcations in some epidemiological models, J.
Math. Anal. Appl. 395 (2012) 355–365.

[2] Carte géographique
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