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da Beira Interior que no seu leque de docentes e não docentes, nos proporcionou mo-

mentos singulares do saber, pelos conhecimentos adquiridos. Em particular à Prof.a
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Resumo

Neste trabalho, começamos por estudar alguns dos resultados fundamentais sobre

estabilidade de sistemas de equações às diferenças, os quais se empregam no estudo

da estabilidade local dos pontos de equiĺıbrio de modelos SIR e SIS autónomos, di-

cretizados com recurso ao método de Mickens. Além disso, estabelecemos, para os

modelos anteriores, a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio sem doença quando

R0 < 1 e, adaptando ao nosso contexto uma técnica já utilizada para modelos

discretizados com o método de Euler, obtemos, em condições pouco exigentes, es-

tabilidade global do ponto de equiĺıbrio endémico quando R0 > 1. De seguida,

verificamos a existência de uma órbita periódica para um modelo SI com taxa de

incidência periódica, discretizado pelo método de Euler. Quando o modelo se reduz

a um modelo autónomo, garantimos a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio

endémico.

Na última parte do trabalho, tecemos alguns comentários sobre a preparação de

parte de uma ação de divulgação em matemática, subordinada ao tema “Alguns

Modelos Discretos da Biomatemática” realizada no contexto da Academia Júnior

de Ciências da Universidade da Beira Interior.

Palavras-chave

Modelos epidemiológicos SIR e SIS; Estabilidade local; Estabilidade global; Mo-

delo periódico; Divulgação da Matemática.
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Abstract

In this work, we study some of the fundamental results concerning stability systems

of difference equations and we use them to study the local stability of equilibrium

points of autonomous SIR and SIS models, discretized by the Mickens method.

Moreover, for the referred models we establish global stability of the disease free

equilibrium when R0 < 1 and, using in our context a technique already considered

for models discretized by the Euler method, we obtain global stability of the endemic

equilibrium point when R0 > 1. Next, we establish the existence of a periodic orbit

for an SI model with periodic incidence, discretized by the Euler method. When

the model is reduced to an autonomous model, we obtain the global stability of the

endemic equilibrium.

In the last part of this work, we make some comments on the preparation of

part of an action of dissemination of mathematical knowledge, under the theme

“Some discrete models of biomathematics” done in the context of Junior Academy

of Science of University of Beira Interior.

Keywords

SIR and SIS epidemiological models; Local stability; Global stability; Periodic

model; Dissemination of mathematical knowledge.
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Introdução

Os modelos epidemiológicos SIR e SIS são estudados desde que se começaram a

considerar modelos compartimentais para descrever a evolução de uma doença con-

tagiosa no seio de uma população, tanto em tempo cont́ınuo como em tempo dis-

creto. Em diversas épocas, a humanidade foi assolada por epidemias, como por

exemplo a peste negra (1343− 1353) que resultou na morte de 75− 200 milhões de

pessoas, a vaŕıola (430 A.C) estima-se que reduziu a população para dois terços

e o sarampo que ainda hoje se verifica. Essas são apenas algumas das doenças

que dizimaram inúmeras vidas ao longo do tempo. Compreender a evolução e as

condições de contágio de epidemias ajuda a minimizar o número de v́ıtimas. Desta

forma, basear-se em modelos matemáticos para entender e, na medida do posśıvel,

minimizar os efeitos de uma epidemia é muito interessante.

A Matemática aplicada à Biologia tem atráıdo a atenção dos estudiosos já há

algum tempo. O primeiro registo sobre este assunto é atribúıdo a Johnn Graunt

(1620 − 1674) quando publicou em 1662 o trabalho “Natural and Political Obser-

vations upon the Bills of Mortality”, com isto também constituiu as bases para a

demografia. Passado quase um século (1760) Daniel Bernoulli, submeteu à Acade-

mia de Ciências de Paris um trabalho intitulado “An attempt at a new analysis of

the mortality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent

it”, mas que foi publicado apenas em 1766. Neste trabalho, foi discutido se a ino-

culação de um v́ırus deve ser encorajada mesmo que haja uma possibilidade de ser

uma operação mortal. Bernoulli ressaltou a idade dos indiv́ıduos envolvidos e desig-

nou por S(x) o número de pessoas suscet́ıveis que estão vivas na idade x sem nunca

terem sido infetadas com a vaŕıola, por R(x) o número de pessoas que estão vivas

na idade x e que sobreviveram à doença e por P (x) o número total de pessoas vivas

na idade x. Alguns anos mais tarde, ao estudar a malária, a fim de descobrir como

era feita a transmissão aos seres humanos, Ross (1911), tentou construir modelos

matemáticos da transmissão desta doença, a fim de apoiar uma afirmação feita na

primeira edição do seu livro, onde dissera que a malária poderia ser erradicada sim-

plesmente reduzindo o número de mosquitos. Um dos seus modelos consistia num

sistema de duas equações diferenciais, onde as variáveis eram N , a população total

de humanos de uma determinada área, I(t), o número de humanos infetados com

a malária no tempo t, n, a população total de mosquitos (que supõe constante),
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i(t), o número de mosquitos infetados com malária, b, a frequência da picada de

mosquitos, p, a probabilidade de transmissão da malária de humanos para os mos-

quitos (o inverso também é aplicável) durante a mordida, a, a taxa de humanos que

se recuperaram da malária, e M , a mortalidade dos mosquitos. Ross em conclusão

defendeu a modelação matemática em epidemiologia, dizendo que toda a epidemi-

ologia, preocupada com a variação da doença periodicamente ou de um lugar para

o outro, deve ser considerada matematicamente, uma vez que envolve variáveis que

podem ser consideradas cientificamente. Com muitas novas ideias, Anderson Gray

Mckendrick em 1926, no artigo “Applications of mathematics to medical problems”,

introduziu um modelo matemático de tempo cont́ınuo para epidemias que levou em

consideração aspetos estocásticos de infeção e recuperação, assim apresentou as clas-

ses de indiv́ıduos sucet́ıveis (S), infetados (I) e recuperados (R), que constituem o

modelo SIR. Mais tarde, junta-se a William Ogilvy Kermack e passam a trabalhar

juntos em modelagem matemática em epidemiologia, eles publicaram uma série de

contribuições à teoria matemática da epidemiologia a partir de 1927. Nestas con-

tribuições estudaram determinados modelos epidémicos. Os modelos desenvolvidos

por Kermack e McKendrick durante a década de 1930 ainda constituem o bloco de

construção da maioria dos modelos mais complexos utilizados hoje em dia em epi-

demiologia. A Epidemiologia Matemática passou para um rápido desenvolvimento

a partir da segunda metade do século XX. Ela é uma área interdisciplinar, resultado

da interação entre epidemiologistas, matemáticos, biólogos, f́ısicos e outros. Para

mais informação sobre aspectos históricos relacionados ver [1], [2], [11] e [12].

Recentemente, os esforços consistiram em aproximar os modelos teóricos aos

dados que são recolhidos em unidades de tempo não cont́ınuas, portanto o estudo

e análise de modelos epidemiológicos discretos faz todo o sentido. O objetivo neste

caso é que os modelos se ajustem aos dados. Existem vários tipos de modelos, o

tipo que vamos abordar são os modelos compartimentais. Neste tipo de modelo

precisamos de representar o estado do indiv́ıduo em relação à doença e acompanhar

a sua evolução ao longo do tempo. Consideraremos modelos com duas ou três

classes, correspondentes aos suscet́ıveis (S), isto é, os individuos vulneráveis à infeção

estudada que no entanto ainda não a contrairam, aos infetados (I), individuos que

contrairam a doença e podem transmiti-la, e aos recuperados (R), que no nosso caso,

serão individuos que se curaram e ficaram imunes à doença.

Figura 1: Modelo SIR
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Figura 2: Modelo SIS

Os modelos que consideraremos constituem versões discretas dos seguintes mo-

delos cont́ınuo:


















S ′ = B − b SI − aS

I ′ = b SI − (c+ g)I

R′ = gI − aR

, (P)

e






S ′ = B − b SI − aS + kI

I ′ = b SI − (c+ k)I
, (Q)

onde B é taxa de nascimentos, b designa a incidência entre suscept́ıveis e infectados,

a é a taxa de mortalidade nas classes dos suscet́ıveis e recuperados, c é a taxa de

mortalidade entre os infectados e g e k são taxas de recuperação.

Vários trabalhos têm sido realizados no contexto dos modelos SIR e SIS discre-

tos [3], [4], [6], [7], [10] e [13], os quais são o tema central deste trabalho. Várias

discretizações são consideradas no processo de obtenção de modelos discretos a par-

tir de modelos cont́ınuos. Neste trabalho consideraremos a discretização de Mickens

para obter modelos SIR e SIS autónomos (isto é com parâmetros independentes do

tempo) e, na obtenção de um modelo periódico (isto é com parâmetros que depen-

dem periodicamente do tempo), a discretização de Euler.

O primeiro caṕıtulo deste trabalho é dedicado ao estudo de sistemas de equações

às diferenças, sobretudo a teoria de estabilidade que é a base da análise que faremos

dos sistemas epidemiológicos SIR e SIS. No segundo caṕıtulo calculam-se os pontos

fixos e estuda-se a estabilidade local dos modelos SIS e SIR recorrendo a técnicas

comuns, nomeadamente à linearização do sistema numa vizinhança dos pontos de

equiĺıbrio. O terceiro caṕıtulo destina-se ao estudo da estabilidade global dos mo-

delos anteriores. Note-se que, apesar de no modelo SIS que consideraremos termos

menos uma classe do que no modelo SIR (a classe dos recuperados), assumimos nesse

modelo a possibilidade de perda de imunidade, o que complica a equação dos sus-

cet́ıveis. Relativamente aos resultados sobre estabilidade global que obteremos, estes

resultados já foram deduzidos recentemente, recorrendo a funções de Lyapunov. A

técnica que usaremos é muito distinta e consiste em adaptar ao nosso contexto a

demonstração do resultado sobre estabilidade global obtida em [10] para um modelo

3
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obtido pelo método de Euler e com taxas distintas. Algumas adaptações não triviais

são necessárias para adaptar a demonstração ao nosso caso. No quarto caṕıtulo con-

sideramos o modelo SI com incidência periódica e estabelecemos para este modelo

a existência de uma órbita periódica. O argumento recorre a um teorema de [14].

Finalmente, no quinto caṕıtulo, apresentamos um projeto de divulgação integrado

na programação da Academia Júnior de Ciências promovida pela Universidade da

Beira Interior.
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Caṕıtulo 1

Sistemas de Equações às Diferenças

Como dissemos anteriormente, os modelos que vamos estudar baseam-se em sistemas

de equações às diferenças. Neste caṕıtulo, vamos falar de conceitos ligados a equações

às diferenças e, com mais detalhe, a sistemas de equações às diferenças. Daremos

ênfase às questões relacionadas com a estabilidade.

1.1 Definições

Começamos por definir equação às diferenças.

Definição 1.1.1. Sejam fn : D ⊂ R
N → R

N , n ∈ Z
+
0 . Uma equação da forma

xn+1 = fn(xn), n ∈ Z
+
0 , (1.1)

designa-se por equação às diferenças. Uma solução da equação anterior é uma su-

cessão (xn)n∈Z+

0
, onde xn ∈ R

N para cada n ∈ Z
+
0 , que satisfaz a equação.

Quando N > 1, também se usa a expressão sistema de equações às diferenças

para designar a equação (1.1). Se a sucessão de funções (fn)n∈Z+

0
não depende de

n, isto é, se fn = f para todo n ∈ Z
+
0 , a equação diz-se autónoma, caso contrário

diz-se não autónoma.

Para alguns tipos de equações às diferenças, consegue-se determinar explicita-

mente a solução. Perante a impossibilidade ou grande dificuldade em encontrar

a solução, é primordial compreender o comportamento eventual ou assintótico do

processo iterativo.

Neste caṕıtulo, vamos concentrar-nos em modelos autónomos:

xn+1 = f(xn). (1.2)

Conhecida a função f , em (1.2) obter o termo xn+1 está apenas dependente do

conhecimento de xn. Considerando x0, o termo inicial, e aplicando a relação (1.2)

5
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repetidamente obtém-se

x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f(f(x0)), x3 = f(f(f(x0))), ...,

ou seja obtemos a sucessão {x0, x1, x2, . . .} que se designa por órbita positiva de x0

e se denota por O+(x0). Assim, a órbita positiva de determinado ponto x é dada

por

O+(x) =
{

fk(x) : k ≥ 0
}

.

Se f for invert́ıvel, podemos falar da órbita negativa de x, a qual designaremos por

O−(x):

O−(x) =
{

f−k(x) : k ≥ 0
}

.

Ainda no caso em que a função é invert́ıvel, designamos por órbita de x o conjunto

O(x) =
{

fk(x) : k ∈ Z
}

= O+(x) ∪O−(x).

A seguinte definição é fundamental na análise do comportamento assintótico de

sistemas autónomos:

Definição 1.1.2. Diz-se que um ponto x∗ é um ponto de equiĺıbrio da equação (1.2)

se for um ponto fixo de f , isto é se f(x∗) = x∗.

Um ponto de equiĺıbrio é um ponto cuja órbita se reduz a um conjunto com

um único ponto e como tal corresponde a uma solução que é constante ao longo do

tempo. Um outro tipo de soluções muito importantes são aquelas que se repetem

após um número fixo de iterações, as soluções periódicas associadas ao conceito de

ponto periódico.

Definição 1.1.3. Diz-se que x é um ponto periódico de peŕıodo n se fm(x) 6= x para

1 6 m < n e fn(x) = x.

O conjunto dos iterados de um ponto periódico formam uma órbita periódica ou

um ciclo.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados no estudo da estabilidade

de pontos de equiĺıbrio dos sistemas considerados. Prosseguimos com as definições

dos vários conceitos de estabilidade considerados.

Definição 1.1.4. Um ponto de equiĺıbrio x∗ da equação (1.2) diz-se estável (ou estável

no sentido de Lyapunov) se para todo o ε > 0 existe δ > 0 tal que, para todo o

n ∈ N, temos

‖x∗ − x0‖ < δ ⇒ ‖x∗ − fn(x0)‖ < ε.

6
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Definição 1.1.5. Um ponto de equiĺıbrio x∗ da equação (1.2) diz-se localmente atrator

se existir η > 0 tal que

‖x∗ − x0‖ < η ⇒ lim fn(x0) = x∗.

Definição 1.1.6. Um ponto de equiĺıbrio x∗ da equação (1.2) diz-se (localmente)

assintoticamente estável se for estável e localmente atrator.

Se pudermos tomar η = +∞ nas definições 1.1.5 e 1.1.6, o ponto de equiĺıbrio x∗

diz-se, respectivamente, globalmente atrator e globalmente assintoticamente estável.

1.2 Matrizes e transformações lineares

Antes de prosseguirmos, é necessário recordar alguns conceitos relativamente ao

cálculo matricial.

Seja T : RN −→ R
N , uma aplicação linear. Então T satisfaz as seguintes relações:

1. T (x+ y) = T (x) + T (y);

2. T (λx) = λT (x).

Existem dois conjuntos importantes numa aplicação linear, o núcleo Ker(T ) e a

imagem Im(T ).

Definição 1.2.1. O núcleo (ou kernel) de T é o conjunto

Ker(T ) = {x ∈ R
N : T (x) = 0} = T−1(0).

Definição 1.2.2. A Imagem de T é o conjunto

Im(T ) = {y ∈ R
N : T (x) = y para algum x ∈ R

N} = T (RN).

Seja F ⊂ R
N um subespaço linear. Designamos por combinação linear dos

vetores v1, ..., vn ∈ F uma soma da forma λ1v1 + ... + λnvn onde λ1, ...λn ∈ R.

Um conjunto S = {v1, ..., vk} de vetores de F diz-se linearmente independente se
∑k

i=1 tivi = 0 é equivalente a ti = 0, para todo i ∈ {1, ..., k}. O conjunto S diz-se

uma base de F se este contém o número mı́nimo de vetores capazes de gerar F ,

isto é, se qualquer vector de F pode ser obtido como combinação linear de vetores

de S e o conjunto S é um conjunto de vectores linearmente independentes. Neste

último caso, diz-se que S é gerador de F e cada vetor de F pode ser escrito como

soma direta de vetores de S: u =
∑k

i=1 tivi, ti ∈ R. Uma propriedade importante de

Ker(T ) é a seguinte: T é injetiva se e só se Ker(T ) = 0. Além disso Ker(T ) é o

espaço solução do sistema T (x) = 0.

7
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Dada uma base de R
N , {e1, . . . , eN}, qualquer aplicação linear T pode ser iden-

tificada com uma matriz A cujas colunas são determinadas a partir dessa base:

T (ei) = Aei para i = 1, . . . , N .

Definição 1.2.3. Dada uma transformação linear T , um número real λ diz-se um valor

próprio dessa transformação linear se existir um vetor x 6= 0 tal que T (x) = λx.

Este vetor x designa-se por vetor próprio associado ao valor próprio λ.

Vamos agora recordar o conceito de norma.

Definição 1.2.4. Dado um espaço vetorial V , uma função ‖.‖ : V → R diz-se uma

norma se, para todos os x, y ∈ V e todo o α ∈ R, se verificam as seguintes proprie-

dades:

• ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

• ‖αx‖ = |α| ‖x‖;

• ‖x+ y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖.

As normas da soma, do máximo e euclideana, dadas respectivamente por

‖x‖1 =
k
∑

i=1

|xi|, ‖x‖∞ = max
16i6k

|xi| e ‖x‖2 =

(

k
∑

i=1

x2
i

)1/2

,

para cada x = (x1, . . . , xk), são algumas das normas mais utilizadas em R
k.

O espaço das matrizes k× k munido com a soma e o produto usuais de matrizes

é um espaço vetorial que representamos por Mk. Dada uma norma em R
k, ‖ · ‖v,

podemos definir uma norma em Mk, ‖ · ‖, por

‖A‖ = max

{

‖Ax‖v
‖x‖v

: ‖x‖v 6= 0

}

,

para cada A ∈ Mk. Pode verificar-se que a norma anterior pode ser ainda dada

pelas expressões seguintes:

‖A‖ = max
‖x‖

v
61

‖Ax‖v = max
‖x‖

v
=1

‖Ax‖v .

O lema seguinte mostra que, num certo sentido, é indiferente a norma que se usa

em R
k (para uma demonstração, ver por exemplo [9]).

Lema 1.2.5. Dado k ∈ N, todas as normas em R
k são equivalentes: dadas normas

‖.‖1 e ‖.‖2 em R
k, existem c1, c2 > 0 tais que

c1 ‖x‖1 6 ‖x‖2 6 c2 ‖x‖1 ,

8
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para todo o x ∈ R
k.

As normas matriciais associadas à norma da soma, do máximo e euclideana, são,

respetivamente,

‖A‖1 = max
16j6k

k
∑

i=1

|aij|, ‖A‖∞ = max
16i6k

k
∑

j=1

|aij| e ‖A‖2 =
[

ρ(ATA)
]1/2

,

para cada matriz A = [aij ] ∈ Mk.

O objetivo seguinte é definir o conceito de semelhança entre matrizes e enunciar

um teorema que afirma que qualquer matriz é semelhante a uma matriz que está

numa forma especial, designada por forma canónica de Jordan. Começamos por

apresentar a seguinte definição:

Definição 1.2.6. Duas matrizes k × k, A e B, dizem-se semelhantes se existir uma

matriz invert́ıvel P tal que B = P−1AP . Uma matriz que é semelhante a alguma

matriz diagonal diz-se diagonalizável.

Uma propriedade importante das matrizes semelhantes é apresentada no seguinte

lema:

Lema 1.2.7. Duas matrizes semelhantes possuem os mesmos valores próprios.

No conjunto de todas as matrizes semelhantes a uma dada matriz, podemos

sempre determinar uma matriz que se encontra numa forma especial, conhecida

como forma canónica de Jordan:

Definição 1.2.8. Dizemos que uma matriz k×k, J , está na forma canónica de Jordan

se

J =













J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Js













,

onde, para cada i = 1, . . . , s,

Ji =



















λi 1 · · · 0 0

0 λi
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

...

0 0 · · · λi 1

0 0 · · · 0 λi



















,

é uma matriz mi ×mi e
∑s

i=1mi = k.

O teorema seguinte mostra a importância da definição anterior.
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Teorema 1.2.9. Qualquer matriz k × k, A, é semelhante a uma matriz B na forma

canónica de Jordan.

1.3 Estabilidade de sistemas lineares

Dada uma matriz k × k, A, a equação

xn+1 = Axn, (1.3)

n ∈ Z
+
0 , diz-se uma equação linear. Note-se que o vetor nulo é sempre um ponto fixo

de qualquer sistema de equações lineares. Começamos por reescrever os conceitos

de estabilidade e estabilidade assintótica para a solução nula de um sistema linear:

Definição 1.3.1. A solução nula da equação (1.3) diz-se estável se para todo o ε > 0

existe δ > 0 tal que, para todo o n ∈ Z
+
0 , temos

‖x0‖ < δ ⇒ ‖Anx0‖ < ε.

Definição 1.3.2. A solução nula da equação (1.3) diz-se assintoticamente estável se

for estável e existir η > 0 tal que

‖x0‖ < η ⇒ limAnxn = 0.

Sejam λ1, λ2, ..., λn os valores próprios da matriz A em (1.3). O raio espectral

da matriz A é dado pela seguinte expressão

ρ(A) = max{|λi| : i ∈ {1, ..., n}}.

É fácil verificar que, para qualquer norma, ρ(A) 6 ‖A‖.

Obtemos de seguida uma caracterização importante da estabilidade de um sis-

tema linear.

Teorema 1.3.3. A solução nula do sistema linear (1.3) é:

a) estável se e só se existe M > 0 tal que ‖An‖ 6 M , para todo o n > n0 > 0;

b) assintoticamente estável se e só se lim
n→+∞

‖An‖ = 0.

Demonstração. Para mostrar a), começamos por assumir que a solução nula de (1.3)

é estável. Então, dado ε0 > 0, seja δ0 > 0 tal que, se ‖x0‖ < δ0 então ‖Anx0‖ < ε0.

Em particular, se ‖x0‖ = δ0/2 então ‖Anx0‖ < ε0. Logo

‖An‖ = max
‖x‖=1

‖Anx‖ = max
‖u‖=δ0/2

∥

∥

∥

∥

An u

‖u‖

∥

∥

∥

∥

= max
‖u‖=δ0/2

‖Anu‖

‖u‖
< max

‖u‖=δ0/2

ε0
‖u‖

=
2ε0
δ

10
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e, fazendo M = 2ε0/δ, concluimos que ‖An‖ 6 M .

Reciprocamente, se ‖An‖ 6 M , então, dado ε > 0 e definindo δ = ε/M , temos

que, se x0 é tal que ‖x0‖ < δ, então a solução (xn), associada à condição inicial x0,

verifica

‖xn‖ = ‖Anx0‖ 6 ‖An‖‖x0‖ 6 M‖x0‖ < Mδ = ε.

Conclúımos que a solução nula é estável. Fica provado a).

Para mostrar b), suponha-se que o lim
n→+∞

‖An‖ = 0. Em particular, ‖An‖ é

limitada. Portanto ‖An‖ 6 d com d > 0. Para ε > 0, tome-se d = ε
2δ
. Então sempre

que ‖x0‖ < δ vem

‖xn‖ = ‖An‖‖x0‖ 6 dδ < ε

e assim a solução nula é estável. Para provar que é atrativa basta ver que

lim
n→+∞

‖xn‖ = lim
n→+∞

‖An‖‖x0‖ = 0× ‖x0‖ = 0

Daqui decorre que lim
n→+∞

‖xn‖ = 0 e assim tem-se a estabilidade assintótica da

solução nula.

Reciprocamente, suponhamos que a solução nula é assintoticamente estável.

Então, para cada x0 6= 0 temos que

lim
n→+∞

‖xn‖ = lim
n→+∞

‖An‖‖x0‖ = 0

Daqui decorre que lim
n→+∞

‖An‖ = 0. Assim fica provado também b).

A seguir faremos a demonstração de um resultado muito importante na análise

da estabilidade de um determinado sistema.

Corolário 1.3.4. A solução nula do sistema (1.3) é estável se e só se ρ(A) 6 1 e cada

valor próprio de A com |λ| = 1 é semi-simples, ou seja, tem um bloco de Jordan

diagonal.

Demonstração. Seja A = PJP−1, onde J = diag(J1, J2, ..., Jr) está na forma de

Jordan e

Ji =



















λi 1 · · · 0 0

0 λi
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

...

0 0 · · · λi 1

0 0 · · · 0 λi



















.

De acordo ao Teorema 1.3.3, a solução zero do sistema (1.3) é estável se e só se

existe M0 > 0 tal que

‖An‖ =
∥

∥PJnP−1
∥

∥ 6 M0,
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o que é equivalente a existir M > 0 tal que

‖Jn‖ 6 M.

De facto, se ‖An‖ 6 M0 então

‖Jn‖ = ‖P−1PJnP−1P‖ 6 ‖P−1‖‖PJnP−1‖‖P‖ = ‖P−1‖‖P‖‖An‖ 6 M,

com M = ‖P−1‖‖P‖M0 e, por outro lado, se ‖Jn‖ 6 M então

‖An‖ = ‖P−1JnP‖ 6 ‖P−1‖‖Jn‖‖P‖ 6 M‖P−1‖‖P‖.

Logo ‖An‖ 6 M0 com M0 = ‖P−1‖‖P‖M .

Neste contexto basta mostrar que ‖Jn‖ < M , para algum M > 0. Temos que

Jn = diag(J1
n, J2

n, ..., Jr
n), onde

Jn
i =















λn
i

(

n
1

)

λn−1
i · · ·

(

n
si−1

)

λn−si+1
i

0 λn
i

. . .
...

...
...

. . .
(

n
1

)

λn−1
i

0 0 · · · λn
i















Deste modo, podemos ver que se |λi| > 1 ou se |λi| = 1 e Ji não é uma matriz 1×1,

então Jn
i fica ilimitado. Por outro lado, se |λi| < 1, então Jn

i → 0 quando n → ∞.

Para chegar a esta conclusão, basta provar que |λi|
nnℓ → 0 quando n → ∞, para

qualquer inteiro positivo ℓ. Notando que ln |λi| 6 0, temos

lim
x→+∞

|λi|
xxℓ = lim

x→+∞

xℓ

e−(ln |λi|)x
= lim

x→+∞

ℓxℓ−1 ln x

− ln |λi|e−(ln |λi|)x
= · · · = 0,

de acordo com a regra de L’Hôpital.

1.4 Estabilidade por aproximação linear

Os métodos mais antigos em teoria da estabilidade remontam a Lyapunov e Perron e

baseiam-se na linearização. Vamos recorrer a estes tipo de método. Dado o sistema

não linear

yn+1 = Ayn + g(yn), (1.4)

onde A é uma matriz k × k e g : G ⊆ R
k → R

k é uma função diferenciável com

g(0) = 0, consideremos a sua componente linear

zn+1 = Azn. (1.5)
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Pode-se ver (1.4) como uma perturbação de (1.5). Além disso, o sistema (1.4) pode

surgir da linearização do sistema não linear

xn+1 = f(xn), (1.6)

num ponto de equiĺıbrio, x∗. Neste caso, temos de considerar f : G ⊆ R
k → R

k

continuamente diferenciável no ponto de equiĺıbrio x∗, isto é, numa vizinhança aberta

de x∗, temos que
∂f

∂xi

(x∗) existe e é cont́ınua para todo 1 6 i 6 k.

Agora vamos mostrar como se lineariza o sistema (1.6). Escrevemos f = (f1, f2, ..., fk)
T

e calcula-se a respetiva jacobiana Dfx∗ ,

Dfx∗ =









∂f1
∂x1

(x∗) · · · ∂f1
∂xk

(x∗)
...

. . .
...

∂fk
∂x1

(x∗) · · · ∂fk
∂xk

(x∗)









.

Fazendo a mudança de variável yn = xn − x∗, a equação (1.6) fica

yn+1 = f(yn + x∗)− x∗ = Dfx∗yn + g(yn),

onde g(yn) = f(yn + x∗) − x∗ − Dfx∗yn. Se assumirmos que A = Dfx∗ então

obtemos o sistema (1.4). Considerando as hipóteses assumidas para f , conclúımos

que g(y) = o(‖y‖) quando ‖y‖ tende para zero (isto é que g(y)/‖y‖ converge para 0

quando ‖y‖ converge para 0). Note-se que quando x∗ = 0 temos

g(yn) = f(yn)−Df0yn = f(yn)−Ayn.

Temos o seguinte resultado (ver [5]):

Corolário 1.4.1. Se ρ(A) < 1, então a solução nula do sistema (1.4) é assintoticamente

estável.

1.5 Atratores

O conceito de atrator é uma definição muito importante em dinâmica.

Definição 1.5.1. Dada uma função cont́ınua f : X → X e um conjunto limitado e

não-vazio A ⊂ X , dizemos que A é um atrator de f se:

1. A é compacto;

2. A é invariante, isto é f(A) = A;

3. existe uma vizinhança U de A tal que lim
n→+∞

{d(fn(x), A) : x ∈ U} = 0.
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Dado B ⊆ X , dizemos que A é um atrator de f em B se a vizinhança U na

definição 1.5.1 puder ser tomada de tal forma que B ⊂ U .

Para obtermos um resultado sobre existência de atratores, o qual usaremos neste

trabalho, precisamos de algumas definições:

Definição 1.5.2. Dizemos que uma função cont́ınua dissipa pontos se existe um con-

junto limitado B0 ⊂ X que atrai todos os pontos de X . Isto é, se existe um conjunto

limitado B0 tal que lim d(x0, B0) = 0 para todo x0 ∈ X .

Definição 1.5.3. Dizemos que uma função cont́ınua f : S → S é compacta se trans-

forma conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos (i.e conjuntos que

possuem fecho compacto).

Definição 1.5.4. Dado um conjunto X0, dizemos que uma função F é uniformemente

persistente em relação a X0 se existe η > 0 tal que

lim inf
n→∞

d(F n(x), ∂X0) > η,

para todo o x ∈ X0, onde ∂X0 designa a fronteira de X0.

Utilizaremos neste trabalho o seguinte resultado, cuja demonstração se encontra

em [14], no caṕıtulo 4.

Teorema 1.5.5 (Teorema 1.3.6 de [14]). Seja X0 ⊂ X e F : X → X uma função

cont́ınua com F (X0) ⊂ X0. Se:

a) F é compacta;

b) F dissipa pontos;

c) F é uniformente persistente em relação a X0.

Então existe um atrator global conexo A0 para F em X0 e F possui um ponto de

equiĺıbrio.
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Caṕıtulo 2

Modelos SIR e SIS

2.1 Modelo SIR

O modelo SIR cont́ınuo, dado por (P), é composto por três classes: Suscet́ıveis,

Infetados e Recuperados. Vários métodos têm sido usado na discretização deste

modelo. Neste trabalho vamos obter um modelo discreto, com recurso ao método

de discretização de Mickens, e estudá-lo.

2.1.1 Discretização pelo Método de Mickens

De acordo com o método de Mickens, as interações devem ser não locais. Para a

equação dos suscet́ıveis, escolhemos fazer corresponder aS(t) a aSn+1 e bS(t)I(t) a

bSn+1In. A derivada S ′(t) é substituida pela razão incremental:

Sn+1 − Sn

h
.

Obtemos assim a seguinte equação para os suscet́ıveis:

Sn+1 − Sn

h
= B − bSn+1In − aSn+1 ⇔ Sn+1 − Sn = Bh− bhSn+1In − ahSn+1

⇔ (1 + ah + bhIn)Sn+1 = Bh + Sn

⇔ Sn+1 =
Bh + Sn

1 + ah + bhIn
.

Fazendo, Bh = Λ, ha = µ e bh = β obtemos

Sn+1 =
Λ+ Sn

1 + µ+ βIn
. (2.1)

Procedendo da mesma forma para os infetados, fazemos corresponder bS(t)I(t)

a bSn+1In e (c+ g)I(t) a (c+ g)In+1. Por sua vez, a derivada I ′(t) é substitúıda pela

razão incremental:
In+1 − In

h
.
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Assim,

In+1 − In
h

= bSn+1In − (c + g)In+1 ⇔ In+1 − In = bhSn+1In − (ch+ gh)In+1

⇔ (1 + (ch+ gh))In+1 = bhSn+1In + In

⇔ In+1 =
bhSn+1In + In
1 + ch+ gh

.

Considerando as mudanças de parâmetros feitas anteriormente e fazendo também

ch = d e gh = γ temos

In+1 =
βSn+1In + In
1 + d+ γ

. (2.2)

Quanto aos recuperados, fazemos corresponder gI(t) a gIn+1 e aR(t) a aRn+1. Por

sua vez, a derivada R′(t) é substitúıda pela razão incremental:

Rn+1 − Rn

h
.

Deste modo,

Rn+1 − Rn

h
= gIn+1 − aRn+1 ⇔ Rn+1 −Rn = ghIn+1 − ahRn+1

⇔ (1 + ah)Rn+1 = ghIn+1 +Rn

⇔ Rn+1 =
ghIn+1 +Rn

1 + ah
.

Usando a substituição dos parâmetros referida anteriormente, vem que

Rn+1 =
γIn+1 +Rn

1 + µ
. (2.3)

Das equações (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos a seguinte discretização do sistema (P):























Sn+1 =
Λ+Sn

1+µ+βIn

In+1 =
βSn+1In+In

1+d+γ

Rn+1 =
γIn+1+Rn

1+µ

, (2.4)

que muitas vezes teremos vantagem em analisar na forma:























Sn+1 = Λ + Sn − µSn+1 − βInSn+1

In+1 = βSn+1In − (d+ γ)In+1 + In

Rn+1 = γIn+1 +Rn − µRn+1

. (2.5)
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Substituindo, no sistema (2.4), Sn+1 na equação dos infetados pela sua expressão,

dada pela equação dos suscet́ıveis, e substituindo In+1 na equação dos recuperados

pela expressão obtida, podemos obter explicitamente as variáveis no tempo n + 1

em função das variáveis no tempo n:























Sn+1 =
Λ+Sn

1+µ+βIn

In+1 =
In[βΛ+1+µ+β(Sn+In)]
(1+µ+βIn)(1+d+γ)

Rn+1 =
γIn[βΛ+1+µ+β(Sn+In)]+(1+µ+βIn)(1+d+γ)Rn

(1+µ+βIn)(1+d+γ)(1+µ)

. (2.6)

2.1.2 População Total

Nesta secção estudaremos a população total associada ao modelo (2.5).

2.1.2.1 Inequações para a população total

Vamos agora obter uma equação para a população total e determinar o seu compor-

tamento. Somando as três equações do sistema (2.5) e denotando a população total

no tempo n por Nn, isto é, fazendo Nn = Sn + In +Rn, obtemos

(1 + µ)Nn+1 + (d− µ)In+1 = Λ +Nn. (2.7)

Notando que d > µ e 0 6 In+1 6 Nn+1, obtemos

0 6 (d− µ)In+1 6 (d− µ)Nn+1

e portanto, por um lado

(1 + µ)Nn+1 + (d− µ)In+1 > (1 + µ)Nn+1 (2.8)

e por outro

(1 + µ)Nn+1 + (d− µ)In+1 6 (1 + µ)Nn+1 + (d− µ)Nn+1 = (1 + d)Nn+1. (2.9)

De (2.7), (2.8) e (2.9) obtemos

Λ +Nn > (1 + µ)Nn+1 e Λ +Nn 6 (1 + d)Nn+1

e portanto a população total do modelo (2.6) verifica:

Λ

1 + d
+

1

1 + d
Nn 6 Nn+1 6

Λ

1 + µ
+

1

1 + µ
Nn. (2.10)
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2.1.2.2 População Total quando d = µ

No caso particular em que d = µ, podemos obter uma fórmula expĺıcita para a

população total. De facto, fazendo d = µ no modelo (2.5), segue de (2.10) que a

população total satisfaz a equação

Nn+1 =
Λ

1 + µ
+

1

1 + µ
Nn. (2.11)

A equação (2.11) é uma equação linear e a sua solução geral é dada por

Nn =

[

n−1
∏

i=n0

1

1 + µ

]

N0 +

n−1
∑

r=n0

[

n−1
∏

i=r+1

1

1 + µ

]

Λ

1 + µ

=

(

1

1 + µ

)n−n0

N0 +
Λ

1 + µ

(

1

1 + µ

)n−1 n−1
∑

r=n0

(

1

1 + µ

)−r

=

(

1

1 + µ

)n−n0

N0 +
Λ

1 + µ

(

1

1 + µ

)n−1
(1 + µ)n − (1 + µ)n0

µ

=

(

1

1 + µ

)n−n0

N0 + Λ

[

1− (1 + µ)n0−n

µ

]

.

(2.12)

Uma vez que 0 < 1/(1 + µ) < 1, de acordo com (2.12), o limite da população total,

independentemente da condição inicial N0, é dado por

lim
n→∞

Nn =
Λ

µ
. (2.13)

Na Figura 2.1 apresenta-se o comportamento da população total no modelo SIR.

Tal como os restantes gráficos que apresentaremos este foi feito com recurso ao

software excel.

Figura 2.1: População total no modelo SIR com d = µ = 0, 7 e Λ = 1.
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2.1.2.3 População Total no caso geral

Como veremos, ainda que não tenhamos uma fórmula expĺıcita para a população

total no caso geral é posśıvel obter majorantes e minorantes.

Recorrendo a argumento semelhante ao usado em 2.12, pode concluir-se que as

soluções gerais das equações

Un+1 =
Λ

1 + µ
+

1

1 + µ
Un e Vn+1 =

Λ

1 + d
+

1

1 + d
Vn, (2.14)

com U0 = V0 = N0 são

Un =

(

1

1 + µ

)n−n0

N0 + Λ

[

1− (1 + µ)n0−n

µ

]

e

Vn =

(

1

1 + d

)n−n0

N0 + Λ

[

1− (1 + d)n0−n

d

]

.

Atendendo agora às desigualdades em (2.10) podemos então concluir que a po-

pulação total satisfaz Vn 6 Nn 6 Un e portanto

(

1

1 + d

)n−n0

N0 +
Λ

d

[

1− (1 + d)n0−n
]

6 Nn 6

(

1

1 + µ

)n−n0

N0 +
Λ

µ

[

1− (1 + µ)n0−n
]

.

(2.15)

Tomando o limite inferior e o limite superior quando n → +∞ em (2.15) obtemos

Λ

d
6 lim inf

n→+∞
Nn 6 lim sup

n→+∞
Nn 6

Λ

µ
. (2.16)

2.1.3 Pontos de equiĺıbrio e estabilidade local

Nesta secção obteremos e discutiremos a estabilidade local dos pontos de equiĺıbrio

do sistema (2.5). Encontraremos ainda, para este sistema, uma constante muito

importante no estudo dos modelos matemáticos da epidemiologia: o número repro-

dutivo básico.

O Número Reprodutivo Básico, R0, pode ser interpretado como o número espe-

rado de novas infeções produzidas por um único infetado colocado numa população

numerosa constitúıda unicamente por suscet́ıveis. Este número é uma medida do

potencial de propagação de doenças dentro de uma população. Se R0 < 1, o número

de indiv́ıduos infetados acaba por diminuir, porque o contágio não é suficiente para

substituir os indiv́ıduos que deixam de estar infetados e a doença tende a desapare-

cer. Se, por outro lado, R0 > 1, então o número de indiv́ıduos infetados aumentará

com o passar do tempo e a doença se espalhará.
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2.1.3.1 Existência de pontos de equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio são um aspeto muito importante da dinâmica dos mode-

los epedemiológicos, correspondendo a soluções em que o sistema permanece em

equiĺıbrio. De seguida vamos obter os pontos de equiĺıbrio do nosso sistema. Para

tal, igualamos o lado direito do sistema (2.4), visto como um vetor e calculado num

determinado ponto (S∗, I∗, R∗), a esse ponto. Isto é, resolvemos o sistema























S∗ = Λ+S∗

1+µ+βI∗

I∗ = βS∗I∗+I∗

1+d+γ

R∗ = γI∗+R∗

1+µ

.

Da segunda equação do sistema temos que

I∗ =
βS∗I∗ + I∗

1 + d+ γ
⇔ (d+ γ − βS∗)I∗ = 0 ⇔ S∗ =

d+ γ

β
∨ I∗ = 0

De I∗ = 0 segue que R∗ = 0 e S∗ = Λ/µ. Obtivemos um ponto de equiĺıbrio

conhecido ponto de equiĺıbrio sem doença:

eDF = (Λ/µ, 0, 0) . (2.17)

Fazendo agora S∗ = (d+ γ)/β temos, recorrendo à primeira equação,

I∗ =
Λ− µS∗

βS∗
=

Λ

d+ γ
−

µ

β
.

Quanto aos recuperados, recorrendo à terceira equação, obtemos

R∗ =
γ

µ
I∗ =

γ

µ

(

Λ

d+ γ
−

µ

β

)

.

Temos, deste modo, determinado o segundo ponto de equiĺıbrio eE = (S∗, I∗, R∗).

Este só é importante do ponto de vista do estudo do modelo biológico proposto se

as suas componentes forem não negativas. Uma vez que a expressão obtida para S∗

é sempre não negativa, apenas temos de exigir que

Λ

d+ γ
−

µ

β
> 0 ⇔

Λ

d+ γ
>

µ

β
⇔

βΛ

µ(d+ γ)
> 1.

O número βΛ/(µ(d+ γ)) denota-se por R0, é uma constante muito importante em

epidemiologia e designa-se por número reprodutivo básico:

R0 =
βΛ

µ(d+ γ)
. (2.18)
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Note-se que, em função de R0, o ponto de equiĺıbrio eE , conhecido como ponto de

equiĺıbrio endémico, é dado por

eE =

(

d+ γ

β
,
µ

β
(R0 − 1),

γ

β
(R0 − 1)

)

. (2.19)

Note-se ainda que

R0 = 1 ⇔
βΛ

µ(d+ γ)
= 1 ⇔

d+ γ

β
=

Λ

µ

e concluimos que, quando R0 = 1, temos eE = eDF . Obtemos então o seguinte

resultado.

Proposição 2.1.1. Temos o seguinte para o sistema (2.6).

1. Se R0 6 1 temos um único ponto de equiĺıbrio, o ponto eDF dado por (2.17).

2. Se R0 > 1 temos dois pontos de equiĺıbrios: o ponto eDF dado por (2.17) e o

ponto eE dado por (2.19).

2.1.3.2 Estabilidade local do ponto de equiĺıbrio sem doença

Vamos de seguida estudar a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio obtidos. Começamos

com o ponto de equiĺıbrio sem doença, eDF , obtido em (2.17). Temos o seguinte re-

sultado:

Teorema 2.1.2. Temos o seguinte relativamente ao ponto de equiĺıbrio sem doença,

eDF , do modelo (2.6).

1. Se R0 < 1 o ponto de equiĺıbrio eDF é localmente assintoticamente estável.

2. Se R0 > 1 o ponto de equiĺıbrio eDF é instável.

Demonstração. Atendendo a (2.6), existem funções definidas em (R+)3, com va-

lores em R e diferenciáveis, f1, f2 e f3, tais que Sn+1 = f1(Sn, In, Rn), In+1 =

f2(Sn, In, Rn) e Rn+1 = f3(Sn, In, Rn). Usaremos a notação eDF = (e1, e2, e3) =

(Λ/µ, 0, 0). Deste modo, considerando o sistema (2.5) e derivando implicitamente

obtemos:

∂f1
∂S

(eDF ) = 1− µ
∂f1
∂S

(eDF )− βe2
∂f1
∂S

(eDF ) ⇔
∂f1
∂S

(eDF ) =
1

1 + µ
,

∂f1
∂I

(eDF ) = −µ
∂f1
∂I

(eDF )−βe2
∂f1
∂I

(eDF )−βf1(eDF ) ⇔
∂f1
∂I

(eDF ) = −
β

(1 + µ)2
,

∂f2
∂S

(eDF ) = β
∂f1
∂S

(eDF )e2 − (d+ γ)
∂f2
∂S

(eDF ) ⇔
∂f2
∂S

(eDF ) = 0,
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∂f2
∂I

(eDF ) = β
∂f1
∂I

(eDF )e2 + βf1(eDF )− (d+ γ)
∂f2
∂I

(eDF ) + 1

⇔
∂f2
∂I

(eDF ) = 1 +
(d+ γ)(R0 − 1)

1 + d+ γ
,

∂f1
∂R

(eDF ) =
∂f2
∂R

(eDF ) = 0 e
∂f3
∂R

(eDF ) = 1− µ
∂f3
∂R

(eDF ) ⇔
∂f3
∂R

(eDF ) =
1

1 + µ
.

Podemos assim construir a matriz associada à linearização do sistema (2.6) no ponto

de equiĺıbrio eDF :





















1

1 + µ
−

β

(1 + µ)2
0

0 1 +
(d+ γ)(R0 − 1)

1 + d+ γ
0

∂f3
∂S

(eDF )
∂f3
∂I

(eDF )
1

1 + µ





















.

Atendendo à forma da matriz, é imediato que os valores próprios são

λ1 =
1

1 + µ
, λ2 = 1 +

(d+ γ)(R0 − 1)

1 + d+ γ
e λ3 =

1

1 + µ
.

Temos que λ1 < 1 e λ3 < 1. Por outro lado, se R0 < 1 temos que λ2 < 1 e se R0 > 1

temos que λ2 > 1. Deste modo, se R0 < 1 todos os valores próprios têm módulo

inferior a um, o que nos garante que o ponto fixo é localmente assintoticamente

estável e, por outro lado, se R0 > 1 existe um valor próprio com módulo superior a

um e portanto o ponto de equiĺıbrio fica instável. O resultado fica provado.

2.1.3.3 Estabilidade local do ponto de equiĺıbrio endémico

Vamos agora obter um resultado sobre a estabilidade local do ponto de equiĺıbrio

endémico. Recordemos que só temos um ponto de equiĺıbrio endémico quando R0 >

1.

Teorema 2.1.3. Se R0 > 1, o ponto de equiĺıbrio endémico do modelo (2.6), eE dado

por (2.19), é localmente assintoticamente estável.

Demonstração. Mais uma vez, atendendo a (2.6), existem funções definidas em

(R+)3, com valores em R e diferenciáveis, f1, f2 e f3, tais que Sn+1 = f1(Sn, In, Rn),

In+1 = f2(Sn, In, Rn) e Rn+1 = f3(Sn, In, Rn). Usaremos a notação

eE = (a1, a2, a3) =

(

d+ γ

β
,
µ

β
(R0 − 1),

γ

β
(R0 − 1)

)

.
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Recorrendo de novo a derivação impĺıcita obtemos:

∂f1
∂S

(eE) = 1− µ
∂f1
∂S

(eE)− βa2
∂f1
∂S

(eE) ⇔
∂f1
∂S

(eE) =
1

1 + µR0
,

∂f1
∂I

(eE) = −µ
∂f1
∂I

(eE)− βa2
∂f1
∂I

(eE)− βf1(eE) ⇔
∂f1
∂I

(eE) = −
d+ γ

1 + µR0
,

∂f2
∂S

(eE) = β
∂f1
∂S

(eE)a2 − (d+ γ)
∂f2
∂S

(eE) ⇔
∂f2
∂S

(eE) =
µR0 − µ

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
.

Além disso, de

∂f1
∂R

(eE) =
∂f2
∂R

(eE) = 0 e
∂f3
∂R

(eE) = 1− µ
∂f3
∂R

(eE)

obtemos
∂f3
∂R

(eE) =
1

1 + µ
.

Temos ainda que

∂f2
∂I

(eE) = β
∂f1
∂I

(eE)a2 + βf1(eE)− (d+ γ)
∂f2
∂I

(eE) + 1

é equivalente a
∂f2
∂I

(eE) = 1−
(d+ γ)µ(R0 − 1)

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
.

Podemos assim construir a matriz associada à linearização do sistema (2.6) no ponto de

equiĺıbrio eE:





















1

1 + µR0
−

d+ γ

1 + µR0
0

µR0 − µ

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
1−

(d+ γ)µ(R0 − 1)

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
0

∂f3
∂S

(eE)
∂f3
∂I

(eE)
1

1 + µ





















. (2.20)

Um dos valores próprios da matriz é 1/(1 + µ) < 1 e os restantes dois são as soluções da

equação

λ2 −
µ(R0 + γ + d)

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
λ+

1

1 + µR0
= 0.

Atendendo a que 1/(1 + µR0) < 1 e a que

µ(R0 + γ + d)

(1 + d+ γ)(1 + µR0)
=

µ

1/R0 + µ
×

R0 + γ + d

R0 +R0(γ + d)
< 1,

uma vez que R0 > 1, obtemos, de acordo com o critério de Jury (ver [8]), que os três

valores próprios têm módulo inferior a um.

Assim, se R0 > 1, temos estabilidade assintótica local do ponto de equiĺıbrio endémico.

O resultado fica demonstrado.
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Nas Figura 2.2 ilustramos a persistência e extinção da doença no modelo SIR.

Figura 2.2: SIR. Extinção (esquerda) Λ = 1, d = µ = 0, 9, β = 0, 2 e γ = 0, 4;
R0 = 0, 17. Persistência (direita) Λ = 1, d = µ = 0, 9, β = 6 e γ = 0, 4; R0 = 5, 12.

2.2 Modelo SIS

Vamos de seguida obter um modelo discreto correspondente ao modelo SIS cont́ınuo,

dado por (Q), o qual é composto por duas classes: suscet́ıveis e infetados. Este é um

modelo mais simples e quase tudo o que diremos sobre ele se pode obter reproduzindo

argumentos usados para estudar o modelo SIR.

2.2.1 Discretização pelo Método de Mickens

Recorrendo de novo ao método de Mickens, escolhemos fazer corresponder bSn+1In

a bS(t)I(t), aS(t) a aSn+1 e cI(t) a cIn+1. As derivadas S
′(t) e I ′(t) são substituidas

pelas razões incrementais respetivas:

Sn+1 − Sn

h
e

In+1 − In
h

.

Obtemos assim a seguinte equação para os suscet́ıveis:

Sn+1 − Sn

h
= B − bSn+1In − aSn+1 + kIn+1 ⇔ Sn+1 =

Bh+ Sn + khIn+1

1 + ah + bhIn
.

e a seguinte equação para os infetados

In+1 − In
h

= bSn+1In − cIn+1 − kIn+1 ⇔ In+1 =
bhSn+1In + In
1 + ch + kh

.

Fazendo, Bh = Λ, ha = µ, bh = β, ch = d e kh = γ obtemos



















Sn+1 =
Λ + Sn + γIn+1

1 + µ+ βIn

In+1 =
βSn+1In + In
1 + d+ γ

, (2.21)
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que muitas vezes teremos vantagem em analisar na forma:











Sn+1 = Λ + Sn − µSn+1 − βInSn+1 + γIn+1

In+1 = βSn+1In − (d+ γ)In+1 + In

. (2.22)

Substituindo Sn+1 e In+1 no sistema (2.21), podemos obter explicitamente as variáveis

no tempo n+ 1 em função das variáveis no tempo n:



















Sn+1 =
(Λ + Sn)(1 + d+ γ) + γIn

(1 + µ)(1 + d+ γ) + (1 + d)βIn

In+1 =

[

1 + β
(Λ + Sn)(1 + d+ γ) + µIn

(1 + µ)(1 + d+ γ) + (1 + d)βIn

]

In
1 + d+ γ

. (2.23)

2.2.2 População Total

Somando as equações do sistema (2.22) e denotando como habitualmente a po-

pulação total no tempo n por Nn, isto é, fazendo Nn = Sn + In, obtemos uma

equação semelhante à determinada na secção 2.1.2 para a população total do mo-

delo SIR:

(1 + µ)Nn+1 + (d− µ)In+1 = Λ +Nn. (2.24)

Deste modo, as propriedades obtidas na secção 2.1.2 para a população total do

modelo SIR ainda se verificam para a população total do modelo SIS. Em particular,

continuamos a ter para o modelo SIS o enquadramento em (2.16), no caso geral, e

convergência da população total para Λ/µ quando µ = d.

2.2.3 Pontos de equiĺıbrio e estabilidade local

Tal como no modelo SIR, a partir do sistema (2.21) podemos determinar os pontos

de equiĺıbrios resolvendo um sistema:











S∗ = Λ+S∗+γI∗

1+µ+βI∗

I∗ = βS∗I∗+I∗

1+d+γ

.

Da segunda equação do sistema temos que

(d+ γ − βS∗)I∗ = 0 ⇔ S∗ = (d+ γ)/β ∨ I∗ = 0

De I∗ = 0 obtemos S∗ = Λ/µ, o que nos conduz ao ponto de equiĺıbrio sem doença:

eDF = (Λ/µ, 0) , (2.25)
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que verificamos ter as mesmas coordenadas que as duas primeiras coordenadas do

ponto de equiĺıbrio sem doença do modelo SIR. Fazendo agora S∗ = (d+γ)/β temos,

recorrendo à primeira equação,

I∗ =
µ(d+ γ)(R0 − 1)

dβ

Temos, deste modo, determinado o segundo ponto de equiĺıbrio, que designaremos

ainda por ponto de equiĺıbrio endémico sempre que tiver coordenadas não negativas

e que continuaremos a denotar por eE:

eE =

(

(d+ γ)/β, (R0 − 1)
µ(d+ γ)

dβ

)

, (2.26)

onde

R0 =
βΛ

µ(d+ γ)
(2.27)

constante que determina a existência do equiĺıbrio endémico, uma vez que as coor-

denadas são positivas se e só se R0 > 1, e que continuamos a designar por número

reprodutivo básico. Obtemos então um resultado semelhante à Proposição 2.1.1,

obtida anteriormente para o sistema SIR.

Proposição 2.2.1. Temos o seguinte para o sistema (2.22).

1. Se R0 6 1 temos um único ponto de equiĺıbrio, o ponto eDF dado por (2.25).

2. Se R0 > 1 temos dois pontos de equiĺıbrios: o ponto eDF dado por (2.25) e o

ponto eE dado por (2.26).

2.2.3.1 Estabilidade local do ponto de equiĺıbrio sem doença

O estudo da estabilidade dos pontos de equiĺıbrio obtidos é semelhante ao caso

do modelo SIR, ainda que agora tenhamos que lidar com a falta de imunidade.

Começamos com o ponto de equiĺıbrio sem doença, eDF , obtido em (2.25). Temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.2.2. Temos o seguinte, relativamente ao ponto de equiĺıbrio sem doença,

eDF , do modelo (2.22).

1. Se R0 < 1 o ponto de equiĺıbrio eDF é localmente assintoticamente estável.

2. Se R0 > 1 o ponto de equiĺıbrio eDF é instável.

Demonstração. Seja Sn+1 = f1(Sn, In) e In+1 = f2(Sn, In) com f1,f2 dados por

(2.23). Procedendo como na demonstração do Teorema 2.1.2, construimos a matriz
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associada à linearização do sistema (2.6):











1

1 + µ

∂f1
∂S

(eDF )

0 1 +
(d+ γ)(R0 − 1)

1 + d+ γ











.

Atendendo à forma da matriz, é imediato que os valores próprios são

λ1 =
1

1 + µ
e λ2 = 1 +

(d+ γ)(R0 − 1)

1 + d+ γ
.

Temos que λ1 < 1 e λ2 < 1 se R0 < 1 e λ2 > 1 se R0 > 1. Tal como para o modelo

SIR, o R0 determina a estabilidade do ponto de eqúılibrio sem doença. De facto, se

R0 < 1 todos os valores próprios têm módulo inferior a um o que nos garante que o

ponto fixo é localmente assintoticamente estável e, por outro lado, se R0 > 1 existe

um valor próprio com módulo superior a um e portanto o ponto de equiĺıbrio fica

instável.

2.2.3.2 Estabilidade local do ponto de equiĺıbrio endémico

Vamos agora analisar a estabilidade local do ponto de equiĺıbrio endémico. Tal como

no modelo SIR, só temos um ponto de equiĺıbrio endémico quando R0 > 1. Por uma

questão de simplicidade dos cálculos, vamos apenas analisar o caso γ = 0.

Teorema 2.2.3. Se γ = 0 e R0 > 1, o ponto de equiĺıbrio endémico do modelo (2.6),

eE dado por (2.19), é localmente assintoticamente estável.

Demonstração. Sejam γ = 0 e R0 > 1. Mais uma vez, procedendo como na demons-

tração do Teorema 2.1.3, obtemos a matriz associada à linearização do sistema (2.22)

com γ = 0 em torno do ponto eE :











1

1 + µR0

−
d

1 + µR0

µR0 − µ

(1 + d)(1 + µR0)
1−

dµ(R0 − 1)

(1 + d)(1 + µR0)











.

Note-se que atendendo à forma das equações dos modelos SIR e SIS, a matriz acima

é obtida a partir da matriz (2.20), a matriz correspondente para o modelo SIR,

apagando a última linha e a última coluna e fazendo γ = 0. Os valores próprios da

matriz são as soluções da equação

λ2 −
µ(R0 + d)

(1 + d)(1 + µR0)
λ+

1

1 + µR0
= 0.
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Atendendo a que 1/(1 + µR0) < 1 e a que

µ(R0 + d)

(1 + d)(1 + µR0)
=

µ

1/R0 + µ
×

1 + d/R0

1 + d
< 1,

uma vez que R0 > 1, obtemos, de acordo com o critério de Jury, que os valores

próprios têm modulo inferior a um. Fica demonstrada a estabilidade assintótica

local do ponto de equiĺıbrio endémico quando R0 > 1.

Nas Figura 2.3 ilustramos a persistência e extinção da doença no modelo SIS.

Figura 2.3: SIS. Extinção (esquerda) Λ = 1, d = 0, 7, µ = 0, 5, β = 0, 01 e γ = 0;
R0 = 0, 028. Persistência (direita) Λ = 1, d = 0, 7, µ = 0, 5, β = 3 e γ = 0; R0 = 8, 57.
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Caṕıtulo 3

Estabilidade Global nos modelos SIR e SIS

Vamos agora obter resultados sobre estabilidade global do equiĺıbrio sem doença e do

equiĺıbrio endémico para os nossos sistemas SIR e SIS. O resultado que obtemos sobre

a estabilidade do equiĺıbrio endémico para o modelo SIR corresponde ao Teorema

5 de [10], provado para o modelo SIR obtido pelo método de Euler. Ainda que a

nossa demonstração seja inspirada em [10], uma série de alterações não triviais são

necessárias. No nosso caso, obtivemos melhores condições sobre os parâmetros do

que as condições obtidas no Teorema 5 de [10]. Como veremos, a estabilidade global

do equiĺıbrio endémico do modelo SIS pode ser obtida como corolário.

3.1 Estabilidade global do equiĺıbrio sem doença no modelo

SIR

Nesta secção vamos estabelecer a estabilidade global do equilibrio sem doença no

modelo SIR. A ideia da demonstração é frequente na análise deste tipo de modelos

e consiste em usar a extinção dos infetados para mostrar que qualquer solução se

aproxima do equiĺıbrio sem doença.

Teorema 3.1.1. O equiĺıbrio sem doença eDF do modelo (2.6) é globalmente assinto-

ticamente estável se R0 < 1.

Demonstração. Seja R0 < 1 e (Sn, In, Rn), n ∈ N, uma solução do modelo (2.5).

Atendendo a que Sn+1 6 Nn+1 e que lim supn→+∞Nn = Λ/µ, concluimos que dado

ε > 0, existe N ∈ N tal que, para n > N , temos Sn+1 6 Λ/µ+ ε. Assim

In+1 6
βΛ/µ+ βε+ 1

1 + d+ γ
In =

R0 + βε/(γ + d) + 1/(γ + d)

1 + 1/(γ + d)
In

Seja a0 = (R0+βε/(γ+d)+1/(γ+d))/(1+1/(γ+d)). Fazendo ε > 0 suficientemente

pequeno e atendendo a que R0 < 1, concluimos que a0 < 1. Assim

Im 6 a0Im−1 6 a20Im−2 6 · · · 6 (a0)
m−nIn.
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Fazendo m → +∞, conclúımos que

lim
m→+∞

Im = 0. (3.1)

Atendendo a (3.1), dado ε > 0 existe N1 ∈ N tal que, para n > N1, temos

Sn+1 > Λ + Sn − µSn+1 − βεSn+1 ⇔ Sn+1 >
Λ

1 + µ+ βε
+

1

1 + µ+ βε
Sn.

Atendendo ao estudo feito para a equação (2.11), é imediato que

lim
n→+∞

Sn >
Λ

µ+ εβ
.

Atendendo a que ε > 0 é arbitrário temos

lim
n→+∞

Sn >
Λ

µ
.

Por outro lado Sn 6 Nn → Λ/µ. Conclúımos que

lim
n→+∞

Sn = Λ/µ. (3.2)

Finalmente, dado ε > 0 existe N2 ∈ N tal que, para n > N2, temos

Rn+1 6 γε+Rn − µRn+1 ⇔ Rn+1 6
γε

1 + µ
+

1

1 + µ
Rn.

Atendendo ao estudo feito para a equação (2.11), é imediato que

lim
n→+∞

Rn 6
γε

µ
.

Atendendo a que ε > 0 é arbitrário temos

lim
n→+∞

Rn 6 0.

Por outro lado Rn > 0 para todo o n ∈ N. Conclúımos que

lim
n→+∞

Rn = 0. (3.3)

De (3.2), (3.3) e (3.1) conclúımos que (Sn, In, Rn) → eDF . De acordo com o

Teorema 2.1.2, quando R0 < 1 temos estabilidade assintotica local. Deste modo

conclúımos que eDF é globalmente assintoticamente estável.
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3.2 Estabilidade global do equiĺıbrio endémico no modelo SIR

Vamos agora estabelecer a estabilidade global do equiĺıbrio endémico no sistema

SIR. A ideia da demonstração pode descrever-se do seguinte modo: notamos que

basta trabalhar inicialmente com as equações para os suscet́ıveis e os infetados, uma

vez que estas não dependem dos recuperados; fazemos uma mudança de variáveis,

passando a trabalhar com os infetados e uma nova variável correspondente à soma

dos infetados e dos suscet́ıveis; majoramos e minoramos a equação correspondente à

soma dos infetados e dos suscet́ıveis e com base nas inequações obtidas encontramos

uma majoração e uma minoração para os infetados desde que deixemos passar tempo

suficiente; associadas à majoração e minoração para os infetados obtemos equações

de Beverton-Holt que nos permitem obter uma nova majoração e minoração para os

infetados, desde que deixemos passar o tempo suficiente; procedendo indutivamente,

vemos que os suscet́ıveis e os infectados convergem para as componentes respetivas

do ponto fixo endémico; usando o resultado obtido, verificamos por fim que também

os recuperados convergem para a componente respetiva do ponto fixo endémico.

Notamos que no nosso caso, obtemos equações de Beverton-Holt, ao contrário do

que acontece para o modelo SIR obtido pelo método de Euler em que se obtêm

equações lineares.

Teorema 3.2.1. O equiĺıbrio endémico eE do modelo (2.6) é globalmente assintotica-

mente estável se R0 > 1 e γ < 2µ− d.

Demonstração. Uma vez que as duas primeiras equações em (2.6) são independentes

dos recuperados, (Rn), vamos considerar primeiramente apenas estas equações:











Sn+1 =
Λ+Sn

1+µ+βIn

In+1 =
βSn+1In+In

1+d+γ

⇔











Sn+1 − Sn = Λ− βSn+1In − µSn+1

In+1 − In = βSn+1In − (d+ γ)In+1

. (3.4)

Começamos por introduzir uma nova variável Ln = Sn + In com o fim de obtermos

uma equação linear. Fazendo δ = d− µ, de (3.4) temos:

Ln+1 = Ln + Λ− µSn+1 − (µ+ δ + γ)In+1

= Ln + Λ− µLn+1 − (δ + γ)In+1.
(3.5)

Assim, vamos considerar as duas equações seguintes











Ln+1 = Ln + Λ− µLn+1 − (δ + γ)In+1

In+1 =
In(βΛ+1+µ+βLn)
(1+µ+βIn)(1+d+γ)

(3.6)
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De acordo com a equação (3.5), 0 ≤ In ≤ Ln temos:

Ln+1 6 Ln + Λ− µLn+1 ∧ Ln+1 > Ln + Λ− (d+ γ)Ln+1

e consequentemente

Ln+1 6
Λ

1 + µ
+

1

1 + µ
Ln ∧ Ln+1 >

Λ

1 + d+ γ
+

1

1 + d+ γ
Ln. (3.7)

Comparando as duas inequações em (3.7) com as equações lineares que se obtêm

substituindo a desigualdade por uma igualdade, conclúımos que, para ε > 0 sufi-

cientemente pequeno, existe um inteiro positivo T1l tal que Ll
1 6 Ln 6 Lm

1 para

n > T1l, onde Ll
1 =

Λ
d+γ

− ε e Lm
1 = Λ

µ
+ ε.

De acordo com Ll
1 6 Ln 6 Lm

1 e (3.6) obtemos

In+1 6
In(βΛ+ 1 + µ+ βLm

1 )

(1 + µ+ βIn)(1 + d+ γ)
e In+1 >

In(βΛ+ 1 + µ+ βLl
1)

(1 + µ+ βIn)(1 + d+ γ)
. (3.8)

Consideramos as duas equações às diferenças seguintes, correspondentes às desigual-

dades em (3.8)

Im1,n+1 =
Im1,n(βΛ + 1 + µ+ βLm

1 )

(1 + µ+ βIm1,n)(1 + d+ γ)
e I l1,n+1 =

I l1,n(βΛ + 1 + µ+ βLl
1)

(1 + µ+ βI l1,n)(1 + d+ γ)
.

As equações anteriores são equações de Beverton-Holt. De facto,

Im1,n+1 =
am1 I

m
1,n

1 + bIm1,n
e I l1,n+1 =

al1I
l
1,n

1 + bI l1,n
. (3.9)

onde

am1 =
βΛ + 1 + µ+ βLm

1

(1 + µ)(1 + d+ γ)
, al1 =

βΛ+ 1 + µ+ βLl
1

(1 + µ)(1 + d+ γ)
, e b =

β

1 + µ
.

Uma vez que al1 > 1 e am1 > 1, existe um inteiro positivo T1l > T1i tal que I
l
1 6 In 6

Im1 , para todo o n > T1i, onde I l1 = (al1 − 1)/b− ε e Im1 = (am1 − 1)/b+ ε.

Recorrendo de novo à primeira equação de (3.6) e usando I l1 6 In 6 Im1 , obtemos,

para n > T1i,

Ln+1 6 Ln + Λ− µLn+1 − (δ + γ)I l1 e Ln+1 > Ln + Λ− µLn+1 − (δ + γ)Im1

e consequentemente

Ln+1 6
Λ− (δ + γ)I l1

1 + µ
+

1

1 + µ
Ln e Ln+1 >

Λ− (δ + γ)Im1
1 + µ

+
1

1 + µ
Ln. (3.10)
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Comparando as duas inequações em (3.10) com as equações lineares que se obtêm

substituindo a desigualdade por uma igualdade, conclúımos que, para ε > 0 sufici-

entemente pequeno, existe um inteiro positivo T2l > T1i tal que L
l
2 6 Ln 6 Lm

2 para

n > T2l, onde Ll
2 =

Λ−(δ+γ)Im1
µ

− ε e Lm
2 =

Λ−(δ+γ)Il1
µ

+ ε. De novo atendendo a (3.6)

obtemos

In+1 6
In(βΛ + 1 + µ+ βLm

2 )

(1 + µ+ βIn)(1 + d+ γ)
e In+1 >

In(βΛ + 1 + µ+ βLl
2)

(1 + µ+ βIn)(1 + d+ γ)
.

e as equações às diferenças correspondentes:

Im2,n+1 =
Im2,n(βΛ + 1 + µ+ βLm

2 )

(1 + µ+ βIm2,n)(1 + d+ γ)
e I l2,n+1 =

I l2,n(βΛ + 1 + µ+ βLl
2)

(1 + µ+ βI l2,n)(1 + d+ γ)
.

que novamente são equações de Beverton-Holt. De facto,

Im2,n+1 =
am2 I

m
2,n

1 + bIm2,n
e I l2,n+1 =

al2I
l
2,n

1 + bI l2,n
. (3.11)

onde

am2 =
βΛ + 1 + µ+ βLm

2

(1 + µ)(1 + d+ γ)
, e al2 =

βΛ + 1 + µ+ βLl
2

(1 + µ)(1 + d+ γ)
.

Atendendo às propriedades da equação de Beverton-Holt, existe um inteiro positivo

T2l > T2i tal que I l2 6 In 6 Im2 , para todo o n > T2i, onde I l2 = (al2 − 1)/b − ε

e Im2 = (am2 − 1)/b + ε. Usando respetivamente nas expressões de al2 e am2 e as

identidades Ll
2 =

Λ−(δ+γ)Im1
µ

− ε e Lm
2 =

Λ−(δ+γ)Il1
µ

+ ε, obtemos

I l2 =
al2 − 1

b
− ε =

βΛ + 1 + µ+ βLl
2

b(1 + µ)(1 + d+ γ)
−

1

b
− ε = Al

ε − BεI
m
1

e

Im2 =
am2 − 1

b
+ ε =

βΛ+ 1 + µ+ βLm
2

b(1 + µ)(1 + d+ γ)
−

1

b
+ ε = Am

ε − BεI
l
1,

onde

Al
ε =

(1 + µ)(d+ γ)(R0 − 1)− βε

β(1 + d+ γ)
− ε, Am

ε =
(1 + µ)(d+ γ)(R0 − 1) + βε

β(1 + d+ γ)
+ ε

e

Bε =
δ + γ

µ(1 + d+ γ)
.

Obtemos portanto o sistema linear







I l2 = Al
ε − BεI

m
1

Im2 = Am
ε − BεI

l
1

.
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Por indução obtemos sucessões (Tkl)k∈N, (Tkm)k∈N, (Ll
k)k∈N, (Lm

k )k∈N, (I lk)k∈N e

(Imk )k∈N tais que I lk 6 In 6 Imk para n > Tkl e satisfazendo o sistema linear de

equações às diferenças seguinte:







I lk+1 = Al
ε −BεI

m
k

Imk+1 = Am
ε −BεI

l
k

. (3.12)

Este sistema tem o ponto de equiĺıbrio

(I l∗, Im∗) =

(

Al
ε −BεA

m
ε

1− (Bε)2
,
Am

ε − BεA
l

1− (Bε)2

)

. (3.13)

Os valores próprios da matriz associada à linearização do sistema no ponto (I l∗, Im∗)

são λ1 = Bε e λ2 = −Bε. Deste modo, uma vez que γ < 2µ− d, temos

|λi| =
δ + γ

µ(1 + d+ γ)
=

δ + γ

µ
×

1

1 + µ+ γ
< 1, i = 1, 2.

Vamos agora explicitar as expressões em (3.13). Temos

Al
ε − BεA

m
ε

1− (Bε)2
=

µ(1 + µ)(d+ γ)(R0 − 1)

β[µ(1 + d+ γ) + (δ + γ)]
− Cε =

µ

β
(R0 − 1)− Cε (3.14)

e analogamente obtemos

Am
ε − BεA

l
ε

1− (Bε)2
=

µ(1 + µ)(d+ γ)(R0 − 1)

β[µ(1 + d+ γ) + (δ + γ)]
+ Cε =

µ

β
(R0 − 1) + Cε, (3.15)

onde

C =
µ(1 + d+ γ) + [µ(1 + d+ γ) + (δ + γ)]2

µ(1 + d+ γ)[µ(1 + d+ γ) + (δ + γ)]
.

Pela forma como o sistema (3.12) foi construido e atendendo a (3.14) e (3.15),

obtemos
µ

β
(R0 − 1)− Cε 6 lim

n→+∞
In 6

µ

β
(R0 − 1) + Cε

e consequentemente, fazendo ε → 0, concluimos que

lim
n→+∞

In =
µ

β
(R0 − 1). (3.16)

Atendendo agora a que















Ll
k+1 =

Λ− (δ + γ)Imk
µ

− ε

Lm
k+1 =

Λ− (δ + γ)I lk
µ

+ ε
.
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obtemos

lim
k→+∞

Ll
k =

Λ− (δ + γ)

[

µ

β
(R0 − 1) + Cε

]

µ
− ε

=
Λ

µ
−

δ + γ

β
(R0 − 1)−

(

C(δ + γ)

µ
+ 1

)

ε

e analogamente

lim
k→+∞

Lm
k =

Λ− (δ + γ)

[

µ

β
(R0 − 1)− Cε

]

µ
+ ε

=
Λ

µ
−

(δ + γ)

β
(R0 − 1) +

(

C(δ + γ)

µ
+ 1

)

ε

Fazendo ε → 0 e notando que δ + µ = d, concluimos que

lim
k→+∞

Sk = lim
k→+∞

(Sk + Ik)− lim
k→+∞

Ik = lim
k→+∞

Lk − lim
k→+∞

Ik

=
Λ

µ
−

δ + γ

β
(R0 − 1)−

µ

β
(R0 − 1)

=
Λ

µ
−

d+ γ

β
(R0 − 1) =

d+ γ

β
.

(3.17)

Por fim, atendendo a (3.16), dado ε > 0, temos, para n suficientemente grande,

γ

[

µ

β
(R0 − 1)− ε

]

+Rn − µRn+1 6 Rn+1 6 γ

[

µ

β
(R0 − 1) + ε

]

+Rn − µRn+1.

Assim, atendendo à forma da solução das equações lineares que se obtêm conside-

rando igualdades em vez das desigualdades nas inequações acima, obtemos

γµ
β
(R0 − 1)− γε

µ
6 lim

n→+∞
Rn 6

γµ
β
(R0 − 1) + γε

µ
.

Fazendo ε → 0, obtemos

lim
n→+∞

Rn =
γ

β
(R0 − 1). (3.18)

Atendendo a (3.16), (3.17) e (3.18), para qualquer trajetória (Sn, In, Rn) com

I0 > 0 temos

lim
n→+∞

(Sn, In, Rn) →

(

γ + d

β
,
µ

β
(R0 − 1),

γ

β
(R0 − 1)

)

= eE

e conclúımos que eE é um ponto de equiĺıbrio globalmente atrator. Uma vez que

também é localmente assintoticamente estável, conclúımos que é globalmente assin-
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toticamente estável e isto conclui a nossa demonstração.

O seguinte corolário é consequência imediata do teorema anterior. Este é um

resultado correspondente ao Teorema 4 de [10], o qual foi provado para o modelo

SIR obtido pelo método de Euler. As condições sobre os parâmetros no nosso caso

são melhores do que as condições no teorema referido.

Corolário 3.2.2. Sendo d = µ temos que o equiĺıbrio endémico eE do modelo (2.6) é

globalmente assintoticamente estável se R0 > 1 e γ < µ.

Na Figura 3.1 ilustramos a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio sem doença

no modelo SIR.

Figura 3.1: Estabilidade do ponto de equiĺıbrio sem doença no modelo SIR. Λ = 1,
d = µ = 0, 9, β = 0, 2 e γ = 0, 4.

Na Figura 3.2 ilustramos a estabilidade global no interior do 1o octante do ponto

de equiĺıbrio endémico no modelo SIR.

Figura 3.2: Estabilidade do ponto de equiĺıbrio endémico no modelo SIR. Λ = 1,
d = µ = 0, 9, β = 3 e γ = 0, 4.

3.3 Estabilidade global no modelo SIS

A demonstração da estabilidade global dos pontos de equiĺıbrio fazem-se de forma

semelhantes e estão contidas nas demonstrações dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.1 sobre

estabilidade global do modelo SIR. Começamos com a estabilidade local.

Teorema 3.3.1. O equiĺıbrio sem doença eDF do modelo (2.22) é globalmente assin-

toticamente estável se R0 < 1.

Demonstração. Procedendo como na demonstração do Teorema 3.1.1 , concluimos

que

Im 6 a0Im−1 6 a20Im−2 6 · · · 6 (a0)
m−nIn,
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onde a0 = (R0+1/(d+γ)+βε/(d+γ))/(1+1/(d+γ)) e ε é suficientemente pequeno

para que a0 < 1. Fazendo m → +∞, concluimos que

lim
m→+∞

Im = 0. (3.19)

Procedendo como no modelo SIR, conclúımos que

lim
n→+∞

Sn = Λ/µ. (3.20)

A parte final da argumentação é semelhante. De (3.20) e (3.19) conclúımos que

(Sn, In) → eDF . De acordo com o Teorema 2.2.2, quando R0 < 1 temos estabilidade

assintótica local. Deste modo, concluimos que eE é globalmente assintoticamente

estável.

Vamos agora considerar o equiĺıbrio endémico.

Teorema 3.3.2. O equiĺıbrio endémico eE do modelo (2.22) é globalmente atrator se

R0 > 1. Além disso, se γ = 0, o ponto eE é globalmente assintoticamente estável.

Demonstração. Procedendo como na demostração do Teorema 3.2.1 e fazendo Ln =

Sn + In, obtemos um sistema semelhante a (3.12) onde neste caso

Al
ε =

(1 + µ)d(R0 − 1)− βε

β(1 + d)
−ε, Am

ε =
(1 + µ)d(R0 − 1) + βε

β(1 + d)
+ε e Bε =

δ

µ(1 + d)
.

Recorrendo a esse sistema e procedendo como na demonstração do Teorema 3.2.1,

somos novamente levados à conclusão de que, para cada ε > 0, temos

µ

β
(R0 − 1)− Cε 6 lim

n→+∞
In 6

µ

β
(R0 − 1) + Cε.

e consequentemente, fazendo ε → 0, concluimos que

lim
n→+∞

In =
µ

β
(R0 − 1),

o que mostra que o ponto de equiĺıbrio eE é globalmente atrator. Se γ = 0 es-

tamos nas condições do Teorema 2.2.3 e podemos concluir que eE é globalmente

assintoticamente estável.

Para o modelo SIS, na Figura 3.3 ilustramos a estabilidade assintótica global

do ponto de equiĺıbrio sem doença e na Figura 3.4 ilustramos a estabilidade global

assintótica no interior do 1o octante do ponto de equiĺıbrio endémico.
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Figura 3.3: Estabilidade do ponto de equiĺıbrio sem doença no modelo SIS. Λ = 1,
d = µ = 0, 7, γ = 0 e β = 0, 1.

Figura 3.4: Estabilidade do ponto de equiĺıbrio endémico no modelo SIS. Λ = 1,
d = µ = 0, 7, γ = 0 e β = 3.
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Caṕıtulo 4

Modelo SI com incidência periódica

Neste caṕıtulo, para um determinado p ∈ N fixo, vamos considerar a famı́lia de

modelos SI discretos periódicos de peŕıodo p seguinte







Sn+1 = Λ− µSn − βnSnIn + Sn

In+1 = βnSnIn − dIn + In
, (4.1)

onde βn = βn+p para todo o n ∈ N. Assumimos que 0 < µ 6 d < 1. Definimos

βℓ = min
n=1,...,p

βn e βu = max
n=1,...,p

βn.

O modelo (4.1) pode ser escrito na forma xn+1 = fn(xn) com xn = (Sn, In) e

fn(S, I) = (Λ− µS − βnSI + S, βnSI − dI + I), (4.2)

n ∈ N. Temos naturalmente fn = fn+p. Definimos a função F : (R+
0 )

2 → (R+
0 )

2

dada por

F (S, I) = (fp ◦ fp−1 ◦ · · · ◦ f1)(S, I). (4.3)

4.1 População total

No modelo (4.1) a equação para a população total não tem parâmetros que depen-

dam do tempo e veremos que se comporta como no caso dos modelos SIS e SIR

estudados anteriormente. Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. As seguintes afirmações são válidas:

1. Dadas condições iniciais S0, I0 > 0 e sendo N0 = S0 + I0, a população total

Nn = Sn + In verifica

(1− d)n(N0 − Λ/d) + Λ/d 6 Nn 6 (1− µ)n(N0 − Λ/µ) + Λ/µ; (4.4)
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2. O conjunto α = {(S, I) ∈ R
2 : S, I > 0 e Λ/d 6 S+ I 6 Λ/µ} é positivamente

invariante por F ;

3. Se 0 < µ < 1, temos lim sup
n→∞

Nn ∈
[

Λ
d
, Λ
µ

]

.

Demonstração. De acordo com (4.1), temos

Nn+1 = Λ− µSn − dIn +Nn 6 Λ− µNn +Nn = Λ + (1− µ)Nn

e

Nn+1 = Λ− µSn − dIn +Nn > Λ− dNn +Nn = Λ+ (1− d)Nn.

Aplicando às equações Un+1 = Λ + (1 − µ)Un e Vn+1 = Λ + (1 − d)Vn argumentos

semelhantes aos utilizados na Secção 2.1.2 podemos concluir que as afirmações acima

se verificam.

No caso particular d = µ temos imediatamente o seguinte corolário.

Corolário 4.1.2. Assumindo que d = µ, as seguintes afirmações são válidas:

1. Dadas condições iniciais S0, I0 > 0 e sendo N0 = S0 + I0, a população total

Nn = Sn + In verifica

Nn = (1− µ)n(N0 − Λ/µ) + Λ/µ; (4.5)

2. O conjunto α = {(S, I) ∈ R
2 : S, I > 0 e S + I = Λ/µ} é positivamente

invariante por F ;

3. Se 0 < µ < 1, temos lim
n→+∞

Nn = Λ/µ.

4.2 Existência de um atrator global contendo uma órbita

periódica

Uma questão muito importante no nosso estudo dos modelos epidemiológicos é per-

ceber o que acontece, do ponto de vista do comportamento global, no caso em que

R0 > 1. O objectivo principal das próximas secções é mostrar que temos uma órbita

periódica endémica, isto é com componentes estritamente positivas. Tal resultado

será consequência do resultado que obteremos nesta secção sobre existência de um

atrator global para a função F dada por (4.3).

Dados M0,M1 > 0 definimos os conjuntos

βM0,M1
= {(S, I) ∈ R

2 : S > 0 e I > 0 e M1 6 S + I 6 M0}.
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e os números

R+
0 = Λβu/(µd) e R−

0 = Λβℓ/(µd)

Dizemos que (S∗, I∗) é um ponto periódico de peŕıodo p para o nosso sistema

periódico de peŕıodo p se (fp ◦ fp−1 ◦ · · · ◦ f1)(S
∗, I∗) = (S∗, I∗), para todo o n ∈ N.

Temos o resultado:

Teorema 4.2.1. Suponhamos que ]R−
0 ,R

+
0 [ ⊆ ] d

µ
, 4µ

d
[. Então, para qualquer δ > 0

suficientemente pequeno, exite um conjunto conexo A ⊂ βM0,M1
, onde M0 = Λ/µ+δ

e M1 = Λ/d − δ, que é um atrator da função F dada por (4.3) em βM0,M1
. Este

atrator contém um ponto de equiĺıbrio.

Demonstração. Para provarmos o resultado, vamos usar o Teorema 1.5.5. A de-

monstração deste resultado será feita em vários lemas.

Lema 4.2.2. A função F em (4.3) é uma função compacta.

Demonstração. (Demonstração do Lema 4.2.2) Seja L um subconjunto limitado de

(R+
0 )

2. Então, usando a distância dada pelo máximo, existe δ > 0 tal que L ⊆

Bδ((0, 0)). Temos, para todo o (S, I) ∈ L,

d(fn(S, I), (S, I)) = d((Λ− µS − βnSI + S, βnSI − dI + I), (S, I))

= max{Λ− µS − βnSI + S, βnSI − dI + I}

6 max{Λ + µδ + βuδ2 + δ, βuδ2 + dδ + δ}

6 Λ + dδ + βuδ2 + δ := δ1

e logo f1(L) ⊆ Bδ+δ1((0, 0)). De forma semelhante (f2 ◦ f1)(L) ⊆ Bδ1+δ2((0, 0)),

onde δ2 = Λ+ dδ1 + βuδ21 + δ1. Procedendo indutivamente, concluimos que F (L) =

(fn ◦ fn−1 ◦ · · · ◦ f1) ⊆ Bδn−1+δn((0, 0)), onde δn = Λ + dδn−1 + βuδ2n−1 + δn−1 e

δk = Λ + dδk−1 + βuδ2k−1 + δk−1, k = 1, . . . , n − 1. Assim, F (L) é um conjunto

limitado e logo F (L) é também limitado. Como F (L) é também um conjunto

fechado, concluimos que é um conjunto compacto. Conclui-se que F é uma função

compacta.

Lema 4.2.3. Nas condições do enunciado, para qualquer δ > 0 suficientemente pe-

queno, βM0,M1
é positivamente invariante por fn, para todo o n ∈ N, e logo também

é positivamente invariante por F , para qualquer M0 =
Λ
µ
+ δ e M1 =

Λ
d
− δ.

Demonstração. (Demonstração do Lema 4.2.3) Seja δ > 0 um número suficiente-

mente pequeno que determinaremos mais tarde e M0 = Λ/µ + δ0 com δ0 < δ.

Para mostrar o resultado, começamos por notar que se Nn = Sn + In < M0 então
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Nn+1 = Sn+1 + In+1 < M0. Suponhamos que Sn, In ∈ βM0,M1
verificam Sn, In > 0.

Uma vez que βnSn > 0, 1− d > 0 e In > 0, temos por um lado

In+1 = [βSn + (1− d)]In > 0.

Por outro lado, uma vez que

βnSnIn 6 βuIn(M0 − In) 6 βu max
t∈[0,M0]

t(M0 − t) = βu max
t∈[0,M0]

(M0t− t2) = βuM2
0 /4,

temos −βnSnIn > −βuM2
0 /4 e logo

Sn+1 = Λ− µSn − βnSnIn + Sn

> Λ− µSn − βuM2
0 /4 + Sn

= Λ(1− βuM2
0 /(4Λ)) + (1− µ)Sn

= Λ(1−
dR+

0

4µ
− βuδ0/(2µ)− βuδ20/(4Λ)) + (1− µ)Sn > 0.

escolhemos δ > 0 suficientemente pequeno tal que 1−
dR+

0

4µ
−βδ/(2µ)−βδ2/(4Λ) > 0.

Note que é sempre posśıvel, uma vez que 1 −
dR+

0

4µ
> 0. Assim Sn+1, In+1 > 0. Por

outro lado, se Sn = 0 e In > 0 temos Sn+1 = Λ > 0 e In+1 = (1 − d)In > 0. Se

Sn+In > M1 então Sn+1+In+1 > M1, logo temos invariância de região. Concluimos

o pretendido.

Lema 4.2.4. Nas condições do enunciado, a função F é uniformemente persistente

em relação a βM0,M1
, onde M0,M1 são dados pelo lema anterior.

Demonstração do Lema 4.2.4. Começamos por notar que ∂βM0,M1
= γ1∪γ2∪γ3∪γ4

onde

γ1 = {(S, I) ∈ R
2 : S, I > 0 e S + I = M0},

γ2 = {(S, I) ∈ R
2 : S = 0 e M1 6 I 6 M0},

γ3 = {(S, I) ∈ R
2 : I = 0 e M1 6 S 6 M0}

e

γ4 = {(S, I) ∈ R
2 : S, I > 0 e S + I = M1}.

Seja (S0, I0) ∈ βM0,M1
e ((Sn, In))n∈N a solução correspondente. Uma vez que

todas as soluções se aproximam da faixa {(S, I) ∈ R
2 : Λ/d 6 S + I 6 Λ/µ} e que

M0 = Λ/µ+δ0 e M1 = Λ/d−δ1, existe ε1 < min {δ0, δ1} tal que M1+ε1 < Sn+In <

M0 − ε1, para todo o n suficientemente grande. Logo, lim inf
n→∞

d((Sn, In), γ1) > ε1 e

lim inf
n→∞

d((Sn, In), γ4) > ε1.
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Vamos mostrar que se S0 > 0 e I0 > 0 então a componente In da solução verifica

lim inf
n→+∞

In >
µR−

0 − d

2βu
. (4.6)

Procedemos por contradição. Supomos que (4.6) não se verifica. Como

Λ

d
6 lim inf

n→∞
Sn + In 6 lim sup

n→∞
Sn + In 6

Λ

µ
,

existe Φn com Φn → 0 quando n → +∞ tal que Λ/d − Φn 6 Sn + In 6 Λ/µ + Φn.

Logo, Sn >
Λ
d
− Φn − In e temos, uma vez que estamos a supor que (4.6) não se

verifica, para n suficientemente grande

In+1 > βn(Λ/d− Φn − In)In − dIn + In

> (µR−
0 − d− βuΦn − βuIn + 1)In > Θ0In,

com Θ0 = (µR−
0 − d)/2 + 1 > 1 (note-se que R−

0 > d/µ por hipótese). Portanto,

se (4.6) não se verifica, concluimos que lim inf
n→+∞

In = +∞. Contradição pois 0 < In <

M0. Deste modo

lim inf
n→∞

d((Sn, In), γ3) >
µR−

0 − d

2β
:= ε3.

Dado ε > 0, temos, para n suficientemente grande,

Sn+1 = Λ− µSn − βnSnIn + Sn

> Λ− (µ+ βuΛ/µ+ βuΦn + 1)Sn

> Λ− (µ+ βuΛ/µ+ βuε+ 1)Sn.

Concluimos que

lim inf
n→+∞

Sn >
Λ

µ+ βuΛ/µ+ βuε+ 1

e logo, pela arbitrariedade de ε > 0, temos que

lim inf
n→+∞

d((Sn, In), γ2) >
Λ

µ+ βuΛ/µ+ 1
:= ε4.

Logo, F = f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fp é uniformemente persistente em relação a βM0,M1
e

podemos tomar η = min{εi, i = 1, . . . , 4} na Definição 1.5.4.

Vamos agora demonstrar o teorema. Pelo Lema 4.2.2, a função F é uma função

compacta e obtemos a) do Teorema 1.5.5. Pelo Lema 4.2.3, a função βM0,M1
é po-

sitivamente invariante e pelo Lema 4.2.4 a função F é uniformemente persistente

em relação a βM0,M1
, e obtemos c) do Teorema 1.5.5. Uma vez que βM0,M1

é um

conjunto limitado concluimos trivialmente que a função F restrita a βM0,M1
dis-
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sipa pontos e podemos tomar para o conjunto B0 da definição o conjunto βM0,M1
.

Obtemos b) do Teorema 1.5.5. Assim, estando nas condições do referido teorema,

concluimos que existe um atrator conexo A0 para F em X0 e que F possui um ponto

de equiĺıbrio.

O seguinte corolário é imediato.

Corolário 4.2.5. Se ]R−
0 ,R

+
0 [ ⊆ ] d

µ
, 4µ

d
[ existe uma órbita periódica de periodo p para

o sistema (4.1).

Demonstração. Se existe (a, b) ∈ βM0,M1
tal que F (a, b) = (a, b) então, designando

por (Sn, In), n ∈ N a solução tal que (S0, I0) = (a, b), concluimos que

(fp ◦ · · · ◦ f1)(a, b) = F (a, b) = (a, b).

Concluimos que a órbita O é uma órbita periódica de periodo p.

Corolário 4.2.6. Suponhamos que o sistema (4.1) é autónomo, ou seja que βn = β,

para todo o n ∈ N. Se d = µ e R0 > 1, o ponto de equiĺıbrio endémico eE é

globalmente assintoticamente estável em βM0,M1
.

Demonstração. O teorema anterior diz que existe um atrator A para F em βM0,M1
,

o que mostra neste caso que o atrator está contido no segmento de reta

{(S, I) ∈ R
2 : S, I > 0 e S + I = Λ/µ}. (4.7)

De acordo com [10], o sistema











Sn+1 = Λ + Sn − µSn − β0InSn/Nn

In+1 = β0SnIn/Nn − µIn + In

. (4.8)

é globalmente assintoticamente estável desde que o número reprodutivo básico deste

sistema, dado por β0/µ, seja maior do que 1. Atendendo a que o sistema anterior é

invariante no conjunto (4.7), temos que, nesse conjunto, a equação (4.8) fica











Sn+1 = Λ+ Sn − µSn − βInSn

In+1 = βSnIn − µIn + In

. (4.9)

onde β = β0µ/Λ. Uma vez que β0/µ = βΛ/µ2, concluimos que, se o número repro-

dutivo básico de (4.9) é maior do que 1 (R0 = βΛ/µ2 > 1) temos que o equiĺıbrio

endémico do sistema (4.9) é globalmente assintoticamente estável na região (4.7).
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Vamos agora ver a estabilidade local do ponto de equiĺıbrio endémico, eE em

βM0,M1
. O sistema







Sn+1 = Sn + Λ− µSn − βSnIn

In+1 = In + βSnIn − µIn
, (4.10)

pode ser escrito como xn+1 = f(xn), onde xn = (Sn, In) e f : R2 → R
2 é a função

dada por f(S, I) = (S + Λ− µS − βSI, I + βSI − µI).

A matriz derivada desta função num ponto (S, I) é a matriz

df(S,I) =

[

1− µ− βI −βS

βI 1 + βS − µ

]

Prosseguindo na análise da estabilidade do ponto de equiĺıbrio endémico, eE ,

vemos que a derivada neste ponto de equiĺıbrio é dada por:

dfeE =

[

µ−βΛ
µ

−µ
βΛ−µ2

µ
1

]

.

Assim,

det(A− λI) = 0 ⇔ det

[

µ−βΛ
µ

− λ −µ
βΛ−µ2

µ
1− λ

]

= 0

e o polinómio caracteŕıstico é

P (λ) = λ2 +

(

−2 +
βΛ

µ

)

λ+

(

1−
βΛ

µ
− µ2 + βΛ

)

.

Os valores próprios são assim as soluções da equação

λ2 +

(

−2 +
βΛ

µ

)

λ+

(

1−
βΛ

µ
− µ2 + βΛ

)

= 0.

Alguns cálculos permitem concluir que os valores próprios são λ1 = 1 − µ e λ2 =

1 + µ− βΛ/µ.

Como 0 < µ < 1, temos λ1 < 1. Por outro lado, se R0 > 1, temos

λ2 = 1 + µ−
βΛ

µ
= 1 + µ (1−R0) < 1

e conclúımos que o ponto eE é localmente assintoticamente estável.

Como vimos, o ponto de equiĺıbrio, eE é localmente assintoticamente estável e

logo é estável. Por outro lado, eE é globalmante assintoticamente estável em (4.7)

e o atrator global tem de estar nessa reta. Logo eE é globalmante assintoticamente

estável em βM0,M1
.
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Para o modelo periódico que considerámos, na Figura 4.1 ilustramos a existência

de uma órbita periódica e na Figura 4.2 é sugerida a estabilidade assintótica dessa

órbita. Para as figuras considerámos Λ = 4, µ = 0.2, d = 0.5 e

βn = 0.01115× (5− (−1)n).

Note-se que, neste caso temos

]R−
0 ,R

+
0 [ = ]1.6, 2.4[ ⊆ ]1.6, 2.5[= ]d/µ, 4µ/d[,

e portanto, a Figura 4.1 ilustra a conclusão do Corolário 4.2.5.

Figura 4.1: Modelo periódico. Órbita periódica.

Figura 4.2: Modelo periódico. Comportamento assintótico.
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Caṕıtulo 5

Um projeto de divulgação

Neste caṕıtulo enumeram-se alguns aspetos da preparação e apresentação de uma

ação de divulgação subordinada ao tema “modelos discretos da biomatemática”.

Esta ação de divulgação foi preparada e apresentada na Academia Júnior de Ciências

(AJC) pela autora deste trabalho, pelo seu orientador, Prof. César Silva, e por um

seu colega. Pode encontrar-se um v́ıdeo da apresentação bem como os slides usados

na apresentação nos endereços http: // www. mat. ubi. pt/ ~ csilva/ AJC. mp4 e

http: // www. mat. ubi. pt/ ~ csilva/ 2018-03-10-slides-Academia. pdf . As

imagens incluidas na apresentação foram retiradas do site https: // pixabay. com/ .

Este site permite a utilização livre das imagens.

5.1 Academia Júnior de Ciências

A Academia Júnior de Ciências é uma iniciativa da Universidade da Beira Interior

(UBI) que, em parceria com as escolas do Ensino Secundário da região, proporcionam

aos melhores alunos do 12o ano a oportunidade de viver experiências em torno da

ciência. A AJC teve o seu ińıcio em 2014 e neste ano de 2018 conclui a sua quarta

edição, a qual começou a 13 de outubro de 2017 e o seu encerramento a 23 de março

de 2018.

Esta última edição teve a participação de mais de 30 alunos das escolas do

distrito de Castelo Branco e Guarda, os quais participaram em projetos ligados à

Matemática, F́ısica, Qúımica, Engenharia Aeroespacial, Ciências da Saúde e Enge-

nharia Eletromecânica, bem como em várias conferências da qual a última contou

com a nossa participação.

5.2 Ação de divulgação em Biomatemática

Fazer parte desta edição foi desafiador. Uma vez que a AJC é composta pelos

alunos do Ensino Secundário, elaborar uma apresentação ligada à Biomatemática
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não foi uma tarefa fácil, pois grande parte da Matemática que está na base dos

modelos apresentados ainda não é conhecida pelos participantes. Neste contexto,

fomos levados a ajustar os conteúdos bem como a linguagem usada.

Numa primeira fase, os slides utilizados foram preparados separadamente, tendo

cabido à autora o desenvolvimento inicial das secções relativas aos modelos epide-

miológicos, os slides 20 a 30. Numa segunda fase, em conjunto com o meu colega

Augusto dos Santos e com o meu orientador, os conteúdos dos slides preparados

pela autora foram aperfeiçoados e adaptados aos conteúdos das outras partes da

apresentação. Ressaltaremos em seguida alguns aspectos que foram trabalhados:

1. Nos slides, optou-se por previligiar gráficos e outros esquemas em vez de

cálculos longos, sempre que isso fosse suficiente para compreender o aspeto

matemático ou biológico que se pretendia descrever.

2. Apesar de, dependendo das unidades consideradas, as variáveis nos nossos mo-

delos poderem ser interpretados como densidades populacionais, percentagem

de individuos ou número de individuos, optámos por não referir todas estas

interpretações e usar sempre a interpretação das variáveis como número de

individuos. Deste modos os parâmetros µ, β e γ passaram a ser vistos como

frações das várias subpopulações (por exemplo, γIn é visto como o número de

infectados que recupera no dia n e que transita para a classe dos recuperados,

sendo γ a fracção dos infetados que recupera).

3. Nos vários slides, em vez de “equações às diferenças” obtámos por falar de

“sucessões definidas por recorrência”, para nos aproximarmos de um conceito

conhecido pelos participantes.

4. Em muitos dos slides, optou-se por usar o comando \pause, dispońıvel no

estilo “beamer” que se usou para preparar os slides, para modificar as cores

numa fórmula e ser mais fácil perceber os cálculos que estavam a ser efetuados.

Tal foi o caso dos cálculos efectuados nos slides 24, 27 e 30 (ver versão da

apresentação com as pausas no link acima).

5. Algumas expressões foram escritas de forma diferente da que assumiram em

caṕıtulos anteriores, com o objetivo de facilitar a interpretação das mesma.

Por exemplo, ao escrevermos a equação para a população total no slide 26, em

vez de Pn+1 = Λ − (µ − 1)Pn, escrevemos Pn+1 = Pn + Λ − µPn. Apesar da

última fórmula ser menos condensada, tem a vantagem de se poder interpre-

tar biologicamente de forma imediata: a população no dia seguinte é obtida

adicionando o número de nascimentos e subtraindo o número de mortes à po-

pulação no dia anterior. Um outro exemplo diz respeito à forma de apresentar
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os pontos de equiĺıbrio no slide 28. Em vez da representação usual como vetor:

eDF = (Λ/µ, 0, 0)

e

eE =

(

µ+ γ

β
,

Λ

µ+ γ
−

µ

β
,

γΛ

µ(µ+ γ)
−

γ

β

)

,

optou-se, no slide, pela representação

Sn = Λ/µ, In = 0, Rn = 0 eDF

e

Sn =
µ+ γ

β
, In =

Λ

µ+ γ
−

µ

β
, Rn =

γΛ

µ(µ+ γ)
−

γ

β
eE ,

menos natural mas mais fácil de compreender para os participantes que não es-

tivessem familiarizados com equações às diferenças (ou com sucessões definidas

por recorrência) em dimensão maior do que um.

6. Sempre que os cálculos fossem morosos ou complexos, optamos por não os

apresentar. Por exemplo, ocultamos os cálculos existentes para determinar

a solução da equação para a população total, no slide 26, por causa da sua

complexidade. Apresentou-se apenas a fórmula que se obtém.

7. A fim de ajudar à compreensão da importância dos “pontos de equiĺıbrio”

optou-se por os designar por “estado de equiĺıbrio”, à semelhança do que já

tinha sido feito noutras partes da apresentação, a propósito de modelos unidi-

mensionais. Pretendia-se que os participantes associassem pontos de equiĺıbrio

ou soluções constantes a estados em que o sistema biológico está em equiĺıbrio.

8. Optou-se por fazer os cálculos suficientes para ver surgir o número reprodu-

tivo básico, R0, como um número que matematicamente estabelece a fronteira

entre permanência e extinção da doença no slide 28. Ainda assim, R0 foi apre-

sentado de forma simplificada, não entrando muito em detalhes matemáticos

e previligiando a sua interpretação biológica: o número de novas infeções que

um único infetado lançado numa população constituida unicamente por sus-

cetiveis provoca durante o tempo em que permanece infecioso. Naturalmente

a interpretação anterior deveria ser feita num contexto assintótico mas não se

referiu este aspeto para não complicar a exposição.

49



Modelos Epidemiológicos SIR e SIS Discretos

50



Modelos Epidemiológicos SIR e SIS Discretos

Bibliografia
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