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Resumo

Neste trabalho, comecamos por estudar alguns dos resultados fundamentais sobre
estabilidade de sistemas de equacoes as diferengas, os quais se empregam no estudo
da estabilidade local dos pontos de equilibrio de modelos SIR e SIS auténomos, di-
cretizados com recurso ao método de Mickens. Além disso, estabelecemos, para os
modelos anteriores, a estabilidade global do ponto de equilibrio sem doeng¢a quando
Ry < 1 e, adaptando ao nosso contexto uma técnica ja utilizada para modelos
discretizados com o método de Euler, obtemos, em condi¢oes pouco exigentes, es-
tabilidade global do ponto de equilibrio endémico quando Ry > 1. De seguida,
verificamos a existéncia de uma orbita periédica para um modelo SI com taxa de
incidéncia periddica, discretizado pelo método de Euler. Quando o modelo se reduz
a um modelo autéonomo, garantimos a estabilidade global do ponto de equilibrio
endémico.

Na tltima parte do trabalho, tecemos alguns comentérios sobre a preparagao de
parte de uma acao de divulgagdo em matematica, subordinada ao tema “Alguns
Modelos Discretos da Biomatematica” realizada no contexto da Academia Junior

de Ciéncias da Universidade da Beira Interior.

Palavras-chave

Modelos epidemioldgicos SIR e SIS; Estabilidade local; Estabilidade global; Mo-

delo periddico; Divulgacao da Matematica.
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Abstract

In this work, we study some of the fundamental results concerning stability systems
of difference equations and we use them to study the local stability of equilibrium
points of autonomous SIR and SIS models, discretized by the Mickens method.
Moreover, for the referred models we establish global stability of the disease free
equilibrium when Ry < 1 and, using in our context a technique already considered
for models discretized by the Euler method, we obtain global stability of the endemic
equilibrium point when Ry > 1. Next, we establish the existence of a periodic orbit
for an SI model with periodic incidence, discretized by the Euler method. When
the model is reduced to an autonomous model, we obtain the global stability of the
endemic equilibrium.

In the last part of this work, we make some comments on the preparation of
part of an action of dissemination of mathematical knowledge, under the theme
“Some discrete models of biomathematics” done in the context of Junior Academy

of Science of University of Beira Interior.

Keywords

SIR and SIS epidemiological models; Local stability; Global stability; Periodic

model; Dissemination of mathematical knowledge.
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Introducao

Os modelos epidemiolégicos SIR e SIS sao estudados desde que se comegaram a
considerar modelos compartimentais para descrever a evolucao de uma doenga con-
tagiosa no seio de uma populacao, tanto em tempo continuo como em tempo dis-
creto. Em diversas épocas, a humanidade foi assolada por epidemias, como por
exemplo a peste negra (1343 — 1353) que resultou na morte de 75 — 200 milhoes de
pessoas, a variola (430 A.C) estima-se que reduziu a populac¢ao para dois tergos
e o sarampo que ainda hoje se verifica. Essas sao apenas algumas das doencgas
que dizimaram intmeras vidas ao longo do tempo. Compreender a evolucao e as
condicoes de contagio de epidemias ajuda a minimizar o nimero de vitimas. Desta
forma, basear-se em modelos matematicos para entender e, na medida do possivel,

minimizar os efeitos de uma epidemia é muito interessante.

A Matematica aplicada a Biologia tem atraido a atencao dos estudiosos ja ha
algum tempo. O primeiro registo sobre este assunto é atribuido a Johnn Graunt
(1620 — 1674) quando publicou em 1662 o trabalho “Natural and Political Obser-
vations upon the Bills of Mortality”, com isto também constituiu as bases para a
demografia. Passado quase um século (1760) Daniel Bernoulli, submeteu a Acade-
mia de Ciéncias de Paris um trabalho intitulado “An attempt at a new analysis of
the mortality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent
it”, mas que foi publicado apenas em 1766. Neste trabalho, foi discutido se a ino-
culacao de um virus deve ser encorajada mesmo que haja uma possibilidade de ser
uma operacgao mortal. Bernoulli ressaltou a idade dos individuos envolvidos e desig-
nou por S(z) o nimero de pessoas suscetiveis que estao vivas na idade x sem nunca
terem sido infetadas com a variola, por R(z) o numero de pessoas que estao vivas
na idade x e que sobreviveram a doenga e por P(x) o ntimero total de pessoas vivas
na idade x. Alguns anos mais tarde, ao estudar a maldria, a fim de descobrir como
era feita a transmissdo aos seres humanos, Ross (1911), tentou construir modelos
matematicos da transmissao desta doenca, a fim de apoiar uma afirmacao feita na
primeira edicao do seu livro, onde dissera que a malaria poderia ser erradicada sim-
plesmente reduzindo o niimero de mosquitos. Um dos seus modelos consistia num
sistema de duas equacoes diferenciais, onde as variaveis eram N, a populagao total
de humanos de uma determinada area, I(t), o nimero de humanos infetados com

a malaria no tempo t, n, a populacdo total de mosquitos (que supoe constante),
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i(t), o numero de mosquitos infetados com maldria, b, a frequéncia da picada de
mosquitos, p, a probabilidade de transmissao da malaria de humanos para os mos-
quitos (o inverso também é aplicavel) durante a mordida, a, a taxa de humanos que
se recuperaram da malaria, e M, a mortalidade dos mosquitos. Ross em conclusao
defendeu a modelagao matematica em epidemiologia, dizendo que toda a epidemi-
ologia, preocupada com a variacao da doenca periodicamente ou de um lugar para
o outro, deve ser considerada matematicamente, uma vez que envolve variaveis que
podem ser consideradas cientificamente. Com muitas novas ideias, Anderson Gray
Mckendrick em 1926, no artigo “Applications of mathematics to medical problems”,
introduziu um modelo matematico de tempo continuo para epidemias que levou em
consideracao aspetos estocasticos de infecao e recuperacao, assim apresentou as clas-
ses de individuos sucetiveis (), infetados () e recuperados (R), que constituem o
modelo SIR. Mais tarde, junta-se a William Ogilvy Kermack e passam a trabalhar
juntos em modelagem matematica em epidemiologia, eles publicaram uma série de
contribuigoes a teoria matemaética da epidemiologia a partir de 1927. Nestas con-
tribuicoes estudaram determinados modelos epidémicos. Os modelos desenvolvidos
por Kermack e McKendrick durante a década de 1930 ainda constituem o bloco de
construcao da maioria dos modelos mais complexos utilizados hoje em dia em epi-
demiologia. A Epidemiologia Matematica passou para um rapido desenvolvimento
a partir da segunda metade do século XX. Ela é uma area interdisciplinar, resultado
da interacao entre epidemiologistas, matematicos, bidlogos, fisicos e outros. Para
mais informacgao sobre aspectos histéricos relacionados ver [1], [2], [11] e [12].
Recentemente, os esforcos consistiram em aproximar os modelos tedricos aos
dados que sao recolhidos em unidades de tempo nao continuas, portanto o estudo
e analise de modelos epidemiolégicos discretos faz todo o sentido. O objetivo neste
caso é que os modelos se ajustem aos dados. Existem varios tipos de modelos, o
tipo que vamos abordar sao os modelos compartimentais. Neste tipo de modelo
precisamos de representar o estado do individuo em relagao a doencga e acompanhar
a sua evolugao ao longo do tempo. Consideraremos modelos com duas ou trés
classes, correspondentes aos suscetiveis (.5), isto é, os individuos vulneraveis a infe¢ao
estudada que no entanto ainda néo a contrairam, aos infetados (), individuos que
contrairam a doenga e podem transmiti-la, e aos recuperados (R), que no nosso caso,

serao individuos que se curaram e ficaram imunes a doenca.

Figura 1: Modelo SIR
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Figura 2: Modelo SIS

Os modelos que consideraremos constituem versoes discretas dos seguintes mo-
delos continuo:
S"=B—-bSI—a8
I'=bST—(c+g)] . (P)
R =gl —aR

S"=B—-bSI—aS+kI

(Q)
I'=bSI—(c+k)I

onde B é taxa de nascimentos, b designa a incidéncia entre susceptiveis e infectados,
a é a taxa de mortalidade nas classes dos suscetiveis e recuperados, ¢ é a taxa de
mortalidade entre os infectados e g e k sao taxas de recuperacao.

Varios trabalhos tém sido realizados no contexto dos modelos SIR e SIS discre-
tos [3], [4], [6], [7], [10] e [13], os quais s@o o tema central deste trabalho. Vairias
discretizacoes sao consideradas no processo de obtencao de modelos discretos a par-
tir de modelos continuos. Neste trabalho consideraremos a discretizagao de Mickens
para obter modelos SIR e SIS auténomos (isto é com parametros independentes do
tempo) e, na obtenc¢ao de um modelo periédico (isto é com parametros que depen-
dem periodicamente do tempo), a discretizagao de Euler.

O primeiro capitulo deste trabalho é dedicado ao estudo de sistemas de equacoes
as diferencas, sobretudo a teoria de estabilidade que é a base da andlise que faremos
dos sistemas epidemiolégicos SIR e SIS. No segundo capitulo calculam-se os pontos
fixos e estuda-se a estabilidade local dos modelos SIS e SIR recorrendo a técnicas
comuns, nomeadamente a linearizacao do sistema numa vizinhanca dos pontos de
equilibrio. O terceiro capitulo destina-se ao estudo da estabilidade global dos mo-
delos anteriores. Note-se que, apesar de no modelo SIS que consideraremos termos
menos uma classe do que no modelo SIR (a classe dos recuperados), assumimos nesse
modelo a possibilidade de perda de imunidade, o que complica a equagao dos sus-
cetiveis. Relativamente aos resultados sobre estabilidade global que obteremos, estes
resultados ja foram deduzidos recentemente, recorrendo a func¢oes de Lyapunov. A
técnica que usaremos é muito distinta e consiste em adaptar ao nosso contexto a

demonstracao do resultado sobre estabilidade global obtida em [10] para um modelo

3
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obtido pelo método de Euler e com taxas distintas. Algumas adaptacoes nao triviais
sao necessarias para adaptar a demonstracao ao nosso caso. No quarto capitulo con-
sideramos o modelo SI com incidéncia periddica e estabelecemos para este modelo
a existéncia de uma drbita periédica. O argumento recorre a um teorema de [14].
Finalmente, no quinto capitulo, apresentamos um projeto de divulgacao integrado
na programacao da Academia Junior de Ciéncias promovida pela Universidade da

Beira Interior.
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Capitulo 1

Sistemas de Equacoes as Diferencas

Como dissemos anteriormente, os modelos que vamos estudar baseam-se em sistemas
de equacoes as diferencas. Neste capitulo, vamos falar de conceitos ligados a equagoes
as diferencas e, com mais detalhe, a sistemas de equacoes as diferencas. Daremos

énfase as questoes relacionadas com a estabilidade.

1.1 Definicoes
Comecamos por definir equacgao as diferencas.

Definigao 1.1.1. Sejam f, : D C RY — RY n € Z;. Uma equagao da forma

Tps1 = fu(zn), n€ Zf{, (1.1)

designa-se por equacao as diferencas. Uma solucao da equacao anterior é uma su-

cessao (xn)nezg, onde z,, € RY para cada n € Z;, que satisfaz a equagao.

Quando N > 1, também se usa a expressao sistema de equacoes as diferencas
para designar a equagao (1.1). Se a sucessao de fungoes ( fn)nezg nao depende de
n, isto é, se f, = f para todo n € ZJ, a equagdo diz-se auténoma, caso contrario
diz-se nao auténoma.

Para alguns tipos de equacoes as diferencas, consegue-se determinar explicita-
mente a solugao. Perante a impossibilidade ou grande dificuldade em encontrar
a solucao, é primordial compreender o comportamento eventual ou assintotico do
processo iterativo.

Neste capitulo, vamos concentrar-nos em modelos auténomos:

Tuit = Flan). (1.2)

Conhecida a funcao f, em (1.2) obter o termo z,,; estd apenas dependente do

conhecimento de z,,. Considerando xg, o termo inicial, e aplicando a relagao (1.2)
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repetidamente obtém-se

w1 = f(xo), w2 = [f(1) = f(f(20)), x5 = [(f(f(20))), -,

ou seja obtemos a sucessao {zg, z1, s, ...} que se designa por érbita positiva de zg
e se denota por Ot (zg). Assim, a dérbita positiva de determinado ponto z é dada
por

OF(z) = {f*(z) : k>0}.

Se f for invertivel, podemos falar da 6rbita negativa de z, a qual designaremos por
O~ (z):
O (z) ={f"(x): k>0}.

Ainda no caso em que a funcao é invertivel, designamos por érbita de x o conjunto
O(zx) = {ff(x) : k€ Z} = OF(x) UO™ ().

A seguinte definicao é fundamental na andlise do comportamento assintético de

sistemas auténomos:

Defini¢ao 1.1.2. Diz-se que um ponto z* é um ponto de equilibrio da equagao (1.2)

se for um ponto fixo de f, isto é se f(x*) = a*.

Um ponto de equilibrio ¢ um ponto cuja orbita se reduz a um conjunto com
um unico ponto e como tal corresponde a uma solucao que ¢é constante ao longo do
tempo. Um outro tipo de solucoes muito importantes sao aquelas que se repetem
apos um numero fixo de iteragoes, as solucoes peridédicas associadas ao conceito de

ponto periddico.

Defini¢ao 1.1.3. Diz-se que = é um ponto periédico de periodo n se f™(x) # = para

I<m<mne f*(z)=ux.

O conjunto dos iterados de um ponto periddico formam uma érbita peridédica ou
um ciclo.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados no estudo da estabilidade
de pontos de equilibrio dos sistemas considerados. Prosseguimos com as defini¢oes

dos varios conceitos de estabilidade considerados.

Defini¢ao 1.1.4. Um ponto de equilibrio 2* da equagao (1.2) diz-se estével (ou estavel
no sentido de Lyapunov) se para todo o € > 0 existe § > 0 tal que, para todo o
n € N, temos

[ = wol <& = |lz¥ = f*(w0)]| <e.
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Defini¢ao 1.1.5. Um ponto de equilibrio z* da equagao (1.2) diz-se localmente atrator

se existir n > 0 tal que
|lz* — x|l <m = lim f"(zo) = 2z*.

Definicao 1.1.6. Um ponto de equilibrio z* da equacao (1.2) diz-se (localmente)

assintoticamente estével se for estavel e localmente atrator.

Se pudermos tomar n = 400 nas defini¢coes 1.1.5 e 1.1.6, o ponto de equilibrio x*

diz-se, respectivamente, globalmente atrator e globalmente assintoticamente estavel.

1.2 Matrizes e transformacoes lineares

Antes de prosseguirmos, é necessario recordar alguns conceitos relativamente ao
calculo matricial.

Seja T : RY — RY uma aplicacio linear. Entdo T satisfaz as seguintes relacoes:
1. T(x+y)=T(x)+ T(y);
2. T(\z) = \T'(z).

Existem dois conjuntos importantes numa aplicacao linear, o niicleo Ker(7') e a

imagem Im(7").

Defini¢ao 1.2.1. O ntcleo (ou kernel) de T é o conjunto
Ker(T) = {z € RY : T(2) = 0} = T~1(0).
Definicao 1.2.2. A Imagem de T é o conjunto
Im(T)={y € RY : T(x) =y paraalgum =z < R} =T(RY).

Seja ' C RY um subespaco linear. Designamos por combinacao linear dos
vetores vy, ...,v, € F uma soma da forma Av; + ... + A\,v, onde A, ...\, € R.
Um conjunto S = {vy,..., v} de vetores de F' diz-se linearmente independente se
Ele tiv; = 0 é equivalente a t; = 0, para todo ¢ € {1,...,k}. O conjunto S diz-se
uma base de F' se este contém o ntmero minimo de vetores capazes de gerar F|,
isto é, se qualquer vector de F' pode ser obtido como combinacao linear de vetores
de S e o conjunto S é um conjunto de vectores linearmente independentes. Neste
ultimo caso, diz-se que S é gerador de F' e cada vetor de F' pode ser escrito como
soma direta de vetores de S: u = Zle t;v;, t; € R. Uma propriedade importante de
Ker(T') é a seguinte: T é injetiva se e s6 se Ker(7T) = 0. Além disso Ker(T') é o

espago solugao do sistema T'(x) = 0.
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Dada uma base de R, {e,,...,enx}, qualquer aplicacio linear T' pode ser iden-
tificada com uma matriz A cujas colunas sao determinadas a partir dessa base:
T(e;) = Ae; parai=1,..., N.

Definicao 1.2.3. Dada uma transformacao linear 7', um ntimero real A diz-se um valor
proprio dessa transformagao linear se existir um vetor « # 0 tal que T'(z) = Az.

Este vetor x designa-se por vetor préprio associado ao valor proprio .
Vamos agora recordar o conceito de norma.

Defini¢ao 1.2.4. Dado um espaco vetorial V', uma fungao ||.|| : V' — R diz-se uma

norma se, para todos os x,y € V e todo o a € R, se verificam as seguintes proprie-

dades:

|z|| =0 < z = 0;

[l ]} = Jar] flz]l;

Iz +yll < llzll + [yl

As normas da soma, do maximo e euclideana, dadas respectivamente por
k 1/2
lzll = il llzfloo = max X |z e |22 = Zx ,

i=1

para cada x = (x1,...,7;), sdo algumas das normas mais utilizadas em RF.

O espaco das matrizes k x £ munido com a soma e o produto usuais de matrizes

é um espaco vetorial que representamos por My. Dada uma norma em R*, || - .,
podemos definir uma norma em My, || - ||, por
[Az]],
0 = ma { 1250 <o, 20
=,

para cada A € M. Pode verificar-se que a norma anterior pode ser ainda dada

pelas expressoes seguintes:

1Al = max [[Az], = max [|Az],
Jal, < lal, =

O lema seguinte mostra que, num certo sentido, ¢ indiferente a norma que se usa

em R* (para uma demonstragao, ver por exemplo [9]).

Lema 1.2.5. Dado k € N, todas as normas em R* sdo equivalentes: dadas normas

I, e [I.]l, em R, existem ¢y, o > 0 tais que

cllzlly < llelly < e llzlly
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para todo o x € R”.

As normas matriciais associadas a norma da soma, do maximo e euclideana, sao,

respetivamente,

k k
T 1/2
4l = x> lagl, 1Al = ax 3 lagl e 4]l = [p(474)] 7,
i=1 7j=1
para cada matriz A = [a;;] € M.
O objetivo seguinte é definir o conceito de semelhanca entre matrizes e enunciar
um teorema que afirma que qualquer matriz é semelhante a uma matriz que esta

numa forma especial, designada por forma candénica de Jordan. Comegamos por

apresentar a seguinte definicao:

Definicao 1.2.6. Duas matrizes k X k, A e B, dizem-se semelhantes se existir uma
matriz invertivel P tal que B = P~'AP. Uma matriz que é semelhante a alguma

matriz diagonal diz-se diagonalizavel.

Uma propriedade importante das matrizes semelhantes é apresentada no seguinte

lema:
Lema 1.2.7. Duas matrizes semelhantes possuem os mesmos valores proprios.

No conjunto de todas as matrizes semelhantes a uma dada matriz, podemos
sempre determinar uma matriz que se encontra numa forma especial, conhecida

como forma candnica de Jordan:

Definicao 1.2.8. Dizemos que uma matriz k x k, .J, esta na forma canodnica de Jordan

se
J, 0 - 0
0 Jy
0 O Js
onde, para cadat=1,...,s,
(A 1 - 0 0
0 N 0 0
Ji = )
Ao 1
. A/[/ -

é uma matriz m; x m; e Y ,_, m; = k.

O teorema seguinte mostra a importancia da definicao anterior.
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Teorema 1.2.9. Qualquer matriz k x k, A, é semelhante a uma matriz B na forma

canonica de Jordan.

1.3 Estabilidade de sistemas lineares

Dada uma matriz k x k, A, a equagao
Tpp1 = Az, (1.3)

n € Zg, diz-se uma equacio linear. Note-se que o vetor nulo é sempre um ponto fixo
de qualquer sistema de equacoes lineares. Comecamos por reescrever os conceitos

de estabilidade e estabilidade assintética para a solucao nula de um sistema linear:

Defini¢ao 1.3.1. A solugao nula da equagao (1.3) diz-se estavel se para todo o & > 0

existe 6 > 0 tal que, para todo o n € Zg, temos
|zo]| <6 = ||[A"zo]| < e.

Defini¢ao 1.3.2. A soluc@o nula da equacao (1.3) diz-se assintoticamente estével se

for estavel e existir n > 0 tal que
|zol| < = lim A"z, =0.

Sejam Aj, Ag, ..., A, 0s valores préprios da matriz A em (1.3). O raio espectral

da matriz A é dado pela seguinte expressao
p(A) = max{|\;| : 7 € {1,....,n}}.

E facil verificar que, para qualquer norma, p(A) < ||A]|.
Obtemos de seguida uma caracterizagao importante da estabilidade de um sis-

tema linear.
Teorema 1.3.3. A solugao nula do sistema linear (1.3) é:
a) estavel se e so se existe M > 0 tal que ||A"|| < M, para todo o n > ng > 0;

b) assintoticamente estdvel se e sé se lim [|A"| = 0.
n—+oo

Demonstracao. Para mostrar a), comegamos por assumir que a solugao nula de (1.3)
é estavel. Entao, dado g9 > 0, seja dp > 0 tal que, se ||zg]| < &y entao |[|A"xg| < 0.

Em particular, se ||zo|| = do/2 entao |[|A"x¢| < go. Logo

n U

il

||A”u|| o 250

— ax max =
' lul=50/2 ||lu| lull=60/2 ||| 0

|A"|| = max |[|[A"z|| = ma
llz]l=1 l[ull=d0/2

10
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e, fazendo M = 2¢4/0, concluimos que ||A™[| < M.
Reciprocamente, se ||A"|| < M, entdao, dado € > 0 e definindo 6 = /M, temos
que, se zg € tal que ||zo]| <, entdo a solucao (z,), associada a condigdo inicial o,

verifica
[znll = [|A"zo|| < [[A™|[[[zo]] < M|zol < Md = e.

Concluimos que a solu¢ao nula é estavel. Fica provado a).
Para mostrar b), suponha-se que o hm |A"|| = 0. Em particular | A" é
n—
limitada. Portanto ||A"|| < d com d > 0. Para e > 0, tome-se d = =. Entao sempre

que ||zo]| < 6 vem

[znll = [[A"[[lzo]l < db <&

e assim a solugao nula é estavel. Para provar que é atrativa basta ver que

lim flz,[| = lim {lA"[}[[zol| = 0 X [|zo[| = 0
n—-+00
Daqui decorre que hT |zn|| = 0 e assim tem-se a estabilidade assintética da
n——+0o0

solucao nula.
Reciprocamente, suponhamos que a solucao nula é assintoticamente estavel.

Entao, para cada xy # 0 temos que

il = T [ 47 o] = 0
Daqui decorre que lnf |A™|| = 0. Assim fica provado também b). O

A seguir faremos a demonstracao de um resultado muito importante na analise

da estabilidade de um determinado sistema.

Corolario 1.3.4. A solugao nula do sistema (1.3) é estével se e s6 se p(A) < 1 e cada
valor préprio de A com |A| = 1 é semi-simples, ou seja, tem um bloco de Jordan

diagonal.

Demonstragao. Seja A = PJP~! onde J = diag(Ji, J, ..., J,) estd na forma de

Jordan e

A1 oo 0 0
0O XN . 0 0
Ji=1 LT
o 0 -+ N 1
000 - 0 A

De acordo ao Teorema 1.3.3, a solugao zero do sistema (1.3) é estavel se e s6 se
existe My > 0 tal que
|4 = [|PT" P < Mo,

11
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o que ¢ equivalente a existir M > 0 tal que
17" < M.
De facto, se ||A™]| < My entao
|7 = [P~ P P~ P < | PTH|[PTPHIIPI = [[PTHIIIPIA™) < M,
com M = ||P7Y||||P|| My e, por outro lado, se ||J"|| < M entao
JA) = [ P~L P < [P P] < MIP 1P

Logo [|A™|| < My com My = || P~ ||| P|| M.
Neste contexto basta mostrar que ||J"|| < M, para algum M > 0. Temos que
J" = diag(JL", Jo", ..., J,""), onde

XA (e
=" An | ,
: : (A~

|0 0 AP |

Deste modo, podemos ver que se |A\;| > 1 ou se |\;| =1 e J; ndo é uma matriz 1 x 1,
entdao J!* fica ilimitado. Por outro lado, se |\;| < 1, entao J* — 0 quando n — oo.
Para chegar a esta conclusdo, basta provar que |\;|"n* — 0 quando n — oo, para

qualquer inteiro positivo £. Notando que In |\;| < 0, temos

¢ -1
) el 1 x L lz"" Inx o
Jm et =t e = B FWPS T
de acordo com a regra de L’Hopital. O

1.4 Estabilidade por aproximacao linear

Os métodos mais antigos em teoria da estabilidade remontam a Lyapunov e Perron e
baseiam-se na linearizacao. Vamos recorrer a estes tipo de método. Dado o sistema

nao linear
Yn+1 = Ayn + g<yn)7 (1'4>

onde A é uma matriz k x ke g : G C R¥ — RF é uma funcao diferencidvel com

g(0) = 0, consideremos a sua componente linear
Zna1 = Azy,. (1.5)

12
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Pode-se ver (1.4) como uma perturbagao de (1.5). Além disso, o sistema (1.4) pode

surgir da linearizagao do sistema nao linear

Tor1 = f(zn), (1.6)

num ponto de equilibrio, z*. Neste caso, temos de considerar f : G C RF — R*

continuamente diferenciavel no ponto de equilibrio z*, isto é, numa vizinhanca aberta

de x*, temos que (z*) existe e é continua para todo 1 < i < k.
i
Agora vamos mostrar como se lineariza o sistema (1.6). Escrevemos f = (f1, fa, ..., fx)T

e calcula-se a respetiva jacobiana D f,«,

0 0

) o Be)
2] * le] *
Beiar) - G

Fazendo a mudanca de varidvel y,, = z, — z*, a equacao (1.6) fica

Ynt+1 = f(yn + :E*) — 2" = D foeyn + g(yn)>

onde g(y,) = f(yn + 2*) — 2 — Dfpy,. Se assumirmos que A = Df,« entdo
obtemos o sistema (1.4). Considerando as hipdteses assumidas para f, concluimos
que ¢g(y) = o(|ly]|) quando ||y|| tende para zero (isto é que g(y)/||y|| converge para 0

quando ||y|| converge para 0). Note-se que quando z* = 0 temos

9(WYn) = f(Wn) — D foyn = f(Yn) — AYn.

Temos o seguinte resultado (ver [5]):

Corolério 1.4.1. Se p(A) < 1, entao a solugao nula do sistema (1.4) é assintoticamente

estavel.

1.5 Atratores

O conceito de atrator é uma definicao muito importante em dinamica.

Definicao 1.5.1. Dada uma func¢ao continua f : X — X e um conjunto limitado e

nao-vazio A C X, dizemos que A é um atrator de f se:
1. A é compacto;
2. A é invariante, isto é f(A) = A;

3. existe uma vizinhanca U de A tal que lim {d(f"(z),A):x €U} =0.

n—-+o0o

13
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Dado B C X, dizemos que A é um atrator de f em B se a vizinhanca U na
definicao 1.5.1 puder ser tomada de tal forma que B C U.
Para obtermos um resultado sobre existéncia de atratores, o qual usaremos neste

trabalho, precisamos de algumas definigoes:

Definicao 1.5.2. Dizemos que uma fungao continua dissipa pontos se existe um con-
junto limitado By C X que atrai todos os pontos de X. Isto é, se existe um conjunto

limitado By tal que lim d(z, By) = 0 para todo zp € X.

Definicao 1.5.3. Dizemos que uma funcao continua f : .S — S é compacta se trans-
forma conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos (i.e conjuntos que

possuem fecho compacto).

Definicao 1.5.4. Dado um conjunto X, dizemos que uma funcao F' é uniformemente

persistente em relacao a X se existe n > 0 tal que

liminf d(F™(x), 0X,) =1,

n— o0

para todo o x € X, onde 0X, designa a fronteira de Xj.

Utilizaremos neste trabalho o seguinte resultado, cuja demonstracao se encontra

em [14], no capitulo 4.

Teorema 1.5.5 (Teorema 1.3.6 de [14]). Seja Xo € X e F : X — X uma fungao
continua com F'(Xy) C Xj. Se:

a) I é compacta;
b) F' dissipa pontos;
c) F' é uniformente persistente em relagao a X.

Entao existe um atrator global conexo Ag para F' em X, e F' possui um ponto de

equilibrio.

14
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Capitulo 2

Modelos SIR e SIS

2.1 Modelo SIR

O modelo SIR continuo, dado por (P), é composto por trés classes: Suscetiveis,
Infetados e Recuperados. Varios métodos tém sido usado na discretizacao deste
modelo. Neste trabalho vamos obter um modelo discreto, com recurso ao método

de discretizacao de Mickens, e estuda-lo.

2.1.1 Discretizacao pelo Método de Mickens

De acordo com o método de Mickens, as interagoes devem ser nao locais. Para a
equagao dos suscetiveis, escolhemos fazer corresponder aS(t) a aS,1 e bS(t)I(t) a

bSpi1l,. A derivada S’(t) é substituida pela razao incremental:

Sn-i—l - Sn

Obtemos assim a seguinte equagao para os suscetiveis:

w =B - bSn+1[n — aSn+1 <~ Sn+1 — Sn = Bh — thn+1[n — ahSn+1
< (14 ah+bhl,)S,11=Bh+S,
e §. - Bh+ S,
"N Y ah + bR,

Fazendo, Bh = A, ha = p e bh = 3 obtemos

A+ S,

ST (2.1)

SnJrl =
Procedendo da mesma forma para os infetados, fazemos corresponder bS(t)I(t)
abS,i1l, e (c+g)I(t) a(c+g)ln1. Porsua vez, a derivada I'(¢) é substituida pela

razao incremental:
In-l—l - In

h
15
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Assim,

[n - [n
—i%f——:b&ﬁdﬁ—(c+gﬂﬁH & Iy — I, = bhS, 11, — (ch+ gh) I

& (14 (ch+gh)) 41 = bhSy 1, + 1,
bhS,i11, + I,

s = )
T 14 ch+gh

Considerando as mudancas de parametros feitas anteriormente e fazendo também

ch = d e gh =~ temos
Bsn-‘rljn + In
lyy1=—"—7—7-—. 2.2
T 1 d e (22)
Quanto aos recuperados, fazemos corresponder gI(t) a gl,.1 e aR(t) a aR, ;1. Por

sua vez, a derivada R/(t) é substituida pela razao incremental:

RnJr 1= Rn

Deste modo,

R,.1— R,
% = gjn—i—l - aRn—i—l <~ Rn+1 - R, = ghIn—l—l - a'hRn-l—l
< (14 ah)Ryyq = ghly + R,
ghly 1 + R,
& Ry =——7-—7-—.
i 14+ ah

Usando a substituicao dos parametros referida anteriormente, vem que

o ’an-‘,-l + Rn

Ry = 2.3
=L 23)

Das equagoes (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos a seguinte discretizagao do sistema (P):

T Tt Bl
— BSniilntln 24
In—l—l - T+dtry ) ( . )
_ vIng1+Ra
Rn+1 - T4p

que muitas vezes teremos vantagem em analisar na forma:

SnJrl =A+ Sn - ,uSnJrl - ﬁ[nSnJrl
[n+1 = BSnJrl[n - (d + 7>[n+1 + [n : (25)

Rn-‘rl - ’an-‘,-l + Rn - ,uRn—i—l

16
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Substituindo, no sistema (2.4), S,+1 na equagao dos infetados pela sua expressao,

dada pela equacao dos suscetiveis, e substituindo [, ;; na equagao dos recuperados

pela expressao obtida, podemos obter explicitamente as variaveis no tempo n + 1

em funcao das varidveis no tempo n:

_ _ A4S
Snt1 = 1+u+BI,
nHl T T (It BT (1+d+7)
R _ AIn[BAFI4pA-B(Sn+In)|+(1+p+B1n)(1+d+Y)Rn
ntl = (I p4BTn) (1+d+7) (1+1)

2.1.2 Populagao Total

Nesta secgao estudaremos a populagao total associada ao modelo (2.5).

2.1.2.1 Inequagoes para a populacao total

(2.6)

Vamos agora obter uma equacao para a populacao total e determinar o seu compor-

tamento. Somando as trés equagoes do sistema (2.5) e denotando a populagao total

no tempo n por N,, isto é, fazendo N,, = S,, + I, + R,,, obtemos
(14+ p)Npo1 + (d—p) i1 = A+ N,
Notando que d > ppe 0 < 1,11 < N, 11, obtemos
0<(d—plps1 < (d—p)Npn
e portanto, por um lado
(L+ ) N1 + (d — p) o1 = (1 + ) N

e por outro

(L4 p)Nos1 + (d = p)ps1 < (L4 ) Noja + (d = p)Npg1 = (1 + d) Npyr.

De (2.7), (2.8) e (2.9) obtemos
A+ N, 214+ p)Npy1 e A+ N, <(1+d)Nyq

e portanto a populagao total do modelo (2.6) verifica:

A 1 A 1
< <

_Nn
1+d 14d S 1+M+1+M

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

17
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2.1.2.2  Populacao Total quando d = p

No caso particular em que d = p, podemos obter uma féormula explicita para a
populagao total. De facto, fazendo d = p no modelo (2.5), segue de (2.10) que a

populacao total satisfaz a equacao

A 1

Nppp = ——+——
E L g

N,. (2.11)

A equagao (2.11) é uma equagao linear e a sua solucao geral é dada por
N, = — +
[H e S [ 0|
(

r=ng Li=r+1
e
Nyt —— (—— L
Ltpu\ltp) o \l+p (2.12)
L+ p)" = (14 p)™

u) 1+M(1iuzli ”;
L) e [

Uma vez que 0 < 1/(1+ u) < 1, de acordo com (2.12), o limite da populacao total,

A
1+

independentemente da condicao inicial Ny, é dado por

lim N, — 2 (2.13)
W

Na Figura 2.1 apresenta-se o comportamento da populacao total no modelo SIR.
Tal como os restantes graficos que apresentaremos este foi feito com recurso ao

software excel.

2,5
2

15

1
05

0
0 2 4 6 8 10 12

Figura 2.1: Populacao total no modelo SIR com d =p=0,7e A = 1.

18
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2.1.2.3 Populacao Total no caso geral

Como veremos, ainda que nao tenhamos uma férmula explicita para a populacao

total no caso geral é possivel obter majorantes e minorantes.

Recorrendo a argumento semelhante ao usado em 2.12, pode concluir-se que as
solugoes gerais das equagoes
A 1 A 1

U, e V=

bV, 2.14
l+p  1+p 1+d 114 (2.14)

Un+1 -

com Uy = Vy = Ny sao

1\ 1— (14 p)ron
o () T [
L+p It

1o\ 1—(14d)mo
(1) do+a | EET

Va

Atendendo agora as desigualdades em (2.10) podemos entao concluir que a po-

pulacao total satisfaz V,, < N,, < U, e portanto

L o Ny + é [1 _ (1 _i_d)nofn] < N. < L ”*”ON + é [1 _ (1 + )no*n]
1+d 0T s s T, o+ [ :
(2.15)

Tomando o limite inferior e o limite superior quando n — +o00 em (2.15) obtemos

A A
7 < liminf N, < limsup N,, < —. (2.16)
o

n—r+00 n—-+oo

2.1.3 Pontos de equilibrio e estabilidade local

Nesta seccao obteremos e discutiremos a estabilidade local dos pontos de equilibrio
do sistema (2.5). Encontraremos ainda, para este sistema, uma constante muito
importante no estudo dos modelos matematicos da epidemiologia: o ntimero repro-

dutivo bésico.

O Numero Reprodutivo Basico, Ry, pode ser interpretado como o ntimero espe-
rado de novas infe¢oes produzidas por um tnico infetado colocado numa populagao
numerosa constituida unicamente por suscetiveis. Este nimero é uma medida do
potencial de propagacao de doencas dentro de uma populagao. Se Ry < 1, o niimero
de individuos infetados acaba por diminuir, porque o contdgio nao é suficiente para
substituir os individuos que deixam de estar infetados e a doenca tende a desapare-
cer. Se, por outro lado, Rg > 1, entao o nimero de individuos infetados aumentara

com o passar do tempo e a doenca se espalhara.
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2.1.3.1 Existéncia de pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio sao um aspeto muito importante da dinamica dos mode-
los epedemioldgicos, correspondendo a solugoes em que o sistema permanece em
equilibrio. De seguida vamos obter os pontos de equilibrio do nosso sistema. Para
tal, igualamos o lado direito do sistema (2.4), visto como um vetor e calculado num

determinado ponto (S*, I*, R*), a esse ponto. Isto é, resolvemos o sistema

* _ A+S*
5" = 1+p+BI*

I = BS*I*+1*
T 1+dty

x« _ yI*+R*
R = T

Da segunda equagao do sistema temos que

_ BSTT+ I
 1+d+y

d
(d+v—BSH =0 o 5*:% v I =0

*

De I* = 0 segue que R* = 0 e S* = A/u. Obtivemos um ponto de equilibrio

conhecido ponto de equilibrio sem doenca:

Fazendo agora S* = (d + 7)/f temos, recorrendo & primeira equagao,

I*—A_'MS*— A
TUEs dvn B

Quanto aos recuperados, recorrendo a terceira equacao, obtemos

mzzp:1<;L_¢Q'
p p\d+~y B

Temos, deste modo, determinado o segundo ponto de equilibrio e = (S*, I*, R¥).
Este s6 é importante do ponto de vista do estudo do modelo biol6gico proposto se
as suas componentes forem nao negativas. Uma vez que a expressao obtida para S*
é sempre nao negativa, apenas temos de exigir que

A nyy o A _bA

= = > 1.
d+y 8 d+y "~ B pld + )

O nimero SA/(u(d + 7)) denota-se por Ry, ¢ uma constante muito importante em

epidemiologia e designa-se por ntimero reprodutivo bésico:

A
Ro= N

T (2.18)
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Note-se que, em funcao de Ry, o ponto de equilibrio eg, conhecido como ponto de

equilibrio endémico, é dado por

d+
cr = (T B Ry - 1. JRo - 1)) (219)
Note-se ainda que
BA d+~v A
Ro = 1 =1 EREA
" p(d +7) B p

e concluimos que, quando Ry = 1, temos e = epr. Obtemos entao o seguinte

resultado.
Proposicao 2.1.1. Temos o seguinte para o sistema (2.6).
1. Se Ry < 1 temos um unico ponto de equilibrio, o ponto epr dado por (2.17).

2. Se Ry > 1 temos dois pontos de equilibrios: o ponto epp dado por (2.17) e o
ponto eg dado por (2.19).

2.1.3.2 Estabilidade local do ponto de equilibrio sem doenca

Vamos de seguida estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio obtidos. Comegamos
com o ponto de equilibrio sem doenga, epp, obtido em (2.17). Temos o seguinte re-

sultado:

Teorema 2.1.2. Temos o seguinte relativamente ao ponto de equilibrio sem doenca,
epr, do modelo (2.6).

1. Se Ry < 1 o ponto de equilibrio epr ¢é localmente assintoticamente estavel.
2. Se Ry > 1 o ponto de equilibrio epp é instavel.

Demonstragao. Atendendo a (2.6), existem fungoes definidas em (RT)3 com va-
lores em R e diferencidveis, fi, fo e f3, tais que S,i1 = fi(Sn, In, Rn), Ins1 =
fo(Sn, In, Ry) € Ryt = f3(Sn, In, R,). Usaremos a notagao eprp = (eq,ea,€3) =

(A/11,0,0). Deste modo, considerando o sistema (2.5) e derivando implicitamente

obtemos:
W er) =1~ 90 (epr) — fer At (epr) %ww):ﬁ’

o (enr) = g Heor) ~Bea gt enr) ~fi(enr) & Gtenr) =~
W epr) = 55 epr)er — (@4 P2 (enr) & P2(epr) =0,
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If2 ofi e

o7 —+(epr) = BW@DF)@ + Bfilepr) — (d+7) =+ BN (epr) +1
éii%(e ) = (d+7)(Ro— 1)
ar Pt l+d+y
f dfs o 0fs df3 Jf3 1
8Z2( DF) = 8Z2( pr)=0e Eﬁ§(€DPQ 1“/¢zﬂ§(6DF) < 812( DF) = Ton

Podemos assim construir a matriz associada a linearizagao do sistema (2.6) no ponto

de equilibrio epp:

L B 0
L+ u (1+ p)?
(d+7)(Ro—1)
0 bt I+d+y
afB af3 1
| s eor) ar o) i

Atendendo a forma da matriz, é imediato que os valores proprios sao

WS S W O s G e B W
1+ p 1+d+vy I+p

Temos que \; < 1 e A3 < 1. Por outro lado, se Ry < 1 temos que Ay < 1l ese Ry > 1
temos que Ay > 1. Deste modo, se Ry < 1 todos os valores préoprios téem maédulo
inferior a um, o que nos garante que o ponto fixo é localmente assintoticamente
estavel e, por outro lado, se Ry > 1 existe um valor préprio com modulo superior a

um e portanto o ponto de equilibrio fica instavel. O resultado fica provado. O

2.1.3.3 Estabilidade local do ponto de equilibrio endémico

Vamos agora obter um resultado sobre a estabilidade local do ponto de equilibrio

endémico. Recordemos que s6 temos um ponto de equilibrio endémico quando Ry >
1.

Teorema 2.1.3. Se Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico do modelo (2.6), e dado

por (2.19), ¢é localmente assintoticamente estavel.

Demonstracao. Mais uma vez, atendendo a (2.6), existem fungoes definidas em
(RT)3, com valores em R e diferencidveis, fi, fo e fs, tais que S,1 = f1(Sn, In, Rn),
Iy = fo(Sn, I, Ry) € Ryi1 = f3(Sn, In, Ry,). Usaremos a notagao

d+~

erp = (ay,a9,a3) = (T %
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Recorrendo de novo a derivagao implicita obtemos:

dfr B 8f1 of1 0fi !
05( g)=1- 05( E) — 5CL2 ( E) & 35<6E) 1+ uRo
oh 0 ‘9 on :
0fs df1 22p) dfs PR — o
So(er) =foclen)ar — (d+7)55(en) & So(en) = (1+d+7)(1+ pRo)
Além disso, de
) 9 g 0
o) = Grles) =0 ¢ Gter) =1 ugp(en
obtemos
Ofy, v _ 1
o) = Ty
Temos ainda que
%’;2( )—ﬁ%(eE)az-i-ﬁfl(@E) (d+7)a?( B)+1
é equivalente a
%(e =1 (d+vy)u(Ro —1)
T (1+d+7)(1+pRo)

Podemos assim construir a matriz associada a linearizagdo do sistema (2.6) no ponto de

equilibrio ep:

i 1 _d+y 0 T
1+ uRo 1+ pRo
(T d)(+aRe) (A +dt 1)+ Ro)
5f3( ) 3f3( ) 1
oS ol 1+p

Um dos valores préprios da matriz é 1/(1 + p) < 1 e os restantes dois sao as solugdes da

equacao

2 WRo+vy+d) 1 —0
(I+d+71+uRo)"  1+pRo

Atendendo a que 1/(1+ puRp) < 1 e a que
pRo+vy+d)  pu Ro+v+d

<1,

(I+d+7)(1+uRo)  1/Ro+p " Ro+Ro(y+d)

uma vez que Ry > 1, obtemos, de acordo com o critério de Jury (ver [8]), que os trés
valores préprios tém modulo inferior a um.
Assim, se Ry > 1, temos estabilidade assintética local do ponto de equilibrio endémico.

O resultado fica demonstrado. O
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Nas Figura 2.2 ilustramos a persisténcia e extingao da doenga no modelo SIR.

—o—51 —e—I1 —e—R_1 —e—5_1 —e—I1 —e—R_1

Figura 2.2: SIR. Extin¢do (esquerda) A = 1

s d=p=2009 8=02ey =04
Ro = 0,17. Persisténcia (direita) A=1,d=p=0,9, 8 =

6ev=0,4; Rop =5,12.

2.2 Modelo SIS

Vamos de seguida obter um modelo discreto correspondente ao modelo SIS continuo,
dado por (Q), o qual é composto por duas classes: suscetiveis e infetados. Este é um
modelo mais simples e quase tudo o que diremos sobre ele se pode obter reproduzindo

argumentos usados para estudar o modelo SIR.

2.2.1 Discretizacao pelo Método de Mickens

Recorrendo de novo ao método de Mickens, escolhemos fazer corresponder bS,, .11,
abS(t)I(t), aS(t) aaS,1 e cl(t) acl, ;. As derivadas S’(t) e I'(t) sdo substituidas

pelas razoes incrementais respetivas:

Sn+1 - Sn e [n+1 - [n
h h

Obtemos assim a seguinte equagao para os suscetiveis:

Sn—f—l - Sn Bh + Sn + kh[n-ﬁ-l
———=B-b I, — kI =
3 Spi1ly, —aSpi1 + k1 & Spq 1+ ah + b1,
e a seguinte equacao para os infetados
[n+1 - [n thn+1[n + [n
—— =bS1 L, —cl 1 — kI, s lhyyw=———""—7"7—7-.:
h i T et = W T T ch+ kh

Fazendo, Bh = A, ha = u, bh = 8, ch = d e kh =~ obtemos

AN+ S, +v1h

Spt1 =
I+ B,
(2.21)
I o Bsn-‘rljn + In
n+1 1—|—d+’)/
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que muitas vezes teremos vantagem em analisar na forma:

SnJrl =A+ Sn - ,uSnJrl - ﬁ[nSnJrl + 7[n+1
(2.22)

[n+1 = 6Sn+1[n — (d"‘ ’}/)[n+1 + [n

Substituindo S, 41 € [,41 no sistema (2.21), podemos obter explicitamente as variaveis

no tempo n + 1 em funcao das variaveis no tempo n:
A+ S)(1+d+7v) +91,
QI+p)(I+d+~v)+ (1+d)B1,

(A+S,)(1+d+~) + pl, I,
A+p)A+d+v)+Q+d)BL, | 1+d+~

SnJrl =
(2.23)
[n+1 = 1 + /B

2.2.2 Populagao Total

Somando as equagoes do sistema (2.22) e denotando como habitualmente a po-
pulacao total no tempo n por N,, isto é, fazendo N, = S, + I,,, obtemos uma
equacao semelhante a determinada na seccao 2.1.2 para a populagao total do mo-
delo SIR:

(1+ pu)Nps1 + (d— p)ly1 = A+ Ny, (2.24)

Deste modo, as propriedades obtidas na sec¢ao 2.1.2 para a populacao total do
modelo SIR ainda se verificam para a populacao total do modelo SIS. Em particular,
continuamos a ter para o modelo SIS o enquadramento em (2.16), no caso geral, e

convergéncia da populagao total para A/u quando p = d.

2.2.3 Pontos de equilibrio e estabilidade local

Tal como no modelo SIR, a partir do sistema (2.21) podemos determinar os pontos

de equilibrios resolvendo um sistema:

G — A4St I
T+p+pBI

I = BS*I*+1*
T 1+dty

Da segunda equagao do sistema temos que
(d+~—=pS)"=0 < S =(d+~v)/fV I["=0
De I* = 0 obtemos S* = A/u, o que nos conduz ao ponto de equilibrio sem doenga:

€Epr = (A/Ma 0) ’ (225)
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que verificamos ter as mesmas coordenadas que as duas primeiras coordenadas do
ponto de equilibrio sem doenga do modelo SIR. Fazendo agora S* = (d++)/f temos,

recorrendo a primeira equacgao,

e d+7)(Ro—1)
dp

Temos, deste modo, determinado o segundo ponto de equilibrio, que designaremos
ainda por ponto de equilibrio endémico sempre que tiver coordenadas nao negativas

e que continuaremos a denotar por eg:

ex = ((a+)/8.(Ro - M), (226)
onde A
Ro = Wd+ ) (2.27)

constante que determina a existéncia do equilibrio endémico, uma vez que as coor-
denadas sao positivas se e s6 se Ry > 1, e que continuamos a designar por nimero
reprodutivo basico. Obtemos entao um resultado semelhante a Proposigao 2.1.1,

obtida anteriormente para o sistema SIR.
Proposicao 2.2.1. Temos o seguinte para o sistema (2.22).
1. Se Ry < 1 temos um tnico ponto de equilibrio, o ponto epr dado por (2.25).

2. Se Ry > 1 temos dois pontos de equilibrios: o ponto eppr dado por (2.25) e o
ponto e dado por (2.26).
2.2.3.1 Estabilidade local do ponto de equilibrio sem doenca

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio obtidos é semelhante ao caso
do modelo SIR, ainda que agora tenhamos que lidar com a falta de imunidade.
Comegamos com o ponto de equilibrio sem doenga, epp, obtido em (2.25). Temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.2.2. Temos o seguinte, relativamente ao ponto de equilibrio sem doenca,
epr, do modelo (2.22).

1. Se Ry < 1 o ponto de equilibrio epr é localmente assintoticamente estavel.
2. Se Rg > 1 o ponto de equilibrio epr é instavel.

Demonstracao. Seja Spi1 = f1(Sn, In) € L1 = fo(Sy, I,) com fi,f> dados por

(2.23). Procedendo como na demonstragao do Teorema 2.1.2, construimos a matriz
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associada a linearizagao do sistema (2.6):

1 8f1<€ )

1+p 98\ PF

0 14 dtNRe—1)
1+d+~

Atendendo a forma da matriz, é imediato que os valores proprios sao

1 —1
_ VN ) ()
14+ p 1+d+vy

A

Temos que A\ <leX <1lseRyg<1leld >1seRyg>1. Tal como para o modelo
SIR, 0 Ry determina a estabilidade do ponto de equilibrio sem doenca. De facto, se
Ro < 1 todos os valores proprios tém moédulo inferior a um o que nos garante que o
ponto fixo ¢é localmente assintoticamente estavel e, por outro lado, se Ry > 1 existe
um valor préprio com maédulo superior a um e portanto o ponto de equilibrio fica

instavel. O

2.2.3.2 Estabilidade local do ponto de equilibrio endémico

Vamos agora analisar a estabilidade local do ponto de equilibrio endémico. Tal como
no modelo SIR, s6 temos um ponto de equilibrio endémico quando Ry > 1. Por uma

questao de simplicidade dos calculos, vamos apenas analisar o caso v = 0.

Teorema 2.2.3. Se v = 0 e Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico do modelo (2.6),

er dado por (2.19), é localmente assintoticamente estavel.

Demonstracao. Sejam v = 0e Ry > 1. Mais uma vez, procedendo como na demons-
tracao do Teorema 2.1.3, obtemos a matriz associada a linearizacao do sistema (2.22)

com v = 0 em torno do ponto eg:

1 d
1+ pRo 1+ 1Ry
PRo — 1 1 du(Ro — 1)
(1+d)(1+ uRy) (1+d)(1+ pRy)

Note-se que atendendo a forma das equacoes dos modelos SIR e SIS, a matriz acima
é obtida a partir da matriz (2.20), a matriz correspondente para o modelo SIR,
apagando a ultima linha e a ultima coluna e fazendo v = 0. Os valores proprios da

matriz sao as solugoes da equacao

1(Ro +d) 1 —0
(1+d)(1+puRo)" 1+ uRe

N —
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Atendendo a que 1/(1+ uRp) < 1 e a que

pRo+d)  p 1+d/R
(1+d)(1+pRo) 1/Ro+p 1+d

<1,

uma vez que Ry > 1, obtemos, de acordo com o critério de Jury, que os valores
proprios tém modulo inferior a um. Fica demonstrada a estabilidade assintética

local do ponto de equilibrio endémico quando Ry > 1. O

Nas Figura 2.3 ilustramos a persisténcia e extingao da doenga no modelo SIS.

u,o‘\‘\‘_\"‘—O—‘ 0,0
Figura 2.3: SIS. Extin¢ao (esquerda) A =1, d = 0,7, u = 0,5, 3 = 0,01 e v = 0;
Ro = 0,028. Persisténcia (direita) A=1,d=0,7, n=0,5, =3evy=0; Ry =8,57
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Capitulo 3

Estabilidade Global nos modelos SIR e SIS

Vamos agora obter resultados sobre estabilidade global do equilibrio sem doenca e do
equilibrio endémico para os nossos sistemas SIR e SIS. O resultado que obtemos sobre
a estabilidade do equilibrio endémico para o modelo SIR corresponde ao Teorema
5 de [10], provado para o modelo SIR obtido pelo método de Euler. Ainda que a
nossa demonstragao seja inspirada em [10], uma série de alteragoes nao triviais sao
necessarias. No nosso caso, obtivemos melhores condi¢oes sobre os parametros do
que as condigoes obtidas no Teorema 5 de [10]. Como veremos, a estabilidade global

do equilibrio endémico do modelo SIS pode ser obtida como corolario.

3.1 Estabilidade global do equilibrio sem doenca no modelo

SIR

Nesta seccao vamos estabelecer a estabilidade global do equilibrio sem doenca no
modelo SIR. A ideia da demonstracao é frequente na anélise deste tipo de modelos
e consiste em usar a extincao dos infetados para mostrar que qualquer solucao se

aproxima do equilibrio sem doenca.

Teorema 3.1.1. O equilibrio sem doenca eppr do modelo (2.6) é globalmente assinto-

ticamente estavel se Ry < 1.

Demonstracao. Seja Rg < 1 e (S, I, R,), n € N, uma solugdo do modelo (2.5).
Atendendo a que S,11 < Nyq1 e que limsup,,_,, . N, = A/p, concluimos que dado
e > 0, existe N € N tal que, paran > N, temos S,+1 < A/p+e. Assim

;o BMptBetl  Ro+Be/(y+d)+1/(y+d)
S T I 4dty T L+1/(y+d)

I

Seja ag = (Ro+Pe/(y+d)+1/(v+d))/(14+1/(y+d)). Fazendo ¢ > 0 suficientemente

pequeno e atendendo a que Ry < 1, concluimos que ag < 1. Assim
_[m < aOIm—l < agIm_Q < e < (ao)m—nIn.
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Fazendo m — +o0, concluimos que

lim I, = 0. (3.1)

m—-+00

Atendendo a (3.1), dado £ > 0 existe Ny € N tal que, para n > Ni, temos

A 1

Sna1 = AN+ S, — 1S, — BeS, S S50 = + S
+1 Z pSpp1 — B +1 +1/1+,u+65 1+ 4+ fe

Atendendo ao estudo feito para a equagao (2.11), é imediato que

Atendendo a que £ > 0 é arbitrario temos

lim S, >

n—-400

k=

Por outro lado S,, < N,, — A/pu. Concluimos que

lim S, =A/p. (3.2)

n—-+o0o

Finalmente, dado £ > 0 existe Ny € N tal que, para n > Ny, temos

RnJrl < vE + Rn - ,uRnJrl g RnJrl <

Atendendo ao estudo feito para a equagao (2.11), é imediato que

lim R, < E
1

n—-+o0o

Atendendo a que € > 0 é arbitrario temos

lim R, <0.

n—-+4o00o

Por outro lado R,, > 0 para todo o n € N. Concluimos que

lim R, =0. (3.3)

n—-+o0o

De (3.2), (3.3) e (3.1) concluimos que (S, I,, R,) — epr. De acordo com o
Teorema 2.1.2, quando Ry < 1 temos estabilidade assintotica local. Deste modo

concluimos que epp ¢ globalmente assintoticamente estavel. O
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3.2 Estabilidade global do equilibrio endémico no modelo SIR

Vamos agora estabelecer a estabilidade global do equilibrio endémico no sistema
SIR. A ideia da demonstracao pode descrever-se do seguinte modo: notamos que
basta trabalhar inicialmente com as equagoes para os suscetiveis e os infetados, uma
vez que estas nao dependem dos recuperados; fazemos uma mudanca de variaveis,
passando a trabalhar com os infetados e uma nova variavel correspondente a soma
dos infetados e dos suscetiveis; majoramos e minoramos a equacao correspondente a
soma dos infetados e dos suscetiveis e com base nas inequacoes obtidas encontramos
uma majoracao e uma minoracao para os infetados desde que deixemos passar tempo
suficiente; associadas a majoracao e minoracao para os infetados obtemos equacgoes
de Beverton-Holt que nos permitem obter uma nova majoracao e minoragao para os
infetados, desde que deixemos passar o tempo suficiente; procedendo indutivamente,
vemos que os suscetiveis e os infectados convergem para as componentes respetivas
do ponto fixo endémico; usando o resultado obtido, verificamos por fim que também
os recuperados convergem para a componente respetiva do ponto fixo endémico.
Notamos que no nosso caso, obtemos equagoes de Beverton-Holt, ao contrario do
que acontece para o modelo SIR obtido pelo método de Euler em que se obtém

equacoes lineares.

Teorema 3.2.1. O equilibrio endémico e do modelo (2.6) é globalmente assintotica-

mente estavel se Rg > 1e v <2u—d.

Demonstracao. Uma vez que as duas primeiras equagoes em (2.6) sao independentes

dos recuperados, (R, ), vamos considerar primeiramente apenas estas equagoes:

Snt1 = lﬁ:JrSﬁnIn Sny1 — Sn = A = BSni1ln — Snta
& . (3.4)
Ly = Pt Lt = In = BSuia Ly — (d+7)Inpa

Comecamos por introduzir uma nova variavel L, = S, + I,, com o fim de obtermos

uma equagao linear. Fazendo § = d — i, de (3.4) temos:

Lyy1 =Ly + A— Sn1 — (N + 0+ 7)]n+1

(3.5)
=Ln+A- plpi1 — (5 + V)In—f—l-
Assim, vamos considerar as duas equacoes seguintes
Lyyi =Ly + A —plypiy — (0 4+ 7)o
(3.6)

I _ In(BA+1+p+BLy)
LT (L) (T4d+)
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De acordo com a equagao (3.5), 0 < [, < L,, temos:
Lyoy KLpn+A—pLlyyy A Lpyy 2 Ly + A~ (d+7)Lpg

e consequentemente

A 1 A 1

L. <—+—L, N L= +
TS 140 1+p T2 1 4d+y  1+d+n

L. (3.7)

Comparando as duas inequagoes em (3.7) com as equagoes lineares que se obtém
substituindo a desigualdade por uma igualdade, concluimos que, para € > 0 sufi-
cientemente pequeno, existe um inteiro positivo Ty, tal que LY < L, < LT para

I A m _ A
n>Tu,ondeL1—dﬂ ce L] =5 te

De acordo com L} < L, < L7 e (3.6) obtemos

L(BA+ 1+ p+ L) L,(BA+ 1+ pu+ BLY)
[n+1 < € n+l = .
I+t BL)A+d+ ) (It pt BL)(1+d+ )

(3.8)

Consideramos as duas equacoes as diferencas seguintes, correspondentes as desigual-
dades em (3.8)

. I (BA + 14 p+ BLY) l I, (BA+1+ p+ BLY)
= (& — .
PR BIT) (L4 d ) VT (Ut BL,) (L4 d £ )

As equagoes anteriores sao equacoes de Beverton-Holt. De facto,

mTm 17l
ap [1,n a1[1,n

It = — [ = ——2—. 3.9
onde
. BA+1+p+ LT , BA+1+p+ 8L B
ay’ = ay; = b

A+ td+r) QTtpw+dty) " Tta

Uma vez que al1 > 1eal” > 1, existe um inteiro positivo 73; > Ty, tal que [{ <7, <
I para todo o n > Ty, onde I = (a} —1)/b—ce " = (a* —1)/b+e.

Recorrendo de novo & primeira equagao de (3.6) e usando It < I, < I, obtemos,

para n > Tj;,
Lyjt KLy +A—pLyy — 0+ e Lyyy > Lo+ A—pLyy — 0+

e consequentemente

A— (o I 1 A— (0 " 1
(_'_fy)l Ln e Ln+1> (_'_fy)l
1+ p 1+ p 1+ p I+p

Lot < L,. (3.10)
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Comparando as duas inequagoes em (3.10) com as equagoes lineares que se obtém
substituindo a desigualdade por uma igualdade, concluimos que, para ¢ > 0 sufici-
entemente pequeno, existe um inteiro positivo Ty > Ty, tal que L) < L,, < L para
n > Ty, onde L} = % —cely = % + £. De novo atendendo a (3.6)

obtemos

L(BA+ 1+ p+ BLY) o _Ln(BA+1+ p+ BLY)

S (U4 p+ BLYA +d+7) T (U4 p+ ALY+ d+ )

e as equacoes as diferencas correspondentes:

o I (BA+ 1+ p+ BLY) , I (BA+1+ p+ BLY)
— e = .
2T (U p+ BIE) (1 +d +7) P (M4 p+ BIL) (L4 d+7)

que novamente sao equacoes de Beverton-Holt. De facto,

ay I3, l abls,
e L L = — = 3.11
2.n+1 11 b[;?n € 2,n+1 1+ bfé,n ( )

onde
BN+ 1+ p+ BLY . BA+1+p+BL
(1,2 — 5 (§] (1,2 — .
1+ p)(1+d+7) 1+ p)(1+d+7)
Atendendo as propriedades da equacao de Beverton-Holt, existe um inteiro positivo
Ty > Ty tal que IL < I, < ", para todo o n > Ty, onde I} = (a —1)/b—¢
e Il = (ay* — 1)/b + e. Usando respetivamente nas expressoes de ab e aj' e as

— m _ l
identidades L) = % —ce L] = % + €, obtemos

1 l
[é:az 1—€:6A+1+M+6L2_l_ng‘lg_Belin
b b(1+pu)(I+d+v) b
¢ | BA+1 grm 1
m ay' — + +M+ gL m l
I'=2—+4¢c= ——+e=A"-B.I
ST T T e dy) b e T
onde
g A+ NRe—Y =fe 4 _ (4p)d+9)(Ro—1) + P
: Bl+d+7) ST Bl+d+7)
€
B 0+
e—uﬂ+d+w'

Obtemos portanto o sistema linear

IL= Al — B.I
' =A™ — B.I!
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Por indugao obtemos sucessoes (Tki)ren, (Thm)ren, <L§§>keN7 (L) ken, ([/i)keN e

(IM)ren tais que I} < I, < I;" para n > Ty e satisfazendo o sistema linear de

equacoes as diferencas seguinte:

I}CH = Al - B.I"
I, =A™ — B.I}

Este sistema tem o ponto de equilibrio

AL — B.A™ A™ — B_A
(]l*’]m*) _ e efle ’ € 3
1- (35)2 1- (35)2

(3.12)

(3.13)

Os valores préprios da matriz associada & linearizacio do sistema no ponto (I, I™*)

sao A\ = B. e Ay = —B.. Deste modo, uma vez que v < 2u — d, temos

oty o0ty L il

\i| =
A p(l+d+7) B l+pty

Vamos agora explicitar as expressoes em (3.13). Temos

Abf&A?:AMﬂde+wU%—l)_Ce:g
1—(B.)2  Blp(l+d+v)+(0+7) 5

(Ro — 1) —Ce

e analogamente obtemos

AP =B AL p(l+p)d+)Ro—=1) | )
1= (B  Buitd+y+@+yy C°T gRe-DFCE

onde pltd+y)+pd+d+9)+ 0+

O A d (T dt )+ 6 )]

(3.14)

(3.15)

Pela forma como o sistema (3.12) foi construido e atendendo a (3.14) e (3.15),

obtemos

%U%—J)—ngng&jng%U%—J)+Ce

e consequentemente, fazendo € — 0, concluimos que

(Ro — 1).

lim I, =
n—-+o0o

=

Atendendo agora a que

A—(5+7)IZ§L_€

L§c+1 = 1
. A— (0471}
Lty = T]ﬂ +e
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obtemos
A—(5+’Y) [%(R0—1)+CE]
lim L} = —€
k——+o00 M
A o+ C(o+7) )
=———(Ro—1 —+1]¢
I p “(Ro—1) - ( It
e analogamente
A—(0+7) [%(Ro—l)—Ce]
lim L)' = +¢
k——o00 il
A (0 c(
_A_{ +7)(R0—1)+<M+1)e
It p It

Fazendo € — 0 e notando que ¢ 4+ u = d, concluimos que

lim S = hm (Sk—l—[k)— hm I, = lim L,— lim I,

k——+o00 k— k—+o0 k—+o00
A 5+7
=———Ro—1) —=(Ro—1
P (Ro— 1) B( 0o—1) (3.17)
A d+7y d+
=———(Ro—1)=——.
T8 (Ro—1)

Por fim, atendendo a (3.16), dado € > 0, temos, para n suficientemente grande,
K K
Y |:B(RO - 1) - 5:| + Rn - ,URnJrl < RnJrl < 9 |:B(RO - 1) + 5:| + Rn - ,URnJrl-

Assim, atendendo a forma da solucao das equacoes lineares que se obtém conside-
rando igualdades em vez das desigualdades nas inequagoes acima, obtemos
H(Ro—1) — e F(Ro—1) + e

< lim R, <2
,U n—-+o0o ,U

Fazendo ¢ — 0, obtemos
. v
1 = — —1). 1
Atendendo a (3.16), (3.17) e (3.18), para qualquer trajetéria (S, I,,, R,) com
Iy > 0 temos
s

: y+d p
1 SnulnuRn — ) ?
o ) < 5 g1

1(Ro - 1)) =ep

e concluimos que er é um ponto de equilibrio globalmente atrator. Uma vez que

também é localmente assintoticamente estavel, concluimos que é globalmente assin-
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toticamente estavel e isto conclui a nossa demonstracao. O

O seguinte corolario é consequéncia imediata do teorema anterior. Este é um
resultado correspondente ao Teorema 4 de [10], o qual foi provado para o modelo
SIR obtido pelo método de Euler. As condig¢oes sobre os parametros no nosso caso

sao melhores do que as condi¢oes no teorema referido.

Corolario 3.2.2. Sendo d = u temos que o equilibrio endémico er do modelo (2.6) é
globalmente assintoticamente estavel se Rg > 1 e v < pu.
Na Figura 3.1 ilustramos a estabilidade global do ponto de equilibrio sem doenga

no modelo SIR.

Suscetiveis Infetados Recuperados

180
160
140
120 120
100 = 100
080 080
0,60 0,60
040 0,40
0,20 020 3
0,00 0,00 =
0 2 a 6 s 0 2 a

Figura 3.1: Estabilidade do ponto de equilibrio sem doenca no modelo SIR. A =1,
d=p=20,9 =0,2evy=0,4.

Na Figura 3.2 ilustramos a estabilidade global no interior do 1° octante do ponto

de equilibrio endémico no modelo SIR.

xxxxxxx

Figura 3.2: Estabilidade do ponto de equilibrio endémico no modelo SIR. A = 1,
d=p=0,9 =3e~vy=04.

3.3 Estabilidade global no modelo SIS

A demonstracao da estabilidade global dos pontos de equilibrio fazem-se de forma
semelhantes e estao contidas nas demonstracoes dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.1 sobre

estabilidade global do modelo SIR. Comegamos com a estabilidade local.

Teorema 3.3.1. O equilibrio sem doenca epr do modelo (2.22) é globalmente assin-

toticamente estavel se Ry < 1.

Demonstracao. Procedendo como na demonstracao do Teorema 3.1.1 , concluimos
que
_[m < aOIm—l < a'glm_Q < e < (alo)m—n]n’
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onde ag = (Ro+1/(d+~)+Be/(d+7))/(1+1/(d+~)) e € é suficientemente pequeno

para que ag < 1. Fazendo m — 400, concluimos que

lim 1, = 0. (3.19)

m—-+00

Procedendo como no modelo SIR, concluimos que

lim S, =A/pu. (3.20)

n—-+o0o
A parte final da argumentacao é semelhante. De (3.20) e (3.19) concluimos que
(Sn, 1) — epr. De acordo com o Teorema 2.2.2, quando Ry < 1 temos estabilidade
assintotica local. Deste modo, concluimos que ep ¢é globalmente assintoticamente

estavel. O
Vamos agora considerar o equilibrio endémico.

Teorema 3.3.2. O equilibrio endémico eg do modelo (2.22) é globalmente atrator se

Ro > 1. Além disso, se v = 0, o ponto eg é globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracao. Procedendo como na demostracao do Teorema 3.2.1 e fazendo L,, =

Sy, + I, obtemos um sistema semelhante a (3.12) onde neste caso

(1+p)d(Ro—1) — fe

(14 p)d(Ro — 1) + e B )
B(1+d)

3(1+d) e e Pe=raray

I _ mo_
AL = —e, Al' =

Recorrendo a esse sistema e procedendo como na demonstracao do Teorema 3.2.1,

somos novamente levados a conclusao de que, para cada ¢ > 0, temos

%(Ro ~1)=Ce< lim I, < %(RO — 1)+ Ck.

e consequentemente, fazendo ¢ — 0, concluimos que

. M
1 I, ==(Ry—1),
Jm In=5Re—1)
o que mostra que o ponto de equilibrio eg é globalmente atrator. Se v = 0 es-
tamos nas condicoes do Teorema 2.2.3 e podemos concluir que eg é globalmente

assintoticamente estavel. O

Para o modelo SIS, na Figura 3.3 ilustramos a estabilidade assintética global
do ponto de equilibrio sem doenca e na Figura 3.4 ilustramos a estabilidade global

assintotica no interior do 1° octante do ponto de equilibrio endémico.
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Suscetiveis Infetados
1,80 1,40
1,60 1,20
1,40
1,00
1,20
1,00 0,80
0,80 0,60
0,60
0,40
0,40
0,20 0,20
0,00 000
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.3: Estabilidade do ponto de equilibrio sem doenca no modelo SIS. A = 1,
d=pu=0,7,v=0ep=0,1.

Suscetiveis Infetados
1,60 1,80
1,40 1,60
1,20 1,40
100 1,20
1,00
0,80
0,80
0,60
0,60
0,40 0,40
0,20 0,20
0,00 0,00
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.4: Estabilidade do ponto de equilibrio endémico no modelo SIS. A = 1,
d=p=0,7,v7v=0e pf=3.
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Capitulo 4

Modelo SI com incidencia periddica

Neste capitulo, para um determinado p € N fixo, vamos considerar a familia de

modelos SI discretos periddicos de periodo p seguinte

In+1 = BnSnIn - d]n + -[n

, (4.1)

onde 3, = B4, para todo o n € N. Assumimos que 0 < o < d < 1. Definimos

O modelo (4.1) pode ser escrito na forma z,,1 = f,(z,) com z, = (S,, ) e
fu(S,I) = (A —puS—B,SI+S,5,51 —dl + 1), (4.2)

n € N. Temos naturalmente f,, = f,;,. Definimos a fungdo F : (Rj)* — (Rj)?

dada por
F(S, 1) = (fpo fy-10---0 f1)(5,1). (4.3)

4.1 Populacao total

No modelo (4.1) a equagao para a populacao total nao tem parametros que depen-
dam do tempo e veremos que se comporta como no caso dos modelos SIS e SIR

estudados anteriormente. Temos o seguinte resultado:
Teorema 4.1.1. As seguintes afirmacoes sao validas:

1. Dadas condicoes iniciais Sgy, [y = 0 e sendo Ny = Sy + Iy, a populacao total
N, = S, + I, verifica

(1= d)"(No— AJd) + A/d < No < (L= )" (No = A/p) + Afpss (44)
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2. O conjunto a = {(S, 1) e R?*: S, I >0e A/d < S+1 < A/u} épositivamente

invariante por F

3. Se 0 < pu <1, temos limsup/N,, € [A A].

d’
n—o0 K

Demonstracao. De acordo com (4.1), temos

Np1 = A —pSy —dl, + Ny = A —dN, + N, = A+ (1 = d)N,,.

Aplicando as equagoes U, 1 = A+ (1 — p)U, e V11 = A+ (1 — d)V,, argumentos
semelhantes aos utilizados na Seccao 2.1.2 podemos concluir que as afirmacoes acima

se verificam. 0J
No caso particular d = p temos imediatamente o seguinte coroldrio.
Corolario 4.1.2. Assumindo que d = pu, as seguintes afirmagoes sao validas:

1. Dadas condicoes iniciais Sgy, [y = 0 e sendo Ny = Sy + Iy, a populacao total
N, =S, + I, verifica

Ny = (1= p)"(No — A/p) + A (4.5)
2. O conjunto o = {(S,I) € R? : S;T > 0e S+ 1 = A/u} é positivamente
invariante por F

3. Se0 < p<1,temos lim N, =A/pu.

n—-+o0o

4.2 Existéncia de um atrator global contendo uma orbita
periodica

Uma questao muito importante no nosso estudo dos modelos epidemiolégicos é per-
ceber o que acontece, do ponto de vista do comportamento global, no caso em que
Ro > 1. O objectivo principal das proximas seccoes é mostrar que temos uma orbita
periédica endémica, isto é com componentes estritamente positivas. Tal resultado
serd consequencia do resultado que obteremos nesta seccao sobre existéncia de um
atrator global para a fungao F' dada por (4.3).

Dados My, M; > 0 definimos os conjuntos

Buon, ={(S, 1) €ER*:S>0el>0e M <S+1< M},
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€ 0s numeros

Ry =AB"/(ud) e Ry =AB"/(nd)

Dizemos que (S*,I*) é um ponto periédico de periodo p para o nosso sistema
periddico de perfodo p se (f, 0 fp—10---0 f1)(S*, I*) = (S*,I*), para todo o n € N.

Temos o resultado:

Teorema 4.2.1. Suponhamos que |Ry,Rg| € ]%, %‘[. Entao, para qualquer § > 0
suficientemente pequeno, exite um conjunto conexo A C Bag, ar,, onde My = A/p+6
e M; = A/d — 0, que é um atrator da fungao F' dada por (4.3) em Sy a,. Este

atrator contém um ponto de equilibrio.

Demonstracao. Para provarmos o resultado, vamos usar o Teorema 1.5.5. A de-

monstracao deste resultado sera feita em varios lemas.

Lema 4.2.2. A funcao F' em (4.3) é uma fun¢ao compacta.

Demonstracao. (Demonstracao do Lema 4.2.2) Seja L um subconjunto limitado de
(Rg)?. Entdo, usando a distancia dada pelo mdximo, existe § > 0 tal que L C
Bs((0,0)). Temos, para todo o (S,I) € L,

A(fo(S, 1), (S, 1)) = d((A — puS — BoST + S, B,ST — dI + 1), (S, 1))
= max{A — uS — 5,5+ S,3,SI —dI + I}
< max{A + pud + 6% +6,846* +do + 0}
<A+dS+ BU0% +0:= 0,

e logo f1(L) C Bsis,((0,0)). De forma semelhante (fy o f1)(L) C Bs,1s,((0,0)),
onde dy = A + dd; + 307 + 0;. Procedendo indutivamente, concluimos que F(L) =
(fno foo1o---0 f1) € Bs, ,45,((0,0)), onde 6, = A + dd,_1 + B“02_; + 0p_1 €
Ok = N+ dbg_1 + 07 | +0k1, k= 1,....,n— 1. Assim, F(L) é um conjunto
limitado e logo F(L) é também limitado. Como F(L) é também um conjunto
fechado, concluimos que é um conjunto compacto. Conclui-se que F' é uma fungao

compacta. [

Lema 4.2.3. Nas condi¢oes do enunciado, para qualquer § > 0 suficientemente pe-
queno, Sy, v, € positivamente invariante por f,,, para todo o n € N, e logo também

¢ positivamente invariante por F', para qualquer My = % +de M = % — 0.

Demonstracao. (Demonstragao do Lema 4.2.3) Seja § > 0 um nidmero suficiente-
mente pequeno que determinaremos mais tarde e My = A/pu + & com &y < 4.

Para mostrar o resultado, comecamos por notar que se N,, = S, + I,, < My entao

41



Modelos Epidemioldgicos SIR e SIS Discretos

Nyt1 = Snq1 + Inp1 < My. Suponhamos que S, I, € B ar, verificam S, I, > 0.
Uma vez que 3,5, >0,1—d>0e [, >0, temos por um lado

Iy =[BS,+ (1 —d)I, > 0.
Por outro lado, uma vez que

BuSnl, < B4, (My — I,) < B* max t(My —t) = 8* max (Mot —t*) = B“M3 /4,

t€[0,Mp] te[0,Mp)
temos — 3,5, 1, = —B*“M2/4 e logo

> A —pS, — B “MZ/4+ S,
= A1 = B"Mg /(40)) + (1 — p)S,

RS gudo)(2u) — B*32/(40) + (1 = p)S, > 0.

:A(l_

escolhemos § > 0 suficientemente pequeno tal que 1— djﬁ —B6/(2u) — B6%/(4A) > 0.
dﬁ > 0. Assim S,.1,[,+1 > 0. Por
outro lado, se S, = 0e I, > 0 temos S,;1 = A >0e [,;,1 = (1 —d)I, > 0. Se

Sp+1, > My entao S, 1+ I,11 > My, logo temos invariancia de regiao. Concluimos

Note que é sempre possivel, uma vez que 1 —

o pretendido. O

Lema 4.2.4. Nas condicoes do enunciado, a funcao F' é uniformemente persistente

em relacao a B, ar,, onde My, M; sao dados pelo lema anterior.

Demonstracao do Lema 4.2.4. Comegamos por notar que 98x, m, = 71 U7Y2Uvs U

onde
Nn={G,1)eR*: S, 1>0eS+1=DM},
v ={(S,1) eR*: S =0e M <1< My},
v ={(S, 1) eR*: T=0e M; <S <M}
e

y={(S,1)eR*: S, 1 >0e S+1=DM}

Seja (S0, lo) € Bugan, € ((Sny In))nen a solugdo correspondente. Uma vez que
todas as solugoes se aproximam da faixa {(S,I) € R* : A/d < S+ I < A/u} e que
My = A/u+0dp e My = A/d— 06y, existe e; < min {dg, 01} tal que My +e; < S+ 1, <
My — €1, para todo o n suficientemente grande. Logo, liminf d((S,,1,),71) > €1 e
liminf d((S,.1,). %) > 1. i
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Vamos mostrar que se Sy > 0 e [y > 0 entao a componente [,, da solugao verifica

liminf 7,, > M.

o inf > (4.6)

Procedemos por contradigao. Supomos que (4.6) nao se verifica. Como

A
< liminf S, + I, <limsup S, + I, < —,
1

d n—00 n—00

existe ®,, com ®,, — 0 quando n — +oo tal que A/d — ®, < S, + 1, < A/u+ &,.
Logo, S, > % — &, — I,, e temos, uma vez que estamos a supor que (4.6) nao se

verifica, para n suficientemente grande

In+1 > Bn(A/d - (I)n - ]n)]n - d]n + ]n
> (WRy —d— B'®, — 5L, + 1)I, > Oy,

com Oy = (R, —d)/2+ 1 > 1 (note-se que R, > d/u por hipétese). Portanto,
se (4.6) nao se verifica, concluimos que liminf I,, = +00. Contradigao pois 0 < I, <

n—-+400
My. Deste modo

o —d
liminf d((S,, I,.),v3) > iRy —d :

n—o0 Zﬁ — s

Dado € > 0, temos, para n suficientemente grande,

> A= (p+ BN p+ B "®, +1)S,
>A— (p+ [N p+ 5 +1)S,.

Concluimos que

liminf S, > A
iminf S,, >

e logo, pela arbitrariedade de € > 0, temos que

A
lim inf d((Sy, 1), 72) = = e4.

Logo, F' = fi 0 fy0---0 f, é uniformemente persistente em relacao a B, ar, €

podemos tomar 7 = min{e;,i = 1,...,4} na Definigao 1.5.4. O

Vamos agora demonstrar o teorema. Pelo Lema 4.2.2, a fungao F' é uma fungao
compacta e obtemos a) do Teorema 1.5.5. Pelo Lema 4.2.3, a func@o S, a, € po-
sitivamente invariante e pelo Lema 4.2.4 a funcao F' é uniformemente persistente
em relacao a [Bag o, € obtemos ¢) do Teorema 1.5.5. Uma vez que [y, ¢ um

conjunto limitado concluimos trivialmente que a funcao F' restrita a Ba, a, dis-
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sipa pontos e podemos tomar para o conjunto B, da defini¢ao o conjunto Bas, ar,-
Obtemos b) do Teorema 1.5.5. Assim, estando nas condigoes do referido teorema,
concluimos que existe um atrator conexo Ay para ' em Xj e que F' possui um ponto

de equilibrio. O
O seguinte corolario ¢ imediato.

Corolario 4.2.5. Se |R,, R{|[ C ]%, édﬁ[ existe uma érbita periédica de periodo p para

o sistema (4.1).

Demonstracao. Se existe (a,b) € B a, tal que F(a,b) = (a,b) entdo, designando

por (Sp, I,,), n € N a solugao tal que (S, Ip) = (a, b), concluimos que

(fp 00 f1)<a7b) = F(CL,Z)) = <a7 b)
Concluimos que a orbita O é uma 6rbita peridédica de periodo p. O

Corolario 4.2.6. Suponhamos que o sistema (4.1) é auténomo, ou seja que 3, = f,
para todo on € N. Sed = p e Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico eg é

globalmente assintoticamente estéavel em By, -

Demonstracao. O teorema anterior diz que existe um atrator A para F'em Bz ar

o que mostra neste caso que o atrator esta contido no segmento de reta
{(S,1) eR*: S, 1>0e S+1=A/u}. (4.7)
De acordo com [10], o sistema

(4.8)

[n+1 - ﬁOSn[n/Nn - ,u[n + [n

é globalmente assintoticamente estavel desde que o niimero reprodutivo basico deste
sistema, dado por fy/u, seja maior do que 1. Atendendo a que o sistema anterior é

invariante no conjunto (4.7), temos que, nesse conjunto, a equacao (4.8) fica

(4.9)

onde 8 = Bou/A. Uma vez que By/p = BA/u?, concluimos que, se o niimero repro-
dutivo bésico de (4.9) é maior do que 1 (Rg = SA/u? > 1) temos que o equilibrio

endémico do sistema (4.9) é globalmente assintoticamente estavel na regiao (4.7).
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Vamos agora ver a estabilidade local do ponto de equilibrio endémico, er em
Batg. i, - O sistema

: (4.10)

pode ser escrito como x,41 = f(z,), onde x, = (S,,I,) e f : R* — R? é a funcao
dada por f(S,I) = (S+A—puS —BSI, I+ ST — ul).

A matriz derivada desta fungdo num ponto (S, ) é a matriz

Gis = [ l—p—pBI  —BS ]

BI 1+8S—pu

Prosseguindo na andlise da estabilidade do ponto de equilibrio endémico, e,

vemos que a derivada neste ponto de equilibrio é dada por:

pBh -,
dfeE = 5/\6“2 1 .
w

Assim,

M—ﬁ/\_)\ _
det(A—A) =0 < det[ z s ]

BA—p® 1 _
w
e o polinémio caracteristico é

P()\):A2+<—2+%))\+(1—%—u2+61\).

Os valores proprios sao assim as solugoes da equacao
A A
A+ <—2+B—)A+ (1—B——M2+5A) = 0.
H H

Alguns calculos permitem concluir que os valores proprios sao \y = 1 — e Ay =
L+ p—BA/ .
Como 0 < i < 1, temos A; < 1. Por outro lado, se Ry > 1, temos

A
)‘2:1+M_%:1+/”L<1_R0><1

e concluimos que o ponto eg é localmente assintoticamente estavel.

Como vimos, o ponto de equilibrio, ep é localmente assintoticamente estavel e
logo é estdvel. Por outro lado, ey é globalmante assintoticamente estavel em (4.7)
e o atrator global tem de estar nessa reta. Logo ep é globalmante assintoticamente

estdvel em Bz, - O
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Para o modelo periédico que consideramos, na Figura 4.1 ilustramos a existéncia
de uma érbita periddica e na Figura 4.2 é sugerida a estabilidade assintética dessa

6rbita. Para as figuras consideramos A =4, pn=0.2, d=0.5¢
Bn = 0.01115 x (5 — (=1)").
Note-se que, neste caso temos
IRy, Ry[=]1.6, 2.4] C ]1.6, 2.5[=]d/p, 4p/d],

e portanto, a Figura 4.1 ilustra a conclusao do Corolario 4.2.5.

10,0
B A I N e
8,0
70
6,0
50
3,0
2,0
1,0
0,0
0 5 10 15 20

—@—suscetiveis —@—Infetados

Figura 4.1: Modelo periédico. Orbita periddica.

Suscetiveis Infetados

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 4.2: Modelo periédico. Comportamento assintotico.
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Capitulo 5

Um projeto de divulgacao

Neste capitulo enumeram-se alguns aspetos da preparacao e apresentacao de uma
acao de divulgacao subordinada ao tema “modelos discretos da biomatematica”.
Esta acao de divulgacao foi preparada e apresentada na Academia Junior de Ciéncias
(AJC) pela autora deste trabalho, pelo seu orientador, Prof. César Silva, e por um
seu colega. Pode encontrar-se um video da apresentacao bem como os slides usados
na apresentacao nos enderecos http: //www. mat. ubs. pt/ ~csilva/AJC. mp4 e
http: //www. mat. ubi. pt/ ~cstlva/2018-03-10-slides-Academia. pdf. As
imagens incluidas na apresentacao foram retiradas do site https: //pizabay. com/.

Este site permite a utilizagao livre das imagens.

5.1 Academia Junior de Ciéncias

A Academia Junior de Ciéncias é uma iniciativa da Universidade da Beira Interior
(UBI) que, em parceria com as escolas do Ensino Secundério da regiao, proporcionam
aos melhores alunos do 12° ano a oportunidade de viver experiéncias em torno da
ciencia. A AJC teve o seu inicio em 2014 e neste ano de 2018 conclui a sua quarta
edicao, a qual comecou a 13 de outubro de 2017 e o seu encerramento a 23 de marco
de 2018.

Esta tltima edicao teve a participacao de mais de 30 alunos das escolas do
distrito de Castelo Branco e Guarda, os quais participaram em projetos ligados a
Matematica, Fisica, Quimica, Engenharia Aeroespacial, Ciéncias da Saude e Enge-
nharia Eletromecanica, bem como em varias conferéncias da qual a ultima contou

com a nossa participacao.

5.2 Acao de divulgacao em Biomatematica

Fazer parte desta edicao foi desafiador. Uma vez que a AJC é composta pelos

alunos do Ensino Secundério, elaborar uma apresentagao ligada a Biomatematica
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nao foi uma tarefa facil, pois grande parte da Matematica que esta na base dos

modelos apresentados ainda nao é conhecida pelos participantes. Neste contexto,

fomos levados a ajustar os conteidos bem como a linguagem usada.

Numa primeira fase, os slides utilizados foram preparados separadamente, tendo

cabido a autora o desenvolvimento inicial das secgoes relativas aos modelos epide-

mioldgicos, os slides 20 a 30. Numa segunda fase, em conjunto com o meu colega

Augusto dos Santos e com o meu orientador, os conteudos dos slides preparados

pela autora foram aperfeicoados e adaptados aos contetidos das outras partes da

apresentacao. Ressaltaremos em seguida alguns aspectos que foram trabalhados:
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Nos slides, optou-se por previligiar graficos e outros esquemas em vez de
calculos longos, sempre que isso fosse suficiente para compreender o aspeto

matematico ou biologico que se pretendia descrever.

. Apesar de, dependendo das unidades consideradas, as variaveis nos nossos mo-

delos poderem ser interpretados como densidades populacionais, percentagem
de individuos ou numero de individuos, optamos por nao referir todas estas
interpretacoes e usar sempre a interpretacao das varidaveis como niumero de
individuos. Deste modos os parametros pu, 3 e v passaram a ser vistos como
fragoes das vérias subpopulagoes (por exemplo, v1,, é visto como o ntiimero de
infectados que recupera no dia n e que transita para a classe dos recuperados,

sendo v a fracgao dos infetados que recupera).

Nos varios slides, em vez de “equacoes as diferencas” obtamos por falar de
“sucessoes definidas por recorréncia”, para nos aproximarmos de um conceito

conhecido pelos participantes.

Em muitos dos slides, optou-se por usar o comando \pause, disponivel no
estilo “beamer” que se usou para preparar os slides, para modificar as cores
numa férmula e ser mais facil perceber os cdlculos que estavam a ser efetuados.
Tal foi o caso dos cdlculos efectuados nos slides 24, 27 e 30 (ver versao da

apresentacao com as pausas 1no link acima).

Algumas expressoes foram escritas de forma diferente da que assumiram em
capitulos anteriores, com o objetivo de facilitar a interpretacao das mesma.
Por exemplo, ao escrevermos a equacao para a populacao total no slide 26, em
vez de P41 = A — (u— 1)P,, escrevemos P, = P, + A — uP,. Apesar da
ultima férmula ser menos condensada, tem a vantagem de se poder interpre-
tar biologicamente de forma imediata: a populagao no dia seguinte é obtida
adicionando o niimero de nascimentos e subtraindo o niimero de mortes a po-

pulacao no dia anterior. Um outro exemplo diz respeito a forma de apresentar
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os pontos de equilibrio no slide 28. Em vez da representagao usual como vetor:

epr = (A/11,0,0)

B Tuty B upty) B

optou-se, no slide, pela representacao

_(/Hrv A A 7)
€p = )

Sn:A/,M, [n:07 Rn:O €EDF
e
Bty A 7 A gl
Sn:—7 [n:—__7 ani__ €r,
B p+y B plp+7) B "

menos natural mas mais facil de compreender para os participantes que nao es-
tivessem familiarizados com equagoes as diferengas (ou com sucessoes definidas

por recorréncia) em dimensao maior do que um.

6. Sempre que os célculos fossem morosos ou complexos, optamos por nao os
apresentar. Por exemplo, ocultamos os calculos existentes para determinar
a solucao da equacao para a populacao total, no slide 26, por causa da sua

complexidade. Apresentou-se apenas a férmula que se obtém.

7. A fim de ajudar a compreensao da importancia dos “pontos de equilibrio”
optou-se por os designar por “estado de equilibrio”, a semelhanca do que ja
tinha sido feito noutras partes da apresentacao, a propoésito de modelos unidi-
mensionais. Pretendia-se que os participantes associassem pontos de equilibrio

ou solucoes constantes a estados em que o sistema bioldgico estd em equilibrio.

8. Optou-se por fazer os calculos suficientes para ver surgir o niimero reprodu-
tivo basico, Rg, como um nimero que matematicamente estabelece a fronteira
entre permanéncia e extingao da doenca no slide 28. Ainda assim, R foi apre-
sentado de forma simplificada, nao entrando muito em detalhes matematicos
e previligiando a sua interpretacao bioldgica: o nimero de novas infegoes que
um unico infetado lancado numa populacao constituida unicamente por sus-
cetiveis provoca durante o tempo em que permanece infecioso. Naturalmente
a interpretacao anterior deveria ser feita num contexto assintotico mas nao se

referiu este aspeto para nao complicar a exposicao.

49
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Alguns Modelos Discretos da Biomatematica,

Rabilde Bartolomeu, Augusto dos Santos e César Silva

Academia Jinior de Ciéncias

Universidade da Beira Interior

23 de Marco de 2018

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 1/ 40

Recorrencia

9 ‘ Xadrez e bagos de arroz

o
’-" 1248 16 32 64 128

{un =P 4, mwm=1.2 ...

=2y, m=1,3...
ug =1

Up =

23-03-2018

Modelos Discretos da Biomatematica
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Recorréncia

Juros de 2% ao ano
Upyy = Uy + 0,024,

100,0 102,0 104,0 106,1 108,2 110.4...
110,0 112,2 114,4 116,7 119,1 121,4. ..
120,0122,4 124, 8 127,3 129,9 132,5...
(aproximando as décimas)

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 3/ 40

Recorrencia

f - Lei de evolugao

ug uy = f(uo) wo= f(u1) us=f(uz) -+ Uny1= f(tn)

Up+1 = I (uﬂ}

f(Bagos de arroz num quadrado) = Bagos de arroz no quadrado seguinte
f(Dinheiro na conta bancdria) = Dinheiro na conta bancaria no ano seguinte
f(Populacdo num ano) = Populacao no ano seguinte

Nimero de infectados num dia) = Nimero de infectados no dia seguinte

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 4 /40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Modelos de crescimento populacional

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos ecologicos unidimensionais

kP,

Modelo de Beverton-Holt Fapy= m

k.c>0

@ P, é a populacio no ano n

@ P, .1 depende de: e populaciio no ano n e parametros positivos k e ¢

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 6 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Persistencia e extingiao no modelo de Beverton-Holt

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos ecologicos unidimensionais

O que significamm os parametros k e ¢?
Para respondermos a esta pergunta precisamos de fazer outra:

Como é que se obtém o modelo de Beverten-Holt?

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 8 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais
o

Rep. Rep. Rep. Rep.
I C - - D D D S T
Po N(t) P N(t) P, N(t) Py N(1)

@ P, - populacio no inicio ano n, imediatamente apos a reproducao

@ Se a populacio no inicio do periodo for P, entao
e—,tm{_f—ﬂ) Pn

= — t—n 2
1+%(1—e ol ]Jpn

N(t) te[n,n+1]

@ Entre periodos reprodutivos - populacao depende apenas de constantes
fto. m associadas a mortalidade

N(n)=P, e N'(t)=—(po+mN(t))N(t) <0

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 9 / 40

Modelos ecologicos unidimensionais

Rep. Rep. Rep. Rep.
DT - - " C - - P R - - -
Pt] JV(ﬂ JPl Nr{ﬂ pn- —H\—{rj Pni-l _ﬂ\-'-(f‘)

@ p a probabilidade de sobreviver a época reprodutiva per capita
@ b o nimero médio de descendentes viaveis per capita

Py =pN(n+1)+bN(n+1) = (p+B)N(n + 1)
B (p+b)e ™ P,
T 1+ m(pg)"H1 — e H0)P,

Modelos Discretos da Biomatemditica 23-03-2018 10 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

| — ZIZIZIZIZI I
PO JV(t] pl Ar{ﬂ Pn —F\"(ﬂ Jr"*.rt+l :‘-(f)

@ p a probabilidade de sobreviver a época reprodutiva per capita
@ b o nimero médio de descendentes viaveis per capita

P,yi =pN(n+1)+bN(n+1)=(p+bN(n+1)
B (p+b)eHo P, kP,
T 14+ m(pg)" (1 —e k)P, 1+ P,

onde

E=(p+be™ e c= ;{1 —e 1)
0

k aumenta com o aumento dos nascimentos e da longevidade

¢ aumenta com o aumento da mortalidade
Modelos Discretos da Biomatemdatica 23-03-2018 11 / 40

Modelos ecolbgicos unidimensionais

EP,
Foig ===
o 1+cPy,
i N
1"“" 1 \:-\"H.‘"}-—
.':|I I e ‘_25“;—‘5_—:_—-____—.____,:__1.:’_ /.
. S S S i
jr =—= % [ e ]_ I\ — % 2= _[
Solugdes constantes Py =1,
P, 7;:}3” & Pul+4eP,)=kP, & P(l—k+eP,)=0
= ) = M 1 — K Of =
T 1 + |‘_‘Pn T T T 7 mn
k—1
P.=0 o0 PB—
c

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018
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Modelos ecolégicos unidimensionais

Modelo de Beverton-Holt
@ se k <1 a populagao aproxima-se da extingao com o
passar do tempo
@ se k > 1 existe uma populagao de equilibrio P, = '1‘%1 da
qual a populacao se aproxima

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 13 / 40

Modelos ecolégicos unidimensionais

Modelos de captura

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03 2018 14 / 40
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Modelos ecologicos unidimensionais

Como incluir o efeito da captura nos modelos de crescimento
populacional?

Ideia:
@ usar duas fungdes: uma para a captura e outra para a reproducio

@ aplicar cada uma delas alternadamente

Madelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 15 / 40

Modelos ecologicos unidimensionais

Funcgao de reproducao Poy1 = m = [(P)
Funciao de captura hP,) =P, —~P,
Reproducao apds captura Poii=(foh)(P,) = H%g

) 41— Pn

Captura apés reprodugao P,y =(hof)(P,)= TP

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 16 / 40
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Modelos ecolégicos unidimensionais

Reproducao apdés captura Pri1 = (foh)(Pp)
3— 4y
Populacio de equilibrio: zi(y) = —’T)
(1—7)
Captura apés reprodugao P,i1=(ho f)(P,)
Populacio de equilibrio: x3(v) =3 — 4y

Modelos Discretos da Biomatematica pREREE]

Modelos ecologicos unidimensionais

[T} [T} - ™ u 12

Gréficos de 2] (v) e z3(v) e (z](v) + z3(7))/2

@ Um efeito matematico descrito na literatura e aparentemente paradoxal é
o seguinte: em algumas situacgoes, ao aumentar a captura, aumenta
também o tamanho da populac¢io. — Efeito de hidra.

@ Num artigo de Eduardo Liz e Frank Hilker de 2014 foi proposta uma
possivel explicacio para esta situacio, aparentemente paradoxal, usando
o modelo de Ricker.

@ Possivel explicacio: para valores moderados de captura, um aumento da
captura conduz a uma maior oscilacio anual da populacio.

Modelos Discretos da Biomatematica
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Modelos ecologicos unidimensionais

Separando os efeitos da reproducio e da captura

Descrigdo ndo-auténoma

f
0.8
0,6
04
o} 5 10 15 20
—8— pama={,1 —@—gama=0_23 gama=0,5

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos Epidemiologicos

O modelo SIR

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018
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Modelos Epidemiolégicos

Yin

l #In 1 Wiy

Assumimos: p+7v <1

Sn+1 = 5p + A= pSy — BSnln A nascimentos
Lnyr = I + BSul, — plyy — 71y p mortalidade
Bpii= Hu Sy ln=— ity 3 contacto entre I e S
v recuperacio

(So, Io, Ro) (S1,11, R1) (Sa, I, Rs) (S3, I3, R3)

Modelos Discretos da Biomatemaitica 23 03-2018 21 / 40

Modelos Epidemiolégicos

Extingan Permanéncia

050 e
" E%;nbﬁq_;—_,--emh.» T :
17 3 4% B 7 & 91011 1F 13 14 15 16 17 18 19 20 21 1 7 3 4 5.6 7 & 9 1011 17 13 14 15 15 17 18 1920 21
A=0,6,u=0,3, A=06,0=0,3,
v =0,1,=0,15 v=0.1.8=0.8

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 232 / 40
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Modelos Epidemiologicos

Populagao Total

Sﬂ—l—l =S+ A — ,I'-LSn — BSuly
Iy =1 + Sy — ply, — 71,
Hn—l—l = Rn + F.l’In - f—LRn

Somando as trés equacoes anteriores

Sﬂ,—l—l + In—l—] + Rn—l—l - Sn + In + Rn + A _;'-ern - ’.‘_LIn - f-LRn

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018 23 / 40

Modelos Epidemiolégicos

Populacao Total

Spt1 =5 +A —puS, — BS.1,
Ir.‘.-{-l = I.‘f.‘. + .ilj-grr.j—n —H I?'! - F:i"In
Rn—l—l = Rn T F}"In - ;"JRH

Somando as trés equacdes anteriores

Sﬂ-l—l + jl—;"r.+1 + Rn-l—l = S‘n + In + Rn + A _}'-f-Sn - ,“I?'! - ,"—fRn

) | ) )
Pn-l—l = Pn + A —,LLPn

Pn-l-l:Pn‘l'ix_.lf-“‘Pn

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018
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Modelos Epidemiologicos

Pn+1 :P‘FL_I_A_J"-LPR
Solugoes constantes - fazemos P, = P,

Po=P,+A—puP, & 0=A—pP, & Po=A/u

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos Epidemiolégicos

Pn.—H :Pn_i—A_a“'Pn
A equacdo anterior tem solucio para cada condigao inicial Fy:

Pp=(1—p)"(Po—A/p) + %

A
lim P, =lim (1 — p)"(Po— A/p)+ —| =A/u

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03 2018

66



Modelos Epidemioldgicos SIR e SIS Discretos

Modelos Epidemiolégicos

S?H—l = Zall - ﬁf-S-n. . ,BSH.I n
J!r'n—l—l e I-n i .SSH.I?I. . lu'I?'I - 'an
Rn—l—] =Ry + ",‘f'jn = ;U-Rn-

Solugdes constantes - fazer Sp 41 = S, In+1 = In, Rnt1 = Ry

S, =S, +A—puS, — BS.L, A—puS, — BS,I, =0
In = In + FanIﬂ = P’-In = H,f"-'-r-n - jrl{."-"srr = = ‘} =0
R—n = Rn +- F}In = ;URn ’}"Li - ;{-{Rn =0

L,=0 ou S,=(u+%)/8

Modelos Discretos da Biomatematica 23-03-2018

Modelos Epidemiologicos

Solugoes Constantes:

8, = Ak By =0, Ry, ==40 EDF
y B A H -‘;'A i /
L‘J] _— 5 § I n — = R == trm T = T G w3
3 g - Tty B wlp+~y) B s

Modelo SIR

Ro<1 — uma tnica solucdo de equilibrio, epp
Ro>1 — duas solugoes de equilibrio, epr e eg

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 28 / 40
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Modelos Epidemiolégicos

Extingdo Permanéncia
-I“ M";\.q_o o il e
A=0,6,u=0,3, A=0,6,u=0,3,
y=0,1,8=0,15 N=0,18=0,8
_ 0.6x015 _ _ 06%x08 __
Ro = 5303105 — &0 <1 Ro = 53(0370m — 4> 1

Modelos Discretos da Biomatemética 23 03-2018 29 / 40

Modelos Epidemiolégicos

Extingdo Permanéncia

_ . 0.6x0,45 = _ 06x08 |
Ro = 53031000 = &7 <1 Ro = g3t03t0n — 4> 1

Modelos Discretos da Biomatematica

23-03-2018 30 / 40
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Outros mo

(AJC) Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 31 / 40

alNyg —
bPyNyp —
Cpn_ N W

dPy, -

Outros modelos

Modelo de Lotka Volterra

Npy1 = Nyp + aNp — bP, N,
P,.1 = P, + ¢P,N, — dP,

N, - presas P, - predadores

crescimento das presas

na auséncia de predadores
decrescimento das presas

devido & predagio

crescimento da populagio

de predadores

decrescimento dos predadores
em consequéncia da mortalidade

|
s

(AJC) Modelos Discretos da Biomatemitica 23-03-2018 32 / 40
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Outros modelos

Modelo de Goodwin

Nn+1 == Nn T ﬂ'A'Tn — bpnj\"rn
Pyr1 =P+ PN, — dB,

N,, - emprego P, - salarios
a — relacionado com intensidade do capital,
produtividade do trabalho
e oferta de emprego A 1
b — relarionado com intensidade do capital ; I

¢ — relacionado com correlagdo entre emprezgo I| |
e saldrios reais e produtividade do trabalho ~ | |
d — relacionado com correlagdo entre emprego
o 1w m i

e saladrios reais

Modelos Discretos da Biomatemidtica 23-03-2018

Outros modelos

Modelo SITR
Sn+l - Sn + A— #Sﬂ I BSTIIH
jrﬂ-Jrl = In- i ﬁsnjn — .ujn - 'Tfn
Rn—i—l w= Rn W F?’In - #Rﬂ

S,, - susceptiveis [, - infectados
R, - recuperados

Modelos Discretos da Biomatemditica 23-03-2018 34 /40
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Outros modelos

Modelo SIR

Sn.—i—l =S +A— fJ-an = ,BS?LIN.
J!rﬂ—l—l - In- + _-BSnIn i au'In - ’)“In
Rn—i—l = Rn + F}{In = #Rn

S, - susceptiveis [, - infectados
R,, - recuperados

B 5 Y
| — —_—

l P8y l 1l l!-’Ru

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 35 / 40

Outros modelos

Modelo SIR

Sn--i—l =8n+A— ;USN. = 6 Sali
J!r1r1+1 = In- Nk .‘BSnI:r: - #In - A!’In
Rn+1 — Rn =+ ﬂ?"In = #‘Rn

S,, - Potenciais clientes
I, - clientes R, - ex-clientes

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 36 / 40
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Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

Sn—H. = G+ A3y~ BE,1;, ~ I“Sn . 'nﬁpﬂsﬂ
jr|r1—|—1 i I‘n + ﬁsnfn - CIn - 7}'11071[11
Pn+1 e P‘J’i + T‘Rz — bPE + k'ﬁlpn}—n + anﬂlsn

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018 37 /40

Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

l'E’.'.'1+l = Sn T —"I\Sn v -’er: j—.'.‘ = #"9?1 1 ??‘Epn Sn
Lg.—l—l — jr.- + ,_S’,‘j@'hf” — "-"irn - U]Fnlrn
Pﬂ_l’_l — _F’n - ?‘Pﬂ_ = ng + ;“F“F.'.‘-lrﬂ + k”QP”_-STﬂ

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

="

{Sn-—l—l = 8n + ASp — ;U-Sn- —42 PnSh
Poi1 = P, +rP, — bP2+ 1P, S,

Modelos Discretos da Biomatematica 23 03-2018
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Outros modelos

Modelo eco-epidemiologico

it = 8y + AS,, — BSal, — uSs— mPiS,
1{H-H = I."r B .-'—‘f-g'u.jn = L"lrn - ”]Pia-frn
By — B Sap B B2 il A BB

S, - Presa susceptivel
I,, - Presa infectada P, - Predador

=10 {Sn—l—] =S, +AS, — ﬂ'sn = 7?‘.?13?': Sn

R:—f—l = P, +rPF, — bF ;f G5 TFLZPH.Sn
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