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Cinématique du solide indéformable

H Objet de la cinématique
La cinématique est la partie de la mécanique qui permet de décrire et d'étudier les mouvements
des solides indépendamment des causes qui les provoquent.

1. Définition d’un solide indéformable

1.1 Relation de base

On appelle solide indéformable S, tout ensemble de points matériels dont la distance est
invariable dans le temps, ce qui se traduit par :

Soient 2 points quelconque A et B d’un solide indéformable (S). On a |AB?* = constante [1]

Remarque : cette hypothése ne s’appliquera qu’aprés une étude de sa compatibilité avec les
conditions réelles en rapport avec ce solide : matériaux, géométrie, surface, actions mécaniques,
type d’étude.

1.2 Réfeérentiel : espace, temps — Repére attaché a un référentiel

B Référentiel
Le référentiel est un systeme de coordonnées permettant de
situer un événement dans |'espace et dans le temps. Le
référentiel est I'emplacement de I'observateur et il est constitué
idéalement d’un repére d'espace et d’un repére de temps.

H Repére d’espace
Les solides étudiés évoluent dans un espace physique qui peut étre
modélisé par un espace caractérisé par un repere de coordonnée orthonormé direct R(O,X,y,Zz)

(fig. 1).

Fig 1: Repére d'espace

m Equivalence entre référentiel et solide indéformable

Un solide étant indéformable, étudier le mouvement d’un solide par rapport a un autre revient donc
a étudier le mouvement relatif des référentiels liés a ces solides. Dans chaque référentiel, on

positionne un repére bien choisi suivant la géométrie du solide.
m Solide de référence

L'étude de tout mouvement implique au moins 2 solides en
présence :
- Le solide S, dont on étudie le mouvement
- Le solide Sy par rapport auguel on définit le
mouvement et qui est appelé Solide de référence.

On attache un repére de coordonnées a un référentiel de
facon a réaliser le positionnement des points du solide.

Fig 2: Degrés de liberté

1.3 Peosition et paramétrage du solide

Pour paramétrer un solide, il faut fixer la position de 3 points liés au solide, c’est-a-dire 9
parameétres. De plus, les 3 points ont une distance constante traduite par 3 équations de liaison
des parametres.

La position d’un solide dépend de 6 parameétres indépendants.

Cela caractérise les 6 degrés de liberté du solide (3 translations + 3 rotations) par rapport a un
référentiel : X, Y, Z, 6., 0,, 6, (fig. 2).
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2. Repérage du solide indéformable

2.1 Coordonnées cartésiennes

Les coordonnées s’expriment suivant les axes X, y,z sous forme de scalaire : X, y, z. (Fig. 2)

2.2 (oordonnées cylindriques ZA
Les coordonnées cylindriques sont définies par les parameétres z M
(p,0,2).
OM = p; +zz 0 5
Projection dans le repere cartésien : % SO ?

m
Zs
X Fig 3 : Coordonnées cylindriques

2.3 Coordonnées sphériques ZA
Les coordonnées sphériques sont définies par les parametres M
(p,0,9). o
OM = pﬁ o u
Projection dans le repére cartésien : . 5

0
m
4
X

Fig 4 : Coordonnées sphériques

2.4 Position d’un référentiel par rapport 4 un autre — Angles d’Fuler

H Changement de référentiels, repéres d’espace

En mécanique, il est fréquent de changer de référentiel pour exprimer, sous une autre forme, la
position, la vitesse ou l'accélération d'un point ou toute autre grandeur vectorielle. La mécanique
newtonienne, basée sur la relativité galiléenne selon laquelle le temps ne dépend pas du
référentiel, permet de considérer qu’un changement de référentiel se limite a un changement
d’espace.

- ’ ~ 4 ! — r - 1 = \
On se propose de définir les coordonnées du vecteur O,4=xX, +y,y,+z,z, dans le repere R,

c’est-a-dire de réaliser un changement de repére de R; vers R;. Un cas élémentaire frequemment
rencontré correspond a une simple rotation des deux repéres autour d'un axe. Le cas plus
complexe d’une rotation autour d’un point peut alors étre considéré comme la succession de trois
rotations autour d’axes distincts.

H Changement de repére d’un vecteur dans le cas d’une rotation autour d’un axe

Considérons que le repére Rja pivoté d’un angle 6 autour de I'axe X, par rapport au repére Ri (fig. 5).
Dans ces conditions, les vecteurs unitaires de R: peuvent s’‘exprimer dans le repére Rj de la facon

suivante :

—
Lo zh R=
X, =X, ) \ (5]
J ‘7 N
Y, =cosf.y, —sinb.z, . Y
L - (il
Z,=sin6.y, +cosb.z, A
J J \ - he =
2\33;) } T R. T Y
X; OV

Fig 5 : Rotation autour d’un axe




H Angles d’Euler
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Une base orthonormée se déduit d’'une autre base orthonormée par une rotation de |'espace définie
par 3 parameétres. On utilise fréequemment les angles d’Euler dont la définition est donnée ci-apres.

;.'3 i3 ¥

%2

W
(%), %2, %)  —>

Soit (X,,X,,X;) et (»,,),,);)deux bases orthonormées. Soit u,
un vecteur appartenant a lintersection des plans (x,X,) et

(»,¥,). Les 3 angles d’Euler permettent de paramétrer une
base par rapport a une autre.

Ils sont définis par :
vy =(X,,u), angle de précession orienté par X, ;
0=(,), angle de nutation orienté par u ;
¢=(,), angle de rotation propre orienté par y,.

W

(V%) —— (dwy,)

La base (u,V,X,) est appelée premiére base intermédiaire ;

La base (u,w, y,) est appelée deuxiéme base intermédiaire.

La droite dirigée par u u s’appelle la droite des noeuds. On a u =

X3 N3

||x3 /\y3||

B Angles de Cardan ou angles RTL (roulis, tangage et lacet)

On note 84, 8> et 85 les angles de Cardan permettant le passage du ;. > 5,
repére Ry (X, X,,X,) au repére Rz (¥,,¥,,V,) par lintermédiaire des )

deux repéres R" et R".

Les angles sont définis sur la figure ci-contre. %

On a le passage suivant ;

[X] ri X8, .'F['X--"} rY.e,)
i S |

r(Z.6;]

>( X))
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Les angles sont définis sur la figure ci-contre.

On a le passage suivant :

[X-,- :l rix.a) [ x-;“] ri¥.6,) [ :"_'; ] r|Z.65) [}". ,

Y2
01
X4 :,):’(':I_ 5(’3 :;S" ?,
-\-_ }
64 o
22 v
9~ Lronnrdl 9 2 2Pz o
2.5 Dérivée temporelle d’un vecteur par rapport a un référentiel (Formule de la base

mobile)

Soit la base orthonormée directe B, (X,, y,,Z,) de I'espace vectoriel Es. Soit la base orthonormée directe

B, ()?2,)72,22) de I'espace vectoriel Ez dépendant du paramétre ¢ par rapport a la premiére base.

di, | [dy dz,
— Calcul —2 Lz et =2
acuons[df Js, Lt Le [df L

B, =(X,,¥,,Z,) orthonormée impose

, . [dx M dx, i ,
¥3=1 doll ¥ -|—2| =0 posons alors 2| =gy, + 627,
2 2\ 7at |, p ,_dr&fyh Gl
yi=1 dou Y:'.%. =0 posens alors .%} = oX, + 0z,
Ldt | N
- . . [dz,] fdz, ] - ,
Z: =1 dol Z,-|—=| =0 posons alors | —=| =X, +By,
2 2 _.E‘ p at _'a, EXy +BY,
de plus
v. z=0douy, |92 4z | P2 _gsoit £=-a
22 > a2 e
%7, -0 doi %,-| 92| 27| %2l _o soit 5-—p
B | dt _'51 | dt _'5‘
%7, =0 dou % | 22| 47,1 %2| —0 soit ==y
at 2 et |,

ce qui conduit finalement aux trois relations -

%, | =V, —BZ, = A X
[ar |, "R On
[dy, ] . .
2| =ay,-vZ,=0AY,
Ldt J,
9z BY, —aZ, =G A Z
T | TPY2TUae = 2
L dr B,
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dans lesquelles on a posé - @ =d(B,/ B, ] =X, + 0y, +vZ, . Test le vecteur taux rotation de la base
Bz par rapport a la base By,

_ dUiit] dliit)
_ Caleulons | = ~ | enfonction de —
ot . dt s

Soit Ult) = u...f' U, j+ u‘.‘k' Uit =%, = Voo + 2,7,

P ‘s dliit)
La derivée de ce vecteur dans la base B, s'écrit { m }
ol

2

e o duitl
La derivee de ce vecteur dans la base B, s'ecrit { .f'l }
el
a

COna:
[dr_m]} dx, dy, dz,
_ =—2K +—=y, +—=Z,
dt at - odt Tt dt -
et
du(t) | . . . Cax, ] Ty 2
| dt | dt dt dt Ldt g Ldt | dt |,
dx, | dy, | [dz, | PP
Or,ona x| == + 2l +z, =2 =o(B, /B AUt
| & l, ok I

On en déduit la relation fondamentale de la dérivée d’un vecteur dans deux bases différentes dont
I'une dépendant d'un paramétre par rapport a l'autre :

v, _|au +Qu AU | [10]
dt 5 dt

1 2

Exemple :

26 Vecteur vitesse de rotation de deux référentiels en mouvement I'un par rapport 4
lautre
Dans la relation [10], le vecteur Q représente le vecteur de vitesse de rotation du

vecteur U par rapport au repére Ry.
ox, 0y, et o, sont les composantes du vecteur Q sur les axes X, yet z ; et représentent

les rotations successives du vecteur U autour des axes x, yet Z.

En mécanique, les solides sont souvent assimilés a leur repére de coordonnées. Le vecteur rotation
du repere R; par rapport au repere Ry sera donc écrit de la fagon suivante : QRI/R“
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2.7 Composition des vecteurs vitesse de rotation

Si on généralise la relation [16] a k repéres successifs notes Ry, Ry _;,..., Ry, et en dérivant le vecteur U suc-

cessivement dans chaque repére, on obtient :

au]  [a0 5 5
_a Rk—l B E Rk * -RJ(J‘RJ(—I A

[dU du . .
| dt Ry > T ldt Re s * QRk—lJrRk-ZA u
[dU davl o ,

_a R1= E:|R2+QR2’1’R1J\U

dU du| S N

| == o

dt g, [dt R BB " U

En additionnant membre a membre, on obtient :

- -
dU] dU] e . . »
il =l acl, TISRGR T R R +---+QRIR)"‘Ur
-1 -1 -2 1a8e

dt R, dt Ry k' Nk k k

. | |au| o >
quipeutsemettresouslaforme | —| =|—| +Qp g AU

dtlp, Ldtlg, k
f_jégahté QRk’rRO=QRJ(J[RJ(—1+QRJ(—IJIRJ(—2+'“ +QRIJ[RU [1?]

montre alors la composition des vecteurs vitesse de rotation.

3. Trajectoire, vitesse et accélération d’un point par rapport a un référentiel
m Position

Lorsqu'un point matériel est mobile par rapport a un repére R, on peut caractériser sa position par son vec-
teur position noté :

Cﬁ;i:xx%y}hzi [11]

Les scalaires x, y et z sont |les coordonnées du point M dans le repére R.

m Trajectoire

On appelle trajectoire /'ensemble des positions successives occupées, au cours du temps, par le point mobile
M dans le repére R.

m Vitesse

La vitesse du point M par rapport au repére R est, par définition, la dérivée par rapport au temps du vec-
teur position défini dans le repére R :

dOM

at g

—

Viyg = [12]

Ou encore d'aprés I'expression [8] du vecteur position :

; dxg , o dzs_.q ..
VWR=aﬁ+ay+ai=xﬁ+y?+ii [13]




m Accélération
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L’accélération du point M par rapport au repére R est, par définition, la dérivée par rapport au temps du

vecteur vitesse défini dans le repére R :

]_-_“ _lrd\_}wﬂ _ d20_|\.)’| [14]
MR |Tdt |7 | a2 .
Ou encore d'aprés I'expression [11] du vecteur position :
LA E IS IPT IR I
=—SX+—=Y¥Y+—=1I= + +
MRZ a2 " " a7 a?

B Composition des vecteurs vitesses

Considérons un solide § en mouvement dans un repére
R,{Oy. %1, ¥4, ) lui meme en mouvement par rapport a un repére
Ry{Oy. %q, Y. 2o} fixe (Fig. 7).

Exprimons le vecteur position du point M dans le repére Ry et dérivons
le par rapport au temps. Cela donne :

[15]

OgM = Og0; + OM
[dOUI\}I d0,0;|  [dom
= +
dt g, Tt Jg, Tdt g,
o %o
doM| g
| dt Ry M.S/Rg Fig 7 : Repéres en mouvements relatifs
00| _y
avec T R, VquP,RB
doM|  [dom
= + QR i A O-IM
dt |, L dt lp =~ “RiRo
Ce qui donne  Vwisir, =Vivsir, * Vo,R /R, T 2R, iR, » OIM [17]
En posant Vo,r.r, + Sk, A OM=Vurr, , onremarque que : Viasirg = s, * VMR, IR, [18]

Le mouvement de § par rapport & Ry est appelé « mouvement absolu »,

Le mouvement de § par rapport & R; est appelé « mouvement relatif ».

Le mouvement de R par rapport & Ry est appelé « mouvement d’entrainement ».

. ] > ]
II'vient donc : ‘\"'rliﬂhbsolue= VReIative + VEntrainement [191
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m Généralisation

Soient n repéere R; dont on connait les mouvements relatifs par rapport aux repéres Ri.;. Soit le
solide S en mouvement connu par rapport au repéere Rq et un point M de S.

L'application successive de la relation [18] entre S et R; en faisant intervenir le repére
intermédiaire Rj;+1 donne :

sk, = Vmsie, TVmr R,
Vi SIR, , — Vi sig, T VM,R,,,I/R,,,2
Vi S/R, — V' M.SIR, VM,RI/RO

Soit, en effectuant la somme membre a membre V,, ¢,n =V, ¢/r + MORIR,
i=1

En appliquant la relation [18] entre S, Ro et R,, on obtient VMS/R =Vusik ¥ Vg iz

soit : [Viwin =2V ix, [20]
i=1

4. Cinématique du solide
41 Torseur distributeur des vitesses. iquipl'q'wﬁﬁté

® Champ des vitesses d’un solide

Le parametre temps t étant fixé, on appelle champ des vitesses d’un solide S a l'instant t le champ
qui, a tout point M du solide associe le vecteur vitesse V,, ¢, .

m Torseur cinématique ou torseur distributeur des vitesses

En appliquant la relation [10] au vecteur du solide S en mouvement par rapport au repere R,, le
temps t étant le parameétre de dérivation, on obtient :

G, .
[7]1{, = QS/R0 NAB, soit VB,S/RO _VA,S/R{, :QS/RO NAB
ou encore VB,S/RO = VA,S/RO +QS/RO NAB [21]

C’est la relation de changement de point pour le transfert d’un torseur d’un point A a un point B.
Or, Vyx est le champ des moments d’un torseur, ce torseur a donc €, comme résultante. On
I'appelle « torseur cinématique » et on le note, au point A :

Q R
Monf=1."" 4| 1221

A,S/R,

A

REMARQUES

- Le torseur cinématique définit le mouvement du solide a chaque instant.

- Il n'est pas nécessaire que le point A soit physiquement sur le solide S. Il suffit qu’il soit fixe
dans tout repére lié a S.

- Toutes les opérations sur les torseurs sont applicables au torseur cinématique.
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= Equiprojectivité

Si l'on repart de la relation fondamentale AB? = constante que l'on écrit sous la forme
(OB — OA)* = constante , on obtient, en dérivant par rapport au temps, dans le repére R, :

%(5[?—574)2 =0, soit (VB’S/RO —VA’S/RO).(@?—E;I) =0, ou encore (VB’S/RO —VA’S/RO).ZE =0

On obtient la relation :

JE— —

VB,S/R,, AB = VA,S/RO AB [23]

Le champ des vitesses d'un solide indéformable est équiprojectif. (Propriété du champ des
moments d’un torseur.)

42 Axe instantané de viration

L'ensemble des points d’un solide qui, a un moment donné ont une vitesse nulle par rapport
a un autre solide, constitue I'axe instantané de viration (ou de rotation).

43 Mouvements particuliers : translation et rotation

H Mouvement de translation

o Définition
Un solide S est animé d’'un mouvement de translation par rapport a un repére fixe R, si deux
vecteurs 4B et AC et non colinéaires appartenant a S restent équipollents a eux-mémes
au cours du temps.

o Caractéristiques
- Les trajectoires de tous les points du solide sont paralléles.
— Si la trajectoire est une droite, la translation est dite rectiligne.
- Si la trajectoire est une courbe, la translation est dite curviligne. Si cette courbe est un
cercle, la translation est dite circulaire.
- La liaison qui permet de réaliser un tel mouvement entre deux solides est la « liaison
glissiére » (voir chapitre « Modélisation cinématique des liaisons »).

e Torseur cinématique

V QS/RO =0
{ SIR, (=) = [24] (ce torseur est un torseur couple)

VM,S/RO u

- Le champ des vitesses est uniforme a tout instant.
- La connaissance d’un seul vecteur vitesse a un instant donné permet de caractériser les
vecteurs vitesses de tous les autres points du solide a ce méme instant.

e Champ des accélérations

Si on dérive par rapport au temps la relation [21] pour deux points A et B appartenant au solide S,
nous pouvons écrire :

10
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dl;B,S/RO _ dVA,S/RU N d(ﬁsmo A AB)
dt dt dt
RO RU

Ry
d(QS/Ra A A—B)

a =q +
B.S/R, A,S/R,
dt

» Condition nécessaire
Il faut que , Qg , =0, on obtient alors : a,,, =d,g,, [25]

> Condition suffisante
d(Qy,, ~AB)

=0 [26
" [26]

Ry
d(Qy,, AAB)
dt

Il faut que :

Pour le vérifier, calculons

Ry

d(Qy,, AAB dQy . AB
( S/R, ) :|: S/R, ] A AB"'QS/RU /\|:dABj|
R, Ry R

dt dt

dr Jdt =VpBsIR, _VA,S/R,,

' dAB | _{d(@—@)} ; ;
or- ® Ry
d AB

7 = (VA,S/RU + QS/RU NAB) - VA,S/RO

)

d(ﬁsmu AZE) l:désm”
Donc =
RU

d d } AE"'QS/RU/\(QS/RUAE)
R

d(Qy,, AAB)
dt

I
=}

Comparé a la relation [26], on voit qu'il est nécessaire que

Soit QS/R AAB=C avec C vecteur fixe dans Ry

Cette relation ne peut étre vérifiée pour tout couple de points A et B appartenant a S que si
Q.. =0.

S/R,

CONCLUSION - La condition nécessaire et suffisante pour qu’un solide soit animé d’un
mouvement de translation est que le champ des accélérations soit uniforme.

REMARQUE IMPORTANTE - Le fait que plusieurs points particuliers ont la méme accélération

n’implique pas forcément que le solide auquel ils appartiennent soit animé d’'un mouvement de
translation.

1
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= Mouvement de rotation

oAz _Cercle

e Définition oA .‘"" trajectoire
Un solide S est animé d’un mouvement de rotation par | du pointM
rapport a un repére Rp si deux de ses points A et B
restent fixes par rapport a Ro au cours du mouvement.
La droite qui passe par les deux points est appelée « axe
de rotation ». On s’arrange trés souvent pour choisir un &
référentiel dont I'un des axes est confondu avec cet axe S I\//I/
de rotation (fig. 8). 9| .

e Caractéristiques 0
- Les trajectoires de tous les points du solide sont des
cercles contenus dans des plans perpendiculaires a |'axe R /
de rotation et centrés sur celui-ci. S (2 5
- La liaison qui permet de réaliser un tel mouvement %o
entre deux solides est la « liaison pivot » (voir chapitre «
Modélisation cinématique et géométrique des liaisons »). |Fig 8:Solide en mouvement de rotation

|

e Torseur cinématique

QS/R(,

{\/S/RO} =3 =

- - [27] (Ce torseur est un torseur glisseur)
Visiz, =Ssr AOM v

En effet, Q,, .I7M,S/R =Q.,,. (Q,, AO,M)=0 . On note R le rayon du cercle trajectoire du point

M tel que OM =RX,
Le module de la vitesse du point M appartenant au solide S par rapport au repére Ry a pour

valeur : HVM,S/RG H =y R [28]
Cette expression met en évidence la « répartition triangulaire des vecteurs vitesses » (fig. 9).
En effet, le module de la vitesse est proportionnel a la Vi, s/
distance du point M a l'axe de rotation, et pour deux :
points M1 et M2, on peut écrire : 4y R
— ﬁ:l\\/’
— \)’1 |
v \ Vi, s M
M,.S/R, R MoSRO .
il =N [29] \ o
VMZ,S/RU R, N\ ¥
. . . . \ P 2
En particulier, pour tous les points de I'axe de rotation, \| K\e o
. . - \ X
R=0 et ces points ont donc une vitesse nulle. O ‘ Bo) 20
2y Z4
e Champ des accélérations Fig 9 : Repartition des vitesses dans le mouvement de rotation

Si on dérive la vitesse d'un point M par rapport au temps, le repére Ry étant supposé fixe, on
obtient :

dv, d(Qyg,, NOM dQ , dOM
Gy = AZI,:/R,, _ ( S/R“dt 0 ) _ di/R” /\OOM+QS/RD A a?t
RO R() Ro RO
- dQgp ...
On note Qg , =0z, et 7—6’20

Ce qui donne dans le repere R1 : a,, 5/, =0Z, ARX, +OZ, AV, 51

12



Soit, d,, 5., = RO, +0Z, A RO,

B s e - ~
Donc a,, sp = ROy, —ROx, = A rsir, t sk, [30]

Cinématique du solide indéformable

T
— t,M1,S/R0O
AVo |

r, b X
M1,S/R0 X
— " O(/ \‘\ ﬂf>\ v
Y1 ) \ //
\\ N .

\ N Ly smo M,

\ Tvz,s7m0

| 2
ry . . )‘A - # rn 1,5
Le vecteur accélération est donc proportionnel au rayon sur \ ‘ﬁi>)$/f‘\ s
lequel se trouve le point (fig. 10)

5. APPLICATIONS AU MOUVEMENT PLAN SUR PLAN

\ =
\ My
\\ -~ //lj My, S/R0O 9
e n,Ma,! \ . e
0o\~ \ Ry %o
IR ‘ >
Zy 73

Fig 10 : Repartition des accélérations dans le mouvement de rotation;

5.1 (entre instantané de rotation, base, roulante

u Définition

Lorsqu’au cours du mouvement d’un solide S, par rapport a un solide R,,, un plan II, attaché
a S, reste constamment confondu avec un plan II, attaché a R,,, on dit que les solides sont
animés d’'un mouvement plan sur plan.

EXEMPLES - Fer a repasser sur une table, bielle de moteur a explosion par rapport au carter,
trainard d’un tour par rapport au banc, etc.

= Paramétrage de la position de S par rapport a Ro R ') 1,
— y1 [ /"y/
Yo » /
Soient les repéres R,(O,,X,,¥,,Z,) et R(0,,X,¥,Z)0ié a S (fig. 11) \ N
. - o o . \ e \ o
tels que les plans (O,,X,,¥,) et (O,,X,,¥,) soient confondus. bl ' \
La position de Ri par rapport a Ro peut étre définie de la facon 01{21 P
suivante : & 1 By 2
= 0001 = axo +bj}0 0 Zp a
o Fig 11 : Paramétrage
- (xo,xl) = dans le mouvement plan sur plan

Les parametres a, b et o définissent les trois degrés de liberté de S

par rapport a Ro (deux translations et une rotation).

® Torseur cinématique

Il peut s’écrire, en O1 :

{\/S/R{,} =

Qg x =0z,

—

VOI,S/R{, = ax, + by, o

1

[32]

Si la résultante n’est pas nulle, ce torseur est un glisseur car son invariant scalaire est nul. L'axe
central de ce glisseur a pour direction Zz; .

m Centre instantané de rotation (CIR)

On appelle centre instantané de rotation (noté CIR), le point I intersection entre l'axe
central du torseur et les plans I, et M. Comme pour tout point de I'axe central, on a donc :

VI,S/RO =0

[33]

Le mouvement de S par rapport a R se rameéne donc a chaque instant, a une rotation de

centre I (fig. 12).

On en déduit que, pour un point M de S :
VM,S/RU = VI,S/RU +QS/R0 NIM , soit VM,S/RO :QS/RU ~NIM - [34]
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= Base et roulante
Soit un point M de S dont la position est définie par (fig. 12) :

OM = xX,+y,y, dansRy,

OM = x,x,+ y,y, dans Ry.

Ona: x,=a+x,cosa—yssina et yy=b+x,sina+y cosa [35]
En dérivant par rapport au temps, on obtient :
X,=a—-xasina—yacosa et y,=b+xacosa—yasina [36]

En dérivant par rapport a o les expressions [35] ou en divisant ¢ par
les expressions [36], on obtient :

dx da ) dy db .
— =——X,SIna— ), cosa et —=——+Xx,COSQ — ), SInx
da da da da

ce qui donne, en | ou la vitesse est nulle :

da . db .
— =X, sIna+ y,cosqet — =—x,cosa+y sina [37]

En substituant dans les relations [35], cela donne :

Cinématique du solide indéformable

N
VM,S/”()
Yol Mo
o
N
L
b
- —
Jan) .‘/I{()\ \ i()
0," z, a

Fig 12 : Miise en évidence du CIR

et

da
+_

y():b

do

[38]

dans Rg, dans le mouvement de S par rapport a Rg. La courbe correspondante est appelée la

« base ».

On obtient x, et y, a partir des relations [35] :

da

da
db
Xp=a———
da
Ces expressions donnent les coordonnées de I dans le repére Rq. Elles précisent le lieu de I

dans R;, dans le mouvement de S par rapport a Ro. La courbe correspondante est appelée

A chaque instant, puisque le point I a une vitesse nulle, la base et la roulante roulent sans

glisser I'une sur l'autre.

® Théoréme des trois plans glissants

Soient les solides Sy, S; et S; en mouvement plan sur plan les uns par rapport aux autres. A chaque instant, on

peut déterminer les CIR des solides pris deux a deux soit 112, 123 et 131. La relation de composition des

mouvements permet d’écrire, pour un point M :

VM,3/1 = VMQ/2 + VM,Z/I ouencore: Q, ALLM =Q, , ALLM+Q, AI,,M

Q3/1 ANGM = ﬁyz A1, +I31M)+ﬁz/1 ANy Ly, + 1, M)
(Qu), = Qs = QIA LM =Qy ) AL +Q, AL,

mais an = Qm + sz (composition des rotations)

d'ou a2, Ayl + 02y A L =0 ou a1y + a1, 1, =0

da . .
X, =——sIna———cosa|et |y, =——cCoSa +—sina
a a a a
Ces expressions donnent les coordonnées de I dans le repére R;. Elles précisent le lieu de I
la « roulante ».

Cette relation montre que le point I31 est le barycentre des points I21 et 32 affectés
respectivement des coefficients a,, et a,, et que les 3 CIR I31, I21 et I32 sont alignés.
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