PERSAMAAN DAN FUNGSI KUADRAT

Oleh Shahibul Ahyan

A. Bentuk Umum Persamaan Kuadrat

Definisi : Misalkan a,b,ce Rdana+0, maka persamaan yang berbentuk

ax” + bx + ¢ = 0 dinamakan persamaan kuadrat dalam peubah x.

Berkaitan dengan nilai-nilai dari a, b, ¢ dikenal beberapa persamaan

kaudrat diantaranya adalah :

1.

Jika a = 1, maka persamaan menjadi x* + bx + ¢ = 0 dan persamaan seperti
ini disebut Persamaan Kuadrat Biasa.

Jika b = 0, maka persamaan menjadi x> + ¢ = 0 dan persamaan seperti ini
disebut Persamaan Kuadrat Sempurna.

Jika ¢ = 0, maka persamaan menjadi x> + bx = 0 dan persamaan seperti ini
disebut Persamaan Kuadrat Tak Lengkap.

Jika a, b, ¢ bilangan-bilangan real, maka ax> + bx + ¢ = 0 disebut
Persamaan Kuadrat Real.

Jika a, b, ¢ bilangan-bilangan rasional, maka ax’> + bx + ¢ = 0 disebut

Persamaan Kuadrat Rasional.

B. Akar — Akar Persamaan Kuadrat

Ada beberapa cara untuk menentukan akar persamaan kuadrat,

diantaranya :

1.

Dengan Pemfaktoran
Menentukan akar-akar persamaan kuadrat dengan cara pemfaktoran
menggunakan sebuah sifat yang berlaku pada sistem bilangan real. Sifat
itu dapat dinyatakan sebagai berikut :
Jika a, b € R dan berlaku a —b =0, maka a=0 atau b= 0.
Catatan : Pengertian a = 0 atau b = 0 dapat ditafsirkan sebagai berikut :
a),.a=0danb#0 b).a# Odanb=0 c).a=0danb=0



Menentukan akar-akar persamaan kuadrat daengan pemfaktoran
artinya meyelesaikan persamaan kuadrat dengan mengubahnya menjadi

bentuk perkalian.

a. Untuka=1

X +bx+c=0

(x+x1) (x+x3)=0dengan x; yx,=bdan x; X, =c¢

x+x;=0ataux+x,=0

X =-X; ataux=-Xp
Jadi, akar-akar dari x>+ bx + ¢ = 0 adalah -X; dan-x;
Contoh : x> —2x - 8=0

x—-4)(x+2)=0
x=4ataux =-2

Jadi, akar-akar dari x> —2x — 8 = 0 adalah -2 dan 4.
b. Untuka # 1

ax’+bx+c=0

(ax+x,)(ax+x,)

» =0,dengan x, + x, =bdan x,.x, =ac

ax +x;=0atauax +x,=0

X X%
X=——atau x=
a a
. . 2 - X —X,
Jadi, akar-akar dari ax” + bx + ¢ = 0 adalah —% atau —=.
a a

Contoh : 3x* -2x -5=0
(3x+3,)(3x-5)

=0
3

3(x+1,)(3x-5) 0
3

x+1)(3x-5=0

x=-1ataux=é
3

Jadi, akar-akar dari 3x% -2x -5 = 0 adalah -1 dan %

2. Dengan Melengkapkan Bentuk Kuadrat Sempurna



Untuk Menyelesaikan ax® + bx + ¢ = 0 dengan melengkapkan

kuadrat sempurna, maka :

ax’+bx+c=0

a a
, b c
X +—x=——
a a

( b jz b* —4ac
x+—| = >
2a 4a

Contoh : 2x> +2x =3 =0

x2+x—§=0
2

1Y 3 1
X+—| ==+—
2) 2 4
1Y 7
X+—| ==
2) 4
1 7
X+—==%|—
2 4
1 1
x12=——i—ﬁ
272

1 1 1 1
x, =——+—~7 atau x2:————«/7
2 2 2 2

3. Dengan Rumus
Misalkan a,b,ce Rdana#0, maka akar-akar persamaan kuadrat

ax® + bx + ¢ = 0 ditentukan oleh :

—~b++b* —4dac —~b—~/b* —4ac
X, = 2a atau x, = 2a

Bukti :



a. ax2+bx+c=0,a =0
4a%x2 + 4abx + 4ac = 0
4a’x2 + 4abx + b* -b* + 4ac = 0
(2ax + b)* — (b> - 4ac) =0
(2ax + b)* = b’ - 4ac
2ax + b= t4/b2-4ac
2ax =-b +/b2-4ac
-b++/b* —4ac
2a

b. ax2+bx+c=0,a¢ 0

X12 =

b ¢
X’ +=x+—=0
a a

c. ax2+bx+c=0,a¢ 0, misalb=b; +by b; # 0danb, # 0

. u+v
ax2+blx+bzx+c=0,mlsalb1X:u+V =x=——,maka:
1



2
 uty b u+v b, utvy o
bl bl bl
u +2uv+v’ byu+b,v
a ———— |tu+v+—>——"T+
by by

au® +2auv +av’ +blu+bv+bb,u+bb,v+blc=0
au’ +(2av+b12 +b1b2)u +av’ + (bl2 +b1b2)v+v=0

c=0

Misal : 2av+b} +bb, =0

b’ +bb, =—-2av
b,(b, +b,)=—2av
bb=-2av
-bb
v =
2a

au® +0u+av’ —2avv+blc=0
au® +av’ —2av’ +blc=0

2 2 2
au” —av- +bc=0



2 2 2
au” =av”- —b/c

2
au’ = a(_blbj —blc

2a
2712
au’ = bib ~blc
4a
= b’b* —4abc
4a
= blz(b2 —4ac)
4a
) blz( ? —4ac)
4q’
Y + b b —4dac
2a
dimana x = ury _vtu ,maka:
b, b
-bb N bAb* —4dac
y—_2a 2a
bl
b ~b++/b* —4ac
: 2a
X =
bl
. = —b++/b* —4ac
12 =
2a

Contoh : Tentukan HP dari y* + 7y -30 = 0
Jawab : y* + 7y -30=0,a=1,b=7 dan ¢ = -30

bt —dac  —T+477-4.1.(-30)
- 2a - 2.1

_—7+4/494120  —7+4169 -7+13

Yo = 5 5 5
vy, =3atauy, =-10

Y2

. Diskriminan Persamaan Kuadrat

Dari rumus tampak bahwa penyelesaian atau akar-akar suatu persamaan
kuadrat sangat ditentukan oleh nilai-nilai b - 4ac. Bentuk b” - 4ac disebut

diskriminan dari persamaan kuadrat ax” + bx + ¢ = D dan dikembangkan



dengan huruf D, sehingga D = b” - 4ac. Pemberian nama diskriminan D = b” -
4ac masuk akal, sebab nilai D = b’ - 4ac inilah yang membedakan
(mendiskriminasikan) jenis akar-akar suatu persamaan kuadrat.

Dengan melihat nilai D, akr-akar suatu persamaan kuadrat dapat
dibedakan menjadi 3 jenis yakni sbb:

a. BilaD >0, maka ada dan bernilai positif.

Akar-kar persamaan itu x, 0, dan x, :%D terlihat bahwa
a a

X #EX,
Jadi, persamaan itu mempunyai dua akar nyata yang berlainan.

b. BilaD =0, maka VD =0

Akar-akar persamaan itu x, = —b+0 dan x,=— terlihat bahwa
2a 2a
X =X _b
1 2 2a :

Jadi persamaan itu mempunyai dua akar nyata yang sama.

c. Bila D < 0 maka D bukan merupakan bilangan nyata, melainkan

bilangan khayal. Jadi, persamaan itu tidak mempunyai akar nyata.

. Jumlah Dan Hasil Kali Akar-Akar Persamaan Kuadrat
Jika x; dan x; adalah akar-akar persamaan kuadrta ax>+bx+c = 0, dengan

a #0, jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan kuadrat itu ditentukan

-b c
dengan rumus : x, + x, =— dan x,.x, =—
a a
. -b c . .
Dimana x, + x, =——dan x,.x, =— diperoleh dari
a a

—b+\/B+—b—\/B

" X +x, =
! : 2a 2a
_~2a_-b
2a a
—b+D —b-+D
X. X, = .

2a 2a



_ b —(b2 —4ac)

Sifat jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan kuadrat

1.

Akar-akarnya berlawanan (x; =x;) < b=D

Akar-akarnya berkebalikan (xl =Lj Sa=c

X,

Sebuah akarnya sama dengan nol (x; =0) < c=0danx,;= -t
a

Kedua akarnya bertanda sama < <0
a

Kedua akarnya berlainan tanda < € >0
a

E. Menyusun Persamaan Kuadrat

1. Menyusun persamaan kuadrat jika diketahui akar-akarnya

a. Dengan perkalian faktor

Jika akar-akar persamaan kuadrat ax” + bx +c¢ =0

b c
) x*+=x+—=0
ax"+bx+c=0< a a

(x—xl)(x—xz)zo

d _=b _c
engan x, +x, —7dan X X, =

Dengan rumus jumlah dan hasil kali

Persamaan kuadrat yang akar-akarnya x; dan x, adalah

x—x )(x-x,)=0=x> —x,x—x,x+x,x, =0
( 1)( 2) 2 1 1742

2 —
Sx —(x1 +x2)x+x1x2 =0

2. Menyusun persamaan kuadrat jika akar-akarnya mempunyai hubungan

dengan akar-akar persamaan kuadrat lainnya.



Jika akar-akar suatu persamaan kuadrat mampunyai hubungan dengan
akar-akar persamaan kuadrat lainnya, maka persamaan kuadrat itu
ditentukan dengan 2 cara, yaitu :

a. Memakai rumus jumlah dan hasil kali akar-akar

b. Penghapusan indeks, jika akar-akarnya simetri

Contoh :

Akar-akar persamaan kuadrat 3x* + 6x — 8 = 0 adalah & danf3. Susunlah

persamaan kuadrat yang akar-akarnya 1 dan e
a

Jawab
a. Memakai rumus jumlah dan hasil kali akar-akar

3+ 6x-8=0; a +f=-2; a‘ﬁ:_g

Misalkan persamaan kuadrat yang diminta mempunyai akar-akar x;

dan x,, maka :

X, =ldanxz=l
o B
1 1 a+p -2 3
XX, =—t—=——=————=—
a B af -8/3 4

Subtitusikan (x; + x») = %dan x,-x, =—3/8 ke persamaan

x’ —(x1 +x, )x+x1 -x, =0 diperoleh :

Jadi, persamaan kuadrat yang diminta adalah 8x* — 6x —3 =0

b. Dengan penghapusan indeks

Akar-akar x, :ldan X, _1 dikataklan simetri, sebab jika indeks
a

b

1 dan 2 dihapuskan akan memberikan bentuk yang sama. x, :l
a



jika indeks dihapus didapat x :l atau o =l X, :%, jika indeks
a X

dihapus didapat x :i atau [ :l dengan demekian o= ,B:l.
X X

Oleh karena o merupakan akar dari persamaan kuadrat 3x* + 6x —

8 = 0, maka berlaku
3a% +6x—8=0

2
3(1J +6(i}8=0
X X
i+§—8=0

)C2 X

3+6x—8x*=0
8x*—6x—3=0

Jadi, persamaan kuadrat yang diminta adalah 8x* — 6x —3 =0

F. Menggambar Grafik Fungsi Kuadrat
Definisi : misalkan a,b, dan c bilangan real dan a # 0, maka fungsi yang
dirumuskan oleh f (x) = ax® + bx + ¢ dinamakan fungsi kuadrat
dalam peubah x.
Grafik fungsi kuadrat ditulis dengan notasi y = f (x) = ax + bx + ¢ dan
grafik kuadrat disebut sebagai parabola.
Untuk melukis grafik fungsi y = ax® + bx + ¢ diperlukan hal-hal berikut :
1. Titik potong dengan sumbu x
Titik potong dengan sumbu x, makay = 0
Jika akar-akarnya x; dan x,, maka titik potong dengan sumbu x adalah
(x1,0) dan (x, 0)
Ada atau tidaknya akar-akar tergantung dari diskriminan persamaan itu
a. Kalau D>0, grafik memotong sumbu x, didua buah titik (x;,0) dan
(x2,0).
b. Kalau D=0, grafik menyinggung disebuah titik pada sumbu x di (x;,0)

atau (_—b,OJ .
2a

c. Kalau D <0, grafik tidak memotong sumbu x



2. Titik potong dengan sumbu y
Hal ini didapat apabila x = 0, jadi y = ¢, maka titik potong dengan sumbu
y adalah (0,c)
a. Jika ¢ > 0, maka grafik memotong sumbu y di atas titik asal.
b. Jika c = 0, maka grafik memotong sumbu y tepat di titik asal.
c. Jika <0, maka grafik memotong sumbu y di bawah titik asal.
3. Titik Puncak atau Titik Balik

Fungsi y = ax” + bx + ¢, dengan a,b,c€Rdana=0, mempunyai titik

— — 2 —
puncak atau titik balik | =2, =2 =49¢ |
2a 4a

Jika a > 0, titik baliknya adalah titik balik minimum dan jika a < 0, titik
baliknya adalah titik balik maksimum.
4. Sumbu simetri

. . . b
Persamaan sumbu simetri fungsi kuadrat y = ax” + bx +c adalah x=——

2a
5. Menggambar grafik
Contoh : Gambarlah grafik fungsi kuadrat dari y = x* — 4x +4
Jawab:a=1,b=-4,c=4
a. Titik potong dengan sumbu x, makay =0
X —4xH=0 x-2)(x-2)=0 < x;=x,=2
Jadi, titik potongnya dengan sumbu x adalah (2, 0)
b. Titik potong dengan sumbu y, maka x =0
y=0"-4.0+4=4
Jadi, titik potongnya dengan sumbu y adalah (0, 4).
c. Koordinat titik puncak atau titik balik

p_ —b —b’—4ac|_(-(-4) -(4’-4.14
2¢° 4a 2.1 4.1

j=(2, 0)

Oleh karena a = 1, maka P merupakan titik ballik minimum

d. Persamaan Sumbu simetri

b_—(4_,

2¢ 2.1

e. Menggambar grafik



<

fx) =x’—4x +4

sumbu simetri x =2

4\ (0,4)

0 2 /(2,0) X

A
v

G. Membentuk Fungsi Kuadrat

Jika sketsa grafik suatu fungsi kuadrat diketahui, maka kita dapat

menentukan rumus fungsi kuadratnya. Keterangan-keterangan yang diketahui

pada sketsa grafik fungsi kuadrat seringkali mempunyai ciri-ciri tertentu. Ciri-

cirinya adalah :

1.

Grafik fungsi kuadrat memotong sumbu x di A(x;, 0) dan B(x,, 0, serta
melalui sebuah titik tertentu. Persamaan fungsi kuadratnya dapat
dinyatakan sebagai :

y=/)=alx—x)(x-x)
Dengan nilai a ditentukan kemudian
Grafik fungsi kuadrat menyinggung sumbu x di A(x;, 0) dan melalui
sebuah titik tertentu. Persamaan fungsi kuadratnya dapat dinyatakan
sebagai :

y=f(x)= a(x—)cl)2
Dengan nilai a ditentukan kemudian
Grafik fungsi kuadrat melalui titik puncak atau titik balik P (x,, yp,) dan
melalui sebuah titik tertentu. Persamaan fungsi kuadratnya dapat

dinyatakan sebagai :

y=f(x):a(x—xp)z+yp



Dengan nilai a ditentukan kemudian
4. Grafik fungsi kuadrat melalui titik — titik A(x;, y1), B(x2, y2), dan (X3, y3).

Persamaan fungsi kuadratnya dapat dinyatakan sebagai :
y=f(x)=ax’ +bx+c

Dengan nilai a, b, dan ¢ ditentukan kemudian
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