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Capitulo 1

Ano 2000

1.1. Modelo 2000 - Opcién A

Problema 1.1.1 (2 puntos) Dados los vectores @ = (a,1 + a,2a), ¥ =
(a,1,a) y W = (1,a,1), se pide:

a) (1 punto) Determinar los valores de a para que los vectores o, ¥ y
W sean linealmente dependientes.

b) (0,5 puntos) Estudiar si el vector @ = (3,3,0) depende linealmente de
los vectores o, ¥ y W para el caso a = 2. Justificar la respuesta.

¢) (0,5 puntos) Justificar razonadamente si para a = 0 se cumple la igual-
dad

% (T AT) =0

Nota: el simbolo A significa producto vectorial.

Solucioén:

a)

a 14+a 2a
a 1 a|=ala®-1)0= a=0, a==*1
1 a 1

Sia#0ya#+l = o,V y W son Linealmente Independientes.

Sia=00a=41= %, ¥ y W son Linealmente Dependientes.

b) si a = 2, los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto,
forman una base. Luego el vector @ = (3,3,0) es combinacién lineal
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de @, ¥ y W. Veamos de que combinacién lineal se trata, tenemos:

U = (2,3,4)
T =(21,2)
w = (1,2,1)

3

“= 73
2a+ 2b+ c¢= 3
3a+ b+ 2¢c= 3 = p="2
da+ 20+ c= 0

c=3

¢) Si a =0 tenemos:

o = (0,1,0)

o = (0,1,0)

w = (1,0,1)
Sabemos que [@, ¥, W] = - (U A W). Pero

01 0
@, 7, ®W]=|0 1 0|=0
101

Luego @ - (U A W) =0
Problema 1.1.2 (2 puntos)

a) Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales
que su distancia al punto A(4,0) es el doble de su distancia a la recta
x=1.

b) Comprobar que el anterior lugar geométrico es una cénica. Indicar el
tipo de cénica que es y hallar sus focos.

Solucion:

a)
d(P,A) =2d(P,r), r:x=1, A(4,0)



Fi-4,0) F(4,0) #

)
[

=y
4 12

b) Se trata de una hipérbola a?> = 4 y b*> = 12, como ¢? = a? + b? =
16 = ¢ = 4. Los focos serfan los puntos F'(—4,0) y F(4,0).

Problema 1.1.3 (3 puntos) Sea

sin x

+2 si z#0
flz) =

k si =0

a) (1 punto) ;Hay algun valor de k para el cual f(z) sea continua en
x =07

b) (1 punto) ;Hay algin valor de k para el cual f(z) sea derivable en
x =07

¢) (1 punto) Determinar sus asintotas.

Solucion:

a)

1w (sinx +2> lim sinx + 2x _ {0] ~ m cosx + 2 _3

x—0 xX T 250 T z—0 1

Para que f sea continnaenr=0=— k=3

9



b) Para que f sea derivable en z = 0 primero debe de ser continua, luego
k = 3. Ahora se estudia si es derivable con este valor:

) 0+h)—f(0) ., Smhio 3 gnh—h
110) e h o h S0 K2
0 , cosh—1 0 , —sinh
—| = 1lim ———— = |=| = lim =0
0 h—s0 2h 0 h—0 2

En conclusién, para que una funcién sea derivable antes tiene que
ser continua y por tanto K = 3. Y en este caso también se cumple
f(07) = f(0%) y es derivable.

y (0,3)

(0,0) i

c) Asintotas:

= Verticales no hay, la tinica posible seria en x = 0 y en ese punto
hay una discontinuidad evitable si k # 3 y continua si k = 3.

= Horizontales

lfm (Smx+2>—2:> y =2

T—>00 €T
= Oblicuas no hay al haber horizontales

Problema 1.1.4 (3 puntos) Sea el sistema

—z+ Ay+ 2z= A
2+ Ay— 2z =
Ar—  y+ 2z= A

[\)

10



a) (1 punto) Discutir la compatibilidad del sistema segun los diversos
valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.

¢) (1 punto) Resolver el sistema para A = 2.

Solucion:
a)
-1

A2
A= 2 A 1|2 ], [Al=-3\2-6A-3=0=\=—1
A -1 2|

» Si A # -1 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =Rango(4) =n°
de incégnitas == Sistema Compatible Determinado. (Solucién

Unica)
= SiA=-1
-1 -1 2|-1
A= 2 -1 -1 2
-1 -1 2|-1
. . -1 -1
Como tiene dos filas iguales y el menor 5 1|7 3 # 0 tene-

mos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° incégnitas = Sistema
Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

b) SiA=—-1:

{—x— g+ 22— —1 :ci 1+¢

= ¢
2r— y— 2= 2
X Yy z 5= +

c) SiA=2:
—z+ 2y+ 2z2= 2 r= 2/3
2e+ 2y— z= 2 y= 2/3
22— y+ 2z= 2 z= 2/3

1.2. Modelo 2000 - Opcion B

Problema 1.2.1 (2 puntos) De una funcién derivable f(z) se conoce que
pasa por el punto A(—1,—4) y que su derivada es

2—x si <1

fi(z) =

si x>1

11



a) Hallar la expresién de f(x).

b) Obtener la ecuacién de la recta tangente a f(z) en z = 2.

Solucién:
a)
2
2 — % +a si z<1
x) =
Inlz|+b si z>1
3 . .
Como f(—-1)=-4= a= —5 Si f es derivable en z =1 = f es

continua en x = 1 = b = 0. Luego:

2

or U 3 4 <t
2 2
f(x) =
Inzx si z>1

b) Siz=2= f(2)=In2= (2,In2).

1
Tenemos m = f/(2) = 5 ¥, por tanto, la recta tangente es:
1
y—In2= 5(3:—2)

Problema 1.2.2 (2 puntos) Se consideran las curvas y = 22 e y = a donde
a es un numero real comprendido entre 0 y 1 (0 < a < 1). Ambas curvas
se cortan en un punto (xg,yo) con abcisa positiva. Hallar a sabiendo que el
area encerrada entre ambas curvas desde x = 0 hasta x = z( es igual a la
encerrada entre ellas desde x = x¢ hasta z = 1.

Solucion:

Calculamos la abcisa del punto de corte de ambas gréaficas en funcién del
parametro a:
P?=a=— 1= +Va

Elegimos la solucién positiva porque asi nos lo indica el enunciado del pro-
blema. Tenemos, por tanto, que cuando x = /a ambas curvas se cortan
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(z0,y0) = (v/a,a) y la posicién de las curvas cambia, de manera que, la que
estaba por encima pasara a estar debajo. Es decir,

Ja 1
/ (a7m2)daz:/ (2% — a) de =
0 Va
3]ve 3 va 1
Problema 1.2.3 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar la distancia del punto P(1,—1,3) a la recta que
pasa por los puntos Q(1,2,1) y R(1,0,—1).

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos P,
Qv R.

¢) (1 punto) Encontrar todos los puntos S del plano determinado por P,
@ y R de manera que el cuadrilatero de vértices P, (), R y S sea un
paralelogramo.

Solucion:

a) Calculamos la ecuacién de la recta r que pasa por Q y R:

{@:(0,2,2) r=1

=< y=2-2A

Q(17271) 2 =1—=2)\
i ik
QP xQR| =]/ 0 -2 —2||=](~10,0,0)| = 10
0 -3 2

QP xQR| 10 52
d(P,r) = |Q_R)\ =35 9 u

13



b) Tenemos
QP = (0,-3,2)
QR = (0,-2,-2)

5=%|@XQ.R>!=5U2

c¢) El plano 7w que contiene a los puntos P, QQ y R es el siguiente

0 0 z-1
m:| -3 =2 y |=10z—-1)=0=7m:2—-1=0
2 -2 z+1

s Sean P, Q y R vértices consecutivos, entonces S = P + Cﬁ =

(1,-1,3) 4+ (0,—2,-2) = (1,-3,1)

Sean P, Ry @ vértices consecutivos, entonces S = P + Iw =

(1,-1,3) 4+ (0,2,2) = (1,1,5)

= Sean (), P y R vértices consecutivos, entonces S = Q + ]TPE =
(17 2> 1) + (Oa 1a _4) = (17 Sa _3)

= Sean (), Ry P vértices consecutivos, entonces S = @Q + RP =
(1,2,1) 4+ (0,—1,4) = (1,1,5)

= Sean R, Py @ vértices consecutivos, entonces S = R + 1@ =
(1,0,—1) 4 (0,3,-2) = (1,3,-3)

= Sean R, Q y P vértices consecutivos, entonces S = R + Cﬁj =
(17 O> _1) + (07 _37 2) = (17 _37 1)

Los puntos S son (1,—3,1), (1,1,5) y (1,3,—3). Todos ellos estén
contenidos en el plano w

Problema 1.2.4 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar los valores de A para los que la matriz

A—1 1 -1
A= 0 A—2 1
A 0 2

es invertible.
b) (1 punto) Para A\ = 2, hallar la inversa de A y comprobar el resultado.

¢) (1 punto) Resolver el sistema

T 0
Al y |=10
z 0

para A =1

14



Solucién:
4
a) [Al=(A=-1)BA\—-4)=0= )\zly)\:§.
. 4 . .
SiA=1,0A= 3 =—> No es invertible.

4
SiA£1L yA# 3 = Si es invertible.

b) SiA=2:
11 -1 0 -1 1/2
A=]100 1|, At=[1 2 —1/2
2 0 2 0 1 0
11 -1 0 -1 1/2 100
A-A =00 1 1 2 -1/2|=]1010
2.0 2 0 1 0 00 1
c) ConA=1y AX =0:
0 -1 T 0
0 -1 1 y |=10|=
1 2 z 0
- z:r zig :>{ y= 2=0 _ ii _2§
T+ 2z=0 ot 22=0 z=

1.3. Junio 2000 - Opcion A

Problema 1.3.1 (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacién vectorial:

T A(2,1,-1) = (1,3,5)

sabiendo que |7’| = /6, donde A significa ”producto vectorial”.

Solucion:

LLamamos @ = (a,b,c) = (a,b,¢) A (2,1,—1) = (1,3,5):

T g —b—c=1
a b ¢ |=(-b—ca+2ca—-2b)=(1,3,5)=< a+2c=3
2 1 -1 a—2b=2>5

15



Como la primera ecuacién es el resultados de restar a la tercera la segunda,
sélo tendriamos dos ecuaciones, la tercera la obtenemos de |?| =6 —

a? + b+ 2 =6:

—b—c=1 a=1 a=5/3
a+2c=3 = (¢ b=-2 o b=-5/3
a2+ b2 +c2=6 c=1 c=2/3

2
Es decir, @ = (1,-2,1) y T = <5’_57 )
37 33

Problema 1.3.2 (2 puntos)
a) Determinar el centro y el radio de la esfera:

24+ 22— 2+ 4y +82—4=0

b) Determinar el centro y el radio de la circunferencia interseccién de la
esfera del apartado anterior con el plano z = 0.

Solucion:

a)

—2a = —2 a=

—2b=4 . b=-2
—2c =38 c=—4
A+ +E—r2=—4 r=>5

Esfera de centro (1,—2,—4) y radio r = 5.

b) Al cortar la esfera con el plano z = 0 nos queda la circunferencia:

224y =244y —4=0

—2a = —2 a=1
—2b=14 =< b=-2
a’?+ b —r?=—-4 r=3

Circunferencia de centro (1,—2,0) y radio r = 3.

Problema 1.3.3 (3 puntos) Para una matriz cuadrada, se define su traza
como la suma de los elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, A
y B son matrices cuadradas 2 x 2.

a) (0,5 puntos) Comprobar que se verifica:

Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

16



b) (1 punto) Comprobar que

Traza(A- B) = Traza(B - A)

¢) (1 punto) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es impo-
sible tener AB — BA = I, donde I denota la matriz identidad.
d) (0,5 puntos) Encontrar dos matrices A y B para las que:

Traza(AB) # Traza(A) - Traza(B)

Solucion:
a) Sean
_ a; as o bl b2
Traza(A 1+ a4, Traza(B)="0b; + by
Traza(A

al b1 b2 a1+b1 ag—i—bg
A+ B= =
+ ( ) ( b3 b4> <a3+bs a4+b4>

= Traza(A+ B) =a1 + b1 + a4+ by

)=
(4)

+ Traza(B) =a; + by + a4+ by

Luego:
Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

A.p_| @ @), bi by \ [ aibi +azbz aiby + azby

N\ a3 asq bs by |\ asby + asbs azbs + asby

p.oa (b b2 (a1 a2 _ [ aibitasby azbi+asb

bs by as a4 a1bs + azbsy agbz + asby

Traza(AB) = a1b; + agbs + agba + a4by o
{ Traza(BA) = ayby + asbs + asbs + asby = Traza(AB) = Traza(BA)
¢) Suponemos que la igualdad es cierta, es decir:
AB—BA =1 = AB = BA+I = Traza(AB) = Traza(BA+I) =

Traza(AB) = Traza(BA)+Traza(l), como Traza(AB) = Traza(BA)
== 0=2

Luego esta igualdad es falsa.

17



d) Sea A una matriz cualquieray B = [

() (2

A-B=A= Traza(A-B)="Traza(A) =4, Traza(B) =2
Traza(A)-Traza(B)=4-2=8
Luego Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B)

Problema 1.3.4 (3 puntos) Sea f(x) = az® + bz? + cx + d un polinomio
que cumple f(1) =0, f/(0) = 2, y tiene dos extremos relativos para xz = 1y

T =2.

a) (2 puntos) Determinar a, b, ¢ y d.

b) (1 punto) ;Son méximos o minimos los extremos relativos?
Solucidn:

a)
f(z) = az® + ba® + cx +d, f'(z)=3az®+ 2bx +c

f)=0= a+b+c+d=0 a=1/3
F(1)=0= 3a+2b+c=0 b=—3/2
F(2)=0= 12a+4b+c=0 | c=2
F0)=2= c=2 d=—5/6

La funcién sera: ) 5 5
flx) = gx?’ — §x2 + 2z — 5

b) Calculamos la segunda derivada
" Lot
NN o f"(1) = =3 < 0 = Maéximo
fla)=2e-3= { £7(2) =1 > 0 = Minimo
1.4. Junio 2000 - Opciéon B
Problema 1.4.1 (2 puntos) Sean las funciones:
fl@)=ay g(z) =2’

Determinar el area encerrada por las graficas de ambas funciones y la recta
T =2.

Solucion:

18



Buscamos los puntos de corte de ambas funciones

== 2?2’ =0= 22z -1)=0=2=0, 2=1

Los intervalos de integracién serdn [0, 1] y [1,2]. Calculamos la primitiva de

f(x) — g(x):

.’IJS x4
F(:E):/(f(:x)—g(ac))dx:/(:EQ_xg)dx_E_Z
! 111
/0(f(m)—g(l’))dl‘:F(l)—F(O)zg—zzﬁ
? 8 16 1 1 17
/1(f(ﬂﬁ)—g(x))dsz(l)—F(O):3—74 st
1 17| 18 3
$=|nl*|-m =53

Problema 1.4.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién
continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos un maximo relativo
en el punto (2,3) y un minimo relativo en el punto (3,4).

b) (1 punto) Si la funcién fuera polinémica, jcudl ha de ser como minimo
su grado?

Solucion:

a) El dibujo serfa el siguiente:
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0.0) 4.0 X

b) La funcién tiene al menos cuatro extremos, luego el grado del poli-
nomio tiene que ser cinco como minimo. Si fuese cuatro, la primera
derivada tendria como mucho tres soluciones al igualar a cero.

Problema 1.4.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

az+ y+ z= (a—1)(a+2)
r+ ay+ 2= (a—1)*(a+2)
r+  y+ az= (a—1)3(a+2)

a) (1 punto) Comprobar que es compatible para todo valor de a.

b) (1 punto) Describir en términos geométricos el conjunto de soluciones

para a =1y para a = —2.
¢) (1 punto) Resolverlo para a = —2.
Solucién:

a)
a 1 1] (a—1)(a+2)
A= 1 a 1|(a-1)%*a+2) |, |Al=a*-3a+2=0=a=1, a=—2
1 1 al(a—1)3(a+2)
» Sia#1ya# —2 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n° de
incégnitas = SCD.

» Sia=1: (Homogéneo)

1 1 10
A= 1 1 1|0 | = Rango(A) = Rango(A) < n°incégnitas = SCI
11 10
w Sia=-2
2 1o |,
A= Lo=2 110 [, ] _2‘:3¢o:>
1 1 =210

Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n° incégnitas= SCI
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Para cualquier valor de a el sistema es, por tanto, compatible.

b) Sia =1 se trata de tres planos coincidentes, = +y + z = 0.

Si a = —2 se cortan en una recta que calculamos en el siguiente apar-
tado.
c)
=\
-2 — _ oy = —
x y+ z 0 )@ Y N =\
z+  y+ —22= 0 T+  y= 2z L\

Problema 1.4.4 (3 puntos) Sean los puntos P(8,13,8) y Q(—4,—11,-8).
Se considera el plano 7, perpendicular al segmento P@Q por su punto medio.

a) (1 punto) Obtener la ecuacién del plano 7.

b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del punto O(0,0,0) sobre
.

c¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por los puntos
en los que el plano 7 corta a los ejes coordenados y en el origen de
coordenadas.

Solucién:

a) Se trata de un plano mediador. Calculamos punto medio del seg-
mento PQ que serd M(2,1,0) y el vector ]@ = (—12,-24,-16) =
—4(3,6,4).

3r+6y+4z4+A2=0, 6+6+0+A=0= A= —-12
m:3x+6y+42—12=0

b) Calculamos una recta r perpendicular a m que pase por O y después
calculamos el corte de esa recta r y el plano 7.

T b
P, = 0(0,0,0) i

12
3(30) +6(6)) +4(4)) ~12=0= A=

36 7248
El SO = 2=
punto proyectado es: O (61’ 6l 61)
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¢) Los puntos de corte son:

Con el eje OX: hacemos y =0y z = 0= A (4,0,0).
Con el egje OY: hacemos x =0y z = 0= B(0,2,0).
Con el eje OZ: hacemos z =0y y = 0= C (0,0, 3).
Los vectores:

OA = (4,0,0).

OB = (0,2,0).

OC = (0,0,3).

El volumen del tetraedro es

| =4 u®

v = £ll04,08,00) = ¢

O O =
o N O
w o O

1.5. Septiembre 2000 - Opcién A
Problema 1.5.1 (2 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z + sin 2z
a) (1 punto) Determinar si tiene asintotas de algin tipo.
b) (1 punto) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos.
Solucién:
a) Asintotas:

= Verticales y Horizontales no hay claramente.

s Oblicuas: y = mx +n

2 in 2
el J&) gy, 2z tsin2e

T—00 I T—>00 T
n= lim (2z+sin2x —2z) = lim (sin2z) No existe
Tr—>r00 T—>r00
Luego tampoco hay asintotas oblicuas.

b) f'(z) = 2+ 2cos2x = 0 = z = g+ km Para cualquier z que

escojamos f’(x) > 0, excepto en los puntos que la anulan, luego la
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funcién es siempre creciente y no hay ni maximos ni minimos. Veamos
los puntos de inflexién:

f//(gj) = 4sin2r=0— x = g +l€71'
f///(x) — _8 cos 2x _— f/,/(ﬂ'/2) _ 8 ?é O
Luego los puntos x = g + km son puntos de inflexién.

Problema 1.5.2 (2 puntos) Dados tres niimeros reales cualesquiera 71, 7o
y 73, hallar el nimero real £ que minimiza la funcién

D(x)=(r1 —z)? + (ro — 2)® + (r3 — z)?

Solucién:
D/ (x) = —2(r1—2)—2(ro—2)—2(rs—x) = —2(r14+ro+r3—37) = 0 —> o — %
2 es la media aritmética de los tres ntimeros.
D"(z) = 6= D" (W) =6>0
Luego se trata de un minimo.
Problema 1.5.3 (3 puntos) Considerar el sistema de ecuaciones
y+ z= 1
(A—=1)z+ y+ z= A
z+ A=1y— z= 0
a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = 0.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 3.
Solucién:
a)
o 0 1 111
A= A—-1 1 LA |, [A=A2A-1)=0=X=0, \=1
1 A—1 —11]0

» SiAd#0y A# 1= |A|] # 0 = Rango(A4) = 3 =RangoA4 =n°
de incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién 1ni-
ca).
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s SiA=0

0 1 1|1

A=| -1 1 110

1 -1 =10
Como la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por —1,
y como el menor _(1) 1 = 1 # 0 Tenemos que Rango(4) =

2 =Rango(A) <n° de incégnitas = Sistema compatible indeter-
minado (infinitas soluciones).

s Sid=1
0 1 1)1
A=10 1 1)1
1 0 -11]0
Como la primera fila es igual a la segunda, y como el menor
(1) é ‘ = —1 # 0 Tenemos que Rango(A4) = 2 =Rango(4) <n°
de incognitas = Sistema compatible indeterminado (infinitas
soluciones).
b) SiA=0
{ y+ 2= 1 v 1
- = = 1-—t
—z+ y+ z= 0 N ;
c) SiA=3
y+ z= 1 rz=1
20+ y+ z2= 3 =< y=
z+ 2y— z= 0 z=1

Problema 1.5.4 (3 puntos) Sea la superficie esférica de ecuacién a2 + 52 +
22 —6x—6y—82+9=0.

a) (0,5 puntos) Determinar su centro y su radio.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta que contiene al didmetro
paralelo al eje OY.

¢) (1 punto) Obtener el centro y el radio de la circunferencian que resulta
al cortar dicha esfera con el plano z = 0.

d) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera en su punto
del eje OX.

Solucion:

a) 22 +y? + 22— 62— 6y —82+9 = 0= centro C(3,3,4) y radior =5
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— SU:?)
t: = (0,1,0) =t:q y=3+2A
P 4) z=4

c¢) Imponemos z = 0 = 22 + y? — 62 — 6y + 9 = 0 circunferencia de
centro (3,3,0) y radio r = 3

d) Si cortamos la esfera con el eje OX hacemos y =0y z =0 =
(x —3)> 4+ (=3)*+ (-4)* =25 = 2 =3 = P(3,0,0)
El vector caracteristico del plano tangente puede ser ]ﬁ = (0,3,4)
m:3y+4z+A=0
Como tiene que contener al punto P = \ = 0. Luego el plano buscado
esm:3y+4z=0.
1.6. Septiembre 2000 - Opciéon B

Problema 1.6.1 (2 puntos) Se consideran los puntos A(1,a,0), B(1,1,a—
2)y C(1,—-1,a).

a) (1 punto) Comprobar que no estdn alineados, cualquiera que sea el
valor que tome el parametro a.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que determinan los tres puntos.

Solucion:

a)

1 a 0
1 1 a—2|=-2#0Va€eR
1 -1 a

Luego no estan alineados.

b)
AB=(1,1,a—2) — (1a0):(01 aa—2)
AC = (1,-1,a) — (1,a,0) = (0, ,a)
i k
ABxAC|=1/0 l1—a a—-2||=][(~20,0)=
0 —-1—a a

sz%m}xm:uﬂ
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Problema 1.6.2 (2 puntos) Sean la recta

z—1 y =z-1
T ==
m 4 2

y el plano
20 —y+kz=0

a) (1 punto) Calcular m y k para que la recta sea perpendicular al plano.

b) (1 punto) Calcular m y k para que la recta esté contenida en el plano.

Solucion:

a) Deben ser ; = w4, o proporcionales:

1 1
(m74,2)A: (27—17]{3) E=4 A= —Z, m = —87 k= —5

b) El producto escalar de ambos vectores debe ser igual a cero:
2m —4+2k=0= m+ k=2

Todos aquellos valores de m y k que cumplan m + k£ = 2 haran que la
recta r esté contenida en el plano 7.

Problema 1.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 2* — 42 + 22 + 6.

a) (1,5 puntos) Determinar los puntos de corte de su gréfica con los ejes
v los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (0,5 puntos) Esbozar la gréfica de la funcién.

¢) (1 punto) Calcular el drea determinada por la gréfica de f, el eje
horizontal y las rectas x = -1y ¢ = 2.

Solucion:

a) Los puntos de corte son:
Con el eje OX: hacemos f(z) =0= (-1,0), (0,0), (2,0) y (3,0).
Con el eje OY: hacemos x = 0 = (0,0)

Estudiamos su monotonias:

V1 1
f(x) = 42° —122° + 2246 = 0 = :czl—TO, mzl—i-\/;), r=1
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o) (=P [
f'(@) - + -
f(z) | decreciente creciente decreciente

En el punto (—0,58;—2,25) la funcién tiene un minimo, en el punto
(1,4) la funcién tiene un méaximo y en el punto (2, 58; —2, 25) la funcién
tiene un minimo.

b) Representacion grafica

¥

Méximo(1,4)

Deczece

(-1,0) (2,0)

(3.0)
Decrece RsTaEE
Crece ‘trece

Minimo(-0,58;-2,25 Minimo(2,58;-2,25)

¢) Hay un punto de corte con el eje de abcisas en el intervalo (—1,2) ese
punto es el (0,0). Luego tendremos que hacer dos integrales, una entre
—1y 0, y otra entre 0 y 2.

0 .’E5 1‘3 0 29

Sl:/l($4—4x3+x2+6x)dx:[5—1:44—34-3352___15
i 20 z? > 76
52:/($4—4$3+9:2+69:)dx: AT g2l 0
0 5 3 .15
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22 76 98

Problema 1.6.4 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver el sistema

z+ y+ Sz= 0
2x — kz= 0
r— y+ 2= 0

b) (1 punto) Discutir en funcién de los valores de A y resolver en los casos
de compatibilidad del sistema

z+ y+ Sz= 0
2x - 3z= 0
r— y+ z= 0
T+ 2y+ 2 z= A
Solucién:
a)
1 1 5
A=12 0 -k |, |[A|l=-2k-12=0= k=-6
1 -1 1

Se trata de un sistema homgéneo y, por tanto, es siempre compatible.

» Si k # —6 = Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. Como la solucién es tinica, sélo tiene
la trivial: x =y =2=0

s Sik=-6:

A= —> Rango(A4) < n°incédgnitas = SCI

— N =

1
0
-1

— O Ot

El sistema en este caso es Compatible Indeterminado, si escoge-
1 1

mos el menor 1 1= —2 # 0, vemos que el Rango(A) = 2

y, ademds podemos eliminar la segunda fila, para la solucion del

sistema, y nos queda:

x4+ y+ 5z= 0 Tty i 5 v i —3
= - y= A = y= —2A
z— y+ =z= 0 o \ o \
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b) Ahora tenemos

SR AT
A= 1 1 1o | ¥ aue 2 0 -3 |=-18
12 2\ b=t
SHINTE
|[A| = =2 0 3 |=—18=0=X1=0
1 -1 110 1 1 1
12 2X A

= Si A\ # 0 = Rango(4) = 4 #Rango(A4) = Sistema Incompati-
ble.(No tiene solucién)

= Si\ = 0se trata de un sistema homogéneo. Tenemos que Rango(A) =
3 = n° de incégnitas, ya que

1 1 )
2 0 -3 |=-18%# 0= Sistema Compatible Determinado
1 -1 1

La tnica solucion en este caso es la solucion trivial: x =y =2z =0
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Capitulo 2

Ano 2001

2.1. Modelo 2001 - Opcién A

Problema 2.1.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen
el mismo determinante

l+a 1 11
11““ 11 i 1 1 l1-gq 11
—Qa
A= 1 1 1+4b 1 y B=
. . L1 11 140
11 11—
Solucién:
. a O 212
|B—| 0 12 a’b
Fl—FQ a a 0 0 1 1 0 0
B £ 1 1-a 1 1 | |1 1-a 1 1 |_
Al = s — F o 0o b b |=%0 0o 1 1 |7
F, 1 1 1 1—b 1 1 1 1—b
1 1 0 0 P 1 10 0
|1 1=a 0 0 Fp—F | _ 10 —a 0 0]_
PTo 0 1 1 |7 R “®o 01 1|7
0 0 1 1—b Fy — Fy 0 0 0 —b
10 0 100
=—a’| 0 1 1|=ad*?|0 1 1]|=a%?
00 —b 00 1

Problema 2.1.2 (2 puntos) Sea la matriz A = < 1 Z )

a) calcular A~}
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. ) T (21
b) Resolver el sistema A - l( 4 > + ( y )] = ( o4 )

Solucion:

_ 4 -3
a)A1_<—1 1>

O @G0

Problema 2.1.3 (3 puntos) Sea la pardbola 2% = 4y. Sean u y v las rectas
tangentes a la pardbola en los puntos P de abcisa a y @ de abcisa b, (a1,b),

(al,O), (bl,O).
a) (1,5 puntos) Hallar las coordenadas del punto R de interseccién de u
y .

b) (1 punto) Hallar la relacién entre a y b para que las rectas u y v sean

perpendiculares.

¢) (0,5 puntos) Probar que en el caso del apartado anterior, el punto R
esté en la directriz de la pardbola.

Solucion:

a) u tangente en el punto P(a,a?/4) y v tangente en el punto Q(b,b%/4).

Tenemos f/(z) = 3%

m =—— ab= -4
ma

c¢) Se trata de una parabola vertical cuya directriz es la recta d : y = —1.

a+b —4 a+b
3 :_4 - g —1
Si ab :>R( > ,4> R( 5 )Ed
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Problema 2.1.4 (3 puntos) Se considera la funcién

1
4 — g2

flz) =

a) (1 punto) Indicar el dominio de definicién de la funcién f y hallar sus
asintotas.

b) (1 punto) Hallar los extremos relativos de la funcién f y sus intervalos
de concavidad y convexidad.

¢) (1 punto) Dibujar la grafica de f y hallar su méximo y su minimo
absolutos en el intervalo [—1,1].

Solucidn:
a) Dom(f) =R —{—2,2}. Sus asintotas:

= Verticales:

Enx=2:
I £
x—1>rn2* 4 — $’2 a 0+ -
5 = o]
im =|—|=—-
z—so+ 4 — 22 0~
Enx=-2:
i, = ]
im =|—| =—-
t—s—2— 4 — 22 0~
I ! +
i =|—| =+
r—s 2+ 4 — x2 0+
= Horizontales:
En y=0:
Ii L _ 0
mgnoo 4 — ;(;2 -
= Oblicuas: No hay al haber horizontales.
b)
2 2(322 4 4)

fl(z) = a— 2 f'(x) = A—2p

La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no hay puntos
de inflexién, y ademés 2(3z% + 4) > 0 siempre. Por otro lado, por el
denominador:

(—00,-2) [ (-2,2) | (2,00)
f"(@) - + -

f(z) | Convexa | Céncava | Convexa
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, 2z
f(:c):m=0:> =0
(—00,0) | (0,00)
f(z) - +

f(z) | Decrece | Crece

Luego en el punto (0,1/4) la funcién presenta un minimo.

Decrece Crece

Céncava Asintota x=2

Minimo(0,1/2)
Asintota y=0 %

(0,0)

Decrece

Asintota x=-2

Convexa

Convexa

Crece
Decrece

2.2. Modelo 2001 - Opcién B

Problema 2.2.1 (2 puntos) Los vértices de un tridngulo son A(—2,—1),
B(7,5) y C(x,y).

a) Calcular el drea del tridngulo en funcién de x e y.

b) Encontrar el lugar geométrico de los puntos (x,y) tales que la anterior
area es 36.

Solucion:
a)

AC = (z+ 2,y +1,0)
AB = (9,6,0)

1 1 ) J k
S=2|ACx AC|==|| 2+2 y+1 0[]
2 2 9 6 0

1 3
= 5\(0,0,6:0 -9y +3)| = 5(2x— 3y+1)
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3
(22 -3y+1)=36= 20 -3y —23=0
2

Problema 2.2.2 (2 puntos) Sea A(1,1) y B(—1,1) dos puntos del plano.

a) Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por
los puntos A y B razonando dénde estan situados sus centros.

b) De entre las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el
radio de la que es tangente a la recta y = .

Solucion:

a) Los centros de las circunferencias estdn en la mediatriz que une los
dos puntos, es decir, la recta x = 0. Luego el centro de ellas es de la
forma C(0,a) y el radio r = d(C, A) = va? — 2a + 2. La ecuacién de

una circunferencia con este centro y este radio es:

2

2?4+ (y—a?=d®-2a+2= 2> +y’ —2ay+2a—-2=0

b) Silarectay = x es tangente a la circunferencia y el punto de tangencia
tiene que ser A(1,1), necesariamente.

Una recta perpendicular a y = z tiene de pendiente m = —1.

Construimos una recta con esta pendiente que pase por A:
y—l=—(z—-1)= o+y—2=0

Esta recta corta a © = 0 en el punto (0,2), que serd el centro de la

circunferencia. Y el radio 7 = |CP| = v/2|. Luego la circunferencia

buscada es

P24 (y-22%=2= 22 +¢*—2y+2=0

Problema 2.2.3 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando
tenga mas de una solucion, el sistema

z+ y+ 2z=3

20— y+ kz=9
r— y— 6z2=5
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11 2 3
b) (1,5 puntos) Si el rango de la matriz A = | 2 -1 k 9 | es 2,
1 -1 -6 5
: e = =
(Etermlnar una combinacion lineal nula de los vectores fila Fy, Fo5 y
F3, asi como una combinacién lineal nula de los vectores columna C1,

—> =
02,033704-
Solucion:
a)
1 1 213
A=1] 2 -1 El9 |, |A|l=2k+16=0=— k=-8
1 -1 —-6|5

= Si A # -8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(4) =n°
de incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién

tnica)

s Sid=-8
1 1 213 1 1

A= 2 -1 -8]9 [, 5 _1 = —3# 0 = Rango(A) =2
1 -1 —-615

Al =0, |A2| =0, |A3| =0, |A4] =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n° incégnitas
— Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuacién y nos queda el sitema

or gt 23 z=4+2)
20— y— 8z=9 I AR
y o 2=\
b)
2
7+ aF; + bF = (0,0,0,0) = a = —, b=—3

Problema 2.2.4 (3 puntos)
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a) (1,5 puntos) Hallar el valor de la integral definida

/1 e dx
—10v1—¢e*

b) (1,5 puntos) Calcular la integral indefinida de la funcién

fla) = —

Cl—e®

mediante un cambio de variable.

Solucion:

a)

—1 eZ dx —1
- —(1— x —1/2 :Ed —
/40 V1—e® /10 ( ¢) oo

—1
= 2/1— ew} ., = 0,4098344043
dt
b) t=1—-¢€"= dt = —e"dz = (t — 1)dz = da;:m

1 1
/7dx:/7dt:—ln]t]+ln|t—1]zln
1—ev tt—1) 1—

1 _é+ B A(t—1)+ Bt
tt—1) ¢t t—1  tt—1)

t=1—B=1
t=0—= A=-1

2.3. Junio 2001 - Opcién A

Problema 2.3.1 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

x+ y+ 2z2= 2
20— y+ 3z= 2
5z— Y+ az= 6
a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
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A= , Al =-3a+24=0= a=38

(W2 B NG
|
—_ =
ISENGUN )
SN N

= Si a # 8 = Rango(A4) =Rango(A4) = 3 = n°® de incégnitas =

SCD.
» Sia=28:
1 1 2|2
A=]2 -1 3|2
5 —1 8|6
; 1= —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):
1 2 2
|A1] =]A| =0, |A2]=]2 3 2|=0
5 8 6
1 1 2 1 2 2
As|=|2 —1 2|=0, |A3)=| -1 3 2|=0
5 —1 6 -1 8 6

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas = SCI. El
sistema tiene infinitas soluciones.

b) Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacién.
x=4/3—-5/3\

z+ y+ 2z2= 2 z+ y= 2-2z - B
{Zx— y+ 3z= 2 :>{2:17— y= 2-—3z - Z:i/?) 1/3A

Problema 2.3.2 (2 puntos) Sea k un ntimero natural y sean las matrices:

11 1 0
A=|o 10|, B=| 1 ,02(11 2)
00 1 1

a) (1 punto) Calcular A*.

b) (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A*X = BC.

Solucion:
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o = X S~—
s
w
I

S O =

S = W

= O W

0 1 1 2
BC = 1 1 1 2 :(0 1 —1)
1 1 -1 -2
1 —k —k
AHt=1o0 1 o0
0o 0 1
1 —k —k 0 1 -1 0 0 0
x=]0 1 ol-l 1 1 2|=[1 1 2
0o 0 1 1 -1 -2 1 -1 -2

Problema 2.3.3 (3 puntos) Dado el plano 7 : x + y + = 1, la recta
r:(x,y,2z) =(1,0,0) + A(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta s que sea perpendicular a r y
pase por P.

b) (1 punto) Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de r.
¢) (1 punto) Hallar el punto P”, simétrico de P respecto de 7.
Solucion:

a) Hallamos un plano perpendicular a r que contenga a P

— =
) Ux =1ur =(0,1,1)
m.{PuJﬂ) — Ytz tA=0= 14+A=0

Como A=—-1= m:y+2—1=0.

Ahora encontramos el punto de corte de este plano 7 con la recta
r:

=1 1
ris y=2A :>)\+)\71:O:>)\:§
z=A
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11
El punto de corte sera @) (1, 3 2).

La recta que buscamos pasa por P y por Q:
%

s { Us

Py

b) El simétrico de P respecto de r serd el simétrico de P respecto del
punto @ hallado en el apartado anterior:

r=1
i?aj’(g),l/z—l/?) —{ y=1+1/2t

z=—1/2t

/
0= P;P — P =2Q-P=(1,0,1)
c¢) Primero hallamos la ecuacion de la recta ¢ perpendicular a 7 que pasa
por P:
r=1+A
t:q y=14+X
z=A

Ahora hallamos el punto de corte de esta recta ¢t con el plano m:

1
1I+MN+1+N)+A=1= )\:—§:>

22 1
El to d t TRl =, =, —= .
punto de corte sera (3,3, 3>

Este punto R es el punto medio entre P y su simétrico P’:

P+ P 11 2
R= P—9oR_pP=(= 2 _=
2 (3’3’ 3)

Problema 2.3.4 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =sinz

a) (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el drea encerrada por la grafica de

1
f,elejey =0, ylarecta x = a, sea 5

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el
punto de abcisa = = %

c¢) (1,5 puntos) Calcular el drea de la superficie encerrada por la tangente

. [ iy us 3T
anterior, la grafica de la funciéon f y las rectas z = —, x = —.

4 4

Solucion:
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a 1 s
/ sinzdr = —cosz|y = —cosa+1l=-= a= 7
0 2 3
b)
™\ V2
()-4
4 2
2
f’(x) =cosx = m=f (W) = £
4 2
La recta tangente es
V2 V2 ( 7r>
T I
¥
Tangente
y=sen x
(n/4.0) (3r/4,0)
c¢) Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):
. V2 m V2 (2% 7z
F(x)—/[smw—2(m—4+1) dm——cosm—T §_T+
3T T Vo2 Vor V2 9
S ’ (4) <4)’ ‘ 16 1 +2 16(7r+7r 6)

2.4. Junio 2001 - Opcién B

Problema 2.4.1 (2 puntos) Sea la funcién real de variable real definida
por
2—-2)% si <1

f(fU):{ 2

¢ si o x>1
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a) (0,5 puntos) Razonar si la funcién es continua en todoa la recta real.
b) (0,5 puntos) Razonar si f es derivable en toda la recta real.

¢) (1 punto) Determinar el drea encerrada por la gréfica de f y por las
tres rectas y =8, z =0, x = 2.

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas, el inico punto en el que puede haber
discontinuidad es en x = 1:

Im f(z)= lim 2-z)3=1

r—1— r—1—

lim z)= lim z2=1
r—>1F f( ) T—1—

Como ademds f(1) = 1, podemos concluir que f es continua en R.

N () L S e | f(17)=-3
f(a:)_{ 20 si x>1 :{f’(1+):2

Como f'(17) # f/(17) = f no es derivable en z = 1.

1 4 1
Slz/(8—(2—x)3)da::$——2x3+6x2 _ I
0 4 0 4

2 312 17

5’2:/(8—$2)dm:8x—$] = —

1 3 ) 3

17 17 119
S=|S1|+ 82 =—+ 7% ="

13T 12"
Problema 2.4.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = 22 —

4x + 2. Dibujar su grafica

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica
de f que pasan por el punto P(3,—5).

Solucion:

a)
f@)=a2?—d2+2= fl(2)=20-4=0=—= =2

f(x)=2= f"(2) =2 > 0= Minimo
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Luego tiene un minimo en el punto (2, —2)

Se trata de una parabola vertical con vértice en el punto (2, —2). Para
dibujarla tan sélo serd nesesario encontrar los puntos de corte con los
ejes:

Corte con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2?2 —42+2 = = = 2+2
Corte con el eje OY: hacemos x =0 = f(0) =2

Los puntos seran: (0,2), (2 —1/2,0) y (2+ v/2,0).

7
/i
N Sy-1e6(x-5)
Npto Cortsl0,2) g
pi1=-2(x-1) N A

o o +
pdiCarte(0, 535, 0) Pto Corto(s, 414,0)
7

(1,-1) /
Yiaino(2,-2) /
/
/
/

i7
{(3,-5)

b) La ecuacién de una recta que pase por (3, —5) es
y+5=m(x—3), vy fl(z)=22—4
Si el punto de tangencia con la grafica es (a,b) tenemos
b+5=m(a—3), m=f(a)=2a—4 y b=a*—4a+2

b+5=02a—4)(a—3) y b=d’—-4a+2=a=1, a=5

Los puntos de tangencia son: (1,—1) y (5,7). Ahora calculamos las
rectas tangentes en estos puntos

» En (1,—1) la pendiente vale m = —2: y +1 = —2(x — 1)
» En (5,7) la pendiente vale m = 6: y — 7 = 6(z — 5)

Problema 2.4.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

1

N
el i

1
A
1
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a) (1 punto) Discutirlo segun los valores del pardmetro real A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = —3.
c¢) (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a)

|
I

1
il A= ery0-P=0= =1 A= 3
1

[

1
1
A
1

S SO TGN

» SiA#1y A# —2=— Rango(A) = 4 #Rango(A4) = SL.

s SiA=-3:
R Lo
A= y |1 1 =3 |=-16#0
1 -3 1 1 1 -3 1
-3 1 1 1

Tenemos que Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas =

SCD.
s SiA=1:
1 11
— 1 11
A= 1 11
1 11
Tenemos que Rango(A) = 1 =Rango(A) <n® de incégnitas =
SCL
b) Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacién y nos queda el sistema:
T+ y+ z= -3 z=-1
+  y+ 3z= 1 = ¢ y=-1
z— 3y+ z= 1 z=-1

¢) Si A =1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda z+y+z = 1,
se trata de un plano, en forma paramétrica sera:



Problema 2.4.4 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 241 r=1+A
r:m—QZT: 5 5 y=2-X
B z =2\

a) (1 punto) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que
contiene a ambas rectas.

¢) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta
perpendicular comtun a las rectas dadas.

Solucion:

P.(2,1,-1)
k=2
1 -1 2|=0=k=-1
-1 1 1
Si k = —1 las dos rectas son coplanarias
b)
W: (17_17_2) @:(1,—1,2)
T {P( 1,-1) S P.(1,2,0) PP, = -1,1,1)
1 1 -1
m:| -1 -1 y—2 |=0= z+y—3=0

-2 2 z

¢) Calculamos el punto de corte

T=2+A r=14+pu

3 1
r:¢ y=1—2A 514 y=2—p :>)\:—1,,u21
z=—1-—2\ z=2u
5 71
El t Pl-, -, =].
punto es (4,4,2>
El vector director de la recta es
7 j k
w=up xus =1 -1 —2|=-4(1,1,0)
1 -1 2



r=5/4+ A\
—{ y=7/4+x

t'{ Ut):(lalao)
z=1/2

P.(5/4,7/4,1/2)

2.5. Septiembre 2001 - Opcién A

Problema 2.5.1 (2 puntos) Determinar la ecuacion cartesiana de los pun-
tos del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de los
cuadrados de sus distancias a los puntos (0,0) y (1,1) es igual a 9. Si se
trata de una curva cerrada, calcular el area que encierra.

Solucion:

LLamamos 0(0,0), A(1,1) y P(z,y):

0P| = [AP| = #* 44"~z —y— L =0

11
Se trata de una circunferencia de centro (2, 2> y radio r = 2. Luego el area

serd: S = 7r? = 4w u?.

Problema 2.5.2 (2 puntos) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridi-
mensional que verifican la relacién

CB = —3CA

a) (1 punto) Calcular el valor que toma k en la expresién AC = kAD

b) (1 punto) Si A(1,2,—-1) y B(3,6,9), hallar las coordenadas del punto
C' que cumple la relacién de partida.

Solucion:

a) Comoﬁ:ﬁ—i—B?yB?:BCﬁ:—Sﬁ tenemos
AC = AB — 3AC = 4AC = AB — k:i

b) Volvemos a utilizar la propiedad triangular, para ello cogemos como
punto auxiliar el 0(0,0,0) y el resultado del apatado anterior:

(ﬁ:@i+@:o71+i@:(1,z,_1)+i<l 1,1> _ <3 3 3)

27779 27779

3.3
L Cl=,3,=
uego (2, ,2)
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Problema 2.5.3 (3 puntos) Se consideran las funciones f(x) = 22 —2x+3,
g(z) =ax®+b

a) (1 punto) Calcular a y b para que las gréficas de f y g sean tangentes
en el punto de abcisa z = 2.

b) (1 punto) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior,
dibujar las graficas de ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta
tangente comun.

¢) (1 punto) Para los mismos valores de a y b, hallar el area limitada por
las graficas de las funciones y el eje vertical.

Solucién:
a) Se tiene que cumplir que f(2) = g(2) y que f'(2) = ¢'(2):
F2)=3=4da+b

fllz)y=22-2= f'(2) =2, J(2)=2az= ¢'(2) =4a

1
luego 4a =2 = aziybzl.Conloque

=—+41
9(z) =5 +
b) En ambas funciones la pendiente en x = 2 vale m = f/(2) = 2y
el punto de tangencia comin a ambas funciones es (2,3). La recta
tangente es

y—3=2(xz—2)

y-3=2(x-2)
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c¢) El area buscada serfa:

2 22 2 (2
S:/ 22 -2 +3 - —1 dx:/ — —22+2| dx =
0 2 0 2

3 ?

2 2
=|—=—-—2"+2z

;

4
0 3

Problema 2.5.4 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4dz= 1
—z+ ay— 2z= 1
Y+ zZ2= a
a) (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

c¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a)
a 1 4|1
A= -1 a -2|1 |, |[A/=d*4+2a-3=0=—=0a=1, a=-3
0 1

» Sia #1ya# —3 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado. (Solucién 1ini-

ca)
m Sia=1:
1 1 411
A= -1 1 -2]1
01 1|1

Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) =
Rango(A) < n° de incégnitas = Sistema Compatible Indeter-
minado. (Infinitas soluciones)

s Sia=-3:
-3 1 4| 1 5
A=| -1 =3 2| 1|, |} _3‘:107é0:>
0 1 1] -3




Rango(A) = 2 < pero el menor

-3 1 1
-1 -3 1|=-28#0=
0 1 -3

Rango(A) = 3.

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tie-
ne solucién).

b) Para a =2
13
rT= ——
5
20+ y+ 4z= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 =4 y= =
y+ 2= 2 5
7
z= =
)
c) Paraa=1
-3
x4+ y+ 4dz= 1 1
y+ z= 1 _ ]\
2.6. Septiembre 2001 - Opcién B
1
Problema 2.6.1 (2 puntos) Sean la funcién f(t) = T
e

a) (1 punto) Calcular / f(t)dt
" - g(x)
b) (1 punto) Se definen g(x) = /0 f(t)dt. Calcular mh_n}o .

Solucion:

a) Hacemos el cambio de variable 1+e' =z = e = z—1ydt =

/ ! dt:/ld:czln
1+ et z(x —1)

La descomposicién polindmica seria:

1 A B A(x — 1) + Bz
xz(zx—1) ac+a:—1 z(x —1) (z=1)+Be

1
dx
1

r—1

‘+C:t—mu+&+c
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im &) _ m
z—0 x 0
Podemos aplicar la Regla de L’Hopital para la resolucién del limite.
Para derivar g(x) aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo y
nos queda:

22

z—0 X

= lim ———= =
z—0 X

0

z —1In(1+ e¥) [0} ) 1
z—01+ e®

Problema 2.6.2 (2 puntos) Sea P(z) un polinomio de grado 4 tal que:
» P(x) es una funcién par.
» Dos de sus raices son z =1y = = v/5.
= P(0) =5.
Se pide:
a) (1 punto) Hallar sus puntos de inflexién.
b) (1 punto) Dibujar su grafica.

Solucioén:
P(z) = az? + b2 + ca® +de + e

» P(x) es una funcién par P(—x) = P(x):
a(—2) 4b(—z)3+e(—x)?+d(—x)+e = ar +bad +ex’+drte = bad+dr =0
Luego P(z) = ax* + ca?® + e

» Dos de sus raices son z =1y z = v/5:

r=1= P1)=0= a+c+5=0 _.Ja=
r=vV5= P(/5)=0= 5a+c+1=0

n P(O>:5:> e=2>5

El polinomio es P(z) = z* — 622 + 5
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a) Tenemos: P'(z) = 423 — 12z, P"(x) = 1222 — 12 y P"'(z) = 24x. Para
obtener los puntos de inflexién igualamos la segunda derivada a cero:

P'(z)=1222 - 12=0= o = +1
Sustituimos en la tercera derivada:

P"(1) =24 40
P"(=1) = —24 #0

Luego esta funcién tiene dos puntos de inflexién en los puntos (1,0) y
(—1,0).

b) La grafica sera la siguiente:

\Miximo(0,5)

(-2,236,0) P, Inflex(-1,0) P, Inflex(1,0) (2.236,0) *

Minimo(-1,732,-4) Minimo(1,732,-4)

Calculamos sus maximos y minimos:
Pz)=42-122=0= z=4V3, =0
Por la segunda derivada

P'(0)=-12<0
P"(—/3)=24>0
P'(\/3)=24>0

La funcién tiene un Méaximo en el punto (0,5) y dos Minimos en los

puntos (—v/3, —4) y (v/3, —4).

Ahora calculamos puntos de corte:
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Con el eje OY : Hacemos = = 0 y tenemos (0, 5).
Con el eje OX : Hacemos P(z) = 0 y tenemos (v/5,0) y (—/5,0).

Problema 2.6.3 (3 puntos) Se considera el tetraedro cuyos vértices son
A(1,0,0), B(1,1,1), C(-2,1,0) y D(0,1,3).

a) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC'y el volumen del tatraedro
ABCD.

b) (1 punto) Calcular la distancia de D al plano determinado por los
puntos A, By C.

c¢) (1 punto) Hallar la distancia entre las rectas AC'y BD.

Solucion:

a) Tenemos:

AB = (0,1,1)
AC = (-3,1,0)
AD = (-1,1,3)
v J k
1 1 19
s=2 01 1|i=bn-sm =Y
-3 10
01 1
1 1
V=gl -3 10 \:6\71:21}
-1 1 3
AB = (0,1,1)
b) Construimos el plano = : /ﬁ:( 3,1,0)
A(1,0,0)
0 -3 -1
m:| 1 1 Y =0=—m:2+3y—32—1=0

1 0 z

04+3-9-1] 7 _7\/Eu
VIF9+9 V19 19

¢) Calculamos las rectas r y s:

T{E -3,1,0) S:{@

A(1,0,0)

d(D,7) =

—1.0.2) ap_ (0,1,1)



7
|AC x BD| = || -3
1

d(rs)_uﬁ,@,ﬁﬁn_ T oA
T ]ﬁxgﬁ\ V4 4

0o 3 4
Problema 2.6.4 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se
- 3 4

pide:

a) (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A3 + I = O, siendo I la
matriz identidad y O la matriz nula.

b) (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener A1

¢) (1 punto) Calcular A0,

Solucion:
a)
0 3 4 -1 0 1 -1 0
Al = 1 —4 —5 |, A%2= 1 4 4|, A= -1
-1 3 4 -1 -3 -3 0

Luego A+ 1 =—-1+1=0.
b) B34+ 1=0= A-A2=-T= A-(-A?)=1= A1 =-42

1 0 -1
Al=-A2=| -1 -4 —4
1 3 3
-1 0 1
c) Tenemos A! = A, A? = 1 4 4|, A = -1, A* = —A,
-1 -3 -3
A5 = —A2% AS = I... Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego

AlOO :A4 — _A.
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Capitulo 3

Ano 2002

3.1. Modelo 2002 - Opcién A

Problema 3.1.1 (2 puntos) Se considera una varilla AB de longitud 1.
El extremo A de esta varilla recorre completamente la circunferencia de
ecuacién: z? + 32 — 4x — 2y + 1 = 0; la varilla se mantiene en todo momento
tangente a dicha circunferencia.

a) (1 punto) Determinar el lugar geométrico descrito por el extremo B
de la varilla.

b) (1 punto) Obtener la ecuacién cartesiana de dicho lugar geométrico.
Solucién:

a) Veamos un dibujo aproximado:

Como se puede ver en la figura el segmento CA = CA’ = r radio de
la circunferencia descrita por el punto A. El segmento AB = A’B’, ya
que la varilla suponemos que siempre es del mismo tamano. El dngulo
CAB = CA'B' = 90°. Luego los tridngulos formados por los puntos
ABC y A’B'C son iguales y, por tanto, CB = C'B’. En conclusién, el
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punto B recorre una circunfenecia de centro C' y radio R = CB, que
seria concéntrica con la dada en el problema.

b) La circunferencia 22 + y? — 42 — 2y +1=0= C(2,1), r=2.

R=\AB +12=1/5

La circunferencia que buscamos es de centro C(2,1) y radio R = /5:
(x—22+@w—-12=5= 2 4+y* —4x—-2y=0

Problema 3.1.2 (2 puntos) Sean las rectas:

r—2y—6z=1 z y—1
T s — = =2z
r+y=0 2 a
a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s segin los valores de
a.
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las rectas r y s cuando a = —2:
Solucidn:

P.(0,0,—1/6) Py(0,1,0
0 1 1/6
2
A=l2 2 1 |, 4= 00— a=—2
3
2 a 1

Sia# —2 = |A| # 0 = las dos rectas se cruzan.

Sia=-2= u =u, = (2,-2,1) y ademéas el Rango(A) = 2,
ya que g _; = —2 £ 0, luego las rectas son paralelas.
b) Cuando a = —2 hemos visto que las rectas son paralelas, luego
PP x| /53
d(r,s) = d(Py,s) = TP X ] _
|| 9
i j k 53
PP =[]0 1 1/6|]=](4/3,1/3,-2)|= —~u
3
2 -2 1
@ =3



Problema 3.1.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +
2A = I, donde I denota la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A~}
en funcion de A e I.

b) (1 punto) Calcular dos niimeros p y ¢ tales que A% = pI + A

(1)

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

¢) (1 punto) Si

Solucién:
a) Aplicamos la propiedad |A - B| = |A| - |B|:
A2 42A=T—= (A+2DA=1= |A+20||A|=|I|=1

Si|Al =0= 0=1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no
es singular (|A| # 0). Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A2 42A=T= (A+2DA=1= A =A+2I

b) A2=1—24
A3 = A2 A=A-242=A—2] +4A = 2] +5A

Luegop=—-2y qg=>5.

o (1 k& o o (1 Ek+2 ) (10
A _<k k2+1>:>‘4+2‘4_<k+2 k+1)2 ) "o 1

= k=-2

c)

Problema 3.1.4 (3 puntos) Dada la pardbola y = 4 — 2%, se considera el
tridngulo rectangulo T'(r) formado por los ejes de coordenadas y la tangente
a la parabola en el punto de abcisa x = r > 0.

a) (2 puntos) Hallar r para que T'(r) tenga drea minima.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién delimitada por la pardbola, su
tangente en el punto de abcisa x = 1, y el eje vertical.

Solucion:
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a) La pendiente de la recta tangente en x = r es m = —2r, y la ecuacién
de esta recta serd:

y— (=1 =-2r(z—r)= 2raty—(4+r%) =0

La base del tridangulo que buscamos serd el corte de esta recta con el
4412

2r

eje de abcisas, haciendo y =0 = z =

La altura del triangulo que buscamos serd el corte de esta recta con el
eje de ordenadas, haciendo z = 0 = y = 4 + 12,

La funcién a minimizar sera:

4+ r?
(4 +1?) 212
S(r) = 2r _ (4+7%)
2 4r
4+7r%)3r2—4) B
47‘2 =0= r= i%
(=00, =2/V3) | (=2/V/3,2/V/3) | (2/V/3,0)
S'(r) + — +
S(r) Creciente Decreciente Creciente

2 23
V303

S,(T) — (

Luego la funcién es minima cuando r =

b) El recinto es el siguiente:

tangente y=—2x+5

(0,0)

La ecuacion de la recta tangenteen x =les2z+y—-5=0=—= y =
—2x 4+ 5. El area es el comprendido entre esta recta y la pardbola en
el intervalo de integracién [0, 1]:

5= /01(—2:1:—1—5—(4—:132))dx _ /01(x2—2x+1)dx _
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1 1
== —1+1] =
‘3 +‘ 3"

3.2. Modelo 2002 - Opcion B

Problema 3.2.1 (3 puntos) Sean las matrices

10 -1 10 2
A= -10 2|, B=| -1 10
01 0 103

a) (1 punto) Calcular A1
b) (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.

Solucion:

a)

2 10
At=10 01
110
b) AX = BA= X = A"'BA:
2 10 10 2 1 0 -1 0 4
X=[001 -1 10 -1 0 2 |= 1 3 —
110 103 01 0 -1 2

Problema 3.2.2 (2 puntos) Sea la matriz

a= (13

Para cada numero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota
la matriz identidad 2 x 2.

a) (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinate de B
sea nulo.

b) (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferente valores de O.

Solucion:
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2 -3 O 0 2-0 -3
B_A_OL‘<1—2>_<0 0)‘( 1-4—0)
IBl=0%>-1= 0=+l

b) Se trata de un sistema homogéneo

2-0 ~3
BZ( ].4—0)

Por el apartado anterior tenemos que:

Si O # £1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solu-
ci6én unica). La solucién es la trivial z = y = 0.

Si O = 41 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado

(infinitas soluciones):
1 -3
3A
A

3 =3
1 -1

A
A

» Si0=1

tenemos ¢ — 3y = 0 —

S
I

s Si0=-1
B =

7N

S
I

tenemosx—y:0:>{

Problema 3.2.3 (3 puntos) Sea la circunferencia de ecuacién z? + y? —
2z —4y+1=0.

a) (1 punto) Hallar su centro y su radio y dibujarla.

b) (1 punto) Hallar el punto de la curva, de abcisa cero, més alejado del
origen; hallar también la recta tangente a la curva en ese punto.

¢) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
P(3,0) razonando la respuesta.

Solucion:

a) El centro es C(1,2) y el radio r = 2
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b) Para encontrar el punto hacemos z = 0 = 3?2 —4y +1 = 0 =
(0,2 ++/3) y (0,2 —+/3). El punto més alejado es: (0,2 + v/3)

2zdx + 2ydy — 2dz — 4dy = 0 = (2y — 4)dy = — (22 — 2)dx

Y= i 2y — 4 3

3
Larectatangenteesy—2—ﬁ:\3[:n:> \/ga:—3y—6—3\/§:O

7

c;)_}

c) El dibujo es:

(3,2)

y=0 (:350)
(1,0)

Una de ellas es el eje de abcisa y = 0 y tendra de punto de tangencia
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el (2,0), ya que el punto (3,0) estd en el eje de abcisas. La otra recta
tangente que pase por este punto debe de ser x = 3, ya que el punto
de tangencia es el (3,2).

Problema 3.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = xe

3z

a) (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

b) (1,5 puntos) Sabiendo que el drea de la regién determinada por la
graficade fyeleje OX entrez =0y z =p (p > 0) vale 1/9, calcular
el valor de p.

Solucion:

a) Estudio:

» Dominio: Dom(f) = R

= Signo:

(—00,0) | (0,00)
fl@)| = +
» Simetria: No hay f(—z) # f(z) y f(—z) # —f(x)
= Puntos de corte:

e Siz=0= f(0)=0=(0,0)

e Sif(r)=0= z)=0=(0,0)

» Asintotas:

e Verticales no hay
e Horizontales:

lim ze’® = oo
Tr—>r00
y=—x = sixz — —o0 entonces y — oo
, ; - P Y
lim ze’® = lim ye ¥ = lim —> = |—
T—>—00 Y—>00 Yy—>00 639

—0o0

o

-1
1m —-5—
y—00 3e3Y

Luego hay una asintota horizontal en y = 0 cuando z —

—0Q.

e Oblicuas: No hay al haber horizontales.

1
» Monotonfa: f/(z) =3Bz +1)=0= x = —3

(=00, =1/3) | (=1/3,00)

f'(x) - +
f(z) Decrece Crece
. . 1
La funcién presenta un minimo en el punto —3
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2
» Curvatura: f’(z) =3e3*(3z +2) =0 = x = -3

(=00, —2/3) | (=2/3,0)
f"(x) - +
f(x) Convexa Céncava
. . s 2 2
La funcién presenta un punto de inflexion en <—3, —32>
e

= Representacion grafica:

y=0

P, Inflexién(-0.67,-0,09 (0,0)
astexsanl . ) Minimo(-0.333, -0, 122)

b) Veamos la figura:

y=0

(0,0 (0.p)

La integral se calcula por partes u = © = du = dz y dv = 3% dx —

1
v= -
3
3z 3x
3x xe 1 3x xe 13:): 390(5C 1)
de — _Z do — L3z _ z 1
/xe YTy T3] ¢ T T 379



c (3 9 39 P=3

3.3. Junio 2002 - Opcién A

Problema 3.3.1 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y
sus dos hijos sabiendo que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la
suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos
la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el
hijo menor tendré 42 anos.

Solucioén:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— Hz+ 126=0
z+ 10 = y+2+20 —=< z— y— 22— 10=0
x—42 = y—z r— y+ 2= 42=0

Multiplicamos la 2% ecuacién por —5 y la sumamos a la 1*:

{ T ooy 5xd 126=00 1760 s — 44

—5x+ bHSy+ Hz+ 50=0

Ahora por simple sustitucion en la 2% y la 3% nos quedaria:
y+z= 34 y =18
{ Yy—z= 2 — { z =16

Problema 3.3.2 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segun los di-
ferentes valores del parametro real a:

N
I

\
—_
o

\
[
w

Solucién:

2 0 a 2
A= -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3
Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho serd 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2
A= -1 0 -1 Ay =1 —1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3
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2 a 2 0 a 2
Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

|Ai|=—(a+4)(a—2)=0= a=—-4a=2

[As| = —8(a+4)=0= a=—4

|A3| =12a+48=0= a=—4

|A4| = (a+4)(B3a+2)=0—= a=-4a= —% El tinico valor de a que anu-
2 2o

. , 2
la todos los determinantes es a = —4. Ademds tenemos que | 1 3

Por tanto podemos concluir de la siguiente manera:
Sia=—4elrango de A es 2
Sia # —4 el rango de A es 3

Problema 3.3.3 (3 puntos) Se consideran las cénicas C y Cy cuyas ecua-
ciones cartesianas son:

O1:92% +16y* =144 ; Cy: 927 — 16y = 144

a) (2 puntos) Identificar Cy y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus
elementos caracteristicos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si
existen).

b) (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la parédbola de eje hori-
zontal, abierta hacia la derecha y que pasa por tres de los vértices de
la cémica Cf.

Solucion:

a) Oy : 922 +16y2 = 144 = 25+ e = 1 = 5+ = 1. Bs decir,
se trata de una elipse centrada en el origen con semieje mayor a =4y
semieje menor b = 3.

Por la igualdad fundamental tenemos que > + ¢ = a?> = ¢ =

Va2 =2 =16 —9 = V7.

Su excentricidad serd: e = £ = %.

Podemos concluir:
Focos: F'(—/7,0) F(\/7,0)
Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)

Excentricidad: e = %

Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.
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. 2 2 2 2 . 2 2_
Cy : 9z — 16y _144:>Lﬁﬂ_dw_1:>%_%_lEs

decir, se trata de una hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra
centrada en el origen.
Para calcular los focos a? + 0> =2 = c=/16+9=5

Para calcular la excentricidad: e = £ = %
Las pendientes de las asintotas serian: m = 2 = % ym' = —g = —%
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las

rectas buscadas serian:

Podemos concluir:

» Focos: (—5,0) (5,0)
» Vértices: (—4,0) (4,0)
s Excentricidad: e = 2

» Asintotas:

La ecuacién general de una pardbola con vértice en el eje de abcisas
y simétrica respecto a este eje es © = ay® + by + ¢, habra que calcu-
lar estos coeficientes con la ayuda de los tres puntos que nos ofrece el
problema.

Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién ten-
dremos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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—4 = c
4
0= 9a+ 3b+ c :c=—4,a:§yb=0:x:_y2_4

4

0= 9a— 3b+ c 9

Problema 3.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
1

f0=03

a) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto
de inflexién de abcisa positiva de la gréafica de f.

b) (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f, la recta anterior y el eje x = 0.
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Solucion:

a) Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

, B —2x
Fz) = (2% 4 3)2

" _ 6($2 — 1)
f (‘T) - (1‘2 +3)3

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(x) = 0. Como
el denominador (22 4 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 2> — 1 = 0 = x = =+1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide el
problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la or-
denada correspondiente: f(1) = %, luego la recta pedida pasara por el
punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera derivada
m = f'(1) = —1 En conclusién, la recta tangente serd:

L = aisy—3=0
y 4 8$ {E y -

b) El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

/1[3—56 1 }
— dx
0 8 2 +3

Calculamos la integral

/aﬂlﬁ’)d/m;/&?/ﬁﬁl

7

w

_ V3

3 T
arctant = ? arctan —

V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx = +/3dt

Luego:
1 2 1
/{3_35— ! ]da?— ?)—I—x———arctauni =
0 8 x2 43 8 16 3 V3 0
_5 _Virm
16 18
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8.25383

B.18977

B.12652

B.063258

A.69246 I 1.3849 2.8774

3.4. Junio 2002 - Opcién B

Problema 3.4.1 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que
contiene a la recta 7:

r=14+t , y=—14+2t , z=1
y es perpendicular al plano 7:

2r4+y—2z=2.

Solucién:
Los datos que tenemos son los siguientes:

7 —
) wr=(1,2,1) L _
T'{A(l,—l,O) Ty =(2,1,-1)
Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

(121)
T Tz =(2,1,-1)

(—)
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La ecuacién del plano vendra dada por:

1 2 x—1
2 1l y+1 |=0=m:z2—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 3.4.2 (2 puntos) Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son
tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
Se pide:

a) (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el
area de dicho paralelogramo.

b) (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Solucion:

a) Los vectores que nos proporciona el problema son:AB — (L,1,1) y
BC = (-1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdan D(xg,yo, 29). Como
BC = AD = (=1,1,1) = (mo — 1,yo — 1,20 — 1) y por tanto zp =
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0, yo = 2 z9 = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del paralelogramo
viene dada por Area = ]E X BT|

T 7R
ABxBC=| 1 1 1|=(0,-2,2) = Area = |AB x BC| =
-1 1 1

=22 422 =2V2

b) Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que
no sera otra cosa que calcular el médulo de los vectores AB y B

AB|=vIF1+1=v3 |BC|l=vITI+1=13

Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo
puede ser o un cuadrado o un rombo, para diferenciarlo calculamos el
angulo que forman dos de los vectores, y en el caso de que ese angulo

fuese 3§ serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario serfa un

rombo. Cogemos AB = (1,1,1) y AD = (—1,1,1)

-14+1+1 1
oS Oy — T1X2 + Y1Y2 + 2122 _ + 1+ :7:>a7ég

Byl a3+ VBVE 3

Luego se trata de un rombo.

Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

T— Yy = 2
ar+ y+ 2z
z— y+ az= 1

Se pide:
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a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segtin los diferentes valores del pardme-
tro a.

b) (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.

c¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

a) Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A=1] a 1 2 A= a 1 20
1 -1 a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=|a 1 2|=d*+a=0=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0 y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.
Sia=0:

1 -1 0
= Tenemos A= | 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
‘O 1‘7&0:>Rango(A)—2
1 -1 0 2
» Tenemos A=| 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1%#0= Rango(A) =3
1 -1 1

= En conclusiéon si a = 0 el sistema seria incompatible.

b) Sia=—1:

1 -1 0
s Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0 = Rango(A) =2
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1 -1 0 2
» Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
2
0
1

1 0 -1 0 2
-1 1 0]=0 -1 2 =0 1 2 0]=0
1 -1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.

» En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incégnitas = El sistema es compatible indeterminado.

c) Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es
compatible indeterminado, resolvemos:

T— Y = 2
-+ y+ 22= 0
r— y— =z= 1
Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos
y = A tendriamos el resultado:

= 2+ A
- A
=1

ISEINSI

d) Sia = 2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-
minado, resolvemos:

T— Yy = 2
22+ y+ 2z= 0
z— y+ 2z= 1

Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = —1 = z =
1 r— y= 2 T = 1 .
2:>{2x+ y= 1 :{yz 1 Es decir:
T = 1
y= -1
_ 1
F= 73

Problema 3.4.4 (3 puntos) Se considera la funcién:

z?4+3z+1 si > —1
p =
f(x) =
% st < —1
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a) (0,5 punto) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado y limitado por la
graficade f ylasrectasy =02 =1, x = 2.

Solucion:

a) Calculamos el dominio:

» Si z > 1 tenemos que f(x) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio serd todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

2x

= Si z < —1 tenemos que f(x) = =%, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. El tnico plosible seria el * = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio seré:
(—o0, —1).

» En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en z = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

= Enx=-1:
2
3 1
lfm  f(z) = 1m STl
z——11 r——11 x
2
im f(z)= lim —— =1
r——1" z——1—T — 1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
z——17+ z—r—1—
Luego f es continua en z = —1.
= Enz =0

2
1
lim f(z) = lim m:oo

r—0 r—0 x

Luego no es continua en = = 0.

» En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
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b) Asintotas verticales:

s Cuando z > —1:

2
1
lim f(z) = lim S50 _ o

z—0 z—0 xT

Luego x = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

= Cuando z < —1:
No hay ningtin valor de x que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
s Cuando z > —1:

3 2 +3x+1
Im ——— =

T—00 T

.¢]

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

= Cuando z < —1:

; 2x
lim
rz——ocox — 1

=2
Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si
f(x)

a= lim ——
T—o0

b= lim (f(x)—ax)

Tr—>00

s Cuando z > —1:

z24+3z+1
a= lim ﬂ = lim z =1
r—0 T—00 T
, 2?43z +1
b= tim (f(x) —ax) = tim ("I g =
3 1
lfm 22t g

T—00 T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=x+3.

= Cuando z < —1: No hay asintotas oblicuas en este intervalo por
haber horizontales.
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c¢) Elrecinto comprendido entre las rectas x = 1 y 2 = 2 esta en el interva-
lo (—1, +00) donde la funcién es f(z) = % y como esta limitado
por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién, podemos
concluir con que su area vale:

/2w2+3x+1
1

2 1
dmz/(x+3—|——)d:ﬂ:
T 1 T

2 2
T
1

4 1 9

3.5. Septiembre 2002 - Opcién A

Problema 3.5.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
x

@)= g

a) (1 punto) Determinar sus maximos y minimos relativos.

b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad
a
/ flx)de=1
0

Solucion:
a)

f’(ac)—il_:[;2 =0=— z=+1
(22 41)2 N

(—o0,—1) [ (-=1,1) [ (1,00)
f'(x) - + -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en el punto (—1, —1/2) tenemos un Minimo y en el punto (1,1/2)
tenemos un Maximo.

b)

a

/ T = 1ln(av2 + 1)}
0 2

o] :1:§ln(a—|—1):1:>a: e?2—1

0

Problema 3.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:
Jr—2 si ox>2

f(:n):{ x(x—2) si x<2
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a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la grafica
de f en el punto (3,1).

Solucion:

a) Estudiamos en el punto z = 2:

Continuidad:
lim f(z) = lim Vz—2=0
r—2+ r—2
mlirgi f(z) = xh_n>12$(x -2)=0
f(2)=0
Como

lim f(x)= lim f(z)= f(2) = f es continua en = = 2
T—>27~ T—>2

Derivabilidad:

1 .
f’(x) _ m si x> 2
20 —2  si oz <2
fle) =2, f(2") =
Como
f'(27) # f'(27) = f no es derivable en z = 2

b) Es en la rama xz > 2:
f3)=1

1 1

]‘1,(3‘7):23(367_2)2:> m=f'(3) =2

3
1
y—1:§(x—3):>x—3y:0

Problema 3.5.3 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones,
dependientes del parametro real A:

T+ oyt Az= A2
y— 2= A
T+ Ay+  z= A

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardme-
tro \.

b) (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.
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c) (0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres
planos cuyas ecuaciones forman el sistema.

Solucion:

a)

L1 A
A= 0 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
1 X 1] A

Si elegimos el menor

=1+# 0 = Rango(A) = 2 siempre

[ =

1
0

Si elegimos el menor
)\2

11
01 A|=221-XN)=0=A=0A=1
1 A A

SiA =00 \A=1= Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y
el sistema es compatible indeterminado.

SiA#0y X#1= Rango(A) = 3 #Rango(4) = 2 y el sistema
es incompatible.

b) Si A= 0:
r=—1
{M—ry:o —q y=t
Yy—z= 5=
Sid=1:

r+y+z=1 v= 2
{ gz—; =) Y=+t
4 - z=t

c) Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucién.

x+ y+ 2z= 4
y— 2= 2
z+ 2y+ 2= 2

Los tres planos se cortan dos a dos

Problema 3.5.4 (3 puntos) Se consideran las rectas

y—1_ 2z-3 x—=2 y z+1

S =
-2 2 3 1 -1

x
ri— =
1
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a) (1 punto) Calcular la distancia entre 7 y s.

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular
comuin a r y s y que corta a ambas.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r
y $ y que pasa por el punto P(1,0,0).

Solucion:

a)

= (1 — up = - PP
TI{?_(L 2a2) 3:{;5 (3’1’ 1) Pr s:(27_17_4)

(07173) (2707_1)
2 -1 —4
|[Prﬁs,m,@>]|:\ 1 -2 2||=]-35=35
3 1 -1
i 5k
@ xw =11 -2 2||=0,77)|=7v2
3 1 -1
drs) - IPPLTLRI 35 5v2
U wmx @ T2 2

b) La encontramos como interseccién de dos planos y para ello nos apoya-
mos en el vector perpendicular a ambas rectas u; = u; x uj = (0,7,7):

u; = (0,7,7) u = (0,7,7)
mi w=(1,-2,2) m:{ uw=(31,-1) t:{”l
PT(0,173) PS( aOa_l) 2
0 1 x
m:| 7 -2 y—-1|=0=4do+y—2z=-2
7T 2 z-3
0 r—2
mo | T 1 Y =0= 22 —-3y+32=1
7T -1 z+41

. dr+y—2z=—2
]l 22—-3y+3z=1

c¢) La encontramos como interseccién de dos planos:

PP, = (~1,1,3) PP, = (1,0, 1) _
m ] ap=(1,-2,2) T4 = (3,1,—1) t:{ ﬂl
P(1,0,0) P(1,0,0) 2
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-1 1 -1

T 1 =2 Y =0= 8z +5y+2=38
2 z
1 3 z—1
mo : 0 1 Y =0=z—-2y+z2=1
-1 -1 z

8T+ 5y +2=38
t:
r—2y+z=1

3.6. Septiembre 2002 - Opcién B
Problema 3.6.1 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del lugar geo-
métrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos

A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho lugar geométrico.

Solucion:

Sea X (x,y) un punto genérico, tendremos:

d(A, X) =/22+ (y —3)2, d(B,X)=/22+ (y +1)2

Vot =37 = o2+ (y+ 12 =1

422 — 60y® + 120y — 45 =0

Se trata por definicion de una hipérbola.

Problema 3.6.2 (2 puntos) Para cada valor del parametro real a, se con-
sideran los tres planos siguientes:

m:rx+y+az=-2; m:x4+ay+z=-1; miar+y+z=3
Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos
anteriores contienen una recta comun.

b) (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones
cartesianas de dicha recta comun.

Solucion:

80



4+  y+ az= -2 1 1 a|-2
z+ ay+ z= -1 A=|[1 a 1|-1
ar+ Y+ z= 3 a 1 1 3
— |Al=-a*+3a-2=0= a=-2, a=1

Sia# —2ya#1 el sistema es compatible determninado y los tres
planos se cortan en un punto.

Si a = —2 el RangoA =Rango(A4) <n° de incégnitas con lo que el
sistema es compatible indeterminado, los tres planos tienen infinitos
puntos comunes. Como ademads no son planos coincidentes, tienen por
tanto, una recta comun.

Si @ = 1 tenemos que Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 y el sistema
es incompatible.

b) Sia= -2
x+  y— 2z= =2 r=-5/3+X\
x— 2y+ z= -1 = r:q y=-1/3+2A
22+ y+ z= 3 z=A

Problema 3.6.3 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que
verifica la igualdad A% = I, siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:
a) (1 punto) Expresar A~! en térmninos de A

b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier ntimero
natural n.

¢) (1 punto) Calcular a para que A? = I, siendo A la matriz:
1 1
Solucion:

a) A2=A- A== A=A4""
b) Al=A, A2=1, A3 =A A* =1, luego:

An — A si nesimpar
| I si nespar
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g2 11 1 1) [(1a+1) (10 .
V0 a 0 a/) \O a2 ) Lo 1
{a+1:O:>a:—1

R S

Problema 3.6.4 (3 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real, de-
rivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que:

fO)=1 f)=2 fO)=3 f(1)=4
Se pide:

a) (1 punto) Calcular ¢’(0), siendo g(z) = f(x + f(0)).

b) (2 punto) Calcular 1im 2(f(2))? = f(z +1)

z—0 e —1

Solucion:

a)

A(f (@) () = fle +1)

z—0 e’

=38

82



Capitulo 4

Ano 2003

4.1. Modelo 2003 - Opcién A

Problema 4.1.1 (2 puntos) Determinar los valores de las constantes A, B,
C vy D para los cuales la grafica de la funcién real de variable real

f(z) = Asinz + Bz + Cx + D

tiene tangente horizontal en el punto (0,4) y ademés su derivada segunda
es f"(z) = 3sinz — 10

Solucioén:
f(0)=4= D=4

f'(z) = Acosz + 2Bz + C como f'(0)=0= A+C =0
f"(z) = —Asinzx +2B= A= -3, B=-5
Luego A=-3,B=-5,C=3y D=4
f(z) = —3sinz — 5x? + 3z + 4

Problema 4.1.2 (2 puntos) Calcular la siguiente integral indefinida:

2
4
/Ldm

22 —5x+6
Solucion:
x2+4 _ S5r — 2
22 —5x+6 +x2—5x+6
S50 -2 A B A(x—2)+ B(x—3)
22—5x+6 =x—3 x—2 22 —5x+6

bx —2=A(x —2)+ B(z — 3)
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Six=2=— 8=-B=— B=-8

Siz=3= 13= A= B = 13. Luego:

24 13 8

22 —-5x+6 +x—3 x—2

r +4
dr= | d 13
/x2—5x+6 v /$+ /

z+13In|z —3| —8lnjz —2|=x+1n

|z — 3|3
|z — 28

Problema 4.1.3 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que
verifica la identidad M? — 2M = 31, donde I denota la matriz identidad de
orden n. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo,
expresar M1 en términos de M e I.

b) (1 punto) Expresar M3 como combinacién lineal de M e I.

c¢) (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = ( Z 2 ) que

verifican la identidad del enunciado.

Solucion:

2)

1
M? —2M =3 = (M —2)M = 3] — g(M-2)M:I:>

M~ = 1(M —2)
3

M? =2M + 3 = M3 = (2M + 31)M =

IM? 4+ 3M = 2M? 4+ 3M = 2(2M + 3I) + 3M = TM + 61

o @ b a b\ [ a+¥? 2ab
“\b oa b a | 2ab a® + b?

(30 9% 2\ [ 3+2a 9%
3”2M_<0 3>+(2b2a>< 2b3—|—2a>



a® + b? 2ab \ [ 3+ 2a 2b
2ab a?+b? | 2b 3+ 2a

a’>+ > =3+2a o=1, b==42
{ 9ab — 2b =< b=0, a==+1
= b=0, a=3

Las matrices serian:

1 2 1 -2 10 -1 0 3 0
2 1) -2 1) 0 1)’ 0o -1/’ 0 3
Problema 4.1.4 (3 puntos) Se consideran el plano 7 y la recta r siguientes:

-1 1
mrx+y—2z=06; r:x _y_z7

2 3 -1
Se pide:

a) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto del plano
.

b) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M (1,1, 1) respecto de la recta
r.

Solucion:

a) Calculamos una recta perpendicular a 7 que pase por el punto M(1,1,1):

r=1+ A
y=1+X
z=1-—2\

Calculamos el punto de corte de esta recta con el plano :
IT+A+(04+N)=-2(1-20)=6=)1=1

M'(2,2,-1)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":

_M”—FM

M g = M'=2M' M = (4,4,-2)~(1,1,1) = (3,3,-3)

b) Calculamos un plano perpendicular a m que contenga al punto M:

204+3y —2+A=0= 24+3-14+A=0= A= -4
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20 4+3y—2—4=0

Calculamos el punto de corte de este plano y la recta, para ello pone-
mos la ecuacion paramétrica de la recta

=142\
y =3\
z=—1-=-A
1
2(1+2)\)+3(3)\)_(_1_)\)_4ZOZ>>\:ﬂ
8 3 15
/ — E— PR —
M <7’14’ 14)
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":
M"+ M 8 3 15
M="—"— M'=2M' -M=2(=,=- -——)—-(1,1,1) =
2 (7’14’ 14) (1,1,1)

(9 _4 _22)
7T

4.2. Modelo 2003 - Opcién B

Problema 4.2.1 (3 puntos) Hallar todas las matrices X tales que XA =
AX, siendo A la matriz
11

SHICHERIEH
(o) =(re )

a=a+c=— c=0

c+d=d= c=0
a+b=b+d= a=d

Solucion:

La matriz buscada es de la forma

(5 2)
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Problema 4.2.2 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real k, se con-
sidera el sistema lineal de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y = 2k
3v— by= K2

Se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema segiin los valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.

Solucion:

a)

1 -1]3 L
A= 2 -3|2k |, 5 _3 = —1 = Rango(A) =2
3 —5|k?

A= k2 +4k-3=0=—= k=1, k=3

Sik=10k=3= |4] # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 2 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién tnica.

Sik #1yk # 3 =Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompa-

tible.
b) Sik=1:
rx— y= 3 N x="1
20— 3Jy= 2 y=4
Sik=2:

r— y= 3 N r=3
2z— 3y = y=20

Problema 4.2.3 (3 puntos) Se consideran los puntos:

(=}

A(1,1,1), B(0,-2,2) C(~1,0,2) D(2,—1,-2).
Se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

b) (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano determinado por
los puntos A, By C.
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c¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por
D y es perpendicular al plano determinado por los puntos 4, By C.

Solucion:

AB = (-1,-3,1) AC =(-2,-1,1) AD = (1,-2,-3)

-1 -3 1

1
V=gl -2 -1 1 :guS
1 -2 -3
b)
AB = (~1,-3,1) 1 -2 z-1
il AC=(-2,-1,1) = 7:| 3 -1 y—1|=0=
A(1,1,1) 1 1 z-1

204+ y+952—-8=0
_4-1-10-8 15 V30

d(D,n) = = =
(D) VA+1+25 V30 2
c)
r= D(2—1—2):>T: y=-142AX
B z=—24+5\

Problema 4.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

fl@) = Ve Fi- ¥z

a) (1 punto) Hallar sus méximos y minimos relativos y sus asintotas.

definida por:

b) (0,5 puntos) Hallar los puntos donde la grafica de f tiene tangente
vertical.

c¢) (0,5 puntos) Representar graficamente la funcién.

d) (1 punto) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la
grafica de la funcion, el eje OX y las rectas ¢ = —1, z = 1.

Nota: Para obtener las asintotas puede ser de utilidad la igualdad:

A3 — B3

A-B=—" "
A? + AB + B2
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Solucion:

a) Monotonia:

\3/?—\3/(37—&—1)2) P

, 1
f($)_3< 31‘2($+1)2 9

(=00, =1/2) | (=1/2,00)
f'(@) + -

f(x) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en (—oo,—1/2) y decreciente en (—1/2,00).

Luego en el punto (—%, \%I) tenemos un Maximo.

Asintotas:

= Verticales: No hay
= Horizontales:
) +1—x
Vo +1—x) = [oo—o0] = lim x , =
( )= ] z—00 3/(x 4 1)2 + Yx2(z + 1)2 + Va2

lim
Tr—>r00
, 1
lim 3 =
=0 ¥z 4+ 1)2 + Y22 (x 4+ 1)2 + Va?
Luego y = 0 es una asintota horizontal.

= Oblicuas: No hay

0

f(a)=00= {Ja?2(a+1)2=0=a=0, a= -1
c) Representacién gréfica

Maximo(-0.5,1.587401051)




4.3. Junio 2003 - Opcién A

Problema 4.3.1 (2 puntos) Calcular los siguientes limites (donde ”In”significa
logaritmo neperiano).

., In(cos(3z))
a) (1 punto) thnO In(cos(2z))

L A+ —Vi—=x
b) (1 punto) xhi% .
Solucién:
a) (1 punto)
—3sin(3z)
lm In(cos(3x)) _ [O} ~ lim cos'(Bx) ~ lim —3s¥n(3x) cos(2x)
2—0 In(cos(2z)) 0] «—0 —2sin(2z)  2—0 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2x)
B {0] 3 m 3cos(3z) cos(2z) — 2sin(3z)sin(2z) 3 3 9
~ 0] 22-02cos(27) cos(3x) — 3sin(2x)sin(3x) 2 2 4

b) (1 punto)

- Vit+z—Vi—z WVi+z—Vi-2)(Vi+z+Vi—x)

i =1
50 dx 50 dr(vVA+x+V4—x)
A+z—(4-2) 2 1

It _
0 4e(VEt s+ vVA—z) 8

=50 dr(vV/A+x+ V4 —x)

Problema 4.3.2 (2 puntos) Dada la funcién

.73‘5—LU8

1 — 26

fz) =

a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar
razonadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.
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b) (1 punto) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.
Solucién:

a) Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 — 2% =0= 2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

i oxd—28 0 . bzt —8z7 . zt(5—8z%)
Jim, o) = Jim, T =[] = pim P = i
., 5—82% 1
lim = -
z—1 —0x 2

Luego la discontinuidad que hay en x = 1 es evitable.

5_ .8
x° —x -2
lim )= lim ———=|—F|=—-x
z—r—1% f( ) z—s—1+ 1 — a6 0+
5_ .8
° —x —2
lim )= lim ———=|—| =4
r——1" f( ) z—s—1— 1 — a6 {0_:| +
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
b) Por lo visto en el apartado anterior = —1 es una asintota vertical.

Problema 4.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1
a) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

b) (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

a) Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3o+ z=3
T— Y+ z=2 =
z+ y— z=1

IS TN
Il
N W o w

91



(m+2)xz+ (m—1y— z=

mr— y+ z2=2
T+ my— z =
m+2 m-—1 -1 m+2 m—1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m —1 1 m -1 1
m+2 m-—1 -1
[Al=] m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=20
—m(m+1)—O:>{m:_1

» Cuandom # 0y m # —1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema es compatible
determinado.

» Cuando m =0 = |A| =0, y como el menor g :1 =-2#0
tenemos que Rango(A) = 2
2 -1 -1 3
A= 0 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=-1%# 0= Rango(A) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.

» Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor 1 :? =
—3 # 0 tenemos que Rango(A4) = 2
1 -2 -1 3
A=1] -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(A) =3
-1 -1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(4) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.

92



Problema 4.3.4 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

x—=2 y—-1 =z
A |
x4+l y+2 z-—1
STy T T T e

a) (1,5 punto) Hallar la distancia entre las dos rectas.

b) (1,5 puntos) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comun a r

y s.
Solucién:
a)
P u—z:(&_ll) 5 : u_§:(2,—1,2)
1 Pr(2,1,0) 1 Ps(—1,-2,1)
i j k
U=upxus=1]3 -2 1 |=-3i—4j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2
| 7| =vV9+16+1 =26
PP, =(-1,-2,1) —(2,1,0) = (=3, -3,1)
3 =2 1
@@ PF|=| 2 -1 2 |=2
-3 -3 1
Luego la distancia entre las dos rectas seréa:
H:IT/‘)7u—>87P7‘j s} 292
d(r,s) = =
[z V26
b)
m: <37 _27 7TS>: (27_172)
i W= (-3,-4,1) m:{ W= (-3,-4,1)
Pr(27170) Ps(_17_27 1)
3 -3 -2
m:| -2 -4 y—-1|=0=2-3y—92+1=0
1 1 z
2 -3 z+4+1
mp:| =1 -4 y4+2 |=0=Tx—-8y—-1124+2=0
2 1 z-1

z—3y—92+1=0
Tr—8y—1124+2=0
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4.4. Junio 2003 - Opcién B

Problema 4.4.1 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los
determinantes, la identidad:

a’> ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)>

1 1 1
Solucion:
a? ab b2 a? ab — a? b2 — a2 b_a? B _ a2
20 a+b 2b|=|2a a+b—2a 2b—2a | = a a @ =
) ) : ) 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)b+a a b+a
(b—a) ( 2(b)£a) )|:(b_“)2 1 | =@ ab) = (b

Problema 4.4.2 (2 puntos) Encontrar un nimero real X\ # 0, y todas las
matrices B de dimensién 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

sy )-u(5%)
(o) (3 0)-(su)(5%)

A +3y = 3x+9y N A=3)z=0
y= 3y y=0

Solucion:

Az+3h= 3z4+9h A=3)z=0
{ h= 3h é{ h=0

En conclusion, A = 3 y © y z pueden ser cualquier valor que no cumpla

r=2z=0.
z 0

Problema 4.4.3 (3 puntos)

a) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — z

1
b) (1 punto) Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su
et —x
comportamiento para r —» o0 y £ — —00.
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c¢) (1 punto) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de
f(x) en su dominio de definicién.

Solucion:

a) El dominio de g(x) = €® — x es todo R, calculamos los méximos y
minimos de esta funcién

Jr)y=e"-1=0=¢e"=1=2=0

J'"(x) =e" = ¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que ¢’ (x) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

Su gréfica serfa:

Como el denominador de esta funciéon no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

1
lim f(zx)= lim ——— =0

T—>—00 r—0 e~ T +

xhl}HOO f(l’) - xhjlm el —x

=0

Se pueden valorar estos limites dandonos cuenta de que se puede des-
preciar e® frente x cuando x — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a ¢* cuando z — oo.
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En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.
c)

! 1—e" x

" _€2x+6x($—4)—|—2
f (.’E)— (em_$)3

= f"(0)=-1<0
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.
Problema 4.4.4 (3 puntos) Dados el plano
mix+3y—z=1

y la recta

6 2 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y
es perpendicular a 7.

z+2 y-—1
S =

b) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersec-
cién de los planos 7, 7.

Solucioén:
a) Datos:
77—
— _ X UT—(6,2,1)
Ty =(1,3,-1) r'{Pr(—Q,l,O)
1 6 =242
I 3 2 y—-1|=0=7":50—-Ty—162+17=0
-1 1 z
b)
z4+3y—z—1=0 z+3y=1+=2
S —
5 — Ty — 162 +17=0 5r — Ty = —17+ 162z
5
=24 2.
z —1-2
1
=1-=-A
Y 2
z=A




4.5. Septiembre 2003 - Opciéon A

Problema 4.5.1 (2 puntos) Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), y el
plano m = x — 2y — 2z — 7 = 0, determinar el plano que es perpendicular al
plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucién:

u_7r> = (17 _27 _1)

AB = (-1,2,-1)

1 -1 z
7=]-2 2 y-2|=0=224+y—2=0
-1 -1 z

Problema 4.5.2 (2 puntos) Dadas las rectas:
r—1 y+1 z—k

T

—1 1 1
s xT— y+ z2=3
] 3x+ z=1

a) (1 punto) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas
en el mismo plano.

b) (1 puntos) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, deter-
minar la ecuacién general del plano que las contiene.

Solucion:
a)

=1 -

k
1 |=—i+2j+3k=(-1,2,3)
1

W o~
O = .

Si en la recta s hacemos x = 0 obtenemos un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas con el resultado de y = —2 y z = 1, luego un punto
de la recta serfa Ps(0,—2,1).

u; = (—1,1,1) s = (—1,2,3)
A S
Pr(l)_lvk) Ps(07 _271)

El plano 7 que buscamos contiene a las dos rectas:

= (—1,1,1) -1 -1 -1
7:8 uwp=(-1,2,3) == 1 2 y+1|=0
P.(1,-1,k) 1 3 z—k
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—x—-2y+z—1-k=0=z+2y—2z+1+k=0
Como este plano contiene al punto Ps(0, —2, 1) sustituimos en el plano
0-4—-1+1+k=0= k=14
b) El plano buscado es:
z+2y—2z+5=0
Problema 4.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

3z+ 4y+ 32=9
mz+ 2y+ z2=95
T+ y+ z=2

a) (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado

tenga solucién tnica.

b) (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
3z+ 4dy+ 32=9
max+ 2y+ z=05
T+ y+ z=2

3 43 3 439
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 11 1 11 2
3 4 3
Al=|m 2 1|=-m+1=0=m=1
1 1 1

Sim # 1= |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n° de incdgnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

b) Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4y+ 32=9
z4+ 2y+ z2=95
T+ y+ z=2

Tenemos

N

Il
— = W
— N
— = W

|

Il
— = W
— N
— =W
N Ot O
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Rango(A) = 2 ya que 1 f =—-1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de
orden 3 en la matriz A, comprobamos que se anulan todos ellos, y por
tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n° de incégni-
tas, luego es este caso el sistema es compatible indeterminado.

Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera
ecuacién y nos queda el siguiente sistema:

r= —-1-t
{er 20+ z=5 N _ 3
T+ Y+ z2=2

Problema 4.5.4 (3 puntos) Sea la funcién

sinzx

fz) =

- 2—cosx
definida en el intervalo cerrado y acotado [—27, 27]. Se pide:

a) (1 punto) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus
valores maximo y minimo absolutos.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

/(:/3 f(z)dx

¢) (1 punto) Calcular

Solucién:
a)
2 -1 1
f’(x):%:0=>2cosx—1:0=>cosx:§:>
us T s om - .
Luego x = 3 r=—,x = —3 y T = Y son los tnicos posibles

extremos en el intervalo de definicion.
Vamos a recurrir a la segunda derivada.

—2sinz(1 + cos x)

(@) = (2 —cosx)?
()4
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3/) 9
6)-%
5)-

™
Luego la funcién presenta dos méaximo en los puntos (3, \:{) y

57 V3
3

()40

/9)--4
/(5)--
\/§> .

Ny, s ™
Luego la funcion presenta dos minimos en los puntos (—3, —3

50 /3
33

b) Para dibujar la gréfica voy a calcular los puntos de corte: Si z = 0

tenemos que £(0) = 0 = (0,0). Si f(z) = 0 tenemos que z———— =
—cosx
0 = sine =0= 2z =m, = —mn. Luego tenemos los puntos (7, 0)

y (—m,0). Si tenemos en cuenta que la funcién es impar:

(1/3,0.577) Maximo

10 n0)
-4 i - -1 (0’0) 2 g 4

Minimo (-#/3,-0.577)
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c) Para resolver la integral hacemos un cambio de variable

t=2—cosx = sinxdx = dt

i 1
/f(x)dx:/&dx:/;dt:1n|t|+C:1n|2—cosx\+C

— COST

Luego la integral pedida valdra:

/3 /3 sinx /3 3
/0 f(x)dx—/o mdw-lnﬂ—cosx\]o —lni

Problema 4.5.5 (3 puntos) Dado el plano
T:x+y+z=0

y la recta
z—1 y z+1
T ==
1 2 2

se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto @ en el que se cortan el plano 7 y la recta
T

b) (2 puntos) Encontrar un plano 7/, paralelo a 7, tal que el punto @’ en
el que se cortan el plano 7’ y la recta r esté a distancia 2 del punto Q
hallado en el apartado anterior.

Solucion:

a)

o= (1,2,2) = 1t
T = r:{ Y= 2t
Fr(1,0,-1) z= —1+42t

1+t+2t-142t=0= t=0= Q(1,0,—-1)

b) Calculamos una esfera de centro @ y radio 2: (x—1)24y%+(2+1)% = 4;
esta esfera corta a la recta r en dos puntos Q' y Q":

2 +a? + 42 =4 — tzi%

3 3’3 3
tenga a este punto serd 7'

2 54 1
Sit=-= Q' ( ), y un plano que sea paralelo a 7 y con-

5 4 1 8
I I W N= 2
gt33TA=0= 3

101



8
w’:x+y+z—§:0

2 1 4
Sit= —3 = Q" <3,—3,—;>, y un plano que sea paralelo a 7 y

contenga a este punto serd 7':

1 4 7 10
,,,,, A=0— \= ——
3 3 3+ 3
10
7r’:x—|—y—|—z—§:0

4.6. Septiembre 2003 - Opcién B

Problema 4.6.1 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la
agencia de viajes A, 10 billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos
extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes a destinos internacionales no
comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda agencia
B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales
no comunitarios, y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C le vende 10
billetes a destinos nacionales y 10 a destinos extranjeros europeos comuni-
tarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

b) (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a
bajar un 20 por ciento el precio de todos los billetes nacionales. Ha-
llar en qué porcentaje debe incrementar el precio de todos los billetes
extranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constan-
te el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para
mantener constantes sus ingresos totales por las ventas a las tres agen-
cias.

Solucion:

a) x = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.

z = precio de un billete con internacional no comunitario.

102+ 10y +10z = 12000 4+ y+ 2= 1200
102+ 20z = 13000 = { a+ 2= 1300 =
102+ 10y = 7000 =+ oy = 700
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x = 300
= ¢ y =400
z =500

b) Si el precio de los billetes nacionales bajan un 20 por ciento costarian
0,8 - x = 240 euros, por lo que hay que subir el precio de los billetes
europeos comunitarios en 300 — 240 = 60 euros, lo que significa que el
nuevo precio seria de 400 4+ 60 = 460 euros, lo que supone una subida
de estos billetes del 15 por ciento. (400(1 +t) = 460 =t = 0, 15)

Problema 4.6.2 (2 puntos)

a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+ B =
AB. Comprobar que entonces se tiene la férmula:

(I-B)'=-B'A

(Donde I denota la matriz identidad).

“1 1
(%)

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.

b) Dada la matriz

Solucion:

a) A+ B=AB=—A+B-AB=0=— A—-AB=-B—=
AIl-B)=-B= -AI-B)(I-B)'=B(I-B)!'=
B(I-B)'=-A= B 'BU-B)'=-B'4A=

(I-B)'=-B'4

b) LLamamos B = ( Z z ), y tendremos:

-1 1 n r y\ [ —x+z —y+h
2 —1 2 h )] \ 20—z 2y—h

r—1=—-x+=z N r =
24z2=2x—=z2 z=-—1
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y+1l=—-y+h h=0
—1+h=2y—nh y=-—1/2

0 —1/2
o= ()

Problema 4.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z|4 — z|.

Luego

a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.
b) Dibujar su gréfica.

c) Calcular el drea del recinto acotado por la gréfica y = f(z), las rectas
x=0,x=2>5,yel eje OX.

Solucion:

B 2¢(4—x) si 4—x>0
f(@) {—2x4—x) si d—2<0

x(4 — si x<4

x(4 — si x >4
hn}ﬁf(:c) hm( x(4d—x))=0
Lni_f() i (54— ) =0 —

J(4) =
lm f(r)= lim f(z) = f(4)

z—4+ T—4~

Luego la funcién es continua en x = 4, y por tanto, en todo R.

rron 8—dxr si z<4 f/47)=-8
f(x)_{—8+4w six>4 :{f’(4+)—8 —

) # /(49
Luego la funcién no es derivable en x = 4, pero si es derivable en

R {4}.

b) Para dibujar el recinto estudiamos la grafica de cada rama por sepa-
rado:

f(z) =8z — 222 si x € (—o0, 4]

104



fllx)=8-4dz=0=2=2

1"(2) = =4 = (2, 8) es un maximo.

Si hacemos f(x) = 0= (0,0) y (4,0), como puntos de corte.

f(z) = =8z + 222 si x € (4, +00)

f'(x) = =8+ 42 =0 = x = 2, que no estd en el intervalo (4, 400).
En este intevalo la funcién es siempre creciente, es decir, f'(z) > 0

cuando z € (4,400).
Con estos datos estamos en condiciones de dibujar la grafica:

18 5
MAzimeo (2, &5

c) A la vista de la gréfica podemos entender facilmente de que recinto se
trata.

. 4 5
Area = /0 2x(4 — x)dx + A (—2z(4 — z))dx =

4 5
= / (8x — 22%)dx + / (=8 + 22%)dx = 26 u?
0 4
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Capitulo 5

Ano 2004

5.1. Modelo 2004 - Opciéon A

Problema 5.1.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcular el limite de la sucesién cuyo término general es

<3n— 1\

3n

b) (1 punto) Sean las funciones F'(z) = / \/5+et'dt, g(x) = 22. Cal-
1
cular (F(g(x)))'.

Solucion:
a)
1 2n
lim (3" ) — 1% =
T—>00 n
; 3n—1 —2n 2
2n
lfm (3” — 1) =23
T—00 3n
b)

Fl(z) =1\/5b+e", ¢(x)=2z

Por la regla de la cadena:



Problema 5.1.2 (2 puntos) Dada la funcién
e’ —1

2 —
fla) =

a si =0

si x#0

a) (1 punto) Determinar su dominio, y calcular los limites laterales cuan-
do x — 1.

b) (1 punto) Estudiar su continuidad, y hallar el valor de a para el que
f es continua en x = 0.

Solucién:
a)
2 =0= 2=0, 1=1= Dom(f) =R—{1} enz=0 f(0) =a

Los limites laterales pedidos son:

, et —1

lim 27:4‘00
r—1t x4 — X
e’ —1

lim —5—— = —o0
r—17 T° — X

b) En x = 1 hay una discontinuidad inevitable por el apartado anterior.

En x =0:
, et —1 0 , er
lim =|=| = lim =-1
z—022 — 1 0 z—02x — 1
Para que f sea continua en ese punto a = —1.

Problema 5.1.3 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro \, y
resolver en los casos que sea posible el sistema:

6z+ dy+ 2 z= 2
Ar+ y— z= 2
Sz+ 3y+ 3z = 2A

Solucion:
6 4 2x| 2
A= X1 1| 2|, |A=2BN-11A+8)=0= A=1, \=8/3
5 3 32X

SiA#1y X #3= |Al # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de

incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucion
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Unica.

SiaA=1:

|
Il
= o
W =
w b
ORI

=2 # 0 = Rango(A) =2

= —12# 0 = Rango(4) =3

W A
|
W =N
RO N

Luego el sistema es incompatible.
SiA=8/3:
6 4 16/3| 2
A=18/3 1 -1 2
5 3 3 |16/3
| 8/2 411 :—%4750:>Rango(/l):2

4 16/3 2 968
1 -1 2 :—?7&0:>Rango(ﬂ):3
3 3 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2)
2 1 -1
o2 3 3] 2(W2 - +3)
TTOBN 1IN +8)  3AZ—11A+8
6 2 2\
A2 1
5 2x 3] 2x3—7a+413
YT OBN 1A +8)  3AZ_1IA+8
6 4 2
A12
5 3 2\ 4N — 9N +3

Zz = =

T 2302 —11A+8) 3A2—11A+8
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Problema 5.1.4 (3 puntos) Dado el plano:
m:x+y+az+1=0

y las rectas

r=1 T = =23
T =1 il oy =2t " y=3t
z=1t z = z =

Se pide:

a) Calcular el valor de a para que los puntos de corte del plano 7 con las
rectas r, ' y r” estén alineados (1,5 puntos).

b) Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por esos tres puntos (0,75
puntos).

¢) Calcula la distancia de dicha recta al origen (0,75 puntos).
Solucién:

a) Sea A el punto de corte de r con

2 2 2
l+ttat+1=0=— t:—:>A<1,_’_ >
a+1 a+1 a+1
Sea A’ el punto de corte de r’ con T
2 6 3
24Ut a4l =0 f= o — A/(g,_,_>
a+2 a+2 a+2
Sea A” el punto de corte de r” con 7
4 12 4
343t+at+1=0=—=t=— :>A”<37_7_>
a+3 a+3 a+3
ﬂ:<1_ da + 2 B a—1 )
" (a+)(a+2) (a+1)(a+2)
7 -1
A/A,:(l,— 6a + 6 - a )
(a+3)(a+2) (a+3)(a+2)
Para que estén alineados los tres puntos:
- T 4 2
AA/:A,A/:> a+ _ 6(I+6 — a=0 a=1

(a+1)(a+2) (a+3)(a+2)
AA' = (1,-1,1/2) # AA" = (1,-1,-1/6)
Esta solucién no vale.

a=1:

AA! = (1,—1,0) = A’A"

Luego cuando a = 1 los tres puntos estan alineados.
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b) La recta h que une estos puntos:

=1+t
h.{A(L_L_I) — h: z:_i t

_0Ax @] |(1L,-1,-1) x (1,-1,0) _ V2 _
WM =" = o ve

5.2. Modelo 2004 - Opcién B

Problema 5.2.1 (2 puntos) Se consideran las rectas

S x—y=2 ) 22—-2+4+2=0
"Yoaw-z+1=0 °° 2y —mz =26

a) Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la
ecuacién del plano que contiene las rectas r y s.

Solucion:

a)

T=A a:zl—i—%/\
riq y=-2+A\ 5:4 y=3+3FA
uy s

P.(0,-2,1) Ps(1,3,0)
Prj s = (1751 _1)
1/2 m/2 1
1 1 2 ==

2(m—l):0:> m=1

Cuando m = 1 los vectores directores de las rectas r y s coinciden,
luego para este valor las rectas son paralelas.

b)
o =(1,1,2) 1 1 x
¢ T=(1,5-1) =7w:|1 5 y+2|=0= 1llz—3y—42-2=0
P(0,-2,1) 2 -1 z-1

111



Problema 5.2.2 (2 puntos) Calcular las ecuaciones parametricas de la rec-

ta que pasa por el punto P(3,—1,0) y corta perpendicularmente a la recta

r =342\
r:Q y=4+XA
z=54 3\

Solucién:
. =(2,1,3)
. { i
Un plano perpedicular a esta recta y que contenga al punto P sera:

m:2r+y+3z24+4A=0—=6—-1+A=0= A= -5

T:2x+y+32—-5=0

Este plano corta a la recta r en el punto P’

1
93+ 20) 44+ A+3(543)) —5=0= A=

7
118 5

Pl-= =2

(7’7’7)

— 1 18 5 22 25 5
PP=6-10-(—553)= (573
22
=3+ )
x + -
13_’15:(2 -%,-4) 25
: T T = sl y=—1—"AN
P(3,-1,0) 7
5
=2\
S

Problema 5.2.3 (3 puntos) Se considera la funcién :

Se pide:

a) (1 punto) Calcular sus puntos criticos en el intervalo abierto (—, )

b) (1 punto) Calcular los extremos relativos y/o absolutos de la funcién
f(z) en el intervalo cerrado [—, 7).

¢) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grifica de la
funcién f(z) en el punto (7/4, f(mw/4).
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Solucién:
a) 1+sin?2 # 0 siempre = no hay puntos criticos.

La funcién es par.

b)
—2sinx cosx
/ .
r)=————5——>=0= —2sinxcosz =0
(=) (1+ (Sin2 x))?
smr=0— =0, x=—-7, =7
—2sinxcosr =0 = us T
cosr=0—= == r=——=
2 2
(—=m—=3) | (=30 | (0,3) (3.7)
f(x) — + - +
f(x) | decreciente | creciente | decreciente | creciente
En los puntos de abcisa x = 0, x = —7 y = 7 la funcién presenta un
Méximo.
. ™ . ™
En el puntos de abcisa z = —3 y en el punto de abcisa z = 5 la

funcién presenta un Minimo.

La ecuacion de la recta tangente

2 4 ( 7r>

I (P

Y737 79 1

d) Representacién gréfica
\\‘\\;
\\\\
_// T i
\\\\—/_/
\\\
S
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Problema 5.2.4 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecua-
ciones, dependiente del parametro real a:

z+ 3y— az= 4
T+ ay+ z= 2
z+ 4dy— 5z2= 6

Se pide:

a) (2 punto) Discutir el sistema segtin los diferentes valores del pardmetro
a.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas solucio-

nes.
Solucién:
a)
1 3 —al4
A=|1a 1|2 ]|, [Al=c®>-9%+14=0=0a=2, a=T7
1 4 56

Sia#10a# 3= |A] # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sia=T7:
1 3 =74
A=117 112
1 4 —-5|6
1 3
=4 = Rango(A) =2
1 7
1 3 4
1 7 2 |=10%# 0= Rango(A) =2
1 46
Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompati-
ble.
Sia=2:
1 3 -2]4
A=|1 2 112
1 4 —5|6
1 g = —1 = Rango(4) =2
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1 3 4
A1l =|A] =0, |As]=|1 2 2|=0
1 4 6
1 -2 4 3 -2 4
A3l=]1 1 2[=0, |A4=]2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) <n° de incégnitas = El sistema es
compatible indeterminado, es decir, admite infinitas soluciones.

b) Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) pode-
mos decidir que la tercera ecuacién es combinacién lineal de las dos
primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-—-"TA
z+ 3Jy— 2z= 4 N
T+ 2y+ 2= 2 L=\

5.3. Junio 2004 - Opcién A

Problema 5.3.1 (2 puntos) Calcular la base y la altura del tridngulo isésce-
les de perimetro 8 y area maxima.

Solucion:

» ¥
5
Ryl x2
z-h 2
S g i TH2y=8 v
2 _ z?
ry/y? — &
S(z) = 5 L —avi—z



8 — 3z

S/ = — = 0 e =
@)= /i=s v
—88 + 21 8 3v3
S”(;U) _ + 21z : S () _ _7\[ <0
16(4 —z)vV/4—=x 3 4
(. . 8 8
Luego se trata de un maximo. Si x = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de
4v3
un triangulo equildtero. Su altura sera: h = \3[

Problema 5.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién

(22 —1)?
422 +1

fz) =

a) (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de
la funcién f(z).

1
b) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0

Solucion:

a) a) Asintotas:

» Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
» Horizontales:

2z —1)?

e g1 YT

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Extremos:

, 422 —1)(22z + 1 1 1
fla) = (@ﬂﬁn2)::$:2’x:_2
(_007_1/2) (_1/27 1/2) (1/27+OO)
x+1/2 — + +
x—1/2 - - +
f(x) + - +
crece decrece crece

1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

contrario, en el punto (2, 0) la funcién tiene un minimo.
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2—1 4x* —4 1
/(a: /a: T+ do —

4$2+1 4z + 1

1 2
—/( 4x2+1>dx—:1;—21n(4x +1)+C

12z —1)? 1 ! 1
_ dr =2 — -In(42?+1)] =1- =1
/0 yra— der =z 5 n(4z* + )L) 5 nb

Problema 5.3.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—-a)z— 2+ 42=0
z— (I4+a)y+ 2=0
—x+ ay— z2=0

a) (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segun los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible inde-
terminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

1—a —2 4
A= 1 —(14a) 1 |=|4=-a-3=0=a=-3
-1 a -1

Sia# —3 = |A| # 0 =-Rango(A) = 3 y como el sistema es ho-
mogéneo resultaria que es compatible determinado. la solucién en este
caso serfa z =y = z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 =2 4 4 9
A= 1 2 1], 1 9 =84+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A) = 2 y como el sistema es homogéneo
podemos concluir, en este caso que, el sistema es compatible indeter-
minado.
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b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

dz— 2y+ 4z=0 do— = 4z _ xfO_A
z+ 2y+ 2=0 T+ 2y= —z z:/\

Problema 5.3.4 (3 puntos) Se consideran la recta y los planos siguientes:

T =2—-3\
riq y=142\ ; m:2—-3x+2y—2=0; m:34+2x+2y—22=0
z=4—-A

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de la recta con respecto a
cada uno de los planos.

b) (1 punto) Determinar la posicién relativa de los dos planos.
c¢) (1 punto) Calcular la distancia de r a 2.

Solucion:

x—2 y-1 z—4:> 20 —4=-3y+3
—x+4+2=-32+12

20 4+3y—7=0
r—32+10=0

Primero estudiamos la posicién de esta recta con respecto a 7wy : 3z —
20+ 2 —2 =0, y tenemos:

2 3 0 2 3 0]-—7
A=1 o0 =3 |, A=|1 0 —=3]| 10
3 -2 1 3 -2 1] -2
Tenemos que |A| = —4 =>Rango(A) = 3 =Rango(A) = La recta

corta al plano .

Ahora estudiamos la posiciéon de esta recta con respecto a mo : 2z +
2y — 224+ 3 =0, y tenemos:

23 0 23 0|-7
A=|11 0 -3 |; A=[1 0 =3]| 10
2 2 =2 2 2 =2|-=-2
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Tenemos que |A| =0 y como

? g ‘ = —3 # 0 =Rango(A) = 2.

Por otra parte tenemos que

3 0 -7
0 —3 10 | =36 # 0=Rango(4) = 3.
2 -2 =2

Luego la recta es paralela al plano.

3 2
b) —5 #+ 3 — 1 y 9 se cortan.

¢) Un punto de r es P.(2,1,4) y tendremos:

0P ) 2-24+41-2-2-4+3] V3
7‘77T2 - _- —
Vi+4+4 6

5.4. Junio 2004 - Opcién B

Problema 5.4.1 (2 puntos) Dadas las matrices

1 0 O 1 00
A=| -3 1 -1 ]; B=|l0 -1 0
5 -1 2 0 00
Se pide:
a) (1 punto) Hallar A~
b) (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-AT=B
(donde AT significa la matriz traspuesta de A).
Solucién:
a)
1 00 1 -3 5
A7l = 121 |; AT=]10 1 -1 |; A t=@a"HT
-2 1 1 0 —1 2
b)

AXAT = B = A'AXAT(AT) " = A7'B(AT) ' —= X = A7'B(AT)™!

1 00 1 0 0 11 -2 1 1 -2
X = 1 21 0 -1 0 0 2 1 | = 1 -3 -4
-2 11 0 00 01 1 -2 -4 3
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Problema 5.4.2 (2 puntos)

z+ 2y=1

3 9 escribir una tercera ecua-
r— Y=

a) (1 punto) Dado el sistema {

cién de la forma ax + by = ¢ (distinta de las anteriores) de manera que
el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas resultante siga siendo
compatible.

2z4+ 2y— z=1

x+  y+ 2z=1"
ecuacién de la forma az + fy + vz = 1 (distinta de las anteriores) de
manera que el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas resultante
siga siendo compatible indeterminado.

b) (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera

Solucion:

a) La tercera ecuacién debe de ser una combinacién lineal de las ante-
riores, ya que en caso contrario el sistema resultaria incompatible. La
suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y =3

b) La tercera ecuacién tiene que ser una combinacion lineal de las dos
anteriores, pues en caso contrario, el sistema resultaria compatible
determinado o incompatible. Como el término independiente tiene que
ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

Problema 5.4.3 (3 puntos)

a) (2 puntos) Determinar la posicién relativa de los siguientes planos,
para los distintos valores del parametro k:

m o 2+ 3y+ kz= 3
me:  x+ ky— z= -1
mg: 3x+  y— 3z= —k

b) (1 punto) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo
largo de una recta comun, hallar un vector director de dicha recta.

Solucion:
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a) Sea la matriz

2 3 k| 3 P
A=1 %k 1| -1 | =4 = -3k -5k+2=0—=
31 -3|—k k— 9

1 _
Sik # 37 k # —2 = |A] # 0 =-Rango(A) = 3 =Rango(4) =
Sistema Compatible Determinado=—=- Los tres planos se cortan en un
punto.

1
Sik= 3 tenemos

2 3 1/3 3
A=11 1/3 -1 -1 |, ? 1%’——2#0
3 1 -3|-1/3

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Por otra parte tenemos

3 1/3 3
224
1 -3 —1/3

Luego Rango(A4) = 3 #Rango(A) = 2 = Sistema Incompatible. En
este caso tenemos que comparar los planos dos a dos:

2 3
T Con Ty : 1 #* m —> se cortan
1 con 73 : % # % = se cortan ==
1 1/3 -1, -1
mpeonmyig=-——=—3 #* ?/3 = son paralelos

Dos planos son paralelos (w2 y 73) y otro plano corta a los dos (7).

Si k = —2 tenemos
2 3 =2 3
A=1 —2 —1|-1 |, f _g =-7#0
3 1 -3 2

Tenemos que Rango(A) = 2, y si observamos la matriz A la tercera
fila es la suma de las anteriores y, por tanto, Rango(A) = 2. Conclui-
mos con que el sistema es Compatible Indeterminado; comparando los
planos se compruebo que no hay coincidentes y concluyo con que se

cortan los tres en una recta.
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b) Puedo definir esta recta como interseccién de dos de estos planos r :

2 3y— 2z= . [
{ T oy N y su vector director sera:

z— 2y— z= -1
ik
=2 3 -2|=(-7,0-7)
1 -2 -1

Problema 5.4.4 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 1 — 22, se pide:

a) (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

b) (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el
apartado anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

c¢) (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia
entre el punto A y el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre
el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucion:

a) Tenemos que calcular la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta

f'(z) = 22 = m = f'(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada serd

y—(1—-a*) =—-2a(z—a) =20z +y— (1+a*)=0
b) Corte con el eje OY: Hacemos * = 0 = y = 1 +a? = A(0,1+a?)

1—a® a®>+1
Corte con el eje OX: Hacemos y =0 = x =a + 2a :a2+ .
a a

241
Luego el punto buscado es B <a 2+ ,0].
a

c)

d(A,P) = /(a—0)2+ (1 —a? — (1 +a?)? = aV/1 + da?

d(B,P)—\/<a— (a+12a2)> +(1—-a2-0)2=
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1— 2
@1+ 402 —

d(A,P)=2d(B,P) = aV1+4a®> =2
1— a2 \/i

a= :>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i7
a

V2

Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a = -

5.5. Septiembre 2004 - Opcion A

Problema 5.5.1 (2 puntos) Dadas las matrices

120 11 2
A=|lo01 2|, B=|11 -1
02 3 01 3

a) (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.
b) (1 punto) Determinar una matriz X tal que A = B - X.

Solucion:

4/3 -1/3 -1
B l=1| -1 1 1
1/3 —1/3 0

b) A=BX = B 'A=B'BX = B 'A=X

4/3 -1/3 -1 120 4/3 1/3 —11/3
X = -1 1 1101 2 |= -1 1 )
1/3 —1/3 0 02 3 1/3 1/3 —2/3
Problema 5.5.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Si A es una matriz tal que A? = ( 8 8 ), jcudl es el valor

del determinante de A?

b) (1 punto) Calcular un ntmero k tal que:

() ()2
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Solucion:

a) A2 = |A- A = [A]-]A] = 0= |A] = 0

(F o) e ()] = LY -

[ K> —6k+5 8k—1)\ [0 0
- 2—-2k k*+2k-3 ) \0 0

Tenemos que:

k2 —6k+5=0
8(k—1)=0 -
92— 2% =0 — k=1
k24+2k—3=0

Problema 5.5.3 (3 puntos) Sea el plano 7 :  + 2y + 3z = 6.
a) (1 punto) Hallar el punto simétrico del (0,0,0) respecto de 7.
b) (1 punto) Hallar el plano perpendicular a m que contiene a OZ.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen
y los puntos de interseccion de 7 con los ejes de coordenados.

Solucion:

a) Calculo r, recta perpendicular a 7 que pasa por P(0,0,0):

P bl
P(0,0,0) R I

Esta recta cortard con el plano 7 en el punto P”:

3 369
+2(2t) + 3(3t) - N
El punto simétrico P’ de P tendra por punto medio a P”, es decir:

_P+P’
2

P//

12 1
:>P’:2P”—P:<6 8)

T
P , (6 12 18
El punto simétrico de P(0,0,0) respecto al plano 7 es P A L
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uy = (1,2,3) 1 0 =z
7 7 =(0,0,1) =2 0 y|=0=22-y=0
0(0,0,0) 31 2

c¢) Los puntos de corte de m con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= =z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2 =0=— y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: 2 =0,y=0—= 2z =2 = C(0,0,2)

Tendremos: OA = (6,0,0), OB = (0,3,0), OC = (0,0,2):

Problema 5.5.4 (3 puntos) Sabiendo que una funcién f(z) tiene como

derivada
f(x)=(x— 4)2(302 —8x+7)

a) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) (1 punto) Hallar los méximos y minimos relativos de f.

c¢) (1 punto) ;Es el punto x = 4 un punto de inflexién de f?. Justificar
razonadamente la respuesta.

Solucion:
a)
fllx)=(x—4)?*@* -8 +T)=0=2=4, 2=1, =7

Como (r—4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 22 —8z+7 =

(z=1)(z=17)
(_007 1) (177) (7700)
z—1 - + +
x =7 — — +
/(@) + - +

Luego f crece en los intervalos (—oo, 1) U (7,00), mientras que decrece
en el intervalo (1,7).
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b)

5.6.

Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de
crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un

. 16 . .,
Maximo en <1, 5); en el punto x = 7, por el contrario, la funciéon
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en

162 .
(7, —5>. En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por
tanto, en el punto (4,0) no hay ni Maximo ni Minimo.
Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-

biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

() = 2(x—4) (202 —162423) =0 = x =4, = =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <

0 = f es céncava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f
tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(x) = 6(22% — 162 + 29) = f""(4) = —18 #0
Luego se trata de un punto de inflexion.

Miximoi] F2.4)
™,
3g
r

Ty I 10

-10 "-III J

=20

|—':=-:| Y,

Mimimmoy 7,324}

Septiembre 2004 - Opcién B

Problema 5.6.1 (2 puntos)
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a) (1,5 puntos) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0
que distan 3 unidades del plano de ecuacién 2z — y + 2z = 4.

b) (0,5 puntos) Describir dicho conjunto.
Solucidn:

a) Un punto del plano z = 0 serd P(x,y,0)

|22 —y — 4

Vi+1+4

Los puntos que cumplen esta condicién serdn las rectas:

2z —y— 13=0

d(p,m) = 2z —y+ 5=0

=3 = |2x—y—4] :9:>{

—_13 4,1

{Qx—y—B:O T="7 oA
T L _g y=A
z=0

= —24+3A

y=2A
z=20

z =

{2x—y+5:0 v
S —

b) El conjunto sera:
{(#,9,2) € B+ (3,9,2) € ro(w,y,2) € 5}
Problema 5.6.2 (2 puntos) El plano 7 : 2z — 2y + z = —2 determina un

tetraedro con los tres planos coordenados. Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte
del origen.

b) (0,5 puntos) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que
contiene a dicha altura.

¢) (1 punto) Calcular el area de la cara del tetraedro que esta contenida
en el plano .

Solucion:
a)
4O, 7) = 04+0+0—2  2V3
T A+ 4+1 3
b)
r { 7772:(27_271) Zjii};)\
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c) Corte coneleje OX:y=0, z2=0=—z=—-1= A(-1,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, z=0=y =1= B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: x =0, y=0= 2z = -2 = C(0,0,—-2)

AC = (0,0,-2) — (—1,0,0) = (1,0, —2)
AB = (0,1,0) — (~1,0,0) = (1,1 )

AC x AB =

— = e

— O S
|
N
Il
—~
N
N
—_
S—

Problema 5.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién, utilizando la informacién
obtenida en el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademds, que f
tiene exactamente tres puntos de inflexiéon cuyas abcisas son z; =
-1-3 1 —1+V3

2 2 BT T

c¢) (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la

funcion f, el eje OX, la recta z = 0, y la recta x = 2.

, Tg = — , respectivamente.

Solucién:
6 1
a) Maximos y Minimos relativos: f'(z) = —m =0=
x = —1, x = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(—OO,—l) (_170) (0,00)

r+1 — + +

—T + + —

E0 ) I N
En x = —1 la grafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la grafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0, 1).
Asintotas:

= Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.
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= Horizontales:
20+ 1 , 20 +1

m T fm gy —0
s—rtoo (2242 +1)2 s (22 + 2+ 1)2 Y

= Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Representaciéon Gréfica:

bty ¥, 1)
- . k' -
-1 Asimigde y=at 1 z

o .
Mlimimoy-f #12E)

/2 2z 41 1 2 6
= = - | ==
0 (22+x+1)2 ?24+x+1]y 7
Problema 5.6.4 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro real \ el sistema

Az+ 3y+  z= A
x+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A = 2

Solucion:
a)

A=

e
—_ > w

11 A
Al
171

Al = 2 2 +22A+4=0=X1=2, A=-1

SiA#2y A# —1= |A|] # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incégnitas = Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:

|
Il
— = N
— N W
N =
— =N
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Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la se-

gunda, y teniendo en cuenta que ? ; =1 # 0, podemos concluir

en este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado

SiA=-1:
-1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la
primera y la cuarta son iguales y la tercera esta multiplicada por —1.
. -1 .
Si tenemos en cuenta que 1 _:13 = —4 # 0, podemos concluir en

este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado.

20+ 3y+ 2= 2 20+ 3y= 2— =z
e
z+ 2y+ 2z2= 1

= 144t
= Y= -3t
z = t
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Capitulo 6

Ano 2005

6.1. Modelo 2005 - Opcién A

Problema 6.1.1 (2 puntos)

a) Justificar razonadamente que la grafica de la funcién
flx) =z +2+1
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [—1,1].

b) Determinar el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando
x recorre toda la recta real.

Solucion:

a) La funcién f(z) = 2'® + 2 + 1 en los extremos del intervalo [—1,1]
toma los valores f(—1) = —1y f(1) = 3, como ademds la funcién es
continua por el teorema de Bolzano: 3¢ € [—1, 1] tal que f(c) = 0.

b) La derivada de la funcién f'(z) = 152'* + 1 > 0 para cualquier valor
de z, luego la funcién es siempre creciente, luego sélo puede cortar una
vez al eje OX, y por el apartado anterior este punto de corte tiene que
estar en el intervalo [—1,1].

Problema 6.1.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante,
2
x
en el que se corta la gréfica de la funcién f(x) = =Y la circunferencia
22 +y? =8.
b) (1 punto) Calcular el drea de la regién limitada por la recta que une
el origen y el punto P hallado en el apartado anterior, y el arco de la

T
curva y = 5 comprendido entre el origen y el punto P.
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Solucion:

a)

22 -2y =0
{x2+y2:8 :>ZU:E2

Como piden el punto del primer cuadrante la solucién negativa no vale
y el punto serd (2,2).

b) La recta que une el origen de coordenadas y el punto (2,2) es y = x.
Los puntos de corte son

2
m:%:aﬂf?az:():x:o, T =2
2
2z 4 2
S = — = dr=———| =-—2=—-
/( x) % 2] 3 3
. 2 2
A =|—= ~u?
rea ‘3‘ 3
¥
y=x

Problema 6.1.3 (3 puntos)
a) (2 punto) Discutir segin los valores del pardmetro \ el sistema
202+ 2y+ A= 1

z+ Ay— z= 1
dx+ 3y+ z= 2A
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b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compa-

tible.
Solucion:
a)
20 2 A| 1 5
A= I A =1 1], |A=-2X490-10=0= A\ =2, )\:5

4 3 112X

SiA#2yA\#32 = |A # 0= Rango(4) =Rango(4) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucion unica.

SiA=2:
4 2 211
A=11 2 -1]1
4 3 14
4 2
Como el menor 1 o =6 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado

=15 # 0 = Rango(A4) = 3

=~ =
W N N
N

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

. 5
SlA—i
5 2 5/2]|1
A=|1 5/2 -1]|1
4 3 1|5

Como el menor i)

§ ’ = 23 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado

! 55
1 :—?#OzRango(Z) =3
)

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.
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b) El sistema sélo es compatible cuando \ # 2 y A # % y |Al = —2)\2 +

9\ — 10. Aplicando la regla de Cramer:

12 A
1 A -1
oA 3 1 2 — 1
TT IO 0N —10  2a2—9a+ 10
224 1 A
1 1 -1
4 2x 1 6a> —2a—5
Y= 001 on—10 2¢2—9a+10
A 2 1
1A 1
4 3 23] 46— 1da+11
T IO F0A—10 2a2—9a+10

Problema 6.1.4 (3 puntos) Dados los puntos A(—1,1,1), B(1, -3,
C(1,0,3), hallar las coordenadas de un punto D perteneciente a la recta:

—1
r:xflziy =z
1

-1

de manera que el tetraedro ABC'D tenga un volumen igual a 2.

Solucion:

La ecuacion paramétrica de la recta es

=1+ X
y=1-—X\
z=1+A

DA+XA1-X\1+))

AB = (2,-4,-2), AC = (2,-1,2),

. L2Ex =
V = —|[AB, 4B, AB)| = | 2 4
6 6 5 1
1
A—5l=—
A=3l=3
1 11
AebH== = A= — D
5~ 5 —
9 9
— = — = — D
A—5 2:>)\ 2:> (
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6.2. Modelo 2005 - Opcién B

Problema 6.2.1 (2 puntos) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones,
en el que a es un pardmetro real:

—az+ 4y+ az= -—a
dx+ ay— az =
-r— Y+ z= 1

Se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema

b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a)
—a 4 al|—a
A= 4 a —al| a |, |Al=a>-16=0= a=+4
-1 -1 1 1

Sia # +4 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n° de
incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene so-
lucién tnica.

Sia=4:

Como el menor _j j = —32 # 0 = Rango(A4) = 2. Como el
menor
-4 4 —4
4 -4 4 |=-64+#0= Rango(A)=3
-1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:
4 4 4| 4
A= 4 -4 4|4
-1 -1 1 1
4 4
Como el menor A 4| = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el
menor
4 —4 4
—4 4 —4|=64%#0= Rango(A)=3
-1 1 1
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Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.
b) Cuando a = 1:

—z+ 4dy+ z= -1 -1 4 1] -1
do+ y— z= A= 4 1 —-1] 1
—r— y+ z= 1 -1 -1 1 1

Aplicando la regla de Cramer:

-1 4 1
1 1 -1
1 -1 1 2
xr = g
—15 3
-1 -1 1
4 1 -1
—1 1 1 2
v= ~15 ~ 5
—1 4 -1
4 1 1
-1 -1 1 19
z = = —_—
—-15 15

2 2 =2
A=1]2 2 =2
2 2 =2
a) (1 punto) Comprobar que
AP —24% =0
b) (1 punto) Hallar A™.
Solucioén:
a)
2 2 =2
Al=12 2 -2
2 2 =2
2 2 =2 2 2 =2 2 2 =2
A= 2 2 -2 2 2 -2 |=|22 -2
2 2 =2 2 2 =2 2 2 =2



11 -1
2111 -1 | =24
11 -1
11 -1 11 -1
A3=2311 1 -1 11 -1 |=

11 -1 11 —1
11 —1 11 —1
211 1 -1 1 1 -1 | =44
11 —1 1 1 —1

A3 — 242 =4A—4A =0
b) Am =2""14

Problema 6.2.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = In(1 + 2?), donde In
significa Logaritmo Neperiano.

a) (1 punto) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los intervalos de concavidad y convexidad.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de f.

c¢) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica
de f en sus puntos de inflexién.

Solucion:
a)

2x
1o — _ _
f(x)—l x2—0:>w—0

(—00,0) (0, 00)
f'(z) - +

f(z) | decreciente | creciente

Luego en el punto (0,0) tenemos un Minimo.

2(1 — 22)

f(x) = m

(o0, 1) [ (=1,1) | (1,00)
/(@) - + -

f(x) | convexa | céncava | convexa

Luego en los puntos (—1,In2) y (1,In2) hay dos puntos de Inflexién.

b) Representacién gréfica
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Convexa

Creciente
Decreciente Convexa

[pto de Inflexion(-1,1n2) Cdncava Pto de Inflexion(l,1n2)

(0,0)

X-prln2-1=0 x+y-1n2+1=0

c¢) La tangente en el punto (—1,1n2) es:
m=f(-1)=-1=—=y—-In2=-2+1= 2+y—1n2+1=0
La tangente en el punto (1,1n2) es:

m=f(l)=1l=—=y-ln2=r—-1= z—y+n2-1=0

—4  z-5
Problema 6.2.4 (3 puntos) Se considera la recta: r : g A

3 2
y la familia de rectas dependientes del parametro m:

o 3r—y=8—-12m
"l y—3z2=7-—3m

a) (2 puntos) Determinar el valor de m para el que las dos rectas r y s
se cortan.

b) (1 punto) Para el caso de m = 0, hallar la distancia entre las dos
rectas.

Solucion:

a)

T T
fw=23,2) [ a=(1,31) L o
r'{ P0,45)  *7\ Pu5-5m.7—3m,0) [rbe=(3=5m,3=3m. =5)
5—5m 3—-3m -5
Al=] 2 3 2 |=15(m—2)=0=—= m=2

1 3 1

Cuando m = 2 el Rango(A) = 2, y ademés el Rango( % g f ) =

2 = las dos rectas se cortan.
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b) Si m = 0 las dos rectas se cortan, ya que |A| # 0 y tenemos que

QTs} = (1737 1)
S
Ps(5,7,0)

‘u—>7’7u87p7‘j$| . ‘_30’
’ur X us’ V18

6.3. Junio 2005 - Opcién A

d(r,s) = =5V2

Problema 6.3.1 (2 puntos) Sea f(x) una funcién derivable en (0, 1) y con-
1

tinua en [0,1], tal que f(1) =0y / 2z f'(z)dzx = 1. Utilizar la férmula de
0

1
integracién por partes para hallar / f(z)dz
0
Solucién:

Hacemos v = 2z y dv = f'(z)der = du = 2dz y v = f(z). Aplicando
la férmula de integracién por partes

/udv:uv—/vdu
/1:Cf()dac—2:vf —2/f

/f _1-2f(x )} _1-2f() 1
0

2 2 D)

Problema 6.3.2 (2 puntos) Calcular un polinomio de tercer grado p(z) =
ax® + bx? + cx + d sabiendo que verifica:

» tiene un maximo relativoen z =1
» tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).

= se verifica que

Solucidn:
| ]

P (z)=3ax® +2bx+c=p'(1) =3a+2b+c=0

p'(z) =6ax +2b=p"(0)=2b=0=0b=0
p(0)=d=1
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1 1 4 p3 2 1
/p(m)da;:/(a:z:3+bx2+cx+d)da::g—ki%—g—i-dx _5
0 0 4 3 2 0 4
:>g+é+f+d—§
4 3 2 4

En conclusion, tenemos

5
%+§+1:Z:>a+2021, y 3a+c=0=

1 3 15 3

a 5 €= % p(z) 7 + 7 +

Problema 6.3.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones
(m—1)x+ y+ z= 3
mz+ (m—1)y+ 3z= 2m—1

T+ 2+ (m—2)z= 4

a) (1,5 punto) Discutirlo segun los distintos valores de m.
b) (1,5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

m—1 1 1 3
A= m m—1 3 2m — 1 —
1 2 m — 2 4

= |Al=m-2)(m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim# —1lym #2ym # 4 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n°

incognitas luego en este caso el sistema seria compatible determinado.

Si m = —1 tenemos
B -2 1 1 3 9 1
A= -1 =2 31-3 1, 1 9 =5#£0
1 2 -3 4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A4,
para ello cogemos el determinate

1 1 3
—2 3 —3|=5#0
2 -3 4
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Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompa-
tible.

Si m = 2 tenemos

w w

11
g 1| T A

111
A=|[21 3
120

4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

11
1 3 =440
2 0

=W W

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompa-
tible.

Si m = 4 tenemos

A=

)

— o W
N W =
N W
=g W

3 1
4 3’—57&0

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
que estd claro que es dos, ya que la tltima fila es la resta de las dos
anteriores.

Luego en este caso Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n° incégnitas=—> el
sistema, es compatible indeterminado.

b) Resolvemos este tiltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

x—g

5
v+ y+ z2=3 dr+  y= 3— N 9
dz+ 3y+ 3z2=7 dr+ 3y= T— 3z y=z-X

z=A

Problema 6.3.4 (3 puntos) Dado el punto P(1,3,—1), se pide:
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a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z)
cuya distancia a P sea igual a 3.

b) (2 puntos) Calcular los puntos de la recta

T = 3\
y= 1+ A
z= 1— 4\

cuya distancia a P es igual 3.

Solucion:

a) Se trata de la ecuacién de una esfera
(2—1)2+(y—32+(z+1)2 =9 = 2?2 +9>+ 22— 20— 6y+224+2=0
b) Sustituimos un punto genérico de la recta en la esfera y obtenemos
B2+ (A +N2+ (1 =402 =236N) -6(1+N)+2(1 -4\ +2=0—=
= 26A(A—-1)=0=X=1, A=0

Sustituyendo en la recta estos valores tendremos los puntos buscados:

Para A=0= (0,1,1) y para A\ = 1 = (3,2, -3).

6.4. Junio 2005 - Opcién B

Problema 6.4.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

z+ 2y+ 3z2=1
22+ y— z=2

b) (1 punto) Hallar dos constantes o y  de manera que al anadir al
sistema anterior una tercera ecuacion: bx + y + az = 3, el sistema
resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

a)

r=1+—
z4+ 2y+ 3z=1 . z+ 2y =1- 3z N 7
204+ y— z2=2 2t+ y =2+ =z y——gt

z=1t
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b) Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta tltima
ecuacién tiene que ser combinacion lineal de las dos anteriores, es decir,
si ponemos

12 3|1

2 1 -1]2

51 a«alp
samaujﬁJ)+m1L—Lm_waLaﬁ):¢{;;fgf?

a=-1,b=3—0a=-6, =5
Problema 6.4.2 (2 puntos) Hallar una matriz X tal que:

A"'XA=1B

. 3 1 1 -1
81endoA—<_2 _1>, B—<2 1)

Solucioén:

Primero resolvemos la ecuaciéon matricial:
A'XA=B=— XA=AB— X = ABA™!

Ahora calculamos A~1:

_ (Adjt(A)T 1 1
A~ = A] :<—2—3>

Efectuamos el producto

ceamet (3 ) (1) (L)
(22)

Problema 6.4.3 (3 puntos) Calcular los siguientes limites

a) (1,5 puntos)

lim (\/x2+:z— \/x2—az>

T—>r00

b) (1,5 puntos)

lim =z {arctan (e¥) — W}
T—>00 2

Solucion:

143



lim (\/x2+x—\/x2—x):[oo—oo]:

r—>00
(\/m2+x—\/x2—:v) (\/:U2—|—$—|—\/x2—x)
lim =
T—00 \/.Z'2+ZC+\/[I?2—$
2 2
(\/wQ + a:) — (\/332 — a;) 9
lim = lim =
T—00 \/IE2+$—|—\/$2—.T x—)oo\/x2_|_m+\/m2_x
2z
£ 2
lim z =—-=1

L {arctan (e") — ;r] =1[0-00] = im 1z

e’ 2 x
, Tte2= ) —x°e 00 3 —2xe
lim = lim =
T—00 — = z—00 ] + €2r
X

_ _ 2 _9 _ _
I M:[OO]: I 2293:[00}: m —2 _ 0

T—>00 2e%

xr—1 y—1 =z-1 z+1 y—2 =z
: S = =
2 3 4 1 -1 2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacion de la recta ¢ que corta a las dos y es
perpendicular a ambas.

b) (1,5 puntos) Calcular la minima distancia entre 7 y s.

Solucion:

2)

]
U= X up=| 2
1

Para la construccién de la recta podemos poner uf = (2,0, —1), ya que
el médulo de este vector no influye.
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Construimos la recta como interseccién de dos planos:

TR ( ) m ] s =(1,-1,2)
P( 1 ) Ps(_17270)
2 2 -1
m:{3 0 y—1|=0=3z—-10y+62+1=0
4 -1 z-1
1 2 z+1
mo | —1 0 y—2 |=0=2+5y+22—-9=0
2 -1 z

L 3e— 10yt 6z41=0
1 x4+ By+ 2:-9=0

b)
-2 1 -1
[PE.m.m]|=I| 2 3 4|/=|-15
1 -1 2
PP, @, @] =15 3v5

d=

Iur xuyl 102+ 52 5
PP, =(-1,2,0)— (1,1,1) = (-2,1,-1)

6.5. Septiembre 2005 - Opcién A

Problema 6.5.1 (2 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro real
A la posicion relativa de los planos

mM:T+2z=A

mpidr + (AN =2)y+ (A+2)z=X1+2
3 2A+ Dz — (A +6)z = —X\

Solucion:
x4+ z = A
dz+ A—=2)y+ (A+2)z= A+2
2\ + 1)z— A+6)z= =\
La matriz asociada a este sistema sera
1 0 1 A
A= 4 A—2 A+2 | A+2

20+1) 0 —(A+6)| —A
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1 0 1
8
|A| = 4 A—2  A+42 =2-NBA8) =0= A=2, )\:—g
2(0+1) 0 —(A+6)
SiA£2y \N# —% — |A| # 0 = el sistema es compatible determinado,
el sistema tiene, por tanto, solucion tnica y los tres planos se cortan en un
punto.

Si A = 2 tenemos

10 112 1 1 2
A= 40 4|4 |=|4 4 4 |=-56
6 0 —8|—2 6 —8 —2

El sistema es incompatible, y si comparamos plano a plano tenemos
1_1_,2

1° 117& 7 = m y 2 paralelos

¢ #* 7 =—> m y 73 se cortan

§ # —g = T2 y m3 se cortan

Si\= —% el sistema es incompatible, ya que Rango(A) = 3, ahora vamos a
comparar plano a plano en el sistema de la matriz asociada
1 0 1 -8/3
A= 4 —-14/3 -2/3 | —=2/3
-10/3 0 —-10/3 | 8/3

1 0
17 1473 = T1 Y T2 se cortan

1
~10/3 —

4 —14/3
~10/3 # —5— = T2 y T3 se cortan

—8/3
—1%)/3 - 3 /é = m1 y w3 son paralelos

Problema 6.5.2 (2 puntos) Se consideran las rectas

rod TTY =3 o T— z=4
"l z+ y —z=0" N 22—y =7
a) (1 punto) Hallar la recta t, perpendicular a r y a s, que pasa por el

origen.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta
s con la recta t obtenida en el apartado anterior.

Solucion:
r u—>’r‘ == (17 172) s 'LL_>5 = <_17 27 1)
P,(0,—3,-3) P,(0,—7,—4)
i j k i 5k
=1 -1 0|=(1,1,2), w=|1 0 —1]|=(-1,-2,-1)
11 -1 2 -1 0
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u=| 1 1 2|=(,-1,-1)
-1 -2 -1

¢ Ug = (37 _17 _1) — v i iA

P;(0,0,0) S

b) Sustituimos ¢ en s y tenemos:

A+ A =4 -
{6)\+)\:7 —A=1

El punto de corte sera (3,—1,—1).

Problema 6.5.3 (3 puntos) Dadas las matrices

(i) ()

a) (1 punto) Hallar dos constantes a y 3 tales que A% = oA + SI.

b) (1 punto) Calcular A® utilizando la expresién obtenida en el apartado
anterior.

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices X que satisfacen (A—X)(A+X) =
A% — X2

Solucion:
a)
A‘<01 caAFBI={ T g

a+ =1 - -
{2@—4 = a=2, f=-1

b)
AP = A?A%A = (2A—1)?A = (4A2+ 1> —4ADA = (4A% —4A+1)A =
4(2A —1)A —4A2 + A=8A% —4TA —4(2A - 1)+ A=

1 10

0 1

8(2A—1)—4A—8A+41+A = 5A—41 =5 ( (1) f >_4< é ‘1) ) _ (
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c)
(A-X)A+X)=A? - X?—= A2 L AX - XA+ X?=4%-X?
— AX - XA=0= AX =XA
Seran todas aquellas matrices X que cumplan AX = X A.
+2c=a= c=0

a
1 2 | a b\ (a b ‘ 1 2 N b+2d=2a+b= a=d
0 1 c d] \c d 0 1 c=c

Seran las matrices A de la forma
a b
L 1 :
Problema 6.5.4 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = — se pide:
x

a) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el
punto (a, f(a)) para a >0

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte de las recta tangente hallada en
el apartado anterior con los ejes coordenados.

¢) (1 punto) Hallar el valor de a > 0 que hace que las distancias entre los
dos puntos hallados en el apartado anterior sea minima.

Solucion:

2)

La recta tangente es

1 1
y—a——ﬁ(x—a)

b) Haciendo y = 0 = A(2a,0) y haciendo z =0 = B (0 2).

'a
c)

d(a) = |/ (2a)? + <2>2 = %m

a
2a* — 2
a’va*+1
Como a > 0 = a = 1 En el intervalo (—1,1) la d’ es negativa y en

el (1,+00) es positiva, luego pasa de decrecer a crecer en a = 1y, por
tanto, es un minimo.

d'(a) = =0= a=1, a=-1
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6.6. Septiembre 2005 - Opcién B

2

Problema 6.6.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = In 1
x —_—

nifica logaritmo neperiano, definida para x > 1, hallar un punto (a, f(a)) tal
que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.

donde In sig-

Solucién: 5 1 5
/ L —
= — — = = = 2
z) r z—1 z(x-1) V=

4
f(2) :lni =In4d=2In2= (4,2In2)

Problema 6.6.2 (2 puntos) Se considera la funcién
el‘

o) =5y
a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales de la funcién f(x).

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a tal que:
a 1

dx = —

/0 fl@)dz = 7

Solucién:
a)
er(1—e")
f@) =g
(1+e7)
En el intervalo (—o00,0) = f/(z) > 0 = la funcién es creciente en
este intervalo.

=0=z=0

En el intervalo (0,400) = f’(z) < 0 = la funcién es decrecien-
te en este intervalo.

Luego en el punto (0, f(0)) = (0,1/4) la funcién presenta un maxi-
mo.

/aexd _ 1
o 1+en2™ ™1

e 1 t—1 1
_C  r= [ —dt= = — C
/(1+e$)2 . /t2 1T T 1xe
/a et d 1 ]a 1 +1 1:>
——dr = — = — o=
0o (1+e%)? 1+e%]g l1+e* 2 4
1 1
:7:>1+6a:4:>€a:3:>a:1n3
14+er 4
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Problema 6.6.3 (3 puntos) Se considera la familia de planos:
mx 4+ (m—=2)y+3m+1)z+(m+1)=0
siendo m un parametro real.
Se pide:
a) (1 punto) Determinar la recta comin a todos los planos de la familia.

b) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que pasa por el punto
P(1,1,0).

¢) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que es paralelo a la recta:

r— 224+ 1=0
- y+ =2+ 1=0

Solucion:

a) Basta dar dos valores a m que sean distintos:

m=0— - 2y +3z+1= 0
m=—-1= —-z— 3y = 0
La interseccién de estos dos planos seria la recta pedida, que en forma
parametrica
i j k z=—6+9A
= 0 -2 3|=(9,-3,-2), P.(-6,2,1)=17:{ y=2-3)\
-1 -3 0 z=1-2\

b) Sustituyendo este punto en la familia tenemos

1

El plano buscado serd

1 1 1 1
33:—1—(3 —2)y+3(3+1>z+(3+1> =0=z-5y+122+4=0

. J k
=1 0 —2|=(-2,-1,-1)
r -1 1
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Los vectores (m,m —2,3m+3) y (—2,—1, —1) tienen que ser perpen-
diculares, luego su producto escalar tiene que ser cero

1
—2m—m—i—2—3m—3:O:>m:_6

Sustituyendo
1 1 1 1
—6x+<—6 - 2) y+3 (_6 + 1) z—|—<—6 + 1) =0= 2+13y—152—-5=0

Problema 6.6.4 (3 puntos) Dadas las matrices

0k ¢ 1 k t
A=10 0 k B=]10 1 k
0 0 0 0 01

a) (1 punto) Hallar A'Y.
b) (1 puntos) Hallar la matriz inversa de B.

¢) (1 punto) En el caso particular de k = 0, hallar B°.

Solucién:
a)
0 k t 0 k t 0 0 k2
A2=A.- A= 0 0 k 00 k|=|00 0
00 0 0 0 0 00 0
0 0 k2 0 k t 0 00
A3=A4%2.4=10 0 0 00k |=|000
00 0 00 0 0 0 0
00 0
AV=43.AT=] 0 0 0
00 0
b)
0 —k k-t
B'l'=0 1 —k
0 0 1



= O

o - O

— O O

B3

= O

o —H O

— o O

B2

= O

o - O

— O O

= O
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Capitulo 7

Ano 2006

7.1. Modelo 2006 - Opcién A

Problema 7.1.1 (2 puntos) Un punto de luz situado en P(0, 1, 1) proyecta
la sombra de la recta:

rT=9y=—z2

sobre el plano 7 : x — 2z = 0.

Calcular las coordenadas del punto de esta proyeccién que pertenece al plano
z=1.

Solucion:

P(8,1,1) foco de Lug

= B e x=y7/

Sombre de la rect



El plano que contiene a P y a r sera:

m Prﬁ:((),l,l) = 7 : 11 y|=0=m:2xr—y+2=0
P,(0,0,0) 11

La proyeccién de r serd la interseccion de los planos m; y 7

T =\

S:{Q:chrz—O = 5:4 y =3\
r—2=0

Z2=A\

El corte con el plano z =1serd z=A=1=2zx=1, y=3 = (1,3,1)

Problema 7.1.2 (2 puntos) Se consideran las rectas:

x y—6 z-95 T=3+A
ri—-=>—= s:8 y=—443X\
1 1 2
z=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto P(2, —1, 1) y cuyo vector
director es perpendicular a lo vectores directores de las dos rectas anteriores.

L [m=a
"1 £(0,6,

Solucion:
12 [ @=(1,3,0)
5) 1 Ps(3,-4,0)

1 j k
u=u xu=1]1 1 2|=(-6,2,2)=2(-3,1,1)
1 30
fa=sy ] rTE
t: = t:q y=—1+2A
3(27_171) Z:1+)\

Problema 7.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

2¢+ 3y— z= k
T+ 2y+ 3z = 2
kx+ ky— 4z= -1

a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:
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2 3 —1| k
A=|12 3| 2|, |A=4k—-4=0= k=1
k k —4| -1

Si k #1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégni-
tas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene solucién

Unica.
Si k=1
2 3 -1 0
A=1|1 2 3 2
00 —4|-1
2 3
Como el menor L 9| = 1 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado se

observa que la cuarta fila es la diferencia entre la primera y la segunda,

luego el Rango(A) = 2, en conclusién: Rango(A) =Rango(A4) =2 < n°
de incégnitas y en este caso el sistema es compatible indeterminado,
tiene infinitas soluciones.

b)
224+ 3y— z2z= 1 T =4+ 1A
=4 y=3-T7A
x4+ 2y+ 3z= 2 L=\

Problema 7.1.4 (3 puntos) Dada la funcién:

—4x

f(x):m

a) (2 puntos) Hallar sus méximos y minimos locales y/o globales.

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a > 0 para el cual es:

’ f(z)dr = -1
0

Solucion:

a)

'(x) = = =4y/- =+
fi(z) (15 22)8 0= =z 3
a2 —) | (59 | (F.00)
T + — =+
f(x) | creciente | decreciente | creciente
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Maximo(-0|577,1,299)

b
J\\ X
\ﬁ
\
%

Minimo(0.577,-1,299)

V3 38

L 1 to | —
uego en el punto 54

<\/§ 3v/3

— —) tenemos un Minimo.

) tenemos un Méaximo y en el punto

37 4
b)

R 1 a _ (1+22)71 ¢

—— dr=-2 22(142*)%dz = —2-— —
/0(1—1—902)2 x /0 x(1+2*) " “de — i
2 1 2

= —2=—-1=—=a==1, comoa>0=— a=1

1+.’E20 1+CL2

7.2. Modelo 2006 - Opcién B

Problema 7.2.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar el punto P en el que se cortan las graficas de las

funciones: 5
fl@)== g@)=+Va®-3

x
b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a
cada una de las curvas anteriores y demostrar que son perpendiculares.

Solucion:

a)
2
flx)=g(x) = =-=Va? -3 = =42
x
La solucién negativa no vale, luego x = 2 es el tinico punto comun.
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b) Tangente a f(z):

fla)=—2=m=f@)=—3, yi@)=1= y-1=—_ (@)

Tangente a g(x):

@)= === m'=¢2)=-2, y9(2)=1= y-1=2(z-2)
1 .

Como m = —— = las dos rectas son perpendiculares.
m

Problema 7.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién:

1
24 sinx —cosx

()

Se pide:

a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales en el intervalo
[_77’71-]

b) (1 punto) Comprobar la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—, 7]
tal que f”(¢) = 0. (Sugerencia: utilizar el teorema de Rolle). Demostrar
que en ¢ hay un punto de inflexién.

Solucion:
a)

cosx +sinx . .
f/($):_(2+ - )2:0:> cosz+sinz =0 = sinx = —cosx
sinx — cosw

:tanx:—l:x:%—kﬂm, xz%—i—le

El denominador de f’(z) es siempre positivo y no se anula nunca.

0.5 [ | (0
Fe | - ¥ -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

3
Luego en el punto x = Zﬂ + 2km tenemos un Minimo y en el punto
i

T T + 2k7 tenemos un Méaximo.
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Maxime

//v M

+

b) Como f”(z) es una funcién continua y derivable en el intervalo [—m, 7]
y ademds f'(r) = f'(—m) = 1/9 por el teorema de Rolle existe un
punto ¢ € [—m, 7] en el que f”(c) = 0.

Como el punto ¢ anula la segunda derivada y en él la funcién es con-
tinua tiene que tratarse de un punto de inflexién.

Problema 7.2.3 (3 puntos) Dadas las rectas:

x+1 y+2 z+3 T y+1 z2-2
T3 T T 1 AT T T2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo
a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia de s al plano anterior.

Solucion:

a)

T 7 — (— _
T:{PT_(?,,LQ S:{us—(l,l, 2)

(—1,—2,—3) Ps(0,-1,2)
3 -1 z+1
|1 1 y+2 |=0= 32—-5y—42—-19=0
1 2 z+3

C3-0-5-(-1)—4-2-19] 11v2

d(P,,
(Po, ) JO+ 251 16 5
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Problema 7.2.4 (3 puntos) Se consideran las matrices:

2 2 -1 1 00
A= -1 -1 1 I=(010
-1 -2 2 0 01

Se pide:

a) (1,5 punto) Hallar (A — I)2.

b) (1,5 punto) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.

Solucién:
a)
1 2 -1 1 2 -1 000
(A-I?*=| -1 -2 1 -1 -2 1 |=]1000
-1 -2 1 -1 -2 1 000

b) (A-I1)2=A4%2-2A4+1=0= A2=24-1

At = (A?)2 =4A% —4A+ T =402A 1) —4A+ T =4A—3I

2 2 -1 100 5 8 —4
At =4 -1 =1 1 |=-3]l 010 |=| -4 -7 4
-1 -2 2 00 1 -4 -8 5

7.3. Junio 2006 - Opcién A
Problema 7.3.1 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo

x+ ky —z=0
kx— y +2=0
(k+1Dz+ gy =0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x =y = z = 0.
Resolverlo en tales casos.

Solucion:

k
A= k -1 1 |=A=k-k-2=0=Fk=—1, k=2

Sik # -1y k # 2= |A| # 0 el sistema es compatible determinado
r=y=2z=0.
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Sik=2= SCI

_1
r+2y—2=0 e 35)\
3z4y=0 y=5A
y z=A
Sik=—-1= SCI
{x—y—z:O z=X
4 z2=A

Problema 7.3.2 (2 puntos) Dada la matriz A = ( (1) ? ) encontrar todas

a b
tales que AP = PA.

) (ea)=(a) ()

at+2c=a=—=c¢c=0
(a—i—?c b+2d> <a 2a+b> b+2d=2a+b=a=d
c d = —

c=c
a b

d=2c+d=—=c=0
Problema 7.3.3 (3 puntos) Se pide:

las matrices

Solucion:

2
a) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién f(x) = wl indicando su
x

dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

2n

b) (1 punto) Demostrar que la funcién a,, = es mondtona creciente.

¢) (1 punto) Calcular lim n*(a,11 — an)

n—-~aoQ

Solucion:

a) = Domf=R-{-1}.
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= Asintotas:

a) Verticales: z = —1
lim 2 = [_2] = +00
z—-1- T+ 1 0-
2z -2
i oy =[] =
b) Horizontales: y = 2
2z

lim =2
z—oo 4+ 1

¢) Oblicuas: No hay al haber horizontales.

= Monotonia:

f(z) = _z > () = siempre creciente
(x+1)2

Luego no hay ni maximos ni minimos.

= Representacion grafica:

x=-1

crecients

y=2

crecisnts

b) Si tenemos en cuenta que una sucesién es una funcién cuyo dominio
es el conjunto de los niimeros naturales excluido el cero, y si tenemos

2n
en cuenta que la funcién a, = f(n) = T hemos demostrado en el
n

apartado anterior que es creciente en R —{—1}, con mayor razén lo es
en el conjunto N — {0}.

Otra manera de demostrarlo:
2n + 2 2n 2

nt1 = fn =" n+1:(n+1)(n+2)

luego la sucesién es creciente.

>0
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i 9 _ K 2n? -
A o o) = 0 S e T

Problema 7.3.4 (3 puntos) Sean las rectas:
z+1 y-—2 z z—2 y+1 2z+2
T = ——=— = =

—2 2 —4 3 1 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta ¢t que pasa por el origen y
corta a las dos rectas anteriores.

b) (1,5 puntos) Hallar la recta perpendicular comun a las rectas r y s.

Solucién:
r- 'U,—>7~:(—2,27—4) g : u—>8:(37171)
"1 P(-1,2,0) O Ps(2,-1,-2)
a) OP, = (~1,2,0), OF, = (2,1, -2)
OP, OF, _
TR Uy To 1] UL t:{wl
P, P, 2
-1 -2 z+41 2 3 -2
m 2 2 y—-2|=0, m:| -1 1 y+1|=0
0 —4 z -2 1 z+2
) 4 +2y—2=0
"l x—8y+52=0
b)
v j k
W, =urxup=| -2 2 —4|=2(3,-5,-4)
3 1 1
af, j, -
m u; o u} t{ !
P, P, "
3 -2 z+1 3 3 z—2
m | =5 2 y—2|=0, m:| -5 1 y+1|=0
—4 —4 z —4 1 z+2

) Tx+5y—2—-3=0
T+ 15y — 182 —23 =0
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7.4. Junio 2006 - Opcién B

Problema 7.4.1 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por el origen de coor-
denadas O y tiene como vector director ¥ = (4,3,1). Hallar un punto P
contenido en dicha recta, tal que si se llama @) a su proyeccién sobre el plano
7wz =0, el triangulo OPQ tenga &area 1.

Solucion:

Wﬂ?ccilﬁln des

T
PT(voaO) Z:)\

Un punto de esta recta serd: P(4\, 3\, \), y su proyeccién sobre el plano
z = 0 serd el punto P(4\,3X,0).

Los vectores OP y @ forman el tridngulo OPQ), para calcular el area
calculamos el producto vectorial de estos dos vectores

i gk
OPx 00 =| 4\ 3\ X |=(=3)2,4)2,0)
AN 3\ 0
1 1 A2 2
S:Q\Wx@]:2\/9A4+16A4:2:1:>/\:i\/;
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Problema 7.4.2 (2 puntos) Determinar la posicién relativa de las rectas:

T

r+4 y-7 =z S.{x+2y—5z—5:()

_3 4 1 2 +y+2:—4=0
Solucién:
7 — 7 —
ur = (—3,4,1) us = (3,—4,-1) PP _ (5 _
" { Py(~4,7,0) *1) Pi(1,2,0) FrFs = (5,-5,0)
5 =5 0
|Al=| -3 4 1 |=0= Rango(4) =2
3 —4 -1

5 =5 0
Rango(3 4 1)-2

Luego las rectas son paralelas.

Problema 7.4.3 (3 puntos) Dada la matriz:

2 1 —a
M = 20 1 -1
2 a 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segin los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha matriz inversa para a = 2.

Solucion:

a)
M| = —2a(a®>* 1) =0= a=0, a=1, a=—1

Sia#0,a#1ya# —1 entonces |M| # 0 = Rango(M) = 3.

Sia=0
2 1 0 9 1
M=|01 -1/, =2+# 0= Rango(M) =2
0 1
20 1
Sia=1
2 1 -1 9 1
M=|21 -1/, =4 # 0= Rango(M) =2
2 1 1 2 1




1
M=| -2 1 -1 |, 2 1 =4# 0= Rango(M) =2
2 1 1 -2 1

b) M es inversible para cualquier valor de a distinto de 0, 1y —1.

Sia=2
2 1 -2 —1/4 5/12 —1/12
M=|41 -1 |=M"'= 1/2 —1/2 1/2
2 2 1 -1/2  1/6  1/6

Problema 7.4.4 (3 puntos) Se pide:

a) (1,5 punto) Estudiar y representar gréficamente la funcién:
1
= e

b) (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la
grafica de la funcién anterior y las rectas y = 1, x = 5/2.

Solucion:

a) a) = Domf = R— {2}, Punto de corte en (0,1/2).
= Asintotas:
1) Verticales: z = 2

T—27 (33‘ - 2) 0+
If ! ! +
1mn = = 400
z—2t ($ — 2)2 0+
2) Horizontales: y = 2
1
lim =0

3) Oblicuas: No hay al haber horizontales.
= Monotonia:

 (z-2)

Luego no hay ni maximos ni minimos.

(—0,2) | (2,00)
f'(x) - +

f(z) | decrece | crece




crece \ decréce
// \

__fff// / g

=0

A
//

1

— —=l=az=1, z=3
(:[;—2)2 X , L

Como la recta z = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serdn desde x =1 a x = 5/2

c)

1

(;1;—2)2 T , T

Como la recta x = 5/2 corta a las graficas entre estos dos puntos, los
limites de integracién serén desde x =1 a x =5/2

3 1 1 3 1
= —— = — — S
S 5/2((1‘—2)2 >d:L‘ x—2 . 5/2 2
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7.5. Septiembre 2006 - Opcién A

2 dx
Probl 7.5.1 (2 tos) Calcul / —_
roblema (2 puntos) Calcular . P ior
Solucion:
1 _A+ B A(x+2)+Bx
242 x r+2 2 4 22

1=A(x+2)+ Bz
siz=0 1=2A= A=1/2
sizx=-2 1=-2B=— B=-1/2

/ dzx 1/1d 1 1 | T
2+2x 2J) = 2) z+2 z+ 2

/2 dz 3
B Y
1 22422 2

Problema 7.5.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcién

3x+2 si z <0
f(x) =14 22 +2acosx si 0<wz<m
ax®+b si r>T

sea continua en todo valor de x.

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(x) para todos los valores a y
b obtenidos en el apartado anterior.

Solucién:
a) Continua en x =0

lim f(z)= lim 3z +2) =2
z—0~ z—0
— a=1
lf = lim (2% +2 =2
lm f(z) xino(x +2acosx) = 2a
Continua en x =7

lim  f(z) = lim (2% + 2acosz) = 7% — 2a = 7° — 2
T—T T—m

lim f(z) = xh’_r)nﬂ(axz +b)=ar* +b=nm"+b

z—mt

3z 42 si z <0
f(x)=1¢ 22 +2cosz si 0<z<m
2 —2 si T >
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3 si <0
fl(x)=1¢ 2z —2sinz si 0<z<m

2z si >
f(07)=3

= No es derivable en z =0

f(0r)=0
f(m7)=2x

=—> Es derivableen z =7
f(rt) = 2n

Problema 7.5.3 (3 puntos) Dadas las matrices A = ( _2 _:1)) ), I =

(o 7)

a) (1 punto) Comprobar que |A?| = |A|?, y que |A+ I| = |A| + ||

b) (0,5 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede ase-
gurar que se cumple |M?| = |M|??. Razonar la respuesta.

c¢) (1,5 puntos) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2,

tales que:
[M + 1] = [M]| + |1]

Solucion:

a)
o | 3 1Y [ 3 1\|_|to]_
o | 3 1 31
A —|_8 _3| |_8 _3|_( 1)(-1) =1
Luego |A?| = |A|%
4 1
\A—&-I\—‘_g 5 =0

Al +|I|=-1+1=0= |A+ 1| = |A| + ||
b) Si podemos asegurar que |M?| = |M|?:
|M?| = |M - M| = M| |M| =M
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=

a
C

b
d ‘ad—cb, |[I| =1

a+1 b

M +1] = d+1

>:(a—|—1)(d—|—1)—cd

(a+1)(d+1)—cd=ad—cb= a=—d

M= ( a b )
c —a
Problema 7.5.4 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1).

Se pide:

a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z)
que equidistan de A y B.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuacién que verifican los puntos X (x, y, 2)
cuya distancia a A es igual a la distancia de A a B.

c¢) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada
por los puntos C(z,y, z) del plano x 4+ y + z = 3 tales que el tridngulo
ABC es rectdngulo con el angulo recto en el vértice A.

Solucion:

a) d(A, X)=d(B,X)

Va2+—12+422= /e — 12+ 92+ (e - 1)?
20 —2y+22—-1=0
Se trata de un plano que se llama mediador.

b) d(A, B) = d(A, X)

\/:c2+(y—1)2+22:\/§

Pyt —2y—2=0

Se trata de una esfera

c) /ﬁ AB = 0 como C' es un punto del plano = + y 4+ z = 3 tendra de
coordenadas C'(3 — pu — A, u, A). Luego:

AC = (3—p— M\ A) — (0,1,0) = (3 — po— A\ pu— 1, \)
B—p—Ap—1,0)-(1,-1,)=3—-p—-A—p+1+A=0=pu=2
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Luego los puntos de ese plano con la condicién de perpendicularidad
con el vector AB seran:

r=1—-X\
y=2
z2=A
Se trata de una recta.
A B

7.6. Septiembre 2006 - Opcién B
Problema 7.6.1 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

z+ y— 3z2=0
2z4+ 3y— z2=05

b) (1 punto) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los
valores correspondientes a cada una de las tres incognitas sea igual a
4.

Solucion:

a)

_ T = —5+8A
z+ y— 3z=0 ) y=5-5)
22+ 3y— z2z=5 2
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b) —54+8A+5—BA+A=4= A=1.

x=3, y=0, z=1

Problema 7.6.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar todas las matrices A = ( g Z > distintas de ( 8 8 )

tales que A2 = A

b) (1 punto) Para cualquiera de las matrices A obtenidas en el apartado
1.), calcular

M=A+A24+A43+...4 49
Solucidn:

2)

2 2
2 4 4_[a a a a)\ [(a a*+ab\ [ a a
A_AA_<0 b><0 b>_<0 b2>_<0 b)
a’=a ala—1)=0= a=0, a=1
a?+ab=a ={ ala+b—-1)=0 =
=0 bb—1)=0=b=0, b=1

a=0, b=1 {00 (11
{azl,b:O:>A_<0 1)"4_(0 0)
b) A2 = A; A3 = A?A = AA = A; A" = ABA = AA = A... A0 = 4
Luego:

Problema 7.6.3 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = ze?®, se pide:

a) (1,5 puntos) Dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos,
intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grafica
de f(z) entre —1 <z < 1.

Solucion:
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a) Dom(f) =R
Asintotas:

s Verticales: No hay

s Horizontales:

lim ze*® =

00
Tr—>00
. 2z . —2t — y —1
lim 2ze™ = lim (—te )= |—| = lim —— =0
T—>—00 t—s 00 00 t—ro0 —2e2t

Luego cuando la x — —oo hay una asintota y = 0

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Monotonia:

1
fl(x) =e*® +22e* =e* (14 22) =0 = z = D)

(=00, —=1/2) | (=1/2,0)
f'() - +

f(x) decrece crece

La funcién es creciente en el intervalo: (—1/2,00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, —1/2)

Como en el punto (—1/2,—1/(2e)) la funcién pasa de decrecer a crecer
estamos ante un minimo.

Curvatura:
f'(x) =4e*(z+1)=0= 2= —1

(=00, —1) | (-1, 00)
f"(x) - +

f(x) | convexa | concava

Como en el punto (—1,—1/(e?)) la funcién pasa de convexa a céncava
estamos ante un punto de inflexién.

) 0
Areaq = ‘/ ze?® dz| +
1

1
/ xe®® dx
0
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convexa decrecieate
ereciente
Pto Inflexion

concaval +

Minimo

La integral / ze*® dx se resuelve por partes, llamamos:

1
u=xr = du:dacydv:e%dx:vzie%.

| 2z — 1
/xegfcdaz:xz ~3 e%dw:e2x<x4 ):F(:E)

3e2-1
4

Area = |F(0)—F(=1)|+|F(1)=F(0)| = + = 2,245762562

624—1‘

Problema 7.6.4 (3 puntos) Un plano 7 corta a los ejes de coordenadas en
los puntos A(1,0,0), B(0,X,0) y C(0,0,4). Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del
tetraedro OABC' (donde O es el origen), sea 2.

b) (1,5 puntos) Para el valor de A obtenido en el apartado 1.), calcular la
longitud de la altura del tetraedro OABC' correspondiente al vértice

0.
Solucidn:
a)
O4 = (1,0,0) Lo 04 .
OB = (0,,0) = V=c]|0 X 0]]=c-4\=2=
OC = (0,0, 4) 1 00
%:2:)\—3



AC = (~1,0,4) 1 -1 z-1
AB=(-1,30) =7:| 0 3 y |=0=
A(1,0,0) 4 0 =z
m:122+4y+32—-12=0
0+0+0—12[ 12
40, m) = 10 L0+ 012

JiZr 232 13"

Otra forma de resolver el problema seria:

1 J k
—12,—4,-3 13
Shase = ‘ -1 0 4 |:‘( 9 )|:2
-1 3 0
1 1 13 12
V = ~Spuse - b 9=-.2"2.p h=-2
g base 1= p T T
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Capitulo 8

Ano 2007

8.1. Modelo 2007 - Opcién A

z—y=0
rz+2y+3z=
punto P(1,1,1). Dado el punto Q(0,0,0) de r, hallar todos los puntos A
contenidos en r tales que el tridngulo de vértices A, P y Q tenga area 1.

Problema 8.1.1 (2 puntos) Se considera la recta R el

Solucion:

Un punto A(x,y, z) de la recta serfa

A
A = AN -N)
)\

IS SO
I

QA=A —-)\), OP=(11,1)
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1| Pk 1
S=21[ A A —A||=2]2)—2)00) = V22 =1
2 2
11 1
2 2 V2 V2 2 V2 V2
s 4 (.5 ) (L)

Problema 8.1.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién general de un plano 7; que contiene

a la recta
r=1+ A\
r:g y=-142X
z= A\

y es perpendicular al plano m : 2z +y — 2z = 2.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuaciones paramétricas de la recta inter-
seccion de los planos w1 y mo.

Solucion:
a)
=
ur = (1,2,1) — _ _
T {Pr(,—l,o) Umy = (2,1,—1)
ur = (1,2,1) 1 2 z-1
m Uy = (2,1,-1) = |2 1 y+1|=0= o—y+2z-2=0
P.(1,-1,0) 1 -1 =z
b)
4
=z
r—y+2—2=0 3,
9 y=—-5+A
{2x—i—y z—2=0 L\

Problema 8.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:
+ ky+ kz= 1
r+ ky— kz= k?
—z+ ky— k?z= k?
a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.

b) (1 punto) Resolverlo para k = —1.

Solucion:

176



1 K K21
A= 1k —k|E |, |A=2*(k+])=0= k=0, k=—1
-1 k —k*|K?

Sik#0y k # —-1= |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sik=0:
1 0 01
A= 1 0 00
-1 0 00
El Rango(A) = 1, dado que las tres filas son iguales. Sin embar-
go el menor 1 (1) = —1 # 0 = Rango(A) = 2. Por tanto,
Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene Solucién).
Sik=-1:
1 -1 111
A= 1 -1 1|1
-1 -1 —-1]1

La matriz tiene dos primeras filas iguales, luego Rango(A) =Rango(A) <
n° incégnitas=—> Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas Solu-

ciones).
b)
z— y+ z= 1 e
e y:—
—zr— y— z= 1 Y

Problema 8.1.4 (% puntos)

a) (1 puntos) Si f es una funcién continua, obtener F’(x) siendo
Py = [ (70 + ¢+ ) dt
0

b) (2 punto) Si f(1) =1y ademads fol f(t)dt = 1, hallar la ecuacién de la
recta tangente a la grafica de F'(x) en el punto (1, F(1)).

Solucion:
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a) Por el teorema fundamental del cdlculo sabemos que si f es una funcién
continua si

Fa) = [ f)dt = F'@)= f(2)

Luego F'(z) = f(z) + 2% + 2*

b)
m:F’(l):f(1)+2:3
1 1 1 1 B 4l
F(1)=/ (f(t)+t2+t3)dt=/ f(t)dt+/ tht+/ Bt =1+ — + —

0 0 0 0 3 4 0

—1+1+1_B

N 3 4 4

1
y—19:3(x—1)

8.2. Modelo 2007 - Opcién B
Problema 8.2.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 622 — 23, se pide:

a) (1 punto) Hallar un valor a > 0 tal que la recta tangente a la gréfica
de f en el punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15z.

b) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por la gréfica
de f y la parte positiva del eje OX.

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente es m = f’(a) = —15
fl(x) =122-32> = m = f'(a) = 120-3a* = —15= a =5, a=—1

Como a > 0 = la solucién buscada es a = 5 y, por tanto, como
f(5) =25 = (5,25) es el punto buscado.

b) Los puntos de corte con el eje OX son

622 — 23 =0 = r=0, =6

6 #4718
S:/ (6x2x3)dx:2x34] =108 u?
0
0

Problema 8.2.2 (2 puntos) Obtener el valor de k sabiendo que

kx+5
lim (x + 3) — 2

T—00 T
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Solucion:

kx+5
lfm <x+3> =[1%] = &

T—>00 T

A= lim (kz+5) <$+3—1> = 3k

T—>00 T

2
Luego 3k =2 = k:§.

Problema 8.2.3 (% puntos) Se consideran el punto P(1,0,1) y la recta:

r—1 y 2z41
T ==
1 2 -1

y el plano 7 : x + y + z = 0. Se pide:

a) (1,5 puntos) Obtener un punto P’, simétrico de P respecto del plano
.

b) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta s que contiene al punto
P, corta a la recta r y es paralela al plano 7.

Solucion:

a) Seria el siguiente dibujo Calculamos primero el punto P” corte de la

1ALeD

/ W

™

F . be)

recta t y el plano 7, donde ¢ es una recta perpedicular a 7w y que pasa

por P.
t: @:(17171) £ xii\—i_/\
’ Pt(laovl) . v
z=14+X



Sustituyendo este punto en el plano obtenemos el corte

2 1 21
T+A+A+1 )\:O:>)\:_:>P”<_)
FAFAFLH - RN

P es el punto medio entre P y P’
a=—

(1 2 1)_<1+ab 1+c):> b
333/ \ 2’2 2 c:

1 4 1
— P (-2, -2 =
<3’ 3’ 3)

QOO g |

b) Encontramos la recta como interseccién de dos planos:
El plano 7 es paralelo a w y contiene a P
El plano 7o contiene a Py ar

Seria el siguiente dibujo

m:rx4+y+2z+A=0ycomocontienea P—=1+0+14+A=0—=
A=—2=m:x4+y+2—2=0

ur = (1,2,-1) 1 0 z-1
w1 PP=(0,0,-2) =| 2 0 y |=0= 22—y-2=0
P(1,0,1) ~1 -2 z-1

WIN| =
> >

t:{ Trvret) =t

20 —y—2=0

ST Y
I
PSANTICRIIN
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Problema 8.2.4 (3 puntos) Dada la matriz

2 -1 A
M = 2 =X 1
22 -1 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segin los valores del pardmetro
A

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de A existe la matriz inversa
de M. Calcular dicha inversa para A = 0.

Solucion:

a)

2 —1 A
2 A 1[=20=-3\+2)=0= A=1 A=-2
20 -1 1

SiA#1y A#—-2= |M|# 0 =-Rango(M) = 3.

Sia=1:
2 -1 1
M = 2 -1 1
2 -1 1

Las tres filas son iguales y, por tanto, el Rango(M) = 1.

SiA=—2:
2 -1 =2
M = 2 2 1
-4 -1 1
2 -1
Como el menor 9 9 |:6§£0:>Rang0(M):2.
b) SiA=0:
2 —1 0 1/4 1/4 —1/4
M=|2 01 |=M'=] -1/2 1/2 -1/2
0 -1 1 ~1/2 1/2 12
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8.3. Junio 2007 - Opcién A

m m—1 m(m-—1)
Problema 8.3.1 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz | m 1 m

m 1 m—1

segun los valores del parametro m.

Solucién:
[Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

Sim#0ym#2=|A| # 0 = Rango(4) = 3.
Sim = 0:
0
0 1 o0 :>|Ay:oy<1 0)
1 -1
0
Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Sim=2:

# 0 (dos filas iguales)

NN N

1 2
12 | = 4l=0y | |
1 1

Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Problema 8.3.2 (2 puntos) Sean las matrices

2 0 8 -9
Hallar una matriz X tal que XAX ! =B

Solucion:

XAX'=B=— XA=BX
a b ‘ 2 0 (8 =9 [ a b .
c d 0 -1 /) \6 -7 c d
2a b\ [ 8a—9c 9b—9d . 6a—9¢ =0 . b=d
2c —d ) \ 6a—9c b—d b—d=0 c=2/3a
a b 3 1
X_<2/3ab>’ p'eX_<—2 1)
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Problema 8.3.3 (3 puntos) Dados el punto A(1, —2,—3), larectar : { : t g +1=0

y el plano 7 : x — 2y — 3z + 1 = 0, se pide:

a) (1,5 puntos) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y
perpendicular a 7.

b) (1,5 puntos) Ecuacién de la recta que pasa por A, corta a ry es paralela
a .

Solucion:

1 z=0 v= "1 P.(~1,0,0)
z=0
Tir—2y—32+1=0= uy = (1,-2,-3)
-1 1 z-—1
71 =2 y+2|=0=7":32+3y—2=0
0 -3 243

b) Construyo un plano 7’ paralelo a m que contenga a A:
r—2y—32+A=0= 144494+ A=0= A= -14
7ir—2y—32—-14=0
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Corto con este plano a la recta r y obtengo el punto B:
—1-A-22-14=0= A=-5= B(4,-5,0)
La recta que buscamos pasa por Ay B:

AB = (3,-3,3) = 3(1, - 1,1)

@ = (1,-1,1) z=1+A
5 = s:4 y=—-2-2X
Ps(la_27_3) 2= 31\

Problema 8.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = 22 +m, donde
m > 0 es una constante.

a) (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor de a > 0 tal que la
recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen
de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = x sea tangente
a la grafica de f(x).

Solucién:

a) (a, f(a)) = (a,a®> +m), f'(x) = 20 = f'(a) = 2a. Luego la recta
tangente seria: y — a® —m = 2a(x — a). Si imponemos que pase por el
punto (0,0) = —a? —m = —2a*> = a = \/m (la solucién negativa
no vale).

1
b) La recta y = x tiene de pendiente 1 = f'(a) =2a =1 = a = 2

11 1 1
luego el punto de tangencia es el (, ), es decir, f () = —:
272 2 2
f(l)—1+ o
2) "4 T T Ty
8.4. Junio 2007 - Opcién B
z? —12
Problema 8.4.1 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = o calcular el
x
area de la region acotada encerrada por su grafica y el eje OX.
Solucién:
72— 12 )
S =0= 2~ 12=0= z =+2V3
x2+4

23 .2 _
s-|[C o1y,
—2v3 x*+4
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2 —12 1
F(x):/ o dx = /(1—16 71 )dw-:): 16/3;2 dx =
r— 16/ dr = x— 4/ R dt = r—8arctant = z— 8arctan—
% 2 - +1 2

= |F(2V3) — F(—2V3)| = ‘W = | —9,8269] = 9,8269 >

Problema 8.4.2 (2 puntos) Dibujar la gréfica de la funcién

|z]

fla) = 5o

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucion:

si <0 ——— si <0

Dominio: Dom(f) = R — {2}

Monotonia: La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,0) y es creciente

¥

Crece

Decrece

(0,0)

Crece

en el intevalo (0,2) U (2, 00). Asintotas:

= Verticales:
Si z < 0 no hay
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Siz>0=—=—= xz=2:

T
l’ = 1’ = |— | =
1;1112_ f(ﬂ?) 1;1112_ 2—zx 0+ oo
lin f() = 1 =]
im = lim =|—|=-
z—> 27T z—2t 2 —x 0~
= Horizontales:
Siz<0=y=1
7. _ /. _x _
Sizx>0= y=—1:
= Oblicuas: No hay al haber horizontales
Problema 8.4.3 (3 puntos) Dadas las matrices
5 20 a b 0
A=1]12 5 0 B=| c ¢ 0
0 01 0 01

Se pide:

a) (1,5 puntos) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, by ¢ para
que se verifique AB = BA.

b) (1,5 puntos) Para a = b = ¢ = 1, calcular B'°.
Solucién:

a)

5 2 0 a b 0 a b 0 5 2 0
2 5 0 c c¢c 0 | = c ¢ 0 2 5 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
5a +2¢c 5b+2¢c 0 5a + 2b 2a+5b O
2a+5c 2b+5¢c 0 | = Te — Z
0 0 1 0

Las condicién que deberia de cumplir seria a = b= ¢
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O = =
o
sy
no
I
[\)
=
[\)
=
o

W
w
|
NN
[ I
NN
[ I
o O
Sy
~
|
NN
w w
NN
w w
o O

Luego:
29 29 0 27171 2n71 0
AlO — 29 29 0 A" = 2n—1 2n—1 0
0O 0 1 0 0 1

Problema 8.4.4 (3 puntos) Sean los puntos
AN 2,)), B(2,—X,0), C(\0,X+2)

a) (1 punto) {Existe algun valor de A para el que los puntos A, By C
estan alineados?

b) (1 punto) Comprobar que si A, B 'y C no estan alineados el triangulo
que forman es isésceles.

¢) (1 punto) Calcular la ecuacién del plano que contiene al tridngulo
ABC para el valor A = 0 y hallar la distancia de este plano al origen

coordenadas.
Solucién:
a)
A 2 A
2 -2 0 = —2(\242)\+4) # 0 Siempre = No estén alineados
A0 A+2
b)
AB=(2- )\ —-\—2,-)\) |AB] = V3X2 + 8
AC = (0,-2,2) — 1 |AC| =2v2
BC=(M\-2\\+2) IBC| = V322 + 8

El tridngulo que forman los puntos tiene dos lados iguales y otro de-
sigual, se trata, por tanto, de un tridngulo isésceles.
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AB = (2,-2,0) 7 = (1,-1,0)
4 1,1

(
T @:(0,—2,2) = = (0,-1,1)
A(0,2,0) P(0,2,0)
1 0 T
7:| -1 -1 y=2 |=0=m:24+y+2—2=0

0 1 z

=223,

d(O,7) = N u

8.5. Septiembre 2007 - Opcién A

Problema 8.5.1 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : R

-5 1
yT _ At cuya distancia al plano 7 : 2z —y + 22+ 1 = 0 es igual
al.
Solucién:
=3+ A
y=5+A un punto de 7 es P34+ A\, 5+ X\, z=—1+))
z=—1+A
24+ —(B+A)+2(-1+N)+1
d(P,?T):‘ B+N=(G+N+21+ N+ ’:]/\|:1:>/\:i1

vVi+1+4

Los puntos buscados son:
P1(4,6,0), Py(2,4,-2)

Problema 8.5.2 (2 puntos) Sea consideran las rectas:

r- x_y:?} . w—z:4
"l z+y—2=0 Nl 2x—y="7

Hallar la ecuacién continua de la recta que contiene al punto P(2,—1,2)
y cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de las dos
rectas anteriores.

Solucién:
J ok J ok
=1 -1 0|=(1,,,2), wg=|1 0 —-1|=—(1,2,1)
1 1 -1 2 -1 0
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r—2 y+1 y—2
-3 1 1

X up =

—_ =S
N = e,

k
2 | =(-3,1,1) ¢:
1

Problema 8.5.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+ (E+1Dy+ 2z2= -1
kx+ y+ oz = k
(k—1)z— 2u— z= k+1

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segun los distintos valores de k.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:

a)
1 k+1) 2| —1
A= k 1 1| &
(k—1) -2 —1|k+1

A =2k? =Bk +2=0= k=, k=2

)

N | =

» Sik#1yk+#2= |Al # 0= Rango(A) =Rango(4) =3 =
n° de incognitas = Sistema Compatible Determinado.

] k:%:

—~

1 3/2 2|-1
A=| 1/2 1 1|1/2
~1/2 -2 -1]3/2

1 3/2

Como |A| =0y 12 1

| = —1/2 = Rango(A) = 2. Por
otra parte

3/2 2 -1
1 1 1/2|=-3#0= Rango(4)=3
-2 -1 3/2

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
s k=2:
1 3 21 —1
A= 2 1 1] 2

1 -2 —-1] 3
Observamos que la tercera fila es la diferencia de la segunda me-
1
nos la primera, y como 5 i) = —b # 0 = Sistema Compati-

ble Indeterminado.
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x=T7/5—1/5\
z+ 3y+ 2z= -1 _ B
{2:c+ gt 2= 2 Z:A4/5 3/5A

Problema 8.5.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar los méximos y los minimos relativos y los puntos
de inflexién de la funcién:

32% + 143
fo)=—mr

b) (1,5 puntos) Determinar una funcién F'(z) tal que su derivada sea f(z)
y ademds F'(0) = 4.

Solucién:
a)
/ 1- 2
<—OO,—1) <_171) (l,OO)
e v -
f(x) | Decrece N\ | Crece /| Decrece \

Luego la funcién tiene un minimo en el punto (—1,5/2) y un maximo
enel (1,7/2).

7 _ 21:(x2 — 3) _ _ _
(_007 _\/g) (_\/ga 0) (Oa \/g) <\/§7 OO)
e ¥ - v

f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N | Céncava U

Como la funcién en estos tres puntos cambia de curvatura y hay con-
tinuidad, los tres son puntos de inflexion:

ws. (20). (at

2
1
F(:U):/de:3x+21n(x2+l)+c

1
F0)=4= C=4= F(z) =32+ 5In(a"+ 1) +4
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8.6. Septiembre 2007 - Opcién B

Problema 8.6.1 (2 puntos) Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que
verifica

XA?+ BA=A?

0 0 -1 0 0 -2
siendo A = 0 -1 0 |yB= 0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucion:

XA? 4+ BA= A= XA?=A?> - BA=— X = (A> - BA)(A*)!

0 0 -1 0 0 -1 1 00
A=A A= 0 -1 0 0 -1 o|=(010]|=5L
-1 0 0 -1 0 0 00 1
(A =14
0 0 —2 0 0 -1 2 0 0
B-A= 0 -2 0 0 -1 0 f|=[020]|=25
-2 0 0 -1 0 0 00 2
Luego:
-1 0 0
X = (A2 = BA)(A*) ' = (I3 —2L)I3 = —I3 = 0 -1 0
0 ~1

Problema 8.6.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

T+ 2y— 3z= 3
20+ 3y+ z= 5

se pide:

a) (1 punto) Calcular a y b de manera que al afiadir una tercera ecuacién
de la forma az + y 4+ bz = 1 el sistema resultante tenga las mismas
soluciones que el sistema original.

b) (1 punto) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma
de los valores de las incégnitas sea igual a 4.

Solucion:

a) Para que las soluciones del sistema resultante sean las mismas que las
del sistema del enunciado necesariamente la ecuacion ax +y + bz = 1
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tiene que ser combinacién lineal de las otras dos, de esa manera el
sistema

z+ 2y— 3z= 3
2z+ 3y+ z= 5 es Sistema Compatible Indeterminado
arx+ y+ bz= 1

Si multiplicamos la primera ecuacién por k y la segunda por [ su suma
serd la ecuacion ax + y + bz = 1, es decir F3 = kF} + [ F5:

a=Fk+ 2] k=2
% +3l=1 I=—1
Bk4+l=b ) a=0
3k +50=1 b= —7

La ecuacién serfa y — 7z =1

b)
r=1-11X
z+ 2y— 3z= 3 B
{2x+ Sy+ z= 5 Z:i+7A

2
Luego (1-11A\)+(14+7AN)+A =4 = A = —3¥ sustituyendo tenemos:

Problema 8.6.3 (3 puntos) Sean las rectas

v _y—1_ z-2 5 z—3y—5=0
1 -1 27 7| x-32-8=0

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano m que contiene a r y es
paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Solucion:

a)

ur = (1,-1,2) i j k
u_>s:(37170) 'ITLZ: 1 -3 -5 :3(37171)
P.(0,1,2) 1 -3 -8
1 3 T
m:] -1 1 y—1|=-3z+5y+42—-13=0
2 1 z—-2

m:3x—by—42+13=0
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b) Elejimos un punto de la recta s por ejemplo Py(2, -1, —2)

64+5+8+13 32  16V2
= = = u
VI+25+16 /50 5

d(Pg,m)
Problema 8.6.4 (3 puntos) Sea g(z) una funcién continua y derivable para
todo valor real de x, de la que se conoce la siguiente informacién:

= ¢(z) > 0 para todo z € (—00,0) U (2, +00), mientras que ¢'(z) < 0
para todo z € (0, 2).

» ¢"(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢"(x) < 0 para todo = € (—o0,1) U

3, 4+00).
= g(-1)=0, g(0)=2, g(2)=1.

Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a) (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia
de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

b) (1 punto) Dibujar de manera esquemética la grafica de la funcién g(z).

¢) (1 punto) Si G(z) = / g(t) dt encontrar un valor z( tal que su deri-
0
vada G'(z9) =0

Solucién:
(_0070) (07 2) (27 OO)
g@) | + - +
g(x) | Crece /| Decrece ~\ | Crece /*

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que

la funcién tiene un méaximo en x = 0 y un minimo en x = 2.

(—o00,1) (1,3) (3,00)
S - + -
g(x) | Convexa N | Céncava U | Convexa N

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que
la funcién tiene dos puntos de inflexién en z =1y en o = 3.

a) Asintotas:

= Verticales: No hay, ya que la funcién es continua y derivable en
todo R.

= Horizontales: en y = 3, ya que lim
Tr—> +00

g(z) =3
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= Oblicuas: No hay al haber horizontales

b) Su representacion seria:

Y Asintota vestical y=3

Mmoo en =t

Conv

AV 1)

Paurtos de Tuflexdon en x=1y
e x=1

c) G(x) = / g(t) dt, como g(z) es continua y derivable podemos aplicar

el teorema fundamental del célculo y tenemos que G'(z) = g(z) =
G'(x0) = g(w0) =0 = 20 = —1
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Capitulo 9

Ano 2008

9.1. Modelo 2008 - Opcién A

Problema 9.1.1 (2 puntos) Se considera la funcién

x
flz) = e
a) (1 punto) Hallar sus asintotas y sus extremos locales.

b) (1 punto) Calcular los puntos de inflexién de f(z) y dibujar la grafica
de f(x).
Solucién:
a) Asintotas:
= Verticales: No hay ya que el denominador no se anula nunca.

s Horizontales:

lim —=0= y=0
z—+o0 et
x
lim — = —oo0 = No Hay
r—r—o0 ¥

= Oblicuas: No hay al haber horizontales

b) Representacion gréfica

1—
f(z) = xx:0:>x:1
e

(=0, 1) (1,00)
f'(z) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

Luego hay un maximo en el punto (1,e™1)

-2
f”(l‘):xx :O:}(L‘:2
€
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Miximo(1,1e)

= ¥ ’ -
Convexa 0 Inflexion (2,0.27)

Céneava

(0,0) * Astutotay=0

reciente

(—00,2) | (2,00)
/(@) - +

f(x) | Convexa | Céncava

Problema 9.1.2 (2 puntos) Calcular:

, 2+n\1™om"
a) (1 punto) i <1 n n)

Vni+2n3 -3 —+vnt—n

b) (1 punto) nh_I)Il

oo n+5
Solucion:
a)
2 1-5n
lfm ( +"> =[1®¥] =t =¢?
n—oo \14+n
2
A= lim (1—5n)-< +n—1):—5
n—» 00 1+n
b)
. Vi3 —3—Vnt-n
lim =
n—> 0o n-+>5
lim (Vnt+2n3 —3 —vnt —n)(vVn*+2n3 =3 +vnt —n) B
n— 0o (n+5)(vVnt+2n% =34+ Vnt—n)

i 2n3 4+ n—3
fm =
n—o0 (n +5)(v/n*+2n3 — 3+ V/nt —n)

i 2+ 1/n? —3/n?
n=00 (14 5/n) (V1 + 2/n — 3/nk + /1 - 1/nd)
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Problema 9.1.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

T+ y+ mz= m+2
20+ (m+1ly+ (m+1)z= —-m
(m+ 2)z+ 3y+ (2m+1)z= 3m+4

a) (2 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro real m.
b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:

2)

1 1 m| m-+2
A= 2 m+1 m+1 -m
m + 2 3 2m+1|3m—+4

Al=—(m+2)(m—-1)?=0= m=1, m=—2

Sim#1ym# —2= |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) =3 =n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

Sim=-2:
1 1 -2 0 1

A=|2 -1 —-1] 2|, 5 1 = —3 # (0 = Rango(A) =2
0 3 —-3|-2

Como F3 = 2F; — F5 podemos decir que Rango(A) = 2 =Rango(4) <
n® de incégnitas y, por tanto, el sistema es Compatible Indeterminado.

Sim=1:

1 11
A= 2 2 2|-
3 3 3

N = W

A la vista de la matriz se ve que el Rango(A) = 1 al tener las tres filas

iguales, pero Rango(4) = 2 #Rango(A) = Sistema Incompatible
(No tiene Solucién).

b)
z+ y— 2z= 0 $i3/3+)\
= y=-2/3+A
20— y— z= 2 L\

Problema 9.1.4 (3 puntos) Sean los puntos A(1,0,2) y B(1,1,—4).
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a) (1 punto) Determinar las coordenadas de los puntos Py @) que divide
al segmento AB en tres partes iguales.

b) (1 punto) Si P es el punto del apartado anterior mas préximo al punto
A, determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a P y es perpen-
dicular a la recta AB.

¢) (1 punto) Determinar la posicién relativa del plano 7 y la recta

_x—37g72+1
R

Solucion:

a) AD = (1,1, -4) — (1,0,2) = (0,1, —6).

1 1
P=(1,0,2) +5(0,1,6) = (1, 3,o>

2 2
Q = (17072) + 5(07 17 _6) = (17 ga _2>

1 1

El plano buscado serd: m: 3y — 182 —1 =10

r= 3—-2A 17
riy Y= A :>3>\—18(—1+>\)—1:0:>)\:1—5
z= —14+A
Luego el plano y la recta se cortan en el punto:
17 1 1 11 17 2
-k B ) -5 53
15715 15 15715715
9.2. Modelo 2008 - Opcién B
Problema 9.2.1 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : { 20+ 2=0
rT—y+z=3
1
cuya distancia al plano 7 : 3z + 4y = 4 es igual a 3
Solucioén:
VR B xT=A
=02 0 1|=(1,-1,-2), P.(0,-3,0)=17:{ y=-3—)\
1 -1 1 z= =2\

198



P\, =3 — A, —2)),
d(P’Tr):\3A+4(—3 N -4 1

5
— == |—-A-16 - :> A+ 16
- -5 =1 =3 = 16 =
Tenemos dos soluciones:

m:3r+4y =4

5) 43 43 52 86
+16 3 3 ( 37 37 3)

) 53 93 62 106
1 = —— = —— P P
A+ 16 3 = A 3 — ( 3 "3 3 )
Problema 9.2.2 (2 puntos) Dados los puntos A(1,3,—-2), B(2,2k+1,k) y
C(k +1,4,3), se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valor de k el tridngulo BAC' es rectangu-
lo, con el angulo recto en el vértice A.

b) (1 punto) Para el valor k = 0 hallar el area del tridngulo ABC

Solucion:
a)
AB = (2,2k +1,k) — (1,3,-2) = (1,2k — 2,k + 2)
AC = (k+1,4,3) — (1,3,-2) = (k, 1,5)
AB AC =0=— k+2k —24+5k+10=0— k=
b) Sik=0:

AB = (1,-2,2), AC =(0,1,5)
1 1] °
= ABxAC|=Z|| 1 -
2 2'|

N .
™

1
2 || = |(=12,-5,1)] = Y270 2

—
ot
[\]

Problema 9.2.3 (3 puntos) Sean las matrices:

(o) = (05)
a) (1 punto) Hallar una matriz X tal que AXA~! =
b) (1 punto) Calcular A1°,
c¢) (1 punto) Hallar todas las matrices M que satisfacen
(A— M)A+ M) = A? - M?

Solucion:

199



a) AXA"'=B= X =A"'BA

0 1

o) (E3)(en)=(T )

v (11 o (12 s (13 n (1 n
w_ (110

A2+ AM — MA—M? = A2 - M? = AM =MA

CHREICH

a+c=a=—= c=0
<a+c b+d>_<a a+b>:> b+d=a+b= a=d

A—1=<1 _1>:>X:A—IBA:

c d c c+d c=c
d=c+d=—= ¢c=0

a b
Problema 9.2.4 (3 puntos) Se considera la funcién

ar? +b si |z <2
f(a:)—{ 1/z?  si |z|>2

La matriz buscada es:

Se pide:

a) (1,5 punto) Calcular a y b para que f sea continua y derivable en todo
R.

b) (1,5 punto) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior,
calcular el area de la region acotada limitada por la grafica de f el eje
horizontal y las rectas x =1, z = 3.

Solucion:
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ar?+b si |z <2 a? sl w2
f(:v):{ a2 s Ja| > 2 = f(x) =< az?+b si -2<x<?2
- 1/2%  si x> 2

Para que f(z) sea continua en z = —2:
li fa)= lm =
z—l}?Q* )= JJLnQ 2 - 4
, _ 2 _
zgrzlﬁ flx) = xlin2(aa: +b)=4a+0b

1
4a—|—b:Z:> 16a +4b=1

Para que f(x) sea continua en x = 2: (Quedan los mismos resultados
de z = —2)

La derivada seré:

—2/x% si x < -2
f(z) = 2ax s —2<w <2
—2/x3 i x>2

Para que f(x) sea derivable en x = —2:
1
P2y =1 f(-2%) = da
1 1
—dg = = -
a=,=a 16

Para que f(z) sea derivable en z = 2: (Quedan los mismos resultados
de x = —2)

1 1
4 = —— = e —
a a 16
1 1
Sia=—— b= -
1a 16 — 5
1/2? si <=2
fl)=14 —1/1622 +1/2 si —2<x<?2
1/2? si x>2

b) El signo de la funcién f en el intervalo [1,2] es siempre positiva, y lo
mismo ocurre en el intervalo [2, 3]

~1/162>4+1/2=0= z = +V8
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Los intervalos de integracién seran (1,2) y (2, 3)

9.3. Junio 2008 - Opcién A

Problema 9.3.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

T— ay = 2
ar— y= a+1
se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema segtn los valores del parametro a. Re-
solverlo cuando la solucién sea tnica.

b) (1 punto) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene
solucién en la que y = 2.

Solucion:

— 1 —a
A= < a —1
Sia# +1 = |A| # 0 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = n° de

incégnitas y el sistema es Compatible Determinado (solucién tnica).
Su solucion serfa, aplicando Cramer:

a)
2
a+1

>, Al=-14+d>=0= a==*1

2 —a 1 2
a+1 -1 a-+2 a a+1 1
T e Tarr YT T e

Sia=-1

— 1 112

4= ( -1 110 )
En este caso Rango(A) = 1, mientras que Rango(A4) = 2 ya que el
menor 71 3 = 2 # 0. Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema

Incompatible (no tiene solucién).
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Sia=

— (1 —1]2
A:<1 —12>

Esté claro, que las dos filas son iguales y, por tanto, Rango(A) =
1 =Rango(A) < n° de incdgnitas y el sistema es Compatible Indeter-
minado (infinitas soluciones). Las soluciones, en este caso y aunque no

las pida el problema son:

{x:2+A

y=2A
b)
T a1 “=73

Cuando a =1 ey =2 = x = 4, luego las soluciones de a pedidas

son a v a 5

Problema 9.3.2 (3 puntos) Dadas las rectas:

T —ay =2 r—2z=1
T S
ay+z=1 y+z=3
se pide:

a) (1,5 puntos) Discutir la posicién relativa de las dos rectas r, s segin
los valores del parametro a.

b) (1,5 puntos) Si a = 1, calcular la distancia minima entre las dos rectas
Ty s.

Solucioén:

Sia# 0= |A| # 0= Se cruzan.

Sia=0:
0 —1 0
A= 1 -1 1
—1 3 —1
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como | :1 =1%# 0 = se cortan.
b) Sia=1
7 — 7 —

) ur=(-1,-1,1) ) w=(01,-1,1) o _
r.{ P.(2,0,1) s: P.(1,3,0) , P.P,=(-1,3,-1)
d(?" S) — |PT'] 87u_>T7,le‘)’1’TS>| — 4 — 2u

’ @ x @ 2v2
-1 -1 1
|P7'187177'>717T>a178>|: 1 -1 1]1=4
—1 3 —1
ik
@ x @ =1 -1 -1 1|[=1(0,22)]=v8=2V2
1 -1 1

Problema 9.3.3 (2 puntos) Estudiar los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (e® —z?%)

r—>—+00

) 4% 4 5T
b) (1 punto) Ignioo T

Solucion:

2
Im (e — %) = lim ez<1—x>: lim e* =00
z—>+00 z—>+00 et x—>—+00
ya que:
T ) D TR o
x—1>r2wew_ o0 _ac—1>rgooex_ o0 —$_1>12006$—
b)
47 4 57 5 ((3) +1) 5\ (3) +1
st M TN | -7 S AN T () AV

Problema 9.3.4 (2 puntos) Obtener los méximos y minimos relativos, y
los puntos de inflexién de la funcién:

f(z) = z(In(x))

siendo In(x) el logaritmo neperiano de z.
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Solucion:

f/(a:) = (1n(x))2 +2In(z)=0= z=1, z= o2

(0.e?) (% 1) (1,00)
f'(z) + — +
f(z) | Creciente , | Decreciente N, | Creciente

La funcién presenta un maximo en el punto (e72,4e~2) y un minimo en

(1,0).
f(x) =

21n 2
@, 2
T T

@ - +

f(z) | Convexa N | Céncava U

La funcién presenta un punto de Inflexién en el (e7! e~ 1)

A

9.4. Junio 2008 - Opcién B

Problema 9.4.1 (3 puntos) Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1 - 11
-1 9 1 - 11
A =] -1 -1 9 - 11
-1 -1 =1 -~ -1 9

se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
b) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
c¢) (2 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.

Solucion:
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11
we| 4]
b)
1 11
Ay=] -1 9 1 |=10*2=100
-1 -1 9
c)
1 1 1 11
-1 9 1 11
As=| -1 -1 9 1 1 |=10*=10000
-1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 =1 9

Problema 9.4.2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el drea de la regién
acotada comprendida entre la grafica de la funcion:

1
flz)=czt+ ~2? +1
c
el eje OX y lasrectas t =0, x = 1.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de ¢ para el cual el drea obtenida en el
apartado anterior es minima.

Solucion:

a)

1
cxt+ 2 +1=0= P2 +22+¢=0
c

Esta ecuacion no tiene soluciones para 0 < ¢ < 10, ya que el discrimi-
nate 1 — 4¢? < 0, ésto quiere decir que, la funcién no corta el eje OX
en el intervalo [0, 1] y, por tanto, los limites de integracién del area
buscada seran desde z = 0 hasta = = 1.

1 1 cx T 1
POV Y I I P R 8 | RS
0<C$+c$+ 5 T3t 53t
3¢2 +15¢+5
S(e) =2 T 2072
(c) 15¢
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3c2 -5 V5

W == 0 — Cc = :l:?
(0,—Vv5/3) | (=v5/3,v5/3) | (v/5/3,00)

f'(z) + - +

f(x) | Creciente /| Decreciente ~, | Creciente

S'(c) =

La funcién presenta un maximo en ¢ = —\/5/ 3 y un minimo en ¢ =

V5 /3, que es el valor buscado.

Problema 9.4.3 (2 puntos) Dados los puntos A(0,0,1), B(1,0,—-1), C(0,1,—2)
y D(1,2,0), se pide:

a) (0,5 puntos) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 determinado por los puntos
A, ByC.

c¢) (0,5 puntos) Hallar la distancia del punto D al plano .
Solucién:

a) Construimos los vectores:

AB = (1,0,-2) 10 -2
AC=(0,1,-3) = |0 1 -3 |=7+40=—
AD = (1,2,-1) 12 -1

Los cuatro puntos no son coplanarios.

b)

AB = (1,0,-2) 1 0 =z
7:{ AC=(0,1,-3) =7:| 0 1 y |=0=
A(0,0,1) 2 -3 z-1
m:2x+3y+2—1=0

c)
2461 14
ap,my < 2EOM T VI

Via V14 2

Problema 9.4.4 (2 puntos) Dados el plano 7 : 3z +2y — 2+ 10 =0y el
punto P(1,2,3), se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta r perpendicular al plano 7
que pasa por el punto P.

b) (0,5 puntos) Hallar el punto @ interseccién de 7 con 7.
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c¢) (0,5 puntos) Hallar el punto R interseccién de 7 con el eje OY'.

d) (0,5 puntos) Hallar el area del tridngulo PQR

Solucién:
a)
r: P.(1,2,3) = r:Q y=2+2X
e z2=3-\
b)

31430 +22+20) - (3-MN)+10=0= A=—1

Luego el punto buscado es el Q(—2,0,4) (Sustituyendo el valor de A
en la recta r.

¢) Cuando el plano 7 corta al eje OY tendremos que x = 0y z = 0, luego
2y + 10 = 0 = y = —5. El punto buscado es R(0,—5,0).

d) Construyo los vectores }@ =(-2,5,4) y RP = (1,7,3)

~.

J k
1 1 370
S=-ROXxRP|=|| -2 5 4 ||=-|(-13,10,-19)] = V.2
2 17 3 2 2

9.5. Septiembre 2008 - Opcién A

Problema 9.5.1 (3 puntos) Dada la funcién;
fla)=e*(z" +1)

se pide:

a) (2 puntos) Dibujar la gréfica de f, estudiando el crecimiento, decreci-
miento, puntos de inflexion y asintotas.

b) (1 punto) Calcular:

Solucion:

a) = Asintotas:

a) Verticales: No Hay
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b) Horizontales:
A, flo) =0

lim f(z) =00

Tr—r—00
La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — oo,
pero no lo es cuando © — —oo.

¢) Oblicuas: No hay al haber horizontales
= Monotonia:
—2? 422 -1 (z—1)>
e - e

=0= z=1

() =

Ademsds, f'(z) < 0 siempre y, por tanto, la funcién es siempre
decreciente. Esto quiere decir que, la funcién no tiene ni maximos
ni minimos.

= Curvatura:

22 —4x +3

f//(x)27:0:>x=1,$:3
(—o0,1) (1,3) (3,00)

@]+ - ¥

f(z) | Concava U | Convexa N | Céncava U

= Representacién:

o,z

S~ PI(1,0.7357588623)

PI(3,0.4978706836)

y=0

b) Se trata de una integral por partes donde u = 2% + 1 = du = 2zdx
ydv=e " der—= v=—e"

2+1
/f(x)dx:/ xe_—i; da::—e_m(xQ—i-l)—i-Q/we_xda::

Volviendo a resolver por partes u = r = du =dx y dv = e *dr =
v=—e")

= —e (22 4+1)+2 {—:L‘e_x +/ 6_1} = —e %(2241)—2ze T —2e % =
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- 2+ 2z +3

= (2?+20+3)=—

1 142 1 2.9 1
/ f(m)dx:/ 7+ dm:_w :3_§
0 e

0 er er

Problema 9.5.2 (3 puntos) Dada la matriz:

A= 2a 0 1

se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el rango de A segun los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 puntos) Decir cudndo la matriz A es invertible. Calcular la inversa

para a = 1.
Solucién:
a)
2 a+1 1
—-1++v5
|Al=|2a O 1 = 2(a+1)(a*+a—1)=0= a=—1, a= 2\[
2 0 a+1
En los tres casos el Rango(A) = 2
b) Sia# —-1ya# %‘/5 — |A| # 0 = la matriz A es invertible.
Sia:—loa:%‘/gz |A| = 0 = la matriz A no es in-

vertible.

Cuando a = 1:

2 21 0 1 —1/2
A=1201|=A1=]1/2 -1/2 0
2 0 2 0 -1 1

Problema 9.5.3 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0, 1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre P y
R sea igual a la distancia entre () y R. Describir dicho conjunto de
puntos.
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b) (1 punto) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa

por Py @ que verifican dist(P, S) = 2dist(Q, S), donde " dist” significa
distancia.

Solucidn:
a) Sea R(x,y,z):

PR = |QR| = |(x—1,y—1,2=3)| = |(z,y — 1,2)| =

V@ =124 (- 12+ (=32 = \Ja? + (y — 1)? + 22 = 2432-5=0

Se trata, por tanto, de un plano.

b) La recta
x:
. OP = (1,0,3) — ol y=1 — SO\ 1L3N)
Q(O,l,O) 2 =3\

1PS| = 2|08 = |(A—1,0,3) — 3)| = 2|(),0,3))]

V=124 (A —3)2 =202 + 302 = (A-1)2+(3A-3)? = 4(A*+(3))?)

1
SA2422—1=0= \=—1, A=3

Los puntos buscados seran:
1
Sl(_1> 17 _1) y 52 (37 17 1)

Problema 9.5.4 (2 puntos) Dadas las rectas:

z+1 y-—2
T = =

z
-, 5
1 2 3

hallar la ecuacién de la recta t perpendicular comin a ambas.

Solucioén:

i 7 k
w=|12 3|=(-1,2-1)
2 3 4



Obtengo la recta t como interseccién de dos planos:

uf = (—1,2,-1) uf = (—1,2,-1)

m = (1,2,3) y o omai{ W =(2,3,4)
P.(-1,2,0) P,(0,1,0)
-1 1 x+1

m 2 2 y=-2|=0=4r4+y—22+2=0
-1 3 z
-1 2 z

T ! 2 3 y—-1|=0= 1lz+2y—72—-2=0
-1 4 z

" dr+y—2242=0
11z 4+2y—72—-2=0

9.6. Septiembre 2008 - Opcién B
Problema 9.6.1 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcular:
/ 23 In(z) dx
donde In(z) es el logaritmo neperiano de z.

b) (1,5 puntos) Utilizar el cambio de variable

t t

r=e —e
para calcular:
[
—dx
4+ z?

Indicacion : Para deshacer el cambio de variable utilizar:

t-ln(x—i_ x2+4>

2

Solucion:

a) Se trata de una integral por partes, donde hacemos: u = Inzx = du =

d
—:Kydvzzn3dac:>v:m—
T 4
4 4 4 4 4
3 z¥lnx 1 3 z*lnx 1 x 4x*Inx — x
1 = —— = == " =
/;v n(z)dr 1 1]z dx 1 11 16
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b) z=¢el —e ! = dr = (e! + e )dt

et +et et +et

1
_L 4 :/ dt = dt =
/ ‘/4+.T2 x /4+<€t—€_t)2 2+€2t+e—2t
<m+\/2x?+4>+0

t —t t —t
/ c e idt:/dt:ztzln

—  — _dt=
V(et +e 1) el +et
Problema 9.6.2 (3 puntos) Dados el plano:
m:x+y+z=1

y la recta:

r—1 y+1 z
T =—=—

2 3 —4

se pide:

a) (1 punto) Hallar el punto P determinado por la interseccién de r con
1.

b) (2 puntos) Hallar el plano 79 paralelo a 71 y tal que el segmento de
la recta r comprendido entre los planos 7, 7 tenga longitud /29
unidades.

Solucion:

a) Ponemos la ecuacién paramétrica de la recta

z=1+2\
r: y=-143A
z = —4)\

Sustituimos en el plano: 1 +2A =1+ 3\ -4\ =1= X =1, luego el
punto buscado es: P(3,2,—4).

b) Calculamos un punto Q(1 + 2\, —1 + 3\, —4)) de la recta r que dista
v/29 unidades del punto P calculado anteriormente:

PG| = |(~24+2, —3+3X,4—40)| = /4(A — 1)2 +9(A — 1)2 + 16(1 — \)2 =

V29N —1) = V29 = A =2

Luego Q(5,5,—8) que, estard contenido en el plano que buscamos
cuya ecuacién serd: x + y + z = u por ser paralelo a m;. Para calcular
w1 sustituimos el punto @ en el plano m y tenemos

p=98+5—-8=2= m:iz+yt+z=2

213



La otra solucion seria:
V29(1 - =v29= A =0

Luego Q(1, —1,—4) que, estara contenido en el plano que buscamos s
cuya ecuacién serd: x + y + z = p por ser paralelo a 7. Para calcular
1 sustituimos el punto @ en el plano 7o y tenemos

p=1-1-4=-d= my:z+y+z=—4

Problema 9.6.3 (2 puntos) Resolver el siguiente sistema:

r 2y +z —3v = —A4
x 42y + 2z +3v = 4
2z -4y 42z —6v = -8
2z +2z = 0
Solucién:
1 -2 1 -3 —4
1 21 3 4
A= 2 -4 2 -6 -8

2 02 0 O

Observando la matriz vemos que, la 1* columna es igual a la 3%, y la segunda
es igual a la 4* multiplicada por dos, luego el Rango(A) =Rango(A4) = 2 < 4
n° de incégnitas y se trata de un Sistema Compatible Indeterminado con
4 — 2 = 2 grados de libertad. Es decir, necesitaremos dos parametros para

su solucién.

Como las dos primeras filas son linealmente independientes el sitema a re-
solver sera:

T=-A
r =2y +z —3v = —4 N y:4—23,u,
z +2y +z +3v = 4
z=A
i

Problema 9.6.4 (2 puntos) El cajero automético de una determinada en-
tidad bancaria sélo admite billetes de 50, de 20 y de 10 euros. Los viernes
depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 euros. Ave-
riguar el nimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma
del ntimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el niimero de
billetes de 20 euros.
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Solucion:
z: n° de billetes de 50 euros
y: n° de billetes de 20 euros

z: n° de billetes de 10 euros

50z + 20y + 10z = 7000 z =100
T+y+z=225 = y=175
T4+ z=2y z =50
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Capitulo 10

Ano 2009

10.1. Modelo 2009 - Opcién A

Problema 10.1.1 (3 puntos) Dados el plano 7 : z + 2y — z = 2, la recta:

r—3 y—2 z2z-95
2 1 4

r:

y el punto P(—2,3,2), perteneciente al plano 7, se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de 7y r.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta t contenida en 7, que pasa
por el punto P y que corta perpendicularmente a r.

¢) (1,5 puntos) Sea @ el punto intersecciéon de r y t. Si s es la recta
perpendicular al plano 7 y que contiene a P,y R es un punto cualquiera
de s, probar que la recta determinada por Ry @ es perpendicular a r.

Solucion:

a) De dos formas difrentes:

T =342\
» La ecuacién de la recta en paramétricasesr: < y=2+ X ,y
z=5+4\

si sustituimos en el plano 7 tenemos:
B+2N)+224+N) - B+4N) =2= 2=2

expresion que se cumple para cualquier punto de la recta indepen-
dientemente del valor de A y, por tanto, la recta r estd contenida
en el plano 7.
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= Ponemos la recta r como interseccién de dos planos:

-3 -5
z 5 = : 1 — 2r—z=1
r—3 y—2
i — oy =—1
5 7 = x— 2y
Ahora estudiamos el sistema formado por estos dos planos y el
plano 7
z+ 2y— z= 2 1 2 -1 2
T— 2y = -1 = A=|1 -2 0]-1
2z - z= 1 2 0 -1 1
1 2
[Al=0y 1 _o ‘——4:> Rango(A4) =2
=

F3 = F1 + F, = Rango(A) =2

Rango(A) =Rango(A4) = 2 < n° de incégnitas = Sistema Com-
patible Indeterminado.

El plano 7 y la recta r tienen infinitos puntos comunes y, por
tanto, la recta esta contenida en el plano.

b) Para que el enuciado tenga sentido es necesario que el punto P esté en
el plano m, basta sustituir el punto en el plano para comprobarlo.

El vector wj de la recta t que buscamos tiene que ser perpendicular

'

M P
-
n

al vector caracteristico del plano @; = (1,2, —1) y al vector director

u; = (2,1,4) de la recta r. Luego:

i ]k
=y xup=|1 2 —1|=3(3,-2,-1)
2 1 4



P(-2,3,2) e S |

t.{m=(3,—2,_1) r+2 y—-3 z-2
Evidentemente esta recta tiene que estar contenida en el plano 7.
c¢) La situacién geométrica es la siguiente:

Tenemos que encontrar una recta s perpendicular al plano 7 y que
pase por el punto P

- r=-2+A
{ 72_2(1 2) b = s:¢ y=3+2\
z2=2-A

Un punto cualquiera R de la recta s es R(—2+ A\, 3 4+ 2),2 — A).

[F7

Ahora buscamos el punto de corte @) entre las rectas t y r

=342\ r=-2+3u 3+2\=-2+4+3u
rie o y=24+X , t: y=3-2u4 =< 24+4A=3-2pu =
z=>5+4+4\ z2=2—u S+4A=2—p

A=-—1
Soélo nos queda por comprobar que los vectores Q*R> =(=3+ N2+
2)\,1—)\) y @7 = (2,1, 4) son siempre perpendiculares. Para ello calcu-
lamos su producto escalar y debe de ser cero independientemente del
valor del parametro A

QR = (—340,2420,1-10)-(2,1,4) = —6+2\+242X+4—4\ =0

Luego la recta h que pasa por los puntos () y R es siempre perpen-
dicular a la recta r sea cual sea el punto R que tomemos de la recta
s.
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Problema 10.1.2 (3 puntos) Sea:

1—x—2 si 3:<§

4 2

flz) = . 5
— (1 = (2 —9) ] > 2

12(1 (z 2)) i z25

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f(x).
b) (1 punto) Hallar los méximos y minimos locales de f(z)
¢) (1 punto) Dibujar la gréfica de f(x).

Solucién:

a) (1 punto) Continuidad:

lim  f(x)= lim 1—93—2 _ T
z— (3/2)~ 2 5(3/2) 4] 16

7
I = I —
x—>l(?)In/2)+ f($> ac—>1(3rn/2)+ 12

Luego:

dm f@) =l @ =f(5) = 15—

. 3
f es continua en x = 3

Derivabilidad:

siox<

—
—
8
S~—
I
|8
N |
——
T3
N N
[NS][SCRN [N
+ |
N
I
ol |
INN[oV)

—7(x—2)

5o

La funcién no es derivable en z = 3/2

&
8
v
N o
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b) Estudiamos su representacién grafica

Primero los extremos

3
—g:O si x<§ r=0 si <
fl(x) =
x) = : —
MZO si 9c>§ r=2 si x>
6 -2

Recurrimos a la segunda derivada para ver de que tipo son

1 3
—5 = Miximo si z < 3
f'(x) =
-7 3
U Max . 53
5 dximo si x> 5

=32

Problema 10.1.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y = 2k
3z— by= k

a) (1 punto) Discutirlo segun los distintos valores del pardmetro k.
b) (1 punto) Resolverlo en los casos en que sea posible.

Solucion:
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1 -1 3
A= 2 -3|2
3 5| k

A =3(k-1)=0= k=1

Como el menor ; :; = —1 # 0 = el Rango(A) = 2 indepen-

dientemente del valor de k.

Si k #1 = |A|] # 0 = Rango(A4) = 3 #Rango(4) = 2 = n° de
incognitas y el sistema es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

Sik=1:
1 —-113 —

A=1]2 =3|2 |, [A =0y = —1+# 0 = Rango(4) =2
3 —5]|1 2 =3

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incdégnitas =
Sistema Compatible Determinado, es decir, tiene solucién tnica.

r— y= 3 )= 7
20— 3y= 2 y=4
Problema 10.1.4 (2 puntos) Resolver la ecuacién:

222 —1) x+1 (z+1)2
x—1 x+1 x4+1 |=0
(x—1)2 z-1 =22-1

Solucion:
2022 —1) x+1 (x+1)32 20r—1) 1 z+1
x—1 z+4+1 z+41 |=(@+)(z-1)| -1 =z+1 z+1|=
(r—1)?2 z-1 22-1 r—1 1 z4+1
20z —1) 1 1 F 2(x — 1)
(z+1)*(z—1)| z—-1 241 1|=| R -F |=(@+)*(z-1)| —(z-1)
r—1 1 1 F3—F1 —(33‘—1)
2 11 L1
(z+1)*(z—1)%] =1 = 0 |=—(2*-1)? =2(2?-1)?=0= z==+1
~1.0 0 v 0
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10.2. Modelo 2009 - Opcién B

Problema 10.2.1 (3 puntos) Dados el punto P(1,—1,2) y el plano 7 :
2x —y + z = 11, se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el punto ) de interseccién del plano 7 con la
recta perpendicular a m que pasa por P. Hallar el punto simétrico del
punto P respecto del plano .

b) (1,5 puntos) Obtener la ecuacién del plano paralelo al plano 7w que
contiene al punto H que se encuentra a 5v/6 unidades del punto P en
el sentido del vector PQ.

Solucioén:

a) Tenemos

) {m_m—@,—l,n Y
P, =P(1,-1,2) RPN

Sustituyendo en el plano tenemos

r

21+2)0) — (-1 - A+ (24+A)—11=0= A=1
Sustituyendo este valor en r tenemos Q(3, —2, 3).

El punto @ es el punto medio entre P y el punto R que buscamos

P
Q:%Rz R=20 - P=2(3,-2,3) — (1,—1,2) = (5,~3,4)

Luego R(5,—3,4) es el punto simétrico de P respecto del plano .
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b) El vector ]@ = (2,—1,1) = @, y es perpedicular al plano 7. Tenemos
H=P+\ @ — PH=-\ 7 —
PH| = N@2| = W6 =5V6 = A=5

Luego el punto H = (1,—1,2) + 5(2,—1,1) = (11,—6, 7). El plano #’
que buscamos contiene a este punto y tiene el mismo vector carac-
teristico que 7

FPa
i /'
/“' .._"’
# r
. 23 ¥
Fy I /./
.__.z. " /
I #
&
/
/
F s
&
/
Fy rd
HT
r _|'
//
i ; i
Ve /

720 —y+tz=A= 2246+7T=A=>A=35= 20 —y+2=235
Nota: Podemos comprobar si d(P, ') = 5v/6:

241+2-35 30
Py = 12F :;6 |:\/6:5\f6

y también podemos comprobar que
POl =vi+1i+1=V6y |QH|=64+16+16=4V6

La suma de ambos médulos nos vuelve a dar 5v/6.

Problema 10.2.2 (3 puntos) Si A = (C4,Cs,C3) es una matriz cuadrada
de orden 3 con columnas Cq, Cq, Cs, y se sabe que det(A) = 4, se pide:

a) (1 punto) Calcular det(A3) y det(3A).
b) (2 puntos) Calcular det(B) y det(B~!), siendo B = (2C3, C, —Cs,5C1)

la matriz cuyas columnas son:

2037 Cl - 027 501
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Solucion:

a) = |4’ =A]- A [A] =4° =64
» [3A] = |(3C1,3C%,3C3)| = 33|A| =27-4 =108
b) = |B| =(2C5,C1 — Cs,5C1)| = —10|(C1,Cy — Co, C3)| =

= —10[(Cy, C1, C5) — (C1, Ca, C3)] = 10| A| = 40
Si|B-B'=1=|B|- |[B|=1=[B = — =

Problema 10.2.3 (2 puntos) Sea:

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.

b) (1 punto) Estudiar cudndo se verifica que f’'(x) = 0. Puesto que f(1) =
f(—1), jexiste contradiccién con el teorema de Rolle en el intervalo

[~1,1]?

Solucion:
si <0

T
— —{ 2l
f(x) 241 { si >0

_r
241

a) Continuidad:

x
It — 1m (-—% ) =0
im  f(z) fm ( :z:2+1>

z—0)~ z—0
x
i = 1 — ] =0
Jim, 0= i (575)
f(0)=0
Luego:

lm  f(z)= lim f(z)=f(0)=0=

z— 0~ x— 07t

f es continua en £ =0

Derivabilidad:
(w2 +1)2 07) = -1
/(@) = . F) ==
L 70t =1
m S1 T Z 0
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Luego:
F1(07) # f(07)

La funcién no es derivable en x = 0

™

9

b) Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle la funcién debe
ser continua en el intervalo (—1,1) y derivable en el intervalo [—1, 1],
lo cual no es cierto segin el apartado anterior.

Problema 10.2.4 (3 puntos) Sea

f(:c):{ (x—1)% si o<1

Inz si x>1

donde Inx significa logaritmo neperiano de z. Hallar el drea de la region
acotada limitada por la grafica de f(x), y por la recta y = 1.

Solucion:

= Comprobamos si hay continuidad en el punto x = 1

lim  f(z) = lim ((z-1)?) =0

z—> 1)~ r—1

lim f(x)= lim (Inz)=0

r— 11 rz— 11
f1)y=0
Luego:
lim f(z) = h’mﬁ fey=f(1)=0=

z— 1~

f es continua en r =1
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» Calculamos los puntos de corte de f(z) cony =1

(r—1)2=1 si <1 r=0 si <1
Inzx=1 sio x>1 r=e si z>1

s Calculamos el area:

S =|S1| + |Se]

Resolvemos las integrales por separado

1 3 ! 2 2
51=/<1—<x—1>2>dx=—”;)+x2] = > = 15i=3
0 0

La siguiente integral se resuelve por partes u = Inz = v = dz/x y
dv=der= v=u=x

/(1—lnx)da: =z — (xlnx—/dx) =2z —zlnx

52:/ (1-Inz)de = 20 —xlnalf =c—2=> S = ¢ -2
1

2 4
S:§+e—2:e—§u

10.3. Junio 2009 - Opcién A

Problema 10.3.1 (3 puntos) Dado el plano 7 : z + 3y + z = 4, se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto
del plano .

b) (1 punto) Calcular el coseno del éngulo o que forman el plano 7 y el
plano z = 0.
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c¢) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro T' determinado por el
plano 7, y los planos x =0, y =0, z = 0.

Solucién:
a) Tres pasos:

» Calculo r L m que pasa por 0(0,0,0):

. (1,3,1) _
r{(o)ﬁz;i)\

S E

= Calculo el punto de corte () de 7w con r:

1 412 4
A+3@M+A—4:$A_11:¢Q<ﬂfﬂﬂﬂ)

= P es el punto simétrico de O respecto de Q:

P+0O 8 24 8
2 Q= @-0 (11’11’11>
b)
o 1 VIl
0127:7
Vil 11

c) Siy=0,z=0= A(4,0,0)
Siz=0,z=0= B(0,4/3,0)
Siz=0,y=0= C(0,0,4)

OA = (4,0,0), OB = (0,4/3,0), OC = (0,0,4)

4 00
2
V:a()MSOI—Zuz
0 0 4

Problema 10.3.2 (3 puntos) Dado el sistema:

dr+ A y+ 2z = 2)
AT+ y— Az= A,
A z+ Ady+ Az= 9

Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro \.

b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
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Solucion:

4 4\ 2|2\

1
A1 =X A A= —4ABN—6A ) =0= A=0 A=1 A=z

ax 4N A9

SiA#AO0yA#1yk#1/5= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(4) =
3 =n° de incdégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible de-
terminado.

SiA=0
4 0 2|0
A=|101 01/0
0 0 0]9
4 0
Como [A| =0y 01 =4 # 0= Rango(A) =2.
Como
0 20
1 0 0|=-18+# 0= Rango(4) =3
009

Luego el sistema es incompatible.

Sia=1
4 4 2 |2 —
A=|11 -1|1 :>{ Rango(i)_;’ —
4 4
Sistema es Incompatible.
SiA=1/5

A=|1/5 1 -1/5|1/5

4 4/5 2[2/5 Rango() = 3
:{ A) =2
4/5 4/5 1/5| 9

Sistema es Incompatible.
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Sia=-1

dr— dy+ 2z2= -2 z=-1
—z+ y+ z= -1 =< y=-1
—4dz— 4dy— z= 9 z=-1

Problema 10.3.3 (2 puntos) Calcular el siguiente limite:
/ 1 (z+1)
i (1 )
segun los valores del pardmetro «

Solucion:

1 (x+1) N
i 14— = [1°°] =
Jim ()T ==

1 r+1
A= i D1+ —5—— 1) = tim (—
x—1>H—|l—oo(x+ )( +aaz2+4x+8 ) 21— Foo (Oé$2+413+8)

1
1 (z+1) 1
; _ /4
x—)hn}roo (1 + 4o + 8> c

Sia#0= \=0=

1 (z+1)
1/ 1 —_— pu— p— 1
a:—>1H-&l-oo < + ax? + 4z + 8) ¢

Problema 10.3.4 (2 puntos) Calcular la integral:
X
F(x) = / t2e tdt
0
Solucién:

Se trata de una integral que se resuelve por partes:

(u =’ —= du=2dt; dv=etdt = v= —eft)
/ e tdt = —t?e7t + 2/ te”tdt =
(u:t=> du=dt; dv=etdt = v= —e_t)
= —t?e7 142 [—te_t +/ et dt} = —t?e 42 {—te‘t — e_t} = ¢! (t2 + 2t + 2)

x
F(:z:):/O e tdt = —e (2t +2)| = —e (2?4 20 +2) +2

T
0
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10.4. Junio 2009 - Opcién B

Problema 10.4.1 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y—2 =z
= —— = — S .

r+2 y z—2
2 3 T2 1 1’

T

se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es paralelo
a s.

b) (1 punto) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

c¢) (1 punto) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O(0,0,0)
corta a la recta s.

Solucion:
a)
=
o = (2,3,1) = (2,1,1) ﬁ:(2,3,1)
r ) S — U/S_(27171)
PT( ’2’0) PS(_27072) Pr(l 2 0)
2 2 z—-1
m:|3 1 y—2 |=0—= z—22—-1=
1 1 z
b) Prjs:( 37_2>2)
2 31
-3 -2 2
1 j k
wxull=[12 3 1|]=[2,0,-4)=v20=2V5
2 1 1
a5 @@ PE] 1 v
r,s) = = = u
ur x 275 b
¢)
= =
uf = (2,3,1) uz = (2,1,1) PP — (_
t {Pt( ,0,0) S1Y py-2,0,2) — DPs=(=202)
2 31
2 1 1 |=-12=— Se cruzan
-2 0 2

231



Problema 10.4.2 (3 puntos) Si la derivada de la funcién f(x) es:
fi(z) = (x = 1)*(z - 5)
Obtener:
a) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Los valores de x en los cuales f tiene méximos relativos,
minimos relativos, o puntos de inflexion.

c¢) (1 punto) La funcién f sabiendo que f(0) =0
Solucién:

a)

(*OO,l) (175) (5’00)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente | Decreciente “\, | Creciente *

b) En z = 1 hay un méximo y en & = 5 hay un minimo. Para calcular
los puntos de inflexién calculamos la segunda derivada:

f'(@) = 4@ - 4)(z — 1)

f"(xr) =0 = 2z =4y x = 1. El dnico posible punto de inflexién es
x =4 ya que en z = 1 hay un maximo:

(_007 1)

(1,4)

(4,00)
_l’_
Céncaval

f"(x)
f(z)

ConvexaN | Convexan

Miximo(1,0)

/

/ Creciente

/ [m4 — 823 + 1822 —

Convexa

N %)ecrecieme
Plnflextin(4-161/5)\,
-
\\ Concava
N

N H
Sy 2
Minimo(5,-51)

162 + 5| dx =
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Creciente

/

/

5
3 —22* 4623 —82°+5x+C



fO)=0+C=0= C=0
5

flx) = % — 224 4 623 — 82 + 5z

Problema 10.4.3 (2 puntos) Dado el sistema:

20 —y = A
Ar—2y=4
Jr—y =2

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardametro A

b) (0,5 punto) Resolver el sistema cuando sea posible

Solucion:
a)
2 =11 X
A= N =24 \Z|:—(A—2)(/\—6):0:>)\:2)\:6
3 —-1]2

» SiA#2y \#6= |A| #0=Rango(A) #Rango(A) luego en
este caso el sistema serd Incompatible.

2 —-1|2 —
A= 92 —9la4 | — Rango(A) =2 .
3 _1l9 Rango(A) = 2

Sistema es Compatible Determinado.

m SiA=6
2 —-11]6 —
A= 6 —-2|4 :>{ Rango(i) _Z =
3 —-1|2
Sistema Compatible Determinado.

b) Cuando A = 2:

2 — =

rT—y=2 v =0
2r -2y =4 — _ 9
3 —y =2 y=
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Cuando )\ = 6:

20 —y =6 v = 4
6r —2y =4 — — 1y
3r—y=2 -

Problema 10.4.4 (2 puntos) Dada la matriz:

a 1 1
A=11 a 1
1 1 a
se pide:
a) (1 punto) Estudiar el rango de A segiin los distintos valores del pardme-
tro a.
b) (1 punto) Obtener la matriz inversa de A para a = —1
Solucidn:

a) A=a®-3a+2=0=a=1, a= -2

Sia#1ya#—-2=— |A| # 0= Rango(4) = 3.

Sia=1:
1 11
A= 1 1 1 | = Rango(4)=1
1 11
Sia= -2
—2 1 1
A= 1 =2 1 | = Rango(4) =2
1 1 -2
b) Sia=—1:
-1 1 1 0 1/2 1/2
A= 1 -1 1 |=A"1=[1/2 0 1/2
1 1 -1 12 1/2 0

10.5. Septiembre 2009 - Opcién A

Problema 10.5.1 (3 puntos) Dada la matriz:

m 1 2m
M= m 1 2 |;
01 1
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a) (1,25 puntos) Determinar los valores del prametro m para los cuales
la matriz M es invertible.

b) (0,5 puntos) Determinar los valores del pardmetro m para los cuales
la matriz M?® es invertible.

c¢) (1,25 puntos) Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa
M~ de M.

Solucion:
a) [M|=2m(m—-1)=0= m=0, m=1

Sim#0ym#1=— existe M~

Sim=00m=1= no existe M1,

b) M?5 no es inversible si [M?®| =0 = |M|?*® = 0 = |M| = 0. Luego
M?5 es inversible sim # 0y m # 1

-1 1 -2 —1/4 -3/4 1
M=| -11 2 |=M1!= 1/4 —1/4 1
01 1 —1/4 1/4 0

Problema 10.5.2 (3 puntos) Dada la funcién:

In(1 + ax) — bz
2

si 14+ax>0y z#0
x

f(z) = 1 ) 5
5 si z=0

Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar los valores de los pardmetros a, b para los cuales
la funcién f es continua en z = 0.

b) (1,5 puntos) Para a = b = 1, estudiar si la funcién f es derivable en
x = 0 aplicando la definicién de derivada.

Solucién:

a)

., In(1+az)—bx 0 ., a—b—abx
lim = = lim ———
2—s0 72 0 —0 2z + 2az2
Si a # b este limite no tiene solucién, por tanto continuamos con la
condicién de que a = b:
2 2 1

ly O b—abr ¢:_1:_§:>a:b:ﬂ

—0 2z + 2ax2 0 2x + 2ax? 2
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In(l+z)—z .
— 2 S 1+42>0y 2#0
f(z) = 1

La definicién de derivada en el punto 0 es

f(O+h) - £(0)

/ Y
F0) = hh—n>10 h
In(l1+h)—h 1
h = = ——
In(1+h)—h | 1 _ 2
FO)= lim — T2 gy, MAFA ZhE AT m -
h—0 h h—0 2h3 0

TR 14+2n 142 [1
im /™ — lim ————— =
h—50 6h2 h—s0 6h + 6h2

Luego no es derivable en el punto x = 0.

Problema 10.5.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

’,"‘—:7:77 S . =

12 a b

r Yy =z r—3 Yy z—3
1

determinar los valores de los parametros a, b para los cuales las rectas r, s
se cortan perpendicularmente.

Solucion:
ur = (1,2,a) uy = (b,1,-1) 77
: { P(0,0,0)  °7\ Pi(3,0,3) » BF=0303)

Si r y s son perpendiculares:

wlu = u - u,=0= —a+b=-2
Siry s se cortan:

1 2 a

b1 -1 |=0=— a+2b=-1
30 3

—a+b=-2 a=
a+2b=-1 ab+2b= -1



Problema 10.5.4 (2 puntos) Dado el plano 7 : 2o — y + 2z + 1 = 0 hallar
las ecuaciones de los planos paralelos a m que se encuentran a 3 unidades de
.

Solucion:

La ecuacién de un plano paralelo a m es @ : 20 —y +2z+ A = 0 y un
plano del plano 7 puede ser P(0,1,0) y tendremos que d(P,7’) = 3:

0—1+0+ X A—1
(P = | ‘g A - 31—

A+1=9=—= A\=-8= 720 —y+22—-8=0
A=1=9= A=10= 7":22—y+22+10=0
10.6. Septiembre 2009 - Opcién B
Problema 10.6.1 (3 puntos)

a) (1 punto) Dada la funcién:

x
1=z

f(x)

hallar el punto o los puntos de la gréfica de f(z) en los que la pendiente
de la recta tangente sea 1.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x)
en el punto x = 0.

¢) (1,5 puntos) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda
la recta real, y tal que g(0) = 0, g(2) = 2. Demostrar que existe al
menos un punto ¢ en el intervalo (0,2) tal que ¢'(c) = 1.

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente es m = 1:

1+ 22

f/(l‘):(l_xQ)Q:1:>x43:U2:0:>{ r =43

Los puntos seran: (0,0), (v/3,—v3/8) y (—v3,v/3/8)

b) En x = 0 la recta tangente es y = z
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c¢) Se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo
[0,2] y por tanto Je € [0, 2] que cumple
g(2) —g(0 1
g/(C) — ( ) ( )

:7:1
2—-0 1

Problema 10.6.2 (3 puntos) Dada la recta:

x—1 Y z
T ===
1 -1 1
y el plano 7 : z + y — 2z + 1 = 0, hallar la ecuacién de la recta s simétrica
de la recta r respecto del plano .

Solucion:

Calculamos el punto de corte de la recta r y el plano m, para ello calcu-
lamos la ecuacién paramétrica de la recta y sustituimos en el plano:

r=14+ A\
z=A

A=1= P(2,-1,1)
Ahora calculamos el punto simétrico de P,(1,0,0) respecto al plano m:

s Calculamos una recta t perpendicular m que pase por P,.:

t- Et):(l,l,—2) — ¢t xii—i_)\

= Encontramos el punto de corte de t y m:

1 2 12
T4+ —2(=2) 1:O:>/\:—:>P”< _ )
1+ X+ ( )+ 3 3733
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» Calculamos el punto simétrico P’ de P, respecto de P”:

P.+P
2

2 12 1 24
2(2,-2,2) = (1,0,0)=(=,-2,=
(3’ 3’3) (1,0,0) (3’ 3’3)

La recta s simétrica de r respecto de m pasa por los puntos Py P’

PP=(2-1,1)— <1 2 4) _ (5 1 1) Ll o1

—P'=— P =2P" - P, =

g 37 3’3 373 3 3 N
P(2,-1,1)
Tz =2+5)\
t: y=—-1-—A
z=1—-A

Problema 10.6.3 (2 puntos) Dado el sistema:

Ax+2y+2=0
Ar—y+22=0 |
r—Ay+22=0

se pide:

a) (1 punto) Obtener los valores de parametro A para los cuales el sistema
tiene soluciones distintas de:

r=y=2=0

b) (1 punto) Resolver el sistema para A = 5.

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo

a)

Ao201
A= X =1 2| JA=X-6A+5=0= A=1X=5
SR

m SiA#1y\N#5 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =n° incdgnitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Determinado y la
Unica solucién es la trivial.

r=y=2=0



» SiA=10A=5= |A| = 0 =-Rango(A) = 2 <n° incognitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Indeterminado y
tendra infinitas soluciones.

b) Cuando \ = 5:

1
=—=)
5 2 A ' i
T+ 2y = —
S5x+2y+2=0
L = r—y=-2\ = :1)\
{5x—y+2z-0 R Y 3
z=A

Problema 10.6.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

4 =2 4 =2
(1) (5 0)

obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacién matri-
cial AXB=A+B

Solucion:

AXB=A4+B— X=A"YA+B
4 -2 4 -2 8 —4
A+B:<1 1>+<—3 1 :<—2 2)
o 16 1/3 [ -12 -1
4 1_<—1/6 2/3)’ B 1_<—3/2 —2>
_ _ 1/6 1/3 8 —4 ~1/2 -1
X=A"A+B)B 1:<—1/6 2/3)‘(—2 2)'(—3/2 —2>:
~1/3 —2/3
—5/3 —4/3
10.7. Septiembre 2009 - Opcién A (Reserva)

Problema 10.7.1 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y+2 2z2-2 r+2 y—1 z—A

T

2 3 1 % 2 2
se pide:
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a) (1 punto) Determinar para qué valor, o valores, del pardmetro A las
rectas r, s se cortan en un punto.

b) (1 punto) Para A = 23 calcular las coordenadas del punto P intersec-

cion de las rectas r, s.

c¢) (1 punto) Para A\ = 23 hallar la ecuacién general del plano 7 determi-

nado por las rectas r y s.

Solucion:
a)
1+ 2a= -2+ p oa=-9
-2+ 3a= 1+ 20 = u=-15 = A=23
24 a= A+ 2u A=23

b) Sustituyendo los valores de A\, oy u = P(—17,—29, —7)

;= (2,3,1) 2 1 z—1
m:d wW=(1,22) = |3 2 y+2|=0= 7:4z—3y+2-12=0
P.(1,-2,2) 1 2 z-2

Problema 10.7.2 (3 puntos) Calcular las derivadas de las siguientes fun-

a) (1 punto) f(x) = (2x)

b) (1 punto) g(x) = cosg.

67
¢) (1 punto) h(z) = / et dt.
5

Y

Solucién:
a) f'(z) = 3(22)%*(1 + In(2z))
b) ¢'(z) =0
c)

s(z) = / St dt — s'(x) = ™87
5m
h(z) = s(6x) = h'(z) = 6e°7

Problema 10.7.3 (2 puntos) Dado el sistema:

2x—y=\/§
3z +22=2V5

se pide:
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a) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que
el sistema resultante sea compatible determinado.

b) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que
el sistema resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

Anadimos una tercera ecuacion:

20—y =13 B 2 -1 0| V3
3r+2:=2V5 = A=|3 0 2|2V5 | = |A] = —2a—4b+3c
ar+by+cz=d b ¢ d

a) Para que sea compatible determinado |A| # 0 y una solucién posible
puedesera=2,b=0y c=0.

b) Para que sea compatible indeterminado |A| = 0, es decir, la fila F3 =

aF + BFy:
a=2a+ 303
b=—«
c=20

d=av3+ 62V5

Bastaria tomar cualquier o # 0 o cualquier 5 # 0, por ejemplo, si
a#0y =1 tenemos:

a=3b=0,c=2y d=2V5

Problema 10.7.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

1 2 -1 1 -1 2
A=1]1 1 21, B=10 21
1 0 5 1 0 2

Hallar una matriz X que verifique la ecuaciéon matricial XB = A+ B

Solucion:
XB=A+B=— X=(A+B)B™!

2 11 -4 -2 =5 -7 -3 9
X=|13 3 -1 0 1 1=1 -1 1 2
2 07 2 1 -2 6 3 —4
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10.8. Septiembre 2009 - Opcién B (Reserva)

Problema 10.8.1 (3 puntos) Se pide:

a) (1 punto) Demostrar que si tres vectores vy, v2 y v3 son perpendiculares
entre si entonces se verifica que:

7+ v + W = [+ [T+ [E)
donde |w| denota médulo del vector

b) (1 punto) Dados los vectores v{(1,1,—1), 73 = (1,0, 1) hallar un vector
73 tal que:

ot +v2 + B3> = 01 + |v3]* + V3.

¢) (1 punto) Dado el vector ¥ (1,2,3), hallar los vectores o{ y 3 que
cumplan las tres condiciones siguientes:

a) U1 tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) o1 es perpendicular a v3;
0) ¥ =7+

Solucion:

a)
ot + v +03° = (of + 02 + 0) (0 + 07 +13) =

VIO -+ 01 U3 +01 03+ 03 01 + V3 03+ 03 03 + U3 01 + U3 03+ 03 0% = |0 |2 +|03 )2+ |05 |
b) 7{v5 =0 = v L 3 y llamamos ©3 = (a, b, c):

Wl =a+b—c=0 . b=—2a
T30 =a+c=0 c=—a

73 = a(1,—2,—1) donde a es cualquier valor real.
c) Sea o{ = (a,a,a) y v5 = (b, c,d):

s =alb+c+d)=0= b+c+d=0
T =(1,2,3) =0+ = (a+ba+c,a+d)

b+c+d=0 a=2
a+c=2 = c=0
at+d=3 d=1

Luego:

o =(2,2,2) y v =(-1,0,1)
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Problema 10.8.2 (3 puntos) Dado el sistema:

(m+1)z+ y+ z= 0
x4+ (m+1)y+ = m
z+ y+ (m+1)z= m?

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro m.

b) (1 punto) Resolver el sistema para m = 0.

Solucién:
a)
(m+1) 1 1 0
A= 1 (m+1) 1 m
1 1 (m+1) | m?

[Al=m*(m+3)=0= m=0 m=—3

» Sim#0y \A# —3 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =n° incdgnitas
luego en este caso el sistema serd Compatible Determinado.

= Sim=0:

111
A=[1 11
111

o O O

Rango(A) =Rango(A) = 1 < n° de incégnitas, y el sistema es
compatible indeterminado.

s Sim=-3:

A= 1 -2 1 |-3

En este caso Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, y el sistema es
incompatible. Los determinantes:

1 1 0 -
—2 1 -3 |=18+£0, |_2 L |=3#0
1 -2 9

b) Cuandom=0= x+y+2=0:

T==-A—U
y=A
Z=p



Problema 10.8.3 (2 puntos) Sabiendo que el volumen de un cubo de lado
a es V(a) = a® centimetros ctibicos, calcular el valor minimo de V() +V ()
siz+y=>5.

Solucion:
fl@)=V@)+V(y)=2+1y3 y=56-—2z= fla)=2>+(5-2)° =
fl(x) =32 —3(5—-2)* =30z - 75 =0 = x:g
f(x) =30 = f" <2) =30 > 0 = Minimo

Sustituyendo en f(x):

5 125

— = — = 3
f<2> 1 31,25 cm

Problema 10.8.4 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

a) (1 punto) /(2$+1)3d1€,/$36m4 dx

1
(1 punto) /Qxd / —I—x—l—:zt

Solucion:

)/(2x+1 /22:c+1 (2‘%;1) +C

/ dw— /4x dx—T—i-C

b) /2 dx_E/InQQ de = =5+ C

14z +z? 1 1 2
/wa:_ﬁ_*Jr?JrC
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Capitulo 11

Ano 2010

11.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 11.1.1 (8 puntos) Dada la funcién:
flx)=€e"+ae™™,
siendo a un numero real, estudiar los siguientes apartados en funcién de a:

a) (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Estudiar para que valor , o valores, de a la funcién f tiene
alguna asintota horizontal.

c¢) (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el drea de la regién acotada compren-
dida entre la gréafica de f, el eje OX y las rectas x =0, z = 2.

Solucion:

1
a) fllr)=e*—ae ™ =0= m:%

m Sia>0:

/
\ y

NN
N ’///

|

(—o0,Ina/2) | (Ina,o0)
(z) - +
(z) | Decreciente | Creciente
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La funcién es decreciente en el inetervalo (—oo,lna/2) y creciente
enel (Ina/2,00).

S . Ina
La funcién tiene un minimo en el punto = 2v/a

» Sia < 0= Ina no existe, luego no hay extremos. Por otro lado
f'(x) >0, Vo € R = la funcién es siempre creciente.

) /
/
/
7
/
P
// /’ ,,//
/ Fbr
Ted /]
=3 A:J
// // h
2z 2z
, et —a 00 3 2e ,
hm:{ }:hm = lim 2" =00
T—>00 et 00 r—ro0 et T—>00

En este caso no hay asintotas horizontales sea cual sea el valor de a.
Cuando ¢z — —o0:

2x 2x
, et —a 00 , _ , 1+ ae .
lIim —=|—|= lim (e “+ae”)= lim ——— =ocosia#0
T—>—00 et 0 T—>00 T—>00 et

Es decir, no hay asintotas horizontales en este caso siempre que a # 0.

. 14 ae* , 1
Sia=0= lim ———— = Ilim — = 0. En este caso hay una
T—>00 el r—>00 el

asintota horizontal en y = 0.

b) Con a > 0:

0.0 @0
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2
S:/ (" +ae *)dx = ex—ae*x]?):a(l—e(—m)—i—ez— 1u?
0

Problema 11.1.2 (3 puntos) Se consideran las rectas:

. _y—-1 z-2
-1 1 =2

r

x—5 y z+1

6 2 2
a) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta ¢ que corta a r y s, y
que contiene al origen de coordenadas.

S =

b) (1,5 puntos) Determinar la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucion:
u_>7‘ = (_17 17 _2) u—>5 = (6’272) - 2(37 171)
" P(0,1,2) "7 Pul5,0,-1)
a)

= (—1,1,-2) -1 0 =z

mi{ OB =(0,1,2) =| 1 1 y|=0=42+2y—2=0
0(0,0,0) -2 2 2
us = (3,1,1) 3 5 =z

o @:(570’_1) = |1 0 y|=0=— —2+8y—5z=0
0(0,0,0) 1 -1 =

‘. dr+2y—2=0
"l r—8y+52=0

-1 1 -2
\[up, w}, PPy =] 6 2 2||=64= se cruzan
5 -1 -3
Tt J k
wx =] =1 1 =2 ||=1(6,-10,-8)| = 2|(3,—5,—4)| = 10v2
6 2 2
d(?‘ 8) _ |[u_>7’7u—>87P7j s” - 64 _ 16\/5 u
’ @ x | 10v/2 5



Problema 11.1.3 (2 puntos) Obtener, para todo nimero natural n, el valor

de: " "
1 1 + 1 -1
1 1 -1 1
Solucion:
Sin=1
L1y (1t -1y _ (20
1 1 -1 1 o 0 2
Sin=2
22 (2 -2)_(40
2 2 -2 2/ \0 4
Sin=3
4 4 n 4 -4\ (80
4 4 —4 4 L0 8
Sin=n

2n—1 2n—1 2n—1 _2n—1 on 0
2n71 2n71 + _anl 2n71 = 0 2n

Problema 11.1.4 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del parame-
tro k, el siguiente sistema:

z+ ky+ z= k+2
kz+ y+ z= k
z+  y+ kz= -2(k+1)
Solucién:
1 k1 k+2
A=k 1 1 k Al = -k +3k—2=0= k=1 k=2
11 k| —20k+1)

» Sik#1yk#—-2= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema sera compatible determinado.

" Sik=1
11 1] 3 .
A=| 11 1| 1 |= Remeo()=3 _
11 1] -4 Rango(A) = 2

Sistema es Incompatible.
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w Sik=-2

Tenemos:
Fs=—-(F+ )= {

Sistema Compatible Indeterminado.

11.2. Modelo 2010 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Dada la funcién:
fla)=a—a
Se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en
el punto (=1, f(—1)).

b) (1 punto) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en
el apartado anterior con la grafica de f.

c¢) (1 punto) Calcular el drea de la regién acotada que estd comprendida
entre la grafica de f y la recta obtenida en el apartado anterior.

Solucioén:

a) f(—1) = 0. El punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = 32> — 1 =
m = f'(—1) = 2. Luego la recta tangente es:

y=2(z+1)= 2x—y+2=0
b) Para encontrar los puntos de interseccién lo hacemos por igualacion:
B -r=2+2= r=—-1, x=2

Los puntos de interseccién son: (—1,0) y (2,6).

c)

2 2 4 2
S = / (2z+2—2342) dx = / (=23 +3242)de = — "~ + 3 4+ 2z
. . 177 B
27
T
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Problema 11.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ z = 2
x+ Ay— z= 4
—Az— y— z= -5

a) (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del pardametro A
b) (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = —2.
Solucién:
2)

1 0 1] 2
A= IXx —1| 4] JA=XN-2-2=0= XA=—-1)1=2
A -1 —-1|-5
» SiA# -1y ) #2= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(4) =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema serd compati-
ble determinado.

A=1]1 1 -1 4

Lot 2 { Rango(A) = 3
— A) =2
1 -1 —-1]-5

Sistema es Incompatible.
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= SiA=2

A= 1 2 -1 4

R { Rango(4) = 2
— A)=2
-2 -1 —-1]-5

Sistema Compatible Indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando A = 2:

{x+ z= 2 T=2-X
B =< y=1+\
4+ 2y z= 4 Y
c)
T+ z= 2 T =—
z— 2y— z= 4 =< y=-—6
2x— Yy— z= —5 z =

Problema 11.2.3 (2 puntos) Dados los puntos A(2,2,3) y B(0,—2,1), ha-
llar el punto, o los puntos, de la recta:

x—2 Y z—4
T g

3 -1 2
que equidistan de A y de B.
Solucién:
x =243\
rigoy=-—A
z=442)\

AP = (3)\,—2—A\14+2)\), BP=(2-3\2—\3+2)
4P| = [BP| —
VBN2 (2= 02+ (14202 = /(2302 + (2 - A2+ (B +20)2 =
A=1= (5,-1,6)

Problema 11.2.4 (2 puntos) Dados el plano 7 = bz —4y+2z = 0 y la recta:

y_Z

‘/17_
1 2 3

r

contenida en 7, obtener la recta s contenida en m que es perpendicular a r,
y que pasa por el origen de coordenada O(0,0,0).

Solucion:
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V2

11.3. General-Junio 2010 - Opcién A

Problema 11.3.1 (3 puntos) Dada la funcién:

r? 42
@)=

se pide:

a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f(z).
b) (0,75 puntos) Hallar los puntos de inflexién de la grafica de f(z).
¢) (0,75 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).

d) (0,75 puntos) Hallar el area del recinto acotado que limitan la gréfica
de f(x), el eje de abcisas y las rectas y = x + 2, z = 1.

Solucion:

a) f’(m):—W:Oz x =

(—00,0) (0, 00)
/(@) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—o0o0,0) y decreciente en el
(0,00).

254



La funcién tiene un méximo en el punto (0,2)

2(3z% - 1) V3

b " = — = 0 — — —_—
) (@) (22 + 1) o 3
(z00, =) | (=39 | (%,00)
f"(x) + - +
f(z) | Cobncava Convexa | Céncava
La funcién es céncava en el intervalo (—oo, —?) U (?, 00) y es con-
vexa el intervalo (—@, @)

La funcién presenta puntos de inflexién en (—\gg, Z) y (?, Z)

¢) Como el denominador no se anula nunca no hay asintotas verticales y,
pasamos a estudiar las horizontales:

y, por tanto, no hay asintotas oblicuas.

Mu'ximo(ﬂ,i)_
PRI
i ey
Punto Inflexién(-0,5773502691; 1, 75} // \\{um‘ﬂ Inflexion(0,5773502691; 1,75)
1
00
4 g2 +2
d) S1=2=2 52:/ T2 e
) 2~ Y 0 12 +1
1 ,.2
x4+ 2 1 T 447
dr = arctanz +z|, =1+ — =
/0 22 +1 o *1 4
; T 1247
Area =|S1|+192| =3+~ = ———u?

4 4
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Problema 11.3.2 (3 puntos) Dadas las rectas:
y—1 =z+4

r S

z
2 3 -1’ 1

z
1

Y
1

z
4
se pide:

a) (2 puntos) Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a
rys

b) (1 puntos) Calcular la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
a)
re /LTT>:(2535_1) S @:(15154)
1 P-(0,1,—4) "1 Ps(0,0,0)
Calculamos el vector perpendicular a estas dos rectas:

i ]k

w=u xu; =2 3 —1|=(13,-9,-1)
1 1 4

Calculamos la recta t como interseccién de dos planos:

ur = (2,3,-1) 2 13 x

T w=(13,-9,-1) = | 3 -9 y—1|=0= 122+11y+572+217 =0
P.(0,1,—4) -1 -1 z+4
us = (1,1,4) 1 13 =«

] w=(13,-9,-1) = |1 -9 y |=0= 350+53y—222z =0
P,(0,0,0) 4 -1 =z

L[ 2r 1y 4572217 =0
"\ 35z +53y — 222 =0
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01 —4
|[177“>)178>7P7"ﬁ5” =[] 2 3 —1||=-5= se cruzan
1 1 4
’177“) X QTS>| = ‘(137 _97_1” - \/ﬁ
d(r, s) @, @, PP 5 5V251
r,Ss) = = — u
’ . X ug| V251 251

Problema 11.3.3 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

x+ ky— z= 0
20— y+ 2z= 0
x— 4dy+ kz= 0

se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene
soluciones distintas de x =y = z = 0.

b) (1 punto) Resolverlo para el casa de k = 3.

Solucidn:

a)

1 k-1
A=|2 -1 2| |[Al=-2*+k+15=0= k=3 k=—5/2
1 -4 k

» Sik#3yk# —-5/2 = |A] # 0 =Rango(4) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema sera compatible determi-
nado y la tnica solucién seria la trivial x =y =2 =10

» Sik=30k=-5/2 = |A] = 0 = sistema compatible
indeterminado y tendria infinitas soluciones distintas de la trivial.

b) Si k= 3:

> o

{x—f—Sy— zz(]:>

20— y+ 2z= 0

ST Y
I
>N |

Problema 11.3.4 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 1 10
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a) (1 punto) Hallar dos constantes a y b, tales que A? = aA + bl.

b) (1 punto) Sin calcular explicitamente A3 y A% y utilizando sélo la
expresién anterior, obtener la matriz A°.

Solucion:

a)
o (2 1) (1 1 10 a=—1
A_<—1 5)‘“(1—2)”(0 1>:>{b:3
A2 = —A+3]

b) A3 =A2. A= (—A+3NA=—A2+3A=A—31+3A=4A—3]

eaa(h )60 =0 o)

At = A3 A= (4A—-31)A =4A* -3A = 4(—A+31)—3A = —TA+12]
AS = AT A = (~TAH121)A = —TA*1+12A = —7(—A+31)+124 = 194211

5 11 1 o) (-2 19
A_19<1—2 o1 )=\ 19 50

11.4. General-Junio 2010 - Opcién B

Problema 11.4.1 (3 puntos) Dada la funcién:

Valnz
fy={ %

r+k si <0

si x>0

donde In z significa logaritmo neperiano de z, se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua
en R.

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la
funcién en el punto de abcisa x = 1.

Solucion:

258



a) Para que la funcién sea continua en x = 0 se tiene que cumplir:

m f(z) = lim f(z)= f(z)

z— 0~ z— 0t

lim f(x)= lim (z+k)=k

z— 0~ z— 0~
) Vrlnz . Iz —00 , %
lim = lim Sz — | T | T lim e e I om 1
z—0t 2% z— 0F 7z o0 z— 0+ 22 In2yz-20 50
xX

lim VT = U =
e—0t 2% -z -In2 —2=-1  —1/2

0

Luego k=0
1
b) Siz=0=> f(0)=0=(0,0). Si f(z)=0=> \/iz”:o:
x=0, x=1= (0,0) y (1,0), por la otra rama obtenemos el punto

(0,0).
c) Se pide la tangente en la rama z > 1:

f(1)=0

e (ﬁlnx+§>2m—ﬁlnx-2xln2
€Tr) =

22m

1
La recta tangente es y = —(x — 1)

Problema 11.4.2 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ ay— z= a
ax+ 22 = =2
T+ z= =2

a) (2 puntos) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo en el caso de a = 0.

Solucion:
a)
1 a -1 a
A=l a 0 2|-2 Al=2a—ad’=0=—= a=0a=2
1 0 1] -2
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» Sia#0ya#2=— |A|l # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible de-

terminado.
s Sia=0
1 0 —1 0 —
A=|00 2 |-2 ﬁ{EZEgZEQ:; —
10 1 |-2 g =
Sistema es Compatible Indeterminado.
s Sia=2
1 2 -1 2 —
=20 2|-2 {gaﬁgoéjgfg —
10 1]-2 ANEOLS) =

Sistema Incompatible.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando a = 0:

=\
r— z= 0 —0
{ 2:= —2 Y7
z=-A

Problema 11.4.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

y—1 z+1 5= T+z=3
2 17 "7 2z0—y=2

se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano m determinado por 7y s.

b) (1 punto) Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.

Solucion:

2)



P.P, = (3,3,1) = las dos rectas son paralelas, el plano que determi-

namn es.:
ur = (1,2,-1) 1 3 T
m:4 PP, =(3,31) = 2 3 y—1|=0= bx—4y—-32+1=0
P.(0,1,—1) 11 z+1
b)
PA=(-3-3-1)
i j ok
@ x PAl=]| -1 —2 1||=](5,-4,-3) =50 =52
3 -3 -1

@] = (-1, -2,1)| = V6
@ x PA _5v8

d(A,s) = F 3

Problema 11.4.4 (2 puntos) Sea el plano m que contiene a los puntos
P(1,0,0), Q(0,2,0) y R(0,0,3). Se pide:

a) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen
de coordenadas y los puntos P, Q y R.

b) (1 punto) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de
coordenadas respecto del plano 7.

Solucion:
a)
OP = (1,0,0) oo
0Q = (0,2,0) — V=202 0]=1d
OF = (0,0,3) 00 3
b) Calculamos el plano 7:
1@ ~1,2,0) 1 -1 21
™ ( 1,0,3) =| 2 0 y | =0= 62+3y+22—6=0
<1,o,o> 0 3

Para encontrar el punto simétrico del origen respecto a este plano
seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta r que pasa por O(0,0,0) y es perpendicular

a m:
T O( ) = r:< y=3A
z =2\
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s Calculamos el punto de corte O’ de r con 7:

6(6A) +3(3X\) +2(2\) —6=0= X = %

Luego el punto de corte es:

36 18 12
/ E— J— J—
© (49’ 49’ 49)
» El punto O’ es el punto medio entre los puntos O y el que busca-
mos O

O+O/I_
2 =

72 36 24)

/ " _ 90 _ _[(fe 2V &=
0= 0 0 -0 (49’49’49

11.5. Especifica-Junio 2010 - Opciéon A

1 2 3
Problema 11.5.1 (3 puntos) Sabiendo que | 6 0 3 | = 3, y utilizando
a By
las propiedades de los determinantes, calcular:
2 4 6\
a) (1 punto) El determinante de la matriz | 6 0 3
a B v
10 20 30
b) (1 punto) | 2 0 1
3a 38 3y
30+2 38+4 37+6
¢) (1 punto) 20 23 2y
a+6 B v+3
Solucién:
2 4 6\ |2 4 6] 12 3]
a)|| 6 03 ||=|6 03| =26 03| =6
a B oy a B v a By
10 20 30 1 2 3 1 2 3
by 2 0 1 |=3-10-{/2 0 1|=106 0 3|=30
3a. 38 3y a B v a B v
3a+2 38+4 3v+6 3a 38 3y 2 4 6
c) 2a 23 2~y =| 20 28 2v |+| 2a 28 2y
a+6 B v +3 a+6 B v+3 a+6 B v+3
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2 4 6 1 2 3 1 2 3
=] 2 28 2y =14 a B vyl =4|a B v |+
a+6 B v+3 a+6 B v+3 a B v
1 2 3 1 2 3
4la B v |=-4/6 0 3|=-12
6 0 3 a B v

Problema 11.5.2 (3 puntos) Dadas la recta:

x+1 y—-2 z+1
-2 1 3

r=

y el punto P(2,0,—1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b) (2 puntos) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto
de la recta r.

Solucion:
a)
7a:{;g(_—l( 22’_1’1?) BP=(3,-20) r:{ y=2+A
e z=—143\
i j k
@ x BP|=|| =2 1 3||=1(6,9,1)] =118
3 =2 0
d(Pr)_szﬁﬂ_\/ns_\/Eu
U ml o via VT

b) Para calcular el punto simétrico seguimos los siguientes pasos:

= Calculo un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:
T
. Ur = (*27 1a 3) _ _
W'{P(Z,O,—l) = 2x+y+32+2=0

= 4-3+A=0=A=T= 22 —y—32—7=0

s Calculo el punto de corte P” de este plano 7 con 7:

2=1=20) = (241 =3(-14+30) - T=0= A=~

p(L0 1)
T T
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» El punto P” es el punto medio entre Py P’:

P+ P
2

2 2
P P 2P P= (770—378> —(2,0,-1)

P22 )
7T 7

Problema 11.5.3 (2 puntos) Hallar:

3 ¥ b — 83:3] 2

a) (1 punto) Jm [+ 22

P 3\2/x3
b) (1 punto) xh£>10(1 + 4z7)
Solucidn:

2)

e v O v/ vech b ”s
lim | —— | = lim = (-1 =-1
T—00 1+ 2z T—>00 2x
b)
¢ 3\2/23 P 3\2/x3 , 2111(1 + 4:L‘3)
lim (1+4x7) =)A= InA= lim In(1+42°) = lim —————= =
z—0 z—0 z—0 X
0 24
[O} 50 3(1 + 4x3) °

Problema 11.5.4 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = In(z2+4x—5), donde
In significa logaritmo neperiano,se pide:

a) (1 punto) Determinar el dominio de definicién de f(z) y las asintotas
verticales de su gréfica.

b) (1 punto) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f(x).
Solucion:

a) Hay que estudiar la inecuacién: 22 + 4z — 5 > 0.

P44 —-5=0=2x=-5, z=1

(—o0,—5) | (=5,1) | (1,00)
f(zx) + — +

Luego Dom(f) = (—o0, —5) U (1, 00). Las asintotas verticales son:
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m = -5

lim In(z®44z—5) = —co;  lim In(z? 442 —5) no existe
T— =5~ z—> =5t
= =1
lim In(2® 4 42 — 5) no existe, lim In(z? + 4z —5) = —o0
z—>1- z— 1+
2 4
b) f'(z) = #—;_5 =0 = x = —2 Estudio la derivada sin tener en

cuenta que procede de un logaritmo y luego restringiré la conclusiones
al dominio de esta funcién:

(_OO’_S) (_5’_2) (_2’ 1) (1700)
P - - - T
f(x) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —5) y creciente en el
(1, 00).

— [ —

11.6. Especifica-Junio 2010 - Opcion B

Problema 11.6.1 (3 puntos) Dadas las funciones:
y:9—x2, y=2zx+1

se pide:

a) (1 punto) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el
recinto acotado por ellas.

b) (1 punto) Calcular el area de dicho recinto acotado.
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¢) (1 punto) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucién obtenido al
hacer girar alrederdor del eje OX el recinto acotado por la grafica de
y=9—2yel eje OX.

Solucion:

a) La funcién f(z) =9 — 22 tiene los puntos de corte con los ejes: (0,9),
(3,0) y (—3,0), presenta un méximo en (0,9) y es una funcién par
(simétrica respecto a OY'). La funcién g(z) = 2z + 1 es una recta que
pasa por los puntos: (0,1) y (—1/2,0)

b) Calculamos los puntos de corte de estas dos graficas:
99—’ =2 4+1= z=—-4, =2
2 2 3 2
S = / (9—22—22—1)dx = / (—2®—2x48)dr = — = —2® + 8| =36 u>
—4

4 3 »

c¢) Dibujamos y = 9 — 22 y por simetria podemos hacer:

// \
//// \\\\
/ %
/ \
/ \
) )
/
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
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3 : ° 2
V = 271'/ (9—x2)2 dr = 27T/ (81+x4_18x2) dr = 81z + % _ 628 = % .
0

Problema 11.6.2 (3 puntos) Dados el plano 7 = 2z +ay+42+25=0y

la recta: ) 43
Yy — z

= 1 = - =

r=x+ 5 5

se pide:

a) (1 punto) Calcular los valores de a para los que la recta r esta contenida
en el plano .

b) (1 punto) Para el valor de a = —2, hallar el punto (o los puntos) que
pertenecen a la recta perpendicular a m que pasa por P(—3/2,0, —11/2),
y que dista (o distan) /6 unidades de 7.

c¢) (1 punto) Para a = —2, halla el seno del dangulo que forman r y 7.
Solucién:
T —
r:{ur_l(l 2,5) = (2,a,4)
a) Sir estd contenida en el plano 7 = wliuy = -ur =0:

242 +20=0= a=11

b) Sia=-2= 7:2x—2y+42+25=0y sea s la recta perpendicular
a m que pasa por P(—3/2,0,—11/2):

= s:4 y=-—A

{ u =ur=2(1,-1,2)
S P 0
s ’ z=—11/2 42\

(=3/2,0,-11/2)

Un punto genérico de esta recta serfa P(—3/2 4+ A\, =\, —11/2 + 2})

=34 20+ 20 — 22 + 8) + 25

d(P, Vo= M =1=— A=1, A=—1
(P,m) Jitd116 V6= A
1 7
A= 1 B P
Si :>( 5 b 2)
5 15
A= —1 A P
Si :>< 50 L 2)

— —

c¢) El dngulo o que forma r y 7 es 90° — @,y = sina = cos(uj ;)

— 1—-24+10 3v5H
sina = cos(uty) = =
V306 10
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Problema 11.6.3 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones:

2z+ my+ 3z= 3
T+ y— 2z= 0
S5z+ (m+1ly+ z= 9

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para el caso de m = 0.

Solucion:
a)
2 m 313 3
A=1]1 1 —-210 Al = —2(2m +3) =0 = m:—§
5 m+1 119

» Sim # —3/2 = |A| # 0 =Rango(A4) =Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema serd compatible determi-

nado.
u Sl m = —3/2
- 2 -3/2 313 Rango(A) = 3
A=|1 1 -2/0 | = R (A) =2 =
5 —1/2 1 |9 e =
2 3 3
1 =2 0|=-30#0
5 1 9
Sistema Incompatible.
b) Sim =0:
22+ 3z= 3 z=3
T+ y— 2z2= 0 =< y=-5
o+ y+ 2= 9 z=-1

1 a 1

Problema 11.6.4 (2 puntos) Dada la matriz A = | 0 1 0 | estudiar
01 a

para que valores de a tiene inversa y calcularla siempre que sea posible.
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Solucion:

A= — |A|=a

o O =
_ =
S O =

Sia=0= |A| =0 = la matriz no tiene inversa.
Sia#0= |A| # 0= la matriz si tiene inversa:
1 1/a—a —1/a

Al=10 1 0
0 —-1/a 1/a

11.7. General-Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 11.7.1 (3 puntos) Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m-—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:
a) (2 puntos). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m

b) (1 punto). En el caso de m = 0, resolver el sistema

v 0

A Z = o0

t 0

Soluciéon
a)
m—1 1 m
1 1 2
m—1 1 1
Aol =] 1 m—-1 1 |=m*-3m’+4=0= m=—1, m=2
1 1 m—1
m—1 1 m
|A1| = 1 m—1 m|=0

1 1 2
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m—1 m 1
A= 1 m 1 |[=m*-3mP+4=0= m=-1, m=2
1 2 m-1
1 m 1
A= m—-1 m 1 |=-m*+3m°-4=0= m=-1, m=2
1 2 m-—1
Sim= -1
-2 1 -1 1 9 1
A= 1 -2 -1 1 :>| 1 —9 =3 # 0= Rango(4) =2
1 1 2 =2

b) Sim =0:
-1 10 1
A= 1 -1 0 1
1 12 -1
~1 10 v 0
1 -1 0 1 Z | o | =
1 12 -1 . 0
—r+  y+ t= 0 r= A
y= —A
r— y+ t= 0 =
z= A
z4+ y+ 22— t= 0 ¢ = 0

Problema 11.7.2 (3 puntos) Dadas las rectas:

= y=1 o = z=0
=) 2=3 2= y—2z=20

se pide:

a) (2 puntos). Hallar la ecuacién de la recta t que corta a r1 y ro y es
perpendicular a ambas.

b) (1 puntos). Hallar la minima distancia entre las rectas r1 y 7.
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Solucion:

rm=q y=1

L —3 P, (0,1,3)
— uTQ - (07171)
TR=(¢ Y= =
) { P.,(0,0,0)
a)
i j k
w=10 0 =(0,-1,1)
01 1
Se obtiene la recta t perpendicular a ambas, y que las corta, como
interseccion de dos planos:
up = (0,—1,1) 01 =
7 U =(1,0,0) = | -1 0 y—1|=0=y+z—4=
P, (0,1,3) 1 0 -3
u; = (0,—1,1) 0 0 x
iR U =(0,1,1) = | -1 1 y|=0=2=0
P,,(0,0,0) 1 1 =z
t= { ytz-d=
Tr=
b)
s
N [PTQPH»U—M}?@} 2
d(“’maum): — _ — = =V2u
|ty X Ty | V2

Problema 11.7.3 (2 puntos) Calcular los limites:

a) (1 punto). lim (1 + arctanz)®/?

z— 0

., 3x 4+ 2e*
b) (1 punto). xh_I>Iloo m

Solucion:
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aln(l + arctanx)

a) lim (14 arctanz)¥® = A = lim =InA
x—0 z— 0 T
g, S ) 0
z—>0 T 0 z—0 1 + arctanx
b)
., 3x+ 2" 00 ., 3+ 2" %) L2 2
llm == -_— f— 1 = _ = llm —_— -

_— = lim
z—00 Tx + He” 00 z—>00 7 + et

Problema 11.7.4 (2 puntos) Calcular:

1 x
a 1unto./ ——dx
) (I punto). |~y

—x
b) (1 punto)./ xcosx dx
0

Solucion:

a)

0

1 ° —ll—x e I —xl——
/Omdm——z/o(2)(4 ) 2dp = —i- 2] =2-V3

™
b) / x cos x dx se resuelve por partesu = xy dv = cosx dx = du = dx
0

y v =sinx:

/:ccos:cd:c:xsinx—/sinxd:z:::vsinx+cosx+0
vy
/xcosxdaz:xsinercosx]g:—Q
0

11.8. General-Septiembre 2010 - Opcién B
Problema 11.8.1 (3 puntos) Dados el plano
m=2r—-3y+z=a

y el plano 7y determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores v; = (0,2, 6)
y v2 = (1,0,b), se pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de a y b para que 71 y 72 sean paralelos.

b) (1 punto). Para a =1y b = 0 determinar las ecuaciones paramétricas
de la recta interseccion de w1 y mo.
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c¢) (1 punto). Para a = 4 y b = —2 determinar los puntos que estén a
igual distancia de m; y ma.

Solucion:

8

m:2x—3y+z=a; mo: =0=m:bxr+3y—2—-2=0

DN O

1
0 y—2
b z—4

a) w1 y 72 son paralelos si:

2 =3 1 a
S A 2
A B o S ya#
b)
20 —3y+z2=1 T =3/2
t: 32— 9—0 = t:q y=2A
Y - z=—2+43\
c¢) d(P,m) = d(P,my) donde P(z,y,2):
22 -3y +z—4] |—22+3y—2z—2

V14 V14

20 —3y+z—4=-20+3y—2-2=7:2r—3y+2—-1=0
2 —3y+2z—4=—(—2x+3y —z—2) = no tiene solucién

Problema 11.8.2 (3 puntos) Los puntos P(1,2,1), Q(2,1,1) y A(a,0,0)
con a > 3, determinan un plano 7 que corta a loa semiejes positivos de OY
y OZ en los puntos B y C' respectivamente. Calcular el valor de a para que

el tetraedro determinado por los puntos A, B, C' y el origen de coordenadas
tenga volumen minimo.

Solucién:
AP = (1-a,2,1)y m =(2—a,1,1) y como punto elijo el A(a,0,0):
l—-a 2—-a xz—a

T 2 1y =0=7n:z4+y+(a—3)z—a=0
1 1 z

Punto de corte de 7 con OY: hacemos z =0 e z = 0= B(0,a,0).
Punto de corte de m con OZ: hacemos t =0 ey =0= C(0,0,a/(a — 3)).
Tendremos los vectores:
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OA = (,0,0), OB = (0,a,0), OC = (0,0,a/(a — 3))
El volumen del tetraedro sera:

a 0 0
1 a’
Vie)==|] 0 a 0 ‘:6a—18

0 0 a/(a—23)

Para calcular el minimo hacemos su derivada e igualamos a cero:

2
;o a6’ (2a—9) B _9
V(a)_76(a—3)2 =0= a=0, a=s

El tnico punto a estudiar serd el a = 9/2:

(=00,9/2) | (9/2,0)
: . (9 81
V'(a) - + = Minimo (2, 8)
V(a) | decrece crece

Luego lkos puntos pedidos son:
9 9
A<2,0,0>, B<0,2,0>, C (0,0,3)

Problema 11.8.3 (2 puntos) Dado el sistema:

r+2y—z=20
2 —y+z2z=3
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la compatibilidad del sistema

b) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea compatible
determinado. Razonar la respuesta.

¢) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea incompati-
ble. Razonar la respuesta.

Solucién:
a)
— 1 2 —-1|0
A= ( 2 -1 1|3 ) —
RangoA =Rango(A4) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.
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b) Se elige una ecuacién linealmente independiente de las otras dos por
ejemplo x + z = 1 (Los tres planos se tienen que cortar en un sélo

punto)
x+2y—z=0 1 2 -110
2r—y+2=3 = A=| 2 -1 113 | =
r+z=1 10 1|1

RangoA =Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

c¢) Se elige una ecuacién de forma que los términos en x, y y z dependan de
las otras dos pero el término independiente no. (Los planos se cortarian
dos a dos sin coincidir los tres en una recta). Por ejemplo: 3x +y = 1

z4+2y—2=0 1 2 =110
2r—y+2=3 = A=| 2 -1 113 | =
3r+y=1 3 1 01

RangoA = 3 #Rango(A) = 2 = luego el sistema es incompatible.
Problema 11.8.4 (2 puntos) Dada la matriz:
—a 0 a
a a-—1 0
0 a a—+2
Se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro a.

b) (1 punto). jPara qué valores de a existe la matriz inversa A~!? Calcular
1

A7 para a=1.
Solucién:
a)

—a 0 a
a a—1 0 =a2—a)=0= a=0, a=2
0 a a—+2

Sia=0:
0O 00 1
0 -1 0 :>| 0 2 = —2 = Rango(A4) =2
0 0 2
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Sia=2:

—2 -2 0

5 1|7 —2 = Rango(4) =2

0 2
1 0 :>‘
2 4

2
0
En conclusién, Si a # 0y a # 2 = Rango(A) = 3. Por el contrario,

sia=00a=2=Rango(4) =2.

b) Sia# 0y a#2=— existe inversa.

Sia=00a=2= no existe inversa. Si a = 1:

-1 0 1 0 1 0
A= 1 00 |=A41=]| -3 -3 1
0 1 3 1 1 0

11.9. Especifica-Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 11.9.1 (3 puntos) Se consideran las rectas:

r:g y=2 S oy — —9
z2=3—-A y=

Determinar la ecuacién de la recta ¢ que pasa por el punto P(0,1,-2) y
corta a las rectas r y s.

Solucién:
i ] k
=1 2 —1|=(1,-1,-1), Py0,-2,-3)
1 1 0
re u_>7“ = (150> _1)
1 P(1,2,3)
Vamos a encontrar la recta ¢ como interseccién de dos planos:
PP, = (1,1,5) 1 1 =
m:iq up=(1,0,-1) = m:|1 0 y—1|=0= m:2—6y+2+8=0
P(0,1,-2) 5 =1 z+2
PP, = (0,-3,-1) 0 1 =z
m:S up=(1,-1,-1) = m:| -3 -1 y—1|=0= m:20—y+3247=0
P(0,1,-2) -1 -1 z+4+2

‘- r—0y+2+8=0
| 22—y+32+7=0
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Problema 11.9.2 (3 puntos) El sistema AX = B, donde

1 0 1 T
A= 0 2 0 ,X: Yy 5
a b5 a z

tiene diferentes soluciones segun sea la matriz B

a) (1 punto). Determinar, si existen, el valor o valores de a para los que
el sistema es compatible determinado (independientemente del valor

de B).
0
b) (0,5 puntos). Sia =4,y B=| —1 |, determinar, si existen, el valor
b
o los valores de b para los que el sistema es incompatible.
0
c) (1,5 puntos). Sia=4,y B = ¢ |, determinar, si existen, el valor
10

o los valores de ¢ para los que el sistema es compatible indeterminado.
Resolver el sistema.

Soluciodn:
1 01
a) |[Al =10 2 0 | =0 sea cual sea el valor de a, luego el sistema no

a 5 a
compatible determinado en ningin caso.

b)
1 01 x 0
0 20 y | =1 -1 | =
4 5 4 z b
1 0 1| O
A=10 2 0] -1
4 5 4

5
|A1‘ = ’010203| =0, |A2‘ = ’010204| =2b+5=0=— b= —5

5
|A3| = |CIC3C4| =0, |A2| = |020304| =—-20—5=0=— b= _5
El sistema es imcompatible para cualquier valor distinto de -5/2.
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1 01 T
0 2 0 y | =1 ¢ | =
4 5 4 z 10
1 0 1] 0
A=]10 2 0] ¢
4 5 4110

Sabemos que Rango(A) = 2, luego tenemos que encontrar ¢ de forma
que la segunda fila sea combinacién lineal de las otras dos, de esa

forma Rango(A4) =Rango(A) = 2 < n° de incégnitas. Tendremos Fy =

mFl—l-an:
0=m+4n
(0,2,0,¢) = m(1,0,1,0) + n(4,5,4,10) — >~ " —
) ) ) - M ) ) ) ) ) O:m+4n

c=10n

m = —4n

n=2/5 = c=4

c=10n

Es decir cuando ¢ = 4 tenemos que Fy» = —8/5F] +2/5F; y, por tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

T+ z= T=-A
{ - - y =2
z=2A

Problema 11.9.3 (2 puntos) Obtener el valor de a para que

2_ ax2
lim ("’32 3) —4
z—roo \ 4+ 3

Solucion:

2 2
o oy [2°—3 - —6ax®
A=l fee) <x2+3 1) = g = 0
—6a —6a In4
e =4 = lne :ln4z—6a:ln4:>a:—?

Problema 11.9.4 (2 puntos) Hallar:
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16
a) (0,5 puntos). / (z —15)8 dx
14

b) (1,5 puntos). /911 (@ — 10)°(x — 9) do

Solucion:
16 -1 9716 2
a)/ (:1:—15)86137:u = —
4 ) TR
11
b) / (z —10)'%(z — 9) dz se resuelve por partes: u =z —9 = du = dx
9
-1 20
y dv = (z — 10)¥dr = U:u
20
19 (z = 9)(z — 10)* 20
/(:L’—IO) (¢ —9)de = = —/(33—10) d =
(x —9)(z—10)2° (z —10)*
20 21 +c
11
1 (x —9)(x —10)2 (x —10)% 2
—10)9(y — — — - =
/9 (&= 10) @ =9 dr 20 2 |,

11.10. Especifica-Septiembre 2010 - Opcién B

Problema 11.10.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ kz= k
z+ ky+ 2= k?
kz+ y+ z= 1

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro k.
b) (1 punto). Resolverlo para k = 0.
Solucién:
a)

k

E | Al=-k4+3k—2=0= k=1, k=2

|

Il
e
_
_ =

2

1

» Sik#1yk# —2= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =n°
de incognitas, luego el sistema seria compatible determinado.
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1 1 -2] -2 1 -2 -2
A=| 1 2 1] 4|,y | -2 1 4|=-9+#0
—2 1 1 1 1 1 1
1 1
En este caso tenemos [A] = 0y 1 9| = -3 # 0 =

Rango(A) = 2. Por tanto, Rango(A) #Rango(A) y el sistema
es incompatible.

n Sik=-2:
1 1 111
A= 1 1 1|1
1 1 111

Claramente Rango(A) =Rango(A) = 1 < n°® de incégnitas y se
trata de un sistem compatible indeterminado.

b) Si k= 0:
T+ y =0 x=-1/2
x+ z= 0 = (¢ y=1/2
y+ z= 1 z=1/2

Problema 11.10.2 (3 puntos) Dada la funcién:

32 452 — 20
B z+95

f(z)
se pide:
a) (1,5 puntos). Estudiar y obtener las asintotas.
b) (1 punto). Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.
¢) (0,5 puntos). Representar graficamente la funcion.

Solucion:

a) Asintotas:

» Verticales: x = —5
. 322 + 5z — 20 30 N
m —F—=|—F|=+00
r—>—5T r+5 ot
) 322 + 5z — 20 {30}
lim =|—|=-00
r——5" T + 5 0



= Horizontales: No hay

lim
T—>00 r+5

3x2+5x—20_

+00

= Oblicuas: y =mzx+n = y=3x — 10

m = lim

T—>00 xr2 + b5x

T—>00

r+5

, (3:1:2—1—5:1:—20
n = hm _— —

b) Estudio completo:

= Monotonia:

» Curvatura: f”(z) =

3(x2 + 10z + 15)

3x2+5x—20_3

3x> = —10

"(x) = =0=— xz=-5 10 =-5—v10
Fer =" e r= VI =i
(=00, =5 — 1/10) | (=5 — V10, =5 4+ /10) | (=5 + /10, 00)
7@ T - ¥
f(x) creciente decreciente creciente

Luego la funcién tiene un Maximo en el punto (—8,16; —43,97)
y un Minimo en el punto (—1,84; —6,03).

60
(x +5)

tos de Inflexién.

(—OO, _5)

(_57 OO)

f"(x) -

_|_

f(z) | convexa N

concava |J

¢) Representacién gréfica:

Problema 11.10.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

Se pide:

|

204y —2z=—-2 z+1 y

r—2y=-—1 5 1

-3

5 7 0 Luego la funcién no tiene pun-

a) (1 punto). Dados los puntos A(1,0,—1) y B(a,3,—3), determinar el
valor de a para que la recta t que pasa por los puntos A y B, sea
paralela a s.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo

a S.
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y e

x=-5 | Decreciente Creciente /
il
"

=3x-10
\ Cipcava

N
Minimo(-1,84;-6,03)

deiws,ﬂ)

F
/ Decreciente

b)
ur = (2,1,5) 2 1 -1
78 uw=0(1,-3,2) = 7:|1 -3 y—1|=0=
P.(1,1,5) 5 2 z-—1

m:1lTe+y—T24+17=0

Problema 11.10.4 (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por
el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos:

mox—y—T7z=1, m:2x+3y+z2=5

Solucién:
Uy L Ty, Wh L iy = U7 = Ty X Uy
i j k
Up = Up; XUpp = |5 —1 —7|=(20,-19,17)
2 3 1

El plano buscado tiene de ecuacién 7 : 20x — 19y + 1724+ A = 0 y como pasa
por el punto (0,0,0) = A = 0. Luego el plano buscado es:

m:20z — 19y 4+ 172 =0
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Capitulo 12

Ano 2011

12.1. Modelo 2011 - Opcién A

Problema 12.1.1 (8 puntos) Dado el sistema:

Az + Az=
z+ Ay— z= 1
z+ 3y+ z= 2\

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segin los valores del parametro A
b) (1,5 puntos). Resolver el sistema para A = 1.

Solucion:

2)

A0 2
A= 1 X -1 1 | |4 =-6A=0= A=0
13 1[2x

» SiA# 0= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(4) = 3 =n° de
incégnitas, luego en este caso el sistema serd compatible determi-

nado.
= SiA=0
00 012 _
A={10 -1]1 {Eangogﬁiig —
13 110 angols) =

Sistema es Incompatible.
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x + z= 2 r=23/2
+ y— 2= 1 =< y=
T+ 3y+ z= 2 z=1/2

Problema 12.1.2 (3 puntos) Dada la funcién:

rx—1

f(x):m

se pide:

a) (1,5 puntos). Obtener, si existen, los méximos y minimos relativos, y
las asintotas.

b) (1,5 puntos). Calcular el drea del recinto acotado comprendido entre
la grafica de f, el eje OX y las rectas x =0, z = 3.

Solucion:

a) = Méaximos y Minimos:

/ _ 3—x _ _
(—OO,—l) (_173) (3700)
O v -
f(z) | decreciente | creciente /' | decreciente \

1
La funcién presenta un Maximo en el punto (3, 8>' En el punto

x = —1 la funcién no es continua, en ese punto habra una posible
asintota vertical.

= Asintotas:

e Verticales: z = —1

e I e

z—1>m—1 (CL‘ + 1)2 - 0
x—1 -2 n
m —=|—|=+4
a— 11 (x + 1)2 ot
z—1 -2 n
m —Y=|—|=4
r— —17 (CL’ + 1)2 0+
e Horizontales: y =0
-1
lfim ——— =0
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e Oblicuas: No hay al haber horizontales

= Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el

eje de abcisas que esté dentro del intervalo [0, 3]:

r—1

(x+1)2 v

Los limites de integracion seran de 0 a 1 y de 1 a 3. Calculamos la
integral indefinida de la funcién por descomposicién polinémica:

z—1 A B Alz+1)+B

(x+1)2 _:E+1+(a:+1)2 (x4 1)2

r=—-1= B=-2

r—1

1 1 2
Fa)= [ 2 de=[ ——dv—2 | ——— do =In|a+1
(@) /(at+1)2 v /x—i—l v /(:z:—|—1)2 v =Infet H_x

1 r—1
Sl_/o de_F(l)_F(O)—ln2—1
3 -1 1
52_/1 mm_]‘p(?’)_F(l)—an—5
1 1,
S:|S1|+\52!:1—1n2+1n2_§:§u

Problema 12.1.3 (2 puntos) Dadas las rectas:

se pide:

r=

r+1 y =z+1 r—5 y—4 =z
1 21 1

2 -1 %

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de la rectas r y s.
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b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a las rectas

Ty s.
Solucioén:
7 — T —
) our=(2,1,1) us = (2,1,1) B
r.{ Pr(—1,0,-1) s Py(5,4,0) P.P, = (6,4,1)
6 4 1 N
a) |2 1 1 :OyRango<PT_>s> = 2 = las rectas r y s son
Us
2 11
paralelas.
b)
ur = (2,1,1) 2 6 x+1
m:{ PP, =(641) = |14 y =0= 3r—4y—224+1=0
P.(-1,0,-1) 11 z41

Problema 12.1.4 (2 puntos) Dados los planos a« =2x +y+22+1=0y
B =x—2y+6z=0, se pide:

a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determi-
nada por la interseccién de « con .

b) (1 punto). Determinar el plano v que es paralelo al plano « y pasa por
el punto (v/2,1,0)

Solucion:
a)
T = 0+ 2\
_ 3
. 2r+y+22+1=0 ) y= —S— 2A
r—2y+62=0
1
= ——— A
: 5

3 1
Un punto de r puede ser: <07 5 —5> y
J
uy = 1

— N .
[\

k
2 | =5(2,-2,—1)
6

b) v:2x +y+ 22+ A =0y contiene al punto (v/2,1,0), luego:
W24+ 14+A=0= = —(14+2V2) =
vi2z+y+22—(1+2V2)=0
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12.2. Modelo 2011 - Opcién B

Problema 12.2.1 (3 puntos) Dadas las matrices:

2 -1 -1 100
A= 1 o0 -1 ]|, I1=]l01 0
2 2 3 00 1

Se pide:
a) (1 punto). Calcular A? —4A + 31

1
b) (1 punto). Demostrar que la matriz inversa A~! de A es §(4I —A).

¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de la matriz A — 21.

Solucién:
a)
2
1 -1 2 -1 -1 100
A?—4A+3] = 1 0 -1 | —4 1 0 -1 |43l 010 |=
- 2 3 -2 2 3 00 1
000
000
000
b)

A2 4A43] =0 = A(A-4Al) = -3 = A (—;(A — 41)) ==

ATl = %(4] —A)

c)
(A—20)? = (A—2I)(A—2I) = A2—2TA—2AT+41% = A? —4A+4] =

A? —4A43I+T1=0+1=1— (A-20)"'=4-2I

Problema 12.2.2 (3 puntos) Dados los puntos A(1, —3,0), B(3,1,-2),C(7,2,3),
D(5,-2,5) y E(1,0,2), se pide:

a) (1 punto). Demostrar que los puntos A, B, C'y D son coplanarios.
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b) (1 punto). Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y
calcular su area.

¢) (1 punto). Hallar la distancia del punto F al plano 7 determinado por
los puntos A, B, C'y D

Solucién:
a)
AB = (2,4,-2), AC = (6,5,3), AD = (4,1,5)
2 4 =2
6 5 3 |=0=— son coplanarios
4 1 5

Los tres vectores construidos son linealmente dependientes y, por tan-
to, estan en el mismo plano.

b)
AB = (2,4,-2) =24
z?c“:(,m) VA2
CD = (-2,-4,2) = V24
AD = (4,1,5) = V42

Los lados son iguales dos a dos, luego se trata de un paralelogramo.

i § ok

—ABxAD| =] 2 4 -2 ||=[2(11,-9,~7)| = 2v/251
41 5
c)
AB = (2,4,-2) 2 4 x—1
7:{ AD=(4,1,5) = | 4 1 y+3|=0= 11lz-9y—72-38=0
A(1,-3,0) -2 5 =z

11— 14 — 38|  41/251
= U
V251 V251

Problema 12.2.3 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

d(E,m) =

a) (1 punto). zﬁr(lyr zel/?

1+t —+v1-t
b) (1 punto). lim Vitlanz -V anr
P z—0 X

Solucion:
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1/z -1 2\, 1/
lim ze'/* =[0-00] = lim °c _ [OO} — lim (=1/a%)e 7 —
x—0F r—01 1/56 O r—0t (_1/1»2)
lim /" = 100
z—07F
b)

. V1+tanz — /1 —tanzx {0}

lim = |=| =
r—0 T 0

1/cos’z —1/cos?x

lim — =1
z—0 (2\/1 +tanz 241 — tanx)

1
Problema 12.2.4 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = o sin z, calcular el

area del recinto acotado comprendido entre la grafica de f, el eje OX y las
T
rectas x =0, x = 5

Solucion:

Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el eje de

abcisas que esté dentro del intervalo [0, ;r]

1 . 0 —s T
— —sinz = = —
2 6

Los limites de integracién seran de 0 a 7/6 y de 7/6 a m/2. Calculamos la
integral indefinida:

F(x) :/ (; —sinx) d:vzg—i—cosa:

/6 1 . T \/g
5’1—/0 <2—smx)dx—F(7r/6)—F(0)—12—|—2—1
w/2
Sy = » (;—sinx) dal::F(7r/2)—F(7r/6):g—\é§
T V3 V3 T
frd = — 7—1 —_ = = — _—— =
S=18i+1S2 = 5+ 5 ~ 1+ 5 — g =V3-1- =047



12.3. Junio 2011 - Opcién A

Problema 12.3.1 (3 puntos) Dada la matriz:

2¢ —2 a2
A= -1 a —1
2 1 a

Se pide:

a) (1 punto). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a.

T 2
b) (1 punto). En el caso de a = 2, discutir el sistema A| y | =] 1
z b

en funcién de los valores de b, y resolverlo cuando sea posible.
Y -1
c¢) (1 punto). En el caso de a = 1, resolver el sistema A | y | = 2
z 2

Solucion:

a) |[A|=4—a®>=0= a = 42, por tanto, si a # +2 = |A| # 0 =

Rango(A) = 3.
Sia=2:
4 -2 4 4 _9
A=| -1 2 -1 | = |4 =0y =640
-1 2
1 2
Luego en este caso Rango(A4) = 2.
Sia=—-2
-4 -2 4 4 9
A=| -1 =2 -1 | = |A[=0y | | _J|=6#0
2 1 -2
Luego en este caso Rango(A4) = 2
b) Sia=2:
4 =2 4 z 2
1 2 -1 y | =11
1 2 z b
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4 -2 42 L o
A= -1 2 -1 1 |=]4]=0 ‘_1 5| =6#0
2 1 2

Luego el Rango(A) = 2 independientemente del valor de b. Tal y como
se habia estudiado en el apartado anterior.

—2 4 2
2 -1 1 |=6b-3)=0=>b=23

1 2 b

Si b # 3 = Rango(4) = 3 y el sistema serfa Incompatible, por el

contrario, si b = 3 el Rango(A) = 2, y en este caso serfa Compatible
Indeterminado. En este ultimo caso:

{—ﬂ:—}—Qy—z:l zii_)\

2v+y+22=3 L=\

c)
2 =2 T -1 zT=2
-1 1 - y | = 2 | =< y=1
2 1 z 2 z=-3

Problema 12.3.2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en
el origen y los otros tres vértices en las intersecciones de las rectas

_ _Jy=0 _ ) z=0
m=r=yYy==z, = ZZO,T’3: 2 =0

con el plano m = 2x + 3y + 72z = 24.

b) (1,5 puntos). Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las
rectas
x+1 y-=-5_ =z+1

1 S

r y+l =z-1
2 3 —1

7’4:

Solucion:

a) LLamamos A al punto interseccién de 7 con 7;:
e +3x+Tr=24= x=2= A(2,2,2)
LLamamos B al punto interseccién de 7 con ro:

2z =24 = z =12 = B(12,0,0)
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LLamamos C' al punto interseccién de 7 con rs:

3y =24 = y =8 = B(0,8,0)

Tendremos con el origen los siguientes vectores:

04 =

V =

(2,2,2) OB =

(12,0,0) OC =
1] 222
6‘ 12 0 0 || =324°
080

i j k
W =Ty XUpp =| 1 2 =2
2 3 -1

(0,8,0)

Calculamos un vector perpendicular a las dos rectas:

— (4,-3,-1)

Calculamos la recta perpendicular a estas rectas como interseccién de

dos planos:

Ut
T u
Pr4(

u; =

—

M 1§ Ups =

P, (0,

La recta bus

(4,-3,-1)
=(1,2,-2)
1,5,—1)

(4,-3,—1)
(27 37 _1)
-1,1)

cada sera:

.|

4 1 z+4+1
== m:| -3 2 y—5
-1 -2 z+1
4 2 x
= m:| =3 3 y+1
-1 -1 z-1

8r+T7y+11z—16=0
3xr4+y+92—8=0

Problema 12.3.3 (2 puntos) Se pide:

3
a) (1 punto). Calcular la integral / zV4 + 522 du.
1

=0=m

=0=m

81+ Ty+112—16 = 0

1 3x+y+92—-8=0

b) (1 punto). Hallar los valores minimo y maximo absolutos de la funcién

fz) =

Solucion:

a)

V12 — 322,

3
/ VA4 +5x2dx =
1

(4 + 5z22)3
15
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b) El dominio de la funcién viene dado por la inecuacién 12 —32% > 0 =
Dom(f) = [-2,2] y su signo es siempre positivo, la funcién siempre
estd por encima del eje de abcisas; como en x = £2 la funcién vale
cero en estos dos puntos que serdn minimos relativos. Por otra parte:

V3

f’(x):—ﬂ:0:> z=0
(—2,0) (0,2)
f'(@) + -

f(z) | creciente /| decreciente N\

Luego hay un méximo en el punto (0, 2v/3) que, por ser el tinico, serd un
maximo absoluto. Alcanzard Un minimo absoluto en los puntos en los

que f(z) =0= (—2,0) y (2,0).

¥

Problema 12.3.4 (2 puntos) Se pide:

a) (1 punto). Calcular el siguiente limite:
lim VT

e

b) (1 punto). Demostrar que la ecuacién 4z° + 3z +m = 0 sélo tiene
una raiz real, cualquiera que sea el nimero m. Justificar la respuesta
indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

a)
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b) Sea cual sea el valor de m, la funcién f(z) = 42° + 32 + m es una
funcion polinémica y, por tanto, continua y derivable en R.

lim (2 +3z+m)=o00 y lim (2°+3z+m)=—oc0
T—>00 T—>r—00

Luego la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo,00) y, por el
teorema de Bolzano, necesariamente tiene cortar al eje de abcisas.

f(z) =202 +3>0 Yz €R

Luego la funcién es siempre creciente, en consecuencia sélo puede haber
un punto de corte (Teorema de Rolle).

12.4. Junio 2011 - Opcién B

Problema 12.4.1 (3 puntos) Dada la funcién:

ax* +1
f(z) = 3
Se pide:

a) (1 punto). Determinar el valor de a para el que la funcién posee un
minimo relativo en x = 1. Para este valor de a obtener los otros puntos
en que f tiene un extremo relativo.

b) (1 punto). Obtener las asintotas de de la grafica de y = f(z) para
a=1.

c¢) (1 punto). Esbozar la grafica de la funcién para a = 1.

Solucion:

a)
ar*—3

fl@)=—=——=0y f(1)=0—=a=3

(z) = % = f"(1)=12>0

Luego en x = 1 la funcién tiene un minimo relativo.

3zt -3
fla)=" 20— 30" =3 — 2= +1
x
Enz=-1: 19
flx) === f'(-1)=-12<0
x
Luego en x = —1 la funcién tiene un maximo relativo.
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b) Sia=1:

4
zt 41
fw) ="
Asintotas:
= Verticales: x =0
4 ~-
1 1
lim z i = ] = +o00
r—0 x 10
T 1 [ n
im =|—| =+
z— 0+ a3 10t
v zr+1 1 ]
im =|—| =—-
z—0- T3 _0+
= Horizontales: No hay
3 |
lim 3 =0
r—00
= Oblicuas: y = mz +n
4
1
m= tim I8 g T
r—00 r—00 ¢
4
; ; 41 _
n :gch_r)noo(f(x) — mx) —gch_1>noo ( = —x) =0
y=u=

c) La grafica para a = 1:

Se trata de una funcién IMPAR, bastaria con calcular sus extremos

z* -3
f'(z) = —5 =0= 2=-1,32, =1,32
x
(—o0;—1,32) | (—1,32;1,32) | (1,32;00)
f'(x) + - +
f(x) | creciente / | decreciente \ | creciente

La funcién tiene un méaximo relativo en el punto (—1,32; —1,75) y un
minimo relativo en el punto (1,32;1,75)
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Problema 12.4.2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde

0 1 (m—1) x m
A= 0 m-—1 1 , X=1|1y |, B= m
m— 2 0 0 z m + 2

segun los valores de m.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema en los casos m =0y m = 1.

Solucién:
a)

y+ (m—1)z= m

(m—1)y+ z= m

(m —2)x+ = m+2

0 1 (m—=1)| m
A= 0 m-—1 1 m Al = —m(m—2)>=0= m =0, m =2
m—2 0 0 m + 2

» Sim # 0y m # 2 = |A] # 0 =Rango(A) =Rango(A) =
3 =n° de incognitas, luego en este caso el sistema serd compati-
ble determinado.

s Sim=0
0 1 —-11]0 —
A= 0 -1 10 :{EZ?SEQ;_; e
2 0 0|2 g =
Sistema es Compatible Indeterminado.
m Sim=2
01 12 _
A={01 1|2 {Eangogﬁ%:? —
0004 ANEORSE) =

Sistema es Incompatible.
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b) Sim =0

y— 2= 0 r=-—1
{23; g ) YR
z=A\
Sim=1
y =1 T =-3
z= 1 — y=1
—x = 3 z=1

Problema 12.4.3 (3 puntos) Dados los planos
m=2r+y—2z2=1, m=zrz—-—y+2z=1
se pide:
a) (0,5 puntos). Estudiar su posicién relativa.

b) (1,5 puntos). En caso de que los planos sean paralelos hallar la distan-
cia entre ellos, en caso de que se corten, hallar un punto y un vector
de direccién de la recta que determinan.

Solucion:

a)

2,1 .
17 1 se cortan
b)
r=2/3
) 2 +y—2z2=1 _
t.{ t—y42=1 y—zl_/3)\+2)\

La recta interseccion viene determinada por el punto P; (%, —%, O) y
el vector director uf = (0,2, 1).

Otra manera de calcular estos datos seria u; = um} X uwé, y el punto

P;, dando un valor cualquiera (mismamente z = 0) y resolviendo el
sistema que queda.

Problema 12.4.4 (2 puntos) Se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por los puntos
A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,1).

b) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano w2 que contiene al punto
P(1,2,3) y es perpendicular al vector ¥ = (—2,1,1).
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c¢) (0,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P.

Solucion:
a)
AB = (—1,2,0) 1 -1 z—1
mi{ AC=(-1,0,1) = m:| 2 0 y |[=0= 2u4y+2:-2=0
A(1,0,0) 0 1 =z

b) 2z4+y+2+A=0= —2+24+3+A=0= A= -3

mg 2 —y—2+3=0

¢) AP = (0,2,3):

N O N
W = O

1 4
=—|—8l=—-u?
= l-8=Su

12.5. Septiembre 2011 - Opcién A

Problema 12.5.1 (3 puntos).

a) (1 punto) Calcular los limites:

. 2 , 2
xgnioo 4 + e—(z+1) xgn—il-oo 4 4+ e—(z+1)

1
b) (1 punto) Calcular la integral: /0 ﬁ dx

¢) (1 punto) Hallar el dominio de definicién de la funcién f(x) = Va2 + 9z + 14.
Hallar el conjunto de puntos en los que la funcién f tiene derivada.

Solucion:
a)
i 2 2
=5t d fe—@H)  4+0 2
, 2 2
z’gnioo 4 + e—(z+1) o g =0
b)

Loy 1 51 1
/0 g =g LB |]0_§1n2
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¢) 24+ 9z2 + 14 > 0 = Dom(f) = (—o0, =7] U [-2,0).

2z — 9
!
x g
) 2vVx? + 9z + 14

La funcién tiene derivada en (—oo, —7) U (=2, 00).

Problema 12.5.2 (& puntos). Dados los planos
m:2x4+3y+2—1=0; my:2x4+y—32—1=0,

y la recta
z—1 41 z+2
T = = ;
2 Y 2

se pide:
a) (1 punto). El punto o puntos de r que equidistan de mp y ma.

b) (1 punto). El volumen del tetraedro que m; forma con los planos coor-
denados XY, XZ e Y Z.

c¢) (1 punto). La proyeccién ortogonal de r sobre el plano 7.

Solucion:
z=1+2\
—1 2
T:xQ =y+1=Z—2F y=—-1+2\
z= =242\

a) d(P.,m) = d(P,ms):
204+ 2X) +3(=1+A) + (=2+2X) — 1| [2(142X) + (=1 4+ X) — 3(—2+ 2X) — 1

VAF9+1 N VAF1+9

—449A=6—-A=>\A=1= P!(3,0,0)

[~ = [6-A] = { 449\ =—6+A= \=—-1/4= P/(1/2,-5/4,-5/2)

b) Corte de 71 con el eje OX: hacemos y =0y z = 0= A(1/2,0,0).
Corte de 1 con el eje OY: hacemos x =0y z =0 = B(0,1/3,0).
Corte de 71 con el eje OZ: hacemos x =0e y =0= C(0,0,1).

Los vectores que forman estos puntos con el origen son los siguien-

tes:
OA = (1/2,0,0); OB = (0,1/3,0); OC = (0,0,1)
1/2 0 0
1 1
V== 0 1/3 = — 2
6| o o 1 36
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¢) Obtenemos esta recta como inteseccién de dos planos, uno de ellos
serd mo y el otro serda un plano 7w perpendicular a m y que contiene a

r:
Urp = (2,1,-3) 2 2 z—1

7w =(2,1,2) —7x:| 1 1 y+1|=0=—= 7:2—2y—3=0
P.(1,-1,-2) -3 2 z+2

x—2y—3=0

Proyeccion : { % ty—3:—1=0

Problema 12.5.3 ( 2 puntos). Calcular el rango de la matriz

1 3 -2
-1 1 a
A= 2 0 —a
a+2 0 a
seguin los valores del pardametro a.
Solucién:
1 3 -2
[Al=| -1 1 a|=2a+2)=0= a= -2
2 0 —a
Sia=-2:
31 i’ :; 1 3 -2
A= y |[A2l=] -1 1 -2 |=-8#0
2 0 2 0 0 —2
0 0 -2

Luego Rango(A) =3, Va e R
Problema 12.5.4 (2 puntos). Dada la matriz

sinz cosz O
M = cosr —sinz 0
0 0 1

se pide:
a) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz M.
b) (1 punto). Hallar la matriz M?2.

c) (0,5 puntos). Hallar la matriz M?2°.
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Solucion:

a)

sinz cosz O sinz  cosz
|M|=| cosx —sinz 0 |= . = —(sin® z4cos’x) = —1
cosx —sinx
0 0 1
b)
sinz cosz O sinx cosxz O 1 0 0
M?=| cosz —sinz 0 |-| cosz —sinz 0 |=[0 1 0 | =1
0 0 1 0 0 1 0 01

M — M si n impar B\
I si npar

12.6. Septiembre 2011 - Opcién B

Problema 12.6.1 (3 puntos). Dado el punto P(0,1,1) y las rectas:

"y 1 -1 y=0

r—1 y+1 z {x:()
= = — S .
se pide:

a) (1’5 puntos). Determinar las coordenadas del punto simétrico de P
respecto a r.

b) (1’5 puntos). Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene di-
reccién perpendicular a la recta r y corta a la recta s.

Solucién:
a) Lo calculamos siguiendo los tres pasos siguientes:
= Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

204+y—z4+A=0= A\=0=m:2xs+y—2=0

s Calculamos el punto de corte P’ de 7 con 7:

r—1 y+1 z z=1+2)
e s T e T e
z=-A
1 2 71
2(1+2X —14+XN)—(=N) =0 A= —— 4 e
(1420 + (14X = () =0 = A= ¢ — P (2. ~1.7)



» El punto que buscamos P” tiene que cumplir:

PP 110 2y
2 37 37 3

=P = P”:2P’—P:<

b) Calculo un plano 7 L r, que contenga a P, calculado en el apartado
anterior 7 : 2x +y — 2z = 0, y el punto de corte P; de este plano con la

recta s
z=0
s:d y=0 = 2.0+04+A=0= A=0= P, =0(0,0,0)
2=\

La recta t que buscamos pasa por los puntos O y P:

=0
OP = (0,1,1) v
t: { T = t:q y=2A
0(0,0,0) R
Problema 12.6.2 (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

2+ 4y = 4k
—k3r+ Ky+ kz= 0
z+ ky = k2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo en funcién del valor del pardmetro k.
b) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 1.

c¢) (0’5 puntos). Resolver el sistema para k = 2.

Solucidn:
a)
2 4 0|4k 2 4 0
A= -k K k| 0 |; |Al=| -k k? k|=2k(2-k)=0= k=0, k=2
1 k 0] Kk? 1 k 0

» Sik#0yk#2= |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =
n° de incégnitas = SCD Sistema compatible determinado.

» Sik=0:

2
A= 0
1

S O =
o O O
o O O

2 4
1 O‘_—47é0:>

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de ncégnitas = SCT Sistema
compatible indeterminado.
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m Sik=2:

[\)

y i .

(0¢)
DN >

0
2
0

= O
[\]
e
|
&
<

_

Rango(A) = 2 =Rango(4) < n° de ncognitas = SCI Sistema
compatible indeterminado.

b)
2x+ 4y = 4 =0
—x+ y+ z= 0 = y=1
T+ oy =1 z=—1
c)
w4y = s [z
—8z+ dy+ 22= 0 y=
z=A
Problema 12.6.3 (2 puntos). Dada la funcion
el/w si z<0
_ k si x=0
f(ac) o cosx — 1 .
——— si >0
sin

hallar el valor de k para que f sea continua en z = (. Justificar la respuesta.
Solucién: f es continua en x = 0 si

lm f(x)= lim f(z) = £(0)

z— 0t z— 0~

lim f(z)= lim e /=0

z— 0~ z— 0~
, ) cosx — 1 0 ; —sinx
lIm f(z)= lim ——— =|-| = lim =0
z—s 0T z— 0+ sinx 0 z— 0+t COSZT

Como f(0)=k= k=0

Problema 12.6.4 (2 puntos).

a) (1 punto). Hallar el drea del recinto limitado por la gréfica de f(z) =
—sinx y el eje OX entre las abscisas x =0y z = 27.

b) (1 punto). Hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al
hacer girar la gréfica de f(x) = —sinz alrededor del eje OX entre las
abscisas x =0y x = 2m.

Solucion:
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a) f(xr) =—sinx =0= 2 =0y z = m. En el intervalo [0, 27] hay dos
recitos de integracion Sy = [0, 7] y S = (7, 27]

S) = / (—sinz) dx = cosz]y = —2
0

2
Sy = / (—sinz)de = cosz]" =2

S =|S1| + |Ss| = 4 u?

b)

™ ™ 1
V:27r/ (—sinac)Qd:r:ﬂ/ (1—cos2z)dx =7 <m—2sin2x)] =72}
0 0 0
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Capitulo 13

Ano 2012

13.1. Modelo 2012 - Opcién A

Problema 13.1.1 (3 puntos) Dados los puntos A(1,-1,2), B(2,0,—1),
C(0,1,3), se pide:

a) (2 puntos). Hallar todos los puntos que equidistan de A, By C. jCuales
de ellos pertenecen al plano 7 : 2x + 2y + 2z + 1 = 07

b) (1 punto). Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, By C.

Solucion:

a) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B y C seré la
recta en la que se cortan los planos mediadores definidos entre A y B,
entre Ay C y entre B y C. Calculando dos de ellos sera suficiente.

Plano mediador entre A y B:

Ve =124+ (y+ 12+ (2 =22 = \/(z —2)2 + 42 + (z + 1)2 = 2042y—62+1 =0

Plano mediador entre A y C":

\/(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:\/x2+(y—1)2+(z—3)2=> r—2y—242=0

2= 147\
= _
. 204+2y—624+1=0 e uT_(,?’%?)) s _ 1 2)\
N z—2—242=0 N P —1,2,()) Y Y=ot
z =3\

Sustituimos en el plano m:
1
2(—1—1—7/\)+2<2+2)\> +2BN)+1=0= A=0
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El tinico punto es el (—1, %, 0).

b) La ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C' vendra de-
terminada por:

AB = (1,1,-3) 1 -1 2—1
7 AC=(-1,2,1) = 7| 1 2 y+1|=0= Te+2y+32-11=0
A(1,-1,2) -3 1 z-2

Problema 13.1.2 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

T+ y+ 2z2= 2
—3z+ 2y+ 3z2= -2
224+ my— 5z= —4

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

Solucion:
a)
1 1 2 2
A=] -3 2 3|2 | = |Al=-9Im—-2T=0=—= m=-3
2 m —-5|—-4

Si m # 3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = Sistema compatible determinado.

Sim = 3:
11 2 2 11
A= -3 2 3|-2 | = |4]=0, _3 o =5+#0=
2 3 -5|-4
Rango(A4) = 2.
11 2
-3 2 —2|=-44+# 0= Rango(4) =3
2 3 -4

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
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b) Param = 1:

r+  y+ 2z= 2 r=1
—3z+ 2y+ 3z= -2 = ¢ y=-1
2z+ y— Sz= —4 z=1

Problema 13.1.3 (2 puntos) Halla el valor de A para que la funcién

Az?
¢ 3.2 si x>0
flz) =
sin2x .
si <0
T
sea continua. Razonar la respuesta.
Solucién:
/\m2 )\IQ
-1 0 2\ 0
lim f(z)= lim & — H — i 2T H _
z— 0t z— 0t 3x2 0 z— 0t 6x 0
y N 4 2az2e 7Y\
im -2
z— 0t 6 3
in 2 0 2cos 2
lim f(z)= lim oo — H — lfim 258 _ o
z— 0~ r— 0~ x 0 z— 0~ 1

Para que f sea continua en z = 0 se tiene que cumplir:

lm f(z) = lim f(z) = f(0)

z—> 0t r— 0~

A
Luego — = 2 = A\ = 6 verificaria la primera igualdad, pero no la segunda,

dado que f(0) # 2. Es decir, con A = 6 la funcién serd continua en R — {0},
en x = 0 presenta una discontinuidad evitable y seria continua si incluimos

la rama f(0) = 2.

Problema 13.1.4 (2 puntos) Dado el polinomio P(z) = 23 + az? + bz +c,
obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen las condiciones

siguientes:

» El polinomio P(z) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas

x=-1/3, v =-1.

» La recta tangente a la grifica de P(x) en el punto (0, P(0)) sea y =

x + 3.
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Solucion:

P(z) =2+ az’ + bz +c = P'(z) =32° + 2az +b

1 1 2a
Pl2)=0=:-1p=0
(3) —3 37
a=2
P(-1)=0=3-2a+b=0 —\b=1
P’'(0) =1 pendientede y=z+3 = b=1

El punto (0, P(0)) también pertenece a la recta y = = + 3 luego para x =
0= y=3= P(0) =3 = ¢ =3 El polinomio buscado es

P(z)=a2*+22" + 2 +3

13.2. Modelo 2012 - Opcién B

Problema 13.2.1 (3 puntos) Sabiendo que la funcion F'(x) tiene derivada
f(z) continua en el intervalo cerrado [2, 5], y, ademas, que:

F@2)=1, F(3)=2 F(#)=6, F(5)=3, f(3)=3 y f(4)=-L

Hallar:
5
a) (0,5 puntos)./2 f(x)dx
3
b) (1 punto). /2 (5f(x) = 7)dx

c¢) (1,5 puntos). /24 F(z)f(x)dx.

Solucion:

5
a) /2 fx)de = F(5) — F(2) =3 — 1 =2

b) /23(5f(x)—7)da::5/23 f(a;)da:—?/j dx =

=5(F(3)—F(2)-7(3-2)=52-1)—7=-2




Problema 13.2.2 (3 puntos) Dado el sistema:

T+  2y= 1
3T+ y= —a
—3z+ 2ay = 7

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible..

Solucion:
a)
1 2 1
A= 3 1|-a | = [A]=2d*+12a-32=0=—= a =2, a=—8
-3 2a 7
1 2
- = —5# 0 = Rango(A) =2

Sia#2ya#—-8= |A] # 0 = Rango(4) = 3 #Rango(A) = el
sistema es incompatible.

Si a = 2 = Rango(A) = 2 =Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema, es compatible determinado.

Si a = —8 = Rango(4) = 2 =Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema, es compatible determinado.

T+ 2y = 1 N r=-1
3x+ y= -2 y=1

z+ 2y= 1 N r=3
3x+ y= 8 y=—1

Problema 13.2.3 (3 puntos) Dados los planos de ecuaciones:

b) Sia=2:

Sia=-8:

T —2y+22+4=0, 7=22+2y—2-2=0
se pide:

a) (1 punto). Obtener la ecuacién en forma continua de la recta que de-
terminan.
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b) (1 punto). Hallar todos los puntos que equidistan de 7 y 7.

Solucion:

a)

T = —2)\
Y - Z=—2+46)
En su forma continua:
T Yy 242
r:—=5%>==
-2 5 6
ik
Up = Up X Up = | 1 =2 2 | =(-2,5,6); P.(0,0,-2)

2 -1

b) Sea P(x,y,z) un punto tal que d(P, ) = d(P,«'):

v —2y+22+4] 2042y —2z-2|
V9 V9

Luego tenemos las soluciones siguientes:

= |z—2y+2z+4| = |20+2y—2—2]

rT—2y+2244=224+2y—2—-2—= x+4y—32—-6=0
r—2y+224+4=—-22+2y—2—-2)= 3x+2+2=0
Problema 13.2.4 (2 puntos) Dadas las rectas

x+3 y—9 =z2-8 x—=3 y—9 x-38
"6 T4 T a0 T3 T )

se pide:
a) (1 punto). Hallar la posicion relativa de las rectas r y s.
b) (1 punto). Hallar la distancia minima entre r y s.

Solucion:
a)

= 7 — _9 _
A { ,lg _( 67474) - g { Ug = (37 2; 2) ’ PTPS f— (6,0,0)
T

(-3,9,8) P(3,9,8)

6 0 0 6 0

—6 4 4 |=0; up=-2upy 6 4’:247&0
3 -2 =2

Las dos rectas son paralelas.
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b) Como las dos rectas son paralelas se coge un punto al azar de una de
las rectas y se calcula la distancia desde este punto a la otra recta:

Prjs _r> 2
d(r,s) =d(Ps,r) = PPy X @] = 12\/1—7 u

7|
i ]k
BExm=|| 6 0 0| =[240,-1,1) = 24V2; |w}|=2V17
—6 4 4

13.3. Junio 2012 - Opcién A

Problema 13.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

E kK2 12 4 x
A= 1 -1 k|, B= 6 |, C=|31], X=1|wuw
2%k —2 2 8 3 z

se pide:
a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

b) (0,75 puntos) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX = B.

c¢) (0,75 puntos) Para k = 1, hallar, si existe, la solucién del sistema
AX =C.

Solucidn:

a)
Al =4k(k* —1)=0= k=0, k=+1

» Sik#0o0k#+l = Rango(4)=3

= Sik=0:
0 00
A=]11 -1 0 | = Rango(4) =2
0 -2 2
= Sik=1:
1 11
A=]11 -1 1 | = Rango(4) =2
-2
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s Sik=-1:

-1 -1 1
A= 1 -1 —1 | = Rango(4)=2
-2 -2 2
b) Sik=2:
1/12 —-1/2  1/3 12 2/3
AX=B= X=A'B=| 1/4 -1/)2 0 6 | = 0
/12 1/2 —1/6 8 8/3
2 2 4 1/12 —-1/2  1/3
A=11 -1 2 | = A1=| 1/4 —1/2 0
4 -2 2 /12 1/2 —-1/6

c) Si k=1 el sistema AX = C tiene como matriz asociada:

1 1 14
A= 1 -1 1|3 |, Rango(A) =2
2 =2 213
1 1 4
1 —1 3|=20+#0= Rango(A) =3
2 -2 3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible y no tiene
solucién.

Problema 13.3.2 (3 puntos) Dados los puntos P (1,3, —1), P»(a,2,0), P3(1,5,4)
y P4(2,0,2), se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el
mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en
P, P,, P53, P, tenga volumen igual a 7.

c¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Pj

y de P3.
Solucidn:
a) Tenemos P1P; = (a—1,-1,1), PLP3; = (0,2,5), PP, = (3,-3,3):
a—1 -1 1 4
0 2 5 :7(3a—4):O:>a:g
1 -3 3
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—1 -1 1

1] _
=4l 0 2 5| = Ba—dl—6— { 2103
6 1 _3 3 a=-2/3

c)

V=124 =32+ 112 = /@ - 12+ -52+ (-4 =
4y+ 102 —-31 =0

Problema 13.3.3 (2 puntos) Hallar a, b, ¢ de modo que la funcién f(z) =
23 + ax? + bx + ¢ alcance en = 1 un méximo relativo de valor 2, y tenga

en x = 3 un punto de inflexion.

Solucién:
f(x) = 322 + 2ax + b, f"(z) =6z +2a

f)=0= a+b+c=1 a=-9
F()=0= 2a+b=-3 = { b=15
f"3)=0= a=-9 c=-5

f(z) =23 — 922 + 152 — 5
Problema 13.3.4 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes inte-

grales definidas:
s
» (1 punto). / e cos x dx
0
sin 2z

/2
= (1 to). _—
(1 punto) /0 1+ cos?2x a:

Solucidn:
m 2

= (1 punto). / e cosx dr = —5(627r +1)
0

: 2x

u=coszx = du= —sinz cos e 1 9

I:/e%cosxdx: 9 1Lox | = +7/e”"sinxd;v:
dv=e*"dr = v=ge 2 2

u=sinxr => du = cosz cosze?® 1 [sinze*® 1 2
= = — - | e cosxdr

dv = e2* dy — v:%e% 2 +2 2 2

e2$

coswe?  1sinze?® 1 1 (2cosx +sinx)
- - Iy N
2 + 2 2 4 * 4 4
9 : 2x
/ o2 cos 1 dir — (2cosx +sinx)e
)
T/2  sin2x 1 T2
. /0 1T cos2 22 dx = ~5 arctan(cos 2x)} . =1
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13.4. Junio 2012 - Opcién B

Problema 13.4.1 (3 puntos) Dadas las funciones

3z +In(z+1)

2 -3

f(x) , g9(z) = (Inz)*, h(x) = sen(m — x)

se pide:

a) (1 punto). Hallar el dominio de f(z) y el lim f(z).

Tr—>—+00

b) (1 punto). Calcular ¢’(e).

c¢) (1 punto). Calcular, en el intervalo (0, 27), las coordenadas de los pun-

tos de corte con el eje de abscisas y las coordenadas de los extremos
relativos de h(x).

Solucion:

2) Dom(f) = (V3,0)

= lim =3
r—>400 2z

2v/z22-3

1
. 3x—l—ln(x+1): {OO} , 3+ 41

T—+00 r2 3 00

g (z) = (Inz)”* <ln(ln($) + lnlzv) = ¢'(e) =1

c) h(z)sen(r —z) =0= w—x =kr = x = (1—k)m,, el tnico punto
de corte en este intervalo es en x = 7.

1
h'(z) = —cos(m — ) =0 = ﬂ—x:g+k;7r:> ;U:ﬂ(Q_]{)

3T

T
L =—,x=—.
uego T = o, T = -

Problema 13.4.2 (3 puntos) Dadas las rectas

z=-1-—AX
r—2 y—1 =z
T = = == r9= y=34+ A
3 -5 B
z=25

se pide:
a) (1 punto). Estudiar su posicién relativa.

b) (2 puntos). Hallar la minima distancia de 1 a 7.
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Solucion:

— _ — _
) @y =(3,-5,2) ) w, =(-1,1,00 == _
T { P (2.1,0) o : 1 P, P, = (—3,2,5)

2)

-3 25
3 =5 2 |=-8#0= r;yry se cruzan
-1 10
b)
sy (BP0 |8 4v3
’ Unj X Ty | 2v3 3
i j k
@ X =] 3 =5 2||=1](-2,-2,-2)|=2V3
-1 1 0

0 1 2 4 -1 1 -2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 1 3 2-a 3+a 3

se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucioén:
a)
4 -1 1
|Bi|=| -2 -3 -7 |=40(1l-a)=0= a=1
3 2—a 3+a

Luego si a # 1 = Rango(B) = 3. Sia = 1:
4 —1 1 -2
B=| -2 -3 -7 -8
3 1 4 3
|Bﬂ = |B2| = |Bg| = |B4| =0= Rango(B) =2
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b) Sia=0:

0 1 2 4 -1 1 =2
A=| -2 -1 0|, B=| -2 -3 -7 -8
1 01 3 2 3 3
AX=B=— X=A"'B:
—1/4 —1/4 1/2 4 -1 1 =2 1 23 4
X = /2 —-1/2 -1 -2 -3 -7 -8 |=10 -11 o0
1/4  1/4 1/2 3 2 3 3 2 00 -1

Problema 13.4.4 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

r 1 1 1
1y 11
11 2 1
111 1
Solucién:
DO paemy [t b
11 2 1]° ?2:? =l 0 o z-1 o @ DEDE
1111 3 1 1 11

13.5. Junio 2012 (coincidente)- Opcién A

Problema 13.5.1 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = cos? x, se pide:

a) (1 punto). Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, )
b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexion de f en el intervalo (—m, )
c¢) (1 punto). Hallar la primitiva g(z) de f(x) tal que g(w/4) = 0.
Solucidn:
/ . . km
fi(x) =—2sinxcosz = —sin2z =0= = = 5 keZ

a) En el intervalo (—m,7) sélo hay tres soluciones: x = £7/2 y o =
0. Analizamos estos extremos por el criterio de la segunda derivada.
f"(x) = —2 cos 2u:

f"(0) = =2 < 0 = en x = 0 hay un Maximo

1" (;T) =2>0= en z =0 hay un Minimo

f" <_g) =2>0= enz =0 hay un Minimo
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k
f(x) = —2cos2r =0 = azz%%—g, keZ
En el intervalo (—m, ) las soluciones seran: © = £7/4 y x = £37/4.
Analizamos estos puntos por el criterio de la tercera derivada. f'(z) =
4 8in 22

f" (£7/4) = +4 # 0 = en = = +7/4 hay un punto de Inflexién

" (£37/4) = +£4 # 0 = en x = +37/4 hay un punto de Inflexién

1 2 9 9
g(@:/comdmzfmdx:ww

2 1
9+ sin /2 2 2
glrjay = T2ESIT/Z o TE2 o oo T
1 8 8
() 2x + sin 2x T+ 2
T) = —
g 1 8

Problema 13.5.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3+ 2y+ (a—1)z= 1
—z+ ay+ Z =
20+  y— 2z =

w O

se pide:
a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segun los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.

Solucién:
a)
3 2 (a—1)]1
A=| -1 a 1 0 |; |A|:—2<a+)(a+2):0:>
2 1 -2 3
1
a:—i, a=—2
s Sia=—=
3 2 —1/2]|1 -
A= -1 1/2 1 |0 |[=]A|=0y 112 #0=
2 1 -2 |3



Rango(A) = 2

3 2 1
-1 1/2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3

Luego en este caso el sistema es Incompatible.

s Sia=——2:
3 2 =31 3 9
A= -1 =2 1|0 | = |Al=0y 1 9 #0=
2 1 =23
Rango(A) = 2
3 21
-1 =2 0 |# 0= Rango(4) =3
2 1 3
Luego en este caso el sistema es Incompatible.
b)
3z+ 2y =1 x=-1/3
—z+ yt 2= 0 =qy=1
20+ y— 2z= 3 z=—4/3

Problema 13.5.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta

r =242\
r=< y=1-—-2A
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto
Q@ y es perpendicular a r.

Solucion:
a)

(2422—2)24+(1-A—1)24+(3—(-1))2 = (2422—1)+(1-)1)*+(3-2)? =

13 11
A= — 15, ——.3
2:>( ’ 2’)
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2e—y4+A=0, 2-1-1-0+4A=0= A=-2

m:2x—y—2=0

Problema 13.5.4 (2 puntos) Una de las caras del paralelepipedo H tiene
vertices en los puntos A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10) y D(8,2,14).

a) (1 punto). Si el punto E(6,8,28) es otro de los vertices, hallar el volu-
men de H.

b) (1 punto). Hallar el punto E’ simétrico de F respecto del plano que
contiene a la cara ABCD.

Solucion:

AB =CD = (2,2,4); AC = BD = (2,-2,2)

a)
2o 2 4
AE = (2,6,20) = V=2 -2 2|=11243
2 6 20

b) Seguimos los siguientes pasos:

= Calculo del plano que contiene la cara ABCD:

2 2 z—4
T=|-2 2 y-2 |=0=7m1=3r+y—224+2=0
2 4 z-8

= Calculamos las ecuacién de la recta r L 7 que pasa por E:

x =064 3\
r=<{ y=8-+2A
z =28 — 2\

s Calculamos el punto de corte E” de r con

3(6430)+(840)—2(28—20)+2 = 0 = A =2 = E"(12,10,24)

E+FE
2

= E" = E' =2E"—E = (24,20,48)—(6,8,28) = (18,12, 20)
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13.6. Junio 2012 (coincidente)- Opcién B

Problema 13.6.1 (3 puntos) Dadas la recta r y la familia de rectas s,

mediante

)

z+2y=-3 _ ) 2o +2y+z=a
z=1 - r+2z=0
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten.
Calcular el punto de corte.

b) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rec-
tas cuando estas se cortan.

Solucién:
a)
z=—3— 2\ T =p —3-2A=up
r= = s= y:a—,u — )\:a_'u ==
B 2 2
= z=—p = —pu
A=-—1
u=—-1 = a= -3, y el punto de corte es P(—1,—1,1)
a=-3
b)
- ur = (-2,1,0) o = (1,-1/2,-1) = 1/2(2, -1, -2)
| P.(-3,0,1) | Ps(0,-3/2,-1)
u = (-2,1,0) -2 2 z+3
T=_ w=2,-1,-2) == 1 -1 gy |=0=
Py(—3,0,1) 0 -2 z-1
T=x+2y+3=0
Ty z
Problema 13.6.2 (3 puntos) . Sabiendo que | 1 1 0 | = 1, calcular los
2 3 5
siguientes determinantes:
31 0 r+1 y+1 =z
a) (1,5 puntos) | 3z y 2z |, b) (1,5puntos) | 2—z 2—y —z
6 3 10 3 4 )
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Solucion:

31 0 T Yy z
a) 3r y 2z |=—-6/1 1 0|=-6
6 3 10 2 35
z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z z+1 y+1 =z
b) 2—x 2—y —z|= 2 2 0]|- x Yy
3 4 5 3 4 5 3 4
T oy =z 1 10 T Yy z T Yy Z Ty
211 0|4+2{1 1 0|—|2z vy 2z|4+]1 1 0]=31 1
3 45 3 45 3 45 4 5 4
P T Yy Z2
Fy =31 1 0|=3
F3— 2 3 5
Problema 13.6.3 (2 puntos) Dada la funcién
z—3
r = —
se pide:
a) (1 punto) Hallar lim f(z), lim f(x)
z—> 3T T— —3~
b) (1 punto) Hallar xgn}roo f(x), xgnloo f(zx)
Solucién:
a)
§ r—3 . r—3 . Vr—3
lIim ——= lim ———= lim ——
z— 3t /22 —9 z—> 3T mm z— 3+ \/m
, z—3
Iim ——=-x
z— 3= /22 —=9
b)
m 23—
r— +00 2 -9
m 23—y

Problema 13.6.4 (2 puntos)
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8
a) (1 punto) Sea f(x) una funcién continua tal que / f(u)du = 3.
1
Hallar

/2 f(z®)x? dx
1

b) (1 punto) Hallar el dominio de definicién y las abscisas de los puntos
donde la funcién

F(z) = \/(x — 3)(9 — 2)?

alcanza sus maximos y minimos relativos.

Solucion:

2)
/1 f($3)x2dx:[u::r3]:§/1 fu)du=1

b) Dom(F(z)) = [3,400)

Flay=2@=9E=9) o 5 g
2y/(x —3)(9 — )2
(3,5) (5,9) (9, 00)
F'(x) + — +
F(x) | creciente | decreciente | creciente

En el punto (5,41/2) hay un méximo relativo y en el punto (9,0) hay
un minimo relativo. En el punto (3,0) hay un minimo global.

¥

(5,5.656854249)

3.0 00

322



13.7. Septiembre 2012 - Opciéon A
Problema 13.7.1 (3 puntos) Dada la funcién

Fz) = 3r+ A si <3
) 4410z —2% si x>3

se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es deri-
vable para ese valor de A?

b) (1 punto). Hallar los puntos en los que f'(z) = 0.

c¢) (1 punto). Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en
el intervalo [4, 8].

Solucioén:

a)
lim f(z)=6+A4; lim f(x)=17
x—> 37T

r— 3~

9+ A=17T— A=8

f(a:)— 3r +8 si x<3 :>f’(:c)— 3 si x<3
T ) 4410z —22 si >3 T ) 10—-2z si ox>3

f'(37)=34# f/(37) =4 = no es derivable en z = 3
b) f'(z) = 0 sélo en el intervalo (3,00) y serd: 10 —2x =0=—= x =5

c) f(4) =20, f(8) =12, f(5) = 21, luego tendriamos un maximo abso-
luto en el punto (5,21) y un minimo absoluto en el punto (8, 12).

Problema 13.7.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+ ay+ 4z= 6
z+ (a+1)y+ =z= 3
(a —1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segun los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Solucioén:
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3 a 4 6
A= 1 (a+1) 1| 3| |Al=-3¢*-8a-5=0= a=-1, a=-5/3
(a—1) —a —3|-3

» Sik# —10k# —5/3 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n°
de incégnitas, y el sistema es compatible determinado (solucién
Unica).

» Sik=-5/3:

3 =5/3 4| 6

A= 1 -2/3 1| 3 |=
~8/3 5/3 —3|-3

le g‘:6#0=>Rango(A):2

3 4 6
1 1 3|=-4+#0= Rango(A)=3
~8/3 -3 -3

Luego Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible (no
tiene solucién).

m Sia=-1:

3 -1 4] 6
A= 1 0 1 3 |; F3=F—F;
-2 1 -3|-3

Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado (infi-
nitas soluciones).

b) Sia=—-1:

v~ y+ 4z= 6 _ r=3-X
T+ z= 3 y

Problema 13.7.3 (2 puntos) Se dan la recta r y el plano 7, mediante

r—4 y—-1 z-2
2 -1 3

, T=2x+y—22—7=0

r

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno.

Solucion:
I [ @=(2.-13)
r=¢ y=1-\ = r= P.(4,1,2)
z =243\ T



124+ 20) + (1 = A\) — 2(2+3X) — 7|
Vit1+4

3A+2=3= A=1/3=> P(14/3,2/3,3)
—3\—2=3=> A=-5/3 = P,(2/3,8/3,-3)

1=d(P,m) =
3)\+2]:3=>{

Problema 13.7.4 (2 puntos) Dadas las rectas

r= = = — =

2 2 “2" T 2w tz=4

r—1 y—2 z { z+y=4
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A(2,3,4) y es
paralelo a las rectas r y s.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4, —1, 2)
y es perpendicular al plano hallado anteriormente.

Solucién:
a)
i 7 k
=11 0|=(1,-1,-2)
2 0 1
= (2,2,-2) 2 1 z-2
T up=(1,-1,-2) = 7:| 2 -1 y—3|=0= 32—y+22-11=0
A(2,3,4) -2 -2 z—-4
b)
. uf = (3,-1,2) :>:U—4:y—{—1:z—2
- Pt(47_172) 3 7]. 2

13.8. Septiembre 2012 - Opcién B

Problema 13.8.1 (3 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto
Q(3,0,2).

b) (1,25 puntos). Hallar el punto P” simétrico de P respecto de la recta
r=r—1=y—1==z.

c¢) (1,25 puntos). Hallar el punto P simétrico de P respecto del plano
T=x+y+z=3.

Solucion:
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P'+P
2

=Q= P =2Q - P=(4,-1,5)
b) Calculamos un plano 7 L r que contenga a P
r+yY+z2+A=0= 24+1-14+XA=0= A=-2= z+y+2—2=0

Calculamos el punto de corte P; de 7w con 7:

r=14+ A
r: y=14+2A
z=A

I+ +0+N)+A2—-2=0= A=0= P1(1,1,0)
Por ultimo:

P//+P
2

=P = P”:2P1—P:(0,1,1)

c¢) Calculamos una recta r L m que contenga a P:

@ =(1,1,1) v=24A
T P2,1,-1) =< y=1+2A
T z=—-14+X

Calculamos el punto de corte P> de 7w con 7:

1 74 2
24X+ (1+X) +(-1+X) =3 =0= A= = P2(3,3,—3)

Por ultimo:

P/l/ + P

85 1
5 :P2:>P”I:2P2—P:< >
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Problema 13.8.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = x?sinz, se pide:

a) (1 punto). Determinar, justicando la respuesta, si la ecuacién f(z) =0
tiene alguna solucién en el intervalo abierto (mw/2,7).

b) (1 punto). Calcular la integral de f en el intervalo [0, ].

c¢) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta normal a la grafica de y =
f(z) en el punto (m, f(m)). Rectierdese que la recta normal es la recta
perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

Solucion:
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a) #2 #0en (7/2,7) y sinz # 0 en (7/2,7), luego podemos concluir que
f(z) =2?sinz # 0 en (7/2, 7).

b) La integral se calcula por partes:

2 . u =2’ = du = 2xdx 9
zesinx dx = . = —z“cosz+2 | wcosxdxr =
dv=sinxdr — v = —cosz

_[ u=x=— du=dz

. = —2%cosz+2 msinx—/sinxdm =
dv =cosrdr — v =-sinx

= —2?cosz + 2zsinz + 2cosz = (2 — %) cosx + 2z sinz

/ J:Qsinxda::(2—:62)cosx+2xsina:}g:7r2—4
0
c) f'(x) =2zxsinz + 2%cosz, f/(r) = —7m2 = m = 1/72, f(x) =0:

y = — (@ —m) recta normal
m

y = —7m?(x — 7) recta tangente

Problema 13.8.3 (3 puntos) Sean @, 7, Ty de R3, vectores columna.
Si

det(@, D, d) = -1, det(@, @, d)=3, det(D,?,d)=—
calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices:
a) (0,5 puntos). det(ﬁ,?)j, 7)
b) (0,75 puntos). det(@ — _b>, z, —7)
c¢) (0,75 puntos). det 7 +37 27 -37@ + 7)

Solucién:

a) det(ﬁ,Sj,z> :?niet(ﬁ,j,f> = —3det(@

Y

T
b) det(@—b, 7, —d) = det(@, @, — d ) +det(—
5

,d)=3

2, —d)=-3-2=

) det(d+37,2@, 0 37+7 — det(d, 27, ) +det(d, 2@, -37)+
det@ 2@, d)+det(3T 27, b)+det(3b 27, 3_>)+det(3b 23 7)
—240+04+0+0+6=14
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Problema 13.8.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

r— 2z = 2
ax— y+ z= =8
2+ az = 4

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segin los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.
Solucion:
)

A=|la -1 1|-8 |; |4=-a-4=0= a=—-4

» Sia# —4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =n° de
incognitas y el sistema es compatible determinado.

s Sia=—4
1 0 -2 2 _—
A= -4 -1 1|-8 |;|4] =0, 4 -1 = —1# 0 = Rango(A) =2
2 0 -4 4
10 2
|A1| = [A[=0;]As]=| -4 -1 -8 =0
2 0 4
1 -2 2 0 -2 2
2 4 4 0 -4 4
Como
1 0 _
4 1 = —1# 0= Rango(4) =2

Luego cuando a = —4 tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <
n° de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

b)
r— 2z = 2 =2
—5z— y+ 2= -8 =>4 y=-2
2r— 5z = 4 z=0
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Capitulo 14

Ano 2013

14.1. Modelo 2013 - Opcién A

Problema 14.1.1 (3 puntos) Dada la funcién

222 +3x .
—— si o x <0
r—1

f(x): a si =0
e~/ si x>0

se pide:
a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en z = 0.
b) (1 punto). Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f en x = 0.

c¢) (1 punto). Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x).

Solucion:
a)
222 + 3z
1f = lim = —=0; I = I Uz —0; f(0)=
A f@)= lm oy =0 iy, fle) =l e [0 =a
Luego a = 0.
b)
202 —4x — 3 <0
si @
(z — 1)
f,(if) = 0 si =0
1
7671/1 si >0
x




F(0+h) = f(0) e t/h

0~ — 3. (ot — l’ — 1/ —
SO =3 f07) =, lim h w0t h
1/h  [oo ) -1/n* I
e oo] = S zern =, cn =0

Como f'(07) # f/(07) = f no es derivable en z = 0.

c) Siz<O0:

= Verticales: La tnica posible serfa en x = 1, pero no esta en la
rama y, por tanto no es valida.

s Horizontales: No tiene

3 222 + 3z
Im — =-00
r——o00 1 — 1

s Oblicuas: y = mx + n:

9 2
m= tim 1% =T T3
T— —00 I r——00 ¢4 — 1
, i 222 + 3z
n = wirrioo(f(x) — mx) —xgnioo <w— 1 —2x> =

lfm ( i ):5:> y=2x+5
z— —oco \x — 1

Siz>0:

= Verticales: No puede haberlas.

» Horizontales: y =1

lim e V7T =¢'=1
xr— +00

s Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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Problema 14.1.2 (3 puntos) Dado el sistema

z+ 2y+ (m+3)z= 3
2+ y+ (d+m-m?z= 3
2x+  dy+ 3(m+2)z= 8

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segin los valores de m.

b) (1 punto). Resolverlo para m = 2.

Solucion:
a)
1 2 m+ 3 3
A= 11 44+m-m?|3 | = |Al=—-m=0= m=0
2 4 3m+2) |8

Sim # 0= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = Sistema compatible determinado.

Sim=0:
1 2 3(3 1 9
A= 11 43 | = A=0 |, {|=-1£0=
2 4 618
Rango(A) = 2.
1 3
1 1 3|=-2%#0= Rango(4)=3

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

b) Para m = —2:

4+ 2y+ z= 3 r=-2
T+ yYy— 2z2= 3 = y=3
2z+  4dy+ = 8 z=-—1

Problema 14.1.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar el punto de corte entre el plano 7 = 6x—y+3z = —2
y la recta r que pasa por el punto P(1;2;0) y es perpendicular al plano
mo =2z + 3y — 2z = 8.

331



b) (1 punto). Hallar el punto comtn a los tres planos ms3; 74; 75 siguientes:
m3=br+2y+7z2=4; my=x+2y—32=10

y 75 el plano definido por las rectas

3 3 7
rlzx; :%224—3; r25x+2:y:z;
Solucion:
a)
T == (2,3, 1) z=1+24
T = r:< y=2+3XA
P.(1,2,0 )\

6 —y+32=-2= 6(1+2)) = (2+3) +3(-)) = 2=
A=-1= P/(-1,-1,1)

2 1 z+2
| 3 1 Y =0= 75:52—3y—z2= -3
1 2 z+47
S5+ 2y +T7z=4

P:¢ z4+2y—32=10 = P(1,3,-1)
or — 3y —z = —3

Problema 14.1.4 (2 puntos) Dados el plano m = x —y + 2z = 1 y la recta
_y+1l =z

r

x
-6 1 2
se pide:

a) (1 punto). Determinar la posicién relativa entre el plano 7 y la recta
r.

b) (1 punto). Determinar el plano que contenga a r y pase por P(1;1;1).

Solucion:
a)
@ = (~6,1,2) =04
T P.(0,~1,0) = r:q y=-14+A
T Y Y 2= 2)\

r—y+2z=1= (=61 —(-14+X)+22\) =1=
A =0=> se cortan P'(0,—1,0)
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b)

T e ﬁ’z(l,ll) == T: 1 2 y+1|=0= m :3x—8y+132 =38
P(111) 21 z

14.2. Modelo 2013 - Opcién B

Problema 14.2.1 (3 puntos)

a) (1 punto). Hallar, si existe, el punto de corte de las rectas

{ r—y=2 xr=—1+42\
1: __ ) T y:2+)\
r+y+z=3 N

b) (1 punto). Determinar el valor de a para que los planos

mirx+2y+z2z=3 mo:2x+3y—2=2>5
ms:2x + 2y +4z =3 msx+3y=a

tengan un tnico punto en comun.
c¢) (1 punto). Hallar la recta paralela a los planos
m5:2r+dy—2=2; mg:6r—y+2=38

que pasa por el punto P(1;5; —3).

Solucién:
a)
T.{J:y:2 — - gZzJFM
1: . : =
r+y+z=3 s=1-2
24 pu=-142X A=5
=2+ A = pu="7 = 1-2(7) # —5 = se cruzan
1—-2u=-X 1—-2u=-X

Otra forma:

P, (2,0,1) P.,(—1,2,0)
1 1 -2
2 1 —1|=-8#0= r1y re secruzan
-3 2 -1
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z+ 2y+ 2= 3 1 2 113
2z4+ 3y— z= 5 N 2 3 —-1|5
204+ 2y+ 4z= 3 12 2 413
x+ 3y = a 1 3 0fa
1 2 1
2 3 —1|=-8%#0=— Rango(A4)=3
2 2 4
12 1 3
2 3 -1 5 9
9 9 4 3 —36—8a—0:>a—§
13 0 a

Si a = 9/2 = Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incdgnitas y el
sistema tiene solucidon tnica. Se trata de un sistema compatible de-
terminado. Por tanto, en a = 9/2 los cuatro planos se cortan en un

punto.
c)
i j k r=1+2A
= 2 -1 [=4(1,-2,-8) = ¢ y=5—-A
6 -1 1 z=—3—-8)\

Problema 14.2.2 (3 puntos)

a) (0,5 puntos). Representar graficamente el recinto limitado por la grafi-
ca de la funcién f(z) = Inz y el eje OX entre las abscisas x = 1/e,
T =e.

b) (1,25 puntos). Calcular el drea de dicho recinto.

c¢) (1,25 puntos). Calcular el volumen del sélido de revolucién obtenido
al girar dicho recinto alrededor del eje OX.

Solucion:

a) f(1/e)=—1, f(e) =1y f(1) = 0:
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b)

Fa)= [modo= [ ue e du = ade ] — oo [ do = a(ina-1)

Sy = F(1) — F(1/e) = 2 % S=Fle)- F(1) =1

2—e

Area = |S1] + || :'

»
(2/e0)
N ? oy

_ 2, | u=(nr)?= du:m%dx _
F(:z:)—/(lna:) dac—l Jo = do s v — o =

z(lnz)? — 2/ Inzdr =z(lnz)? — 2z(lnz — 1)

B € B B B m(e? —5) "
V= W/I/e (n2)* dz = n(F(e) - F(1/e)) = = u?

Problema 14.2.3 (2 puntos)

2 1 z t
obtener las relaciones que deben cumplir x, y, z, t para que la matriz
X verifique AX = XA.

a) (1 punto). Dada la matriz A = < L2 y la matriz X = ( vy )

b) (0,5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula
y de la matriz identidad que cumpla la igualdad anterior.

c¢) (0,5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A.
Solucioén:
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1 2
AX_XA:><2 1)(

r+2z y+2t\ [ x+2y 2x+y N
2042z 2+t ) \ z+2t 22+t

w8
~ <
~_—
Il
N
ISEE
~+~
N~
/N
N
DN

)=

T+2z=x+2y=— 2=y

Yy+2Ut=2z+y=t=x [Ty
WHz=z+2=t==zx — X = '

31
b)X:<1 3>.
(=13 23
C)A1_< 2/3 —1/3)‘

Problema 14.2.4 (2 puntos) De las matrices cuadradas A y B se sabe que:

210 —2 0 0
A+B= 2 0 0|, A2~ AB+BA—-B?>= 0 20
-1 0 2 2 —1 0
a) (1 punto). Calcular la matriz A — B.
b) (1 punto). Calcular las matrices A y B.
Solucion:
a)
—2 0 0
(A+B)(A—B)=A?—- AB+BA - B*= 0 20 |=
2 -1 0
-2 00
A-B=(A+B)™! 0 20 |=
2 -1 0
0 1/2 0 -2 00 0 10
A-B=|1 -1 0 0 20 )|=1-2 =20
0 1/4 1/2 2 -1 0 1 00
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210 1 10
A+ B= 2 00 A= 0 -1 0
-1 0 2 0 0 1

—
0 10 1 00
A—B= -2 -2 0 B= 10
1 0 0 -1 0 1

14.3. Junio 2013 - Opcién A

Problema 14.3.1 (3 puntos) Dados el punto P(—1,0,2) y las rectas

r=1+A
r—z=1
r:{ L1 S:4 y=2A
4 z=3

se pide:
a) (1 punto). Determinar la posicién relativa de 7y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por P y corta
arys.

¢) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a
rys.

Solucioén:

)
T:{w:a,l,l) | s:{u‘i=<171’0> . PT=(0.1,3)

01 3
1 1 1|=1#0= ry ssecruzan
1 1 0

b) La recta h la encontramos como interseccién de dos planos:

PP =(2,-1,-2) 2 1 x+1

m u=(1,1,1) = m:| -1 1 Y =0=m :x—4y+32=5
P(-1,0,2) 2 1 z-2
PP, = (2,0,1) 2 1 z+1

T w=(1,1,0) = m:|0 1 y =0=my:x—y—2z=-5
P(-1,0,2) 10 2-2

337



5 r—4y+32=5
"l x—y—2z2=-5

U%: = (_17170)

—_ =~
[ S
S = o

La recta t la encontramos como intersecciéon de dos planos:

uf = (—1,1,0) -1 1 z2—-1

7S up=(1,1,1) = m:| 1 1 y+1|=0=m:24+y—22=0
P.(1,-1,0) 01 =z
u = (—1,1,0) -1 1 z-1

m:{ w=(1,1,0) = m:| 1 1 y |=0=m:2=23
Py(1,0,3) 00 z—3

{a:+y—2z:0
t:
z=3

Problema 14.3.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ar+ Ty+ Sz= 0
T+ ay+ 2= 3
y+ 2= =2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 4.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.

Solucion:
a)
a 7 5 0
A= 1a 1| 3 |=|Al=d*-a-2=0=a=-1, a=2
01 1|-2

Sia# —1ya#2= |A|l # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =
de incéngitas = Sistema compatible determinado.

Sia=-1:
-1 7 5] 0 g

A= 1 -1 1| 3 | = |Al=0, 1 1 —6#0—=
0 1 1]-2
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Rango(A) = 2.

-1 7 0
1 -1 3|=15#0= Rango(A) =3
0 1 -2

Como Rango(A) # Rango(A4) = el sistema es incompatible.

Sia=2:
2 751 0 9 7
A=|12 1) 3 |=4=0|] 2‘——3#0:>
01 1|-2
Rango(A) = 2.
27 0
A1 = |A[ =0, |[A4o|=]1 2 3|=0
01 -2
25 0 75 0
|[As]=|1 1 3|=0, |A4f=|2 1 3|=0=— Rango(4d)=2
01 -2 11 -2

Como Rango(A) = Rango(A) < n° incdégnitas = el sistema es com-
patible indeterminado(infinitas soluciones).

b) Para a = 4:
dz+ Ty+ 5S5z= 0 r=2
z+ 4dy+ z= 3 =< y=1
y+ z= =2 z=-3
c) Para a=2:
z+ 29+ z= 3 E=T+A
L .- o = y=-2-X
Y N z2=A

3

Problema 14.3.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = (:E73)2’
T _

se pide se
pide:
a) (1 punto). Hallar las asintotas de su grafica.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z)
en el punto de abcisa z = 2.
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Solucion:

a) = Verticales: x =3

3 3

i x 27 . i x 27 4
im ———— = |—| = +o0; m — = = 400
z— 3~ (x — 3)? 0t "ot (x—3)2 0+
= Horizontales: No hay

» 3 B ‘ ; 23 .

z—1>Hioo (x - 3)2 =T x—1>H—|l—oo (:1;‘ — 3)2 -
= Oblicuas: y = mx + n:
3
m= tm L g Ty
z——c0 I z— —oc0 13 — 622 + 9x

23
n= lim (f(z)—mzx)= lim < ;p):

T— —00 T— —00 .%'2—6.%'+9_
, 622 — 9z
L (:ﬁ—am) =6=y=2+6
x® — 922

b) f'(z) = W en el punto de abcisa x = 2 el valor de la pendiente
T —

de la recta tangente es m = f’(2) = 28 y el punto de tangencia es
(2, f(2)) = (2,8), la recta buscada en su ecuacién punto pendiente
sera:

y—8=28(z — 2)
Problema 14.3.4 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:
r—3 232242
———d b —d
a) / ok ) /1 3 x

Solucion:

a)

r—3 x 1 1 9 €T
/a:2—|—9dx:/ mda:—S/ mda::5ln]:v +9|—arctan (3>+C

b)



14.4. Junio 2013 - Opcién B

Problema 14.4.1 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 2cos? z, se pide:

m™ T

a) (1 punto). Calcular los extremos absolutos de f(x) en [—2, 2]

b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexion de f(z) en {—g, 7;]

/2
c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx
0

Solucion:

a)
f(z) = —2sin22 =0= x = %T, keZ

En el intervalo sélo hay tres soluciones: x = £7/2 y x =

T T

272
0. Analizamos estos extremos por el criterio de la segunda derivada.
f"(x) = —4cos 2z:

f"(0) = =4 < 0 = en z = 0 hay un M4ximo absoluto

f" (g) =4>0=— enz = g hay un Minimo absoluto
1" <_72T) =4>0= enzxz = —g hay un Minimo absoluto

™

() = —4cos22=0= o=(2k+1)—, ke Z

e

T
En el intervalo [—2, 5 las soluciones serdn: = +7/4 . Analizamos

estos puntos por el criterio de la tercera derivada. f”'(z) = 8sin 2x:
" (r/4) =8 #0 = en z = 7/4 hay un punto de Inflexién

" (—7m/4) =8 #0 = en x = —7/4 hay un punto de Inflexién

w/2 w/2 in?2 /2
/ 2C082.%'d:(}=/ (1+cos2x)dx::c+sm v =T
0 0 2 1o 2
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Problema 14.4.2 (3 puntos) Dadas las matrices

1 A 0 0 1 1
A=11 1 2 B=|10 -1
0 -1 -1 21 0

Se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para el cual la ecuacién matricial X A =
B tiene solucién unica.

b) (1 punto). Calcular la matriz X para \ = 4.
c) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A?B en funcién de \.

Solucion:

a) [Al=A+1=0= A= -1.SiA# -1 = |A] #0 = 347! por
tanto la solucién del sistema sistema XA = B =— X = BA™! tiene
solucién unica.

b) Si\=4:
1/5 4/5 8/5
A7 = 1/5 —1/5 —2/5 |; X=BA'=
-1/5 1/5 —3/5
01 1 1/5 4/5 8/5 0o 0 -1
10 -1 |- 1/5 —1/5 —2/5 | =] 2/5 3/5 11/5
21 0 ~-1/5 1/5 -=3/5 3/5 7/5 14/5

c) [A?B| = |A||A]|B| = —(A + 1)
Problema 14.4.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar los puntos de corte de la recta de direccién (2,1, 1)

y que pasa por el punto P(4,6,2) con la superficie esférica de centro
C(1,2,-1) y radio v/26.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto Q(—2,1,0) a la recta

r—1 z—3

Solucion:

342



T =4+2)\

— _
S:{?f(_gszzl)’)l) — 51 y=6+A
S\ z2=24+ A

(2—1)24(y—2)4(24+1)? = 26 = (44+2XA—1)*+(64+1—2)°+(2+1+1)? = 26 —

1 10 17 5
A=—, A=—d4=— P'(—, —, = P"(-4,2,-2
3 (5:53) P-4.2-2

Problema 14.4.4 (2 puntos) Dados el punto P(1,0,—1), plano 7 = 2z —
y+2z—1=0ylarecta

_ ) 2z-y—-1=
T:{ 32— 2—-3=0
se pide:

a) (1,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano que pasa por P es
paralelo a r y perpendicular al plano 7.

b) (0,5 puntos). Hallar el angulo entre r y 7.

Solucion:

TE{ 3137_2‘74_ 1_0 :>r_{;g( (11’_25));)’) = r=q y=1+2\
B e z=-3+3\
ur = (1,2,3) 1 2 z-1
8 Uy =(2,-1,1) =72 -1 y =0= 7 :aty—2=2
P(1,0,—1) 3 01 z41
b) e 3
. Uy - Ug Tyl
sina = = = a=19°6'24
@@z /84
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14.5. Septiembre 2013 - Opcién A
Problema 14.5.1 (3 puntos) Dada la funcién:

4 97
fla) = % + 2

se pide:
a) (0,75 puntos). Hallar las asintotas de su gréfica.

b) (1,75 puntos). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
y calcular sus puntos de inflexion.

c¢) (0,5 puntos). Esbozar la grifica de la funcién.

Solucion:
4 2T 5(7x — 20)
r—4 20+2 2x+1)(x—4)

fz) =
a) Asintotas:

» Verticales: z =—-1yx =4

I 5(7x —20) _ [—135} e
a——1- 2(x + 1)(z — 4) 0-
, 5(7x — 20) [—135}
lim = = —00
z——1- 2(x 4+ 1)(z — 4) 0+
I 5(7x — 20) _ [40 C e
e— 4= 2(x + 1)(z — 4) 0~
I 5(7x — 20) _ 40 — e
a—4- 2(x + 1)(x — 4) 0+

= Horizontales: y =0
) 5(7x — 20)
lim =
z—00 2(x 4+ 1)(x —4)

= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

, 5(7z% — 40z + 88
b) fiw) =~ 2((93 F1)2(x - 4)2)
dominio R — {—1,4}.

< 0 Vz € R. Luego f decrece en todo el

5(72% — 6022 + 264z — 344)

f"(z) = @+ 1%z —4)° =0= =2
f"(2) - + - +
f(z) | Convexa | Céncava | Convexa | Céncava

Hay un punto de inflexién en (2,5/2).
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c) La grafica es:

Problema 14.5.2 (3 puntos) Dadas la matrices:

1 1 a a x 0
a 1 1 a oy 10
a a 1 1 |’ X = z 0= 0
a a a 1 w 0

se pide:

a) (1,5 puntos). Calcular el determinante de A. Determinar el rango de
A segtn los valores de a.

b) (0,5 puntos). Resolver el sistema homogéneo AX = O enel casoa = 1.
c¢) (1 punto). Resolver el sistema homogéneo AX = O cuando a = —1.

Solucion:

a)

1 1 a a [ C1—Cy | 0 1 a a
a 1 1 a| Cy la—=1 11 a|
a a 1 1| Cs - 0 a 1 1|
a a a 1 i Cy | 0 a a 1
1 a a o] 1 0 a
—(a—1)| a 1 =|Ca—Cs | =—(a—1)|a 0 1|=
a a 1 I Cs | a a—1 1
21 1 a 2 2 3
(-1} =120 -a%) = ~@+Da—1)




Sia=1:

1111
1 111
A= 1111 | Rango(A) =1
1 111
Sia=-1
AR
A= = | -1 1 1 |=-4= Rango(4)=3
1 -1 1 1 R

-1 -1 -1 1
Sia#1ya#—1=— Rango(4) =4.

b) Sia =1 el Rango(A) =1y, como el sistema es homogéneo, el sistema
es compatible indeterminado. Como el sistema tiene cuatro incdgnitas
se necesitan 4 — 1 = 3 parametros:

rT=—-A—pu—o

=
sry+ztw=0—14 "
Z2=pu
w=o
c) Sia = —1 el Rango(A) = 3y, como el sistema es homogéneo, el sistema

es compatible indeterminado. Como el sistema tiene cuatro incégnitas
se necesitan 4 — 3 = 1 parametro:

11 -1 -1 * 8

11 1 -1 Z -1,

-1 -1 -1 1 w 0
z+ y— z— w= 0 mfg
—z+ y+ z— w= 0 = z B 0
—z— y— 2+ w= 0 w =\

Problema 14.5.3 (2 puntos) Dados los puntos A(2;—2;1), B(0;1;—-2),
C(—2;0;—4), D(2;—6;2), se pide:
se pide:

a) (1 punto) Probar que el cuatrildtero ABCD es un trapecio (tiene dos
lados paralelos) y hallar la distancia entre los dos lados paralelos.

b) (1 punto) Hallar el drea del triangulo ABC.

Solucion:
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a) AB = 3), BC = (=2, ~1,-2)y CD = (4, —6,6) = —2(—2,3, —3).

Los vectores fﬁ y C"ﬁ son paralelos luego se trata de un trape(:lo

b) La distancia serd la de A sobre el vector CD. Construimos el vector

CA = (4,-2,5):
i ok
S=|CDxCAl=|| 4 —6 6 ||=]|(~18,4,16)] = 2v/149 u>
4 -2 5
ICD| = 2v22
90y/I49 /149
—|CD| h= h="Y""" = [
€D 2/22 22
¢) AB = (-2,3,-3) y AC = (—4,2, —5):
1 J k
1 V11
\@‘xA‘(}\_y 903 3| = Z(—9,2,8) = Y21 2
42 5| 2 2

Problema 14.5.4 (2 puntos) Dados el punto P(1;2;—1) y el plano 7 =
x+2y—22z42=0, sea S la esfera que es tangente al plano 7 en un punto
P’ de modo que el segmento PP’ es uno de sus didmetros. Se pide:

a) (1 punto). Hallar el punto de tangencia P’.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de S.

Solucién:

a) Calculamos una recta r L 7 tal que P € r:

7"{1;3_(&2’ 2)) —{ y=2+2)
= P2, p=—1-2)

El punto P’ es el punto de corte de r con 7:
T+A+22+20)—2(-1-2\)+2=0= A= -1= P'(0,0,1)
b) La esfera S tiene de centro el punto medio entre Py P’ serd C'(1/2,1,0)
y su radio serd la semidistancia de P a m:

d(P,r) 1 [1+4+2+2 9 3

2 2 J1+4+4 6 2




14.6. Septiembre 2013 - Opcién B

Problema 14.6.1 (3 puntos) Sean r4 la recta con vector direccién (1; A; 2)
que pasa por el punto A(1;2;1), rp la recta con vector direccion (1;1;1) que
pasa por B(1;—2;3), y r¢ la recta con vector direccién (1;1; —2) que pasa
por C(4;1;—3). Se pide:

a) (1 punto). Hallar X\ para que las rectas r4 y 75 se corten.

b) (1,5 puntos). Hallar A para que las rectas r4 sea paralela al plano
definido por rg y r¢.

¢) (0,5 puntos). Hallar el 4&ngulo que forman rg y rc.

Solucién:
T — — T _
" Uy = (1,\,2) g U, = (1,1,1) ro s T = (1,1,-2)
P, =A1,2,1) P, — B(1.—-2,3) P =C(4,1,-3)
a) Utilizamos el vector auxiliar AB = (0,—4,2):
0 —4 2
Al=|1 X 2|=-2-2X=0= A=—
1 11

Para que las rectas 74 y rp se corte es necesario que Rango(A) =
2 = A\ = —1. En este caso puede ser también que las rectas sean
paralelas, para eliminar esta posibilidad se estudia:

—

Rango(%)zl ya que L2 =—-1#0= r4a y rp se cortan
Urg 1 1
b) Plano definido por rp y r¢:
uTB (1,1,1) 1 1 z-1
7 U =(1,1,-2) = 7:|1 1 y+2|=0= 7:2-y-3=0
B(1,-2,3) 1 -2 2-3

T =(1,-1,0) L = 7T U, =0
(1,-1,0) - (1,A\,2)=1-A=0= A=1
Urp * Urg 1+41-2 s

cos & = =0= «

trg |lurc| — V/3V/6 T2
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Problema 14.6.2 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2z+  Ay+ Az= 1-—-X
z+  y+ A=1)z= =2
A—=1Dz+ y+ z= A—1

Se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro \.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = 1.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = —1.
Solucién:
)

2 A A 1-2)
A= I 1 A—1 =2\ | = |4 =X-32H4=0=

A
A—1 1 1 A—1 A

——

Sid# -1y \#2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n°
de incognitas y el sistema es compatible determinado.

SiA=2:
2 2 2 -1
A=]111 1 -2
111 1
En este caso el Rango(A) = 1 y el Rango(4) = 2 y el sistema es in-
compatible.
SiA=-—1:
2 -1 -1 2
A= 1 1 -2 =2
-2 1 1 =2
En este caso: F1 = —F3 = el sistema es compatible indeterminado.
b) SiA=1:
22+ y+ z= 0 x=0
T+ Y = -2 =< y=-2
y+ 2= 0 z=2
c) SiA=1:
T=p
20— y— z= 2 _
{ ot y— 22— —2 ) YT Zte
z=p
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Problema 14.6.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = % , se pide:
x

a) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en
x = 0.

1
b) (1 punto). Calcular/ zf(z)d.
0
Solucién:

2)
/ —z? +1 /
f(m):m:Q m=f0)=1 f0)=0=y=uz

b)

1 1 2 1 1
/Oxf(x)dx:/o x2+1dx:/0 (1_x2+l> dx = x — arctanz]) =

4 —7

s
1- =
4 4

Problema 14.6.4 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = e'/*, se pide:

a) (1 punto). Calcular lim f(x), lim f(x) y estudiar la existencia
r— 400 T—> —00
de lim f(x).
z—0

b) (1 punto). Esbozar la grafica y = f(x) determinando los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus asintotas.
Solucioén:
a) lim eY*=1; lim eY/*=1.
T— +00 T—>r —00
1/x

lim e'/*=0; lim e

= 00; luego en 0 no extiste el limite.
z— 0~ z— 01

b) La grafica seria:
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Por el apartado anterior la funcién tiene una asintota vertical en z = 0
y una asintota horizontal en y = 1.

el/z
fl(z)=— 1 <0, Vz € R—{0}

2

Luego la funcién es siempre decreciente.
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Capitulo 15

Ano 2014

15.1. Modelo 2014 - Opcién A

Problema 15.1.1 (3 puntos) Dadas las matrices

111 00 1
A=|11 21|, B=|0o 10
4 3 k 100

se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar los valores de k para los que existe la matriz inversa
AL

b) (1 punto). Hallar la matriz A~! para k = 6.

¢) (1,5 puntos). Resolver la ecuacién matricial AX — A = B para k = 6.

Solucion:
a)
111
Al=|1 1 2|=1#0= A7 'Vk,,€R
4 k
b)
111 0 -3
k=6=—=A=|11 2 [= A7! 2 2 -1
4 6 -1 1 0

¢) AX —A=B=— X =A"YB+ A):

11 2 2 -3 0
X = 1 2 2 -1 3 2
— 5 3 6 0 1 0



Problema 15.1.2 (3 puntos) Dados el punto P(1;1;1) y los planos
m=3rx+ay+2=0, m=ar+y+2z=0;, ma=xr+y—z=0;
se pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de a para los que los planos se cortan
en una recta.

b) (1 punto). Para a = 2, hallar la ecuacién del plano que pasa por el
punto P y es perpendicular a la recta interseccién de los planos m; y
.

¢) (1 punto). Hallar el punto P’ proyeccién de P sobre el plano 3.

Solucion:

2)

3r+ay+2=0

ar+y+2:=0 = |[Al=a*+3a-10=0=a=2, a=-5

r+y—2=0
Sia#0ya#—-5= |A|l # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) = n°
de incéngitas = Sistema compatible determinado. Solucién trivial
(x=y=2=0).

Sia=2o0a= —b el sistema es compatible indeterminado (el sis-
tema que forman los tres planos es homogéneo)

Cuando a = 2 0 a = —b se cortan los tres planos en una recta, que
calculo a continuacién: Cuando a = 2: F} = Fy + F3

3x+2y+2=0 % 4y + 22 =0 r = —3\
2r+y+22=0 = et — 2 =0 = ¢ y=4A
r+y—2=0 Y B 2=\
Cuando a = —5:
3xr—by+2=0 B x=1/2\
—Sr+y+22=0 :>{i$+_5f’:fao = { y=1/2A
r+y—2z=0 y B 2= A
b)
3r+2y+2=0 = (3,—4—1)
r: = r:
2 +2y+2=0 P. =0(0,0,0)
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3r—4dy—24A=0=3—-4—-14+2A=0= A=2
3r—4y—2+4+2=0

¢) Un = (1,1,—1) Calculamos ¢ | 73 que pasa por P:

g W=t =L y=1+2A
R(1,1,1) z=1-A

Obtenemos P’ como punto de corte de ¢ con 3:
1 2 2 4
A+N+A+N=(1=N=0= A=z =P (3’3,3>

Problema 15.1.3 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

t —
a) (1 punto). xh’_r>n0 arca;l#

b) (1 punto). lim [1 — sinz]"/®

z— 0

Solucion:

a)

arctanx — x 0 % - —z2 1
lim ——— = = |=| = lfm = = lim =
-0 a3 0] a—0 322 z—0 322(1 + 22) 3
b) h’mo[l —sina]/® = [1°] = A
z—>
1 1 _ . — COS T
i (L) _ m — lfm % — J=—lnA=— A=e!
z—0 x 0 x—0

Problema 15.1.4 (2 puntos)

6
a) (1 punto). Sea g(x) una funcién derivable que cumple g(6) = / g(x)dx.
5

Hallar 6
| @ =5 do
5
€ 1
b) (1 punto). Sea f(x) una funcién continua que verifica / flu)du = 3
1
Hallar

2
/ f(e%?)e*? dx.
0
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Solucion:

dv = ¢'(x)dr = v = g(x)

6 6
(@=5)9())t = [ g@)da = 9(6) ~0 = g(6) = 0

u=e%? = 2du = e*/2dx

2 e
/ f(ee*Pde = | 1=0= u=1 :2/ flu)ydu=1
0 r=2= u=e !

15.2. Modelo 2014 - Opcién B

Problema 15.2.1 (3 puntos) Dada la funcién

202 4+6 .
si z<0
a‘:_
fa) =4
r‘—1 .
21 si x>0

se pide:
a) (0,75 puntos). Estudiar su continuidad.

b) (1 punto). Estudiar la existencia de asintotas de su gréfica y, en su
caso, calcularlas.

¢) (1,25 puntos). Hallar los extremos relativos y esbozar de su grafica.

Solucion:
a)
. 22246
lim = -6
z—0- T —1
22 -1
m ——=-
r— 0t 2%+ 1
Como lim Iim la funcién tiene en z = 0 un discontinuidad no
z— 0~ rz— 0t

evitable, hay un salto.
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b) Cuando z < 0 : No hay asintotas verticales ni horizontales, pero hay
oblicuas: y=ma +n—= y =2z +2

22
x—i—6:2

m= lim
——co 2 — 1

222 + 6
n= lim <x+1 —2ZC>:

Cuando = > 0 : No hay asintotas verticales pero si horizontales y, por
tanto, no hay oblicuas. y =1

, 2 =1
1m R =1
r—roo x4 4+ 1
c)
2(z? — 2z —
Ao =22 -8) oy
, (1)
fix) =
4x .
m S1 T 2 0
Cuandoz < 0: 22 —2r -3 =0= x = —1, x = 3 No vale. En
x = —1 la funcién pasa de crecer a decrecer, luego hay un méximo en

el punto (—1,—4)

x>0: 4 =0= 2 = 0. En z = 0 la funcién empieza a cre-
cer, luego hay un minimo en el punto (0, —1)

¥
y=2x+2

¥

Min(0,-1)

Miix({1,-4)

Problema 15.2.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Determinar si se puede construir un tridngulo que tenga dos
de sus lados sobre la rectas

B r=-24+A B vty —4=0
z=14+A -
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b) (2 puntos) Encontrar la ecuacién de la recta perpendicular comin a
las dos rectas anteriores.

Solucion:
= (1,2,1) ah = (1,-1,-2)
r { P(=2,-6,1) °'\ Py3,1,0) PP, =(57,-1)
a)
5 7 —1
1 2 1|=9#0= rysse cruzan
1 -1 -2

No se puede construir el triangulo.

b) Se va a calcular como interseccién de dos planos:

i 5k
w=u xu;=|1 2 1]|=-3(1,-1,1)
1 -1 -2
uf = (1,-1,1) 1 1 z+2
T ur=(1,2,1) =m:| -1 2 y+6 |=0= 2—2+3=0
P.(—2,—6,1) 11 2-1
up = (1,-1,1) 1 1 z2-3
miR up=(1,-1,-2) =m:| -1 -1 y—1|=0= z+y—4=0
Py(3,1,0 1 -2 =z
‘. r—2+3=0
| z+y—4=0

Problema 15.2.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

(a+2)z+ (a+1l)y= —6
T+ oY = a
x+ y= -9

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segtn los valores de a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea posible.

Solucion:
a+2 a+1]—6
A= 1 5 a
1 1 -5
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a) |[Al = —21la—21 = 0= a= -1.Sia=-1= |4 #0 =

Rango(A = 3 # Rango(A4) = 2 = el sistema seria incompatible.

Sia=—-1:
1 0|—-6
A= 1 5|1
1 1|-5
En este caso Rango(A = 2 = Rango(A) = n° de incégnitas=— el
sistema seria compatible determinado.

r=—6 N = —6
rT+y=-5 y=1

Problema 15.2.4 (2 puntos) Sabiendo que el valor del determinante

[N
=~ o w
[N

es igual a 1, calcular el valor de los determinantes:

3 01
a) (1 punto). | 3z 2y =z
6 8 6

242 4+y 6+=2
b) (1 punto). | 3x —1 3y 3z-—1

3 4 7
Solucién:
a)
3 01 1 01 T Yy z
3z 2y z|=6lxz y z|=—-6|1 0 1|=-6
6 8 6 2 4 6 2 46
b)
242 4+y 6+=z2 242 4+y 64z 242 4+y 642
3r—1 3y 3z—-1|=|3z—-1 3y 3z—-1 |4+ 3x—-1 3y 3z2-1|=
3 4 7 2 4 6 1 0 1
2 4 6 T Y z
=|3z—-1 3y 32—-1|+|3z—-1 3y 3z—1 |+
2 4 6 2 4 6
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24z 4+y 642 24z 44y 64z

+| -1 0 -1 |(+| 3z 3y 3z | =
1 0 1 1 0 1
T Yy =z Tz Yy z 2 4 6 T Yy =z
=3z 3y 3z |—|1 0 1 |4+]|3x 3y 3z |+| 3z 3y 32 | =
2 4 6 2 4 6 1 0 1 1 0 1
T Yy 2z T Yy 2z T Yy 2z T Yy z
= 1 0 1|-3{2 4 6[|=2{101|=2]101|=2
2 4 6 1 0 1 2 4 6 3 47
15.3. Junio 2014 - Opcién A
Problema 15.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices
a B v x 1 0
A= v 0 a |; X=|y |; B=10 o=\ 0
1 8 z 1 0
se pide:
1
a) (1,5 puntos). Calcula o, fy v paraque | 2 | sea solucién del sistema
3
AX =B.

b) (1 punto). Si § = v = 1 ;Qué condicién o condiciones debe cum-
plir a para que el sistema lineal homogéneo AX = O sea compatible
determinado?

c¢) (0,5 puntos). Sia = —1, =1y v =0, resuelve el sistema AX = B.

Solucioén:

a)
a B v 1 1 a+28+3y=1 a=1
vy 0 al|l2]|=|0]|= 3a+v=0 = < f=9/2
1 8 ~ 3 1 26+3y=0 v=-3

b) f=v=1
a 1 1 x 0
1 0 « y |=101]; |4 =—-ala-1)=0= a=0, a=1
1 1 1 z 0
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Se trata de un sistema homogéneo:

Sia#0y a#1= |A] # 0 = Rango(A) = 3 = n° de incdgnitas
por lo que es un sistema compatible determinado y su tunica solucion
serfa la trivial: z =y = 2 = 0.

Sia=00a=1= |A| =0 = Rango(A) < n° de incégnitas por
lo que es un sistema compatible indeterminado.

c) Sia=-1,=1y~v=0:

-1 1 0 T 1 —r+y=1 z=0
11 0 z 1 z+y=1 z=0

Problema 15.3.2 (3 puntos) Dados el punto P(1,0,1), el plano 7 = x +

5y — 6z =1y larecta r: se pide:

y=0"
a) (1 punto). Calcular el punto P’ simétrico a P respecto de 7.
b) (1 punto). Hallar la distancia de P a r.

c¢) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de
coordenadas O(0,0,0) y las intersecciones de m con los ejes coordena-
dos OX, OY y OZ.

Solucién:
a) Segimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta t L w/P € t:

=14\
w = = (1,5,—6) v
t.{ , — P(1,0,1) = t:{ y=>5A
z=1—6A

s Calculamos el punto de corte P” de t con 7:
3
(LX) +5(50) = 6(1 = 63) =1 = A=

r=1+3/31=34/31 /34 15 13
z=1-18/31=13/5
» El punto P” es el punto medio entre P y el punto que buscamos
P

/
P ;P:P":> P =2P"-P=

2
(8250 -(2,2,5)
31731 31 31731 31
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¢) Calculamos los puntos de corte de m = x + by — 6z = 1 con los ejes
coordenados:

Con OX hacemos y =0y z =0: A(1,0,0)
Con OY hacemos z =0y z = 0: B(0, 1/5 0)
Con OZ hacemos =0y y = 0: C(0,0,—1/6)

Luego:

OA = (1,0,0); OB = (0,1/5,0); OC = (0,0, —1/6)

R )
V=—[l0 1/ 0 ||=-——1u
1o o -1/ 180

Problema 15.3.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Sea f: R — R una funcién dos veces derivable. Sabiendo
que el punto de abscisa £ = —2 es un punto de inflexién de la grafica
de f(x) y que la recta de ecuacién y = 16x+ 16 es tangente a la grafica
de f(z) en dicho punto, determinar:

f(=2), f(=2)y f"(-2)
b) (1 punto). Determinar el area de la regién acotada limitada por la
gréfica de la funcién g(z) = z* + 423 y el eje OX.
Solucién:

a) Por ser x = —2 la abcisa del punto de tangencia con la recta y =
162 + 16 = f(—2) = —32 + 16 = —16.
La pendiente de esta recta es m = f/(—2) = 16 y, por dltimo, al ser
punto de inflexién f”(—2) = 0.

b) g(z) =2t +423=0= =0, z=—4

0 5 44
/ (3:4+43:3)dx:£+w4 =——
» 5 »
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Problema 15.3.4 (2 puntos) Calcular justificadamente:
2) lim 1—2x— ez-l- sin(3z)
z—0 x

. (522 +2)(x —6)
b) mgnoo ([EQ — 1)(2[1} — 1)

Solucion:

2)

., 1—2z—e” +sin(3x) 0 ., —2—e"+3cos(3x) 0
hm 2 = — = hm = — g
z—0 x z—0 2z 0
— lim —e” —9sin(3z) 1
z—0 2 2
b)
. (5?2 +2)(z—6) [oo . 5 5
lim =|—|= lim — =
a—oo (22 —1)(2x — 1) 00| w00 2z3 2

15.4. Junio 2014 - Opcién B

Problema 15.4.1 (3 puntos) Dada la funcién

_Ja+In(l-z) si <0
f($)_{ xle " si x>0

(donde In denota logaritmo neperiano) se pide:
a) (1 punto). Calcular zh_r}noof(x) y mgrgoof(x).

b) (1 punto). Calcular el valor de a, para que f(z) sea continua en todo

R.
¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea po-
sible.
Solucién:
a)
2 2 2
lim f(z)= lim — = {OO} = lfim = = [Oo} = lim — =0
T—>00 r—00 ¥ 00 r—o0 T o0 r—00 T
acgrgoo(a +In(l—z)) =00
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Iim (a+In(l—2))=a, lim L 0= a=0

z— 0~ z— 0t e¥

b - = siox<0 f1(07)=—1
f(x)_{xex(IQ—x) sio x>0 :>{ f(0t)=0

Luego la funcién no es derivable en x = 0. Concluimos con que f es

continua y derivable en R — {0} y serfa continua en x = 0 pero no
derivable para a = 0.

Problema 15.4.2 (3 puntos) Dados el plano 7 = 2x — y = 2, y la recta
_ r=1
"= y—2z=2

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y .

b) (1 punto). Determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a
Tr.

c¢) (1 punto). Determinar la recta que pasa por A(—2,1,0), corta a r, y
es paralela a 7.

Solucion:

a)
JE=021 xf;+2/\
"t PT(172a0) z:)\

2. 1—(2+2\) =2= A=—1
7y r se cortan en el punto (1,0, —1)
b) ' Lx, rex
7~T7r> (27_1 0)
7 ar=(0,2,1
P.(1,2

0 =z
2 y—2 |=0= z+2y—42—-5=0
,0) 1

¢) Segimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos el plano 7" || 7/A € =
" 2r—y+td=0= —4-1+XA=0= A=5= 71" : 20—y+5=0
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s Calculamos P punto de corte de r con 7':

5
2-(2+20)+5=0= A=

)
P17 -
(17.5)

= La recta buscada s pasa por los puntos Ay P:

. B r=-24 3\
S:{Us—@—(37675/2) — t: y:1+6)\
Ps(_Qalao) z = %A

Problema 15.4.3 (2 puntos) Dada la matriz:

-1 -1 a
A= -3 2 a |, se pide:
0 a —1

a) (1 punto). Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga
inversa.

b) (1 punto). Calcular la matriz inversa A~! de A, en el caso a = 2.

Solucion:

)
a) [A|=-2a>+5=0= a=+ 7

Sia;é:t\/§:>|A|7§0:> JA~L.

5
Sia= j:\/g:> |A] = 0 = no existe A™L.

b) Para a = 2:
-1 -1 2 2 -1 2
A= -3 2 2 |=A1=]1 -1/3 4/3
0 2 -1 2 —2/3 5/3

Problema 15.4.4 (2 puntos) Por la compra de cinco cuadernos, dos rotu-
ladores y tres boligrafos se han pagado veintidés euros. Si se compran dos
cuadernos, un rotulador y seis boligrafos, el coste es de catorce euros. Se
pide:

a) (1 punto). Expresar, en funcién del precio de un boligrafo, lo que cos-
tarfa un cuaderno y lo que costaria un rotulador.
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b) (1 punto). Calcular lo que deberiamos pagar si adquirimos ocho cua-
dernos y tres rotuladores.

Solucién:
Sean x el precio de un cuaderno, y el precio de un rotulador y z el de un
boligrafo.

a)
ox + 2y + 3z = 22 . r=—-6+9z
20 +y+62=14 y =26—24z

b) 8x 4 3y = 8(—6 4+ 9z) 4+ 3(26 — 242) = 30 euros.

15.5. Septiembre 2014 - Opcién A

Problema 15.5.1 (3 puntos) Dada la funcién

1 n T
x+1 x+4’

fz) =
se pide:
a) (1 punto). Determinar el dominio de f y sus asintotas.
b) (1 punto). Calcular f'(x) y determinar los extremos relativos de f(x).

1
c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dz.
0

Solucion:

1 ¢ z+d+az(@+1l) 42044

f(x):x+1+x+4_ (z+1D(z+4) (z+1)(z+4)

a) Dom(f) = R—{—1,—4} y asintotas:

= Verticales:

3 3
= —1 . 1’ = _— = — . 1/ = —_— =
x dim f(x) [0_} oo; lim f(z) oF +o0
, 12 , S [37
r=—4: i hrr_14_ f(z) = 0| = +00; i hrr_14+ f(z) = [O—} = —00
» Horizontales: y =1
2?42z + 4

lim — TS
2 =hoo (z+ 1)(z + 4)

= Oblicuas: No hay por haber horizontales
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/ _ 3(:62 _ 4) _ _
fz) = TR i
(—OO, _2) (_272) (2700)
Fa@ |+ - T

f(x) | creciente | decreciente “\ | creciente

Luego la funcién tiene un méximo en el punto (—2,—2) y un minimo

en el punto (2,2/3).

c)
1 1 x 1 1 4
dox = 1-— dx =
/0 <x+1+x+4) ! /0 (achljL m+4) !
1 625
=z+Injz+1|—4ln|z+4|],=14+9In2—4In5 = 1-In 5D ~ 0,8

Problema 15.5.2 (3 puntos) Dadas las matrices:

1 a a T 0
A= 1 a 1|, X=|y |, O=|0
a—1 a 2 z 0

a) (1 punto). Determinar el valor o valores de a para los cuales no existe
la matriz inversa A1

b) (1 punto). Para a = —2, hallar la matriz inversa A1

¢) (1 punto). Para a = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal

AX = 0.

Solucion:
a) |Al = —a(a®> —3a+2)=0= a=0,a=1ya=2.
Sia=0o0a=1loa=2= |A|=0= BA~L.
Sia#20ya#lya#2= |A|#0= JA~L

b)
1 -2 -2 -1/12  1/3 —1/4
A= 1 -2 1 |=A1=| —5/24 —-1/6 -1/8
-3 -2 2 -1/3  1/3 0
c) Sia=1y AX = O tenemos:
111 vt —0 =\
A=|111 :>{‘T+y2z__0 y = —2\
01 2 yreE= =



Problema 15.5.3 (2 puntos) Dados los puntos A(2,0,-2), B(3,—4,—1),
C(5,4,-3) y D(0,1,4), se pide:

a) (1 punto). Calcular el drea del tridngulo de vértices A, By C.

b) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

Solucion:

a) AB = (1,-4,1) y AC = (3,4, -1):

g Ed ok 1
S=_||1 -4 1]|=2>/0,4,16)] = 2V17 u*
203 4 1| 2

b) AB = (1, -4,1), AC = (3,4,~1) y AD = (-2, 1,6)

1 -4 1
1
V=gl 3 4—1\:%&"
-2 1 6

Problema 15.5.4 (2 puntos) Dados los planos

m=2r+2—-1=0, m=x+2+2=0, m3=x+3y+2z—-3=0,

se pide:

a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta determina-

da por 7 y mo.

b) (1 punto). Calcular el seno del dngulo que la recta del apartado anterior

forma con el plano 73.

Solucion:
a)
. 204+2—1=0 e, I_i
| z+z+2=0 Zy__5

b) 11“_71':’2:(17332)}"1772:(0,1,0)

cos(90° — a) = @f = 3 =sina
|y | 07| V14
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15.6. Septiembre 2014 - Opciéon B

Problema 15.6.1 (3 puntos) Dados el plano 7 y la recta r siguientes:

r=1-—2t
T=2xr—y+224+3=0, r=q y=2-—21,
z=1+1,

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y .
b) (1 punto). Calcular la distancia entre r y .

¢) (1 punto). Obtener el punto P’ simétrico de P(3,2,1) respecto del
plano .

Solucion:
a) 2(1 —-2t) —(2—-2t) +2(l+t) +3 =0 = {5=0! Luego la recta r es

paralela al plano 7. Estd claro que @ - g = —2-2+ (—=2)(—=1)+1-2 =
0= w L uz

b) Bl 2, 1) 2-2+2+3 5
d(P,, _ s aereto Y
Bom =i 1ea 3

c¢) Seguimos el siguiente procedimiento:

u

= Calculamos una recta s | m que pase por P:

S,{@:@:(z—m e
P, = P(3,2,1) i

» Encontramos el punto P” de corte entre s y m:
2(3+2)\) — (2= \)+2(1420)+3 = 0 = A = —1 = P"(1,3,-1)

s P” es el punto medio entre P y el punto buscado P’:

P+ P
2

=pP'— P =2P'-P= (2767 _2)_(3’2’ 1) = (_1’4’ _3)

Problema 15.6.2 (3 puntos) Dada la funcién:

55;;””4—% si z<0
flx) = a si x=0
ze*+3 si >0

Se pide:
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a) (1 punto). Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.

b) (1 punto). Decidir si la funcién es derivable en x = 0 para algtin valor
de a.
c¢) (1 punto). Calcular la integral:
In5

f(z) d

1

)

donde In denota logaritmo neperiano.

Solucién:
a) La funcién es continua si: lim f(x) = lim f(x) = f(0)
x— 0~ z— 0t
5 si 1 10 si 2
= lim f(z)= lim ( ST ) _ o UsmrAcr
z— 0~ z— 0~ 2x 2 z— 0~ 4x
[O} T 10cosx + 2 5
—_ = m —_—mmmm
0 z— 0" 4

» lim f(z)= lim (ze®*+3)=3

z— 0t z— 0t

» f0O)=a= a=3

b) De ser derivable en z = 0 sélo seria para a = 3, para cualquier otro
valor de a la funcién no seria continua y, por tanto, tampoco seria
derivable. Para que sea derivable tiene que cumplirse que f'(07) =

f1(07):
5sin(0+h) |, 1
_ Ssin(O+h) | 1 _ g
fO+h)—f(0) _ i _20+h T2 _

w F/(07)= 1
11(07) h—l%* h h—s 0~ h
I 5smh—5h_{0]_ . 5cosh—5_{0]_ I 5sinh_0
h—s 0 2h2 0] hSo- 4h o] o 4
. f(0+h)— £(0) (04 h)eO*h +3 -3
= f1(0T)= 1 - 1 =
F1(07) h—1>n%)+ h h—s 0t h
im h—eh—l
h—s0t+ h o

» Como f/(07) # f/(017) = la funcién no es derivable en z = 0.
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c)

/(:cem+3) dr = [ d::;;:df v:_da;x ] = xe”“—/ e’ dz+3x = 3z+€*(z—1)+C

Inb
. f(z)de = 3z + e®(x — 1)]\"® = 8(In5 — 1) = 4,88

Problema 15.6.3 (2 puntos) Dada la ecuacién matricial:

a 2 11
donde B es una matriz cuadrada de tamaifio 2 X 2, se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de a para los que esta ecuacién
tiene solucién.

b) (1 punto).Calcular B en el caso a = 1.

=(57) (1 1)

a) A-B=C = B = A"'C, luego la ecuacién tiene solucién siempre
que exista A71:

Solucidn:

Al =7a—6=0= azg

Sia=7/6= |Al=0= BAL.

Sia+#7/6= |A]#£0= A

b) B=A"lC:

poe( 1) () <( 20

Problema 15.6.4 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz:

2 -1 -3 5
2 2 =1 a
A= 1 1 1 6
3 1 -4 a
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segun los valores del pardmetro a.

Solucién:
2 -1 -3 5 I 2 -1 -3 )
2 2 -1 al| | B+2R 6 0 -7 a+10
1 1 1 6 Fs+ Fy 13 0 -2 11
3 1 -4 a Fy,+F 5 0 =7 a+5
6 -7 a+10
3 =2 11 |=12-2a=0= a=6
5 =7 a+5
Sia# 6= |A|l # 0= Rango(A) = 4.
Sia=6= |A| =0 = Rango(A4) <4.Y como
2 -1 -3
2 2 —-1|=9#0=— Rango(4) =3
1 1 1
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Capitulo 16

Ano 2015

16.1. Modelo 2015 - Opcién A

Problema 16.1.1 (3 puntos) Dadas las matrices

-2 4 2 -2 x 0
A= -1 m m |; B= 0 X=|y O=10
-1 2 1 -1 z 0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segun los valores de m.
b) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz A%.

) (
) (

c¢) (0,75 puntos). Para m = —2, resolver el sistema AX = O.
) (

d) (0,75 puntos). Para m = 0, resolver el sistema AX = B.
Solucién:
a)
-2 4 2
|JAl=| =1 m m |=0Vm & R= Rango(A) <3
-1 2 1
-2 4 .
_1 =—-2m+4=0= m=2= Sim # 2 Rango(A) =2
. -2 2
Y si m = 2 tenemos 1 9|7 —2 # 0 = Rango(A) =2

Por tanto, Rango(A) =2 Vm € R.

b) |A20| — ’A|20:020 =0
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c¢) Se trata de un sistema homogéneo y el Rango(A) = 2 < n° de incogni-
tas, luego es un sistema compatible indeterminado.

20+ dy+22 =0 z=-1/2)
=< y=-3/4\
—xr—2y—2z=0 L=\

d) Para m = 0 se observa que F; = 2F5 y como Rango(A) = 2 se trata
de un sistema compatible indeterminado.

2z 4+4y+2z=-2 =0
r=0 1A
oy :>{—ac+2 yo=-1 )Y 2
—r+2y+z=-1 Y z2=A
2 —4r+3
Problema 16.1.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = %, se pide:
2 —

a) (0,5 puntos). Hallar el dominio de f(x).
b) (1 punto). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c¢) (1,5 puntos). El drea del recinto limitado por la grafica de la funcién,
el eje de abscisas y las rectas x = +1/2.

Solucion:

a) 22 —1=0= 2z = +1 = Dom(f) = R — {£1}

b) f(x) = @i > 0 = La funcién es creciente en todo el dominio
x

de la funcién R — {£1}
c)

1/2 5 _3 b
Sl:‘/_l/2 x+1d:€:I—4ln($+1)]_1/2:1_4ln3

S =18 =4In3 -1 u*

_ 12,00 (12,0)
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Problema 16.1.3 (2 puntos) Dadas las rectas: r :

ISEINS I
Il

> > =
[V2)

=1
{x—i—y , se pide:
Yy==z

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa entre ellas. Determinar, en su
caso, la interseccién entre ambas y el dngulo que forman sus vectores
directores.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a las direcciones
de 7y s, y que pasa por el punto (0,0,0).

Solucion:

a) (14+2X\)+X=1= X =0 luego las dos rectas se cortan en el punto

(1,0,0).
Ll m=nn fa= (=110
| £(1,0,0) | Ps(1,0,0)
s = TW 24141 ™

= = = o= —
[rdlizd V6V/3 2
b)
— T =
Ut:(07_171)
t { = {:¢ y=—-A
P:(0,0,0) )
i j ok
w=urxu,=| 2 1 1|=3(0,-1,1)
-1 1 1

Problema 16.1.4 (2 puntos) Dados los puntos P;(1,—1,2), P»(2,-3,0) y
P5(3,1,2), se pide:

a) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano 7 que contiene los tres
puntos.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por P y
es perpendicular a 7.

¢) (1 punto). Hallar la ecuacién de las dos superficies esféricas de radio
V17 que son tangentes al plano 7 en el punto P;.

Solucion:
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a) P1P2 = (1, —2, —2), P1P3 = (2,2,0):

1 2 z—-1
m:| =2 2 y+1 | =0=m:2x—-2y+32—-10=0
-2 0 z2-2
b)
T P(1,—1,2) = ¢ y=—-1-2X
neew z2=2+3\

c¢) Calculo una recta r que pase por P; y perpendicular a 7, la del apar-
tado anterior. Ahora hay que encontrar los dos puntos de esta recta

que estan a una distancia /17 de P; y estos serdn los centros de las
esferas:

Un punto C de 7 serd C(1 42X, —1 —2X,2 4 3))
ICP;| = |(2\, —2X,3))| = |AVIT = VIT = A = +1
A=1= C1(3,-3,5) = (23’ + (y+3)* + (: = 5)* = 17
A=-1= Co(-1,1,-1)= (z+ 1)+ (y—1)?+ (2 +1)2 =17

16.2. Modelo 2015 - Opcién B

Problema 16.2.1 (3 puntos) Dados el punto P(1,2,—1) y las rectas:

. r+y—z=4 L x =2
"l rx—y—3z=-2" 1 y=-3

se pide:
a) (1 punto). Calcular la minima distancia entre r y s.
b) (1 punto). Determinar el punto P’ simétrico de P respecto de 7.

¢) (1 punto). Determinar los puntos de la recta r que equidistan de los
planos XY e Y Z.

Solucién:
a)
T — 77—
Uy = (7271771) Us = (0,0,1) ﬁ _ _
" {PT(1,3,0) 5 P23 = (1=6.0)
i j k
=1 1 —1|=2(-2,1,-1)
1 -1 -3



[Prj saﬂa@] - —2 1 -1 =11 7&0:> Ty s se cruzan
0 0 1
U |lwmxw 55
wxaw=| -2 1 —1|=(1,20)
0 0 1

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

= Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P: 7 :
2r4+y—2+A=0= -242+14+A=0= A= —1 luego
el plano buscadoes7: -2z +y—2—1=0

s Calculamos el punto de corte P” de r y =

r=1-2t
rid y=3+t = —2(1-20)+3+t)—(—t)-1=0= t =0 = P"(1,3,0)
z=—1
B P+ P

P — P =2P"—P =2(1,3,0)—(1,2, 1) = (1,4,1) = P'(1,4,1)

2
c¢) Elplano XY esel plano 7’ : 2 =0y el plano Y Z es el plano " : x = 0.

Sea P" un punto de la recta r que cumple d(P"”,7") = d(P",7")
donde P (1 —2t,3+t, —t):

=t _ =2 _ [ —t=1-2=t=1= H(-14,-1)
11 —t=—-142t—= t=1/3= Q(1/3,10/3,-1/3)

Problema 16.2.2 (3 puntos) Hallar

1 inx —+/1—si
a) (1 punto). lim VItsine -y ST

z—0 x
b) (1 punto). / (3 +5) cosw dx.

c¢) (1 punto). Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos

relativos de la funcién
ex — e~

fz) =

X

Solucion:
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I V1tsing —V1—sinz 0] _ lm Vitsmz ~ 2vi-sinz 1

z—0 x 0 z—0 1
b) /(3x+5)cosmd.’r: [ u=3r s = du:.3d:v =

dv =cosx = v =sinz
(3x+5)sin:r—3/sin:vdx:(3x+5)sinx—|—3cosx+C
x
1—

c) f’(a:):e(:EZQj):0:> r=1Sz>1= fl(2) <0= f

es decreciente en el intervalo (1,00). Siz <1 = f'(z) >0 = f
es creciente en el intervalo (—o00,0) U (0,1) En = 1 hay un méximo
local.

Problema 16.2.3 (2 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar X e Y, matrices 2 x 2, tales que
() e ) (6)
b) (0,5 puntos). Hallar Z, matriz invertible 2 x 2, tal que
(8 2)en- (1)

Solucion:
a)
3 —1 2 1 -1 3
10 1 3 2 0

3 1/3 1
2>:>Z:<1/3 2/3)

—_ =

b) Z22.31-Z27'=32.2-Z7' =32 = (
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Problema 16.2.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ma+ y= 0
z+ my= 0
mx+ my= 0
se pide:
a) (1,5 puntos). Discutirlo segin los valores de m.

b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucién:
a)
m 110
A= 1 m|o0 T ’:m2—1:0:>m:i1
m m |0
Sim# +1 = 7? L # 0 = Rango(A) = 2 = n° de incdgnitas
y, por ser un sistema homogéneo, seria un sistema compatible deter-
minado.
Sim=-1
B -1 110 1
A= 1 =110 [; = —2 # () = como antes seria
-1 -1
-1 —-110
un sistema compatible determinado.
Sim=1:
1 110
A= 1 1|0 | Las tres filas son iguales y el sistema serfa compa-
1 110

tible indeterminado. (z +y = 0)

rT=—-A
y=2A
16.3. Junio 2015 - Opcién A

Problema 16.3.1 (3 puntos) Dada la funcién

x In(z + 1)

o) =3+t 11

donde In denota logaritmo neperiano, se pide:
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a) (1,5 puntos) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (0,75 puntos) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) en z = 0.
c¢) (0,75 puntos) Calcular / f(z)dzx.

Solucion:

a) > —1, y v # 42 = Dom(f) =(—-1,2) U (2,00)
Asintotas:

= Verticales:

En x = —2: no hay asintota porque no esta en el dominio de la
funcién.
Enz=2: lim f(z)=-0c0cy lim f(z)=+o0
T— 2~ z—> 27T
Enz=-1: lim f(z)=Noexistey lim f(z)=—-00
r— —1— r— —17F

= Horizontales: y = 0; lim f(z)=0
= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2+4  1-In(z+1)

b) f = —
V@ = T ey
f(0)=0y f'(0) = z = y = Zm es la recta tangente buscada.

x In(zx +1) x In(zx + 1)
dx = d ———dx =
/(x2—4+ r+1 > e L el

(In(z + 1))?

5 +C

1
=5 In|z? — 4| +
Problema 16.3.2 (3 puntos)

a) (2 puntos). Discutir, segin los valores de m, el sistema de ecuaciones

siguiente:
drz+ 3y+ (m—1)z= 0
r— 2y+ mz= 1
5+ my+ z= 1

b) (1 punto). Resolver el sistema anterior para el caso m = 1.
Solucién:
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4 3 m-1]0
A=1 2 m |1 | |A=-3m*424m—21=0= m=1, m=7
5 m 1 1

Sim#1ym#7= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n°

de incégnitas, seria un sistema compatible determinado.

Sim=T:
4 3 610 i 3
A=|1 -2 7|1 |;|Al=0y = —11# 0 = Rango(4) =2
1 -2
5 7 1]1
Como
4 3 0
1 -2 1 |=-24+#0= Rango(4) =3
5 7 1
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim=1:
4 3 010 i 3
A=]1 -2 1|1 |;|Al=0y = —11 # 0 = Rango(4) =2
5 1 11 L=

Como F3 = F; + F, => Rango(A4) =2. En este caso el sistema es
compatible indeterminado.

b) param = 1:
4o+ 3y =0
rz— 2y+ z= 1
Problema 16.3.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados vectores @ = (2,3,4), ¥ = (-1,-1,-1) y W =
(=1, A\, =5), encontrar los valores de A que hacen que el paralelepipedo
P generado por W, ¥ y W tenga volumen 6.

b) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta incluida en el plano z = 0,
con direccién perpendicular a o = (2, —1,4) y que pasa por el punto
(1,1,0).

Solucion:
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2 3 4
V=|uvuw|=| -1 -1 —1]|]=]-2A-6/=6= A=0, A\=—6
-1 XA =5

by rerm:2=0,r L% =(2-1,4)y P(1,1,0) € r:

1 g k
rem:iz=0=7rlu;=(0,01)= w=uxuw=|0 0 1|=(1,20)
2 —1 4
=14+
@ = (1,2,0) y
’”‘{Pr<,1,0> vt

Problema 16.3.4 (2 puntos) Dados el plano 7 : © — 2y +224+1 =0y
la superficie esférica (z — 1) + (y — 1)2 + (2 — 2)2 = 9, hallar los planos
tangentes a la esfera que son paralelos al plano .

Solucién: La esfera tiene de centro el punto C(1,1,2) y radio 3. Cons-
truimos una recta r perpendicular a m que pase por C':

T 0 7 = r:< y=1-—2\
P =C(1,1,2) P,

Encontramos los puntos de corte de esta recta r con la esfera:
(1HA—1)2H(1-22—1)4+(2420—2)2 =9 = X\ = +1 = Pi(2,-1,4), P»(0,3,0)
Calculamos:

7r1:{ T2y +2:4A=0 = m:r—2y+22—12=0

P1(27 _]-7 4)

= my:x—2y+224+6=0

. r—=2y+22+A=0
2 P2(07370)

16.4. Junio 2015 - Opcién B

Problema 16.4.1 (3 puntos) Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coor-

r=—44+4X
denadas O, y larectar: < y=8+ 3\  se pide:
z= =2\
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a) (1 punto). Determinar un punto @ de la recta r, de modo que su
proyeccion @’ sobre OP sea el punto medio de este segmento.

b) (1 punto). Determinar la distancia de P a r.

c¢) (1 punto). {Existe algiin punto R de la recta r, de modo que los puntos
O, P y R estén alineados? En caso afirmativo, encontrar el punto
(o los puntos) con esa propiedad o, en caso negativo, justificar la no
existencia.

Solucion:

a) Un punto de la recta r es Q(—4 + 4\, 8 + 3\, —2)) y el punto medio

_ P
de OP serd Q' = O; =(-2,3,3).
——
Construunos el vector Q'Q = (=2 +4),5 + 3\, —3 — 2)) y el vector
OP = —4,6,6). ImponemosQZ)J_O :>Qi§-W:0

8—16)\+30+18>\—18—12)\:0:> A=2=> Q(4,14,—4)

b)
u; = (4,3,-2)
" {PT(_478a0) ’ ﬁ
i ik
@xPP|=|4 3 —2|=|(14,-24,-8)| = 2v200, y |@| = V29

0 -2 6

@ x PP 200
d(P,r) = =2 ~
(P,r) = S9 = 537w

c) Para que los puntos O, Py R estén alineados las rectas

@, = OP = (—4,6,6) = 2(—2,3,3)
5 P 0(0,0,0)

v la recta r tienen que cortarse en el punto R.
Para ver la posicién relativa entre ambas construimos el vector auxiliar
P,P. = (—4,8,0) y hacemos el producto mixto:

-4 8 0
[Ps r,IT;,U_)s]Z 4 3 -2 |=-124#0
-2 3 3

Luego las rectas r y s se cruzan y, por tanto, los puntos en cuestién
no estan alineados.
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Problema 16.4.2 (3 puntos) Dada la funcién

f(ac):{ sinz si x<0

T
zef+1 si >0

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posi-
ble.

3
c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dz.
1

Solucion:

a)

i 0
lim f(z)= lim ST {] = lim 2%
r— 0~ r— 0~ T 0 r— 0~
Ii = Ii T+1) =1, 0)=1
JMm f(z) = lim (ze® +1) y f(0)
La funcion es continua en x = 0 y, por tanto, en R.
b)
rcosx —sinx .
f,(l') _ T S1 < 0
e +xe® si x>0
_ 0+ h) — £(0) sinh _
/ 0 — 1/ f( — 1/ h —
F1(07) hg%— h h—l%— h
3 sinh —h 0 3 cosh—1 0 B —sinh
Iim ———=|-|= Im — =|=| = lim =
h—0-  h? 0 h—0-  2h 0 h—0- 2
o7 =1

f(07) # f/(0F) = la funcién no es derivable en x = 0 = la funcién
es derivable en R — {0}

3 3 3
C)/1 f(x)de = e*(x —1) —z]] =2’ +2=142,17

Problema 16.4.3 (2 puntos) Dadas las matrices:

0 01 3 00
A=101 0], B=[0 3 0
1 00 0 0 3

se pide:
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a) (1 punto). Calcular A® y A20

b) (1 punto). Resolver la ecuacién matricial 6X = B —3AX, donde X es
una matriz cuadrada de orden 3.

Solucién:

A si n impar

a) Ale,A2:A~A:I:>A":{ .
I si n par

AB = Ay AN =]
b) 6X =B —3AX = 6X +3AX =B = (6] +34)X =B = X =

(6I+3A)"'B
6 0 0 00 3 6 0 3
6I+3A=[0 6 0 |+[ 0 3 0]|=]029°0
0 0 6 3 00 3 06
2/9 0 —1/9
(6 +3A)"! = 0 1/9 0
-1/9 0 2/9
2/9 0 —1/9 3 00 2/3 0 —1/3
X = (6I+34)7'B = 0 1/9 0ffo030]= 0 1/3 0
-1/9 0 2/9 0 0 3 —1/3 0 2/3
Problema 16.4.4 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 2 3 1 00
A= 0 t 2 |,el=| 0 1 0 | sepide:
3 -1 ¢t 0 01

a) (1,25 puntos). Hallar el rango de A en funcién de ¢.
b) (0,75 puntos). Calcular ¢ para que det(A — tI) = 0.
Solucioén:

a) [A|=t? -9+ 14=0=t=Tyt=2.Sit#ATyt#2= |Al #
0 = Rango(A) = 3.

Sit=T:
1 2 3 1 2
A=10 7 2 [; |A =0, =7%# 0= Rango(4) =2
07
3 -1 7
Sit=2:
1 2 3 1 9
A=10 2 |; |4l =0, =2# 0= Rango(4) =2
3 —1 2 02
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1 2 3 t 00 1-t 2 3
A—tI=1] 0 t 2 |—-10 ¢t 0 |= 0 0 2
3 -1 ¢ 0 0 ¢ 3 -1 0

JA—tl|=-2(-T+t)=0=t=7

16.5. Septiembre 2015 - Opcién A

Problema 16.5.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

-mz+ my+ z= 0
z— my+ 3z= 4
20— 2y— z= 0

a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.
c¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.
Solucién:
2)
-m m 1 |0

A= 1 —-m 3 |4 | |Al=-m*43m—2=0=m=1, m=2
2 -2 10

Sim#1ym#2= |A| #0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n°

de incognitas, seria un sistema compatible determinado.

Sim=1:
-1 1 110 11
A= 1 -1 3 |4 |;|Al=0y = —4 # 0 = Rango(4) =2
1 3
2 -2 —-110
Como
1 1 0
—1 3 4 |=-4+#0= Rango(4) =3
-2 -1 0
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim =2
-2 2 110 9 o
A= 1 =2 3 |4 |;|Al=0y = —6 # 0 = Rango(4) =2
1 -2
2 -2 —-110
Como F3 = —F; = Rango(A) =2. En este caso el sistema es compa-

tible indeterminado.
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b) param = 0:

z =

r+3z=4 ﬁ{miiz—o
20 -2y —2=0 y= N
c) param = 2:
“2ot b 2= 0 aff:ji%i
r— 2y+ 3z= 4 Z:/\ 2

Problema 16.5.2 (3 puntos) La recta r pasa por P(2,—1,0) y tiene vector

director (1, )\, —2); la recta s pasa por Q(1,0,—1) y tiene vector director
(2,4,2).

a) (2 puntos). Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea

V59
b) (1 punto). Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa
por Py Q.
Solucién:
ur = (1, ), —2) sy = (2,4,2)
" PT:P(27_1>O) PSIQ(l,O,—l)
a) PP, =(1,-1,1)
d(r S)_HPSETWU_)’I‘?US)H _ 18 _ 9 [
’ uy x ug| V202 +4X+29 /59
A=3 y A= -5 (No valida)
1 -1 1
2 4 2

oyl

h - ﬁ:@:(la_lan
|l Py = Q(1,0,-1)

QP L}, — QP -uj, =0
(LA=2)(1,-1,1)=1-A—2=0=A=—1
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Problema 16.5.3 (2 puntos)

a) (0,5 puntos). Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = 1 4 2z +
322 + 4a3.

b) (1,5 puntos). Demostrar que la ecuacién 1 + 2z + 322 + 423 = 0 tiene

una dunica solucién real y localizar un intervalo de longitud 1 que la
contenga.

Solucién:
a) f'(x) =2+ 6x + 1222 > 0 = la funcién es siempre creciente.

b) Es una funcién polinémica y, por tanto, continua:

dimf() = oo, lim_f(z) = +oc

Por el Teorema de Bolzano la funcién polinémica tiene puntos de corte
con el eje OX y, como esta funcion es creciente en R, concluimos que
sélo hay un punto de corte.(S6lo hay una solucién)

f(0) =1y f(—-1) = =2 = por el Teorema de Bolzano la funcién
polinémica tiene el punto de corte en el intervalo (—1,0) de longitud
1.

Problema 16.5.4 (2 puntos)
4
a) (1 punto). Calcular la integral definida / (1 —-2z)e "dx
1

b) (1 punto) Calcular lim (1 —z)e ™y lim (1—x)e ™

r—>+00 T—>—00

Solucion:

1- - -1
b) lim (1-xz)e®= lim x:{ OO]: lim — =0

T—s+00 r—r+oo €% o0

lim (1—2)e® =00
T——00

16.6. Septiembre 2015 - Opcion B

Problema 16.6.1 (3 puntos) Dada la funcién

) a+zIn(z)si >0
flz) = { x2e” si <0

(donde In denota logaritmo neperiano y a es un niumero real) se pide:
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a) (1 punto). Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo
R.

b) (1 punto). Calcular f’(z) donde sea posible.
0

c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dz.
-1

Solucion:

a)

lim  f(z) = lim z%* =0
r— 0~ r— 0~
Inx —00 1
1/ = 1/ 1 == O — = 1/ _— = R — = 1/ x —
i, 7(0) =t lin alu(e) = 0--o0)) =l 5 = | 2] = i, —ip
La funcion es continua en z =0 si a = 0.
b)
Inz+1 si >0
TN —
flz)= { 2we” + 22e* si <0
f(07)=0
, 0+ h) — f(0) ) hlnh
AU L T

f(07) # f/(07) = la funcién no es derivable en z = 0 = la funcién
es derivable en R — {0}

0 9 0 )
c)/ f(x)de = e*(x —2x+2)—x} 1:2—520,161
1 —

Problema 16.6.2 (3 puntos) Dados los puntos P(—1,—1,1), Q(1,0,2) y
los planos

m=x—2=0; ma=my—6z2=0; my=z+y—mz=0
se pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de m para los que los tres planos se
cortan en una recta.

b) (1 punto). Para m = 3, hallar la ecuacién del plano que contiene al
punto P y es perpendicular a la recta de interseccién de los planos m;

Yy m2.

¢) (1 punto). Hallar la distancia entre los puntos @ y P’, siendo P’ el
punto simétrico de P respecto al plano .
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Solucion:

1 0
A=]10 m -6 Al = —m?*4+m+6=0= m=3, m= -2
1 1
Para estos valores de m los tres planos se cortan en una recta.
b) Sim = 3:

(1,
( 0,

SEl

T =A
ped TEE0 gl o —a 2,1)
y—22=0 L=\ 0)

T:x4+2y+24+40=0— -1-2+140=0— 6=2—
Tix+2y+24+2=0

c¢) Calculamos larectat L m y P et

@ == (1,0,-1) =i
t: — h:{ y=-1
Pt(_la_lvl) z2=1-=)\

Calculamos P” punto de corte de t con 71:

(~14+A)—(1-A)=0= A=1= P"(0,—1,0)

Tenemos:
/
P;P — P — Pl =2P" —P=(1,-1,-1)
—
d(QP') = |QP'| = |(0,-1,-3)| = V10 u
a b ¢
Problema 16.6.3 (2 puntos) Sabiendo que | d e f | = 3y usando las
1 2 3
propiedades de los determinantes, calcular el valor de los siguientes deter-
minantes:
20 —2b ¢ 5b
a) (1 punto). | 2d —2e f b5e
-2 3 10
a—1 b—2 2¢c—6
b) (1 punto). 2 4 12
d e 2f
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Solucion:

a)

20 —2b ¢ 5b 20—2b b c
2d—2e f be|=-5|2d—2 e f|=
-2 3 10 -2 2 3
2a¢ b c -2b b ¢
-5 2d e f|4+| —2e¢ e f =-30
2 2 3 -4 2 3
b)
a—1 b—2 2¢c—6 a—1 b—2 2c—6
2 4 12 | =2 1 2 6 | =
d e 2f d e 2f
a b 2c -1 -2 -6
2 1 2 6|+ 1 2 6 =—12
d e 2f d e 2f
. 31
Problema 16.6.4 (2 puntos) Dada la matriz A = ( 10 ) hallar todas

a

las matrices B = ( > que conmutan con A, es decir que cumplen

c d
AB = BA.
Solucion:
3 1 a b\ [a b 3 1
1 0 cd/] \ec d 10
3a+c=3a+b
3a+c 3b+d )\ [ 3a+b a . 3b+d=a . a=3b+d
a b )] \ 3c+d ¢ a=3c+d =c
b=c

_f 3c+d b
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Capitulo 17

Ano 2016

17.1. Modelo 2016 - Opcién A

Problema 17.1.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

z+ 2y+ kz= 1
20+ 4y+ z2z= 3
kx+ 2y— z= 3

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de k.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 2.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 1.

Solucion:
a)
12 k|1 )
A=]2 4 1|3 ]A\:—4k2+6k—2:0:>k:1,k:§
k2 —1[3

Sik#1yk+#1/2=Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas
y serfa un sistema compatible determinado.

Sik=1:

1
1= —2 # 0 = Rango(A) =2

1
A= 2 i
1

N =~ DN

1]1
13 |;[Al=0;
13

1
Ay = |A] = 0; [Ay] = | 2
1

N =~ DN
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1 11 2 11
1 -1 3 2 -1 3
2 1 —
|4 1 = —2 # 0 = Rango(4) = 2.

Luego Rango(A) = 2 =Rango(4) < n°® de incégnitas y el sistema es
compatible indeterminado.

Sim=1/2:
1 2 121 -
A= 2 4 1 (3 |;|A=0; 1/2 2‘:27&O:>Rango(A):2
12 2 -1|3
2 1/2 1
4 1 3| =3 # 0 = RangoAd = 3 #Rango(4) = sistema
2 -1 3
incompatible.
b) Sik=2:
z+ 2y+ 2z= 1 r=1
20+ 4dy+ z= 3 = y=1/3
20+ 2y— z= 3 z=-1/3
c) Sik=1:
T =A
z4+ 2y+ z= 1 o
{2x+ Myt 2= 3 5:1_1 A2

3
Problema 17.1.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 222 — %, se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f ().
b) (0,5 puntos). Determinar las coordenadas de sus extremos relativos.

c¢) (0,75 puntos). El valor méximo que puede tener la pendiente de una
recta tangente a la grafica de f(x).

d) (1 punto). El volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar
la gréfica de la funcién en torno al eje OX, entre los puntos de corte
de la misma con dicho eje.
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Solucion:

a) flz)=d4r—2’=0=2=02=4

(—00,0) (0,4) (4,400)
7@ - T -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en: (—oo,0) U (4, +00)
La funcién es decreciente en: (0,4)

b) La funcién tiene un minimo en (0,0) y un maximo en (4,32/3).

c¢) Llamamos g(a) = f’(a) = 4a — a® y tenemos que optimizar esta
funcién: ¢'(a) = 4—2a = 0 = a = 2y ¢"(a) = =2, es decir
¢"(2) = =2 < 0 = en a = 2 hay un méximo. La maxima pendiente

de las rectas tangentes a f(z) serd: ¢g(2) = 4.

3
d) f($):2$2—%:0:> xr=0yx=6:

6 AN
V:ﬂ'/ (2582—) dr=m
0 3

Problema 17.1.3 (2 puntos) Dados el plano 7 = z + 2y — z = 5 y la recta
st 2y—22=1
| 22+y—2=2

u3

27 425 22]° 103687
. 35

se pide:
a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano que contiene a la recta r
y pasa por el punto P(l,0,1).

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta que es perpendicular al plano
7y pasa por el punto Q(2,1,1).

Solucioén:

Jr+2y—22=1 | ow=(-1,3,1)
®7“{2x+y—z:2 ::r.{

P.(1,0,0)
—1 0 z—1
e 3 0 Yy|=0=7m:3z+y—3=0
1 -1 z
=24+ A
IT.S>ZU—7T>:(]—727_]-) N
b)S {PS:Q(27171) — Z:ijif\
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Problema 17.1.4 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1,1), se
pide:

a) (1 punto). Hallar todos los puntos R que equidistan de Py Q. Describir
dicho conjunto de puntos.

b) (1 punto). Hallar los puntos S contenidos en la recta que pasa por P
y @ que verifiquen que d(P,S) = 2d(Q, S).

Solucion:

a) El conjunto de puntos R(zx,y, z) que equidistan de P y @ es un plano
mediador:

V@ =124 (- 12+ (=32 = Ja2 + (y — )2+ (z — 12 =
20 +4z—9=0

b) La recta que pasa por Py @ es:

r'{ A = T Z/?ii\

S(z,y,2z) = (A, 1,1+ 2))

d(P,5) =2d(Q,8) = /(A — D)2+ (~2+20)2 = 2,/A2 + (2))? =

1 1 5
=1, A=>= S(~1,1,-1 -2
A ) A 3 Sl( s Ly )a SQ (3a a3>

17.2. Modelo 2016 - Opcion B

Problema 17.2.1 (3 puntos) Dados los planos
m=3x+4y—5z2—7=0, m=xz—-2y+2—-3=0

se pide:

a) (1 punto). Hallar un vector unitario cuya direccién sea paralela a los
planos 7 y mo.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto P(3,—1,2) al plano ;.
c¢) (1 punto). Hallar el coseno del angulo que forman los planos 71 y 7.

Solucion:

396



a) El vector pedido es perpendicular a los vectores normales de los planos

i j k
W =Tm XUm,=|3 4 =5 |=(-6,-8,-10) |@|=10v2
1 -2 1

3 4

1
5v2' 5v2 V2
9-4-10-7 6V2

El vector ¥ = <

) es un vector paralelo a ambos planos.

b) d(P,m) = _
) dPm) = e 5

u—7l'1> : @ (3747 _5) i (17 _27 1) \/g

c) COSQ = —r——= = -2

|ty | X |ty | V50 x 6 3

Problema 17.2.2 (3 puntos) Dada la funcién:

f(x)—{ || S% r <1

xel™ si oz >1
se pide:

a) (1,5 puntos). Estudiar su continuidad y derivabilidad y calcular la
funcién derivada f’ donde sea posible.

1
b) (0,5 puntos). Calcular/ f(x)dx.
-1

2
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
1

Solucion:
lz]  si z<1 D r<0
f(z) = A = f(x) = T si 0<zr<l =
xe si z>1 1
xe si r>1
-1 si x <0
f(z) = 1 si 0<z<1
(1—x)el™® =i x>1

a) La funcién es continua y derivable en cualquier punto distinto de 1
6 0, donde hacemos su estudio:
» Continuidad en z =0: lim f(z)= lim f(z)=f(0)=0=

z— 0~ z— 0t
la funcion es continua.

Derivabilidad en z = 0: f/(07) = =1 # f(07) =1 = la
funcién no es derivable en x = 0.
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» Continuidad en z =1: lim f(z)= lim f(z)=f(1)=1=
z— 1~ z— 1t
la funcién es continua.

Derivabilidad en z = 1: f/(17) =1# f/(17) =0 = la funcién
no es derivable en x = 1.

1 0 1 1.2 0 x2 1
b)/ f(x)dac:/ —iL'd:E+/ rdr = —— 2 =1
2 2 9 3
c) / f(z)de = / et dr = —(z + 1)61*96} _9_2

1 1 1 e

Problema 17.2.3 (2 puntos) Dadas las matrices

1 20 1 00 x 0
M=]1210|,I=]1010]|, X=ly |, O=]|020
0 0 3 0 01 z 0

se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de A que hacen que el determi-
nante de la matriz M — Al sea igual a 0.

b) (1 punto). Para A = —1, resolver el sistema de ecuaciones lineales:
(M — M)X = O.
Solucién:

1I-Xx 2 0
a) [IM—XM|=| 2 1-X 0 |[=-X+5)2-31-9=0=
0 0 3-2)

A=—-1 A=3
2 20
b) M=X =] 2 2 0 [ eslamatrizasociada a este sistema homogéneo
0 0 4
que es claramente compatible indeterminado:
rty=0 _ v :__tt
42=0 v=
z=0

Problema 17.2.4 (2 puntos) Dadas las matrices:

O = O
S O =
~
Il
S O =
S = O
= o O

10 0
A= -1 2 ., B=1]0
0 1 1

N W O
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resolver la ecuacién matricial AX + 3B = B(A! + 3I), donde A! denota la
matriz transpuesta de A.

Solucidén:

1 0 1 -1 0

A7l = 2 2 0 21

-1 -1 0 3 2

X =AYBA'+3B-3B)=A"'BA' =
1 0 0 001 1 -1 0 0 3 2
2 2 -3 010 0 21 |=| -3 13 6
-1 -1 2 100 0 3 2 2 -7 -3

17.3. Junio 2016 - Opcién A

Problema 17.3.1 (3 puntos) Dada la funcién:

In(1—2z)
f($):{ — si <0

1—=x
e T si x>0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y calcular L}m f(x).
T —00

b) (0,5 puntos). Calcular la recta tangente a la curva y = f(z), en x = 2.

1
¢) (1,5 punto). Calcular/ f(z)dx
-1

Solucion:

a) La funcién es continua en cualquier punto distinto de 0, donde hacemos
su estudio: Continuidad en z =0: lim f(z) = lim f(x)= f(0) =
z—> 0~ z—> 0t
0 = la funcidn es continua en R.

In(1 — T
lim u = {} = lim =0
r——0c0 |1 —x 00 r—>—00 —1

b) f(z) =ze™ = f'(x) =€ *(1 —x)

b=f(2)=2"2% m=f(2)=—e2= y—22=—e%(z—2)

0
ln(l —x . (In(1 — z))? 7x 1
/ [z 1 —l—/ xe da:——f _l—e (x+1)],=
%;+1—2*1 0,5
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Problema 17.3.2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Despeje X en la ecuacién matricial X(CD)™! = A +
X(D~'C~' — B), siendo A; B; C; D matrices cuadradas invertibles.
Exprese X de la forma maés simple posible.

2 0 -1 1 1 -1
b) (1,5 puntos). Para A= 1 0 yB=| -1 0 1 [ deter-
2 1 1 1 1 1
mine la matriz Y tal que Y B = A.

Solucion:
a) Vamos a aplicar la propiedad (CD)~! = D101
XDy '=A+x(D7'C'-B) = X(CD)'-X(D'C7'-B)= A=
X((cp)y'—(p'c'+B)=A= XB=A=— X =AB"!

b) YB=A= Y = ABL:

2 0 -1 -1/2 -1 1/2 —-1/2 -2 1/2
y=|l10 1] 1 1 o0 |= -1 -1 1
21 1 -1/2 0 1/2 ~1/2 -1 3/2

Problema 17.3.3 (2 puntos) Dados los planos m = axr+y—2+1=10
y 7 = x4+ ay + z — 2 = 0, determine, en caso de que existan, el valor o
posibles valores del parametro a, para cada uno de los siguientes supuestos:

a) (0,5 puntos). Que 71 y mo sean paralelos.

b) (0,5 puntos). Que m y 72 sean perpendiculares.

c¢) (1 punto). Que la recta interseccién de m; y 72 sea perpendicular al
plano z = y.

Solucion:

a)

a 1 -1 ,1
u_m>||u_m>:>I:a:T7é—72:>a:1
b)
U, L Ur} = Un} Uy =a+a-1=0= a=1/2
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c) r=x—y=0= u; =(1,-1,0)

i 7 k
W=l XUmy=|a 1 —1|=(a+1,—(a+1),a®> 1) =
1 a 1

(e+1)(1,-1,a—1) =A(1,-1,0) =
a—1=0=a=1
Pero en este caso los planos son paralelos y, por tanto, este resultados

no es valido y no se puede encontrar la recta r pedida para ningin

valor de a.

Problema 17.3.4 (2 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), determine el pun-

to simétrico de P respecto al plano que pasa por los puntos A(0,2, —1);
B(1,-3,0) y C(2,1,1).

Solucion:
AB = (1,-5,1) 1 2 x

7 AC=(2,-1,2) =>7:| -5 —1 y—2|=0=a2-2-1=0
A(0,2, 1) 1 2 241

Segimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta t L w/P € r:

. {m:u—;:u,o, DRSS §f2“
P, =P(2,1,-1) 1.

s Calculamos el punto de corte P’ de t con 7:

24N —(-1-A)-1=0= A=-1

r=1
y=1 = P’(l,l,O)
z=0

= El punto P’ es el punto medio entre P y el punto que buscamos P”:

P//+P_
5 =

(2,2,0) — (2,1,—1) = (0,1,1)

Pl— P'=2P - P=
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17.4. Junio 2016 - Opcién B

Problema 17.4.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3z+ Y + mz= 1
T— Y + 2z= =2
Se+ (m+1l)y + 2z= 4

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de m.

b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

c¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

Solucion:
a)
3 1 m| 1
A= 1 1 22| |A=m*-4=0= m=+2
5 m+1 2| 4

Si m # 42 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y serfa
un sistema compatible determinado.

Sim=—-2:
3 1 -2 1 5 1
5 —1 21 4
3 1 1
Ayl =|A]=0; |Ag|=|1 -1 -2 |=-28#0;
5 —1 4

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incomcompatible.

Sim=2:
3 1 2|1 9 4

A= 1 -1 2|-2 |;]A]=0; 12 2 =2 # 0= Rango(4) =2
5 3 2] 4

F3 = 2F; — F, = sistema compatible indeterminado.
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b) Sim = 0:

3z+ y = 1 r=-2
T— Yy + 2z= -2 = y=717
Sz+ y + 2z2= 4 z2=17/2
c) Sim=2:
x=-1/4— X\
3z+ y + 2z= 1 _

Problema 17.4.2 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0, 5, 3), B(0,6,4),
C(2,4,2) y D(2,3,1) y se pide:

a) (1 punto). Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el
poligono ABC'D es un paralelogramo.

b) (1 punto). Calcular el drea de dicho paralelogramo.

c¢) (1 punto). Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya pro-
yeccién sobre el plano ABCD es el punto medio del paralelogramo.

Solucion:

a)

AB = (0,1,1) 0o 1 1
AC = (2,-1,-1) = |2 —1 —1 |=0= son coplanarios
AD = (2,-2,-2) 2 -2 -2

|ﬁ| — |D?\ =2y |@| = |B?| = 2¢/2, luego se trata de un

paralelogramo.
b)
i j  k
—ABxAD|=]/0 1 1]||=2/(0,1,-1)=2v2u?
2 =2 =2

c) Se trata de una recta r que pasa por el centro del paralelogramo y es
perpendicular al plano que lo contiene.
Calculamos el centro de este paralelogramo:

A+C 95
Centro = 5 = (1, 2 2)
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Calculamos el vector normal al plano 7 que contiene al paralelogramo:

@ = AB x AD = 2(0,1, -1)

Problema 17.4.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Determine el polinomio f(z), sabiendo que f"”(x) = 12,
para todo z € R y ademads verifica: f(1) =3 ; f/(1)=1; f"'(1) = 4.

b) (1 punto). Determine el polinomio g(z), sabiendo que ¢”(z) = 6, para
todo z € R y que ademés verifica:

/01 g(x) dx = b5; /02 g(x)dr =14

Solucion:

a) f(z) = ax® +bx® + cx +d, f'(z) = 3azx®+2bx +c, f'(z) = 6ax +

2b, f"(x) =6a
fz)=12= 6a=12= a =2 a=
fl)=3=a+b+c+d=3 . =—4
ff(l)=1= 3a+2b+c=1 c=
F'(1) =4 = 6a+2b=4 d=2

La funcién polinémica buscada es f(r) = 22% — 422 + 3z + 2.
b) g(x) = az? +bx +c, ¢'(x) =2azx+b, ¢"(x)=2a

Jd'(r)=2a= 2a=6= a=3

! 222 ' b+2e+2

/(3x2+bx+c)dx:a:3+7m+cx :%:5: b+2c =38
0

Jo
/2(3x2+bm+c)dm—x3+W+cm_2—2b+20+8—14:> b+c =3

= 5 = = =

0

Jo

b+2c=38 . b= -2
b+c=3 c=5
La funcién polinémica buscada es g(x) = 322 — 22 + 5.
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Problema 17.4.4 (2 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad en
0 si <0

lxlnz| si >0 donde In denota el

r=0yenz=1de f(z) =

logaritmo neperiano.

Solucion:
. 0 si <0
< <
f(g;):{ |x1(1)1x| zi i;g = —xzlnz si O0<ax<]l =

rlnx si x>1

0 si x <0

fllx)=¢ —Inz—-1 si 0<x<1

Inx+1 si rz>1

Continuidad en z = 0:

lim 0=0

r— 0~

lim (—zlnz)= lim (Jnm):{oo}: . (_ 1/x ):o
z— 0t z—s 0F 1/x 00 T—s 0+ —1/22
f(0)=0

Luego f es continua en x = 0 Continuidad en z = 1:

lim (—zlnz) =0

r— 1"

lim (zlnz) =0
z—> 1t
(1) =0

Luego f es continua en z =1

Derivabilidad en z = 0: f/(07) = 0 # f'(07) = +oo y, por tanto no es
derivable.

Derivabilidad en x = 1: f/(17) = —1 # f/(17) = +1 y, por tanto no es
derivable.

Conclusion: La funcién f es continua en R y derivable en R — {0,1}.

17.5. Junio 2016 (coincidente) - Opcién A

Problema 17.5.1 (8 puntos) Dadas las rectas r| = { ‘;j i 273_—312 y e =
r= 4452 se pide:
y= 4z-3" piee:

a) (1,5 puntos). Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre
ellas.

b) (1,5 puntos). Hallar la recta que pasa por el origen de coordenadas y
cortaaryyanrs.
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Solucion:

T — T —
_ ) wmy=(1,-3,1) _ ) wi=(5,4,1) 5B _ (r
a) " { PTl(_1727 ) 2= PT2(4> _370) Y PTlPTQ B (5’ 5,0)
5 =5 0
[Pr Pryy il i) = |1 =3 1| = =55 # 0 = las dos rectas se
5 41
cruzan.
=5+
A rg) = (PP B W) 55 55VA%6
’ [t} X | VA2 426
i § k
@ xml =11 =3 1|=|(~7,4,19) = V%
5 4 1

0P, =(-1,0,2) -1 1 2

TR Uy =(1,-3,1) =m:| 0 =3 y|=0= m:2z+y+z2=0
0(0,0,0) 2 1 -
OP,, = (4,-3,0) 45 2

T % Uy = (5,4,1) —=m:| -3 4 y|=0= my:3x+4y—312=0
0(0,0,0) 01 z

] 2 +y+2z=0
| 3x+4y—312=0

-1 0 2
Problema 17.5.2 (3 puntos) Dadas las matrices A = 0 a 0]y
0 01
1 2 0
B=]0 2 -2 |, sepide:
1 5 -1

a) (1 punto). Determinar los valores del parametro a, para que se verifique
la igualdad A% = I, siendo I la matriz identidad de orden 3.

b) (1,5 puntos). Para a = 2, resolver la ecuacién matricial AXA~! = B.

¢) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz (2B)~!.

Solucién:
a)
1 00 1 00
A=T=10a 0]|=[010]|=d>=1= a==+1
0 0 1 00 1
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b) AXA™l = B= X = A"'BA:

1 02\"'/12 o 1 0 2 ~1 —16
x=| o020/ o2 -2 020]|=| o 2
00 1 15 -1 00 1 1 10
10 2\" 1 0 -2
02 0 1o 12 o
00 1 0 0 1
c)
_ 1 1 1
(2B)7!| =

[2B] ~ 8[B| ~ 32

Problema 17.5.3 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han
organizado una rifa benéfica, con la que pretenden recaudar fondos para
una ONG. Han decidido sortear un ordenador portatil, que les cuesta 600
euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recaudacion
sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian 5000
papeletas, pero que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan
500 papeletas menos. ;A qué precio deben vender la papeleta?

Si el tnico gasto que tienen es la compra del ordenador, jcuanto dinero
podran donar a la ONG?

Solucién:

x :precio de la papeleta.

f(z) = 2(5000 — (z — 2)500) = —50022 + 6000z

f'(x) = —1000z + 6000 =0 = = =6

f’(x) = =1000 = f(6) = —1000 < 0 = x = 6 euros es un mAximo
que produciria un importe de f(6) = 18000 euros, si restamos el precio del
ordenador tendriamos que se dona a la ONG la cantidad de 18000 — 600 =
17400 euros.

Problema 17.5.4 (3 puntos) Se consideran las funciones f(x) = 2+z + 22
2
y g(x) = I definida para x # —1. Se pide:

a) (1,5 punto). Hallar el drea del recinto del primer cuadrante limitado
por las curvas y = f(x) e y = g(x).

b) (0,5 punto). Calcular Ilﬁlmﬁ1 flx)g(x).

Solucién:

2
a) 2+x+a? = P — r=0yz =43 = el recinto de integracién
x
es entre 0 y v/3 por ser en el primer cuadrante.
V3 9 2 3 V3
51:/ (2+$+x2—>dx=2$+m+x—21n$+1‘
0

r+1 2 3 0

407



g+\/§—2ln|\/§+1|:1,22u2

4+ 2z — 27 1)(—2z + 4
lm  f(r)g(z) = lm X220, EHDE24D

z— —1 z— —1 x4+ 1 z— —1 x+1

17.6. Junio 2016 (coincidente) - Opcién B

Problema 17.6.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

axz— y + z= 0
z+ y 4+ az= 0
ax+ 4y + 2z= a

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = 1.

c¢) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = —1.
Solucién:
a)
a —1 1|0
A=|1 1 a|0 | |A=-5a*4a+6=0= a=—-1, a=6/5
a 4 2a

Sia# —1ya#6/5=Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incignitas
y seria un sistema compatible determinado.

Si a = 6/5:
6/5 —1 1] 0 6/5 1
A= 1 1 6/5]0 ; |A] = 0; 11 ‘:11/57&0: Rango(A) =2
6/5 4 2|6/5
6/5 —1 0
|A1|=|A|=0; |[Asl=| 1 1 0 |=66/25%#0;
6/5 4 6/5

Luego Rango(A4) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incomcompatible.

Sia=-1:
-1 -1 1 0 11
A= 1 1 —1]0 |;]4=0; =5 # 0= Rango(4) =2
-1 4
-1 4 2 |-1
F, = —F; = sistema compatible indeterminado.
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b) Sia=1:

z— y + z= 0 z=—1
>+ y + z= 0 = y=20
z+ 4y + 2z2= 1 z=1
c) Sia=—1:
_ x=1/3+2\
T+ oy — z= 0 — ! y="1/3-2
—z+ 4y + 2z= -1 PN

Problema 17.6.2 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = { 2 — 4 t2r—1 si w#2 ’

0 si x=2
se pide:

a) (1 punto). Hallar las asintotas de la curva y = f(x).

b) (1 punto). Determinar los posibles extremos relativos y puntos de in-
flexién de y = f(x).

1
c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dz.
—1

Solucion:
a) = Verticales: x = 2

lim f(x)=—o00; lim f(z)=4o0
T— 27 z—> 27+
= Horizontales: No hay

i S =oe

= Oblicuas: y=mz+n— y=2z—-1

m = lim —f(x):2:oo
Tr—> 00 €T

n= lim (f(z)—mx)=-1

T—r 00

f(z)=0= x:;, x:%

(=00,1/2) | (1/2,7/2) | (7/2,0)
f'(=) + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién tiene un Maximo en el punto (1/2,—3) y un Minimo en el
punto (7/2,9).
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c)
1 9In3

/1( ) +2x—1)dx—9ln|x—2|+x2—x =—
1 \2z2—4 2 42

Problema 17.6.3 (2 puntos) Dados el plano # = 2 —y + 22 +3 = 0, el
punto A(1,1,3) ylarectar=x=y—2= g, se pide:

—2=-6,94

a) (1 punto). Hallar la distancia del punto A a la recta r.

b) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto A sobre el plano 7.

Solucion:
ur = (1,1,2)
r.{R(ﬂﬁ) . A(1,1,3), BA=
a) j
|P-A x| /30
d(A,r) = = =V5u
A= =%
1 j k
BAx@|=[|1 -1 3|=](-512)=30
1 1 2

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos la recta t L /A € t:

=1+2A

W= (1,-1,2) y
ted T =iy =14
{B:A“”) 3o

» Calculamos A’ proyeccién de A como punto de corte de t y m:

3
u+Ay41—M+2@+zm+3:0:¢A:—§

(Lo )
A (=5.5:0

Problema 17.6.4 (2 puntos) Dada una recta r cuyo vector director es T =
(a,b,c) con a,b,c > 0, se pide:

a) (1,5 puntos). Si r forma un dngulo de % con el eje OX y de 7 con el

eje QY , determinar el dngulo que forma la recta con el eje OZ.
b) (0,5 puntos). Si ¥ = (1,5, 3), hallar la ecuacién del plano perpendicu-
lar a la recta y que contiene al punto A(3,0,1).
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Solucion:

a) Tenemos que cos? a + cos? B + cos? v = 1:

11 1
cos? g—l—cos2 %+COS2"}/ =1= Z+§—|—COSQ"}/ =1= cos’y = 1 =

1 m
COS’7:§:>’Y:§

b) m:x+5+3z+X = 0 sustituyendo el punto 3+0+34+X =0 = A = —6:

T:x+0oy+3z—6=0

17.7. Septiembre 2016 - Opcién A

Problema 17.7.1 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = (6 — 2)e®/3, se pide:
a) (1 punto). Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto). Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decreci-
miento y extremos relativos.

¢) (1 punto). Determinar el drea del tridngulo que forman los ejes coor-
denados con la tangente a la curva y = f(z) en el punto = = 0.

Soluciodn:

a) Dom(f) = R, y los puntos de corte serdan (6,0) y (0,6). Asintotas
verticales no hay, estudiamos las horizontales:

lim (6 —z)e®/? = —o0
r—>+00
6
lim (6 —z)e®? = lim (6+x)e 3= lim tr_ 1o
T—>—00 r—>+00 z—> 400 ez/g o0
1 1

Luego, cuando x — —oo tenemos la asintota horizontal y = 0.
Como hay horizontales no hay oblicuas.

b) fllz)=(1-%)e*/3=0= =3

(—00,3) | (3,+)
f'(x) + -

f(x) | creciente | decreciente

La funcién f es creciente en (—oo, 3) y decreciente en (3, 00). Presenta
un maximo relativo en el punto (3, 3e).
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Mdx(3,3e)

c)a=0= b= f(a) = f(0) =6y m= f'(a) = f/(0) = 1. La recta
tangente a la funcién es y — 6 = x = y = x + 6. Esta recta corta a
los ejes coordenados en los puntos (—6,0) y (0,6) que con el eje OY

forma un tridngulo de base 6 u y altura 6 u = S = - = 18 u?.
Otra forma:
0 2 0
S:/ (:L‘+6)dx:?+6x =18 u?
-6 6
r—2z—1=0

y §:

Problema 17.7.2 (3 puntos) Dadas las rectas r : { Ttytz—d=0

{2+ A\ 1=3)\\);\ € R}

a) (1 punto). Obtener la recta que pasa por el punto P(1,0,5) y corta
perpendicularmente a 7.

b) (1 punto). Obtener el plano que contiene a la recta r y es paralelo a s.
¢) (1 punto). Hallar la distancia entre las rectas r y s.

Solucion:

re 1712:(27_371) s @:(17_331)
1 P.(1,3,0) 1 Pi(2,1,0)

a) Seguimos el siguiente proceso:
» Calculamos m L r/ P(1,0,5) € my:
20 =3y +24+2=0—=2—-04+5+A=0= A=—-T7
m:22—3y+2—7=0
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= Calculamos el punto de corte P’ de 71 con 7:

z=1+2\
r:¢ y=3—3A
Z=A

21420 -3B-30)+N)—-7T=0= A=1= P'(3,0,1).
= La recta t buscada pasa por Py P’:

— z=1+2\
. {U%:PP’:(3,0,1)—(1,0,5):(2,0,—4) N B
Pt:P(17 a5) z2=5—4\
b)
u = (2,-3,1) 2 1 z—1
7:8 uwp=(1,-3,1) =7a:| -3 -3 y—-3|=0= y+32-3=0
P.(1,3,0 1 1 z
¢) PP, =(1,-2,0)
1 -2 0
|[Prz7;,ur,qjg]|: 2 -3 1]|=2
1 -3 1
i j k
mx @ =[] 2 =3 1||=](0,-1,-3)] = V10
1 -3 1
Uy~ BPT®] 2 V0
r,s) = = — u
7 x g VIO 5

Problema 17.7.3 (2 puntos)

a) (1 punto). Determine, si es posible, los pardmetros « y 5 de modo que
se verifique la igualdad:

2
3 —4 8 10 - 3 -8
“\s5 -1 2 1) -2 =5
b) (1 punto). Determine los posibles valores de A para que el rango de la
matriz A sea 2, donde

()
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Solucion:

2)

B 22+ 1 2\
A_A< A 3/\+1>

1
A=\ 45A+1=0= A=-1, A=~
El Rango(A) =2si A # -1y A # —1/4.

Problema 17.7.4 (2 puntos) Cierta fundacién ha destinado 247000 euros
para la dotacién de 115 becas de estudios. El importe de cada beca es de
3000 euros, si el estudiante cursa un grado universitario; de 2000 euros, si
cursa formacion profesional y de 1500 euros, si realiza estudios de postgrado.
Sabiendo que la fundacién ha concedido doble niimero de becas de formacion
profesional que de postgrado, jcudntas becas ha concedido a cada nivel de
estudios?

Solucién:
x : n° de becas para grado, y : n° de becas para FP y z : n® de becas para
postgrado.

z+y+z2=115 rz+y+2=115 z =31
3000z 4 2000y 4 1500z = 247000 = ¢ 6 +4y+32 =494 — < y =56
y =22 y—22=0 z =28

17.8. Septiembre 2016 - Opcién B

Problema 17.8.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones siguiente::

2e+ (a—1)y — 2z= a
22+ Yy — az= 2
—z+ y + z= 1l-a

se pide:
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a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo cuando sea posible.

Solucion:

2 a—1 =2 a
A= 2 1 —al| 2 Al =a*~a—2=0=—= a=-1, a=2
-1 1 l1l1-a

Sia# —1ya#2=Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas
y seria un sistema compatible determinado.

Sia=-1:
2 -2 -2|-1 5 o
A= 2 1 1|2 |;]A=0; =6 # 0 => Rango(A4) =2
2 1
-1 1 1] 2
2 -2 -1
A1 = A =0; |A2|=] 2 1 2|=9#0;
-1 1 2

Luego Rango(A4) = 2 #Rango(A) y el sistema es incomcompatible.

Sia=2:
2 1 =2 2 9 1

A= 2 1 =22 |;]|Al=0 =3 # 0 = Rango(A) =2
-1 1 1 |-1 -1

P = F;, = sistema compatible indeterminado.

b) = Sia=2:

20+ y — 2z= 2 r=1+2
-+ y + z= -1 — Y-
z=A
= Sia# —1y a2 por Cramer:
a a—1 =2
2 1 —a
l—a 1 1
x =a;
(a+1)(a—2)
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2 2 —a
-1 1—a 1 2—a
YT @ De—-2) atl
2 a—-1 a
2 1 2
—1 1 1—a 2a — 1
: (a+1)(a—2) R

Problema 17.8.2 (2 puntos) Dada la funcién

ﬂ@—{5¥ N

Btz si x>0
se pide:

a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’(z) donde sea
posible.

1
c¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dz.
-1

Solucion:

a) Continuidad: Las ramas son continuas para cualquier valor, estudiamos
enz =0

i 1 1
lim = =
r—0- D —x 5
B 1 1
lim = -
r—0t H+x 5

1
f(0) =3
Luego la funcién es continua en R.
Asintotas verticales no tiene y las horizontales:

J:gnloo’f)—x:o’ Y mgnoo5—|—x

Oblicuas no hay al tener horizontales.
b)

— J07) = 5 # FO0N) =5

L si <0
f’(x)z{ G-o® -~ 25

W si x>0

luego la funcién es derivable en R — {0}.
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1 0 1 1 1
/_1f(a:) v /_1 5—x T 0o D+x v

6
—In|5 2", + In|5 + z|]; = 2In (5> = 0,365

Problema 17.8.3 (2 puntos) Sea 7 el plano que contiene a los puntos
A(0,2,1), B(1,0,1) y C(—1,—2,—1). Calcule el volumen del tetraedro que
forma el origen de coordenadas con los puntos de interseccién de 7 con cada
uno de los ejes coordenados.

Solucién:
AB = (1,-2,0) 1 -1 x
78 AC=(-1,-4,-2) =—>7:| -2 —4 y—2|=0=> 2r4y—32+1=0
A(0,2,1) 0 -2 z—1

Puntos de corte con los ejes:

ConOX:y=0yz=0= z=-1/2= P;(—1/2,0,0)
ConOY:2=0yz2=0= y=-1= P,(0,-1,0)
Con0Z:z2=0yy=0= 2=1/3 = P5(0,0,1/3)

Con el origen formamos los vectores:

OP;, = (—1/2,0,0), OP5 = (0,~1,0) y OP; = (0,0,1/3). El volumen de
este tetraedro sera:

“1/2 0 0

1 111 1

vegll ot oli=glge g
0 0 1/3

Problema 17.8.4 (3 puntos) Dado el plano 7 : 3x+3y+2—9 = 0, se pide:

a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano perpendicular a 7 que
contiene al eje OX.

b) (1 punto). Determinar el punto del plano m més cercano al origen de
coordenadas.

Solucion:

a) © L7/OX Cn':

up = (3,3,1) 31 z
:{ uox =(1,0,0) = 7|3 0 y|=0=7":y—32=0
P =0(0,0,0) 10 2

b) Seguimos los siguientes pasos:
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» Calculamos una recta r L /O € r:

r_{?ﬁ:u_g:(&?),l) gi??:i\
PT:O(O,O,O) I

= Calculamos el punto de corte de r con 7, que sera el punto del
plano maés cercano al origen:

9 27 27 9
3(3\) +3(3\) + 9=0= 19:> <19,19,19)
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