Problemas resueltos

La distribucién binomial
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7.2 Suponga que 15% de la poblacidn es zurda. Determine la probabilidad de que en

un grupo de 50 individuos haya @) a lo sumo 10 zurdos, b) al menos 5 zurdos. ¢)
entre 3 y 6 zurdos inclusive y d) exactamente 5 zurdos. Utilice Minitab para resol-
verlo,

SOLUCION

a) El resultado de Minitab se muestra a continuacidn: El comando cdf 10; com o
subcomando binomialn = S0y p = .15 dala probabilidad requerida. La prok=-
bilidad de que a lo sumo sean 10 zurdos en un grupo de 50 es 0.8801.

MTB » cdf 10;
SUBC: binomialn -50p - .15.

Cumutative Distribution Function

Binomial withn - 50 and p = 0.150000
® Pl X+ %)
10.0 0.8801
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b) A continuacién se muesira el resultado de Minitab. El complemento del evento al
menos 5 zurdos es el evento a lo sumo 4 zurdos. Usando el hecho de que P (evento)
=1 — P (complemento del evento), se tiene P(X > 5)=1-PX<4)=1-0.1121=
0.8879.

MTB > cdf 4;
SUBC> binomialn=50p = .15.

Cumulative Distribution Function

Binomial withn=50and p=0.150000
x P(X & x)
4.00 GLI32T

¢) A continuacién se muestra el resultado de Minitab. P3 <X <6)=P(X <6)- P(X <
2)=0.3613 -0.0142 =0.3471.

MTB > cdf 6;
SUBC> binomialn=50p=.15.

Cumulative Distribution Function

Binomial withn=50and p =0.150000

- P(X «x)
6.00 0. 3613
MTB > cdf 2;

SUBC>binomialn=50p=.15.

Cumulative Distribution Function

Binomial withn =50 andp=0.150000
X P(X<«=x)
2.00 0.0142

d) A continuacién se muestra el resultado de Minitab. De éste, se puede ver que P(X =
5)=0.1072.

MTB > pdf 5;
SUBC>binomialn=50p = .15.

Probability Density Function

Binomial withn =50 and p = 0.150000
X P(X&x)
5.00 0.1072

7.3 Calcule la probabilidad de que en 5 lanzamientos de un dado, se obtenga un 3: a)
ninguna vez, b) una vez, c) dos veces, d) tres veces, €) cuatro veces y f) cinco veces.

SOLUCION

La probabilidad de obtener 3 en un lanzamiento = p = §, y la probabilidad de obtener nin-
glin 3 en un lanzamiento = ¢ = 1 — p = §; por lo tanto,

5Y1Y(s5Y 5¥ 3138

a) Pr{3 ocurre 0 veces}—(OIg] [E) —(1)(1}[3) =3
_(5Y1 WA )
b) Pr{3ocurrcunavez]»(1](6j( ) ( I'—] 7776

5 2 3
¢) Pr{3 ocurre dos veces} = lJ (5) = ( Xlﬁj 929
2N6)\6 216) 3888
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d) Pr[3 ocurre tres veces} = [i][-é—) (%) = (10)(% %): %
e) Pr{3 ocurre cuatro veces} = (i)[%] (%J = (5)(1—219_6](%) = 7—?_—};

: _(SY1Y(5Y _ 1 e
f) Pr{3 ocurre cinco veces} = [ SJ[EJ (E) = (1)(m)(1) -

Nétese que estas probabilidades representan los términos de la expansién binomial

- D0 (@

7.4 Escriba la expansi6n binomial de a) (g + p)* y b) (g + p)°.

SOLUCION
4_ 4 4q’ il 1 T T s Y R
a) (g+p) g+, )aP+\,)aP +\3)@ +p

=¢' +4¢°p+6¢°p’ +49p’ +p'

6 6 6 6 6
b (@+p)’=4"+ (T)q’p+ (2)4‘1” - (3) TP+ (4)42p‘ - (5)@’ +p°
=g* +6¢°p + 15¢°p* + 20¢°p® + 15¢°p" + 6gp° + p°

Los coeficientes 1, 4, 6, 4, 1 y 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 se denominan coeficientes
binomiales, correspondientes a N = 4 y N = 6, respectivamente. Al escribir estos coefi-
cientes paraN=0, 1, 2, 3,..., como se muestra en el siguiente orden numérico, se obtiene
un arreglo llamado tridngulo de Pascal. Nétese que el primero y iltimo mimeros de cada
renglén son 1 y que se puede obtener cualquier otro nimero al sumar los dos nimeros

ubicados a su derecha e izquierda, en el rengldn anterior.

1 6 15 20 15 6 1

7.5 Calcule la probabilidad de que en una familia con cuatro hijos haya a) al menos un
nifio y b) al menos un nifio y una nifia. Suponga que la probabilidad del nacimiento

de un varén es de 3.

SOLUCION Rl ;
o ravr= ()3) (=4 moswn - ()6) 6) -
o 4\ (1’ (1\*_3 ; 4\ 1\ 1\° 1

Pr{2 nifios} = (2) (5) (5) =g  Pr{4nifios} = (4) (5) (5) =2z

Entonces }
Pr{al menos 1 nifio} = Pr{1 nifio} + Pr{2 nifios}+ Pr{3 nifios} + Pr{4 mSas]
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7.6

7.7

Otro método

n? 115
Pr{al ] nific} = ] = Pr{ninglinnifio} = 1 - {=) =1 —— ==
r{al menos ] nifio} r{ningtin nifio} = 1 (2) 1 16~ 16
b) Pr{al menos 1 nifio y 1 nifia} = 1 — Pr{ningdn nifio} - Pr{ninguna nifia}
_ 1 1 7
16 16 8

De un total de 2 0N} familias con 4 hijos cada una, jcudntas se esperaria gue tuvie-
ran: a) al menos 1 nifio, b) 2 nifios, ¢) 1 0 2 nifias y ) ninguna nifia? Véasc el

problema 7.54).

SOLUCION

a) Niimero esperado de familias con al menos 1 nifio = 2 000(E) = | 875

b} Nimero esperado de familias con 2 nifios = 2 000 - Pr{2 nifios} = 2 000 (§) = 750

c) Pr{]l o 2nifias} =Pr{1 nifia} + Pr{2 nifias} = Pr{] nifio] + Pr{2 niflos} = § + § =
Niimero esperado de familias con una o dos nifias = 2 000(§) = 1 250

d} Nimero esperado de familias sin nifias = 2 000(4) = 125

S120% de las tuercas producidas por una miquina son defectuosas, determine la
probabilidad de que de 4 tuercas tomadas al azar a) 1, 5) 0 y ¢) a lo sumo 2 sean
defectuosas.

SOLUCION

La probabilidad de encontrar una tuerca defectuosa ¢s p = 0.2 y la probabilidad de encon-
trar una no defectuosacsg=1-p=0.8.

a)  Pr{1 werca defectuosa de 4} = G‘) (0.2)'(0.8)* = 0.4096
b) Pr{ninguna tuerca defectuosa} = (g) (0.2)°(0.8)* = 0.4096

4
¢) Pr{2 wercas defectuosas} = (2)(0.2)2(0.8)2 =0.1536

Entonces
Pr{encontraralo sumo 2 tuercas defectuosas} = Pr{ ninguna tuerca defectuosa} + Pr{ 1
tuerca defectuosa} + Pr( 2 tuercas defectuosas) = 0.4096 + 0.4086 +0.1536 =0.9728

La probabilidad de que un estudiante que ingresa a la universidad se gradie es de
0.4. Encuentre la probabilidad de que de un total de 5 estudiantes g) ninguno, b) 1,
c} al menos 1 y &) todos se gradden.

SOLUCION

5
a) Pr{ninguno se gradie} = {0}[0.4)0(0.6)’ =0.07776 o aproximadamente 0.08

5
b) Pr{l se gradie] = (] J(0.4)'((}.6)“ =0.2592 o aproximadamente (.26

¢} Pr{al menos | se gradde} = 1 — Pr{ninguno se gradde} =0.92224 o aproximada-
mente 0.92
5 .
dy Pr{todos se gradien} = s (0.4)%(0.6)" = 0.01024 o apreximadamentc 0.01
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7.9 Cudl es la probabilidad de obtener un total de 9 puntos a) dos veces, b) al menes
2 veces en 6 lanzamientos de un par de dados?

SOLUCION

Cada una de las 6 maneras en que caerfan el primer dado se asociaria con cada una de las
6 maneras en que puede caer el segundo dado, por lo que hay 6 - 6 = 36 maneras en que
caerfan los dados. Estas son: 1 en el primer dado y 1 en el segundo, 1 en el primeroy 2 en
el segundo, etcétera, simbolizados por (1, 1), (1, 2), etcétera.

De estas 36 maneras (todas igualmente probables si los dados no estan cargados), la
suma total de nueve ocurre en 4 casos: (3, 6), (4, 5), (5, 4) y (6, 3). Entonces, la probabi-
lidad de obtener un total de 9 en un solo lanzamiento de un par de dadosesp=s=4§yla

probabilidad de no obtener un total de 9 en un solo lanzamientoes g=1-p = §.
6\ /1\?/8\*? 61440
2 i = — = —————
a) Pr{2 nueves en 6 lanzamientos} (2) (9) (9) 531 441

b) Pr{al menos 2 nueves} = Pr{2 nueves} + Pr{3 nueves} + Pr{4 nueves} + Pr{5 nue-
ves} + Pr{6 nueves}

VY Y O Y Y L (6 Y Y L (6 (Y (BY L (8 (1) (B
=\2/\9) (o 3/49) \o 4)\8) \5) "{s/{5) \5) \e/l5) \a
_ 61440 10240 %0 48 I 72689
= 331441 531441 T531441 | 531441 ' 531441 531441

Otro método

Pr{al menos 2 nueves} = 1 — Pr{0 nueves} — Pr{1 nueve}
13 (6 N’ /8\° 6\ /1) 8\’ _ 72689
mheslio)! (5)< (1) (5) () ~mrem
7.10 Evalie a) Xy, Xp(X) y b) 2y X?p(X), donde p(X) = (Pp*g"™*.

SOLUCION
a) Dadoqueg+p=1.

N N N1 X-1 N-X
X =3 X h 7 NPZ(X—’)'W e
= Np(g+p)" " =Np

X(X=1)+X ad ol
[ )+ X vy P ¢

SN ~ N! XN
b Y X p(X):; RS I

X=0
N

N
¥=1

N! XNX N! X _N-X
YO0 P X =i

N 3
5% (N =2)! —2 N—) 4 b N-2 -
=N = DD oy Sai? g e = NN = Dl R

Y3

1

= N(N = 1)p> + Np

Nota: Los resultados de los incisos a) y b) son las esperanzas de X y X~ dennnatis
por E(X) y E(X?), respectivamente (véase el capftulo 6).

7.11 Siuna variable est4 distribuida de manera binomial, determine: &) 5=
su varianza o°.
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SOLUCION
a) Por medio del problema 7.10a),

N
= valor esperado de la variable = > Xp(X) = Np
X=0

b) Usando = Np y los resultados del problema 7.10,
N

N N N N
o =Y (X = p)p(X) =) (X7 = 2uX +p7)p(X) =D X°p(X) =2 Xp(X)+ 4> ) _ p(X)
X=0 X=0 X=0 X=0 X=0

= N(N — 1)p* + Np — 2(Np)(Np) + (Np)*(1) = Np — Np* = Np(1 — p) = Npq

Se encuentra que la desviaci6n estdndar de una variable distribuida de manera binomial
es o=V Npg.

Otro método

Por medio del problema 6.62b),

E[(X - X)) = E(X’) — [E(X)]" = N(N — 1)p’ + Np — N’p’ = Np — Np” = Npq

7.12 Silaprobabilidad de que una tuerca sea defectuosa es de 0.1, calcule @) la media y
b) la desviacion estdndar para la distribucién de tuercas defectuosas de un total de
400 tuercas.

SOLUCION

a) La media es Np = 400(0.1) = 40; esto es, se puede esperar que 40 tuercas estén
defectuosas.

b) La varianza es Npg = 400(0.1)(0.9) = 36. Por lo tanto, la desviacién estdndar es
V36 =6.

7.13 Encuentre el coeficiente momento de a) asimetria y b) curtosis de la distribucién
del problema 7.12.

SOLUCION
g=p- 09=01
V'Npq 6
Dado que es positivo, la distribucién estd sesgada hacia la derecha.
1 —6pg 1 —-6(0.1)(0.9)
— 3 =
Npq o 36

La distribucién es ligeramente leptociirtica con respecto a la distribucién normal (es
decir, ligeramente m4s puntiaguda; véase el capitulo 5).

a) Coeficiente momento de asimetria =

=0.133

b) Coeficiente momento de curtosis = 3 + 3.01

La distribucién normal

7.14 En un examen final de matemdticas, la calificacién media fue 72 y la desviacién
estdndar 15. Determine las medidas estdndar (es decir, calificaciones en unidades
estdndar de desviacién) de los estudiantes que obtuvieron calificaciones de a) 60,
b)93yc)72.

SOLUCION

KX 6002 s ) _X-X_n-72
Fiabiaies - At b e ) g

0

a) z=



file:///-6pq

7.15

7.16

7.17
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Con referencia al problema 7.14, calcule las calificaciones correspondientes a las
medidas estandar a) —1 y b) 1.6.

SOLUCION
a) X=X+z5=T72+(-1)(15) =57 b) X=X+zs=T72+(1.6)(15)=96

Suponga que el niimero de juegos en que participan los beisbolistas de Ligas Ma-
yores durante su carrera se distribuye normalmente, con una media igual a 1 500
juegos y una desviacién estdndar igual a 350 juegos. Utilice Minitab para resolver
los siguientes problemas. a) ; Qué porcentaje juega menos de 750 juegos? b) ; Qué
porcentaje juega mas de 2 000 juegos? ¢) Calcule el percentil 90 del nimero de
juegos en los que participa un beisbolista durante su carrera.

SOLUCION

a) En el resultado del Minitab, mostrado a continuacién, se puede ver que P(X < 750) =
0.0161 o 1.61% juega menos de 750 juegos.

MTB > cdf 750;
SUBC> normal mean = 1500 sd = 350.

Cumulative Distribution Function

Normal with mean = 1500.00 and standard deviation
= 350.000
X P(X«x)
750.0000 0.0161

b) Del siguiente resultado de Minitab se sabe que P(X < 2 000) = 0.9234. De esto, se
encuentra que P(X > 2 000) = 1 - P(X <2 000) = 1 - 0.9234 = 0.0766. Por lo tanto,
7.66% participa en més de 2 000 juegos.

MTB > cdf 2000;
SUBC> normal mean = 1500 sd = 350.

Cumulative Distribution Function

Normal with mean = 1500.00 and standard deviation = 350.000
X P( X<« x)
2.00E+03 0.9234

¢) El resultado de Minitab da el percentil 90 como 1.95E + 03 o 1 950 juegos.

MTB > invcdf. 90;
SUBC> normal mean = 1500 sd = 350.

Inverse Cumulative Distribution Function
Normal withmean = 1500.00 and standard deviation = 350.000
Pl X<=x) X

0.9000 1.95E+03

Indique el 4rea bajo la curva normal en cada uno de los siguientes casos: @) a g\,
que corresponden a las figuras 7-2a) a 7-2g), respectivamente. Use el apéndice I

a) Entrez=0yz=12 e¢) Alaizquierdadez=-06
b) Entrez=-068yz=0 f) Aladerechadez=-128
¢) Entrez=-046yz=2.21 g) Aladerechade z=2053a

quierdade z =-1.44
d) Entrez=081yz=194
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SOLUCION

a) Enel apéndice II se busca hacia abajo en la columna marcada con z hasta el valor 1.2:
entonces se va hacia la derecha a la columna marcada con 0. El resultado, 0.3849, es
el drea requerida, que representa la probabilidad de que z esté entre O y 1.2, denotada
porPr{0<z<g 1.2}.

b) Eldrea que se pide es la que estd entre z = 0y z= 0.68 (por simetria). Para encontrar-
la, se busca hacia abajo en la columna marcada con z del apéndice II, hasta 0.6; de
aqui se va a la derecha a la columna marcada con 8. El resultado, 0.2517, es el drea
solicitada, que representa la probabilidad de que z esté entre —0.68 y 0, denotada por
Pr{-0.68 <z<0]}.

c) Area requerida = (dreaentre z=-0.46 y z-—_" 0) + (dreaentrez=0y z=2.21)
=(4drecaentre z=0y z=0.46) + (dreaentre z=0y z=2.21)
=0.1772 + 0.4864 = 0.6636

FIGURA 7-2

-0.68
b)
-0.46 2.21 0.81 1.94
o) a
-0.6 -1.28 | =1.44 205
e) f) o)

d) Arearequerida= (dreaentrez=0yz=1.94) — (dreaentre z=0y z=0.81)
=0.4738-0.2910=0.1828

e) Area requerida = (4rea a la izquierda de z = 0) — (drea entre z=-0.6 y z = 0)
= (drea a la izquierdade z=0) — (dreaentre z=0y z = 0.6)
=0.5-0.2258 = 0.2742

f) Area requerida = (drea entre z =~1.28 y z = 0) + (drea a la derechade z = 0),

‘ =0.3997 + 0.5 = 0.8997

g) Arearequerida=dreatotal — (dreaentre z=—1.44 y z=0) - (dreaentre z =0y z=2.05)

=1-0.4251-0.4798 =1 -0.9049 = 0.0951

7.18 Determine el valor o los valores de z en cada uno de los siguientes casos, a) a ¢),
que corresponden a las figuras 7-3a) a 7-3c¢), respectivamente. El término “drea”
se refiere al drea bajo la curva normal.

a) Eldreaentre 0y zes 0.3770.
b) El drea a la izquierda de z es 0.8621.
¢) Eldreaentre -1.5y zes 0.0217.




FIGURA 7-3
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SOLUCION

a)

b)

c)

En el apéndice Il el valor 0.3770 se localiza a la derecha del renglén marcado con 1.1
y bajo la columna marcada con 6; entonces, z = 1.16. Por simetria, z =—1.16 es otro
valor de z, por lo que z = +1.16.

Como el drea es mayor que 0.5, z debe ser positivo. El dreaentre 0y z=0.8621 - 0.5
=0.3621, de donde z = 1.09.

Si z fuera positiva, el 4rea seria mayor que el 4rea entre —1.5 y 0, que es 0.4332; por
lo tanto, z debe ser negativa.

a) b)

-15 z Z =15
cy) C2)

Caso 1 [z es negativa, pero estd a la derecha de -1.5; véase la figura 7-3(c;)]

El 4rea entre —1.5 y z = (4rea entre —1.5 y 0) — (dreaentre 0 y z) y 0.0217 =
0.4332 — (4rea entre 0 y z). Asf, pues, el dreaentre 0y z =0.4332-0.0217=0.4115,
de donde z =-1.35.

Caso 2 [z es negativa, pero estd a la izquierda de -1.5; véase figura 7-3(c,)]

El dreaentre zy —1.5 = (drea entre z y 0) — (drea entre —1.5 y 0) y 0.0217 = (4rea
entre 0 y z) — 0.4332. Luego, el dreaentre 0y z = 0.0217 + 04332 =0.4549 y z =
—1.694 por interpolacién lineal o, ligeramente con menos precisidn, z = —1.69.

7.19 Encuentre las ordenadas de lacurvanormalena) z=0.84,b) z=-1.27 y ¢) z=-0.05.

7.20

SOLUCION

a)

b)

c)

En el apéndice II, hay que ir hacia abajo en la columna z hasta llegar al valor 0.8;
después hacia la derecha, a la columna marcada con 4. La ordenada requerida es’
0.2803.

Por simetria: (ordenada en z = —1.27) = (ordenadaen z = 1.27) = 0.1781.
(Ordenada en z = -0.05) = (ordenada en z = 0.05) = 0.3984.

El peso medio de 500 estudiantes hombres de una universidad es de 151 libras (Ib) ¥
ladesviacién estdndares de 15 1b, Considerando que los pesos se distribuyen normal-
mente, calcule cudntos estudiantes pesan a) entre 120y 1551by b) mds de 185 b

SOLUCION

a)

Los pesos registrados entre 120 y 155 Ib pueden, en realidad, tener
desde 119.5 hasta 155.5 b, suponiendo que se redondean a la libra més o
119.5 - 151
119.5 Ib en unidades estdndar = ——e——u -210
155.5 - 151

155.5 Ib en unidades estdndar = s

Tal como se muestra en la figura 7-4a),
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FIGURA 7-4

0.30 2.30
a) b)

—2.10

Proporcién de estudiantes requerida = (drea entre z =-2.10y z=0.30)
=(dreaentrez=-2.10yz=0)
+ (drea entre =0y z = 0.30)
=0.4821 + 0.1179 = 0.6000

Por lo tanto, el mimero de estudiantes que pesan entre 120y 155 1b es de 500(0.6000)
= 300.

b) Los estudiantes que pesan mis de 185 Ib deben pesar por lo menos 185.5 Ib.

185.5-151
185.5 1b en unidades estdndar = R =2.30

Como se muestra en la figura 7-4b),

Proporcién requerida de estudiantes = (4rea a la derecha de z = 2.30)

= (4rea a la derechade z = 0) — (dreaentre z =
y z=2.30)

- =0.5-0.4893 =0.0107

Por lo tanto, el mimero de estudiantes que pesan més de 185 Ib es de 500(0.0107) = 5.

Si W denota el peso de un estudiante al azar, los resultados anteriores se pueden
resumir en términos de probabilidad escribiendo

Pr{1195<W<1555)=06000 y Pr(W>1855)=00107

7.21 Determine cuédntos de los 500 estudiantes del problema 7.20 pesan a) menos de
128 1b, b) 128 Ib y ¢) menos o igual a 128 Ib.

SOLUCION j
a) Los estudiantes que pesan menos de 128 1b deben pesar menos de 127.5 Ib.

127.5 1b en unidades estdndar = # =-1.57

Como se muestra en la figura 7-5a),

Proporcién requerida de estudiantes = (drea a la izquierda de z = -1.57)

= (4rea a la izquierda de z = 0) — (drea entre
z2=-1.5Tyz=0)
=0.5-0.4418 = 0.0582

Por lo tanto, el nimero de estudiantes que pesan menos de 128 Ib es de 500(0.0582)
=29.

FIGURA 7-5

157 -1.57 -1.50
a) b)
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b) Los estudiantes que pesan 128 1b pesan entre 127.5 y 128.5 Ib.

127.5 1b en unidades estdndar = w =-1.57
128.5 Ib en unidades esténdar = w =-1.50

Como se indica en la figura 7-5b),

Proporcién requerida de estudiantes = (drea entre z =-1.57 y z =-1.50)
= (dreaentrez=-1.57yz=0)
—(dreaentrez=-1.50yz=0)
=0.4418 — 0.4332 = 0.0086

Por lo tanto, el nimero de estudiantes que pesa 128 Ib es de 500(0.0086) = 4.

¢) Los estudiantes que pesan 128 1b o menos deben pesar menos de 128.5 Ib.

128.5 Ib en unidades estdndar = @ =150

Como se observa en la figura 7-5¢),

Proporcién requerida de estudiantes = (drea a la izquierda de z = -1.50)

= (drea a la izquierda de z = 0) — (drea entre
z2=-150yz=0)
=0.5-0.4332 =0.0668

Por lo tanto, el niimero de estudiantes que pesa 128 Ib o menos es 500(0.0668) = 33.
Otro método [usando los incisos a) y b)]

El ndmero de estudiantes que pesan menos o igual a 128 Ib es (nimero de los que
iy pesan menos de 128 1b) + (nimero de los que pesan 128 Ib) = 29 + 4 = 33.

7 \

@f} Las calificaciones en un examen de biologia son 0, 1, 2,..., 10 puntos, dependien-

/,_ do del mimero de respuestas correctas, de un total de 10 preguntas. La calificacién

‘?“ media fue de 6.7 y la desviacién estdndar fue de 1.2. Considerando que las califi-
caciones estdn normalmente distribuidas, determine a) el porcentaje de estudian-
tes con 6 puntos, b) la calificacién maxima de 10% mas bajo de la clase y ¢) la
calificacién mds baja de 10% mads alto de la clase.

SOLUCION

a) Para aplicar la distribucién normal a datos discretos es necesario tratar los datos
como si fueran continuos. Entonces, una calificacién de 6 puntos se considera que
estd entre 5.5 y 6.5 puntos.

5.5 en unidades estdndar = % =-1.0

3 6.5-6.7
6.5 en unidades estdndar = AT =-0.17

Como se muestra en la figura 7-6a)

Proporcién requerida = (dreaentre z=-1y z=-0.17)
=(4reaentrez=-1yz=0) - (dreaentrez=—01Tyz=0
=0.3413-0.0675 =0.2738 = 27%

b) SeaX, la calificacién maxima requerida y z, la calificacién en unidades ssimiis S
la figura 7-6b), el 4rea a la izquierda de z; es 10% = 0.10; por comssm=_ =
entre z; y 0) = 0.40 y z; = —1.28 (muy aproximado). Por lo tasse. = = {8 — S =
-1.28 y X, = 5.2 0 5, redondeando al entero mas cercano




72 CAPTULO 7 W Las distribuciones binomial, normal y de Poisson

FIGURA 7-6

0.10 0.10
=1 =-0.17 Z Z

a) b)

¢) Sea X, la calificacion mds baja requerida y z; la calificacién en unidades estédndar.
Del inciso a), por simetria, z, = 1.28. Asi (X; - 6.7)/1.2=1.28 y X, = 8.2 u 8, redon-
deando al entero més cercano.

7.23 El didmetro interno medio de una muestra de 200 arandelas producidas por una
mdquina es de 0.502 pulgadas (pulg) y la desviacion estiandar es de 0.005 pulg.
Debido al uso que se dard a estas arandelas, se permitird una tolerancia méaxima en
el didmetro de 0.496 a 0.508 pulg, o serdn consideradas defectuosas. Determine el
porcentaje de arandelas defectuosas producidas por la mdquina, suponiendo que
los didmetros estdn distribuidos normalmente.

SOLUCION
0.496 - 0.502
i i t = =-12
0.496 en unidades estdndar 0.005
0.508 - 0.502
0.508 idad tindar=——=1.2
en unidades estdndar 0.005
Como se ve en la figura 7-7,
Proporcion de arandelas sin defecto = (drea bajo la curva normal entre z=-1.2yz=1.2)

= (dos veces el dreaentrez=0y z=1.2)
=2(0.3849) =0.7698 o 77% aproximadamente

Por lo tanto, el porcentaje de arandelas defectuosas es de 100% — 77% = 23%.

Obsérvese que si se considera que el intervalo de 0.496 a 0.508 pulg representa en
realidad a los didmetros de 0.4955 a 0.5085 pulg, los resultados anteriores se modifican
ligeramente. Sin embargo, con dos cifras los resultados son iguales.

-1.2 12
Aproximaciéon normal a la distribucion binomial
7.24 Calcule la probabilidad de obtener entre 3 y 6 caras inclusive en 10 lanzamientos

de una moneda, utilizando: a) la distribucién binomial y b) la aproximacién nor-
mal a la distribucién binomial.

SOLUCION

= 10N AN 15 _ /10
a) Pr{3 caras} = (3)(5) (E) = Pr{5 caras) = (5)(
10\ /1\*/1\* 105 0% L4} ¢
bt (4)(5) (i) Ty P (6)(5) (

| —
N
P
B |
el
Il
=
2|2
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Por lo tanto

99
8= 0.7734

105

15 105 63+ a
525

Pr{entre 3 y 6 caras, inclusive} = 128 - S0 - 356

b) La distribucién de probabilidad para el nimero de caras en 10 lanzamientos de la
moneda estd graficado en la figura 7-8a) y en la figura 7-8b); esta tltima trata los
datos como si fueran continuos. La probabilidad requerida es la suma de las dreas de
los rectdngulos sombreados en la figura 7-8b) y puede aproximarse por el drea bajo
la curva normal correspondiente, que se muestra como linea discontinua.

Probabilidad Probabilidad
0.3 031
0.2 02
0.1 0.1
el e .
T 1 1 1 1 ¥ 1 1 1 1 I 1 ] ] I I 1 I 1 1) 1
O 1 2Bt d bt Bt 1 AB asBer bt 0 e 208 8id e BBl B 8. 10
Numero de caras Namero de caras |
a) b)

FIGURA 7-9

Si se consideran los datos como continuos, se deduce que de 3 a 6 caras pueden
considerarse como de 2.5 a 6.5 caras. Ademds, la media y la varianza de la distribu-
cién binomial estdn dadas por u=Np=10(3)=5y o=V Npg="V (10)(3)(3) = 1.58.

: 2.5-
2.5 en unidades estidndar = 15585 =-1.58
6.5 en unidades estdndar = 6'155'85 =0.95

Como se muestra en la figura 7-9,

Probabilidad requerida = (drea entre z = —1.58 y z = 0.95)
= (dreaentrez=-1.58 y z=0) + (dreaentre =0y z=10.95)

=0.4429 + 0.3289 =0.7718

que coincide muy bien con el valor verdadero de 0.7734 obtenido en el inciso a). La
precisién es ain mayor para valores grandes de N.

-1.58 0.95

7.25 Se lanza una moneda 500 veces. Calcule la probabilidad de que el nimero de cares
no difiera de 250 por a) més de 10 y b) mds de 30.

SOLUCION

p = Np = (500)(}) = 250
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a) Serequiere la probabilidad de que el niimero de caras esté entre 240 y 260 o, conside-
rando los datos como continuos, entre 239.5 v 260.5. Como 239.5 en unidades estén-
dar es (239.5 - 250)/11.18 = =094 y 260.5 en unidades estdndar ¢s 0,94, se tiene

Probabilidad requerida = (4rea bajo la curva normal entre z = -0.94 y z = (.94}
= (dos veces el dreaentre =0y z =0.94)
=2(0.3264) = 0.6528

b) Se busca que la probabilidad de que el mimero de caras esté entre 220 y 280 o.
considerando los datos como continuos, entre 219.5 y 280.5. Dado que 219.5 er
unidades estdndar es (219.5 - 250)/11.18 = -2.73 y 280.5 en unidades estandar es
2.73, se tiene

Probabilidad requerida = (dos veces el dreabajo la curva normal entre =0y z=-2.73
= 2(0.4968) = 0.9936

Se deduce que, con gran confianza, el nidmero de caras no diferird del mimero espe-
rado (250) por més de 30. Asi, si resultara que el nimero real de caras fuera 280, se
creeria firmemente que la moneda tenia truco (es decir, estaba cargada).

7.26 Suponga quc 75% del grupo de edades de 1 a 4 afios utiliza regularmente cinturo-
nes de seguridad. Calcule la probabilidad de que al parar aleatoriamente 100 auto-
méviles con nifios de 1 a 4 afios de edad, 70 o menos estén usando el cinturén de
seguridad. Encuentre la solucidn utilizando la distribucién binomial, asi como la
aproximacién normal a la distribucidn binomial. Use Minitab para resolverlo.

SOLUCION

Los resultados de Minitab que se presentan a continuacién muestran que la probabilidad
de que 70 o menos nifios estén usando un cinturén de seguridad es igual a 0.1495,

MTB > cdf 70;
SUBC> binomial 100 .75.

Cumulative Distribution Function

Binomial withn - 100 andp = 0.75CG000
X P(X < x}
70.00 0.1495

La solucion, utilizando la aproximacién normal a la distribucién binomial, es la si-
guiente: la media de la distribucidn binomial es = Np = 100(0.75) = 75 y la desviacidén
estandar es o = \/N_pq =V 00(0.75)(0.25) = 4.33. Los resultados de Minitab, presenta-
dos a continuacidn, muestran que la aproximactén normal es igual a 0.1493. La aproxima-
cién es muy cercana al valor verdadero.

MTB > cdf 70.5;
SUBC> normal mean=75sd=4.33.

Cumulative Distribution Function

Normal withmean - 75.0000 and standard deviation = 4.33000
X P{X«¢ %)
70.5000 0.1493

Distribucién de Poisson

7.27 Diez por ciento de las herramientas producidas en un proceso de manufactura re-
sultan defectuosas. Calcule la probabilidad de que en una muestra de 10 herra-
mientas elegidas al azar exactamente dos sean defectuosas, utilizando a) fa distri-
bucién binomial y b) la aproximacion de Poisson a la distribucién binomial.
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SOLUCION

La probabilidad de que una herramienta resulte defectuosaes p = 0.1.

10

a) Pr{2 herramientas defectuosas de 10} = (2

)(01)3{0.9)8 =0.1937 o 0.19

b) Con A=Np=10(0.1)= 1y usando e = 2.718,

Pr{2 herramientas defectuosas de 10} =
e (132 ! 1
¥ 3 3 = 0.1839 0 0.18

En general, la aproximacién es buenasip<0.1yl=Np<5.

7.28 Silaprobabilidad de que un individuo sufra una reaccién adversa por la inyeccion
de un suero es de 0.001, determine la probabilidad de que de 2 000 individuos a)
exactamente 3 y b) mds de 2 individuos sufran dicha reaccién. Utilice Minitab
para resolverlo, con la distribucién de Poisson y la distribucién binomial.

SOLUCION

a) Los siguientes resultados de Minitab presentan primero la probabilidad binomial de
que exactamente 3 sufran una reaccién adversa. Usando A = Np = (2 000)(0.001) =2,
la probabilidad de Poisson se muestra después de la probabilidad binomial. La aproxi-
macién de Poisson se encuentra extremadamente cercana a la probabilidad binomial.

MTB > pdf 3;
SUBC> binomial 2000.001.

Probability Density Function

Binomial with n=2000 and p = 0.001
X P(X&Xx)
3.0 0.1805
MTB > pdf 3;
SUBC> poisson 2.

Probability Density Function

Poissonwithmu =2
x PlX&x)

3.00 0.1804

b) La probabilidad de que mds de 2 individuos sufran una reaccién estd dada por 1 - P(X
< 2). Los siguientes resultados de Minitab muestran la probabilidad de X < 2 como
0.6767, utilizando la distribucién binomial y la distribucién de Poisson. La probabili-
dad de que més de dos individuos sufran una reaccién es de 1 - 0.6767 = 0.3233.

MTB > cdf 2;
SUBC> binomial 2000 .001.

Cumulative Distribution Function

Binomial withn=2000and p=0.001
X P(X<x)
2.0 0.6767
MTB > cdf 2;
SUBC> poisson 2.

Cumulative Distribution Function

Poissonwithmu = 2
X P{X «x)
2.00 0.6767
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7.29 Una distribucién de Poisson estd dada por

PO ===

Calcule a) p(0), b) p(1), ¢) p(2) y d) p(3).
SOLUCION

(032) 0B (1) P

a) p(0) = = =TT e %7 = 0.4868 usando el apéndice VIII

nte? R

b) p(l) = i = (0.72)e~"™ = (0.72)(0.4868) = 0.3505

(0.72)%7°  (0.5184)¢ "7

¢ P =——= > = (0.2592)(0.4868) = 0.1262

Otro método

p@2)= O'Tn p(1) = (0.36)(0.3505) = 0.1262
3 _—0.72
9 p3) = (—%2)3,8— = ? p(2) = (0.24)(0.1262) = 0.0303

Distribucién multinomial

7.30

Unacajacontiene 5 bolasrojas, 4 blancas y 3 azules. Se extrae unabolaaleatoriamente,
se anota su color y se regresa a la caja. Calcule la probabilidad de que de 6 bolas se-
leccionadas de esta manera, 3 sean rojas, 2 sean blancas y 1 seaazul.

SOLUCION

Pr{roja en cualquier extraccién} = 75, Pr{blanca en cualquier extraccién} = % y Pr{azul
en cualquier extraccién} = & por lo tanto

\ 3 2 1
Pr{3 sean rojas, 2 sean blancas y 1 sea azul} = 3—1;—”7 (1—52) (112) (%) =561%4

Ajuste de datos mediante distribuciones teoéricas

7.31

Ajuste una distribucién binomial a los datos del problema 2.17.

SOLUCION

Se tienen Pr{X caras en un lanzamiento de 5 monedas} = p(X) = (;)p*¢**, donde p y ¢ son
las probabilidades respectivas de cara y cruz en un solo lanzamiento de una moneda. Por
el problema 7.11a), la media del nimero de caras es p = Np = 5p. Para la distribucién de
frecuencias real (u observada), la media del nimero de caras es

/X (38)(0) + (144)(1) + (342)(2) + (287)(3) + (164)(4) + (25)(5) _ 2470
Wit 1000 ~7000

=247

Igualando la media teérica con la real, 5p = 2.47 o p = 0.494, Entonces, la distribu-
cién binomial ajustada esta dada por p(X) = (3)(0.494)¥(0.506)**.
La tabla 7-4 incluye estas probabilidades, asf como las frecuencias esperadas (tedri-

cas) y las reales. El ajuste parece ser bueno. La bondad de ajuste se investiga en el proble-
ma 12.12.
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Tabla 7-4

Niimero de Frecuencia Frecuencia
caras (X) Pr{X caras} esperada observada

0 0.0332 3320 33 38

1 0.1619 161.9 0 162 144

2 0.3162 316.2 0 316 342

3 0.3087 308.7 0 309 287

4 0.1507 150.7 0 151 164

5 0.0294 2940 29 25

7.32 Utilice papel milimétrico para determinar si la distribucién de frecuencias de la
tabla 2-1 puede ser aproximada de manera cercana por una distribucién normal.
SOLUCION
Primero la distribucién de frecuencias se convierte en una distribucién de frecuencias
relativas acumuladas, como se muestra en la tabla 7-5. Después, las frecuencias relativas
acumuladas, expresadas en porcentaje, se grafican contra las fronteras de clase superiores
en papel milimétrico, como se indica en la figura 7-10. En la medida en que todos los
puntos graficados caigan sobre una recta, se determinard la cercania del ajuste de la distri-
bucién a una distribucién normal. De lo anterior se deduce que sf hay un buen ajuste de los
datos (véase el problema 7.33).

FIGURA 7-10
99.9—
Tabla 7-5
Frecuencia relativa e
Estatura (pulg) acumulada (%) i
-]
Menor que 62.5 5.0 G-
Menor que 65.5 230 (cp) ?E’
Menor que 68.5 65.0 2
Menor que 71.5 92.0 :
Menor que 74.5 100.0 -.E
-
2
v
£
@
2
g
'™

0.1

62.5

7.33 Ajuste una curva normal a los datos de la tabla 2-1.

SOLUCION

655 685 715 748
Estatura (pulgadas)

El procedimiento puede organizarse como en la tabla 7-6. Para determinar z para las S
teras de clase se utiliza z = (X — X)/s, donde la media X y la desviacidn estinder & &=
obtuvieron de los problemas 3.22 y 4.17, respectivamente.

En la columna 4 de la tabla 7-6, las dreas bajo la curva normal desde O Sasis & &=
obtuvieron del apéndice II. De aqui, las dreas bajo la curva normal reseies &= -
sucesivos de z, como se muestra en la columna 5. Estas se obtienen restands
sucesivas de la columna 4 cuando las z correspondientes tienen ¢l mesmo SEm.
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Tabla 7-6
Fronteras de 7 para Area bajo la
Estaturas clase fronteras curva normal Area para Frecuencia Frecuencia
{puig) (X} de clase de ( hasta z cada clase esperada ohservada
60-62 39.3 —272 0.4967 0.0413 4130 4 5
62.5 -1.70 0.4554
6365 0.2068 20.68 0 21 18
65.5 ~0.67 0.2486
6668 ) uma—4—  0.3802 3892039 42
68.5 0.36 0.1406
69-71 0.2771 2771028 27
71.5 1.39 0.4177
72-74 0.0743 7430 7 ]
74.5 2.41 0.4920
X =67.45 pulg 5=292pulg

dolas cuando 1as z vienen con signos opuestos (lo que ocurre sélo una vez en la tabla). La
razén de esto se aclara con un diagrama.

Multiplicando los valores de 1a columna 5 (que representan frecuencias relativas) por
la frecuencia total N (en este caso N = 100) se obtienen las frecuencias esperadas, como se
muestra en la columna 6. Es evidente que coinciden bien con las frecuencias reales (u
observadas) de la columna 7.

Si asi se desea, es posible usar la desviacion estdndar modificada por la correccién de
Sheppard [véase ¢l problema 4.21a)].

La bondad de ajuste de la distribucidn es considerada en el problema 12.13.

7.34 Latabla 7-7 muestra el niimero de dias, f, de un plazo de 50 dias, durante el cual
ocurrieron X accidentes automovilisticos en una ciudad. Ajuste una distribucién
de Poisson a estos datos.

Tabla 7-7
Nimero de Nimero de
accidentes (X) dias (f)

0 21

i 18

2

3

4 |
Total 30

SOLUCION

La media de accidentes es

= 20X 200+ Q8)(H + (N2) + 3)(3) + (1)(4) _45 0.50
> f 50 50

Pe acuerdo con la distribucion de Poisson:

(Ogo)x e—l}.90

Pr{X accidentes} = 1

Latabla 7-8 contiene las probabilidades para 0, 1, 2, 3 y 4 accidentes, obtenidas de la
distribucién de Poisson, asi como el ndmero esperado o teérico de dias durante los que X
accidentes tuvieron lugar (obtenido al multiplicar las probabilidades respectivas por 50).
Para facilitar la comparacidn, la columna 4 repite el nidmero real de dias de la tabla 7-7.

Obsérvese que el ajuste de la distribucién de Poisson a los datos es buena.
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Tabla 7-8
Niimero de Nimero esperado Niimero real
accidentes (X) Pr{X accidentes } de dias de dias

0 0.4066 20.33 020 2]
1 0.3659 18300 18 18
2 0.1647 8240 8 )
3 0.0494 2470 2 3
4 0.0111 0.560 1
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Para una distribucién de Poisson verdadera, estd la varianza o = \. Calculando la
varianza de la distribucién proporcionada se obtiene 0.97. Esta coincide con el valor 0.90
para A, por lo cual puede considerarse como mayor evidencia de lo adecuado de la distri-
bucidén de Poisson para aproximarse a los datos muestrales.




