PROGRAMACION LOGICA

Este capitulo introduce los fundamentos de la Programacion Légica. En par-
ticular, nos interesan los elementos de la Logica de Primer Orden, necesarios
para abordar la resolucién como regla de inferencia tinica de una forma res-
tringida de Légica de Primer Orden, que nos permite automatizar su uso en
el lenguaje de programacién Prolog [8, 17]. Para ello, comenzaremos por in-
troducir la Légica de Primer Orden como un sistema formal, con su lenguaje
y seméntica caracteristicos. Por lo tanto, definiremos la sintaxis del lenguaje
de la Logica de Primer Orden; asi como la teoria del modelo y prueba de-
trds de la semdntica de esta l6gica. Posteriormente, restringiremos la Léogica
de Primer Orden al caso de los Programas Definitivos, para introducir la
regla de inferencia conocida como Resolucién-SLD. Revisaremos en detalle
los conceptos de substitucién y unificacion de variables; e implementaremos
un algoritmo de unificacién como el usado en la regla de resolucién.

21 LOGICA DE PRIMER ORDEN

La l6gica proposicional nos permite expresar conocimiento sobre situaciones
que son de nuestro interés, mediante enunciados declarativos. Decimos que
estos enunciados son declarativos en el sentido lingiiistico del término, esto
es, se trata de expresiones del lenguaje natural que son o bien verdaderas,
o bien falsas; en contraposicién a los enunciados imperativos e interrogati-
vos. La Légica proposicional es declarativa en este sentido, las proposiciones
representan hechos que se dan o no en la realidad.

La Légica de Primer Orden que introduciremos en este capitulo, tienen un
compromiso ontélogico mas fuerte [77], donde la realidad implica, objetos
y relaciones entre ellos. Consideren los siguientes ejemplos de enunciados
declarativos:

1. Julia es madre y Luis es hijo de Julia.
2. Toda madre ama a sus hijos.

donde el enunciado (1) se refiere a los objetos de discurso Julia y Luis, usan-
do propiedades de estos objetos, como ser madre; asi como relaciones entre
éstos, como ser hijo de alguien. El enunciado (2) se refiere a relaciones que
aplican a todas las madres, en tanto que objetos de discurso. A esto nos re-
ferimos cuando hablamos de representacién de un problema en el contexto
de la Programacién Loégica, a describir una situacién en términos de objetos
y relaciones entre ellos.

Al igual que en el caso proposicional, si se aplican ciertas reglas de razona-
miento a tales representaciones, es posible obtener nuevas conclusiones. Por
ejemplo, conociendo (1) y (2) es posible inferir (via una versién de Modus
Ponens un poco distinta de la proposicional) que:
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3. Julia ama a Luis.

De forma que, seria deseable poder describir los objetos que conforman
un universo de discurso, personas en el ejemplo; asi como las relaciones que
se dan entre ellos, hijo y madre en el ejemplo; y computar tales descripciones
para obtener conclusiones como (3). Al describir el problema que queremos
resolver, también podemos hacer uso de funciones, relaciones en las cuales
uno o mds objetos del universo de discurso se relacionan con un objeto
tnico. Por ejemplo, “madre de” puede representarse como una funcién (todo
hijo tiene una sola madre genética), pero “hijo de” no. Esto se ilustra en la
Figura 2.1.

madre de fp mana
madre de
pedro juana

maria hijo de luis
hijo de
juana pedro

Figura 2.1: La relacién madre de es una funcién; mientras que hijo de no lo es.

luis

Como en todo sistema formal, serd necesario especificar cuidadosamente
los siguientes elementos:

» Lenguaje. Este elemento estd asociado a la sintaxis de la Logica de pri-
mer orden. El lenguaje de un sistema formal esta dado por un conjunto
de simbolos conocido como alfabeto y una serie de reglas de sintacti-
cas. Una expresion es cualquier secuencia de simbolos pertenecientes
al alfabeto. Cualquier expresion es, o no es, una férmula bien forma-
da (fbf). Las férmulas bien formadas son las expresiones que pueden
formarse con los simbolos del alfabeto a partir de las reglas de cons-
truccién 6 sintécticas, que inducen una estructura de arbol en las fbf
del lenguaje.

o Teoria de modelo. Este elemento esta asociado a la semantica de la L6-
gica de Primer Orden. La teoria del modelo establece la interpretacién
de las fbfs en un sistema formal. Su funcién es relacionar las fbfs con
alguna representacién simplificada de la realidad que nos interesa, pa-
ra establecer cuando una fbf es falsa y cuando verdadera. Esta version
de realidad corresponde a lo que informalmente llamamos “modelo”.
Sin embargo, en l6gica, el significado de “modelo” estd intimamente
relacionado con el lenguaje del sistema formal: Si la interpretacién M
hace que la fbf o * sea verdadera, se dice que M es un modelo de «

1 Los caracteres griegos se usan como meta variables, es decir, no pertenecen al lenguaje de la
Logica de Primer Orden; se usan para hablar acerca de este lenguaje.
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2.1 LOGICA DE PRIMER ORDEN |

0 que M satisface «, y se escribe M |= «. Una fbf es vdlida si toda
interpretacion es un modelo para ella.

o Teoria de prueba. Este elemento estd asociado con el razonamiento
deductivo. La teoria de la prueba tiene como objetivo hacer de cada
enunciado matemadtico, una férmula demostrable y rigurosamente de-
ducible. Para ello, la actividad matematica deberia quedar reducida a
la manipulacién de simbolos y sucesiones de simbolos regulada por
un conjunto de instrucciones dadas al respecto. La construccién de tal
teoria implica, ademads del lenguaje del sistema formal, un subconjun-
to de fbf que tendran el papel axiomas en el sistema, y un conjunto de
reglas de inferencia que regulen diversas operaciones sobre los axio-
mas. Las fbf obtenidas mediante la aplicacién sucesiva de las reglas de
inferencia a partir de los axiomas se conocen como teoremas del siste-
ma. Si una fbf & es derivable en el sistema formal, escribimos + «. La
expresion A - « expresa que la fbf a es derivable a partir del conjunto
de fbfs A.

A continuacién abordaremos cada uno de estos elementos en detalle.

2.1.1  Lenguaje

Bésicamente, el lenguaje de la Légica de Primer Orden introduce un con-
junto de simbolos que nos permiten expresarnos acerca de los objetos en un
dominio de discurso dado. El conjunto de todos estos objetos se conoce como
Dominio o Universo de discurso (/). Los miembros del universo de discur-
so pueden ser objetos concretos, p. ej., un libro, un robot, etc; abstractos, p. €j.,
numeros; e incluso, ficticios, p. ej., unicornios, etc. Asi, un objeto es algo so-
bre lo cual queremos expresarnos. En esta secciéon utilizaremos como domi-
nio el multi citado mundo de los bloques [30] que se muestra en la figura 2.2.
El universo de discurso para tal escenario es el conjunto que incluye los cinco
bloques, la el brazo roboético y la mesa: U = {a,b,c,d, e, brazo, mesa}.

Brazo robdtico

Figura 2.2: El mundo de los bloques, usado en los ejemplos subsiguientes.

Una funcién es un tipo especial de relacién entre los objetos del dominio
de discurso. Este tipo de relaciones mapea un conjunto de objetos de entrada
a un objeto tinico de salida. Por ejemplo, es posible definir la funcién parcial
sombrero que mapea un bloque al bloque que se encuentra encima de él, si
tal bloque existe. Las parejas correspondientes a esta funcién parcial, dado
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2.1 LOGICA DE PRIMER ORDEN |

el escenario mostrado en la figura 2.2 son: {(b,4), (c,d), (d,e)}. El conjunto
de todas las funciones consideradas en la conceptualizacién del mundo se
conoce como base funcional.

Un segundo tipo de relacién sobre los objetos del dominio de discurso son
los predicados. Diferentes predicados pueden definirse en el mundo de los
bloques, por ejemplo, el predicado sobre que se cumple para dos bloques, si
y s6lo si el primero esta inmediatamente encima del segundo. Para la escena
mostrada en la figura 2.2, sobre/2 se define por los pares {(a,b), (d,c), (e,d)}.
Otro predicado puede ser libre/1, que se cumple para un bloque si y sélo
si éste no tiene ningtn bloque encima. Este predicado tiene los siguientes
elementos {a,e}. El conjunto de todos los predicados usados en la concep-
tuacién se conoce como base relacional.

Para universos de discurso finitos, existe un limite superior en el niimero
posible de predicados n-arios que pueden ser definidos. Para un universo
de cardinalidad b (cardinalidad es el nimero de elementos de un conjunto),
existen b" distintas n-tuplas. Cualquier predicado n-ario estd definido por un
subconjunto de estas b" tuplas. Por lo tanto, la definicién de un predicado
n-ario debe corresponder a uno de los 2(*") conjuntos posibles.

Ademas de las funciones y predicados, la flexibilidad de la Légica de
Primer Orden resulta del uso de variables y cuantificadores. Las variables,
cuyos valores son objetos del universo de discurso, se suelen representar
por cualquier secuencia de caracteres que inicie con una mayutscula *. El
cuantificador “para todo” (V) nos permite expresar hechos acerca de todos
los objetos en el universo del discurso, sin necesidad de enumerarlos. Por
ejemplo, toda madre ... El cuantificador “existe” (J) nos permite expresar
la existencia de un objeto en el universo de discurso con cierta propiedad
en particular, por ejemplo, 3X libre(X) N enLaMesa(X) expresa que hay al
menos un objeto que no tiene bloques sobre él y aue se encuentra sobre la
mesa. Revisemos estos conceptos formalmente.

El alfabeto de la Logica de Primer Orden se obtiene al extender la Logica
Proposicional con un conjunto numerable de simbolos de predicados (Pred)
y funciones (Func). Se asume un conjunto infinito de variables (Var) que
toman valores en el universo de discurso. |f| denota la aridad del predicado
o funcién f, es decir, su nimero de argumentos.

Los componentes de nuestro lenguaje que nos permiten denotar objetos
del universo de discurso se conocen como términos; y en la Logica de Pri-
mer Orden se forman con variables, constantes y funciones aplicadas a ar-
guments, que a su vez son términos. Por ejemplo, calif (hermano(alex),sma)
es un término que denota la calificacién obtenida por el hermano de Alex
en el curso de Sistemas Multi-Agentes, es decir un entero entre cero y cien.
Utilizando notacién BNF:

Definicion 2.1 (Términos). Un término se define como:
tu=x|c|f(t...,t)

donde x € Var; ¢ € Func tal que |c| = 0;y f € Func tal que |f| > 0.

En algunos textos encontrardn que las variables se representan como cadenas de texto de
inician con mintscula y los simbolos de predicado y funciones, con maytsculas. He optado
por lo opuesto, para seguir desde ahora la notacién usada en Prolog.
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2.1 LOGICA DE PRIMER ORDEN |

Observen que los constructores basicos de los términos son las variables y
las funciones. Las funciones de aridad cero se asumen como constantes. Se
pueden formar términos mds complejos usando functores de aridad mayor
a cero, cuyos argumentos son a su vez términos.

Definicién 2.2 (Sintaxis). Las fbf del lenguaje de la Légica de Primer Orden se
construye a partir de las variables Var, los functores Func y los predicados Pred
como sigue:

¢ =P, t) [ (@) | (9AP) [ (V) [ (¢ =) [ (Vxe) | (Fx¢)

donde P € Pred es un simbolo de predicado de aridad n > 0; t; denota términos
sobre Func; y x € Var.

Es posible adoptar como fbf a los predicados de aridad cero, que entonces
se asumen como variables proposicionales. Esto tiene sentido si observamos
que las fbf de la légica de Primer Orden denotan enunciados declarativos
sobre la relaciones que se dan entre los objetos del universo de discurso. De
forma que las variables proposicionales son enunciados declarativos donde
no nos interesa referirnos explicitamente a los objetos y sus relaciones, pero
si posiblemente a su valor de verdad. La Légica de Primer Orden subsume
a la proposicional.

Asumiremos que los cuantificadores tienen la misma precedencia que la
negacion. El resto de los operadores tiene la misma precedencia que en la
légica proposicional. Las fbf de la l6gica de Primer Orden pueden represen-
tarse como arboles sintdcticos. Por ejemplo, el arbol de la fbf VX((p(X) —
g(X)) As(X,Y)) se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: El 4rbol sintactico de una fbf de la 16gica de Primer Orden.

2.1.2 Semantica

En la Légica Proposicional, una interpretaciéon es una funcién que asigna
valores de verdad a las variables proposicionales de una fbf. En la l6gica

37

Constantes

Variables
proposicionales

Precedencia de los
operadores



2.1 LOGICA DE PRIMER ORDEN |

de Primer Orden, el concepto andlogo debe asignar valores de verdad a las
férmulas atémicas del lenguaje; pero esto involucra normalmente la substi-
tucion de variables por objetos en el universo de discurso, de forma que las
tbf puedan ser interpretadas como relaciones sobre U que se satisfacen.

Veamos un ejemplo intuitivo de este proceso, basado en el escenario del
mundo de los bloques que se muestra en la Figura 2.2. Si queremos expresar
que al menos algtn bloque no tiene nada encima, podriamos usar los predi-
cados bloque y libre, con su significado pretendido evidente, en la siguiente
expresion: 3X bloque(X) A libre(X). Esta fbf expresa que existe un X tal que
X es un bloque y X esta libre (no tiene otro bloque encima).

Cuando usamos cuantificadores, siempre tenemos en mente el universo
de discurso, en este caso U = {a,b,c,d, e, mesa,mano}. En el caso del predi-
cado bloque/1 es de esperar que su interpretacién sea un subconjunto de &/
como es el caso, ya que los objetos del universo de discurso que satisfacen la
relacion bloque son {a,b,c,d, e} C U. En general, para un predicado de ari-
dad n, su interpretacién serd un subconjunto de ¢/". Por ejemplo sobre/2, en
la escena considerada, tiene una interpretacién {(a,b), (e,d), (d,c)} C U>.
Para una funcién de aridad 7 la interpretaciéon serd un mapeo, posible-
mente parcial, U" — U, por ejemplo sombrero/1 tiene como interpretacion
{(b) = a,(d) — e, (c) — d}, de forma que podemos computar expresiones
como sombrero(b) — a.

Para definir una interpretacién en la légica de Primer Orden necesitamos
una tupla (D, V), donde D es el universo de discurso; y V es una funcion,
tal que para cualquier predicado de aridad n se obtiene el conjunto de las
n-tuplas que corresponden a la interpretacién del predicado. Para una cons-
tante, la funcién V regresa la misma constante, ej. V(a) = a. Algunas veces
la expresioén V(a), se abrevia aV. Una posible interpretacién para la escena
mostrada en al figura 2.2 y sus bases relacional y funcional es:

v

a = a
b o= b
CVZC
& = d
EVZE

sobre” = {(a,b),(e,d),(d,c)}
enLaMesa¥ = {b,c}
libreV = {a,e}
POVEnCimaV = {(ll,b), (e, d)/ (e/ C)/ (d, C)}
sombrero¥ = {(b) — a,(d) — e, (c) — d}

Todo esto puede especificarse formalmente con la siguiente regla semanti-
ca:

Definicién 2.3 (Interpretacién). Una interpretacién V, con respecto a un dominio
de discurso D es una funcion que satisface las siguientes propiedades: i) Si o €
Const, entonces V() = a; ii) Si « € Pred es de aridad n > 0, entonces V(a) C
D"; iii) Si o € Func es de aridad n > 0, entonces V(a) C D" +— D.

En lo que sigue, se asume que las variables en las fbf estdn acotadas, es
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2.1 LOGICA DE PRIMER ORDEN |

decir, bajo el alcance de un cuantificador. En otro caso se dice que la variable
es libre. Consideren la siguiente fbf cuyo drbol se muestra en la figura 2.3.
Primero, los cuantificadores, al igual que la negacién, tienen un solo sub-
arbol sintéctico. Segundo, los predicados de aridad n tienen n sub-arboles.
En un 4rbol sintdctico de una fbf las variables ocurren en dos sitios: al lado
de un cuantificador y como hojas del drbol. Si subimos por el arbol a partir
de las hojas etiquetadas con la variable X, llegaremos al nodo VX, por tanto
decimos que las ocurrencias de X estd acotadas por el cuantificador univer-
sal, o que X estd bajo el alcance de VX; en el caso de la variable Y llegamos
al mismo nodo, pero Y no tienen nada que ver con VX, por lo que decimos
que es una variable libre.

Definicién 2.4 (Variable libre y acotada). Sea ¢ una fbf en la l6gica de Primer
Orden. Una ocurrencia de la variable X en ¢ es libre si X es un nodo hoja en el drbol
sintdctico de ¢ tal que no hay caminos hacia arriba del drbol que lleven a un nodo
etiquetado como VX o 3X. De otra forma se dice que la ocurrencia de la variable es
acotada. Para las fof VX¢ y AX¢ se dice que ¢ (menos toda sub-férmula de ¢, VX
o 3Xv) es el alcance del cuantificador VX y 3X, respectivamente.

Si una fbf no tiene variables libres, se dice que es una fbf cerrada. Si no
tiene variables libres, ni acotadas, se dice que es una férmula de base.

Por razones que seran evidentes mds adelante, conviene interpretar las
variables de una fbf de forma separada. Una asignacién de variables es una
funcién de las variables del lenguaje a objetos en el universo de discurso.
Decimos que U es una asignacion de variables basada en el modelo M =
(D,V) si para todo & € Var, U(a) € D. Al igual que en el caso de las
interpretaciones a! es una abreviatura de U(a). Por ejemplo, en lo que sigue
a la variable X se le asigna el bloque a y a la variable Y el bloque b:

XU =g
YU

Una interpretacién V' y una asignacién de variables U pueden combinarse
en una asignacion de términos, donde los términos que no son variables
son procesados por la interpretacion, y las variables por la asignacién de
variables.

Definicién 2.5 (Asignacion de términos). Dadas una interpretacion V y una
asignacion de términos U, la asignacion de términos Ty es un mapeo de términos
a objetos en el universo de discurso, como sigue:

1. Si w € Const entonces Tyy(a) = aV

2. Sia € Var entonces Ty (a) = aY

3. Si a es un término de la forma ¢(ty,...,T); y ¢V = g, mientras que
Tvu(t) = x;, entonces Ty (a) = g(x1,...,%n).

Los conceptos de interpretacién y asignacion de variables son importantes
porque nos permiten definir una nocién relativa de verdad llamada satisfac-
cién. El hecho de que la fbf ¢ se satisfaga en una interpretacién V y una
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asignacion de variables U se denota como = ¢[U]. Si ese es el caso, se dice
que ¢ es verdadera en relacién a la interpretaciéon V y la asignacién de va-
riables U. Como suele ser el caso, la definicién de la relaciéon de satisfaccion
depende de la forma de ¢, asi que se define por casos:

Definicién 2.6 (Satisfaccion). Dado un modelo M = (D, V') y una asignacion de
términos Ty, la satisfaccién se define como sigue:

1. v (¢ = ¢)[U] siy sdlo si Tvu(P) = Tvu(y).

2. By ¢(m,...,m)[U] siysdlosi (Tyu(n),..., Tvu(t)) € ¢".

3. v (=) [U] siy sdlo si =y p[U.

4. v (@ Ap)[U] siysdlosi =y ¢[U] y v U]

5. v (@ V)[U] siysdlosi =y ¢p[U] o =y p[U].

6. v (¢ — )[U] siy solo si =y ¢p[U] o |=v p[U].

7. Ev (Yvg)[U] si y sdlo si para todo d € D es el caso que =y ¢[W|, donde
vW=dyp" =p"parap #v.

8. [=v (Fve)[U] si y sdlo si para algiin d € D es el caso que =y $[W], donde
w

W =dyuW =y para y #v.

La igualdad de dos términos (1) se satisface si ambos denotan al mismo
objeto bajo la asignacién de términos. Una fbf atémica se satisface (2) si
la tupla de sus argumentos bajo la asignacion de términos estd en la inter-
pretacion de su predicado. La regla de satisfacciéon para fbf cuantificadas
universalmente (7) requieren que la férmula ¢ se satisfaga para todas las
asignaciones posibles de la variable cuantificada v. Las asignaciones de va-
riables que son idénticas para todas las variables, excepto posiblemente pa-
ra v, se dicen v-alternativas. La regla de satisfaccién para fbf cuantificadas
existencialmente (8) requieren que la férmula ¢ se satisfaga en al menos
una asignacién posible de la variable cuantificada v. Las reglas de satisfac-
cién para los operadores 16gicos (3-6) son muy similares a los de la l6gica
proposicional.

Como recordaran, de una interpretacion V que satisface una fbf ¢ para
toda asignacién de variables, se dice que es un modelo de ¢; lo cual se
denota por =y ¢. Por ejemplo, siguiendo con la escena del mundo de los
cubos: =y enLaMesa(X) V —enLaMesa(X). Observen que la asignacion de
variables no tiene efectos en la satisfaccion de una fbf cerrada o de base. Por
consiguiente, toda interpretacién que satisface una de estas férmulas para
una asignhacion de variables, es un modelo de la férmula.

Una fbf se dice satisfacible si y sélo si existe alguna interpretacion y asig-
nacion de variables que la satisfacen. De otra forma se dice que la férmula es
insatisfacible. Una fbf es vélida si y s6lo si se satisface en toda interpretacién
y asignacion de variables. Al igual que en el caso proposicional, las férmu-
las vélidas lo son en virtud de su estructura légica y por tanto, no proveen
informacion sobre el dominio descrito. Por ejemplo: p(X) V —p(X) es una
tbf valida.
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2.1.3 Inferencia
Volvamos al ejemplo de la introduccién:

1. Toda madre ama a sus hijos.

2. Julia es madre y Luis es hijo de Julia.
Conociendo (1) y (2) es posible concluir que:

3. Julia ama a Luis.

Podemos formalizar este ejemplo en Logica de Primer Orden como sigue:
1. VX VY madre(X) A hijoDe(Y, X) — ama(X,Y)

2. madre(julia) A hijoDe(luis, julia)

3. ama(julia, luis)

Una vez que hemos formalizado nuestros enunciados, el proceso de infe-
rencia puede verse como un proceso de manipulacién de fbf, donde a partir
de formulas como (1) y (2), llamadas premisas, se produce la nueva fbf (3)
llamada conclusién. Estas manipulaciones se pueden formalizar mediante
reglas de inferencia. Al igual que en la légica proposicional, es importante
que en una consecuencia, la conclusién se siga de las premisas y las reglas
de inferencia adoptadas. Entre las reglas de inferencia de la 16gica de Primer
Orden encontramos:

* Modus Ponens. O regla de eliminacién de la implicacién. Esta regla
dice que siempre que las fbfs de la forma & y « — B pertenezcan a las
premisas o sean concluidas a partir de ellas, podemos inferir p:

x a—p

p

e Eliminaciéon de cuantificador universal. Esta regla expresa que siem-
pre que una fbf de la forma VX« pertenezca a las premisas o sea con-
cluida a partir de ellas, una nueva fbf puede ser concluida al remplazar
todas las ocurrencias libres de X en a por algtn término t que es libre
con respecto a X (todas las variables en t quedan libres al substituir X
por t. La regla se presenta como sigue:

(= E)

VXa(X)
a(t)

o Introduccién de conjuncién. Cuando las fbf x y B pertenezcan a las
premisas o sean concluidas a partir de ellas, podemos inferir a A B:

(VE)

AN

&

s>
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La correctez de estas reglas puede ser demostrada directamente a partir
de la definicién de la seméantica de las fbf del lenguaje. El uso de las reglas
de inferencia puede ilustrarse con el ejemplo formalizado. Las premisas son:

1. VYXVYmadre(X) A hijoDe(Y,X) — ama(X,Y)

2. madre(julia) A hijoDe(luis, julia)

Al aplicar la eliminacién de cuantificador universal (VX) a (1) obtenemos:
3. VY (madre(julia) A hijoDe(Y, julia) — ama(julia,Y)

Al aplicar nuevamente (VE) a (3) obtenemos:

4. madre(julia) A hijoDe(luis, julia) — ama(julia, luis)

Finalmente, al aplicar Modus Ponens a (2) y (4):

5. ama(julia, luis)

La conclusioén (5) ha sido obtenida rigurosamente, aplicando las reglas de
inferencia. Esto ilustra el concepto de derivacién. El hecho de que una for-
mula « sea derivable a partir de un conjunto de férmulas A se escribe A - a.
Si las reglas de inferencia son sdlidas (en el sentido técnico de soundness),
siempre que A - a entonces A |= . Esto es, si nuestra 16gica es s6lida, cual-
quier fbf que puede ser derivada de otra fbf, es tambien una consecuencia
l6gica de ésta tltima.

Definicién 2.7 (Solidez y completitud). Un conjunto de reglas de inferencia se
dice s6lido si, para todo conjunto de fbf cerradas (sin ocurrencia de variables libres)
A y cada fbf cerrada «, siempre que A + w« se tiene que A = w. Las reglas de
inferencia se dicen completas si A - « siempre que A |= a.

En lo que sigue, explicaremos como automatizar el proceso de inferencia
en un subconjunto de la Légica de Primer Orden conocido como Programas
Definitivos.

2.2 PROGRAMAS DEFINITIVOS

La idea central de la Programacion Légica es usar la computadora para ob-
tener conclusiones a partir de descripciones declarativas, como las introduci-
das en la seccion anterior. Estas descripciones, llamadas programas légicos,
consisten en un conjunto finito de férmulas bien formadas (fbfs) de la 16gica
de Primer Orden. Esta idea tiene sus raices en la demostracién automaética
de teoremas, sin embargo, pasar de la demostraciéon automatica de teore-
mas experimental a la programacién légica aplicada, requiere mejoras con
respecto a la eficiencia del sistema propuesto. Tales mejoras se logran im-
poniendo restricciones sobre las fbfs del lenguaje utilizado, de forma que
podamos usar una poderosa regla de inferencia conocida como principio de
resolucién-SLD. Esta secciéon introduce el concepto de cldusula y programa
l6gico definitivos. El aparato técnico aqui presentado se basa principalmente
en el texto de Nilsson y Maluszynski [62].
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2.2.1 Clausulas definitivas

Consideremos una clase especial de enunciados declarativos del lenguaje na-
tural, que utilizamos para describir hechos y reglas positivos. Un enunciado
de este tipo puede especificar:

e Que una relacién se mantiene entre elementos del universo de discurso

(hechos).

e Que una relacién se mantiene entre elementos del universo de discurso,
si otras relaciones se mantienen (reglas).

Consideren los siguientes enunciados en lenguaje natural:

1. Antonio es hijo de Juan.

2. Ana es hija de Antonio.

3. Juan es hijo de Marcos.

4. Alicia es hija de Juan.

5. El nieto de una persona es el hijo del hijo de esa persona.

Estos enunciados pueden formalizarse en dos pasos. Primero, procedemos
con las fbf atémicas que describen hechos:

1. hijo_de(antonio, juan)
2. hijo_de(ana,antonio)

3. hijo_de(juan,marcos)

4. hijo_de(alicia,juan)

El dltimo enunciado puede aproximarse como: Para toda X e Y, X es nieto
de Y si existe alguna Z tal que Z es hijo de Y y X es hijo de Z. En légica de
Primer Orden, esto se escribiria 3:

VXVY (nieto_de(X,Y) < 3Z(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X,Z)))

Usando las equivalencias de la l6gica de Primer Orden (en particular & —
B = —a V B; y la equivalencia entre cuantificadores VXa = -3X—«), esta fbf
puede escribirse de diversas maneras:

VXVY (nieto_de(X,Y) vV —3Z(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X,Z)))
VXYY (nieto_de(X,Y) VVZ~(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X,Z)))
VXYYVZ(nieto_de(X,Y) V —(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X,Z)))
VXVYVZ(nieto_de(X,Y) < (hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X,Z)))

Observen que estas fbf estdn cerradas (no contienen variables fuera del
alcance de los cuantificadores) bajo el cuantificador universal. Ademés, la
regla tiene la siguiente estructura:

g~ A--ANay (n>0)

Los bloques de construccién «; de estas fbf, se conocen como literales.

3 Observen que la implicacién esta invertida («—) a la usanza de Prolog.
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Definicién 2.8 (Literal). Una literal es un dtomo o la negacion de un dtomo. Una
literal positiva es un dtomo. Una literal negativa es la negacion de un dtomo.

Un ejemplo de literal positiva es hijo_de(juan, marcos). Un ejemplo de li-
teral negativa es —hijo_de(juan,alicia). Si p y q son predicados y f es un
functor, entonces p(X,alicia) y q(Y) son literales positivas. —q(alicia, f(Y))
es una literal negativa.

Definicién 2.9 (Clausula). Una cldusula es una disyuncion finita de cero o mds
literales.

Definicién 2.10 (Clausula definitiva). Una cldusula se dice definitiva, si tiene
exactamente una literal positiva.

agV - V-V, (n>0)

lo cual es equivalente a la forma general de fbf que nos interesaba:

g a1 A---ANay (n>0)

Si n = 0 tenemos por definicién que la literal «y serd una literal positiva,
por lo que la cldusula definitiva toma la forma de un hecho. El cuerpo va-
cio puede representarse por el conectivo nulo B, que es verdadero en toda
interpretacion (por simetria también se asume un conectivo nulo [, que es
falso en toda interpretacién). Si n > 0 la cldusula definitiva toma la forma
de una regla, donde ap se conoce como cabeza de la regla; y la conjuncién
a1 A\ -+ Ay se conoce como cuerpo de la regla.

El ejemplo de la relacién nieto_de/2 y la regla que lo define, muestra
que las cldusulas definitivas usan una forma restringida de cuantificacion
existencial, las variables que ocurren sélo en el cuerpo de la cldusula estan
cuantificadas existencialmente en el cuerpo de la clausula (el mismo ejemplo
muestra que esto equivale a que tales variables estén cuantificadas univer-
salmente sobre toda la fbf).

2.2.2 Programas y metas definitivos

La definicién de programa definitivo es ahora directa:

Definicién 2.11 (Programa definitivo). Un programa definitivo es un conjunto
finito de cldusulas definitivas.

Si una cldusula tiene soélo literales negativas, estamos hablando de una
meta definitiva:

Definicién 2.12 (Meta definitiva). Una cldusula sin literales positivas es una
meta definitiva.

—ap A Ay, (n>1)

Definicién 2.13 (Clausula de Horn). Una cldusula de Horn es una cldusula
definitiva 6 una meta definitiva.
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Observen que a partir de estas definiciones, la cldusula vacia [] 4 es una
meta definitiva y, por lo tanto, una cldusula de Horn.

Adoptar a las clausulas de Horn para abordar los programas y metas
definitivos, constituye una restricciéon. Por ejemplo, no podemos expresar
p(a) Vv p(b). Esta perdida en expresividad se ve compensada por la ganancia
en tratabilidad. Debido a su estructura restringida, las clausulas de Horn
son mas faciles de manipular que las cldusulas generales. En particular, esto
es cierto para la deduccién basada en resolucion-SLD, que resulta completa
para las clausulas de Horn.

El significado 16gico de las metas puede explicarse haciéndo referencia a
la fbf equivalente cuantificada universalmente:

VXl...Xm—'(Dcl/\“'/\an)

donde las X; son todas variables que ocurren en la meta. Esto es equiva-
lente a:

_E|X1...Xm(061/\”’/\lxn>

Esto puede verse como una pregunta existencial que el sistema tratard de
negar, mediante la construccién de un contra ejemplo. Esto es, el sistema
tratard de encontrar términos t;...t, tales que las fbf obtenidas a partir de
a1 A - -+ Aay al remplazar la variable X; por t; (1 < i < m) son verdaderas en
todo modelo del programa. Es decir, el sistema construird una consecuencia
légica del programa que es un caso de la conjuncién de todas las submetas
de la meta.

Al dar una meta definitiva, el usuario selecciona un conjunto de conclusio-
nes a ser construidas. Este conjunto puede ser finito o infinito. El problema
de como construir tal conjunto lo veremos al tratar la resolucién SLD.

Ejemplo 2.1. Tomando en cuenta los hechos y reglas sobre una familia presenta-
dos al principio de esta sesion, el usuario podria estar interesado en las siguientes
consultas (se muestra también la meta definitiva correspondiente):

Consulta Meta definitiva
¢ Es Ana hija de Antonio? < hijo(ana, antonio)
¢ Quién es nieto de Ana? <« nieto(X, ana)

¢ De quién es nieto Antonio? < nieto(antonio, X)
¢ Quién es nieto de quién? < nieto(X,Y)

Las respuestas obtenidas serian:

o Puesto que la primer meta no contiene variables, la respuesta seria Si (Yes).

o Puesto que el programa no contiene informacién sobre los nietos de Ana, la
respueta a la segunda consulta es No (o ninguno).

o Puesto que Antonio es nieto de Marcos, la respuesta obtenida seria X =
marcos.

4 Enrealidad, la cldusula vacia tiene la forma [ <— B que equivale a O (Recuerden la tabla de
verdad de la implicacién). En algunos textos pueden encontrar esta expresién denotada por
L+ T.



2.2 PROGRAMAS DEFINITIVOS |

o La consulta final obtiene tres respuestas: X = antonio Y = alicia, X =
alicin Y = marcos, X = ana Y = juan.

Es posible hacer consultas mas elaboradas como ;Hay alguna persona
cuyos nietos son Antonio y Alicia?

< nieto(antonio, X) A nieto(alicia, X)

cuya respuesta esperada es X = marcos.

2.2.3 El modelo minimo de Herbrand

Recuerden que los programas definitivos solo pueden expresar conocimien-
to positivo, tanto los hechos, como las reglas, nos dicen que elementos de
una estructura estdn en una relacién, pero no nos dicen cuales no. Por lo tan-
to, al usar el lenguaje de los programas definitivos, no es posible construir
descripciones contradictorias, es decir, conjuntos de fbf no satisfacibles. En
otras palabras, todo programa definitivo tiene un modelo. Veremos que todo
programa definitivo tiene un modelo minimo bien definido, que refleja toda
la informacién expresada por el programa y nada més que eso. Recordemos
que una interpretacion que hace verdadera una fbf es su modelo.

Existe una clase interesante de modelos, llamados de Herbrand en honor
del francés Jacques Herbrand. En esta seccién estudiaremos algunas propie-
dades de los modelos de Herbrand que explican porque son ttiles y necesa-
rios en el contexto de la Programacion Légica. Ademds, constataremos que
los modelos de Herbrand proveen una semantica natural para los programas
definitivos. Comenzaremos definiendo el Universo y la Base de Herbrand:

Definicién 2.14 (Universo y Base de Herbrand). Sea L un alfabeto que contiene
al menos un simbolo de constante (|Const| > 1). El Universo de Herbrand Uy es
el conjunto de todos los términos formados con las constantes y functores de L. La
Base de Herbrand By, es el conjunto de todos los dtomos que pueden formarse con los
predicados y los términos en el Universo de Herbrand Uy..

El universo y la base de Herbrand se definen normalmente para un pro-
grama dado. En ese caso, se asume que el alfabeto L consiste exactamente
de aquellos simbolos que aparecen en el programa. Se asume también que
el programa tiene al menos una constante (de otra forma el dominio estaria
vacio).

Ejemplo 2.2. Consideren el siguiente programa definitivo:
A = {impar(s(0)),impar(s(s(X))) < impar(X)}

Si restringimos el lenguaje L a los simbolos que aparecen en este programa defini-
tivo, tenemos que el universo de Herbrand es:

Ur = {0,s(0),s(s(0)),s(s(s(0))),...}

Puesto que el programa sélo incluye al predicado impar, la base de Herbrand se
define como:

Br, = {impar(0),impar(s(0)),impar(s(s(0))), ...}
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Ejemplo 2.3. Consideren este otro programa A = {p(a),q(a, f(b),q(X, X) «+
p(X)}. Sea L es lenguaje de Primer Orden dado por los simbolos en A. El Universo
de Herbrand Uy es el conjunto infinito:

Up = {a,b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(D)),...}

Y la base de Herbrand es:

BL = {p(a), p(b),q(a,b), p(f(a)), p(f()),q(a, f(a)),q(a, f(D)),...}

Lo que hace especial a una intrepretaciéon de Herbrand es que se toma
el conjunto de todos los términos sin variables (U;) como el dominio de la
interpretacion; y la interpretacion de todo término de base, es el término
mismo.

Definicién 2.15 (Interpretaciéon de Herbrand). Una interpretacion de Herbrand
V de un programa definitivo A, es una interpretacion donde:

e El dominio de V es U,.

o Para cada constante c € A, ' =c.

o Para cada functor f/n € A, se tiene un mapeo fV de U} a Uy definido por
.
e Para cada predicado p/n € A, p¥ C UL,

Definicién 2.16 (Modelo de Herbrand). Un modelo de Herbrand de un conjunto
de fbf (cerradas) A es una interpertacion de Herbrand que es un modelo para todas

las fbf en A.

Observen que una interpretaciéon de Herbrand V estd completamente es-
pecificada por el conjunto de todas las & € By que son verdaderas bajo V.
En otras palabras, una interpretacién de Herbrand, es un subconjunto de la
Base de Herbrand a € Ba| =y a.

Ejemplo 2.4. Consideren el programa A en el ejemplo 2.2. Una posible interpreta-
cion de este programa es impar” = {s(0),s(s(s(0))), ... }. Una intepretacién de
Herbrand se puede especificar mediante una familia de tales relaciones (una por cada
simbolo de predicado).

Ejemplo 2.5. Consideren ahora algunas interpretaciones de Herbrand de A tal y
como se definio en el ejemplo 2.3:

Vi = {p(a),p(b),q(ab,)q(b,b)}
Vo = {p(a),q(a,a)q(a (b))}

Vs = {p(f(f(a))),p(b),q(a,a),q(a f(b))}
Vi = {p(a),p(b),q(a,a),qb,b)q(a f(b))}

AN
~—
<
—~

X
~

AN

Vo y Vi son modelos de Herbrand de A = {p(a),q(a, f(b),q(X,X) < p(X)}.
Vi y Vz no lo son.
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Resultados concernientes a los modelos de Herbrand

Las interpretaciones y los modelos de Herbrand tienen dos propiedades
atractivas. La primera es pragmadtica: Para determinar si una interpretacion
de Herbrand V es un modelo de una fbf cuantificada universalmente Va,
es suficiente verificar si « es verdadera en V, para todas las asignaciones
posibles de las variables de «.

La segunda razén para considerar las interpretaciones de Herbrand es
maés tedrica: Para el lenguaje restringido de cldusulas definitivas, si queremos
verificar que una fbf atémica a es consecuencia de un programa definitivo
A basta con verificar que todo modelo de Herbrand de A es también un
modelo de Herbrand de «.

Teorema 2.1. Sea A un programa definitivo y vy una meta definitiva. Si V' es un
modelo de AU {~}, entonces V = {a € Bp| =y a} es un modelo de Herbrand de

AU{~v}.

Claramente V es una interpretaciéon de Herbrand, bajo las definiciones
precedentes. Ahora, asumanos que V no es un modelo de A U {}. Es decir,
existe un caso de base de una cldusula en A U {7}, que no es verdadera en
V. Puesto que la cladusula es falsa, su cuerpo es verdadero y su cabeza falsa
en V'. Pero V' es un modelo de A U {~}, por lo que, por contradicciéon V es
un modelo AU {~v}.

Ahora bien, observen que este teorema es valido s6lo para conjuntos de
cldusulas definitivas. En el caso general, la no existencia del modelo de Her-
brand es insuficiente para probar que A es no satisfacibe. Por ejemplo, con-
sideren a L como un lenguaje de primer orden formado por los simbolos en
A = {3Xp(X),—p(a)}. A tiene un modelo, pero este no es un modelo de Her-
brand (Una interpretacién posible es aquella cuyo significado pretendido es
que 0 no es impar y existe un nmero natural que lo es, p.€j. 1).

Es comiin que a partir de un conjunto A y una fbf a, queremos encontrar
si A = . Esto es cierto si cada modelo de A es también un modelo de «. Lo
interesante viene ahora:

Proposicion 2.1. Sea A un programa definitivo y a una cldusula definitiva. Sea
A = AU {—a}. Entonces A |= w si y sélo si A’ no tiene modelo de Herbrand.

La prueba de esta proposicién es como sigue: A |= a siy s6losi AU {—a}
no es satisfacible. Esto es cierto, si y s6lo si A no tiene modelos y por lo tanto,
no tiene modelo de Herbrand.

Lo que esta proposicion nos dice es que si queremos probar que A = «,
s6lo debemos considerar modelos de Herbrand de la forma V. Aunque el
numero de interpretaciones de Herbrand es normalmente infinito, la tarea
de investigar interpretaciones de Herbrand es mds tratable que la de inves-
tigar cualquier interpretacion arbitraria, puesto que nos restringimos a un
dominio tinico definido por el Universo de Herbrand U,.

Observen que la base de Herbrand de un programa definitivo A es siem-
pre un modelo de Herbrand del programa. Sin embargo, es un modelo nada
interesante, esto es, cada predicado n-ario en el programa es interpretado
como la relacién n-aria completa sobre el dominio de los terminos cerrados.
(Qué es lo que hace a un modelo de programa interesante? En lo que sigue

48



2.2 PROGRAMAS DEFINITIVOS |

demostraremos la existencia de un modelo minimo tinico, llamado el mode-
lo minimo de Herbrand de un programa definitivo. Luego mostraremos que
este modelo contiene toda la informacién positiva presente en el programa.

Los modelos de Herbrand de un programa definitivo son subconjuntos
de su base de Herbrand. Por lo tanto, la inclusién en conjuntos establece
un orden natural en tales modelos. Para poder demostrar la existencia de
modelos minimos con respecto a la inclusién es suficiente demostrar que la
interseccién de todos los modelos de Herbrand es también un modelo de
Herbrand.

Teorema 2.2 (Interseccién de modelos). Sea M una familia no vacia de modelos
de Herbrand de un programa definitivo A. Entonces la interseccion V = (| M es un
modelo de Herbrand de A.

La demostracién es como sigue: Supongamos que V no es un modelo de
A. Por lo tanto existe una una cldusula de base en A, de la forma:

ap < a1,...,05 (n>0)

que no es verdera en V. Esto implica que V contiene a «y, . .. a,, pero no a «o.
Luego, a1, ..., &, son miembros de toda interpretacion en la familia M. Mas
importante atin, debe existir un modelo V; € M tal que ay € V;, de forma
que la cldusula ag < a1, ..., a,(n > 0) no es verdadera en ese V;. Por lo tanto
Vi no es un modelo del programa A, lo que contradice nuestro supuesto.

Al tomar la interseccién de todos los modelos de Herbrand (se sabe que
todo programa definitivo tiene un modelo de Herbrand Br) de un programa
definitivo, obtenemos el modelo minimo de Herbrand el programa.

Ejemplo 2.6. Sea A el programa definitivo {masculino(adan), femenino(eva)}
con su interpretacion obvia. A tiene los siquientes modelos de Herbrand:

o {masculino(adan), femenino(eva)}
o {masculino(adan), masculino(eva), femenino(eva)}
o {masculino(adan), masculino(eva), femenino(adan)}

o {masculino(adan), masculino(eva), femenino(eva), femenino(adan)}

No es complicado confirmar que la interseccién de estos modelos pro-
duce un modelo de Herbrand. Coincidentemente, todos los modelos salvo
el primero, contienen 4tomos incompatibles con el significado esperado del
programa. Este ejemplo nos muestra la conexién entre los modelos minimos
de Herbrand y el modelo intentado de un programa definitivo. Este mode-
lo es una abstraccion del mundo a ser descrita por el programa. El mundo
puede ser més rico que el modelo minimo de Herbrand. Por ejemplo hay
mads femeninos que eva. Sin embargo, aquella informacién que no se provea
explicitamente (hechos) o implicitamente (reglas) no puede ser obtenida co-
mo respuesta a una meta. Las respuestas corresponden a las consecuencias
l6gicas del programa.

Teorema 2.3. El modelo minimo de Herbrand My de un programa definitivo A es
el conjunto de todas las consecuencias légicas atomicas de base del programa. Esto
es: Mp = {a € BA|A = a}.

La prueba de este teorema pasa por demostrar que My 2 {a € BL|A = a}
y que M C {a € BA|A = a}.
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Construccion del modelo minimo de Herbrand

¢Coémo podemos construir el modelo minimo de Herbrand? o ;Cémo puede
aproximarse sucesivamente por medio de la enumeracién de sus elementos?
La respuesta a estas preguntas se da mediante una aproximacién de punto
fijo 5> a la semadntica de los programas definitivos.

Un programa definitivo estd compuesto de hechos y reglas. Es evidente
que todos los hechos deben incluirse en cualquier modelo de Herbrand. Si
la interpretacién V no incluye el hecho « del programa A, entonces V no es
un modelo de Herbrand de A.

Ahora consideremos una regla de la forma ay < a1,...,a,(n > 0). La
regla especifica que siempre que ay, ..., «, son verdaderas, también lo es «g.
Esto es, tomando cualquier asignacion de valores 6 que haga que la regla no
tenga variables sin valor (ag <— a1,...,a,)0. Si la interpretacion V incluye a
x10,...a,0, deberd incluir también a aof para ser un modelo.

Consideren ahora el conjunto V; de todos los hechos sin variables de el
programa. Es posible utilizar cada regla para aumentar V; con nuevos ele-
mentos que necesariamente pertenencen a todo modelo. De modo que se
obtiene un nuevo conjunto V, que puede usarse para generar mds elemen-
tos que pertenecen a todo modelo. El proceso se repite mientras puedan
generarse nuevos elementos. Los elementos agregados a V1 son aquellos
que se siguen inmediatamente de V;.

La construccion asi obtenida puede formalizarse como la iteracién de una
transformacién T sobre las interpretaciones de Herbrand de un programa
A. La operacion se llama operador de consecuencia inmediata y se define  Operador de

como sigue: consecuencia
inmediata

Definicién 2.17 (Operador de consecuencia inmediata). Sea base(A) el conjun-
to de todas las cldusulas de base en A. Tp es una funcién sobre las interpretaciones
de Herbrand de A definida como sigue:

Ta(V) = {ap | ap < aq,..., 0y € ground(A) N{ay,..., 0.} TV}

Para los programas definitivos, se puede mostrar que existe una interpre-
tacion minima V tal que Tp(V) = V y que V es idéntica al modelo minimo
de Herbrand de A. Més atn, el modelo minimo de Herbrand es el limite de
la creciente, posiblemente infinita, secuencia de iteraciones:

D, TaA(D), TA(TA(D)), ...

Existe una notacién estdndar para denotar a los miembros de esta secuen-
cia de interpretaciones construidas a partir de A:

Ty 10 = @
Tat (i+1) = Ta(Ta?i)
TAT” = UTATZ

i=0
5 El punto fijo de una funcién f : D — D es un elemento x € D tal que f(x) = x.
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Ejemplo 2.7. Tomando A como el programa de impar (ej. 2.2, tenemos:

TA10 = @
Tat1 = {impar(s(0))}
Ta12 = {impar(s(0)),impar(s(s(s(0))))}

Ta Tm. = {impar(s"(0)) | n € {1,3,5,...}}

Como mencionamos, el conjunto construido de esta manera es identico al
modelo minimo de Herbrand de A.

Teorema 2.4. Sea A un programa definitivo y V su modelo minimo de Herbrand.
Entonces:

o Vi es la interpretacion minima de Herbrand tal que TaA(Vp) = Va.

° VA:TATTI.

2.3 PRINCIPIO DE RESOLUCION

Esta seccién introduce un procedimiento de prueba utilizado ampliamente
en la programacion légica: El principio de resolucién propuesto por Robin-
son [74]. Si bien este procedimiento estd orientado a un lenguaje mds expre-
sivo, nosotros nos concentraremos en una versiéon del principio que aplica
a programas definitivos y se conoce como resolucién-SLD [48] (Resolucién
lineal con funcién de seleccién para cldusulas definitivas). De esta forma, de-
finiremos la teoria de prueba para los programas definitivos, cuyo lenguaje y
teorfa de modelo fueron definidos en las secciones previas. Para ello, recorda-
remos los conceptos de sistema 16gico robusto y completo e introduciremos
el concepto de consecuencia l6gica decidible. Después ejemplificaremos un
proceso de prueba sobre los programas légicos definitivos. Posteriormente
se abordan los conceptos técnicos de substituciéon y unificacion, necesarios
para definir la resolucién-SLD. Finalmente se analizan algunas propiedades
de este principio.

2.3.1  Robustez y completitud

La programacién légica, en este caso restringida a programas definitivos,
concierne el uso de la l6gica para representar y resolver problemas. Este uso
es ampliamente aceptado en la IA, donde la idea se resume como sigue: Un
problema o sujeto de investigacién puede describirse mediante un conjunto
de cldusulas. Si tal descripcion es lo suficientemente precisa, la solucién al
problema o la respuesta a la pregunta planteada en la investigacién, es una

consecuencia légica del conjunto de clausulas que describen el problema.

De forma que nos gustaria tener un procedimiento algoritmico, que permita
establecer si A |= ¢ es el caso, esto es, si ¢ es consecuencia logica de A.

Resolucion-SLD

Representacion de
conocimiento
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En el caso de la légica proposicional, el nimero de interpretaciones posi-
bles para AU {¢} es finito, de hecho es 2" donde 7 es el numero de dtomos
distintos que ocurren en AU {¢}. Para computar si A |= ¢ simplemente debe-
mos buscar si los modelos de A, lo son también de ¢. Por tanto, se dice que
la consecuencia en la légica proposicional es decidible, es decir, existe un
algoritmo que puede resolver el problema. Pero ;Qué sucede en el contexto
de la l6gica de Primer Orden?

La intuicién nos dice que el procedimiento de decisién de la l6gica propo-
sicional no es adecuado para las representaciones en primer orden, pues en
este caso podemos tener una cantidad infinita de interpretaciones diferen-
tes. Lo que es peor, el teorema de Church [13, 88], muestra que la l6gica de
Primer Orden es no decidible en lo general:

Teorema 2.5 (Church). EI problema de si A |= ¢, cuando A es un conjunto finito
arbitrario de fbf, y ¢ es una fof arbitraria, es no decidible.

Observen que el problema es no decidible para férmulas de Primer Orden
arbitrarias. No existe un algoritmo que en un ntmero finito de pasos, de la
respuesta correcta a la pregunta ;Es ¢ consecuencia logica de A? para el caso
general. Afortunadamente existen procedimientos de prueba que pueden
responder a esta cuestion en un nimero finito de pasos, cuando es el caso
que A = ¢. Pero si es el caso que A [~ ¢ obtendremos la respuesta “no” (en
el mejor de los casos) o el procedimiento no terminard nunca. Por ello suele
decirse que la consecuencia en estos casos es semi-decidible.

Hemos abordado el concepto de procedimiento de prueba, al introdu-
cir el concepto de consecuencia vélida y probar que el sistema es robusto
y consistente. Recuerden que una consecuencia vélida es aquella donde su
conclusién ¢ es derivable a partir de sus premisas A, mediante el uso de
las reglas de inferencia del sistema. Tal derivacién, o prueba, suele consistir
de un pequefio niimero de transformaciones, en las cuales nuevas fbf son
derivadas de las premisas y de fbf previamente derivadas. Para el caso pro-
posicional, si ¢ es derivable de A entonces es el caso que A |= ¢ (Robustez);
y si ese es el caso, entonces existe una prueba de ello (Completez).

Ahora bien, con nuestro conocido modus ponens:

¢ =Y
¥

y el siguiente programa l6gico:
A= {p(a),q(b) < p(a),r(b) < q(b)}
es posible construir la prueba de r(b) como sigue:
1. Derivar q(b) a partir de p(a) y q(b) < p(a).
2. Derivar r(b) a partir de q(b) y r(b) < q(b).

Es evidente que si usamos modus ponens, la conclusién ¢ es una conse-
cuencia logica de las premisas: {¢, ¢ — P} = . A esta propiedad del modus
ponens se le conoce como robustez (soundness). En general un procedimiento
de prueba es robusto si todas las fbf i que pueden ser derivadas de algin

52

Procedimiento de
prueba decidible

Procedimiento de
prueba no decidible

Procedimiento de
prueba
semi-decidible
Procedimiento de
prueba

Robustez



2.3 PRINCIPIO DE RESOLUCION | 53

conjunto de fbfs A usando el procedimiento, son consecuencias logicas de A.
En otras palabras, un procedimiento de prueba es robusto si y sélo si sélo
permite derivar consecuencias légicas de las premisas.

Una segunda propiedad deseable de los procedimientos de prueba es su
completez. Un procedimiento de prueba es completo si toda fbf que es una
consecuencia légica de las premisas A, puede ser derivada usando el pro-
cedimiento en cuestion. El modus ponens por si mismo, no es completo. Por
ejemplo, no existe secuencia alguna de aplicaciones del modus ponens que
deriven la fbf p(a) de A = {p(a) A p(b)}, cuando es evidente que A = p(a).

La regla % es completa, pero no robusta. !Nos permite extraer cualquier
conclusion, a partir de cualquier premisa! Esto ejemplifica que obtener com-
pletez es sencillo, pero obtener completez y robustez, no lo es.

2.3.2 Pruebas y programas logicos

Recordemos que las cldusulas definitivas tienen la estructura general de la
implicacion légica:

ap < a1,...,05 (n>0)

donde ay, . .., a, son dtomos. Consideren el siguiente programa definitivo A
que describe un mundo donde los padres de un recién nacido estan orgullo-
sos, Juan es el padre de Ana y Ana es una recién nacida:

orgulloso(X) <« padre(X,Y),recien_nacido(Y).
padre(X,Y) < papa(X,Y).
padre(X,Y) <« mama(X,Y).
papa(juan, ana).

recien_nacido(ana).

Observen que el programa describe tinicamente conocimiento positivo, es
decir, no especifica quién no estd orgulloso. Tampoco qué significa para al-
guien no ser padre. Ahora, supongamos que deseamos contestar la pregunta
¢Quién estd orgulloso? Esta pregunta concierne al mundo descrito por nues-
tro programa, esto es, concierne al modelo pretendido de A. La respuesta
que esperamos es, por supuesto, juan. Ahora, recuerden que la légica de Pri-
mer Orden no nos permite expresar enunciados interrogativos, por lo que
nuestra pregunta debe formalizarse como una cldusula meta (enunciado de-
clarativo):

< orgulloso(Z).

que es una abreviatura de VZ-orgulloso(Z) (una cldusula definitiva sin ca-
beza), que a su vez es equivalente de:

—3Z orgulloso(Z).

cuya lectura es —Nadie esta orgulloso; esto es, la respuesta negativa a la
consulta original —;Quién estd orgulloso? La meta ahora es probar que este

Completez
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enunciado es falso en todo modelo del programa A y en particular, es falso
en el modelo previsto para A, puesto que esto es una forma de probar que
A = 3Z orgulloso(Z). En general para todo conjunto de fbf cerradas A y
una fbf cerrada v, tenemos que A |= 7 si AU {—7} es no satisfacerle (no
tiene modelo). Por lo tanto, nuestro objetivo es encontrar una substitucién
6 tal que el conjunto A U {—orgulloso(Z)60} sea no satisfacible, o de manera
equivalente, A = 3Z orgulloso(Z)0.

El punto inicial de nuestro razonamiento es asumir la meta Gy — Para
cualquier Z, Z no esta orgulloso. La inspeccién del programa A revela que
una regla describe una condicién para que alguien esté orgulloso:

orgulloso(X) < padre(X,Y), recien_nacido(Y).
lo cual es l6gicamente equivalente a:
V(—orgulloso(X) — —(padre(X,Y) A recien_nacido(Y)))

Al renombrar X por Z, eliminar el cuantificador universal y usar modus
ponens con respecto a Go, obtenemos:

—(padre(Z,Y) A recien_nacido(Y))
0 su equivalente:
< padre(Z,Y), recien_nacido(Y).

al que identificaremos como Gj. Un paso en nuestro razonamiento resulta
en remplazar la meta Gp por la meta G; que es verdadera en todo modelo
AU{Gy}. Ahora solo queda probar que A U{G; } es no satisfacible. Observen
que G; es equivalente a la fbf:

VZNVY (—padre(Z,Y) V —recien_nacido(Y))

Por lo tanto, puede probarse que la meta G; es no satisfacible para A, si en
todo modelo de A hay una persona que es padre de un recién nacido. Enton-
ces, verificamos primero si hay padres con estas condiciones. El programa
contiene la clausula:

padre(X,Y) < papa(X,Y).
que es equivalente a:

V(—padre(X,Y) — —papa(X,Y))
por lo que G; se reduce a:

« papa(Z,Y),recien_nacido(Y).

que identificaremos como G. Se puede mostrar que no es posible satisfacer
la nueva meta G; con el programa A, si en todo modelo de A hay una persona
que es papa de un recién nacido. El programa declara que juan es padre de
ana:

papa(juan, ana).



asi que solo resta probar que “ana no es una recién nacida” no se puede
satisfacer junto con A:

<+ recien_nacido(ana).
pero el programa contiene el hecho:
recien_nacido(ana).

equivalente a —recien_nacido(ana) — [J, lo que conduce a una refutacion.
Este razonamiento puede resumirse de la siguiente manera: para probar la
existencia de algo, suponer lo contrario y usar modus ponens y la regla de
eliminacién del cuantificador universal, para encontrar un contra ejemplo al
supuesto.

Observen que la meta definitiva fue convertida en un conjunto de ato-
mos a ser probados. Para ello, se seleccioné una fbf atémica de la meta
ag(0y,...,0,) y una clausula de la forma ag(1,...,Th) ¢ a1,...a, para en-
contrar una instancia comun de la submeta y la cabeza de la cldusula selec-
cionada; es decir, una substitucién 6 ambas expresiones sean idénticas. Tal
substitucién se conoce como unificador. La nueva meta se construye rempla-
zando el 4tomo seleccionado en la meta original, por el cuerpo de la cldusula
seleccionada, bajo la substitucién 6.

El paso de computacién béasico de nuestro ejemplo, puede verse como una
regla de inferencia puesto que transforma férmulas l6gicas. Lo llamaremos
principio de resolucién SLD para programas definitivos. Como menciona-
mos, el procedimiento combina modus ponens, eliminacion del cuantificador uni-
versal y en el paso final un reductio ad absurdum.

Cada paso de razonamiento produce una substitucion, si se prueba en k
pasos que la meta definida en cuestién no puede satisfacerse, probamos que:

— (061,...06,1)91 9k
es una instancia que no puede satisfacerse. De manera equivalente, que:
A |: (061/\"'/\L¥n)91...9k

Observen que generalmente, la computacién de estos pasos de razona-
miento no es determinista: cualquier 4tomo de la meta puede ser seleccio-
nado y pueden haber varias cldusulas del programa que unifiquen con el
atomo seleccionado. Otra fuente de indeterminismo es la existencia de unifi-
cadores alternativos para dos atomos. Esto sugiere que es posible construir
muchas soluciones (algunas veces, una cantidad infinita de ellas).

Por otra parte, es posible también que el atomo seleccionado no unifique
con ninguna cldusula en el programa. Esto indica que no es posible construir
un contra ejemplo para la meta definida inicial. Finalmente, la computacién
puede caer en un ciclo y de esta manera no producir solucién alguna.

2.3.3 Substitucion

Recordemos que una substitucién es un conjunto de asignaciones de tér-
minos a variables. Por ejemplo, podemos remplazar la variable X por el
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término f(a) en la cldusula p(X) V g(X), y asi obtener la nueva cldusula
p(f(a)) VvV q(f(a)). Si asumimos que las cldusulas estdn cuantificadas univer-
salmente, decimos que estd substituciéon hace a la cldusula original menos
general 6 mds especifica, en el sentido que mientras la cldusula original dice
que para toda X la cldusula se satisface, la segunda versién es sélo cierta
cuando X es substituida por a. Observen que la segunda cldusula es conse-
cuencia 16gia de la primera: p(X) V q(X) = p(f(a)) Vq(f(a))

Definicién 2.18 (Substitucion). Una substitucion 0 es un conjunto finito de la
forma:

{Xl/tl,...,Xn/tn}, (71 2 0)

donde las X; son variables, distintas entre si, y los t; son términos. Decimos que t;
substituye a X;. La forma X;/t; se conoce como ligadura de X;.

Una substitucion se dice de base si todos los términos en ella son de base.
Es claro, que éste es el caso de las interpretaciones de Herband.

La substituciéon definida como el conjunto vacio, se conoce como substitu-
cién de identidad o substitucién vacia y se denota por €. La restriccion de
6 sobre un conjunto de variables Var es la substitucién {X/t € 6 | X € Var}.

Ejemplo 2.8. {Y/X, X/g(X,Y)} y{X/a,Y/f(Z),Z/(f(a),X1/b} son substi-
tuciones. La restriccion de la sequnda substitucién sobre {X,Z} es {X/a, Z/ f(a)}.

Definicién 2.19 (Expresioén). Una expresion es un término, una literal, o una
conjuncion o disyuncion de literales. Una expresion simple es un término o una
literal.

Observen que una cldusula es una expresion. Las substituciones pueden
aplicarse a las expresiones, lo que significa que las variables en las expresio-
nes seran remplazadas de acuerdo a la substitucion.

Definicién 2.20. Sea 6 = {X1/t1,...,X,/ty} una substitucion y « una expre-
sion. Entonces a0, la ocurrencia (instance) de a por 8, es la expresion obtenida al
substituir simultdaneamente X; por t; para 1 < i < n. Si a0 es una expresion de base,
se dice que es una ocurrencia base y se dice que 6 es una substitucion de base para
a. Si X = {ay,...,an} es un conjunto finito de expresiones, entonces X6 denota

{16, ..., a,0}.

Substitucion de
base

Substitucion
identidad

Ejemplo 2.9. Sea « la expresion p(Y, f(X)) y sea 0 la substitucion {X/a,Y /g(g(X))}.

La ocurrencia de a por 6 es a0 = p(g(g(X)), f(a). Observen que X e Y son si-
multdneamente remplazados por sus respectivos términos, lo que implica que X en
2(g(X)) no es afectada por X/a.

Si @ es una expresioén cerrada que no es un término, por ejemplo, una
literal, 0 una conjuncién o disyuncién de literales, y 6 es una substitucién, lo
siguiente se cumple:

o= afb

por ejemplo: p(X) V —q(Y) = p(a) V —q(Y) donde hemos usado la substitu-
cién {X/a}.
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Podemos aplicar una substitucién 6 y luego aplicar una substitucién o,
a lo cual se llama composicién de las substituciones 0 y ¢. Si ese es el caso,
primero se aplica 6 y luego ¢. Las composiciones pueden verse como mapeos
del conjunto de variables en el lenguaje, al conjunto de términos.

Definicién 2.21 (Composicion). Sean 0 = {X1/s1,..., Xm/sm}yo ={Ya/t1,... Yu/ts}
dos substituciones. Consideren la secuencia:

Xl/(sla)l‘ . 'IXm/(Sma)lyl/tll' . -rYn/tn

Si se borran de esta sencuencia las ligaduras X;/s;oc cuando X; = s;o y cual-
quier ligadura Y;/t; donde Y; € {Xy,..., Xy }. La substitucién consistente en las
ligaduras de la secuencia resultante es llamada composicion de 0 y o, se denota por
fo.

Ejemplo 2.10. Sea 0 = {X/f(Y),Z/U} yo ={Y/b,U/Z}. Construimos la se-
cuencia de ligaduras X/ (f (Y)o),Z/(u)o,Y/b,U/Zlocuales X/ f(b),Z/Z,Y /b, U/ Z.
Al borrar la ligadura Z / Z obtenemos la secuencia X/ f(b),Y /b,U/Z = b0.

Definicién 2.22 (Ocurrencia). Sean 0 y o dos substituciones. Se dice que 6 es una
ocurrencia de o, si existe una substitucion vy, tal que oy = 6.

Ejemplo 2.11. La substitucion @ = {X/f(b),Y /a} es una ocurrencia de la subs-
titucion o = {X/ f(X),Y/a}, puesto que c{X/b} = 6.

Algunas propiedades sobre las substituciones incluyen:

Proposicién 2.2. Sea o una expresion, y sea 0, o y 7y substituciones. Las siguientes
relaciones se cumplen:

1. 0 = 0e = €0
2. (af)o = «a(60)

3. 00)y = 0(07)

2.3.4 Unificacion

Uno de los pasos principales en el ejemplo de la seccién 2.3.2, consisti6é en
hacer que dos fbf atémicas se vuelvan sintidcticamente equivalentes. Este
proceso se conoce como unificacién y posee una solucién algoritmica. Unificacion

Definicién 2.23 (Unificador). Sean a y B términos. Una substitucion 0 tal que «
y B sean idénticos (x8 = B6) es llamada unificador de o y 3.

Ejemplo 2.12.
unifica(conoce(juan, X), conoce(juan, maria)) = { X /maria}
unifica(conoce(juan, X),conoce(Y,Z)) = {Y/juan, X/Z}

= {Y/juan,X/Z, W/ pedro}
= {Y/juan, X /juan, Z / juan}
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Definicion 2.24 (Generalidad entre substituciones). Una substitucion 0 se dice
mds general que una substitucion o, si y solo si existe una substitucion <y tal que
o= 0.

Definicién 2.25 (MGU). Un unificador 8 se dice el unificador mds general (MGU)
de dos términos, si y sélo si 0 es mds general que cualquier otro unificador entre esos
términos.

Ejemplo 2.13. Consideren los términos f(X) y f(g(Y)), el MGU de ellos es
{X/g(Y)}, pero existen otros muchos unificadores no MGU, por ejemplo { X/ g(a),Y /a}.
Intuitivamente, el MGU de dos términos es el mds simple de todos sus unificadores.

Definicién 2.26 (Forma resuelta). Un conjunto de ecuaciones {Xy = t1,..., Xn =
ty} estd en forma resuelta, si y sélo si X, ..., X, son variables distintas que no ocu-
rrenenty,..., ty.

Existe una relacién cercana entre un conjunto de ecuaciones en forma re-
suelta y el unificador mds general de ese conjunto: Sea {X; = t1,..., X, =
t, } un conjunto de ecuaciones en forma resuelta. Entonces { X1 /t1,..., X, /tn}
es un MGU idempotente de la forma resuelta.

Definicién 2.27 (Equivalencia en conjuntos de ecuaciones). Dos conjuntos de
ecuaciones Eq y Ey se dicen equivalentes, si tienen el mismo conjunto de unificadores.

La definicién puede usarse como sigue: para computar el MGU de dos
términos & y B, primero intente transformar la ecuacién {« = B} en una
forma resuelta equivalente. Si esto falla, entonces mgu(w, ) = fallo. Sin
embargo, si una forma resuelta {X; = t;,...,X, = t,} existe, entonces
mgu(a, B) = {X1/t1,...,Xn/tn}. Un algoritmo para encontrar la forma re-
suelta de un conjunto de ecuaciones es como sigue:

Ejemplo 2.14. El conjunto {f(X,g(Y)) = f(g(Z),Z)} tiene una forma resuelta,
puesto que:

= {X=2g(2),8(Y) =7}
= {X=g(2),Z=3(YV)}
= {X=23(g(Y)),Z=2g(V)}

Ejemplo 2.15. El conjunto {f(X,g(X),b) = f(a,g(Z),Z)} no tiene forma re-
suelta, puesto que:

= {X=4a,g(X)=g(2),b="2}
= {X=ua,¢(a) =¢(2),b=2}
={X=aa=272b=17}
={X=aZ=ab=27}
={X=a,Z=ab=a}

= fallo
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Algoritmo 2.1 Unifica(E)

1: function UN1FICA(E) > E es un conjunto de ecuaciones
2 repeat

3 (s =t) « seleccionar(E)

4 if f(s1,...,50) = f(t1,...,ty) (n > 0) then

5: remplazar (s =t) por sy =t1,...,5, =ty

6: else if f(s1,...,5m) = g(t1,...,tn) (f/m # g/n) then
7: return(fallo)

8 else if X = X then

9: remover la X = X
10: else if t = X then
11: remplazar t = X por X =t
12: else if X =t then
13: if subtermino(X,t) then
14: return(fallo)
15: else remplazar todo X por ¢
16: end if
17: end if
18: until No hay accion posible para E

19: end function

Ejemplo 2.16. El conjunto { f(X, (X)) = f(Z,Z)} no tiene forma resuelta, pues-
to que:

= {X=28(X) =7}
~ (X =2,8(2) = 2}
= (X =2,2=g(2)}
= fallo

Este algoritmo termina y regresa una forma resuelta equivalente al con-
junto de ecuaciones de su entrada; o bien regresa fallo si la forma resuelta
no existe. Sin embargo, el computar subtermino(X,t) hace que el algoritmo
sea altamente ineficiente. Los sistemas Prolog resuelven este problema ha-
ciéndo caso omiso de la verificacién de ocurrencia. El standard ISO Prolog
(1995) declara que el resultado de la unificacién es no decidible. Al eliminar
la verificacién de ocurrencia es posible que al intentar resolver X = f(X) ob-
tengamos X = f(f(X))--- = f(f(f...)). En la practica los sistemas Prolog
no caen en este ciclo, pero realizan la siguiente substitucion {X/ f(o0)}.

Si bien esto parece resolver el problema de eficiencia, generaliza el concep-
to de término, substitucion y unificacién al caso del infinito, no considerado
en la l6gica de Primer Orden, introduciéndo a su vez inconsistencia. Por
ejemplo, consideren el siguiente programa definitivo:

1 [menor(X,s(X)).
2 | foo :- menor(S(Y)), Y).

El programa expresa que todo niimero es menor que su sucesor, pero ;Qué
sucede si evaluan foo? Pues que Prolog respondera Yes!

Verificacion de
ocurrencia
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Figura 2.4: Latice de Generalizacién

76)

La unificacién también puede verse como una buisqueda en un espacio co-
nocido como rejilla de generalizacion (Ver figura 2.4), donde se introducen  Rejilla de
dos términos especiales llamados top (T) y bottom (L). En este contexto, la  generalizacion
unificacién consiste en encontrar la junta mds inferior de dos términos en el
grafico [66, 67].

Ejemplo 2.17. Unificar los términos f(X,b) y f(a,Y) es posible porque ambos
nodos convergen en f(a,b).

2.3.5 Resolucion-SLD

El método de razonamiento descrito informalmente al inicio de esta sesién,
puede resumirse con la siguiente regla de inferencia:

Vﬁ(ocl/\---/\oci_l/\aci/\ociﬂ/\---/\(xm) V(‘Bo(—ﬁl/\"'/\ﬁn)
Vﬂ(lxl/\"'/\ﬂéi,1Aﬁl/\"'Aan/\ﬂci+1/\"'/\Dém)9

o, de manera equivalente, usando la notaciéon de los programas definitivos:

S0y, 0, R K1, Xy PBo < Bl Ba
< (041,...,041-,1,‘31,...,ﬁn,...,ocm)G

donde:

1. «&1,...,%; son fbf atdbmicas.

2. Bo < B1,...,Bn es una clausula definitiva en el programa A (n > 0).
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3. MGU((XZ', ﬁo) =6.

La regla tiene dos premisas: una meta y una cldusula definitivas. Obser-
ven que cada una de ellas estd cuantificada universalmente, por lo que el
alcance de los cuantificadores es disjunto. Por otra parte, solo hay un cuanti-
ficador universal para la conclusién, por lo que se requiere que el conjunto
de variables en las premisas sea disjunto. Puesto que todas las variables en
las premisas estan cuantificadas, es siempre posible renombrar las variables
de la clausula definitiva para cumplir con esta condicién.

La meta definida puede incluir muchas fbf atémicas que unifican con la
cabeza de alguna cldusula en el programa. En este caso, es deseable contar
con un mecanismo determinista para seleccionar un 4tomo a; a unificar. Se
asume una funcién que selecciona una submeta de la meta definida (funcién
de seleccién).

La regla de inferencia presentada es la tinica necesaria para procesar pro-
gramas definitivos. Esta regla es una version de la regla de inferencia conoci-
da como principio de resolucién, introducido por J.A. Robinson en 1965. El
principio de resolucién aplica a cldusulas. Puesto que las cldusulas definiti-
vas son més restringidas que las cldusulas, la forma de resolucién presentada
se conoce como resolucién-SLD (resolucién lineal para clausulas definitivas
con funcién de seleccién).

El punto de partida de la aplicacién de esta regla de inferencia es una
meta definida Gy:

—ay,...,0, (m>0)

De esta meta, una submeta «; serd seleccionada, de preferencia por una
funcién de seleccién. Una nueva meta G; se construye al seleccionar una
cldusula del programa Bg < B1,..., Bn (n > 0) cuya cabeza By unifica con «;,
resultando en 6;. G; tiene la forma:

— ((Xll"'/aifll,Bll'"/,Bn/"'/“m)el

Ahora es posible aplicar el principio de resolucién a G; para obtener G,
y asi sucesivamente. El proceso puede terminar o no. Hay dos situaciones
donde no es posible obtener G;; a partir de G;:

1. cuando la submeta seleccionada no puede ser resuelta (no es unificable
con la cabeza de una cldusula del programa).

2. cuando G; = [J (meta vacia = f).

Definicién 2.28 (Derivacion-SLD). Sea Gy una meta definitiva, A un programa
definitivo y 'R una funcién de seleccion. Una derivacion SLD de Go (usando Ay R)
es una secuencia finita o infinita de metas:

Xp—1

Go 2 Gyi...Gyq %' Gy,

Para manejar de manera consistente el renombrado de variables, las varia-
bles en una cldusula «; serdn renombradas poniéndoles subindice i.
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Cada derivacién SLD nos lleva a una secuencias de MGUs 64,...,60,. La
composicion

0 — 010>...0, sin>0
€ sin=20

de MGUs se conoce como la substitucién computada de la derivacién. Substitucion
computada

Ejemplo 2.18. Consideren la meta definida < orgulloso(Z) y el programa discu-
tido en la clase anterior.

Go =< orgulloso(Z).

ag = orgulloso(Xo) < padre(Xo, Yo), recien_nacido(Yp).

La unificacion de orgulloso(Z) y orgulloso(Xo) nos da el MGU 61 = {Xo/Z}.
Asumamos que nuestra funcion de seleccion es tomar la submeta mds a la izquierda.
El primer paso de la derivacién nos conduce a:

Gy =< padre(Z,Yy), recien_nacido(Yy).

a1 = padre(Xq, Y1) < papa(Xy, Yr).

En el sequndo paso de la resolucién el MGU 6, = {X1/Z,Y1/Yo} es obtenido.
La derivacion continua como sigue:

Gy =< papa(Z,Yy), recien_nacido(Yp).
ay = papa(juan,ana).
G3 =+ recien_nacido(ana).
a3 = recien_nacido(ana).
Gy=0
la substitucion computada para esta derivacion es:
91929394 = {Xo/Z}{Xl/Z, Yl/Yo}{Z/juan, Yg/ana}e
= {Xo/juan, X1/juan,Y1/ana, Z / juan,Yy/ana}

Las derivaciones SLD que terminan en la meta vacia ([J) son de especial
importancia pues corresponden a refutaciones a la meta inicial (y proveen
las respuestas a la meta).

Definiciéon 2.29 (Refutacion SLD). Una derivacién SLD finita:
Go~% Gy...Gp1 ' Gy

donde G, = [J, se llama refutacién SLD de Gy.

Definicién 2.30 (Derivacion fallida). Una derivacion de la meta definitiva Go
cuyo iltimo elemento no es la meta vacia y no puede resolverse con ninguna cldusula
del programa, es llamada derivacion fallida.
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Definicién 2.31 (Arbol-SLD). Sea A un programa definitivo, Go una meta defini-
tiva, y R una funcién de seleccion. El drbol-SLD de Go (usando A y 'R) es un drbol
etiquetado, posiblemente infinito, que cumple las siguientes condiciones:

o La raiz del drbol estd etiquetada por Gy.

e Si el drbol contiene un nodo etiquetado como G; y existe una cldusula renom-
brada o; € A tal que G, 1 es dervidada de G; y w; via R, entonces el nodo
etiquetado como G; tiene un hijo etiquetado G, El arco que conecta ambos
nodos estd etiquetado como «;.

Por ejemplo:
< orgulloso(Z)

< padre(Z,Yy), recien_nacido(Yy)

/ \

<« papa(Z,Yy), recien_nacido(Yp) +— mama(Z,Yy), recien_nacido(Yp)

< recien_nacido(ana)

OJ

2.3.6 Propiedades de la resolucion-SLD

Definicién 2.32 (Robustez). Sea A un programa definitivo, R una funcion de
seleccion, y 0 una substitucion de respuesta computada a partir de A y 'R para una
meta <— ay,...,0y. Entonces V((a1 A -+ A wy)0) es una consecuencia 16gica del
programa A.

Definicién 2.33 (Completez). Sea A un programa definitivo, R una funcién de
seleccion y <— a1, . .., &y una meta definitiva. Si A |=V((aq A -+ - A ay)0), enton-
ces existe una refutacion de <— a4, . .., a, via R con una substitucion de respuesta
computada 6, tal que (xy A\ -+ N\ ay )0 es un caso de (aq A - -+ Aty )0.

2.4 LECTURAS Y EJERCICIOS SUGERIDOS

El material aqui presentado estd basado principalmente en los textos de Ge-
nesereth y Nilsson [30], capitulo 2; y el de Nilsson y Maluszynski [62], capi-
tulo 1. Una lectura complementaria a estos textos son los capitulos 8 y 9 del
texto de Russell y Norvig [77]. Una aproximacién mds computacional a la
Logica de Primer Orden, puede encontrarse en Huth y Ryan [39], capitulo 2.

El algoritmo de unificacién presentado (Ver pagina 59) es una version del
algoritmo propuesto por Robinson [74] en su trabajo sobre el principio de
resolucion. Knight [45] ofrece una perspectiva multi-disciplinaria al proble-
ma de la unificaciéon. Observen que este proceso es relevante en diferentes
dreas de las Ciencias de la Computacién, como la demostracioén de teoremas,
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Figura 2.5: Mundo de Tarski para los ejercicios 1 y 2.

la programacion logica, el procesamiento de lenguaje natural, la compleji-
dad computacional y la teoria de computabilidad; de forma que un marco
de referencia general sobre este tema es de agradecerse. La resolucién li-
neal con funcién de seleccién (resolucién-SL) fue introducida por Kowalski
y Kuehner [48]. Su restriccion a los programas definitivos (resoluciéon-SLD)
fue propuesta més tarde por el mismo Kowalski [47].

Ejercicios

Ejercicio 2.1. Traduzca a Logica de Primer Orden el enunciado: Todo hijo de mi
padre es mi hermano.

Ejercicio 2.2. Modifique la definicién de la sintaxis de la l6gica de primer orden
(Def. 2.2), para que incluya variables proposicionales.

Ejercicio 2.3. Consideren el Mundo de Tarski [3] mostrado en la figura 2.5. Escri-
ban una interpretacion para la escena mostrada, considerando los siguientes predi-
cados con su significado evidente: tridngulo/1, cuadrado/1, pentdgono/1, me-
diano/1, grande/1, pequefio/ 1, masPequefioQue/2, aLalzquierdaDe/2, en-
LaMismaColumna/ 2.

Ejercicio 2.4. En la interpretacion del ejercicio anterior, cuales de las siguientes
férmulas son safisfacibles y cuales no:

1. triangulo(a) A cuadrado(c) A pentagono(e)
2. mediano(a) A —grande(a) N\ —~pequeno(a) N pequeno(f) A grande(c)

3. masPequeno(f,a) A masPequeno(a,c) A aLalzquierdaDe(f,a) A
aLalzquierdaDe(e, b)

4. YXVY(aLalzquierdaDe(X,Y) V mismaColumna(X,Y) V
aLalzquierdaDe(Y, X))
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5. VXVY(cuadrado(X) A pentagono(Y) — aLalzquierdaDe(X,Y))
6. 3X3Y(triangulo(X) A cuadrado(Y) A mismaColumna(X,Y))

Ejercicio 2.5. En la misma interpretacion, introduzca un predicado que exprese una
relacién entre tres objetos del universo de discurso. Utilice el predicado introducido
en una formula bien formada satisfacible.



