Rijeseni zadaci iz matematike I

Barakovic Elvis

Moguce su greske jer je u pitanju radna verzija materijala!
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Barakovié Elvis Matematika

1 Elementi matematicke logike

Svaka izjavna recenica nekog jezika koja ima smisla i koja ima osobinu da je
tacna ili netac¢na naziva se iskaz (sud). Svaki iskaz mozemo obiljeziti nekim
slovom (najcesce slovom latinice), brojem ili nekim drugim simbolom. Takve
simbole nazivamo iskazna slova.

Cinjenicu da je iskaz p tacan oznacavatemo sa 7(p) = T ili 7(p) = 1, a
¢injenicu da je netacan sa 7(p) = L ili 7(p) = 0.

Od dva ili vise iskaza mozemo sastaviti novi, slozeni iskaz. Sa iskazima, kao
elementima skupa iskaza, uvodimo sljedece operacije:

1. NEGACIJA iskaza p je novi iskaz |p koji ima suprotnu istinitosnu
vrijednost od istinitosne vrijednosti iskaza p.

2. KONJUNKCIJA iskaza p i q je novi iskaz p A ¢ koji je tacan ako su
iskazi p i ¢ istovremeno tacni a netacan u ostalim slucajevima.

3. DISJUNKCIJA iskaza p i q je novi iskaz p V q koji je neta¢an ako su
iskazi p i ¢ istvremeno netacni a tacan u ostalim slucajevima.

4. IMPLIKACIJA iskaza p i g je novi iskaz p = ¢ koji je netacan
ako je iskaz p tacan a iskaz ¢ netacan a tacan u ostalim slucajevima.

5. EKVIVALENCIJA iskaza p i g je novi iskaz p <= ¢ koji je tacan
ako su iskazi p i ¢ istvremeno iste istinitosne vrijednosti, a netacan u
ostalim slucajevima.

Operacije sa iskazima mozemo predstaviti u obliku tabele.

Tw) | 7@ | 7(p) [TAG [TV |[T(p = q) | T(p < g
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Zadatak 1.1 Provjeriti da li je sljedeca iskazna formula tautologija

F: b= q = =l
L D

Rjesenje:



Barakovié Elvis

Matematika

Posmatrajmo tablicu

T [T [ e = o[ 7D [ (0 [ D) [ 7(F)
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1

Formula je tautologija.

Zadatak 1.2 Provjeriti da lv je sljedeca iskazna formula tautologija

F: <= q <= (pAlg)V(IpAg).
———— -~ “
L D
Rjesenje:
Posmatrajmo tablicu
) | 7@ |7 = ¢ | 7(L) | 7(p) | (g | TW@Alg) | T(pAq) | T(D) | T (F)

1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1

Formula je tautologija.

Zadatak 1.3 Provjeriti da li je sljedeca iskazna formula tautologija

Rjesenje:

.

F: pA(qVr) <= (pAgV(pAT).
N—— 7

Posmatrajmo tablicu

L

-~

D

Tp) | 7(@) | 7(r) | T(qVr)|T(L) | T(pAg) | T(PAT) | T(D)]| T(F)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Formula je tautologija.
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Zadatak 1.4 Provjeriti da lv je sljedeca iskazna formula tautologija

F: \(p:> (qu))/:>\(p/\q)\/(p/\7’).

L D

Rjesenje:
Posmatrajmo tablicu

() | 7(q) | T(r) | T(gvr)|T(L) | T(pAg) | T(pAT) | T(D)|T(F)
1| 1 | 1 1 1 1 1 1 1
1 | 1 | 0 1 1 1 0 1 1
1 | 0 | 1 1 1 0 1 1 1
1 | 0 | 0 0 0 0 0 0 1
0 | 1 | 1 1 1 0 0 0 0
0 | 1 [0 1 1 0 0 0 0
0 | 0 |1 1 1 0 0 0 0
0 | 0 [0 0 1 0 0 0 0

Formula nije tautologija

Zadatak 1.5 Bez upotrebe tablice dokazati da je sljedeca formula tautologija

F:  (p = 9Nla) = Ip.
-

Rjesenje:

Pretpostavimo suprotno, tj da je formula nije tautologija. Tada postoje
istinitosne vrijednosti iskaza p i ¢ za koje vrijedi 7 (L. = D) = 0. To ¢e se
desiti samo onda ako je iskaz L tacan a iskaz D netacan. Medutim, da bi
iskaz D bio netacan onda iskaz p mora biti tacan. Da bi iskaz P bio tacan,
onda moraju biti tacni iskazi p = ¢ i |¢ a odavdje vidimo da iskaz ¢
mora biti netacan. Ali kako je iskaz p tacan a iskaz ¢ netacan tada je iskaz
p = ¢ netacan a nama se zahtijeva da bude tacan.

Kontradikcija sa pretpostavkom.

Dakle, iskaz je tautologija.

Zadaci za samostalan rad
Ispitati da li su sljedece iskazne formule tautologije
L pV(gAr) < (pVaA(pVr)

2. (p = q) = 1pVyq
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3. (p = q) = (pra)V(lpAlg)
4. (p = Q9N g= 1) = (p = 1)

5. ((p = A (gnhTr)) = (Ip = 1)
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2 Skupovi i relacije

Pojam skupa je osnovni pojam u matematici pa se zato i ne definise. Ovaj
pojam objasnjavamo navodeci primjer nekog skupa i ukazuju¢i na pravila
njegove upotrebe u matematici.

Skupove oznacavamo velikim slovima latinice A, B, C, ..., X, Y, ... a elemente
nekog skupa malim slovima latinice a, b, c, ..., z, vy, ....

Za skupove A i B kazemo da su jednaki ako su sastavljeni od istih elemenata.
Za skup A kazemo da je podskup skupa b ako svaki element iz skupa A
istovremeno pripada i skupu B. To oznacavamo sa A C B.

Operacije sa skupovima definisemo sa:

ANB = {z:x€ ANz € B}
AUB = {z:xz€ AVzxe B}
A\B {r:z€ANx ¢ B}
AAB (A\B)U (B\A)
AxB = {(a,b):a€ ANbeE B}

Zadatak 2.1 Dokazati:

(AUB)“ = A° N BC.
Rjesenje:
(AUB)®
r¢ AUB
1(x € AUB)
l(xe Avaz e B)
r¢ ANz ¢ B
v € A° Az e B
z e A°N BC.

X

[ I

Zadatak 2.2 Dokazati:
A\B = An B°.
Rjesenje:
A\B
r€ANz ¢ B
r€ ANy € BY
z € AnBC.

111
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Zadatak 2.3 Dokazati
(ANB)UC =(AUuC)N(BUC(C).

Rjesenje:
(AnB)UC
re ANBVzxel
reANzeBVzxel
reAVveeCANreBVxel
(e AVeeC)N(reBVzel)

re AUCANzeBUC
re(AuC)N(BUC).

111000

Zadatak 2.4 Dokazati:
ANB)\C = (A\C)N (B\O).

—~

Rjesenje:

(ANnB)\C

r€ANBAx ¢ C

re ANz e€BANx¢C

re AN ¢ CNzeBAx¢gC
(xe ANz ¢ C)N(x e BAx ¢ C)
re A\C ANz e B\C

z e (A\C)N(B\C).

[ A A

Zadatak 2.5 Dokazati:

(A\B)N (C\D)=(ANnC)\ (BUC).

Rjesenje:

(A\B) 1 (C\D)
re ABANzeC\D
r€ANx ¢ BANzeCANxé¢ D
reANzeCNx ¢ BANx ¢ D
(e ANzeC)N(x ¢ BNz ¢ D)
re ANCANxz ¢ BUD
re(ANC)\(BUC).

[
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Zadatak 2.6 Dokazati:

(ANB)x (CND)=(AxC)Nn(BxD).

(AN B) x (CND)
reANBAyeCND
reANxeBANyeCANyeD
reEANyeCNANreEBANyeD
(e ANyeC)N(z € BNy € D)
(x,y) € AXCA(z,y) € BxD
(,y) e (AxC)N(B x D).

[

Zadatak 2.7 Dat je skup X = {1,2,3,4}. Napisati relacije definisane sa

pp= {(zy) e X?:z<y}
pr = {(z,y) € X* 12 <y}
ps = {(z,y) e X’z >y}.

Rjesenje:
Kako je

X2 = XxX={(11),(12),(13),(1,4),(21),(22),(23),(24),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3), (4,4)}

tada je
pr = {(zy) e X?:z<y}=

= {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} .
py = {(z,y) e X?: 2 <y} =

= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4) ., (4,4)}.
py = {(zy) e X? x>y} =

= {(2,1),(3,1),(,2).(41),(4,2),(43)}.

Zadatak 2.8 Neka jeX = {1,2,3}. Napisati elemente relacije definisane sa

p={(z,y,2) e X’:x+y<z}.
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Rjesenje:
Kako je

X3 = X><X><X:{(111) (1,1,2
(1,2,3),(1,3,1),(1,3,2),(1,
2,1,3 (221),(222) ,

)7
)(37 ) )7(37 ) )7
,3),(3,3,1),(3,3,2)

),(1,1,3
,3)(2,1,1
7 )7(27 J

)

— = ~— —
—_—
\.[\3 -
\'H
[\

( 71’

1
(
(2
3
(3,

3
(
(2, 3),
(3, 3,3)}
pa je

p = {(zy2)eX’ a+y<z}
= {(1,1,2),(1,1,3),(1,2,3)}.

Zadatak 2.9 U skupu N definisana je relacija
p={(z,y) e N*:z+5y=25}.

Napisati elemente relacije p.

Rjesenje:
Iz
r+5y = 25
r = 25—05y
z = 50—y

vidimo da y € {1,2,3,4}, jer u protivnhom x ne bi bio prirodan broj.
Sada

= 1= =20
= 2 = =15
= 3 = =10
= 4 = x=5

SSEE S S

pa je

p = {(z,y) eN’:2+5y=25} =
= {(20,1),(15,2),(10,5),(5,4)} .

10
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3 Jednacine i nejednacine sa apsolutnim vri-
jednostima

Zadatak 3.1 Rijesiti jednacinu
lz—1| —|z+2]=1.

Rjesenje:

r—1 = 0 = =1
r+2 = 0 = zv=-2
Posmatrajmo tablicu
T T —2 1 +o00
x—1 — — +
T+ 2 — + +
Imamo tri slucaja:
1) x € (—o0, —2]
Sada je
lt—1 = —(z-1)=1-x
lt+2] = —(z+2)=—-2-2

pa jednacina ima oblik

—(z-1)—-(-(z+2) =1
l—z+2+2 =1

3 =1
pa jednacina nema rjesenja.
2) x € (=2,1]
Sada je
lt—1 = —(z—-1)=1—-2
lz+2] = x+2
pa jednacina ima oblik
—(z—1)—(x+2) 1
l—arz—2-2 =1
—2r—-1 =1
—2r = 2
r = —1€(-2,1]

11
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pa je rjesenje jednacine xr = —1.
3) x € (1,+00)
Sada je
lz—1] = -1
lt+2] = z+2

pa jednacina ima oblik

r—1—(x+2) =1
r—1—x—-2 =1
-3 =1

pa jednacina nema rjesenja.
Dakle, jednacina ima samo jedno rjesenje x = —1.

Zadatak 3.2 Rijesgiti jednacinu
|m2—|—x—2|+}m2—x—2 = 2.
Rjesenje:

2?4r—2 = 0 = z1=-2,20=1
2?—r—2 = 0 = z1=—1,29=2

Posmatrajmo tablicu

T —00 —2 -1 1 2 +o00
P t+r—2| + — - | + +
—r -2 + + | -] - +
Imamo pet slucajeva:
1) x € (—o0,—2]
Sada je
‘m2+x—2‘ = 2 +a-2
‘x2—x—2’ = z2—2-2
pa jednacina ima oblik
‘:p2—|—x—2}+‘x2—x—2‘ = 2
-2+ —x—-2 = 2
222 = 6
2 71 =—V3 ¢ (00, ~2]
o To = \/g (—OO, —2] .

12
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Jednacina u ovom sluc¢aju nema rjesenja.
2) x € (—2,—1]
Sada je

|x2+x—2| = —(m2+x—2):—x2—m—|—2

|x2—:c—2| = 22—x—-2

pa jednacina ima oblik

|x2+x—2|+‘x2—az—2 = 2
—?—x 42422 -2 -2 = 2
—2r = 2
r = —le(=2,—1]
U ovom slucaju rjeSenje jednacine je x = —1.
3) x € (—1,1]
Sada je
|x2+a7—2| = —(x2+x—2):—x2—:13—|—2
|m2—x—2| = —($2—I—2):—(L’2+$+2

pa jednacina ima oblik

‘x2+x—2‘+{x2—x—2|
—?—r42—24rx+2 = 2

—22% = -2
2 x1=—-1¢ (—1,1]
v= b= te(-11].
U ovom slucaju rjesenje jednacine je x = 1.
4) x € (1,2]
Sada je
|x2—|—x—2| = 2%+ -2
|x2—x—2| = —(a:Q—x—Q):—x2+x+2
pa jednacina ima oblik
|x2+x—2{+|x2—x—2} = 2
P?tr—2-2*4+r+2 =
20 =
x = 1¢(1,2].

13
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Jednacina u ovom sluc¢aju nema rjesenja.
5) x € (2,+00]
Sada je
’x2+x—2‘ = 2°+1-2

‘xZ—x—Q‘ = " —x—2
pa jednacina ima oblik

x2—|—x—2‘+|x2—x—2| =
-2+ -2 -2 =
2% =
Ty = _\/ggé (27+OO]
T =3 ¢ (2,+00].

2 = 3 =

Jednacina u ovom slucaju nema rjesenja.
Dakle, rjesenja jednacine su x = —1ix = 1.
Zadatak 3.3 Rijegiti jednacinu
|w — 1] + |2° + 3z — 4| = 5.

Rjesenje:

r—1 = 0 —= =1
2 +3r—4 = 0 = z=1Vax=—4

Posmatrajmo tablicu

€T —00 —4 1 +o0

r—1 — — +
r? + 3z — 4 + — +

Imamo tri slucaja:
1) x € (—o0, —4]
Sada je

-1 = —(z—-1)=1—-x
|x2+3x—4‘ = 2243x—14

pa jednacina ima oblik
l—x+2°+32x—-4 = 5
P +22 -8 = 0 =

14
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U ovom sluc¢aju rjesenje jednacine je v = —4.
2) x € (—4,1]
Sada je
lt—1 = —(z—-1)=1—-=x
|x2+3x—4‘ = —($2+3x—4) =2 —3x+4

pa jednacina ima oblik

l—x—22—3x+4 = 5

—ZE2—4$ - 0 — $1:—4§é(—4,1]

CCQZOE (—4,1]
U ovom slucaju rjesenje jednacine je x = 0.
3) z € (1,400)
Sada je
le—1] = -1
|x2+3$—4’ = 2°+3z—4

pa jednacina ima oblik

r—14224+3x—4 = 5
r1=—-2—+11¢ (1,400)

2 47y —10 = 0 =
S 2= —2+ VI € (1, +00).

U ovom sluaju rjesenje jednacine je © = —2 + v/11.
Dakle, rjesenja jednacine su: z; = —4, 25 = 0,23 = —2 + /11,
Zadatak 3.4 Rijesiti nejednacinu
x® + 2z — 3| < 3z 4+ 3.
Rjesenje:
P’ +20-3=0 = 21 =-3,25=1

Posmatrajmo tablicu

T —00 -3 1 +o0

r? + 22— 3 + — +

Imamo tri slucaja
1) x € (—o0,—3]

15
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Sada je
|2 + 22 — 3| = 2® + 22 — 3

pa nejednacina ima oblik
2’ +2r-3 < 3x+3
?+r-6 < 0
Nule kvadratnog trinoma x? + x — 6 su 7; = 2 i 5 = —3 pa rjeSenje nejed-
nacine je
R=(-3,2).
Rjesenje pocetne nejednacine je
Ri = (—o0.—3]N(-3,2)
R, = .

2) z € (-3,1]
Sada je

‘x2+2x—3| = —(x2+2x—3) = 2> —20+3
pa nejednacina ima oblik

—2?—-2r+3 < 3z+3
—22—bhr < 0

Nule kvadratnog trinoma —z? — 5z su r; = —5 i 23 = 0 pa rjesenje nejed-
nacine je
R = (—o00,—5) U (0, 400)
RjeSenje pocetne nejednacine je
Ry = (O, 1].

3) z € (1,400)
Sada je
|2 + 20— 3| =2" 4+ 22 -3

pa nejednacina ima oblik

22 4+2r—3 < 3x+3
2+r—6 < 0

16



Barakovié Elvis Matematika

Nule kvadratnog trinoma x? + x — 6 su 7; = 2 i 5 = —3 pa rjeSenje nejed-
nacine je

R =(-3,2).

Rjesenje pocetne nejednacine je

Konacno rjesenje nejednacine je

R = RiURy;UR;4
R = (0,2).

Zadatak 3.5 Rijesiti nejednacinu
|2® — 22 — 3| +2— 2z > [z — 4] + 2”.
Rjesenje:
2—2r—-3 = 0 = 2, =—1,20=3
r—4 = 0 = z=4.

Posmatrajmo tablicu

T —00 -1 3 4 400
r? —2r—3 + — + +
x—4 — — — +
Imamo cetiri slucaja:
1) x € (—o0, —1]
Sada je
‘:p2—2m—3| = 2220 -3
r—4 = —(z—4)=4-z

pa nejednacina ima oblik

2 -2 —3+4+2—-2x > 4—x+a?
-3z > 5 /:(-3)
r < —§
- 3

17
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pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, —g] .

Rjesenje pocetne nejednacine u ovom slucaju je

Ry = (=00, —1] N (—oo,—g} |

Dakle,

2) x € (—1,3]
Sada je
|2 =22 —3| = — (2" —20-3)=—-2"+20+3
r—4 = —(x—4)=4—-x

pa nejednacina ima oblik

— 2?42 +342—21

4—x+ 22
22+ +1 0

>
>

pa je rjesenje kvadratne nejednacine x € [—%, 1} .
Rjesenje pocetne nejednacine u ovom slucaju je

Re=(—1,3]N [—%,1} :

Dakle,
1
R2:l_§’1‘|
3) x € (3,4]
Sada je
‘xz—Zx—3| = 22—-2x-3
r—4 = —(x—4)=4—=

pa nejednacina ima oblik

2 -2 —34+2—-2x > 4—x+2a°
—3r > 5 /:(=3)
5
r < —=

pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, —g] .

18
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Rjesenje pocetne nejednacine u ovom slucaju je

Ry = (3,4] N (—oo,—é} |

3
Dakle,
Ry =.
4) z € (4,400)
Sada je
|x2—2x—3 = 22 -2 -3

r—4 = x—4

pa nejednacina ima oblik

22 —2r—3+42—-22x > zr—4+2°
-5 > =3 /:(=H)
r < §
-5

pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, %} :
Rjesenje pocetne nejednacine u ovom slucaju je

Ry= (4,4+00)N <—oo, g] )

Dakle,
Ry = 0.

Kona¢no rjesenje nejednacine je
R = RiUR;UR3URy
5 1
R = |—o0,—=|U|—=,1].
(g [}
Zadatak 3.6 Rijesiti nejednacinu
|2? —dz|+3 > 2 + |z — 5]
Rjesenje:
2 —dr = 0 = 1 =020 =4
r—3 = 0 = z=>5.

19
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Posmatrajmo tablicu

€T —00 0 4 5 +oo
x? —da + - + +
T —9 — — — +
Imamo cetiri slucaja:
1) x € (—00,0]
Sada je
’x2—4x’ = 2% —4dx
lt—5] = —(x—=5)=5—=
pa nejednacina ima oblik
?—4r4+3 > 2+5—x
-3z > 2 /:(=3)
2
r < —=
- 3

pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, ——] .
Rjesenje pocetne nejednacine je

R1 = (—oo,O]ﬂ(—oo,——}

2
)

2) z € (0,4]
Sada je
|x2 —4x| = — (332 —4.75) = 2% +4x
lt -5 = —(z—5)=>b—=x
pa nejednacina ima oblik
— 24+ 4dx+3 > 22+5—=x
202 +5x—2 > 0

pa je rjesenje kvadratne nejednacine x € [%, 2] )
Rjesenje pocetne nejednacine je

Ry = (0,4]N [— 2]

R = |52
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3) x € (4,5]
Sada je

‘x2—4x‘ = z° —4x

|t —5] = —(x—=5)=5b—=

pa nejednacina ima oblik

?—4r4+3 > 2+5—x
-3z > 2 /:(=3)

2

r < —=

- 3

pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, —%] .
Rjesenje pocetne nejednacine je

Ry — (4,5]0(—00,—2}

3
Ry = @.
4) z € (5,4+00)
Sada je
‘x2—4x‘ = 2% —dx
|t —5] = -5

pa nejednacina ima oblik

22 —4x+3 > 2242x-5
5r > 8 /:(=8)
8
r < =
- 95

pa je rjesenje kvadratne nejednacine x € (—oo, —] .
Rjesenje pocetne nejednacine je

Ry = (—oo7 —] N (5, 4+00)
Ry = @.

Kona¢no rjesenje nejednacine je
R = RiUR;UR3URy

S |
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Zadatak 3.7 Rijesiti nejednacinu
2 -8+ 12| +4r — 1>+ |z —17].

Rjesenje:

2 —8r 412 = 0 = 1, =2,15=26

r—=7 = 0 = x="1.
Posmatrajmo tablicu
T —00 2 6 7 +o00
w*—8r+12 | + — + +
x—17 — — — +
Imamo cetiri slucaja:
1) x € (—00,2]
Sada je
|2? =8z + 12| = 2”— 8z +12
e -7 = —(z-7)=7T—-x

pa nejednacina ima oblik

22 —8r+12+4r—1 > 224+7—=x
=3z > -4 /:(-4)
rz < é
- 3

pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, %} :
Rjesenje pocetne nejednacine je

R, — <—oo,2]m(_oo,ﬂ

4
Rl = (—OO, §:| .

2) x € (2,6]
Sada je

|2? =8z + 12| = —(2° -8z +12) = —2° + 8z — 12
le =7 = —(xz=-7)=T7T—-1z
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pa nejednacina ima oblik
—2?4+8r—12+4x—1
—22% + 137 — 20

pa je rjesenje nejednacine x € [g, 4] .
Rjesenje pocetne nejednacine je

24+ T7—x

AVARLY,
o

5
RQ = (2,6] N |:§,4:|
)
RQ - |:§74:| .
3) x € (6,7]
Sada je
|2? =8z + 12| = 2% — 8z +12
e -7 = —(z-7)=7T—-x
pa nejednacina ima oblik
22 —8r+12+4r—1 > 2247—=x
-3z > -4 /:(-4)
< 4
:L‘ —
-3
pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, %} :
Rjesenje pocetne nejednacine je
4
Rg = (6, 7] N (—OO, §:|
Ry = .
4) x € (7,400)
Sada je
|2? =8z + 12| = 2°— 8z +12
le =7 = -7
pa nejednacina ima oblik
22 —8r+12+4r—1 > 224+2-7
—5z > =18 /:(-H)
< 18
x —
- 5
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pa je rjesenje nejednacine x € (—oo, %} .

Rjesenje pocetne nejednacine je

18
Ry = (7,—|—oo)ﬂ(—oo,€}
Ry = O.
Konaé¢no rjesenje nejednacine je

R = RiURUR3URy

o= (<
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4 Binomni obrazac

(a+b)" = <Z> a" ok
k=0

n
Tk:+1 — (k) an—kbk

nl=1-2-3-...-n

(n)_ n! n-(n—=1)-...-(n—k+1)
k) Kl(n—k)! 1-2-3-..-k

Zadatak 4.1 Naci trinaesti ¢lan u razvoju binoma
o\ 15
(V2+¥3)
Rjesenje:

Buduc¢i da trazimo trinaesti ¢lan u razvoju binoma, onda uzimamo da je
k=12 i uvrstavajuci u formulu za op¢i ¢lan razvoja binoma, dobijamo:

- (0" (9" (5) (4 60"
= Gg) 2v/2 - 3% = 73710V/2.

Zadatak 4.2 Odrediti koeficijent uz x® u razvoju binoma (x + 3)12.

Rjesenje:
Opéi élan razvoja binoma (z + 3)" je

12
Tk+1 — <k )£C12k . 3k

pa je jasno da mora biti 12 — k = 8 jer trazimo koeficijent uz 2%, odakle je
k = 4. Trazeni koeficijent je

12 4 12-11-10-9
. = 1:4 .
(4) 3 1 2.3.1 8 0095
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Zadatak 4.3 U razvoju binoma

9 15
(— + Sx)
T

odrediti koeficijent uz x7

Rjesenje:

Opéi ¢lan razvoja binoma je

15—k
N\ ek (19 2 . k
(o= (2)(3) oo
(1k5) (Qx_1)15—k gkok _ (1;) U5~k 154k | gk k _

— (15) 215—k . 3k‘ . fL'_15+2k
k

Buduéi da trazimo koeficijent uz z”, onda mora biti

Tt

—15+2k=7

odakle je k = 11, pa je trazeni koeficijent uz x”

<1;> 9l5—k gk _ (ﬁ) 9l5-11 g1l _ (15> 94 . g1l

4
Zadatak 4.4 Naéi élan koji sadrzi x7 u razvoju binoma

(f’/ﬁ B ﬁ) 12 |
Rjesenje:

Op¢i ¢lan razvoja binoma je

(= () (33 oy
(2) () (o) - (2) ot
= (f) S(=1)F T = (f) S(—1)F

Sada je jasno da mora biti

Tit1

48 — k
=7
6
odakle je k = 6.
. . . 3 12 .
Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma <\/ﬁ — \/§> sadrzi x7.

26



Barakovié Elvis Matematika

Zadatak 4.5 U razvoju binoma

(o)

naéi élan koji sadrzi x3.
Rjesenje:
Op¢i ¢lan razvoja binoma je

e = (= (3) 09 (35) -
= () (@) (o) = ()t

Sada je jasno da mora biti
48 — 5k

6

3
odakle je k = 6.
Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma <\/§ + %) * sadrzi 2.
Zadatak 4.6 Odrediti onaj ¢lan razvoja binoma
( =i $_1> 15
koji me sadrzi x.

Rjesenje:
Opéi ¢lan razvoja binoma je

i = (i) e Slk5) (V)" ()
N (1k5) (x%) )= (1/{?)963@32'6'(—1) Lk =
= () e () ot

Buduci da trazimo ¢lan koji ne sadrzi z, onda mora biti
30 — 5k
I

B
|
B

0

odakle je k = 6.
15

o oo . . 3 _ o
Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma <\/ x?—zx 1) ne sadrzi x.
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Zadatak 4.7 Odrediti onaj clan razvoja binoma
3\ 8
(- )
koji me sadrzi x.

Rjesenje:
Opéi ¢lan razvoja binoma je

e (=)o (3
_ (2) () (cat) N
_ (i) (—3)F 2tk = (2) (C3)F S = @ gt

Buduci da trazimo ¢lan koji ne sadrzi z, onda mora biti
4—k=0

odakle je k = 4.
8
Dakle, peti ¢lan razvoja binoma <\/5 — \%) ne sadrzi x.

Zadatak 4.8 Naci srednji clan u razvoju binoma

9 16
(— — \/E) .
x
Rjesenje:

Razvoj binoma (% — \/5)16 ima 17 ¢lanova pa je srednji ¢lan deveti ¢lan,
pa ¢cemu u formulu za opéi ¢lan razvoja binoma uvrstiti £ = 8. Tako imamo

- (e () -
_ (186) (%)8 <_x§>8 — <186> 28 . 48 (—1)8. 4t =

1
= ( 86) 28 . 7% = 3204720271,

Zadatak 4.9 Odrediti peti ¢lan u razvoju binoma
(2:76\/5 — %)8 :
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Rjesenje:
Buduc¢i da trazimo peti ¢lan u razvoju binoma, onda ¢emo u formulu za
op¢i ¢lan razvoja binoma uvrstiti £ = 4 i tako dobijamo

Thy1 = (Z) av R = (i) (2av/2)* - (=¥/)" =

_ @ (208)" (=at)' = @233 (—1)ta

— (i) 24 26+5 — 112027 .

b

Zadatak 4.10 Naci trinaesti clan u razvoju binoma

1 n
9 — —
( \/3$>
ako je binomni koeficiet treceg ¢lana jednak 1095.

Rjesenje:
Binomni koeficijent treceg ¢lana je (g) pa iz uslova zadatka imamo

n n-(n—1)
= 105 —= —" 7 105 —
<2) 05 12 05

— n-(n—1)=210 = n®—n =210
= n*—n—-210=0.

Rjesenja ove kvadratne jednacine su n; = 15,ny = —14 pa uzimamo samo
prvo rjesenje a drugo odbacujemo jer je negativno. Sada binom ima oblik

1\
9r — — | .
< \/3:c>
Buduc¢i da trazimo trinaesti ¢lan razvoja binoma, u formulu za op¢i ¢lan
razvoja binoma uvrstit cemo k£ = 12, i tako dobijamo

Ty = Gg) (92)112. (_\/%)” _
— G;) (9z)° - (—3‘§x—§>12 _ GZ) 930 . (—1)12. 376,76 —

1 1
= (35) 3643 .376,76 = (35) x 73 = 45573,
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Zadatak 4.11 Naci redni broj onog ¢lana razvoja binoma

(7 5)

koji sadrzi a i b na isti eksponent.

Rjesenje:
Opéi ¢lan razvoja binoma je

k
n b
T — n— kbk s —
= Oe-C G )
21 21—k k 21 21—k 21—k
- <k:>< ) () = <k>“ T
_ <2k:]_> a/2137k % . bg 215 _ (2]3_) a4263k . b%

Buduci da zahtijevamo da a i b budu na isti eksponent, tada mora biti

42 -3k 4k —21
6 6

w\»—t
0:\»—‘
[NIES
c:\»—‘
=
|
IS

|
ol

a

odakle dobijamo da je k = 9.
Dakle, deseti ¢lan razvoja binoma sadrzi a i b na isti eksponent.

Zadatak 4.12 Naci vrijednost x u izrazu

()

cigi je cetvrti ¢lan razvoja binoma jednak 200.

Rjesenje:
Prvo, odredimo definiciono podrué¢je. Jano je da mora biti x > 01ilogz +
1#0,tj. 2 # 107! pa je

D=(0,10"") U (107", 400) .

Ako u formulu za opéi ¢lan razvoja binoma uvrstimo k = 3, dobi¢emo da je
cetvrti ¢lan razvoja binoma je

6 1 \6-3 6 1 3 3
b= (3) ((vVoy==) - (¥e)’ = (3) <<$) H) (o) =
0 g 1) . g4 6 SoesTD T4
== q2(oga+l) . pd4 — 2(log z+1 4
3 3 L
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pa po uslovu zadatka imamo

6 3 1
$2(logz+1)+4 — 200

3
#_’_l

20q 7T = 200
3 1
x2(ogz+1) " 4 — 10

Logaritmiranjem ovog izraza, dobijamo

3 1
+4

log x20es=+1 74 = ]Jog 10

tj.

2(logz +1) ' 4) %" =

6+10gx+1.10gx _
4 (logx +1)
_THlosr yer — 1
4(logz +1)

(7T+logz)loge = 4(logz+1)
Tlogz +log’z = 4logx +4
logx 4 3logz —4 = 0.
Uvodeti smjenu log x = ¢, dobijamo kvadratnu jednacinu ¢ + 3t — 4 = 0 ¢ija
su rjeSenja t; = —4 ity = 1.
Sada imamo dva slucaja:
th = —4 = logz=-4 = =10""=0,001 € D
t1 = 1 = loge=1 = 2=10€D.

Zadatak 4.13 Izracunati ¢lan razvoja binoma

)

2
koji sadrzi x®v/x* ako je zbir prva tri binomna koeficijenta jednak 56.

Rjesenje:
Iz uslova zadatka imamo
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odakle je
—1
1+n+ % — 56
2+2n+n(n—-1) = 112
n*+n—110 = 0.
Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su ny = 10 i no = —11 od kojih u

obzir dolazi samo prvo rjesenje jer je drugo negativno.
Binom sada ima oblik
4= 10
(4\5/5 + g) .

Opéi ¢lan razvoja binoma je

feen = (k> = (113 ) (49/2) " ({) _

30+ 2k 14
5 5

odakle je k = 6.

Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma ima trazenu osobinu.

Zadatak 4.14 Naci za koju vrijednost x u razvoju binoma
VL)
1/2;1:—1

2bir treteg i petog clana iznosi 135, ako je zbir binomnih koeficijenata tri
posljednja clana jednak 22.

Rjesenje:
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Binomni koeficijenti tri posljednja ¢lana jednaki su binomnim koeficijen-
tima prva tri ¢lana. Po uslovu zadatka imamo

(o)« (1)« (5) ==

odakle je
-1
1+n+ % — 2
2+2n+n(n—-1) = 44
n’+n—42 = 0.
Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su ny = 6 i no = —7 od kojih u obzir

dolazi samo prvo rjesenje jer je drugo negativno.
Binom sada ima oblik

(\/ﬁ+ %)6

Tre¢i ¢lan (k = 2) razvoja binoma je

- (0 ()
_ (g) (25)" (2121)2 _ <g>22w gl _
-G
a peti dlan (k = 4) razvoja binoma je
= ()02 (=) -
_ (i) (25)% (2%1>4 _ <Z>2 g2 _
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Sada je, po uslovu zadatka,

6 6
gl 22-r  — 135
()2 (1)

1521 4 15.227 = 135
21+I+227x
4
2.9% 4 — —
+2$
2.(2°)2-9.2"—4 =

o © ©

Uvedimo smjenu ¢ = 2%, dobijamo kvadratnu jednacinu
202 — 9t —4=0

Cija su rjeSenja t; = % ity =4.
Sad imamo

O |
1T g 2 v
Hh = 4= 2"=4=2 — =2

Zadatak 4.15 Odrediti za koju vrijednost x cetvrti ¢lan razvoja binoma

(e

je dvadeset pet puta veci od eksponenta binoma ako je binomni koeficijent
cetvrtog ¢lana pet puta veéi od binomnog koeficijenta drugog ¢lana.

Rjesenje:
Prema uslovu zadatka imamo

odakle je
n-(n—-1)-(n—-2)
123 -
n-(n—1)-(n—2)
5 = 5n
(n—1)-(n—2) = 30n
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Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su ny = 7 i ny = —4 pa u obzir
dolazi samo prvo rjesenje a drugo odbacujemo jer je negativno.
Binom sada izgleda

()

Cetvrti ¢lan (k = 3) razvoja ovog binoma je

T, = @ (W)”(;ﬁ)g: (g) (27) (275)’ =

= 35.2%072.97% — 35,972

Prema uslovu zadatka imamo

35272 = 140

2%—2 — 4
2172 — 22
r—2 = 2

pa je x = 4.

Zadatak 4.16 Odnos koefcijenata petog i treceg ¢lana u razvoju binoma

S

je 14:8. Odrediti sedmi ¢lan razvoja.

Rjesenje:
Op¢i ¢lan razvoja binoma je

o= (o= Q) ) (i)

- (6 () - O ()
= () @) =) @) (- (x)) _
)y - (e

- et Qe
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Koeficijent treceg clana (k = 2) je

(- Cer-()

Koeficijent petog clana (k = 4) je

pa je
n n
3- = 14
() = ()
3. " (m—1)-(n—2)-(n—3) _ 14_71-(71—1)
1-2.3-4 1-2
(n—2)-(n—3) = 56
n*—5n—50 = 0

a rjeSenja posljednje kvadratne jednacine su n; = —5 i ng = 10. U obzir

dolazi samo pozitivno rjeSenje pa binom sada izgleda

<£L‘\/F—5 L )10.

2\/x

Na osnovu pokazanog, op¢i ¢lan razvoja ovog binoma je

n n—2k
Ths1 = (k) (‘kaTk

pa ako u ovu formulu uvrstimo da je n = 10 i £ = 6, dobitemo da je sedmi
clan razvoja ovog binoma

10 10-12 10
T = (6) (_1)6$OT = <6)x_1'
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5 Matematicka indukcija

Zadatak 5.1 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

143454+ (2n—1)=n>

Rjesenje:

1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
L=2-1-1=2-1=1
D=12=1

Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi

14+3+5+-+(2k—1) =k
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4+ 1, tj. da vrijedi
143454+ 2(Kk+1) —1)=(k+1)>.
Dokaz

143+5+-+2k—1D)+@2k+1) -1 = KF+@2k+1)-1)=
= K +2k+1=(k+1)7°.
Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.

4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Napomena: Jednakost krace mozemo zapisati

n

> (2k—1) =n

k=1

Zadatak 5.2 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

ne
P+ 433 4. 403 = (%) )
Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
L=13=1

D= (10) =1

Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
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2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi

ES

13+23+33++k3:( 5

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4+ 1, tj. da vrijedi

B9 gt (1) = <<k+1)<<k+1>+1>>2

2
Dokaz:

k(k+1)

P42+ 38+ B+ (k+1)° = < 5

)2+(k+1)3—

= WUCTW +(k+1)° =
(k1) +4(k+1)°
(k+1)2(k24+4(k+1))
(k+1) (k:24+ 4k +4)
(k+1) (k;4+ 2)?

B (k+1§(k:+2) o
- ( )

5 _
<(k+1)((k2:+1)+1)>2'

Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Napomena: Jednakost krate mozemo zapisati

n 2
—5 ) -
k=1
Zadatak 5.3 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

Lo 1 o
1-3 3-5 (2n—1)-(2n+1) 2n+1

38



Barakovié Elvis Matematika

Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
— 1 _1
=13=3
e B |
— 2141 3
Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi

1 k
2k —1)- (2k+1)  2k+1

Lo by
1-3 '35 (

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4+ 1, tj. da vrijedi

T | k1)
T3 35 T REFD-D R+ 2(F D1
Dokaz:

T 1 1 -

T3 35 T @E-D-@+D) CRtD) -1 QhIDFD
T %l Rt -1 QRIDFD
ok 1  k2k+3)+1
%1 k11 -(2k+3) @hiD-(kt13)
2R 43k+1 (2k+1)-(k+1)  (k+1)  (k+1)

(2k+1)-(2k+3)  (2k+1)-(2k+3) (2k+3) 2(k+1)+1
Dakle, jednakost vrijedi i za n = k + 1.
Rjesenja kvadratne jednacine 2k? + 3k + 1 = 0 su brojevi k; = —% i
ky=—1,paje2k? +3k+1=2-(k+3)-(k+1)=02k+1) - (k+1).
4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Napomena: Jednakost krate mozemo zapisati

n

1 n
Z(Qk—l)-(2k+1) T+l

k=1
Zadatak 5.4 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

12 22 n? n(n+1)
1.3 35 @n—1)-2n+1) 2@2n+1)
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Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
12 1
s v I
D= 2(21+1) _ 3
Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi
12 22 k2 k(k+1)
JR— + JR— + e + = .
1-3 3.5 (2k—1)-(2k+1) 2(2k+1)

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4 1, tj. da vrijedi

1_2+2_2+...+ (k+1)° _ kD ((k+ 1)+ 1)
1-3 3.5 2k+1)—1)-2(k+1)+1) 22(k+1)+1)
Dokaz
122 k2 (k+1)° B
T3 735 T@oD-@k+) QR QD+
 k(k+1) (k+ 1) B
212k +1) Kk+D -1 2GKk+1)+1)
k(k+1) (k4 1)

2(2k+1)  (2k+1)(2k+3)
k(k+1)2k+3)+2(k+1)° (k+1)(kQ2k+3)+2(k+1))

2 (2k +1) (2k + 3) B 2 (2k +1) (2k + 3)

(k1) (2K +3k+2k+2) (k+1)(2k*+5k+2)

B 2 (2k + 1) (2k + 3)  2(2k+ 1) (2k + 3)

kD) k+2)2k+1)  (BFD)(E+2)  (E+1L)((k+1)4+1)

202k +1)(2k+3)  2(2k+3)  22(k+1)+1)

Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.

Rjegenja kvadratne jednacine 2k% + 5k + 1 = 0 su brojevi k; = —% i
ky=—2,paje2k? +5k+1=2-(k+3) - (k+2)=2k+1) (k+2).

4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.

Napomena: Jednakost krace mozemo zapisati

n 2 n(n+1)
;(zk—l)-(2k+1) 220+ 1)
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Zadatak 5.5 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

3 N 5 - 2n+1 1 1
4" 36 n2 (n + 1) (n+1)*
Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
— 2141 _ 3
—12(41)? T 4
—1_ 1 __q1_1_3
- (1+1)° 4 4
Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi
3 n 5 T 2k+1 ] 1
4 36 k2 (k+1) (k+1)*
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4+ 1, tj. da vrijedi
3 5 2(k+1)+1 1
-4 — 44 5 2:1_—2.
4 36 (k+1)"((E+1)+1) (k+1)+1)
Dokaz:
3+5+ N 2k +1 N 2(k+1)+1 B
4" 36 B2 (k+1)°  (k+1)*((k+1)+1)?
B 1 2(k+1)+1
(k+1)°  (k+1D*((k+1)+1)
1 2k+3

_|_ g
(k+1)%  (k+1)°(k+2)?
. (k+2)° — (2k +3) P Hdkta-2k-3

(k+1)72(k+2?% (k+1)%(k +2)*
R e L i (k+17
B k+1)%(k+2)?2  (k+1)*(k+2)?7

1 1

- =1
(k+2) (k+1)+1)
Dakle, jednakost vrijedi i za n = k + 1.

4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Napomena: Jednakost krate mozemo zapisati
~ 2k +1 1
Zﬁ =1- 2"
o k2 (k1) (n+1)
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Zadatak 5.6 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

5 12 2n’ +2n+1 n(2n+3)
1-2 23 n-(n+1) n+1
Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
— 5 _5
o Yo
: 5
D= 1+1 2
Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi
5 12 2k +2k+1  k(2k+3)
T2 237" -

E-(k+1)  k+1
Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

%+£+m+2(k+1)2+2(k+1)+1:(k+1)(2(k:+1)+3)

2.3 (k+1)-((E+1)+1) (k+1)+1

3)

Dokaz:

5 12 2k +2k+1  2(k+1)°+2(k+1)+1
ﬁ+r+... =

kE-(k+1) (k+1)-((k+1)+1)

42



Barakovié Elvis Matematika

FRE+3) 2(k+1)°+2(k+1)+1 _

k+1 (k+1)-(E+1)+1)
 k(@2k+3) 2 +2k+1)+2(k+1)+1
T 1) (k+2) -

2k2+3k+2k2+4k+2+2k+2+1_
E+1 (k+1) (k+2)
2k2+3k+ 2k* + 6k +5
k+1 (k+1)-(k+2)
(2k% 4+ 3k) (k +2) +2k* + 6k +5
(k+1)-(k+2) B
2k° + 4k% + 3k% + 6k + 2k* + 6k +5
(k+1)-(k+2) B
2K° + 9K* + 12k +5  2K° + 2k + TK* + Tk + 5k +5
k+1)-(k+2) (k+1)-(k+2) B
2R (k4 1)+ Tk(k+1)+5(k+1)
(k+1) (k+2)
(2> +Tk+5)-(k+1) 2k*+Tk+5

(k+1)-(k+2) k+2
2k 4+2k+5k+5  (k+1)(2k+5)
B k+2 - k+2 -
(k1) @2(k+1)+3)
B (k+1)+1
Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.

Napomena: Jednakost krate mozemo zapisati

2k +2k+1  n(2n+3)
E-(k+1)  n+1 °

k=1
Zadatak 5.7 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi
17 ’ 5n+3 + 113n+l'

Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:

513 4 1131 = 5% 4 114 = 625 + 14641 = 15266 = 17 - 898
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Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi

17 | 5813 1138 — 53 113 = 174
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k 4+ 1, tj. da vrijedi
17 | 5(k‘+1)+3 + 113(k+1)+1

Dokaz:

543 L 13(+1+1 g4 | (3kHd _ k3 5 4 13k 113

5E3 .5 41131 . 1331 =

5EF8 L5 4 113 . (1326 + 5) =

= 5FF3 L5 4113k 5 4 113k 1326 =
= 5. (5" 4 11%%71) 4 11°%+1 . 1326 =
= 5-17TA+ 1131 .17.78 =

= 17(5- A+ 11°%.78) = 17B.

gdjeje B=5-A+ 113%+1.78,

Dakle, jednakost vrijediizan =k + 1.

4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Zadatak 5.8 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

19|7-5"" 412 6.

Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:

7521 4+12.6'=7-254+12-6=175+72 =247 =19-13.

Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi

19752 +12-6" = 7-5"+12-6" = 19A.
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

19| 7- 55D 41260 +D
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Dokaz:

522 126" = 75225 +12-6" -6 =
52" (19 +6) +12-6" -6 =
51947526 4+12-6" 6=
571946 (7.5 +12-6") =
51946194 =19 (7- 5™ + 6A) = 19B.

7.52(0+1) 4 19. (D) —

I
EN RN PN RN

gdje je B =7-5%" +6A.
Dakle, jednakost vrijedi i za n = k + 1.
4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.

Zadatak 5.9 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

.2
sinz +sin3z +sinbzr + -+ +sin(2n — 1)z = SH_I nr.
sin
Rjesenje:
1) Provjerimo da li jednakost vrijedi za n = 1:
L =sinx
D = % =sinx
Dakle, jednakost vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka vrijedi
. . . . sin® kz
sinz +sin3z +sinbzr + - +sin(2k — 1)z = ——.
sin

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

sin? (k+1)x

sinx 4 sin3r 4+ sinbx 4 --- +sin (2(k +1) — 1)z = _
sin x

Dokaz:

sinx +sin3z +sinbzr + -+ - +sin(2k — 1)z +sin(2(k+1) — 1)z =
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_ R kg 1) = S O 1)
sinz sin z

sin® kx + 3 [cos 2kx — cos (2kz + 2x)]
B sin B
B 2sin® kz-+cos QZx_Cos(Qkax) _ 2sin®kx + cos2kx —cos2(k+ 1)z
B sin B 2sinx B
_ 2sin*kz + cos? ka — sin® kz — cos? (k+ 1)z +sin® (k+ 1)z
B 2sinx B
_ sin’kx + cos? ka — cos? (k+ 1)z +sin® (k+ 1)z
B 2sinx B
_ l—cos?(k+1)a+sin®(k+ 1)z sin®(k+ 1)z +sin®(k+1)z
B 2sinx B 2sinx B
_ 2sin®(k+ 1)z sin®(k+1)x
B 2sinz B sinz

Dakle, jednakost vrijedi i za n = k + 1.
4) Jednakost vrijedi za svaki prirodan broj n.
Napomena: Jednakost krate mozemo zapisati

sin® nx

E sin (2k — 1) x = — .
sinx
k=1
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6 Kompleksni brojevi

Zadatak 6.1 Kompleksni broj z = 3 zapisati u trigonometrijskom obliku.

Rjesenje:

Vrijedi z =3 =3+0-i paje Re(z) =3 > 01 Im(z) =0, pa ako bismo
ova]j kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio na realnoj
osi. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

p = |z = \/(Re(z))2 +(Im(2)*=vV32+02=3
Im(z) 0

97 Re(z) 3 7

Zato je
z=3(cos0+i-sin0).

Zadatak 6.2 Kompleksni broj z = /2 —i-\/2 zapisati u trigonometrijskom
obliku.

Rjesenje:

Vrijedi z = v/2 —i-v/2 paje Re(z) = V2 > 01i Im(z) = —v/2 < 0, pa ako
bismo ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio
u cetvrtom kvadrantu. Izrac¢unajmo modul i argument ovog kompleksnog
broja:

o = 1=y (v2) + (—v2) = vETE=Vi=2
—_\/§ T T

tgp = :—1:>90:—Z i p=—

V2 4
=2 (cos (=) +isin (=)
z=2|cos 1 7 - sin 1
z =2 cos7—7r+z' Sin7—7T
B 4 4 )

Zadatak 6.3 Kompleksni broj z = —1 + @ zapisati u trigonometrijskom ob-
liku.

Zato je
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Rjesenje:

Vrijedi z = —1+i pa je Re(z) = =1 < 01i Im(z) =1 > 0, pa ako bismo
ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio u drugom
kvadrantu. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

p o= = ()P = VITI=VE
1 3

t = —=-1 = p=—.
g¥ 1 Y=

Zato je

3 3
z:\/g(coszﬁ—i—i-sinzﬂ).

Zadatak 6.4 Naci realni © imaginarni dio kompleksnog broja

1-3i i
T 144 2440
Rjesenje:
Kako je
1—3i i (=30 (249 —i-(1+d)
1+i 2+i (1+14)-(2+1)
24i—6i—3%—i—i
B 24 i+ 2+ i2
2-6i—4® 2-6i+4
O 243i4+42  243i—1
 6-6i 6-6/ 1-3i
T 143 1+3i 1-3i
_ (6—6i)-(1—3i)  6—18i —6i+ 18
12— (3) 1 - 9:2
62418 12240 12 24
- T 1+9 10 10 107
6 12
- 5 5¢
tada je
6
Re(z) = —i
Im(z) = %
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Zadatak 6.5 Ako je z; = V2 —i-\2 iz =—1+1, izratunati z, - z5 i z—;

Rjesenje:

Kompleksne brojeve z; i 29 zapi§imo u tigonometrijskom obliku.

Vrijedi 21 = v2 —i-v/2 pa je Re(z) = v2 > 01i Im(z) = —v2 <0, pa
ako bismo ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio
u cetvrtom kvadrantu. Izra¢unajmo modul i argument ovog kompleksnog
broja:

tgp = —==-1 = p=—

21 =2 (cos (—%) +i-sin (-%)) .

Vrijedi 2o = —1 + i pa je Re(22) = =1 < 01 Im(z2) =1 > 0, pa ako bismo
ova]j kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio u drugom
kvadrantu. Izra¢unajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

p = lal =) +12=VITI=V2
1 3

t = —=-1 = p=—.
g¥ 1 Y=

[

Zato je

Zato je

3 3
22:\/§<005£+i-sin£).

Sada je

3 3
2172y = 2(008(—%) —I—z'-sin(—%)) -ﬂ(cos%qLi-Sinzﬂ) =

T 37 o T 3w
= 2\/§(cos (_Z+Z) + 17 - sin <_Z+I)) =
= 2\/§<cosg+i-sing)22\/§(O+i-1):2\/§i.

21 2 (cos (—%) + 4 - sin (—

s
4
29 ﬂ(cos%’rj%-sin%)

_ %(cos (—%—%) +i-sin (‘%‘%)) _

= V2(cos(—m) +i-sin(—7)) =
= V2(-1+i-0)= V2.
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Zadatak 6.6 Izracunati

<\/§+i>17

Rjesenje:

Kompleksni broj z = v/3 4 i zapisimo u trigonometrijskom obliku.

Vrijedi 2 = v/3 + i pa je Re(z) = /3 > 01i Im(z) = 1 > 0, pa ako bismo
ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio u prvom
kvadrantu. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

p o= =y (VB) +12=VEBTI=Vi=2
1 V3

s
ge V3 3 ¥ 6
Zato je
z:2<cosz+i~sinz>.
6 6
Sada je

17

AT = (2 (cos il + ¢ -sin Z)) = 217 (cos 17E + 17 -sin 17E> =
6 6 6

57 —|— 120 . dm+ 127r)

+ 4 -sin
6

2"
= 217< ( +27r)+z’~sin(%ﬂ+27r>):
<cos—+z sm%ﬂ) = 2% <— Z) —
= ol (#) = 2% (V3 +1).

Zadatak 6.7 Izracunati

+

| S

N —

V =T+ 241.

Rjesenje:
Buduéi da je korijen kompleksnog broja kompleksan broj, tada vrijedi

V=T +24i =z +iy.
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Odredimo z i y.

Kvadriranjem dobijamo
—T+24i = (x+1y)°
—T4+24i = 2% 4 2xyi +i%y?
—T+24i = 2*4 2zyi — o>
—T4+24i = 2® — P+ 2y

272 _ y2 — _7
2y =24 |
Rijesimo ovaj sistem.

Iz druge jednacine je y = 1;2, pa ako to uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo

12\ 2
e

a odavdje je

144
.I'Q — ? = —7 / . ZEZ
2t =144 = —72?

2+ T2 —144 = 0.

Uvodeti smjenu t = 22, dobijamo kvadratnu jednacinu 2 4 7t — 144 = 0, ¢ija

su rjeSenja t; = —16 1 to = 9, ali u obzir dolazi samo drugo rjesenje ¢, = 9
jer zbog smjene t = 2% > 0.
Znagi, 1y = =3 ili x5 = 3.

Ako je 1 = —3, tada je y; = —4.
Ako je o = 3, tada je y; = 32

Dakle,
V—=T+24=-3—4 li =74 24i=3+ 4.

Zadatak 6.8 Izracunati
\/ —8 + 8/3i.
Rjesenje:

Kompleksni broj z = —8 + 8v/3i zapisimo u trigonometrijskom obliku.

Vrijedi z = —8 + 8v/3i pa je Re(z) = =8 < 01 Im(z) = 8V/3 > 0, pa ako
bismo ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio u
drugom kvadrantu. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

12 _
-3
—4.

p o= |7 = \/(—8)2+ <8\/§>2 = V64 + 643 = /64 + 192 = /256 = 16
8v/3

o
t = = — e —
gp = —g =V = o=
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Zato je
2 27
=16 — +7-sin— | .
z ((3053 +1 sm3)
Sada je
2 2
=+ 2k a2+ 2k
wk:4-@+8v@::¢m(amﬁ—z—f+zﬂmﬁ—z—z)
gdje je k =0,1,2,3.
Za k = 0, dobijamo
2 27
= +0 = +0
wo=v416(cos 34 + 1 -sin 34 ):2<cos%+i-sin%).

Za k =1, dobijamo

2 2
427 + 27 2 2
w1=\/416(cos3 1 +i-sin -2 1 ):2(cos§+i~sin§>.

Za k = 2, dobijamo

2 2
= +4 o +4 7 7
w1=\4/ﬁ(cos3 1 7T+i~sin3 1 7T):2((:osg7r—i-i~sin—7r).

6
Za k = 3, dobijamo

2 2
= 16 =16 5 5)
w1=v416(cos3 1 7T—H-sin?’ 1 7T):2(005?7T+i-sin?7r>.

Zadatak 6.9 Rijesiti jednacinu
2> —1-i=0.
Rjesenje:

Jasno je da vrijedi

—1—i = 0
22 = 1+

2z = V1+i.

Kompleksni broj z = 1 + ¢ zapisimo u trigonometrijskom obliku.
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Vrijedi z = 1+ i pa je Re(z) =1 > 01 Im(z) =1 > 0, pa ako bismo
ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio u prvom
kvadrantu. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog broja:

p = l2l=vVI2+12=y1+1=12
tgp = L1 = p=T
g = 1= b=

Zato je

z:ﬂ(cos%—i-i-sin%).

Rjesenje jednacine je

i/ﬂ(cos%—i—z\sin%) = %{’/(cos%—l—ﬁsin%)

a to su kompleksni brojevi

T+ 2kmw 2+ 2km
Wi = %(COS4T+i-Sin4T)

gdje je k =0,1,2,3,4.
Za k = 0, dobijamo
. 710 . 110 . o
wo = \O/§<COS45 —l—i-sm45 ): \(75(005210+2-sm;—0>.

Za k = 1, dobijamo

T+ 27 T+ 27 9 9
w1 = 1\(75((:054 5 +4-sin 4 5 ): %(cos%—l—i-sin%).

Za k = 2, dobijamo

| i S s o 1y . 17 . 17
Wy = \0/5((:054 5 +i-sin 5 ): w<cos—ﬂ+z-sm—ﬂ).

20 20
Za k = 3, dobijamo

467 T4+ 6m 25 25
w3 = 1\O/ﬁ(cos‘l 5 +4-sin 4 3 ): %(0052—5—1—2'-81112—5):
1 d )
= %(cosijz-smf).

Za k = 4, dobijamo

| T+8m . 7+8 . 337 . . 33
Wy = \0/5(0054 5 7T+7,-S1n4 5 W): \O/§<008—7T+z-sm—ﬂ).
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Zadatak 6.10 Rijesiti jednacinu

2% —V3+i=0.
Rjesenje:
2:°—V3+i = 0
2% = V3—i
5 V3 1
2 = — —=i
2 2
s/V3 1
z = — — —i.
2 2
Kompleksni broj z = */73 — %2 zapisimo u trigonometrijskom obliku.
Vrijedi z = \/75 — i pa je Re(z) = \/75 > 01 Im(z) = —3 < 0, pa ako

bismo ovaj kompleksni broj predstavili u Gausovoj ravni, on bi se nalazio
u Cetvrtom kvadrantu. Izracunajmo modul i argument ovog kompleksnog

broja:
v3\’ :
p o= = <73> +<—%) = §+i:1
2
Zato je

Rjesenje jednacine je

for (5) ()

a to su kompleksni brojevi
—& t2kmr =% +2km
Wi = COST—FZ'SIDT

gdje je k =0,1,2.
Za k = 0, dobijamo

Wo = COS_%+O+i-sin_%+O :cos<—1>+i-sin<—1).
3 3 18 18
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Za k =1, dobijamo

( —T4or .—%+27r) r . 1l7
wp=|(cos———— +i-8in———— ' '

Za k = 2, dobijamo

—Z44r . —I4dr 23r . 23w
Wg=|COS——— +1-SlIN ——— | =COS —— +1-S1n —.
3 3 18 18

Zadatak 6.11 Odrediti skup tacaka koji zadovoljava jednacinu

|z — 3i| = 2.
Rjesenje:
Neka je z = x + 1y.
|z +iy — 3i] =
x4+ (y—3)i| =

224 (y—3)7° = 2
P 4(y-3) = 2°

a jednacina 22+ (y — 3)> = 22 je jednacina kruznice sa centrom u tacki (0, 3)
i poluprecnikom 2.

Zadatak 6.12 Odrediti skup tacaka koji zadovoljava nejednacine

3< |z 414 <5.
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Rjesenje:
Neka je z = x + 1y.
Posmatrajmo prvo nejednakost |z + i| > 3. Sada je

lz+1 > 3

|z +iy+i] > 3

|+ (y+1)i] > 3
24+ (y+1)7 > 3
2+ (y+1)7° > 3%

Jednacina 2?2+ (y + 1)2 = 3? je jednacina kruznice sa centrom u tacki (0, —1)

i polupre¢nikom 3, a nejednakost z% + (y + 1)2 > 32 zadovoljavaju sve tacke

van te kruznice ukljuc¢ujuéi i tacke na kruznici (jer je znak >).
Posmatrajmo sada drugu nejednakost

lz+1 < 5

|z +iy+i < 5

lt+(y+1)i] < 5
2+ y+1)" <5
2+ (y+1)7° < 52

Jednacina 2%+ (y + 1)2 = 52 je jednacina kruznice sa centrom u tacki (0, —1)
i poluprecnikom 5, a nejednakost 22 + (y + 1)* < 52 zadovoljavaju sve tacke
unutar te kruznice uklju¢ujuéi i tacke na kruznici (jer je znak <).

Skup tacaka koji zadovoljava nejednacine 3 < |z + i| < 5 ¢e biti sve tacke
van te kruznice ukljuéujuéi i tacke na kruznici 22 + (y 4+ 1)* = 32 i sve tacke
unutar te kruznice uklju¢ujuéi i tacke na kruznici 2+ (y + 1)2 = 52, tj. tacke
koje pripadaju kruznom prstenu.

o6



Barakovié Elvis Matematika

s o
1<i2/<d 1 —<p< —.
< || iy <es
Rjesenje:
Neka je z = x + 1y.
Posmatrajmo nejednakost |z| > 1.
2] > 1
Vai+y?r > 1
24y > 12
Jednacina z? + y?> = 12 je jednacina kruznice sa centrom u tacki (0,0) i

poluprec¢nikom 1, pa datu nejednacinu zadovoljavaju sve tacke van kruznice
ali ukljucujuci i tacke na kruznici.
Posmatrajmo nejednakost |z| < 5.

lz| < 5
vai+y? < 5
o+t < 5

Jednacina z? + y?> = 5% je jednacina kruznice sa centrom u tacki (0,0) i
polupre¢nikom 5, pa datu nejednacinu zadovoljavaju sve tacke unutar kruznice
ali ne ukljucujuci i tacke na kruznici.

o7



Barakovié Elvis Matematika

Tacke koje zadovoljavaju uvjet 7 < ¢ < % su tacke koje se nalaze izmedu
pravih odredenih jednacinama z = 7 iz = %" ali ukljucujuci i tacke na pravoj
_ T
Zmaci, skup tacaka koje zadovoljavaju postavljene uvjete ¢ine tacke na
dijelu kruznog prstena omedenog dvjema pravima, ali ukljucujuci tacke na

vecoj kruznici i tacke na pravoj r = 7.

Im
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7 Determinante

Determinante drugog reda ra¢unamo po formuli

a c
b o4l = a-d—2>b-c.
Zadatak 7.1 Izracunati
1 -1
-
Rjesenje:
11
’ 3 4 ‘—1-4—3-1—4—3—1.
Zadatak 7.2 Izracunati
-2 -1
.
Rjesenje:
-2 -1
3 4 =—-2.4-3-(-1)=-8+3=-5.

Determinante treteg reda ra¢tunamo na dva nac¢ina: Sarusovim pravilom
ili LaPlasovim razvojem determinante po odabranoj vrsti ili koloni (prilikom
LaPlasovog razvoja determinante veoma je povoljno odabrati vrstu ili kolonu
koja ima nule i po njoj izvrsiti razvoj).

Zadatak 7.3 Izracunati

1 -2 3
4 1 =2
2 6 1
Rjesenje:
Prvi nacin - Sarusovo pravilo
1 -2 3 1 -2 3|1 =2
4 1 =2 =14 1 =214 1 =
2 1 2 6 1|2 6

= (14+8+472)—(6—12—28) = 95.
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Drugi nacin - LaPlasov razvoj (npr. po prvoj vrsti)

1 -2 3
1 -2 4 -2 41

4 1 =2 :1‘ ‘—(—2)‘ ‘+3' ':

s 6 1 6 1 2 1 2 6

= 1(1+12)+2(44+4)+3(24—-2) =
= 13+ 16+ 66 = 95.

Determinante ¢etvrtog i veteg reda racunamo LaPlasovim razvojem de-
terminante po odabranoj vrsti ili koloni, i time red determinante smanjujemo
za jedan.

Zadatak 7.4 Izracunati

4 23 0
2 05 3
-1 -2 4 2
3 11 -1

Rjesenje:
Izvrsimo LaPlasov razvoj ove determinante po prvoj vrsti

gggg 05 3 25 3

= 4] -2 4 2|-2|-1 4 2|+

—b=2d 2 11 -1 31 —1
3 11 -1

2 0 3 2 05

+3| -1 =2 2|—-0|-1 -2 4

3 1 -1 3 11

= 4-(=18)—2-(~26)+3-15—0=25

Zadatak 7.5 Izracunati determinantu

>t o e
ISE RSN
Q2 2
ISEESEN e B ]

Rjesenje:
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Koristeci osobine determinanti, dobijamo

@ b oa b a=b b a=bb Od prve kolone oduzeli drugu.
b a a b b—a a a—>b b ) .

= Od trece kolone oduzeli cetvrtu.
a b a a a—>b b 0 a D  Getortu kol cali
b a b a b—a a b—a a rugu i cetvrtu kolonu prepisali.

a—>b b a—>b b ) )
“(@—b) a a-b b Iz prve i trece kolone
- a—b b 0 a 1zvlacimo zajednicki
4= a —(a—b) a faktor (a—b).
1 2 1 g Od druge kolone oduzmimo
_ 2| T 3
- (a b) 1 b 0 a cetvrtu.
-1 a -1 a
_1 a 9 b 1 Z Iz druge kolone izvlacimo
= (a-b)*| | la—p) 0 q [oktor (a=b).
—1 0 -1 a
Lo by Razvoj
= (a— b)g Lo bb po drugoj koloni
1 =1 0 a
-1 0 -1 a
1 1 b 1 1 b
= (a-b*[| 1 0 al+|-1 1 b
-1 -1 a —1 —1 a

= (a—b’(—a—b+a—a+a+b—b+b+a+b) =
= (a—b)’(a+1D).

Zadatak 7.6 Izracunati determinantu

[\

1 a a
1 b b?
1 ¢ 2

Rjesenje:
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Koristeci osobine determinanti, dobijamo

1 a a? 1 a a? .

9 5 o | Oddruge vrste oduzmimo prou
1 b0 = |0 b—a b°—a ; .

2 o o | Odtrece vrste oduzmimo prou
1 ¢ ¢ 0 c—a c"—a

b—a b>—a?

T le—a 2—a?

b—a (b—a)
B )

Razvoj po prvoj kolona

(b+a) ‘

c—a (c—a)(c+a)
B 1 b+a | Izvlac¢imo faktore (b—a) i
= (b-a)b-0) 1 ¢c+a| (b—a)

= (b—a)(b—c)(c—a).
Zadatak 7.7 Dokazati

a® (a+1)? (a+2)°
¥ o(b+1)° (0+2)7°|=4(a—b)(b—c)(a—c).
A (c+1)° (c+2)

Rjesenje:

Mnozenjem elemenata prve kolone sa —1 i dodavanjem drugoj i trecoj
koloni, dobijamo

a® (a+1)° (a+2) @ 2a+1 4a+4
¥ o(b+1) (b+2)7| = | V¥ 26+1 4b+4 | =
A (c+1)7 (c+2)° ? 2c+1 4c+4

a? 2a+1 a+1
= 410 20+1 b+1|=
2 2c+1 c+1
a> a a+1

= 4|0 b b+1|=

2 c c+1
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a? a 1
= 4 B b 1=
|
a? a 1
= 4.1 —-a® b—a 0|=
2—a® ¢c—a 0
a? a 1
= 4| (b—a)(b+a) b—a 0 |=
(b—c)(b+c) c—a O
a? a1
= 4(b—a)(b—c)|b+a 1 0=
b+c¢ 1 0
b+a 1|
= 4(b—a)(b—2c) bie 1|°
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8 Matrice. Operacije sa matricama.

Zadatak 8.1 Date su matrice

2 4 5 1 -1 6
A=13 2 6 1 B=[3 0 4
117 5 2 10

Izracunati matrice A+ B,A— B, A-B.

Rjesenje: Matrice A i B su formata 3 x 3 pa su moguce trazene operacije
nad njima.

[ 2 4 5] (1 -1 6] 3 3 11
A+ B = 326|+|3 0 4|=1]6 2 10
|11 7 |5 2 10 | | 6 3 17
[ 2 4 5 (1 —1 6] 1 5 —1
A—B = 326|—-13 0 4]|= 0o 2 2
11 7 |5 2 10 | | -4 -1 -3
[ 2 4 5] 1 -1 6 390 8 78
A-B = 3 26 3 0 4|=139 9 86
|11 7 5 2 10 39 13 80

Zadatak 8.2 Data je matrica

[11]

Lzracunati P(A) = 3A%2 — 5A — 2E, gdje je E jedini¢na matrica.

Rjesenje:

P(A) = 34> -5A-2FE=

IR AR
=3ls 7)o 120 1] -

(21127 [510] [20] [14 -2
T8 21 15 5 02| | 3 14]
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Zadatak 8.3 Dat je polinom P(x) = 2x — z~2 — 3 1 matrica

4 -1 =2
A=|0 -1 3
0 0 2

Izratunati P(A).
Rjesenje:
Jasno je da vrijedi P(A) = 2A — A™? — 3E, gdje je F jednini¢na matrica.
Prvo ¢emo izracunati inverznu matricu matrice A po formuli

At = ~adjA.
det A Y
Imamo
4 -1 =2 4 -1 =24 -1
detA=]0 -1 3|=]0 -1 3|0 -1 =-8.
0O 0 2 0O 0 2|0 O
Kofaktori matrice A su:
-1 3 0 3 0 -1
-1 =2 4 =2 4 —1
-1 -2 4 =2 4 -1
Agl—' 1 3‘:—5 A32——‘0 3‘:—12 Aggz‘o 1‘:—4
pa je adjungovana matrica matrice A
-2 2 =5
adjA = 0 8 —12
00 -4
Sada je
22 5] 4
At=—=| 08 —-12|=]|0 -1 3
00 —4 0o 0 %
i
L _1 5 L _1 5
4 i 3 4 13
A7 = A A =0 -1 32 0 -1 3| =
0 0 % 0o 01
1l 3 3
16 16 32
= 0o 1 —=2
1
0 0 3
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Konaé¢no, imamo da je

P(A) = 2A—-A?-3E=

4 -1 -2 5 5 = 100
=2[0 -1 3|-]0 1 —=2|=-3{010]|=
0 0 2 0 0 1 00 1
(8 —2 —4 £ & 2 300
= |0 -2 6|—-] 0 1 —-3|-]1030]-=
0 0 4 0 0 4 00 3
[T 35 _131
16 16 3227
= 0 -6 %
| 00 3

Zadatak 8.4 Dat je polinom P(z) = —2 + 3z + 22 i matrica

1 -1 =2
A=|[0 2 1
0 0 -3

Izracunati P(A).

Rjesenje:
Jasno je da vrijedi P(A) = —2E+3A+ A2, gdje je E jednini¢na matrica.
Prvo ¢emo izracunati inverznu matricu matrice A po formuli

1
1o adj A.
det A Y
Imamo
1 -1 -2 1 -1 =21 -1
detA=|0 2 1{=(0 2 110 2 =-6.
0 0 -3 0O 0 =310 O
Kofaktori matrice A su:
2 1 0 1 0 2
-1 -2 1 -2 1 -1
-1 -2 1 — 1 -1
A31_‘ 2 1‘:3 A32__‘0 1‘:_]— A33_‘O 2':2
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pa je adjungovana matrica matrice A
—6 -3 3
adjA = 0 -3 -1
0O 0 2
Sada je
-6 -3 3 1 % —%
Al=——1 0 =3 -1 |=[0 35 3
0 0 2 00 —3
i
Il
-2 —1_ p-1
A = A A = 0% % % % =
| 00 —3 0 —3
14 -4
- ot
o0 1]
Konac¢no, imamo da je
P(A) = —2E+3A+A?=
100 1 -1 =2 1 3 -1
:—2010+3021—|—0}1$:
001 0 0 -3 00 3
[ —2 0 0 3 -3 —6 1 % —%1
= | 0 -2 0|+|0 6 3|+|0 7 5 |=
0 0 —2 0 0 -9 00 3
HERr
= 0o I 5
L0 0 =5
Zadatak 8.5 Dokazati da za matricu
A(@:{cgsx —smx}
sinx  coszw

vrijedi A(t) - A(r) = A(t +r),t,r € R.

Rjesenje:
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Kako je
cost —sint cosr —sinr
A(t) = [ sint cost} Alw) = [ sinr cosr}
tada je
[ cost —sint cosr —sinr
Alt)- Alr) = | sint cost] ' { sin r cosr] -

cost-cosrT —sint-sinr —cost-sinr —sint-cosr |
sint-cosr 4+ cost-sinr —sint-sinr + cost-cosr

[ cost-cosr —sint-sinr —(cost-sinr+sint-cosr) |
~ | sint-cosr +cost -sinr cost-cosr —sint-sinr |
_ Jcos(t+r) —sin(t+r)]
| sin(t+7r)  cos(t+r) = Alt+7).
Zadatak 8.6 Date su matrice
2 0 -1 01 1
A=|4 3 2 1 B=14 2 3
11 1 1 0 -1

Izracunati matrice P = AB™' 4+ A2 4 2F i Q = 2A — 3B~ ' + A~'B, gdje je
E jedinicna matrica.

Rjesenje:
Izra¢unajmo inverznu matricu matrice A po formuli
1
= ~adjA.
det A Y
Imamo
2 0 -1 20 —-1120
detA = (4 3 2|=|43 2|4 3 =
11 1 11 1]11
= 6+0—4)—(-3+4+0)=2—-1=1
Kofaktori matrice A su
3 2 4 2 4 3
Au=1, 4 |=1 A12__‘1 1'__2 Al?’_’l 1‘_1
0 —1 2 -1 20
Aﬂ_"l 1’:_1 AQZ_’1 1‘:3 A23__‘1 1’:_2
0 —1 2 -1 2 0
A3l_‘3 2':3 A32__’4 2‘:_8 A33_‘4 3’:6
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pa je adjungovana matrica

1 -1 3
adjA=1| -2 3 -8
1 -2 6
Inverzna matrica matrice A je
1 1 -1 3 1 -1 3
144::1 -2 3 -8|=|-2 3 -8
1 =2 6 1 =2 6

Izrac¢unajmo inverznu matricu matrice B po formuli

1
71 .
= djB
det B a“
Imamo
01 1 01 1101
detB = |4 2 3|=14 2 3|4 2 =
1 0 —1 10 —-1]10
= (0+3+0)—(2+0—-4)=3+2=5.
Kofaktori matrice B su
2 3 4 3 4 2
Bll—‘o_l‘:—2 312——’1 _1‘27 B13—‘10‘=—2
1 1 0 1 01
11 01 01
Bm_‘23‘_1 B”__‘43’_4 B%—‘42‘__4
pa je adjungovana matrica
-2 1 1
adjB = 7T -1 4
-2 1 —4
Inverzna matrica matrice B je
-9 1 1 _2 1 1
1 5 5 5
-1 _ _ 7 1
R D I N R
- - 5 5 5
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Izra¢unajmo matricu A2

A_2

6
—16
11

Sada je

2 0

4 3
11
_‘_[

—1

N}

o N O
oo =

I
e

H
el

gl © © W

e g

2 0
4 3
11

1
-2
1

+

0 -2
6 4
2 2

5

wut|co

oot

-1
3
-2

A—l . A—l —

—10
27
-19

(SN EHEN G| V]

151

38
2%6

2
1

3
-8
6

| e 82

1

-2

1
29
—78
95

AB '+ A2+ 2F =

24 —-3B '+ A'B=
-1
- 3.

1o

|l\')
—_C

oo

QYU Ut =

-1
3
-2

6
—16
11

—10
27
—19

29
—78
%)

RO ROt =

|
[SHINSHEN SN
|
RO ROt =

— o= O
O N =
— O = UlRut ot

-1
4
-2

-1
4
-3

)
15
—11

|
Sl e

Zadatak 8.7 Rijesiti matricnu jednacinu
X(A+E)=2A-F
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gdje je
1 -1
A=10 2 1
0 0 -3
1 E jedinicna matrica.
Rjesenje:
Neka je
1 -1 2 1 00 2 -1 2
P = A+FE=|10 2 1|+|01O0f=]0 3 1
0 0 -3 0 01 0 0 -2
2 =2 4 1 00 1 -2
Q = 2A-F=|0 4 2|—-[010|=]0 3 2
0 0 —6 0 01 0o 0 -7
Sada matri¢na jednacina ima oblik
XP=Q
koja se rjesava na sljedeci nacin
XP = @Q /-Pt!
XpPpt! = QP!
XE = QP!
pa je rjeSenje matrica X = QP L.
Izra¢unajmo matricu P! po formuli
P1l= ! adj P
" detp Y
Determinanta matrice P je
2 -1 2
detP={0 3 1|=-12
0 0 -2
a kofaktori matrice P su
3 1 0 1 0 3
-1 2 2 2 2 11
-1 2 2 2 2 -1
P31_’ 31‘:_7 P32__‘O 1‘:_2 P33_’0 3‘:6
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pa je
-6 -2 -7
adjP = 0 —4 -2
0 0 6
Dakle,
11
| 6 2 -7 3¢
Pl=_— -4 2 |=|l014% 1
—12 3¢
0 0 6 0 0 —3
RjeSenje matricne jednacine je matrica
7
N
0 0 -7 00 —3
1 _ 7
2 2 T 1
=10 1 —3
o o I
Zadatak 8.8 Rijesiti matricnu jednacinu
X(2A-3E)=2E—- A
gdje je
1 -1 =2
A=10 2 1
0 0 -3
1 E jedinicna matrica.
Neka je
2 -2 —4 300 -1 -2 —4
P =2A-3E=|0 4 2|—-1030]|= 0o 1 2
0 0 —6 00 3 0 0 -9
2 00 1 -1 =2 11 2
Q =260A=(020|—-(0 2 1]|=100 -1
00 2 0 0 -3 00 5
Sada matri¢na jednacina ima oblik
XP=Q
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koja se rjesava na sljedeci nacin
XP = @Q /-P
Xpp~t = QP!
XE = QP!

pa je rjeSenje matrica X = QP L.
Izra¢unajmo matricu P! po formuli

1
pt= -adjP
det P Y
Determinanta matrice P je
-1 -2 —4
det P = 0 1 2|=9
0 0 -9
a kofaktori matrice P su
1 2 0 2 01
Pu=lo —9|=° P=—1, —9‘_0 Pia=1 g 0‘_0
-2 —4 1 —4 -1 -2
Pﬂ_“ 0 —9 |~ 1 P”" 0 —9‘_9 PQS__‘ 0 0
-2 —4 -1 —4 -1 -2
P31: 1 2‘_0 P32__ 0 2‘_2 P33_ 0 1‘__1
pa je
-9 —-18 0
adjP = 0 9 2
0 0 -1
Dakle,
-9 —-18 0 -1 -2 0
Pl=—| 0 9 2|= 0o 1 2
0 0 -1 0 0 —;
Rjesenje matricne jednacine je matrica
11 2 -1 -2 0
X =QP'=|00 -1 0 1 2=
00 5 0 0 —%
-1 -1 0
= 0 0 %
0 0 —g
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Zadatak 8.9 Rijesiti matricnu jednacinu

(A—2B)X =2A—B+E

ako je
1 -1 =2 2 -1 1
A=10 2 1 1 B=[0 21
0 0 -3 0 0 3
1 E jedinicna matrica.
Rjesenje:
Neka je
1 -1 =2 2 -1 1
P = A-2B=|0 2 1|-2-10 2 1]|-=
0 0 -3 0 03
1 -1 =2 4 -2 2 -3 1 —4
= o 2 1(—-10 4 2|= 0 -2 -1
0 0 -3 0O 06 0 0 —9
1 -1 =2 2 -1 1 1 00
Q = 2A-B+FE=2-10 2 1|—-|[0 2 1|+]010]|-=
0 0 -3 0 03 0 01
2 -2 —4 2 -1 1 100 1 -1 =5
= o 4 2|(—-f0 21}|+{01O0=(0 3 1
0 0 —6 0 03 001 0 0 =8

Sada matri¢na jednacina ima oblik
PX =qQ
koja se rjesava na sljedeci nacin

pt.) Px =@ /P!
PP'X = P7IQ
EX = P'Q

pa je rjeSenje matrica X = P~1(Q).
Izra¢unajmo matricu P! po formuli
1 _ 1
det P

-adj P
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Determinanta matrice P je

-3 1 -4
det P = 0 -2 —-1|=-54
0o 0 -9
a kofaktori matrice P su
-2 -1 0 —1
1 —4 -3 -4
P21 —‘0 _9':9 P22:' 0 _9‘:27 P23——
1 —4 -3 —4
P31 ‘_2 _1‘__9 P32__' O _1‘ 3 P33_‘
pa je
18 9 -9
adjP = 0 27 -3
0 0 6
Dakle,
1 1 1
B 1 18 9 -9 T3 g B
P Y] 0 27 =3 | = 0 —5 15
0 0 6 0 0 —5
Rjesenje matricne jednacine je matrica
R A I EU
X = P'Q=| 0 —; 0 3 1
0 0 —5 0 0 -8
1 _1 1
A
- 0 —3 -3
0 0 5

Zadatak 8.10 Rijesiti matricnu jednacinu

AXt=A-Xx1

[

ako je

Rjesenje:
Matri¢na jednacina
AXt=A-Xx"1

75



Barakovié Elvis Matematika

je ekvivalentna jednacini

AX=A+F
jer
AX7D = A-XT
AXP4 Xt = A
A+E)X' = A /- X
(A+E)X'X = AX
A+FE = AX.
Neka je
-2 1 10 -1 1
s-avi=| T3 [0 1|0 5]

Sada matrica jednac¢ina ima oblik
AX =8B
koja se rjesava na sljedeci nacin

A'. /) AX = B
ATTAX = A'B
X = A'B.

Inverzna matrica matrice A je matrica
1 [2 -1 -2
- = 3
w5l a)-E

pa je rjesenje matri¢ne jednacine matrica

EEHEE

wWNow |
| S

X—AlB—{

W o
SNV

wlowo |
| I

Zadatak 8.11 Matricu

predstaviti kao zbir jedne simetricne i jedne antisimetricne matrice.
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Rjesenje:
Kvadratna matrica je simetri¢na ako su joj elementi simetri¢ni u odnosu
na glavnu dijagonalu, tj. ako je a;; = a;; i vrijedi

1
AS:§(A+AT).

Kvadratna matrica je antisimetricna ako je jednaka svojoj negativnoj
transponovanoj matrici i vrijedi

1
AKzi(A—AT).
Kako je
3 41
At=12 3 0
1 2 4
onda je
) (32 1] [341] [3 31
/1S:§(A+AT):5 432 (4+|230|]=]331
| 1 0 4 |1 2 4 ] |11 4
] L3 21] [34 1] [0 -1 0
Ak:g(A—AT):5 432(-1230]||=(1 01
| 1 0 4 |1 2 4 |0 -1 0
Zadatak 8.12 Odrediti rang matrice
4 -3 -2 1
A= -2 1 3 -1
1 1 -1 2
Rjesenje:
[ 4 -3 -2 1]
A = -2 1 3 -1
11 -1 2]
1 1 -1 2]
~ -2 1 3 -1
| 4 -3 -2 1]
[1 1 —1 27| Vi prepisana
|07 =2 7] 4-V1 — Vs
[1 1 —1 27 Vi prepisana
~ 0 3 1 3| V;,prepisana
|00 13 0] 7-V2-3-13
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Dakle, rangA = 3.

Zadatak 8.13 Odrediti rang matrice

3 -2 1 2
A=| -1 1 -3 -3
2 -1 =2 -1
Rjesenje:
[ 3 -2 1 2]
A = -1 1 -3 -3
2 -1 -2 -1
[ — 1 =3 -3
~ 2 -1 =2 -1
3 -2 1 2
[ -1 1 -3 =37 Vi prepisana
| 01 =8 7] 3-Vi+ Vs
[ -1 1 -3 =3 ] Vi prepisana
~ 0 1 =8 =7 |.V,prepisana
| 00 0 0 Vo — V3

Dakle, rangA = 2.

Zadatak 8.14 Odrediti rang matrice

2 -1 3 1 4
1 1 1 1 3
-1 2 -3 -1 -4
11 2 -2 2
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Rjesenje:
[ 2 -1 3 1 4]
1 1 1 1 3
A -1 2 -3 -1 —4
11 2 -2 2
1 1 1 1 3]
1 1 2 -2 2
-1 2 -3 -1 —4
. 2 -1 3 1 4
(1 1 1 1 371 Viprepisana
00 -1 3 1 Vi—V,
03 -2 0 —1 Vi+Vs
|03 -1 1 2] 2-V1—Vy
11 11 3]
03 -2 0 —1
03 -1 1 2
|00 -1 3 1]
(11 1 1 371 Viprepisana
03 -2 0 -1 Vo prepisana
00 -1 -1 -3 Vi+Vs
00 -1 3 L | Vi prepisana
(11 1 1 371 Viprepisana
03 -2 0 -1 V, prepisana
0 0 -1 -1 =3 | V3prepisana
|00 0 —4 —4 ] Va—V,
Dakle, rangA = 4.
Zadatak 8.15 Odrediti rang matrice
2 3 —4 1 2
11 -1 3 4
A= -1 3 -2 2 2
34 -5 46
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Rjesenje:
[ 23 -4 1 2]
11 -1 3 4
4 = -1 3 -2 2 2
| 3 4 =5 4 6 |
[ 11 -1 3 4]
-1 3 -2 2 2
2 3 -4 1 2
| 3 4 =5 4 6 |
[1 1 —1 3 471 Vi prepisana
0 4 -3 5 6 Vi+V,
0 -1 2 56 2V —V;
| 0 -1 2 5 6 | 3V -V,
[1 1 -1 3 4 V1 prepisana
04 -3 5 6| V,prepisana
00 5 25 30 Vo +4V3
00 0 0 0 Vs =V,
Dakle, rangA = 3.
Zadatak 8.16 Odrediti rang matrice
2 -1 1 -3 -1
1 -1 3 1 4
A= -2 -3 1 1 -3
3 -2 4 -2 3
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Rjesenje:
2 -1 1 =3 -1
1 -1 3 1 4
4 = -2 -3 1 1 -3
3 -2 4 -2 3
[ 1 -1 3 1 4]
2 -1 1 -3 -1
-2 -3 1 1 =3
| 3 -2 4 -2 3
[1 —1 3 1 471 Vi prepisana
0 -1 559 2V — Vs
0 -5 735 2V + V3
| 0 -1.5 59 3V —Vy
(1 -1 3 1 4 Vi prepisana
0 -1 5 5 9| V;,prepisana
0 0 18 22 40 5V — V3
0 0 0 0 O Vo — V3

Dakle, rangA = 3.

Zadatak 8.17 U zavisnosti od realnog parametra A odrediti rang matrice

Al
A=1]1 A
11

> =

Rjesenje:

el i e e i
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1 1 A Vi prepisana
~ 0 A—1 1—=2AX Vo—Vp
[0 1—-X 1N Vi — AV
(1 1 A Vi prepisana
~ 0 A—1 1—=A V5 prepisana
0 0 2—-A-XN Vs + Vs,
11 A
= 0 A—1 1—A
[0 0 (I-=X)(2+2)

Diskusija:

1. ako je A =1 tada je rangA =1 jer je

A:

o O =
o O =
o O =

2. ako je A = —2 tada je rangA = 2 jer je

1
A=]0 -
0

O W =

1
3
0

3. akoje A # 11\ # —2 tada je rangA = 3.

Zadatak 8.18 U zavisnosti od realnog parametra \ odrediti rang matrice

(CIEN QTN
N~ > W
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Rjesenje:

Diskusija:

T
O OO OO0, OOOF Nk

OO N = = — — =
oSO E NS SE n o -

4 3

1A

31

3 2
4 3
~15 A—12
—25 —20
-5 —4
4 3
-5 —
~15 A—12
—25  —20

4

—5 —4

0 A

0 0

1. ako je A = 0 tada je rangA = 2.

2. ako je A\ # 0 tada je rangA = 3.
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9 Sistemi linearnih jednacina

Zadatak 9.1 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

dr — 3y — 2z =1
—2r+y+3z=-1

T+y—z=2
RjeSenje:
Matrica koeficijenata i progirena matrica ovog sistema je
4 -3 -2
A = -2 1 3
1 1 -1
[ 4 -3 2 1
A, = -2 1 3| -1
11 -1 2

Odredimo rang proSirene matrice:

4 -3 =2 1

A, = -2 1 3] -1
1 1 -1 2

1 1 -1 2

~ -2 1 3] -1

11 —-11]2 Vi prepisana

~ 03 1|3 2-Vi+V,
|07 =2 |7 4.V, — Vs

(1 1 —1 |27 Vi prepisana

~ 03 113 Vi prepisana
|00 3|0 ] 7-Va-3-13

Odavdje vidimo da je rang (A) = 31 rang (A,) = 3 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

THy—z=2
y+z2=3
132 =0

Iz trece jednacine vidimo da je z = 0 i ako to uvrstimo u drugu jednacinu
dobitemo

3y+0 = 3
3y = 3 = y=1
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Uvrstavajuc¢i 2 =01y = 1 u prvu jednacinu, dobijamo
r+1—-0 = 2
r+1 = 2 = x=2.

RjeSenje sistema je
(r,y,2) = (1,1,0).

Zadatak 9.2 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

3 —2y+z=2
—r+y—3z=-3
20 —y — 2z =—1

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i proSirena matrica ovog sistema je
3 -2 1]
A = -1 1 -3
2 -1 =2
[ 3 -2 1| 2
A, = -1 1 -3 | -3
| 2 -1 -2 | ~1

Odredimo rang prosirene matrice:

[ 3 -2 1| 2]
A, = | -1 1 -3]|-3
2 -1 -2 | -1 |
[ -1 1 -3 | -3
~ 2 -1 =2 | -1
| 3 2 1] 2
[ -1 1 -3 | -3 Vi prepisana
~ 01 -8 | -7 2- i+,
01 8| 7] 3Wi+V
[ -1 1 -3 | =3 ] Vi prepisana
~ 0 1 =8 | =7 |.V,prepisana
| 00 0] 0] Vo= Vs
Odavdje vidimo da je rang (A) = 2 i rang (A,) = 2 pa je sistem saglasan.

Formirajmo novi sistem

—r+y—3z=-3
y—8z=—7

b
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Ovaj sistem ima tri nepoznate a dvije jednacine. Zato jednu nepoznatu
biramo proizvoljno.

Neka je, recimo, z = a gdje je a € R.

Ako z = a uvrstimo u drugu jednacinu, dobijamo

y—8a=—7 = y=—7+ 8.

Ako y = =7+ 8a i z = «a uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo
—r—74+8a—-3a = —3
—r—T7+b5a = —3
—r = 4—-5a = =445«

RjeSenje sistema je
(x,y,2) = (=4 + 5o, =7+ 8a,a), «a€R.
Zadatak 9.3 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

2r—y+3z+t=4
r+y+z+t=3
—r+2y—3z2—t=—-4
r+y+22—-2t=3

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i prosirena matrica ovog sistema je

[ 2 -1 3 1]
1 1 1 1
4 = -1 2 -3 -1
1 1 2 -2 ]
2 -1 3 1 4
1 1 1 1 3
4, = -1 2 -3 —-1| -4
11 2 =2 2
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Odredimo rang prosirene matrice:

2 -1 3 1 4

1 1 1 1 3

A = -1 2 =3 -1 | —4
1 1 2 2| 2
1 1 1 1 3]

1 1 2 =2 2

-1 2 -3 -1 | -4

| 2 -1 3 1 4

(11 11 3 1 Vi prepisana
00 -1 3 1 Vi—V,
03 -2 0] -1 Vi+Vs

|03 -1 1 | 2-Vi—=V,

(11 1 1| 3]

0 3 =2 0] -1
0 3 -1 1 2

|00 -1 3 1]

11 1 1 3 | Vi prepisana
03 -2 0]|-1 Vo prepisana
00 -1 —-1|-3 Vi+Vs

100 -1 3 L | Vi prepisana

11 1 1 3 1 Wi prepisana
03 -2 0]|-1 Vs prepisana
00 -1 -1 |-3 V3 prepisana

|00 0 —4 | —4 Va—V,

Odavdje vidimo da je rang (A) = 4 irang (A,) = 4 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

T+y+z2+t=3

3y —2z=-1
—z—1t=-3
—4t = —4

Iz cetvrte jednacine vidimo da je t = 1.
Ako t = 1 uvrstimo u tret¢u jednac¢inu dobi¢emo

—z—-1 = -3
—z = -2 = z=2.
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Ako z =21t =1 uvrstimo u drugu jednac¢inu, dobi¢emo

y—4 = -1
Jy = 3 = y=1

Akoy =1, z=2it =1 uvrstimo u prvu jednacinu, dobi¢emo
r+1+2+1=3 = zv=-1
Rjesenje sistema je
(x,y,2,t) = (—=1,1,2,1).
Zadatak 9.4 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

20+ 3y —4z+t =2
r+y—z+3t=4
—x+3y —22+4+2t=2
3r+4y —5z+4t =6

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i prosirena matrica ovog sistema je

2 3 —4 1
11 -1 3
A= 1 .13 29
| 3 4 -5 4|
[ 23 -4 12
11 -1 3|4
b= 13 222
| 34 -5 416
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Odredimo rang prosirene matrice:

2 3 —4 112
11 -1 3|4
A = -1 3 =2 2|2
| 34 -5 4|6
[ 11 =1 3 [4]
-1 3 =2 2 |2
23 -4 1|2
| 34 -5 46 |
(1 1 -1 3|47 Viprepisana
0 4 -3 5 |6 Vi+V,
0 —1 2 516 2V — V3
0 -1 25]6] -V
[1 1 -1 3| 471 Viprepisana
04 -3 5 6 Vay prepisana
0 0 5 25 | 30 Vo +4Vs
(00 0 0] 0 Vs — Vi

Odavdje vidimo da je rang (A) = 3 irang (A,) = 3 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

r+y—z+3t=4
4y — 32+ 5t =6
5z + 25t = 30

Ovaj sistem ima Cetiri nepoznate a tri jednacine.
Zmaci, jednu nepoznatu uzimamo proizvoljno.
Neka je, npr. t = o (o € R).
Iz trece jednacine imamo
52 4+ 26 = 30
z4+5a = 6 = z=6-5a.
Ako z =6 — ba i t = v uvrstimo u drugu jednacinu, dobijamo
4y —3(6 —5a) +ba = 6
4y — 18+ 1ba+5a = 6
vy = 24—-200 = y =06 —5a.
Akoy =6 —5a,z=6—5a it =« uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo
r+6—-5a—6+da+3a = 4
r+3a = 4 —= r=4-3a.
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RjeSenje sistema je
(x,y,2,t) = (4 — 3,6 — 5o, 6 — b, ) (a € R).
Zadatak 9.5 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

3r —2y+2z=3

r+y—z=1
dr—y+z2=4
20 — 3y + 32 =2
Rjesenje:
Matrica koeficijenata i prosirena matrica ovog sistema je
[3 -2 2]
1 1 -1
4 = 4 —1 1
i 2 -3 3 ]
[ 3 —2 213
1 1 -1 1]1
Y=y 1 14
| 2 -3 3|2

Odredimo rang progirene matrice:

(3 -2 2 [3]

1 1 -1 |1
b=y o1
| 2 -3 3|2 ]

[1 1 —1 |1 ]
3 -2 2|3
4 -1 1|4

| 2 -3 3|2 ]

[ 1 1 =1 |17 W prepisana
0 -5 510 Vo —3W;
0 -5 510 Va —4V;

|0 =5 5|0 | Vi —2V;

(1 1 —1 |17 Viprepisana
0 -5 5|0 V5 prepisana
0 0 010 V3=V,

0 0 0]0 ] Vi—V,

Ne)
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Odavdje vidimo da je rang (A) = 2 i rang (A,) = 2 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

r+y—z=1
—5y+52=0 |~

Ovaj sistem ima tri nepoznate a dvije jednacine.
Zmaci, jednu nepoznatu uzimamo proizvoljno.
Neka je, npr. z =« (o € R).

Iz druge jednacine imamo

—5y+5a = 0

-5y = —ba = y=a.

Ako y = a1 z = a uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo

r+y—2z = 1

r+a—a = 1 —= z=1.

Rjesenje sistema je
(z,y,2) = (1,0, ) (v €R).
Zadatak 9.6 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

3 —2y+z+t=3
2v4+y—2z—1t=0
r+2y—z+t=3

3xr+3y—32=3

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i progirena matrica ovog sistema je

3 -2 1 1]
2 1 -2 -1
1 2 -1 1

'3 3 =3 0|

(3 -2 1 113
2 1 =2 —-110
1 2 -1 113

'3 3 -3 03
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Odredimo rang prosirene matrice:

3 -2 1 113
2 1 =2 =110
A = 1 2 -1 1|3
'3 3 -3 0|3
(1 2 -1 1 ]3]
2 1 =2 —-110
3 =2 1 113
'3 3 -3 0|3
1 2 -1 1 3 | Vi prepisana
0 -3 0 -3 | —6 Vo =2V
0 -8 4 -2 | -6 Vs — 31
| 0 -3 0 -3 | -6 Vy—3W
[ 1 2 -1 1 3 Vi prepisana
0 -3 0 -3 —6 Vs, prepisana
0 0 —-12 —-18 | =30 8Vo — 3V3
|0 0 0 0 0 Vo—Vy

Odavdje vidimo da je rang (A) = 31rang (A,) = 3 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

r+2y—z+t=3 r4+2y—z+t=3
3y —3t=—6 » — y+it=2
—122 — 18t = —30 2243t =5

Ovaj sistem ima cetiri nepoznate a tri jednacine.
Zmaci, jednu nepoznatu uzimamo proizvoljno.
Neka je, npr. t =« (a € R).

Iz trete jednacine imamo

22 4+3a¢ = 5
5 — 3«

2z = b—-3a = z= 5

Ako z = % it = a uvrstimo u drugu jednacinu, dobijamo

y+ta=2 — y=2-—a.
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Akoy=2—-a,z = 5‘;’& i t = a uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo

5—3
r+2(2—a)— Yha = 3
c4d—20-2"3% 3
8 —4da — 5+ 3a+ 2«
T+ = 3
2
3+«
= 3
T+ 7
5 3+« 33—«
€T = —_ =
2 2
Rjesenje sistema je
3— 5—-3
(x,y,z,t):( 2a,2—a, 2a,a) (v € R).

Zadatak 9.7 Ispitati saglasnost i rijesiti sistem

20 +2y — 2+ 3t =6
3x+y—3z2+1t=2
Sr+3y —4z+4+4t =8
r—y—2z—2t=—-4

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i progirena matrica ovog sistema je
(2 2 -1 3]
3 1 -3 1
4 = 5 3 -4 4
1 -1 -2 -2
(2 2 -1 316
3 1 =3 1|2
Ay = 5 3 -4 48
1 -1 -2 -2 |4
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Odredimo rang prosirene matrice:

[ 2 2
3 1
=15 3
1 -1
(1 —1
2 2
3 1
|5 3
1 —1
0 —4
0 —4
|0 -8
1 —1
0 —4
0 0
[0 0

—1

|
== W N N =W

6
2
8

—4 |
—4 7

6
2
8 -

—4 Vi prepisana
—14 2V =V,
—14 3Vi —Vj
—28 oVi — 3V,
—4 Vi prepisana

—14 2V =V,

0 Va—=V3

0 2Vo =V,

Odavdje vidimo da je rang (A) = 21rang (A,) = 2 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

r—y—2z—2t=—4
-4y —3z—Tt=—-14 |~

Ovaj sistem ima cetiri nepoznate a dvije jednacine.
Zmaci, dvije nepoznate uzimamo proizvoljno.

Neka je, npr. z = a,t =0 (o, 8 € R).

Iz druge jednacine imamo

—4y —3a -7 =

—dy =

—14

—144+3a+78 = y =

94
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Ako y = W, z = a,t = [ uvrstimo u prvu jednacinu, dobijamo

z_w_ga_gg _ 4
+—14+3a+7ﬁ—8a—86 _ 4
4
—14 — 50 —
4
14 — 500 —
R _4_+ﬁ
—16+14+5a+ 7 —2+ba+p
T = 1 :IIT'

Rjesenje sistema je

(a, B € R).

(.. 2.1) = (—2+5a+6 14_3a_76,a,ﬁ)

4 ’ 4

Zadatak 9.8 Ispitati saglasnost sistema @ u slucaju saglasnosti rijesiti sis-
tem matricnom metodom

20 —y+2—3t=-1
r—y+3z+t=4
—2r—-3y+z+t=-3
v —2y+4z—-2t=3

Rjesenje:
Matrica koeficijenata i progirena matrica ovog sistema je
2 -1 1 =3
1 -1 3 1
A=19 31 1
| 3 -2 4 =2
[ 2 -1 1 -3 | -1
1 -1 3 1 4
Ay = -2 -3 1 1|3
| 3 -2 4 -2 3
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Odredimo rang prosirene matrice:

2 -1 1 =3 | -1
1 -1 3 1 4
A = -2 =31 1|3
| 3 -2 4 -2 3 ]
1 -1 3 1 4]
2 -1 1 =3 | -1
-2 -3 1 1|3
3 -2 4 =2 3 |
(1 -1 3 1 |4 V1 prepisana
0 -1 5519 2V — Vs
0 -5 7 315 2V 4+ Vs
|0 -1 5 5|9 3V —Vy
[1 -1 3 1| 47 Viprepisana
0O -1 5 5 9 Vo prepisana
0 0 18 22 |40 5V — Vi
0 0 0 0 0 Vo—V5

Odavdje vidimo da je rang (A) = 3 i rang (A,) = 3 pa je sistem saglasan.
Formirajmo novi sistem

r—y+3z+t=4
—y+52+5t=9
182 + 22t = 40

Ovaj sistem ima cetiri nepoznate a tri jednacine.
Zmaci, jednu nepoznatu uzimamo proizvoljno.
Neka je, npr. t = a (o € R).

Sada sistem ima oblik

r—y+3z=4—«
—y+52=9—da
92 =20 — 1l

Ovaj sistem je ekvivalentan matri¢noj jednacini

AX =B
gdje su
1 -1 3 T 4—«
A=10 -1 5|, X=|y |, B= 9 — ba
0 09 z 20 — 1l
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Rjegenje matri¢ne jednacine je matrica X = A7!B.
Izra¢unajmo matricu A~! na osnovu formule

1
At = djA.
det A1Y
Determinanta matrice A je
1 -1 3
detA=|0 -1 5 |=-9
0 09
Kofaktori matrice A su
-1 5 05
Ap = 09 =-9 Ap=- 09 =0 A
-1 3 1 3
A21=—‘ 09‘29 A22=‘09‘=9 A3
-1 3 1 3
Az = 1 5 =2 Azp=- 05 = —5 As3
pa je adjungovana matrica
-9 9 -2
adjA = 0 9 -5
00 —1
Inverzna matrica matrice A je
1 -9 9 -2 1 -1
A_lz—g 09 -5|=]0 -1
N 00 -1 0 O
Sada je
1 -1 2 4 —
X=A"B=|0 -1 : 9—b5a | =
0 0 3 20 — 11a
pa je
-5 + l4a
r = —
9
19— 10a
YT Ty
20 — 11
z = Toz’ aeR

rjeSenje sistema.
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Zadatak 9.9 Ispitati saglasnost sistema @ u slucaju saglasnosti rijesiti sis-
tem metodom determinanti

20 —y+2—3t=-1
r—y+3z+t=4
—2r—-3y+z+t=-3
v —2y+4z—-2t=3

RjeSenje:
Matrica koeficijenata i proSirena matrica ovog sistema je

2 -1 1 =3
1 -1 3 1
4 = -2 -3 1 1
| 3 -2 4 =2
[ 2 -1 1 -3 | -1
1 -1 3 1 4
A = -2 -3 1 1]|-3
| 3 -2 4 =2 3
Odredimo rang proSirene matrice:
2 -1 1 =3 | -1
1 -1 3 1 4
Ay = -2 -3 1 1]|-3
| 3 -2 4 2 3
1 -1 3 1| 4]
2 -1 1 -3 | -1

-2 -3 1 1]|-3
| 3 -2 4 -2 3
(1 —1 3 1 |41 Viprepisana

0 -1 5519 2V =V,

0 -5 7 3|5 2Vi+ Vs
|0 -1 5 5|9 3Vi—Vy
[1 -1 3 1| 471 Viprepisana

0O -1 5 5 9 Vy prepisana

0 0 18 22 |40 5V — Vi
0 0 0 0 0 Vo — V3

Odavdje vidimo da je rang (A) = 3 i rang (A,) = 3 pa je sistem saglasan.
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Formirajmo novi sistem

rT—y+3z+t=4
—y+5z2+5t=9
18z + 22t =40

Ovaj sistem ima Cetiri nepoznate a tri jednacine.
Zmaci, jednu nepoznatu uzimamo proizvoljno.
Neka je, npr. t = a (a € R).

Sada sistem ima oblik

r—y+3z=4—-«a
—y+52=9—da
92 =20 — 11«

Izracunajmo determinante D, D,, D,, D, :

D =10 -15|=-9

4— « -1 3

D, = 9—5a -1 5 |=5— 14«
20 — 1l 09

1 4— 3

0 9-5a 5 |=-19+10«
0 20—11la 9

1 -1 4—

0 -1 9-5a |=-20+11l«
0 0 20-—-1l«

pa je

rjeSenje sistema.
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Zadatak 9.10 U zavisnosti od realnog parametra \ diskutovati rjesenja sis-

tema
At+y+z=1
rT+AY+z=2A
T4y + A=\
Rjesenje:

Izracunajmo determinante D, D,, D,, D, :

A1l A1l A
D= |1 XA 1[=/1x1]|1x-=
11 A 11 A1 1
= (NW+14+1)—A+A+0) =X -31+2=
= NoA-2 2= -1) -2 -1)=
= AA-1DA+1)-2(1-1)=
= A=A+ =2d=0-DN+r-2] =
A=DN+2-2A=2] =A-1)AA+2) - (A+2)] =
= A-DA-DA+2)=A-1*A+2).
11 1] 11
Do = | A A 1] A A=
DS D DS
= (A2 A2 40— (/\3+1+>\2)=
= NN HA-1=—-(V¥-N)+

= NOA-D+A-1=(A- )( ):

= A-1DA-NA+NN=-O0-1DOX-1DOW+1)=
= —A=1D*\+1).
A1 1| A 1
D, = |1 Xx1[1 )=
1 A XN 1 )\

= (PH+1+X) - A+ XN+ =
= A2 +1=(\-1)>.
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A1 1] a1
D, = |1 X A1 X=
1 1 M| 11
= AHA+1D) - A+ X+ =

= /\4—2)\2+1:()\2—1)2:
= (A=DW+D))P=A=1)"\+1)".

Dakle,
D = A=1*0\+2)
D, = —(A=1*(\+1)
D, = (/\_1)2
D. = (A=12*(\+1)
Diskusija:
1. Akoje D #0, tj. A # 11\ # —2, tada je sistem saglasan i rjesenja su
data sa
L Dy —(A-D'A+1)  A+1
D (A-1°(\+2) A2
D, A-1° 1
YT D TS0 0+2) A+
L D. A=1D'(A+1)° (417
D (A=1*(\+2) A2

2. Akoje D =0, tj. A=11li A = —2, tada je sistem neodreden.

* Za A =11imamo da je D = D, = D, = D, = 0 pa sistem ima beskona¢no
mnogo rjeSenja.
Uvrstavajuci A = 1 u pocetni sistem, dobijamo da je sistem ekviva-
lentan samo jednoj jednacini x +y + 2z = 1. Budu¢i da imamo jednu
jednac¢inu a tri nepoznate, onda dvije nepoznate biramo proizvoljno.
Nekasunpr. y=aiz=0, (o, €R). Tadajex =1—a — 3, paje
rjeSenje sistema

($7yaz):(1_a_ﬁaaaﬂ) (&76€R)'
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*¥* Za A= —2 imamo da je D = 0 ali je D, = 9 pa sistem nema rjesenja.

Zadatak 9.11 U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rjesenja sis-

tema
(a—Dz4+y—2z=2a—1
(2a —5)x+4y—bz=a+2
(20 -3)z+y+(a—3)z=a+1
Rjesenje:
Izracunajmo determinante D, D,, D,, D, :
a—1 1 -1
D = |2a—5 4 -5 |=2a(a—2)
20—3 1 a—3
2¢—1 1 -1
D, = | a+2 4 =5 |=(a—2)(7a—5)
a+1l 1 a-3
a—1 2a—-1 -1
D, = |2a—-5 a+2 -5 |=-a(a—2)(3a—1)
20 -3 a+1 a-—3
a—1 1 2a-1
D, = |2a-5 4 a+2 |=—(a—2)(9%a—5).
2a—3 1 a+1
Diskusija:

1. Ako je D # 0 tj 2a(a—2) # 0 a to je slucaj kada je a # 0 i a # 2, tada
je sistem saglasan i rjeSenja su data sa

D, (a—2)(Ta—5) Ta—5
YT DT 2a(a —2) 2a
Dy, —a(a—2)(3a—1)  3a-—1
Y= DT 2a-2 2
. _ D —(@=2@i-5 95
D 2a(a — 2) 2a

2. Akoje D =0, tj. a =0ili a = 2, tada je sistem neodreden.
* Za a =2 imamo da je D = D, = D, = D, = 0 pa sistem ima beskonac¢no
mnogo rjeSenja.
Uvrstavajuci a = 2 u pocetni sistem, dobijamo da je sistem jednacina

rT+y—z2=23
—r+4y —52=4
rT+y—z2=23
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Ispitajmo saglasnost ovog sistema: Progirena matrica sistema je

11 -1 3
A,=1 -1 4 -5 4
11 -1 3
Odredimo njen rang:
11 -1 3
A, = | -1 4 =5 4
11 -1 3
[1 1 —1 37 Vi prepisana
~ 05 —6 7 Vi+ Vs,
00 00 Vi—Vs
Formirajmo novi sistem
r+y—z=3
Sy—62=7 [~

Ovaj sistem ima tri nepoznate a dvije jednac¢ine, pa jednu nepoznatu
biramo proizvoljno. Neka je, recimo z = a,a € R. Sada, iz druge
jednac¢ine imamo

7—6
oy —ba =7 = y= 504.
Uvrstavajuci y = 7’% i 2 = «a u prvu jednacinu dobijamo
x—|—7_6a 04—3:>:c—8_a
5 B 5

Dakle, rjesenje sistema je

( ) 8 —« 7—6aa
T, Y, 2) =
7y7 5 b 5 b

** Za a =0 imamo da je D = 0 ali je D, # 0 pa sistem nema rjesenja.
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10 Limes funkcije

Zadatak 10.1

42% — 3z +1 . da? —3r 4122 4A-344
im —————— = lim — G S R T
e—+oo2w* — 2w + 3 r>+00222 — 20+ 3 x r—to02 — 2 4 5
_ 4-0+40 _,
2-0+0 7

Zadatak 10.2

24 -2 2
lim = im<x ) (@ + )zlim(x+2):4.
x~>2$—2 r—2 x—2 r—2
Zadatak 10.3
?—=T7r+10 . (z-5)(x-2) . -2 5-2

limE — £ _
r5q? — Oz +20 ao8(x—5) (v —4) ebr—4 54

Zadatak 10.4

—VZZ—10 VT =10
<CL‘—\/J}2—1OJ}) = limx * T TtVe T
200 1 x+ V22— 10x
mQ—(\/ 2—10$)2 o2 =22+ 102

= lim = lim =

lim

T—00

z—00 x4 4/2? — 101’ z—ooy 4+ /22 — 10x
I 10z I 10

= lim = lim —— =
200 4 \/202 —10z: 7 x—>°<>1 + Vo210

= llm——-ouwv-—-=lm——

w*)ool + /:E2 10x x*)ool + /

- _W_s
1+\/—1_ 2

Zadatak 10.5

i V1422 -1 i STrai-1 (VT+2) +¥VT+a2+1
m -———,—- = 1m . —
=0 =0 2 (VI+a2) +¥1+a2+1

I (Vi+a) -1
= 1m =
=002 (YT+a2) + VT+a2+1
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. 14+22-1
= lm =
02 ((\3/1 T2 YT+ a2 + 1)
. 22
- il—{% 2 3 7\ 2 3 2 -
x -((\/1+x) + Atz +1)
. 22
- alsl—>r% 2 3 7\ 2 3 2 -
2 (VT4 + YT+ + 1)
1 1

Zadatak 10.6

S —1
lim\/E
=1/ — 1

y
D1t 1)

Zadatak 10.7

lim r—3

v—3y/1 +1— 2

Zadatak 10.8

2—+vx—3

.
o 2 — 49

T—7

lim =-.
YT YT+ a2 +1 3

smjena 9
6 . tr—1
rx=t :hmt3 1=
r—1 = t—1 L
(t—1)(t+1) t+1

. r—3 vr+1+2

im : =

=3\ rx+1—-2 Jr+1+2
(z—3)- (Vo +1+2)

o N (Vo

. (z=3)- (Vz+1+2) B
o3 rz+1—4 N
_ (z=3)- (Vz+1+2)
lim —
z—3 r—3

ign%)<m+2) = 4.

2—Vz—-3 2+Vz -3
2 —49 24+ z—3
lim 22_( x—3)2
v=7 (22 — 49) (2 + 2 — 3)
4—(x—3)

lim —

=7 (22 — 49) (2 +Vr— 3)
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Zadatak 10.9
x2 —16

lim ——
t—=4\/x +5—3

Zadatak 10.10

. x3 — 27
lim

=312 — 2 — 3

ilm?(x —7) (= +77;($2 +Vr-3)
e e Teaw s B
?3@+7N?Lvﬁi§):
Lo _%.

po @16 VE+5+3
=4z +5-3 Vr+5+3
. (#*—=16) (Vo +5+3)
i (m)2_32
(x—4)(z+4) (Vo +5+3)

r—4 Qj—|—5—9
1,m(:z:—zl) (z+4) (Ve +5+3)

= 1 =
r—4 r—4

= lim (v +4) (\/x+5+3) —8.6=48.

-3 JIZ—z+3
VI2—2-3 VI2—z+3
L@ =3 (VIZ w3
o3 (Y12 —g) - 32

(x—3) (2?4324 9) (VI2 -z + 3)

= lim
r—3

r—3 12—x2-9

_ lim(x—S)(x2+3x+9)(m+3)
—3 3—x

_ lim(x—S)(m2+3x+9)(m+3)
z—3 —(:U—?))

= —lim (2* +30+9) (VI2—2+3) =

= —27-6=—162.
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Zadatak 10.11

1\* 1 v
im (2 — fm (15T ) =
z—+oo \ 1 — 1 T——+00 x—1

T—+00 x—1
2 xT r—1
= lim <1 + > =
Tr—+00 x—1
lim 2%
— 6L—>+ool_1 _ 62
Zadatak 10.12
. 72 4+ 5p + 4\ ) 2+ br+4 s
lim [ ———— = lim [1-+ — =
z—too \ 22 — 3z + 7 T—+00 x? =3 +7
. 22+ 5z +4—22+3x -7\
= lim (1+ =
z——+00 22 -3z +7
8z —3 \*
zilfoo< +x2—3x+7)
2?-3047 _82-3 3.
I 14 8&x — 3 80—-3 223247
= 1m —_— g
T——+00 2 — 3r+7

1 24 T
_ bl Erl 24
Zadatak 10.13
. 2 +r4+1\" . 22 +x+1 2
Iim [ ———— = lim (1+ —1 =
z—too \ 22 —x + 1 T—-+00 2—z+1
. P2rr+l—224+r—1\*
= lim |1+ =
T—+00 2 —x+1
2I 2x
= 1 1 =
m—lgloo( +x2—x+1>
:E27:z+1. 2z 2
2 x 2 241
— lim 1+ =
T——+00 2 —x+1
. T . 12
— ezl{g—loo1231+1.2x — elll'r“{looz{iI‘Fl — 64

107



Barakovi¢ Elvis Matematika

Zadatak 10.14

7 7 in7
T el T Y O T LY R
r—0 x z—0 71‘ x—0 7[L'
Zadatak 10.15
sin 6 sin 6z
smbzr o sin6z
imSB0% _ pnee 0T e O
z—08in 3x xﬁomg% .3x =0 sn;zsg; 3
: sin 6
 ImEE 6 6 ,
o hm511313x3_3_ .
x—0 Z
Zadatak 10.16
sin 3w ) sin 3z Vit+d+2

lim———— =

I eri—2  sVerd—2 Veritz
) sin3x(\/x—+4+2)
200 (\/m)2_22

Sin3x(\/m+2)

p— ]_. p—
0 z+4—4

sin3z (v +4 +2)

= lim —

r—0 x
sin 3z (Vz + 4+ 2)

= | -3 =
wlg(l) 3z
in 3
— 3. lim>e x-lim(\/x+4+2):
z—0 3¢ z—0
= 3-1-4=12.

Zadatak 10.17

. vr+1-1 . ve+1l—-1 ye+1+1
im———— = lim =

i—0  sin 2z 0 sin2r  Jrtl4+1
B lim(\/:chl—l) (Ve +1+1) B
250 sin2x (\/a: +1+ 1) N

(V1) 12

v=0sin 2z (Vo +1+1)

108



Barakovi¢ Elvis

Matematika

Zadatak 10.

lim

z—0

18

sin4x

vVe+9-—3

lim r+i1-1 =
z—0g8in 2x (\/x +1+ 1) N
xr
Ii —
mlgtl)sin 2x (\/x +1+ 1)
xr
lim — -
ro0S2 90 (r 1+ 1)
1
1' N p—
PO (Vir 1+ 1)

1 1
hm52 2. (Vo rl+1)
11t 1
1 2-2 4

lim sin 4x '\/:):——1—9—1—3:
=0T +9-3 Vr+9+3
lim sin 4x (\/x——i-9 + 3)
z—0 (\/x——|—9)2—32
Sin4x(\/m+3)

z—0 r+9-9

sin 4x (\/x +9 +3)

= lim —

r—0 x
sin4x (\/x +9+ 3)

z—0 4z
in 4
— 4 1m0 i (\/x+9+3)
z—0 4dg z—0
= 4-1-6=24.

109



Barakovi¢ Elvis Matematika
Zadatak 10.19
. sin 5z — sin 3x ’ %~5m—%-3x
" ; = am sinx -
x—0 SInx x—0 SiL
X
inbx sin 3x
x (5805 — 3einie)
: 5 3x _
- glcli% l,sina: -
xT
B hm5sn§x5r o 351231
- 250 sin z -
x
+ . sinbx : . sin3x
Hlim 3oL 3hm3—
_ z—0 5T z—0 %
- lim sin x -
x—0 T
5—3
— =9
1
Zadatak 10.20
I 1 —cosx , 2811&2% , 28in g - sin §
im——— = lim = lim =
z—0 2 z—0 2 x—0 €T-T
M X : X
_ 2-limsm2 sin 2 _
x—0 Z.ZX.4
22
3 X : X
. sing . SIny 1 1
= —.lim x2 - lim 562 =—.1-1=-.
Zadatak 10.21
. 2 . 2 . 2
I 1 — cos 22 y 2 sin? = y 2sin - - sin -
im——— = lim = lim : =
x—0 12 sin 22 x—0x2 sin 22 x—»O% % .4 . sing?
T
. 2 . 2
. sinf%-  sin - 1
= lim —= - lim—; — =
z—0 ZZ z—0 2 lim sm2m
z—0 %

Zadatak 10.22

lim z-[In(x+1) —In(x —1)]

r—+00
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1 xT
— In lim (1+x+1—1) -

T—+00 xr —
1-— 1\”
~ o lim (Hu) _
r—+00 r—1

—1 2
2 2 o1’
= In lim (l—i- > =
r—+00 rx—1

lim 2%
= Ine—+<*T =lne? =2lne = 2.
Zadatak 10.23

lim 3z - [ln(:p2—|—5x—|—4)—ln(x2—3x—|—7)] =

T—+00

2
—  lim 3z-1n <w) —

T—-+00 2 —3x+7
. 22+ 5r+4 su
= lim In =
T——+00 2 —3x+7
) 2?2+ 5z + 4\
= In lim | ———— =
z—too \ 22 — 31+ 7
. 2 4+br+4—a2+3x -7 =
= In lim (1+ —
T—-+00 2 —3x+7
8z —3 \*
= In Ui 14— =
2?3047 _83-3 3,
In lim (1+ S 3 R
== n _— e
T—-+00 2 —3x+7
8x—3 2422 9z

— In GIE‘EOO P In ezl{rfoo 223247 _
9

x

lim —s—2%—
— Ine*°' 2 —ne? = 2lne = 24.
Zadatak 10.24

lim 3z [In(z+1)+In(z —4) —In (2* + 524+ 6)] =

T—+00
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— lim 3x-1n<<$+1)(“;_4)) _

z—+00 224+ 5x+6
2_3x—4
= lim 3z-In U
T——+00 22+ 52 +6
. 22— 3z —4\*
= lim In|——"-—— =
T—~+00 224+ 52 +6
2 3r — 4 3z
— Inlim (1422072 ) =
T——+00 22+52+6
. 22 -3z —4— 2252 —6\*
= In lim (1+ =
T——+00 22+ 5z +6
—8z —10 \*
= In Ui 1+ ——— =
2245046 _—82-10 g
_8{]; _ 10 —8x—10 2245:+6
= Inlm (14 ———— =
T——+00 224+ 5z +6
lim =82=10 3. lim —24z?-30z
= Ines—toor®H5mt6 T — | groteo #THIREE — et = 94
Zadatak 10.25
z2+z+1 z2+:c+1
: r+3) o : r+3 +1
lim = lim (1+ - =
z—+oo \ T + 2 z—4-00 x4+ 2

2
lim 1.z dedl lim & fztl
— €x4>+<x>z+2 z+1 — em—»+oolz+3z+2 — 61 — e.

Zadatak 10.26

o L smjena 1\

1im(—>%2 = t:% :>$:2+% = lim (1+—) =

z—2 \ 2 z T—+00 2t
r—2 = t— o0

N

1\ 23
= i 1+ — = e2.
m—1>I—Poo ( + Qt) ¢
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Zadatak 10.27

smjena
lim & L t=e" -1 = e =t+1 _
e | ==t = =i |
r—0 = 1t—0
102 In (1 + t) t—01n (1 + t) ‘50 1n(115+t)
1 1
== a: —————— = Qa - —
: ln(1+t) s 1,
i limg - In (1 +17)
1 1
- a‘—lza-—lz
limIn (1+17)* Inlim (1 +¢)*
t—0 t—0
1
= a7 — =a.
Ine

Zadatak 10.28 Izracunati lijevi © desni limes funkcije

3r — 22
u tackt x = 4.
3 — 22 smjena (4 —g) — (4—g)?
L) = Gim ST oy | —pntize) @
r—d4— 1 —4 €>0,5—>0 e—0 4 —c—4
0 12—-3—-164+8—¢%> | —£24+5b5e—4
= lim = lim —
e—0 —& e—0 —&
: 4 !
= lim|—-—-54+—-]=-0—-5+1lim- = +o0.
e—0 £ e—0¢g
3 — g2 smjena 3(4 _ (4 2
D) = lm =T =| s=d+c | =lm ( 25) (4+5) _
Tt T e>0,e—0 = Te-
1243 —-16—8—¢%2 . —e?2—bHe—4
= lim = lim —
e—0 15 e—0 £
: 4 4
= 11m(—5—5——):—0—5—hm—:—oo.
e—0 £ e—=0¢g

Zadatak 10.29 [zracunati lijevi © desni limes funkcije
In (x2 — 1)
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u tacki v = —1.
smjena
L(-1) = lim In(z’—-1) =l lim (2*-1)=| z=-1-¢ | =
rz——1" rz——1"
e>0,e—0

. . 12 . . 2 .
= Inlim ((-1—¢) 1)—1I1}:1£%(1—|—26+6 1) =

e—0
= lnlig% (26 + €%) = —o0.
smjena
D) = Jim (e =1) ~tn i (o -1) = | s—1ee |-
e>0,e—0

= Inlim ((1+¢)° ~ 1) =Inlim (1 +2e+€* ~1) =

= In lLII[l) (26 + 62) = —00.
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11 Izvod funkcije
Zadatak 11.1 Po definiciji naci izvod funkcije
f(z) =32 — 22 — 1.

Rjesenje:
Kako je
flz) = 322 -2z -1
flx+h) = 3@+h)?-20x+h)-1=
= 3(2®+22h+h*) -2z —2h—1=
= 32° + 6xh+3h° — 22 —2h — 1

tada je
S+ h) - f(x)
’ _ _
fiw) = lim ’ =
_ 3x2+6xh—|—3h2—2m—2h—1—3x2—|—2x+1_
h + 3h? — 2h
U — lim (62 + 3h — 2) = 6 — 2.
h—0 h h—0

Zadatak 11.2 Po definiciji naci izvod funkcije

f(z) =3z +1.
Rjesenje:
Kako je
flz) = V3x+1
flx+h) = /3@x+h)+1=V3z+3h+1
tada je
[z +h)— f(z)
! . —
fiw) = lim ; =
V3T +3h+1—3x+1
= lim =
h—0 h
V3T +3h+1—V32+1 V3z+3h+14+3x+1
= lim . =
h—0 h V3r+3h+1++3x+1
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(V3r+3h+1)" — (V3r +1)°
im =
h=0 h(v3z +3h+1++3z+1)
3r+3h+1-3x—-1

im

h=0h (\/3z +3h+1+ 3z +1)

: 3h

lim

h=0h (v3z+3h+ 1+ 3z +1)

: 3 3

lim = .
=03z +3h+1++3z+1 2y3x+1
Zadatak 11.3 Po definiciji naci izvod funkcije

F(z) = ™3,
RjeSenje:
Kako je
f(l') — e4x73
flx+h) = eMath)=3 _ Az+4h—3
tada je
4 _ flo+h)—fx) . elotih=3 _glo=s
fi(z) = }Llir(l) 7 _ ;llli% -
et (et — 1 ah _q
= lim ( ) — A3 i & _
h=0 h h—0
— 641*3 . 4 — 4641-,3
jer je
smjena
T t=e" -1 = e =t+1 —
z—0 - jal‘:hl(l—i—t):x:%ln(l_'_t) =

r—0 = t—0

= 1 _— ~1‘ _— -1. _—
o0l (I+t)  tmoln(l4+6) tl—I}aln(ltth)
1 1

T ey =

T TR

1 1

g a.—l :a~—1 _—

limln (1 +1¢)* Inlim (1 +1¢)¢

t—0 t—0

1
= a4*-— = a.

Ine
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Zadatak 11.4 Po definiciji naci izvod funkcije

f(z) =In(7x).

Rjesenje:
Kako je
f(z) = In(72)
flx4+h) = In(7(z+h))=In(7z + 7h)
tada je
flx+h)— f(x) . In(7x 4+ 7h) —In(7x)
! _ _ —
flx) = lim . = lim h =
In TztTh In (1+12) 1 h
= my T im T o 1n<1+x)
1 1
h\*" h\ "
= limln(l—i——) zlnlim(l—i——) =
h—0 x h—0 x
IEEE )
= Inlim (1+—) :lneglﬁmo; :lne% = .
h—0 x x

Zadatak 11.5 Po definiciji naci izvod funkcije

f(z) = sin (2x).

Rjesenje:
Kako je
f(z) = sin(22)
flx+h) = sin(2(z+ h)) =sin (2x + 2h)
tada je
. fx+h)— f(zr) . sin(2z+ 2h)—sin(22)
/ o _ _
flx) = }lllil% 3 = ,1112% 7 =
2¢in 2z+2h—2x COS 2x+2h+-2x
= lim 2 z =
h—0 h
= unQSthOS Gz +h) =2 limsmh -lim cos (22 + h) =
h—0 h h—0 h—0
= 2cos(2x).
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Zadatak 11.6 Naci izvod funkcije

34 1, 6
Rjesenje:
3 1 9 1
y/:§3x2—12x—1:§x2—5x—1.

Zadatak 11.7 Naéi izvod funkcije

4 1
y=—zVab— ot tavi+d

Rjesenje:
Kako je
y=—-x3 — -z +x2+4
tada je
, 45%12+3% 4§2+3%
=——-03 — 204 -2 = ——x3 — —T+ -2
(T R 37 7T
Zadatak 11.8 Naci izvod funkcije
y=1z3sinx.
Rjesenje:
Neka je
f = 2 = f =327
g = sinz = ¢ =cosz

pa primjenom pravila za izvod proizvoda, dobijamo
v = f'lg+¢'f=32"sinw +2°cosx = 2* (3sinz + xcos ).
Zadatak 11.9 Naci izvod funkcije

_;1:2+1
21

Y
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Rjesenje:

Neka je
f = 2241 = f'=2
g = -1 = ¢ =22

pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo

J = fla—4d'f _ 2z (2% — 1) — 2z (22 + 1)

92 (22 — 1)

223 — 22 — 223 — 22 I

(22 — 1)2 B (22 — 1)2'

Zadatak 11.10 Naéi izvod funkcije

sinx — coszx

sinx + cosx
Rjesenje:
Neka je
f = sinx—cosz = f'=cosz+sinz

g = sinz+cosr = ¢ =cosz —sinx

pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo

, fla—4df
y = 5=
g

(cosz +sinz) (sinx + cosz) — (cosx — sinx) (sinz — cos x)

(sinz + cosx)?

cos  sin = + cos? z + sin? z + sin z cos & — cos z sin z

(sinz + cos x)*

cos?x + sin?x — sin z cos x

(sinx + cos x)?

) . 9
2cosx 4+ 2sin’x 2 (C082 x + sin :z:)
sin?x + 2sinxzcosz + cos2x  sin?z + cos?2x + 2sinz cosx
2
1+ sin 2z

Zadatak 11.11 Nadéi izvod funkcije

y=(1-5z%)".
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Rjesenje:
Kako je
(1 _m2\10 smjena _ 10
y=(1-52) u=1-51* = v =10z Y
tada je

y = 100" -’ =10 (1 - 52%)° - (=10z) = —100z (1 — 52%)".

Zadatak 11.12 Naéi izvod funkcije

Rjesenje:
Kako je
_ 3/ 3\2 _ 33 _ smjena _ 2
y (1+2%) (1+2%) {u:1+x3:u':3x2 v
tada je

%,3 2 _
TS

y'zgu_é-u'zg(qux?’)

Zadatak 11.13 Nadci izvod funkcije

y = 64:52_1_2.
Rjesenje:
Kako je
_ Ax?—z—2 smjena _ o u
y=e¢ T lu=42—2-2 — W =8z—-1| ¢
tada je

y/ — euu/ — 6412—:1:—2 (8.13 o 1) )

Zadatak 11.14 Nadci izvod funkcije
y=1In (x2 + 1) .
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Rjesenje:
Kako je
- 2 - smjena B
yfln(x +1) = um 2241 — o — 9 =Inu
tada je
, 1 1 . 2x
= — .U = —
YT u 2+ 1 x? 41
Zadatak 11.15 Naéi izvod funkcije
) 241
=1In .
4 x?2—1
Rjesenje:
Kako je
1 2?2 +1 smjena |
= = 2 _Ax =
4 . 2 —1 U = ;‘24:} = u' = ($2f1)2 e
tada je
, 1, 1 —4x
YT 2l (g2 1)
2t —1 —dr —4x B
TPl @1y @ D@1
-
oat -1

Zadatak 11.16 Naci prvi @ drugi izvod funkcije

3z —a?
v= r—4
Rjesenje:
Neka je
f =31—-2" = f=3-2

g = 1—4 = ¢ =1

pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo
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Neka je

f
9

f'9—4df
92
(3—2z)(x—4)—1-(3z — 2?)
(x—4)° N
3 —12—22°+ 8z — 3z +a*
(x —4)* N
—z% + 8 — 12
(z—4)°

—2?+ 8212 = f = -20+8
(x—4)7° = ¢ =2(zx—4)

pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo
Drugi izvod funkcije je

"

(v)
(=224 8) (x —4)> —2(z — 4) (—2® + 8z — 12)

_f9—df _

92

(x4

(x—4) - [(-220+8) (v —4) — 2 (=22 + 8z — 12)]

(z —4)"

—2x2+8x+8x—32+2x2—16x+24_

(x —4)°

(x—4)"

Zadatak 11.17 Naci prvi @ drugi izvod funkcije

Rjesenje:
Neka je

2 —2r+1

y= 241

= 220 +1 = f=20-2
= ’4+1 = ¢ =2
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pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo

;o fla—df (2e—-2)@*+1)—22(*—22+1)
T T (22 + 1) B
208420 —20° —2—22° + 42 — 22
B (22 4+ 1) -
B 222 — 2
@+
Neka je

f=2-2 = f=4
g = (?+1) = ¢ =2(%+1) 20 =4z (2 +1)

pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo
Drugi izvod funkcije je
J = f’gg—29’f _
Az (22 + 1) — 4z (22 + 1) (222 — 2)
(22 +2)%)°
Az (22417 — (222 —2)-2(22 + 1) - 22
a (22 + 1)* B
(22 4+ 1) [4z (2% + 1) — 4z (22% — 2)]
@2+ 1)’
B 423 + 4x — 823 + 8w B —4x3 + 122 B
(a2 +1)° @+’
—4x (2 — 3)
(22 +1)°

Zadatak 11.18 Naéi prvi i drugi izvod funkcije

3

oz
TRy
Neka je
f = 22 = f =327
g = -3 = ¢ =2
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pa primjenom pravila za izvod koli¢nika, dobijamo da je prvi izvod funkcije

, fla—df
y = =
g
3 (2®—3)—2x-2®
(22 —3)°
o 3at =922 — 22t
(22 —3)*
B x* — 92
(22 — 3)?

Neka je
= 2t -9 = f=42° 18
g = (@*=3)" = g=2("-3) 2

pa primjenom pravila za izvod kolicnika, dobijamo da je drugi izvod
funkcije

"o f,g — g/f o
y 92 -
(423 — 182) (22 — 3)* — 2 (22 — 3) - 2z - (2 — 922)

(2 = 3%)°
(22 — 3) [(423 — 187) (2% — 3) — 4z (2* — 92?)]

(22 =3)"
_ da® —122° — 182° + 54w — 4a® + 362°
a (22 — 3)° N
B 63 + H4x
- (22-3)

Zadatak 11.19 Naéi prvi ¢ drugi izvod funkcije

y = e** sin 3.

Rjesenje:
Yy = 2e*sin3z 4 €2 cos 3z - 3 = 2€* sin 3z + 3¢*” cos 3z
y' = 2-2e*"sin3z+2-e* cos3x -3+ 3 2e* cos 3r + 3¢ (—sin3x) - 3 =

= 4e*" gin 3z + 6€® cos 3x + 6e*® cos 3x — 9e*T sin 3x =

= 12e** cos 3z — 5e*" sin 3z = €** (12 cos 3z — 5sin 3z) .
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Zadatak 11.20 Nadci prvi @ drugi izvod funkcije

y = xarccosx — V1 — x?

Rjesenje:
" = 1-arccosz+ ! ! (—2z) =
Y V1—22  2y/1— 22
r
= arccoswT — =
V1—22 1 —2a2

= arccosu.

! 1

YT T A2
Logaritamski izvod

Zadatak 11.21 Nadéi izvod funkcije

T

y=2a".

Rjesenje:
Logaritmovanjem lijeve i desne strane dobijamo

Iny=Ihz"* = hy=x-lnz

pa je

(Iny) = (z-Inz)
1, 1
y x
1 /
-y = Inzx+1
Y

vy = y(nz+1)

y = 2(lnz+1).

Zadatak 11.22 Naéi izvod funkcije
y=x

Rjesenje:
Logaritmovanjem lijeve i desne strane dobijamo

Iny = Inz® = Iny =2 -lnz
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pa je

NS NS

(ny) = («*-In x)l
1
oy = 2z -Inx+a2% —
x
vy = 2xlnx+ux
"= y(2zlnz+x)
y = 2% (2zlnz+1).

Zadatak 11.23 Nadéi izvod funkcije

Rjesenje:

y= x+1/) °

Logaritmovanjem lijeve i desne strane dobijamo

pa je

lnyzln(

—~
—
=

<

N N S BN

x \" 1 1 x
—— )] = lny=z-In
r+1 Y r+1

T 1 T !
1-In +x—-

T r+1 z+1—2x
r+1 x (z+1)
T

)+ x+1 1
x- .
1 r (x41)
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Izvod funkcije zadane u parametarskom obliku

/

xr = x(t) } ;Y
— = —
y=y(t) Y T
Zadatak 11.24 Naéi izvod funkcije

x(t) = cost }

y(t) =t +sint

Rjesenje:
Kako je
y, = 1+ cost
¥y = —sint
tada je

, :y_;_ l4+cost ~ 1+cost

R —sint sint

Zadatak 11.25 Nadéi izvod funkcije
z(t) = e'sint }

y(t) = €' cost

Rjesenje:
Kako je
y; = e'cost—e'sint = e’ (cost — sint)
r, = e'sint+e'cost = e (cost+sint)
tada je

, i €'(cost—sint) cost—sint

x, el (cost+sint) cost+sint’
Jednacine tangente i normale

Jednacine tangente i normale na krivu y = y(z) u tacki M (zo, yo):

T y —yo =y (z0) (x — x0)
N y—yoz—y,ém) (z — 20)



Barakovié Elvis Matematika

Zadatak 11.26 Odrediti jednacinu tangente na krivu y = 2% — 3z + 2 u
tacki M(2,vy)

Rjesenje:
Prvo odredimo koordinate tacke M:

y(2)=2-4-3-242=8-6+2=4

pa je M(2,4).
Prvi izvod funkcije je
y =4 —3

y(2)=8-3=5

pa jednacina tangente glasi

y—4 = 5(z—2)
y—4 = bdHxr—10
y = dxr—6.

Zadatak 11.27 Odrediti jednacinu tangente na krivu y = x*—x?+3 u tacki
M(1,y)

Rjesenje:
Prvo odredimo koordinate tacke M:

y(l)=1-1+3=3

pa je M(1,3).
Prvi izvod funkcije je
y =4z — 2z

y(1)=4-2=2
pa jednacina tangente glasi
y—3 = 2(xz—-1)
y—3 = 2x -2
y = 2x+1.

Zadatak 11.28 U kojoj tacki krive y = /1 + 22 je njena tangenta paralelna
sa pravom y = %x + 1.
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Rjesenje:

Koeficijent pravca prave y = %ZE—G— 1je %, a po uslovu zadatka tangenta na
krivu mora biti paralelna sa ovom pravom pa zato i njen koeficijent pravca
mora biti 3.

Prvi izvod funkcije je

1 T

/

- =
21 + 22 V14 22

pa po uslovu zadatka, vrijedi

<

T 1
Vita?z 2
s e VIt® [
— 4z2=1+22
— 3?=1
5 1
= o =3
=4 r1 = — 1: ﬁ r = lzﬁ
3 3 3 3

Kako je

3 3 3 3 3
V3 ) V3 1 4 2 23
3 ) TN\ 3 T 3 V3T 8 3

onda su trazene tacke

A(8m) L a(£2)
3 3 3 3

L’Hospitalovo pravilo

Zadatak 11.29
=3t + 22+ —1 B (0) LP . St —122% + 4 + 1 2

1m .
r—1 73;‘6 — 4 3

0

I
] ' —4x +3
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Zadatak 11.30

: e’ +o0\ Lp .. e’ +0o0\ P
Ilm —— = —— ) = lim = =
z—+ooxd + 422 + 3 +00 z—+oobhxt + 8z +00
) e’ 400\ Lp
= lim = =
z—+0020x3 + 8 400
. e’ —+00 LP
= lim =)=
T—+00 601‘2 +00

) e’ 400\ P
= lim L
z—+00 120z ( —l—oo)

) e’
lim — =
z—+o00 120

+00.

Zadatak 11.31

| L. (—si
z—0 x z—0 1 z—0

Zadatak 11.32
et —e T =2 O\ rp.. e"4+e -2 0\ rp
llim—mM8M—— = — = lim—m | = — bl

z—0 I —sinzw -0 1 —cosz

. et —e”® 0\ rp
= hm.— = — =
z—0 sinx 0

T —T
— S =
=0 COST
Zadatak 11.33
1 1
limzrlnz = (0-00) = lim$ i - = —limr =
x—0 r—0 o :c—>0——2 z—0
Zadatak 11.34
11
taZ —5T 5
fim (x =)ty = Jim 2 (=) ¥ tm 7 =
T—T m—z)?

NGk (: O> wp o 2(m—a)-(-1)

z—m 2 cos2 % 0 i COS% (— sin %) . %

. T 0\ rp
= lm——70 (=2 =

z—7COS 5 Sin 5 0

. —1
- ilgrlr—sin?lsinz—i-coszcosg-l:

22 2 2 22
1 1
L(gin22 _ 2z 1 )
S (sm 5 — COS 2) 5
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Zadatak 11.35

1
. o Inx lim —& .
. . limalnz lim So_ 1 —limz
llmajx — llmelthllt = ex— — 61,4,0 % g eac 0 2 = e =z—0 —
z—0 z—0
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12 Ispitivanje osobina i crtanje grafika funkcije

Zadatak 12.1 Ispitati osobine 1 nacrtati grafik funkcije
f(z) =a2* -3z +2.

Rjesenje:
1. Definiciono podrucje: D = R.
2. Nule @ znak:

f(z) 0 =

2* —3r4+2=0

P —dr+24+2=0
z(2®—4)+z+2=0
z(r—=2)(z+2)+x+2=0
(x+2)[z(x—2)+1] =0
(z+2) (2> —22+1) =0
(z+2)(x—1)°=0

T = —2, To = 1.

[ A A

Znak:

—00 —2 1 +00

T+ 2 — +
(x —1) +
(z42) (x — 1) — +

Ny

_|_
+ |+ [+

Dakle,

y < 0 za xz€(—o00,—2)
y > 0 za z€(2,+00).

3. Parnost:
f(=z) = (=2)’=3(-2)+2=—2*+32+2=
= — (" =32-2) # f(-2)
f(=2) = (—2)’-3(-z)+2=-2*+3z+2=
= —(2® =32 —2) # —f(x).

Funkcija nije ni parna ni neparna.
Funkcija nije periodi¢na.
4. Asimptote:
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Nema vertikalnih asimptota jer je D = R.
Buduci da je

lim f(z) = lim (2* — 3z +2) =00

r— 00 Tr— 00

funkcija nema horizontalnih asimptota.
Buduci da je

3 3449 5
e tim d®) o 82 (x2—3+—) ~ 4o
T

r—00 I T—00 €T T—00

funkcija nema kosih asimptota.
5. Ekstremi i tok funkcije:
Prvi izvod funkcije je

y =322 -3
pa je
y = 0
— 32-3=0
— 22-1=0
= zr1=-1, z93=1.
Iz
o —o0 -1 T Too
3% — 3 + — +
Y + — +
Y / N\ /
zakljucujemo da
za x = —1 funkcija ima maksimum

Ymax = Y(=1) = (=1)* =3 (=1)+2=—-14+34+2=4
za © = 1 funkcija ima mininum

Ymin = y(—1) =13 -3-14+2=1-3+2=0.

6. Konveksnost © konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je
y" = 6x
pa je
y// —
— x=0
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Iz
T —00 0 +oo
y// — n
Y N U

zakljucujemo da je
funkcija konkavna na intervalu (—oo, 0)
funkcija konveksna na intervalu (0, +00).
Funkcija ima prevojnu tacku P(0,2) jer je y(0) = 2.
7. Grafik funkcije:

Zadatak 12.2 Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije

3r — 12

fla) =2

Rjesenje:
1. Definiciono podrucje:
Buduéi da je racionalna funkcija, tada mora da vrijedi

r—4#0 = x#4

pa je
D = (—00,4) U (4, +00)
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2. Nule i znak:

f(z)

Znak:
P — 0 3 7 Too
R — + — —
r—4 — — — +
3x—x?
r—4 + — + —
Dakle,
y < 0 za xz€(0,3)U(4,+00)
y > 0 za z€(—00,0)U(3,4).
3. Parnost:

U =
e (e
S N E R

_—(?ﬁ? S )

Funkcija nije ni parna ni neparna.
Funkcija nije periodi¢na.
4. Asimptote:
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Buduci da funkcija nije definisana za x = 4, ispitajmo lijevi i desni
limes funkcije u toj tacki:

9 smjena A— o) — (4 — )
L) = lm 2 z B R T L 45) (4 i
rodt X e>0,e—0 =0 e
0 12—-3—-164+8—¢2 | —e24+b5e—14
= lim = lim —
e—0 —& e—0 —E
4 4
= lim(—€—5—|——):—()—5—|—lim—:—|—oo.
e—0 £ e—0g
3y — 22 smjena 3(4 _ (4 2
D(4) = lim> i = | e=4+c | =lm ( 25) (4+5) -
SR e>0,e—0 - te-
1243 —-16—-8—¢*> | —2—bHe—4
= hm :hm e
e—0 £ e—0 e
4 4
= lim(—€—5——>:—0—5—lim—:—oo.
e—0 £ e—=0¢g

Dakle, funkcija ima vertikalnu asimptotu z = 4.
Buduci da je

3x—2% Lp —2x

dm fle) = lim S T m o = e
. . Bwx—a®pp . —2
) = i S

funkcija nema horizontalnih asimptota.
Buduci da je

3z—x 2
3r —
R 1 R = S O kg
r—oo0 r—oo U r—00 1'2 — 41‘
3 —a%: a2 31
= lim = lim £ =1
z—oox? — 4y 12 x%ool—%
3r — 22
= 1 —kx)=1i =
v = im0 k0 = i (S )
o 3 -2t 4+t —Ax R
= lim = lim =1
T—00 T —4 T—o0 L —
funkcija ima kosu asimptotu y = —x — 1.

5. Ekstremi i tok funkcije:

136



Barakovié Elvis Matematika

Prvi izvod funkcije je

J = (3—21:)(x—4)—(3x—3:2)-1:

(w —4)°
_ B3x—12—-20+8r -3z +a®
B (95—4)2 B
B —22 4+ 8z — 12
R
pa je
y = 0
—22 4+ 8x — 12
s 5 =
(z—4)
= 2’ +8r—-12=0
<~ 11 =2, x9=06.
Iz
o —— 2 1 6 Foo
—% + 8 — 12 — + + —
(x —4)° + + + +
Y — + + —
Yy N\ / /! N\

zakljucujemo da
za x© = 2 funkcija ima minimum
6—4

Ymin = Y(2) = —5 =1
za © = 6 funkcija ima maksimum
s = 4(6) = = = =9
6. Konwveksnost 1 konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je
o (204 8) (v —4)? — (—2?+8r—12)-2(z—4)
’ (0= 9%’
(=) [(22+8)(z—4)—2(—2®+ 8 —12)]
a (z —4)* B
22+ 8r+8r — 32422 — 1624+ 24
B (x — 4)° -
B -8
CEEE
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pa je
y// — 0
-8
—~ —==0
(e —4)
a posljednja jednacina nema rjesenja.
Iz
T —00 4 +o00
yll _ _"_
Y U N

zakljucujemo da je
funkcija konkavna na intervalu (4, +00)
funkcija konveksna na intervalu (—oo,4) .
Funkcija nema prevojnih tacaka jer 4 ¢ D.
7. Grafik funkcije:

s
B I N
! L ! ! L

X
T T T T T T T T T T T T T
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

val

o b N 5 &b ok b S
i D B T Y R

Zadatak 12.3 Ispitati osobine © nacrtati grafik funkcije

2 —2r+1

flo) = 2 +1

Rjesenje:
1. Definiciono podrucje:
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Budu¢i da je racionalna funkcija, tada mora da vrijedi 22 +1 # 0 a to
vrijedi za svaki realan broj x

paje D =R.

2. Nule @ znak:

flz) = 0 <=
22 —2x+1
= — =0
?2+1
= 22-224+1=0
—= (z-17=0
— z=1.
Znak:
T —00 1 +o00
22 —2rx+1 + +
z? +1 + +
= [+ [+
Dakle,
y>0 za VrelR
3. Parnost:
?=2r+1 (—2)?-2(-2)+1
f(—:]j) —= B —= — 5 —=
2?2 +1 (—z)2+1
2?2+ 22+ 1
= @y 7
2 -2x+1 (—2)?-2(-2)+1
22+ 1 (—x)2+1
2?2+ 22+ 1
= e 7 W

Funkcija nije ni parna ni neparna.

Funkcija nije periodi¢na.

4. Asimptote:
Buduci da je D = R funkcija nema vertikalnih asimptota.
Buduci da je

2 —2r+1 L.P 2
li = lim — = lim — =1
2_2 1 2
lim f(z) = lim Tt lim =% =1
T——400 T——00 x2 +1 z——00 2L
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funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 1.
Buduci da je
f(z) e a? =20 +1 Lp

k = lim~——+* = lim = lim—— =
r—00 I z—00 T =00 3412

2r — 2 LP .. 2
im = lim =0
z—o0dx2 + 1

z—0o0 6

funkcija nema kosih asimptota.
5. Ekstremi i tok funkcije:
Prvi izvod funkcije je

J = (22 —2) (@’ +1) — (@* —20+1)2x _

(a2 +1)°
B 203 + 2 — 222 — 2 — 223 + 42 — 22 B
(22 +1)°
B 202 — 2
(22 +1)°
pa je
y = 0
222 — 2
= =
(22 +1)
— 2°-2=0
<~ I = —]_, To = 1.
Iz
x: o0 -1 1 Foo
212 — 2 + — +
(22 + 1)° + + +
Y + — +
y / N\ /
zaklju¢ujemo da
za x = —1 funkcija ima maksimum
(—1)2—=2(-1)+1

za x = 1 funkcija ima minimum

12-2-14+1

min — 1) =
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6. Konwveksnost 1 konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je

- dz(@®+1)° = (20 —2)-2(2 +1) - 20 _
(22 + 1))’

A (224+1)° = (222 —2) -2 (2% + 1) - 2z

(a2 + 1)
@+ ) [z +1) — 4w (22 —2)]
B (22 +1)* -
B 413 + 4x — 823 + 8x B —42% + 12z B
- (@2+1)* (@)
 —dx(2* - 3)
(@]
pa je
y' = 0
—4x (2% — 3)
P =
(a2 +1)°
— —dz(2®-3)=0
<— 11 =0, $2:—\/§, 303:\/5
Iz
T —oo -V3 0 V3 +o00
—A4x + + — —
¢ —3 + — — +
(2+1)° | + + | + +
y" + - + -
Y U N U N

zakljucujemo da je
funkcija konkavna na intervalu (_\/ﬁ, 0) U (\/5, +oo)
funkcija konveksna na intervalu (—oo, —\/5) U (O, \/§) )

Funkcija ima prevojne tacke za r1 =0, x5 = —V3, x3=+3
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y(0) — 0? —022;01+1:
(V) -2 (-VB)+1_. V3
y<_\/§) = (_\/§)2+1 :14—7
_ W2 (vt B
y(x/g) = 1 =1- -

pa su prevojne tacke Py (0,1), P, (—\/g, 1+ \/73) Py (\/5, 1— \/7§> ,
7. Grafik funkcije:

Zadatak 12.4 Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije
3

x?2 -3

fz) =

Rjesenje:
1. Definiciono podrucje:
Buduéi da je racionalna funkcija, onda mora biti 22 — 3 # 0 tj = # +/3

o D= <—oo, —\/5) U (—\/5, \/3) U <\/§ +oo> .
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2. Nule i znak:

flz) = 0=
3
T
<= =0
2 -3
— g3
< = 0.
Znak:
T —00 7\/5 0 \/5 “+00
z? - - + +
¢ —3 + — — +
y — + — +
Dakle,
y < 0 za =xe€ (—oo,—\/§>u((),\/§>
y > 0 za ze€ (—\/5,0) U (\/5,—1—00).
3. Parnost:

(—z)3 -3 3

fl=z) = (—x)2 -3 T 23 22-3 —f(@)

Funkcija je neparna pa je grafik funkcije simetri¢an u odnosu na koordi-
natni pocetak..

Funkcija nije periodi¢na.

4. Asimptote:
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Funkcija nije definisana za = = —v/3 i = /3. Ispitajmo lijevi i
desni limes funkcije u ovim tackama:

73 smjena
L<—\/§> = lim 5 3: r=—-V3—¢ | =
G e>0,e—0
_ (—\/3—8)3 i —3V3—-9e —3V3e—¢&%
6—’0(—\/3—5)2—3 B 3+2v3e+¢e2—3
lim —3v/3 —9¢ — 3y/3e — &3
= 11m = —0
e—0 2\/_€+52
23 smjena
D(—\/§> = hm+2 3: r=—/3+¢ | =
vV €>0,e—0

( \/—_'_5)3 33 —9c+43V3c—¢&3

5—>0( \/_+€) _3_51—>0 _2\/_€+€2_3

. 3v3—9¢ + 33 — &
= lim = 400
e—0 —92v/3¢ + &2
3 smjena
L(\/§> = lim $2_3 r=vV3—-¢ | =
z—v3 e>0,e—0

(\/3—5)3 C3vV3—-9e+43V3e —¢&?

= lim
=0(3—g)"—3 0 3-2V3c4e2-3
3v3 — 9 4 3v/3e — &3

= lim = —00
e=0 —24/3¢ + €2
3 smjena

D(—\/§> = lim * = a::\/g—i—s =

2
2oyt =3 e>0,e =0

(V3+e)’ . 3V3+9:+3V3e+¢°

E_>°(\/_+<<:)2—3—6—’0 3+2V3e+e2 -3

C 3vV349 + 33+ &3
= lim = 400
e=0 2v/3¢e + 2
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Buduci da je

3 2
: : x> Lp . 3x"rpp .. 6x :
lim f(z) = lim = lim — = lim — = lim 3z =400
T—+00 T—+00 gj2 -3 x—+o00 20 T—+00 T—+00
3 2
: : x> Lp o 3" rpp .. 6x :
lim f(z) = lim = lim — = lim — = lim 3z = —o0
r——00 r——0o0o e — r——00 2{1} r——00 r——00

funkcija nema horizontalnih asimptota.
Bududi da je

1.3
U ) R = S
r—o0 I T—00 I z—oo xS — 3
3
n = n:xll_)rgo(f(x)—kx) :xh_)rglo <m2—3 —x) =
. -2+ 3z 3z Lp 3
= lm——p———=1lm———F"="lim_—=0
z—oo % —3 z—oo T — 3 r—00 2%
funkcija ima kosu asimptotu y = x
D. Ekstremi i tok funkcije:
Prvi izvod funkcije je
;o 3P (a?=3)—a 2
R
o 3at =922 — 22t
(@3
' =922
o (a2 -3
pa je
y = 0
* — 92
— 5 =10
(z* —3)
— z'—9%2=0
= 2 (ac2 9)
<— 11 =0, 1‘2:—3, T3 =3
1z
T —o0 -3 -V3 0 V3 3 +00
z? + + + + + +
2 —9 + — — — — +
(2 — 3)° + + - - — +
y - - E - - -
y / N\ N\ N\ N\ /
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zakljucujemo da

za x = —3 funkcija ima maksimum

Ymax = y(_

3) =

za x = 3 funkcija ima mininum

(-3)°

=39
(-37-3 2

33 9
Ymin _y(3) - 32 _ 3 - 5
6. Konveksnost i konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je
" (423 — 18z) (% — 3)* — (z* — 922) - 2 (22 — 3) - 2
Yy = 2

((22 - 3)°)
(22 — 3) [(42® — 182) (22 — 3) — 4z (z* — 92?)]

(22 = 3)*
B 4% — 1223 — 1823 + bdw — 42° + 3623 B
B (22 — 3)° N
_ 62° 4+ 54g
(@ =3)°
pa je
y' = 0
623 + Hdx
= =
(2% = 3)
< 62° + 54z =0
— 6z (2*+9)=0
— z=0.
Iz
T: —00 -3 0 V3 +00
6x — — + +
x® +9 + + | + +
(22 — 3)° + — — +
y’ - |+ - *
y N U N U

zakljucujemo da je
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funkcija konkavna na intervalu (— 00, 3) ( )

funkcija konveksna na intervalu ( \/g, 0) V3, )
Funkcija ima prevojnu tacku P(0,0) jer je y(0) =
7. Grafik funkcije:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
b

/

|
I
|
|
|
|
|
:
(
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
| -4
|
|
|
|
|
|

Zadatak 12.5 Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije
f(z)=(3—a%)e™
Rjesenje:
1. Definiciono podrucje: D = R.
2. Nule i znak:
flz) = 0 <=
= 3-2°=0

< I1 = —\/g7 To = \/g

Znak:
T —00 —V3 V3 +o00
3 — 2? — + —
e’ + + +
(3—a2%)e® - + —
Dakle,

y < 0 za xe(—oo,—\/§>u(\/§,+oo>
y > 0 za xG(—\/g,\/g)

147



Barakovié Elvis Matematika

3. Parnost:
fe) = B () e = (3-at) e £
flex) = (- (0P) e = (3-aY) e £ —f(a)
Funkcija nije ni parna ni neparna.
Funkcija nije periodi¢na.
4. Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota jer je D = R.
Bududi da je

3 —a? —2 —2
lim f(z) = lim (3—2%)e = lim TED gy T ED T2
T——+00 T——400 z—+oo e¥ z—+oo e* r——+oo e¥
lim f(z) = lim (3—2%)e " =(—00) (+00) = -

T——00 T——00

funkcija ima desnu horizontalnu asimptotu y = 0.
Ovdje smo iskoristili da je

lim e* = 400
T——+00
lim ¢ = 0.
T———+00
Buduci da je
3—z2 2
) e S T Bk A O Y
z—+too I r—+00 I z—+too  Tev z—+tooe’ + xrev
-2
= m ——— = 0
r—+ooe? + e? + re”
3—a? 2 2
. fl=z ) . 33—z . 3—x° _
k = hmﬁzhm < = lim = lim e’ =
rT——00 I T——00 I r——oc0 xe¥ T——00 I

= lim |——2z|e " =4o00.
T——00 \ I
funkcija nema kosih asimptota.

5. Ekstremi i tok funkcije:
Prvi izvod funkcije je

y = —2ze "+ (3-a%)e " (1) =
= e’””(:cZ—Za:—B)
pa je
y = 0
= e_x(x2—2$—3):0
— 2*-2r-3=0
<= 1,=-1, xy=23.
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Iz
o 0 -1 3 Fo
e’ + + +
2 —2r—3 + — +
Y + - +
Y / N /

zaklju¢ujemo da
za x = —1 funkcija ima maksimum

Ymax = y(_l) = (3 - 1) e =2e¢
za x = 3 funkcija ima mininum
Ymin = Y(3) = (3—9) e 3 = —6e?

6. Konveksnost i konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je
y' = e (-1) (2" —20-3)+e " (22 —2) =
= —e’w(xQ—Zx—3—2m+2):
= —e” ($2 —4x — 1)

pa je
y/l — 0
S —e’x(xz—élx—l):()
— 2—4r—-1=0
g .?31:2—\/5, $2:2+\/5
Iz
T —00 2—V5 2-+/5 +o0
_efw . . J—
r? —4r —1 + — +
y// _ + _
y N U N

zakljucujemo da je
funkcija konkavna na intervalu (—oo, 2 — \/3) U (2 + \/5, —i—oo)
funkcija konveksna na intervalu (2 — \/g, 2+ \/3) )

Funkcija ima prevojne tacke

Pi(2 - V5, (—6 + 4\/5) e_2+‘/5)
P2+ V5, (=6 = 4v/5) e75),
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7. Grafik funkcije:

Zadatak 12.6 Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije
f@)=In(2* - 1).
Rjesenje:
1. Definiciono podrucje:
Buduéi da je u pitanje logaritamska funkcija, onda mora biti

22 —1>0 <= 7€ (—o0,—1)U(1,+00)

pa je D = (—o0,—1) U (1,400).
2. Nule i znak:

flz) = 0 <=
<= In (£B2 — 1) =0
— 22-1=1
— 2=2
< I = — 2, Lo = \/5
Znak:
€T —oo V2 -1 1 V2 +oo
In (2% —1) + - - +
Yy + - - +
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Dakle,

y < 0 za =xe€ (—ﬁ,—l)u(l,\/ﬁ)

y > 0 za =xe€ (—oo,—\/§> U(\/i—i-oo).
3. Parnost:

f(=z)=1In ((—l’)2 —1) =In(2” - 1) = f(z)

Funkcija je parna pa je grafik simetrican u odnosu na y osu.
Funkcija nije periodi¢na.
4. Asimptote:
Buduéi da je D = (—o0, —1) U (1, 4+00) , onda mozemo ispitati samo

lijevi limes u x = —1 i desni limes u z = 1
smjena
L(=1) = lim In (z"—1)=In lim (P=1)=| z=-1-¢ | =
vt wol e>0,e =0
— 1 — — 2 — — 1 2 — —
= lnllin(( 1—¢)"—1) lnllir(l)(l—l—Qz—:—I—e 1)
= Inlim (25 + 62) = —00.
e—0
smjena
_ ; 2 _ ; 2 _ — _
D(1) = mlilgln(x —1)—lnmli)nla+(:c -1) = r=1+¢ =
e>0,e—=0

= Inlim ((1+¢)" 1) =Inlim (1 + 2 +°~ 1) =

= Inlim (26 + 62) = —00.

e—0

Buduci da je

. . . 2 o . 2 .
S ) =l n(e® 1) =In lim (" -1) = +oo
lim f(z) = lim In (z"—1)=In lim (2" — 1) =400

funkcija nema horizontalnih asimptota.
Buduci da je

In (2% —1 L. 2y 2
E — lim @ — lim ML-:P- lim 2= ™" _ Jim L LP
r—t+oo I r—+o0 €T r—+o00 1 a:—>:i:oox2 —1
) 2 o1
= lim —= lim — =0

r—+too 21 r—too
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funkcija nema kosih asimptota.
5. Ekstremi i tok funkcije:
Prvi izvod funkcije je

, 1 97 2z
y_xQ— 21
pa je
y = 0
2z
= =0
2 —1
<— 2x=0
— x=0.

Ali 0 ¢ D pa funkcija nema stacionarnih tacaka a samim tim ni ekstrema

Tok funkcije

T —00 ,\/5 —1 1 \/5 “+o00
2 — — + +
z?—1 + + + +
Y — — + +
y N\ N\ / /
6. Konveksnost i konkavnost. Prevojne tacke.
Drugi izvod funkcije je
g 2@ =1)—2x-2z 22*—-2—42® —22°—2
N x2—1 N x?2—1 x2—1
pa je
y// — 0
—2x% — 2 _0
x?2—1
= —u?-2=
— =1

Iz

T : —00

V2

—2x% — 2 —

2 —1 +

/"

Y N
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zakljucujemo da je

funkcija konkavna na skupu D.
Funkcija nema prevojnih tacaka.
7. Grafik funkcije:
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13 Neodredeni i odredeni integrali.
Primjena odredenog integrala.
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14 Parcijalni izvodi.
Ekstremi funkcije dvije promjenljive.

Zadatak 14.1 Pokazati da za funkciju z = In\/x? + y? vrijedi

0z 0z 0
— —x— =0.
Y or oy
Rjesenje:
Kako je
% - (wve i) = (VT ) =
Ox . /22 + 42 -
1 1 T

: L
Vit + 2 24/a% + P 22+ y?

2 = (o) = s ()

1 1 Y
. -2y:ﬁ
Va2t + 2 24/a% + P 5ty

/
Yy

tada je

0z 0z x Y xy xy
Y or oy Yy y? 2 +y?2 2?4y 22+ y?

0.

Zadatak 14.2 Naéi prvi i drugi totalni diferencijal funkcije

z = 22 — 3zy — 9>

Rjesenje:

Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0z
— = 4z -3
ox v
0z
— = —3r—-2
dy T

pa je prvi totalni diferencijal funkcije z

dz = %dm + g—;dy = (4o — 3y) dv + (—3z — 2y) dy.
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Parcijalni izvodi drugog reda funkcije z su
I O
0x? 0xy Oy?
pa je drugi totalni diferencijal funkcije 2
0?2 02z 0z
2, 2 2 2 2
d°z = @dl’ + anaydxdy + 8_y2dy = 4dx” — 6dzdy — 2dy”.
Zadatak 14.3 Naci prui i drugi totalni diferencijal funkcije
z=1In (:p2 + y) .
Rjesenje:
Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0z 1 2z
— = 2z =
ox 24y 224y
0z 1
oy 1 +y
pa je prvi totalni diferencijal funkcije z
0z 0z 2x 1
dz = —dr + —dy = d dy.
T or $+8yy 24y x+x2—|—yy
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije z su
Pz 2(@+y) 2220 —20%+2%
Ou? (22 + ) (22 +y)°
02z . —2x-1 2z
xdy 2’ +y (22 +y)’
Pz —-1
Oy (a2 +y)”
pa je drugi totalni diferencijal funkcije z
02z 0? 0z
d*z = —da®+2 dody + —dy?® =
* T 2™ T ey YT 5 W
—2x2 + 2y 4o 1
= 5 5 2 5 sdxdy — 5 5 dy?.
(2* +y) (% +y) (% +y)
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Zadatak 14.4 Pokazati da za funkciju
z:ln(x2+a7y+y2)

vrigeds
0z . 0z 5
T— — =2
ox yay
Rjesenje:
Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0z 1 2 +y
7 = oo ety =
ox 2+ay+y 2 +zy+vy
0z 1 x+ 2y
5 T s (@)= g
dy ?>4+axy+y >+ ry+vy
pa je
0z 0z 2r 4y T+ 2y
rT—+YyYy— = T Y =
or 7y 22 + xy + y? 22 + zy + y?
202 + xy xy + 2u?

2oyt 2 tayt+y?
20 4wy +xy + 2y 20° + 2y + 2

22 + xy + 12 22 + zy + 12
2% 4 2xy+ 22 2(2+ay +y°) 5
2 4ay+y2 a2 4ay+y:

Zadatak 14.5 Pokazati da za funkciju
u=(z—y)(y—2)(z—2)

vrijedi
ou_ ou ou_
ox Oy 0z
Rjesenje:
Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
ou
gy = WoAl-a-@-y))=-2)-r-aty)=
= (y—2)(y+z—2x)
ou
= D=y = (ma)(yr o) =
— (-a) (- 2)
ou
5, — @G- o)ty-2)=(@-yl-ztaty-2)=
(z —y)(
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pa je
ou Ou Ou
%ﬂLa—y—i—E = (y—2)(y+z—22)+(z—2)(z+x—2y)+

(z —y) (z+y—22)

= Y 4yzr—2oy—z2y— 22+ 220+ 22 4 20 — 22y — 1z —
—a? 4+ 2xy + 2% + 2y — 202 — Yy — y* + 22

= 0.

Zadatak 14.6 Ispitati ekstreme funkcije
z=a*tay+y*—2r—y.

Rjesenje:
Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su

0z

= =2 —2
ox Ty
0z

= = 2y — 1
By T+ 2y

pa stacionarne tacke dobijamo rjesavanjem sistema jednacina

20 +y—2=0
r+2y—1=0 |~

Iz prve jednacine imamo y = —2x + 2, pa uvrstavajuc¢i u drugu jednacinu,
dobijamo

r+2(—2x+2)—1 = 0
r—4r+4—-1 = 0
—3r4+3 = 0 =2=1 = 9y=-2-142=0

pa je stacionarna tacka funkcije M (1,0).
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije z su

0%z

A = — =2
0x?
0%z

B = =1
0xdy
0%z

— _— 2
C 052
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pa je
A=AC—-B>=2-2—-1=4—1=3.

Za tacku M(1,0) imamo
A(M)=3>0
pa ekstrem funkcije postoji a kako je
AM)=2>0
to funkcija ima minimum u tacki M (1,0) i on iznosi
Zmin = 2(1,0) =1404+0—-2—-0=—1.
Zadatak 14.7 Ispitati ekstreme funkcije

2z = a4+ y® — 6ay.

Rjesenje:

Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0z
— = 32%-6
Ox v Y
0z
— = 3 —-6
dy Y v

pa stacionarne tacke dobijamo rjeSavanjem sistema jednacina

322 -6y =0 PN 22 —2y=0
3y? —6x =0 y?—2x=0 [~

. e . 2 o o s . e ..
Iz prve jednacine imamo y = %-, pa uvrstavajuci u drugu jednacinu, dobijamo

%—2:[: - 0/ -4
st =8 = 0
z(2°=8) = 0 = z=0Vz=2

Sada imamo

0 = y=0
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pa su stacionarne tacke
Ml(0,0), M2 (272)

Parcijalni izvodi drugog reda funkcije z su

0%z
0%z

B p— f—
0xdy 6y
0%z

© = e

pa je
A = AC — B? = 6x - 62 — 36 = 362> — 36.

Za tacku M;(0,0) imamo
A (M) =—36<0

pa funkcija nema ekstrema u tacki M;(0,0).
Za tacku Ms (2,2) imamo

A (M;) =144 — 36 =108 > 0
pa postoji ekstrem funkcije z u tacki M, (2,2). Kako je
A(My)=12>0
to funkcija ima minimum u tacki Ms (2,2) i on iznosi
Zmin = 2(2,2) =22 +2° - 6.2.-2 = -8.
Zadatak 14.8 Ispitati ekstreme funkcije

z =2 4 3zy® — 152 — 12y.

Rjesenje:
Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0
& 3243215
Ox
0z
— = 6ay—12
dy w
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pa stacionarne tacke dobijamo rjeSavanjem sistema jednacina

322+ 32 —-15=0
6ry —12=0 |~

Iz druge jednacine imamo

2
bry —12=0 — ay=2 — y=—
T

pa uvrstavajuci u prvu jednacinu sistema, dobijamo

2
2 AT
327 +3 15 = 0
X

4

3x2+3ﬁ—15 =0/ -2°

3zt — 1522 +12 = 0
=52 +4 = 0.

Uvodeti smjenu t = 22, dobijamo kvadratnu jednacinu

2—bt4+4=0 = t;=1 i ty=4.

Sada je
o= 1= 2] — a- 1= n=-2
! $2:1:>y2:2
b= 4 g?eg = T 2= =l

Ty =2 — Yo = 1
pa su stacionarne tacke
Ml(_17_2>a M2<]-72)7 M3<_27_]—)7 M4(271)

Parcijalni izvodi drugog reda funkcije z su

0%z
0%z

B p— p—
0xdy 0y
0%z
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pa je
A = AC — B? = 6z - 6 — 6y = 3622 — 363>

Za tacku M;(—1, —2) imamo
A (My) = 36 — 144 = —108 < 0

pa ekstrem funkcije ne postoji.
Za tacku Ms(1,2) imamo

A (M) =36 — 144 = —108 < 0

pa ekstrem funkcije ne postoji.
Za tacku Mj(—2, —1) imamo

A (M;) =144 — 36 =108 > 0

pa ekstrem funkcije postoji a kako je
A(M;3)=-12<0
to funkcija ima maksimum u tacki M;3(—2, —1) i on iznosi
Zmax = 2(—2,—1) = =8 — 6+ 30+ 12 = 28.
Za tacku My(2,1) imamo

A(My) =144 - 36 =108 > 0

pa ekstrem funkcije postoji a kako je
A(My)=12>0
to funkcija ima minimum u tacki My(2,1) i on iznosi
Zmin = 2(2,1) =8+6 —30 — 12 = —28.

Zadatak 14.9 Ispitati ekstreme funkcije

2 =2 4yt — 2 — 22y — 2

Rjesenje:

Parcijalni izvodi prvog reda funkcije z su
0z
= = 42 -2 -2
Ee x x—2y
0
o Py -2
dy
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pa stacionarne tacke dobijamo rjeSavanjem sistema jednacina

4o — 22 — 2y =0 203 —x —y =0
493 — 2y —2x =0 23 —y—ax=0 [

Oduzimanjem ovih jednacina, dobijamo

3

P=yP=0 = =y = r=y.

Vracajuci se u prvu jednacinu, dobijamo

23—z —2 = 0
20 — 2z = 0
P—z =0
m(x2—1) = 0= 21=0, a29=-1, a3=1.

Stacionarne tacke su
M1(070)7 M2(_17_1>7 M3(171)
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije 2z su

0%z

_ _ 2
0%z
B — - _
0xdy
0%z
C = = =124>-2
0y? J

pa je
A=AC- B = (122" -2) - (129> - 2) — 4.

Za tacku M;(0,0) imamo
AM)=4—4=0

pa su potrebna dodatna ispitivanja za ekstrem funkcije.
Za tacku Ms(—1, —1) imamo

A(M;)=10-10—4=96>0
pa ekstrem funkcije postoji a kako je
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to funkcija ima minimum u tacki My(—1,—1) i on iznosi
i = (<14 (21) = (212 =2 (1) (1) = (-1)* = 2,
Za tacku M;3(1,1) imamo

A(M;)=10-10—-4=96>0

pa ekstrem funkcije postoji a kako je
A(My)=10>0
to funkcija ima minimum u tacki Mj3(1,1) i on iznosi
Zin =11+ 11 —12-2.1.1-1°= -2.
Zadatak 14.10 Ispitati ekstreme funkcije
2 =2+ 97

uz uslov 3r + 2y = 6.

Rjesenje:
Lagranzeva funkcija je

F(z,y,\) = 2>+ > + A (32 + 2y — 6)

a parcijalni izvodi prvog reda funkcije F' su

oFr

— = 2 3\

O x 4+

oF

—_— = 2 2\

dy y+

oF

= Ny —
B 3r+2y—6

pa stacionarne tacke i vrijednost A dobijamo rjesavanjem sistema jednacina

20 +3A =0
2u+2X2=0
3r+2y—6=0

Odredimo stacionarne tacke

20 +3A =0 —= mz—%)\
204220 =0 = y=-A\
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pa uvrstavajui u tre¢u jednacinu sistema, dobijamo
dJr+2y—6 = 0
3. (-%A) 42 (2N =6 = 0
A —4rA-12 = 0
12

“13) = 12 A= ——=
— 13

pa dobijamo da je

3 3 ([ 12\ 18
r = —SA=-2.(-Z)==
2 2 ( 13) 13

12
= —)\ = —
Y 13
pa funkcija ima samo jednu stacionarnu tacku M, (§ 1—2) .

13713
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije F' su

0*F
A = —=2
0x?
O*F
B pu— pu—
0xdy 0
O*F
= — = 2
C 0

pa je
AM)=AC-B>=4-0=4>0

pa funkcija ima ekstrem u toj tacki, a kako je
A(M)=2>0

18 12

to funkcija ima minimum u tacki M, (E’ ﬁ) i on iznosi

Pmin, = T Y <13 13
Zadatak 14.11 Ispitati ekstreme funkcije
z2=6—4r — 3y

uz uslov 2 + y? = 1.
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Rjesenje:
Lagranzeva funkcija je

F(x,y,)\):6—4:1:—3y~|—)\(:v2+y2—1)

a parcijalni izvodi prvog reda funkcije F' su

OF
= 442
7 +2\x
OF

- = _ 2
3y 3+ 2Ny
oOF
R

pa stacionarne tacke i vrijednost A\ dobijamo rjesavanjem sistema jednacina

—44+2 =0
—-34+2\y=0
?+y?—1=0

Iz prve jednacine imamo x =
jednacinu dobijamo

OROREE

4 9

>N

. 3 o « s ,
, a iz druge y = 5y- UvrStavajuci u tretu

—4+—5-1 =0 4\
A2+4)\2 /
—4X>4+25 = 0
25 5 5
o= = AM=——, Ag=-—.
1 = Al 9’ 2= 5
Sada je
Moo= 2 e g d 8
1 — 2 - 57 y_ 5

\ ) 4 3
= - = = - —
2 92 57 Yy 5

pa su stacionarne tacke

166



Barakovi¢ Elvis Matematika
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije F' su
O*F
A = — =2\
0x?
2
B _ 0°F _
0y
2
F
c = 2 g
0y?
pa je
A=AC — B>=2)-2\—0=4)\"
Za tacku M, (—%, —%) JA = —g imamo
pa funkcija ima ekstrem u tacki M; (—%, —%) a kako je
A(M;)=-5<0
to funkcija ima maksimum u tacki M, (—%, —%) i on iznosi
4 3 4 3 16 9
max =2 —=,—= | =6—4|—=)-3(—=)=6+—+-=11
© Z<5 5) (5) (5) TE TS

Za tacku M, (‘51, g) JA = g imamo
A (M) =25>0
pa funkcija ima ekstrem u tacki My (‘51, %) a kako je
A(M;)=5>0
to funkcija ima minimum u tacki My (‘51, g) i on iznosi

4 3 4 3 16

Zmin = 2 | =, = :6—4‘——3-—:6———9:1.
55 5 5 5 5

Zadatak 14.12 Ispitati ekstreme funkcije
z=1xy

uz uslov % 4+ 1? = 8.
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Rjesenje:
Lagranzeva funkcija je

Flz,y,\) =zy + X (2> + y* — 8)

a parcijalni izvodi prvog reda funkcije F' su

or

—_— = 2\
ox yt sz
or

—_— = 2\
3y T+ 2AY
or 5

pa stacionarne tacke i vrijednost A\ dobijamo rjesavanjem sistema jednacina

y+2 =0
x+2\y=0
?+y?—8=0

Odredimo stacionarne tacke

T _— = —— 2: 2 =
TRy =0 = A= —2 > 2y:>:c Y. = z ==y

+2xx=0 = A\=-% x
Yy 2 — Yy
pa uvrstavanjem u trecu jednacinu dobijamo

2’ +yP -8 = 0

22 -8 = 0

2 = 4 —= =42

pa su stacionarne tacke
M1<272)7 M2(27_2>7 M3(_272)7 M4<_27_2)
Parcijalni izvodi drugog reda funkcije F' su

O*F

A= —=2
ox? A
O*F
B = =1
0xdy
O*F
= —— =2\
C e A
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pa je
A=AC—B?2=2)\-2\—1=4)>—1.

Ispitajmo ekstreme funkcije preko drugog totalnog diferencijala. Drugi to-
talni diferencijal funkcije z je

0%z 0%z
A’z = —Zda® + 2
z 5 AT” + 020y

2
o dxdy + Qdf = 2\dz? + 2dzdy + 27dy>.

0y?

Za tacku M (2,2), A = —% imamo
d?z = d*z = 2\dx* +-2dxdy+20dy? = —dx* +2dxdy—dy* = — (dv — dy)2 <0
pa funkcija ima maksimum u tacki M; (2,2) i on iznosi
Zmax = 2(2,2) =2-2=4.

Za tacku My (2, —2), A = 3 imamo
Bz = d?z = 2)\dx? + 2dxdy + 2)\dy* = da® + 2dzdy + dy® = (dz + dy)* > 0
pa funkcija ima minimum u tacki Ms (2, —2) i on iznosi

Zmin = 2(2,-2) =2 (-2) = —4.
Za tacku Ms(—2,2), A = 3 imamo
%z = d?z = 2)\da? + 2dxdy + 2)\dy? = da? + 2dzdy + dy? = (dx + dy)* > 0
pa funkcija ima minimum u tacki M;(—2,2) i on iznosi

Zmin = 2(2,-2) =2 (—2) = —4.
Za tacku My(—2,—2), A = —3 imamo
%z = d*z = 22 dx? +2dudy+2\dy? = —da®+2dxdy—dy? = — (dz — dy)* < 0

pa funkcija ima maksimum u tacki M,(—2, —2) i on iznosi

Zmax = 2(—2,—-2) = (=2) - (—-2) = 4.
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15 Diferencijalne jednacine
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