UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

TOPICOS FUNDAMENTAIS
EM TEORIA DA MEDIDA

por

Harllen Aratjo de Sena

Joao Pessoa, Setembro de 2019



UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

TOPICOS FUNDAMENTAIS
EM TEORIA DA MEDIDA

por
Harllen Aratjo de Sena
sob orientacao do

Prof. Dr. Fagner Dias Araruna

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado & Coordenacao de Curso de Bachare-
lado em Matemética da Universidade Fede-
ral da Paraiba como requisito para obten-
¢ao do titulo de Bacharel em Matemética.

Joao Pessoa, Setembro de 2019



Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacao e C assificacao

S474t Sena, Harllen Araudjo de.
Tépi cos Fundanentais em Teoria da Medida / Harllen
Arauj o de Sena. - Jodo Pessoa, 2019.
58 f. : il.

Ori entacdo: Fagner Dias Araruna.
Monografia (Graduagdo) - UFPB/ CCEN.

1. Teoria da nedida. Integral de Lebesgue. |. Araruna,
Fagner Dias. |l. Titulo.

UFPB/ CCEN




TOPICOS FUNDAMENTAIS
EM TEORIA DA MEDIDA

por
Harllen Aratjo de Sena
Trabalho de Concluséo de Curso apresentado & Coordenagao de Curso de Bacharelado

em Matematica da Universidade Federal da Paraiba como requisito para obtencio do
titulo de Bacharel em Matemaética.

COMISSAO EXAMINADORA:

Fui £ DAY

Prof. D1 ‘agner Dias Araruna (Orientador)

Prof. Dr. $¥bedson Silva dos Santos

rwcam Ao, Ruxsnc

Prof.®2 Dra. Miriam da Silva Pereira

Setembro de 2019



A meus pais.



Agradecimentos

Sou grato pelos auspicios fornecidos pela Universidade Federal da Paraiba, ao apoio
e paciéncia dos professores em particular ao professor Fagner Dias Araruna a professora
Miriam da Silva Pereira que me indicou aquele como orientando, agradeco a estes e tam-
bém ao professor Joedson Silva dos Santos pelas sugestoes e correcoes deste trabalho.
Agradeco aos meus colegas, precipuamente a Edson Rafael Braga do Nascimento e Julian
Alexandre de Amorim que me auxiliaram na elaboragao deste trabalho, e sobretudo a
minha mae pelo apoio motivacional.



Resumo

Neste trabalho abordamos alguns dos principais conceitos em teoria da medida, ini-
ciando com uma passagem breve no sistema numérico real estendido e algumas de suas
principais propriedades. Abordamos também o conceito de sigma-algebra, mensurabili-
dade de funcgoes, seguindo com a definicao generalizada de medida em sigma-algebras e
outros resultados essenciais, e finalizaremos com a decomposicao, construcao e produto
de medidas.

Palavras-chave: Teoria da medida. Integral de Lebesgue.



Abstract

In this work we approach some of the main concepts of measure theory, beginning
with a brief passage in the extended real number system and a few of its main properties.
We also approach the concept of sigma-algebra, mensurability of functions following with
the generalized definition of measure on sigma-algebras and others essential results, and
we will finish with the decomposition, construction and product of measures.

Keywords: Measure theory. Lebesgue’s Integral.
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Introducao

A Teoria da medida é um estudo amplo, servindo de fundamento para varias teorias ma-
tematicas como por exemplo teoria ergodica, teoria das probabilidades, fisica matematica
e EDP. Por exemplo quando se aborda problemas em EDP deseja-se manipular certas
classes de func¢oes que nao sao integraveis a Riemann, por este motivo trabalha-se com
funcoes integraveis a Lebesgue que é uma extensao daquela classe, e a integral daquelas
fungoes segundo Lebesgue coincidem com sua integral de Riemann, na realidade, a teo-
ria desenvolvida por Henri Lebesgue trata-se de uma generalizacao da teoria criada por
Bernhard Riemann. Também em um contexto moderno, trabalha-se com o espago de
Sobolev, que ¢ definido por meio de espagos L,, que por sua vez sao abordados em teoria
da medida.

Como é sabido os gregos ja possuiam uma noc¢ao de medida, a saber, area, compri-
mento e volume todas basedas em invariancias por isometrias (aplicagoes que preservam
distancia). Este fato era usado por exemplo no célculo de areas e.g. de figuras planas
complexas, usando métodos ingénuos como o calculo de areas por exaustao e pelo proce-
dimento de decomposicao finita, que viria a ser o precursor do célculo integral desenvolvido
por Riemann. Essencialmente os gregos provaram a existéncia de “fungoes de conjuntos”
possuindo aquelas invariancias, definida em uma classe especifica de conjuntos. Fun-
damentalmente a teoria da medida é uma generalizacao e formalizacao destes conceitos
elementares.

No Capitulo 1 sera apresentado o sistema niimerico real estendido que trata-se de uma
extensao algébrica convencional do corpo dos nimeros reais. Serao também abordadas
algumas nocgoes topologicas e propriedades que serao utilizadas nos proximos capitulos.

Seguidamente, no Capitulo 2, definiremos um outro conceito fundamental da teoria,
o de o-algebra. Este servira de conjunto dominio para medidas, base para se definir a
classe de fungoes mensuraveis e outros conceitos relacionados.

No Capitulo 3 serao mostrados os teoremas de decomposicao, a saber os teoremas de
decomposi¢ao de Hahn, Jordan e Lebesgue, que serao utilizados nos teoremas seguintes, a
relagdo de medidas absolutamente continuas e o teorema de Radon-Nikodym que forence
uma relagao entre duas medidas e a integral de Lebesgue. Serao também vistos a relagao
‘mutualmente singular’ e os teoremas de representacao de Riesz que fornecem representa-
¢oes de funcionais lineares limitados em espagos L, (1 < p < 0o) em termos de integral
de fungoes mensuraveis.

Quanto ao Capitulo 4, serda abordado a definicao de medida exterior e suas proprie-
dades, os teoremas de extensao de Carathéodory e de Hahn, conceitos estes que permite
extensoes de medidas em algebras a o-algebras, usado por exemplo na construcao da
medida Lebesguiana em espagos euclidianos IR", (1 < n < 00).

Finalmente, no Capitulo 5, serd definido uma medida em um produto de espagos
mensuraveis, serd também exposto o teorema da classe monotona e finalizando com o
teorema de Tonelli e o famoso teorema de Fubini.
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Capitulo 1

Introducao a teoria

Em teoria da medida usualmente trabalha-se com fun¢ées tomando valores infinitos, estes
valores serao aqui representados por —oo e 400, e serao chamados menos infinito e mais
infinito respectivamente. Veremos que o conjunto {£oo} adjuntado a IR admite uma
ordem simples (ou total) e uma estrutura topologica.

1.1 O sistema numerico real estendido

Definigao 1.1.1. Se ‘<’ € a ordem usual em IR, entao [a,b], (a,b),[a,b) e (a,b] denota-
rao os intervalos de extremos a,b, convenciona-se b — a como sendo o comprimento do
intervalo.

Definigao 1.1.2. Denominamos o conjunto IR = {£oo} UIR [!] de sistema nimerico
real estendido (ou conjunto dos nimeros reais estendido, ou ainda reta estendida).

Observagao 1.1.1. Sejam A e B conjuntos, denotaremos o conjunto de todas as fungoes
definidas em A com imagens em B por B4, vale salientar que o conjunto {0,1}# ¢ também
denotado por 24, além disso existe uma identificacdo entre este e o conjunto das partes
(a classe de todos os subconjuntos) de A.

Definigao 1.1.3. Dada uma familia arbitrdria de conjuntos {C,}.er indezada pelo con-
junto T, definiremos o produto cartesiano dos conjuntos C., como sendo o conjunto [?]

(1.L1) [1c = {f c(Ue) sme cw},

vyel yel’

No caso particular de I' = {1,...,n} C IN e C; = C, para todo i € {1,...,n} escre-
veremos o produto cartesiano por C", e quando I' = IN e C,, = C, para todo n € IN
chamaremos seus elementos de sequéncias que serdo denotadas por (x,)nemw ou simples-
mente por (x,,).

Observacgao 1.1.2. Os termos de uma sequéncia podem se repetir uma quantidade infinita
enumerdvel de vezes. Por conveniéncia para deizar explicito que o contradominio de uma
sequéncia (r,) € C escreveremos simplesmente (x,) C C.

Estamos admitindo que {00} = {Foo} = {—o00, +00}.
2Salientamos aqui que a ndo vacuidade do produto cartesisano para I' infinito, s6 é garantindo
admitindo-se o axioma de E. Zermelo, o axioma da escolha.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCAO A TEORIA

Definicao 1.1.4. Dado um conjunto C, uma relacao n-dria é um subconjunto do produto
cartesiano C", quando n =1, n =2 ou n = 3 esta relacao é chamada de undria, bindria
ou terndria respectivamente.

Definiremos em seguida rela¢oes no conjunto IR que sao semelhantes as operagoes ‘+’
adi¢ao e ‘-’ multiplicacao usuais em IR, salientamos que estas operagoes sao puramente
convencionais.

Definicao 1.1.5. A adicdo ® € a relagdo terndria (ou triddica) em IR dada por:

a+p, (a,8) e RxIR;
(1.1.2) a®pf =4 —o00, (a,0)€A;
+00, (a7ﬁ) € A-H

em que

(113) A = ({—oo} xR\ {+oo}> U (IE_{\ {400} x {—oo}> U (IR X {—oo})
U ({—oo} x ]R);

(1.14) A, = ({+oo} « R\ {—oo}> U (ﬁ\ {—o0} x {+oo}) U <]R x {+oo})
U <{+oo} X IR).

A multiplicacdo ® € a relacdo terndria em IR dada por:

O"Ba (Oé,ﬁ)EIR,XIR,,
L 07 (O!,ﬁ) € M()a
(1.1.5) a®p = oo, (@, f) € M.
+oo,  (a,f) € My;
em que

(1.1.6) My = {00} x {0} U{0} x {o0});
(117) M- = ({00} xR ) U (RS x {—00}) U ({00} x RL) U (R x {+00});
(1.18) My = ({+o0} x R, ) U (TR] x {+o0}) U ({00} x RY) U (R x {—00}).

No texto que segue substituiremos ¢ e ® por + e - respectivamente. Observemos que
somente a multiplicagao ¢ uma lei de composi¢ao (uma operagao binéria), pois +o0o+(—o0)
e —00+ (+00) (escreve-se simplesmente 0o — oo e —00+00) nao estao definidas, se tentar-
mos definir co — 0o chegaremos a uma contradi¢ao. De fato, levando em conta a estabili-
dade destas ‘‘operagoes” (+, ), suas defini¢des e propriedades, temos trés possibilidades
a considerar

[. Se oo — 00 € IR temos que
(1.1.9) —00=—00+ (00 —00) = (00— 00) + 00 = +00,

pois 0o + a = «, para todo a € IR, o que contradiz o fato de oo # —oc;
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II. Se 0o — 0o = +00, admitindo a distributividade (pois queremos que isto seja satis-
feito) de *-” com rela¢do a ‘+’ temos 0 = (1 — 1) - co = 400 0 que contradiz o fato
+o0o ¢ IR;

III. Se 0o — 0o = —o0, chegaremos a uma contradigao analoga ao item anterior.

Considere o par (IR, <) em que ‘<’ é a ordem usual em IR, sabemos que esta ordem torna
IR um conjunto linearmente ordenado (totalmente ordenado ou simplesmente ordenado),
i.e., ‘<’ satisfaz as seguintes propriedades:

O.I. (Reflexividade)

(1.1.10) Va(a < a)

O.I1. (Anti-simetria)

(1.1.11) Va,Vb(a <beb<a= a=Db);

O.II. (Transitividade)

(1.1.12) Va,Vb,Ve(<beb<c= a<c);

O.1V. (Conexidade ou comparabilidade)

(1.1.13) Va,¥b(a < boub<a),

em que a, b, ¢ pertencem ao universo de discurso.

Seguidamente, defina em IR a ordem ‘<’ tal que —oo < a < 400, para todo a € IR
e < coincidindo com ‘<’ em IR, esta ordem torna IR um conjunto totalmente ordenado.
De fato, suponha que um dos simbolos 00 ocorre no antecedente da condicional dada
em (1.1.11), entdo o consequente é verdadeiro, para ver que (1.1.12) é valida considere
dois casos, um em que b € {£oo} e outro que b € IR em ambos podemos inferir que o
consequente sera verdadeiro, finalmente para atestar a validade de (1.1.13), é suficiente
observar que a disjungao ¢ vélida para o caso em que a ou b (inclusivo) sdo os simbolos 00
e observar a definicdo de ‘<’. Daqui podemos munir IR com a topologia ¥ ordem, aquela
cuja base é a classe B constituida dos intervalos [—c0,a), (a,b), (b, +o0],a,b,c € IR,
posteriormente observe que este espago topoldgico é Hausdorff, pois trata-se de um espaco
munido de uma topologia ordem, conformemente podemos falar em limites de sequéncias
(z,) € IR no sentido conhecido no calculo e analise em IR..

Diremos que uma sequéncia (z,,) C IR converge a € IR (ou o limite de (x,) é z) e
escreve-se lim, x,, = x se, e somente se, para toda vizinhanca V € ¥ de z existe Ny € IN
associado tal que z, € V para todo n > Ny, como esta topologia dispoe de uma base
podemos tomar V' com sendo um elemento basico em ‘B, em simbolos

(1.1.14) limz, =2 <= (VBe€®B,INgc N:n > N, =z, € B).

Imediatamente notemos que toda subsequéncia de uma sequéncia convergente em um
espago topologico é convergente, e sendo (IR, ¥) um espago Hausdorff convergira para o
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mesmo limite que a sequéncia. Podemos estabeler uma relacao entre a nocao de conver-
géncia dada por (1.1.14) e a no¢ao usual, i.e., lim, z,, = z € IR se, e somente se,

(1.1.15) Vee R,,IN. e N:n > N. =z, € (v — ¢, 2+ ¢).

Os tnicos elementos basicos contendo r = —oo sdo os da forma [—oo, E), em que
E € IR, em conformidade temos a asser¢ao

lim,, x, = —o0, se e somente se,
(1.1.16) VEe€IR,INp e N:n > Np = x, € [—00,E) =z, < E.

Homologamente temos que os tnicos elementos bésicos contendo z = 400 sao os da
forma (F,4o00], em que E € IR, consequentemente temos a proposigao
lim,, z,, = 400, se e somente se,

(1.1.17) VE€IR,ANg e N:n > Np = 1z, € (E,+o0] = z, > E.

Doravante substituamos o simbolo < por < e observemos que conjunto IR munido
com a ordem < tem a propriedade de que todo subconjunto S tem infimo e supremo [?],
pois se for limitado superiormente (inferiormente) tera um supremo (infimo) em IR, caso
contrario sup S = +oo (inf S = —o0).

Definicao 1.1.6. Dada uma sequéncia (z,) C IR definimos

(1.1.18) lim inf x,, := sup inf z,,, limsup x,, := inf sup z,,.
n kz2n n k>n

Seguidamente facamos b, = sup{z, € IR : k > n}, das defini¢des de supremo podemos
inferir que a sequéncia (b,) é monotona nao-crescente, i.e., b, = b,1.

~

Lema 1.1.1. Toda sequéncia (x,) mondtona nao-decrescente (nao-crescente) em IR, é
convergente.

Prova. Seja (z,) uma sequéncia mondtona nao-decrescente, o caso em que (x,,) é constante
para n suficientemente grande ¢é trivial, portanto podemos considerar uma sub-sequéncia
de (x,) mondtona estritamente crescente, se (x,) for limitada superiormente segue que
existe N € IN tal que z,, € IR para n > N, como a topologia subespaco em IR C IR
coincide com a topologia usual, pois IR é convexo e a ordem < induzida em IR é a mesma
que a usual, decorre que lim,, z,, = sup,, z,, € IR, caso (z,) nao seja limitada prova-se com
o auxilio de (1.1.17) que lim,, = sup,, x,, = 400, de modo analogo prova-se para o caso
em que (z,) é ndo-crescente. O

Observagao 1.1.3. Em geral se (x,,) € mondtona nao-decrescente (nao-crescente) tem-se

(1.1.19) limz, =supz, (limz, =infz,),

como consequéncia temos que lim, b, = inf, b, = limsupz,, de maneira semelhante
lim, a,, = liminf x,,, onde a,, = infy>, z,.

3Um conjunto simplesmente ordenado em que todo subconjunto possui infimo e supremo é chamado
de reticulado completo.
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Lema 1.1.2. Se X € um espaco topologico munido com a topologia ordem induzida pela
ordem total ‘<’ (x,) e (yn) duas sequéncias convergentes tais que x, < Yy, para n sufi-
centemente grande, entao x = lim, z, < lim, y, = y.

Prova. Suponha por reducao ao absurdo que y < x, se existir z € X tal que y < z < x
considere as vizinhancas V, = {fw € X : w > 2}, V, ={w e X : w < z} dex e
y repectivamente, caso contrario faga V, = {w € X 1w >y}, V, ={w € X : w <
x}. Seguidamente notemos que estas sdo disjuntas além do mais existe N € IN tal que
(T, Yn) € Vi x V, para todo n > N, consequentemente x,, > y,, para todo n > N, o que
contradiz as premisas. O

Lema 1.1.3. g = limsup x,, € um limite subsequencial de x,.
Prova. Fazendo b, = sup{x;, € IR : k > n} devemos considerar os trés casos:

i. Se f = —o0, entao b, € IR para todo n € IN ou existe N € IN tal que by = —o0,
no primeiro caso tome (z, ) monotona satisfazendo xy, < b, para todo n € IN, do
lema anterior temos [ = lim,, z, , no segundo caso x,, = —oco para todo n € IN tal
que n > N, a existéncia da subsequéncia é evidente;

ii. Se = 400, entao b, = +o0 para todo n € IN, logo a existéncia da subsequéncia é
imediata;

iii. Se § € IR, para cada n € IN considere (xy,) satisfazendo f < xp, < b, < 8+
1/(n+ 1) note que podemos adimitir que b, > [ para todo n € IN, pois caso
contrario (b,) seria constante e a existéncia seria imediata, voltando a pentltima
desigualdade podemos concluir que lim, z, = 5.

]

Observagao 1.1.4. O numero real estendido 8 dado anteriormente é o maior com aquela
propriedade, ou seja, dada outro v € IR tal que existe uma subsequéncia (xy,) com
lim, xy, = 7, temos que v < [. De fato, em virtude da convergéncia de (b,) e da
desigualdade xy, < by, temos que v = lim, xp, < lim, b, = 5.

No caso em que = liminf z,,, o lema 1.1.3 e a observacao anterior podem ser provados
imitando as provas anteriores, trata-se de um resultado dual.

Corolario 1.1.1. Seja E C IR o conjunto de todos os limites subsequenciais de uma
sequéncia (z,). Entao

(1.1.20) lim inf x,, := sup ]icnf x, = inf £, limsup z, := inf sup z,, = sup F.
n k2n " k>n

Corolario 1.1.2. Se a sequéncia (x,) C IR é convergente, entdo
(1.1.21) liminf x,, = lim x,, = lim sup x,,.
Lema 1.1.4. Se (z,,), (y,) C IR sdo convergentes, entdo
(1.1.22) limz,, + limy, = lim(z, + y,),

admitindo que faga sentido o membro esquerdo da ultima igualdade.
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Prova. Basta considerar os casos
(1.1.23) (lim 2, limy,) € {+00} x (IE_{\ {—oo}>;

(1.1.24) (lim 2, limy,) € {—o0} x <IE_{\ {+oo}>.

Demonstraremos o primeiro caso, o segundo segue de forma anéloga. Como lim, y, =
a € IR\ {—oo}, em virtude de lim, 3, > —oo, podemos determinar v, € IR tal que
a € (Yo, +00] € B, da definigao existe N, € IN tal que vy, € (Va, +o0], para todo n € IN
tal que n > N,. Posteriormente dado qualquer F € IR, existe Ny € IN tal que z, €
(E — 9o, +00] para todo n € IN tal que n > Ng, tomando N = max{N,, Ng} temos que
Tn+Yn € (E,+00] para todo n € IN tal que n > N, o que prova lim,(z, +y,) = +oo. O

Corolario 1.1.3. Se (z,,), (y.) C IR, entdo
(1.1.25) lim sup(z,, + y,) < limsup x,, + lim sup y,,.

Prova. E suficiente considerar as sequéncias monoétonas (a,), (b,) e (¢,) em IR dadas
respectivamente por

(1.1.26) an, = SUP T, by = SUP Y, Cn = sUp(Tp + Yi),

k>n k>n k>n

a desigualdade

(1.1.27) ¢ = sup(xy, + yx) < SUP Tp + SUP Yp = dyy + by,
k>n k>n k>n
aplicar a observacao 1.1.3 e os lemas 1.1.2 e 1.1.4. O]

Observacao 1.1.5. Usando a asser¢ao

(1.1.28)  (V(z,) C IR) (lim sup(—z,) = inf sup(—=z,) = —sup inf z,, = — liminf :L’n) :

n k>n n kzn
e a compatibilidade da ordem ‘<’ com respeito ao produto podemos concluir também que

(1.1.29) liminf z,, + liminf y,, < liminf(z, + y,).



Capitulo 2

Funcoes mensuraveis e medidas

Para introduzir o conceito de fung¢ao mensuravel é necessario definir outro conceito, o de
o-algebra (ou o-campo) sobre um conjunto X. Em seguida veremos algumas propriedades
de fungoes mensuraveis e finalizaremos com o conceito de medida e suas propriedades.

2.1 O conceito de o-algebra

Definicao 2.1.1. Uma familia X de subconjuntos de um conjunto X € uma o-dlgebra se
satisfizer as sequintes propriedades

I 0,XeX;
II. X\Ae X, VA€ X,
L Upen An: ¥V (An) € X.

Um par ordenado (X, X), constituido de um conjunto e uma o-dlgebra associada, ¢
chamado de espaco mensuravel. Qualquer um de seus membros é chamado de um conjunto
X-mensurével, quando nao houver risco de ambiguidade este sera chamado simplesmente
de mensuravel. Dada uma sequéncia (Cy,),enw € X decorre das leis de De Morgan

(211) x\(Ue)-Neves x(Ne) =Uenco

{e= £e= {e= e=

que [),enw Cn € X, pois

(2.1.2) ﬂCn:ﬂ(X\(X\Cn)):X\(U(X\Cn))EX,

nelN nelN nelN

porque segundo II temos que X\ C,,, para todo n € IN, de Il vem que | J,,c (X \Cr) €
X e finalmente de IT decorre a inclusao dada na tdltima equacao.

A proposito, existem outras classes de conjuntos que também desempenham papéis
importantes em teoria da medida e podem servir de ponto de partida da teoria [].

'Por exemplo no livro Measure Theory do autor Paul R. Halmos, a teoria é construida usando o
conceito de anel de conjuntos.

17



18 CAPITULO 2. FUNCOES MENSURAVEIS E MEDIDAS

Exemplos 2.1.1.  a) O conjunto {0, X} C 2% ¢é uma o-dlgebra;
b) Dado um um conjunto arbitrdrio X o conjunto das partes 2% ¢é uma o-dlgebra;

¢) Seja X um conjunto arbitrdrio e { X, }new uma particio de X contendo (). Entdo a

colecao de todas unioes de elementos da particio é uma o-dlgebra de subconjuntos
de X.

2.2 Mensurabilidade de uma funcao

Definicao 2.2.1. Uma fungio f € RY ¢ X-mensurdvel ou simplesmente, mensurdvel
quando nao houver ambiguidade, se {f > a} == {x € X : f(z) > a} € X, para todo
a € IR, os outros casos {f = B}, {f < B}, {f < B} e {f = B} (quando f € IR) sdo

definidos de maneira andloga.

Lema 2.2.1. Considere os conjuntos {f > a},{f > a},{f < a} e {f < a} (o € R)
definidos anteriormente, se um deles pertence a X, entao os outros também pertencerao.

Prova. Inicialmente observemos que {f > a} = X\ {f <a}le{f <a} =X\ {f > a},
para todo o € IR, decorre da estabilidade da o-algebra X com respeito a operacao de
complementacao de conjuntos que

(2.2.1) NVaeR){fz2a}le X = {f <a}e X);
(2.2.2) NVaelR){f<a}e X <= {f>a}e X).

Seguidamente suponhamos que {f < a} € X, para todo a € IR, decorre dai que dado
f € IR arbitrario temos {f < §+ 1/n} € X, para todo n € IN, consequentemente
I =N,emwif <B+1/n} € X, resta-nos mostrar que I = {f < 3}.

De fato,
(2.23) rel<=zec{f<pf+1/n},Vne N« f(z)<f+1/n,¥ne€IN
— flz) <=z e{f <P},
logo
(2.2.4) VMaeR){f<ale X = {f<a}eX),

Posteriormente admitamos que {f < a} € X para todo a € IR, raciocinando de maneira
homologa dado 3 € IR arbitrario mostremos que U = |J,,.n{f < 8 —1/n} = {f < p}.
Conformemente,

reU<=InelN:ze{f<pf-1/n}<=IneclN: f(x) <B-1/n

(22:5) e f@) < e ae{f < B}

portanto

(2.2.6) VMaeR){f<ale X = {f<a}eX),
(2.2.7) VaeR){f<ale X <= {f<a}eX),

o que finaliza a prova. O
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Definicao 2.2.2. Se C' ¢ um subconjunto qualquer de um conjunto X, entao a func¢ao
caracteristica x, € {0,1}* de C ¢ definida por

1 .sexe(C;
2.2.8 = ’ ’
( ) Xc(x) {O ,Sem ¢ C

Definicao 2.2.3. Uma funcao simples ¢ em EX, € uma funcgao que admite uma quan-
tidade finita de valores, digamos {a;}ic; C IR, (I finito) e sua representa¢ao padrao (ou
canonica) € dada por ¢ =Y " | ¢iXp-1(a), G € R, para todo i € 1.

Observagao 2.2.1. Uma fun¢ao simples @ admite vdrias representagoes embora a repre-
sentagao D, aiX, , (I finito) em que todos os coeficientes {a;}ier sao distintos € tinica.
De fato, dada qualquer outra representag¢do ¢ = ., aiX g, (devem figurar o mesmo car-
dinal |I| de parcelas se desejarmos que esta representagao satisfaca as condigdes iniciais),
podemos entao inferir que A; = B;, para todo i € I, pois

(229) zeA =X, (v)=1=¢(r) =aq;= () & x;,(v) =1z € B,

Visto que Z?:l CiXep-1(a;) € uma representagao satisfazendo as condigoes anteriores,
ela serd unica.

Lema 2.2.2. Seja (X, X) um espago mensurdvel. Entao C' € X se, e somente se, X, €
X -mensurdvel.

Prova. Inicialmente observe que {x, > a} € {0,C, X} C X, para todo a € IR. Recipro-
camente, se . ¢ X-mensuravel entdo C' = {x,. > 0} € X. O

Observagao 2.2.2. Um resultado imediato deste lema é que fungoes constantes sao men-
surdveis.

Lema 2.2.3. Sejam f e g funcoes reais mensurdveis e seja ¢ € IR. Entao as funcoes

(2.2.10) cf, 1%, f+g, fg, If],
também o sao.
Prova:

[. Se ¢ = 0, entao c¢f = 0, i.e., ¢f é constante por conseguinte mensuravel. Caso
contrario, segue da mensurabilidade de f em X que {cf > a} ={f > a/c} € X.

II. Seja a € IR, se a € IR* segue que {f? > a} = X € X, caso a € IR" temos que
(f(2))? > a se, e somente se, |f(z)] > a, ie., f(xr) < —a ou f(x) > a, portanto
{f*>a}={f < —a}U{f > a} é uma reuniao de conjuntos mensuraveis portanto
¢ mensuravel.

I[II. Mostremos que o conjunto {f + ¢ < a} é X-mensuravel para todo a € IR. Para tal
consideremos o conjunto S, = {f > a —r}N{f >r} € X, em seguida mostremos
que {f +g < a} = U,cq S = U que ¢ uma unido enumerdvel, pois Q o é&. Seja
r € {f+g < a} segue que f(z) + g(x) > a, o que acarreta g(z) > a — f(x),
da densidade de @ em IR segue que existe r € @ tal que g(x) > r > a — f(z),
dai vem que f(x) > a —r e g(x) > r por conseguinte x € S,. Por outro lado
seja x € U, tem-se que existe r € @Q tal que x € S, donde diretamente obtem-se
(f +9)(x) = f(x) + g(x) > «, portanto podemos inferir que = € {f + g < a},
consequentemente {f + g < a} =U € X.
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IV. Basta notar que fg = 1[(f + ¢g)? — (f — 9)?], e usar os itens anteriores.
V. Dado «a € IR, temos que {|f| > a} ={f < —a}U{a < f} € X.
O

Definicdo 2.2.4. Se [ € IRY, entio a parte negativa e positiva de f sio definidas
respectivamente por

(2.2.11) f~:=max{—f,0}, /= max{f,0}.
Observacao 2.2.3. Seque diretamente desta defini¢ao que
(2.2.12) f=r=f e |fl=f"+f.

que por sua vez implicam em

_ 1 1
(2.2.13) fo=50=0 e fT=5U+ 1)
decorre do lema 2.2.3 que f~ e fT sdao mensurdveis.

Definicao 2.2.5. Uma funcao f € R" (fungao real estendida) é dita X -mensurdvel, se
{f > a} € X, para todo o € R.

Defini¢ao 2.2.6. Dado um espag¢o mensurdvel (X, X), denotaremos doravante a classe
de fungoes reais estendidas X -mensurdveis por M (X, X). Note que esta classe contém
uma representacao da classe de fungoes reais X -mensurdveis.

Lema 2.2.4. Uma funcao f € R ¢ M(X, X) se, e somente se, A={f =—o0}, B=
{f = +00} € X e a funcio g € R™ definida por

G

é mensurdvel.

Prova. Suponha que f € M(X, X), claramente A, B € X e g = X 15 [ € M(X, X),
pois é um produto de fun¢oes mensuraveis. Reciprocamente suponhamos que g € M (X, X)
e A, B € X, é suficiente notar que

{g>a}uUBe X . seac|0+o0);

(2.2.15) {f>a} = {{g>a}\AeX ,se o € (—00,0).

Lema 2.2.5. Seja (fp)new € M (X, X) e defina as fungoes

f(@) = inf f,(z), F(x) = sup fu(z);
f*(x) :=liminf f,(x), F*(x) := limsup f,(z).

Entéo f,F, f*, F* € M(X, X).
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Prova. E suficiente notar que

(2.2.16)
(Vae]R)<{f o} = ({fnzaleX e {f<a}=[{fa< a}eX)
nelN nelN
Em virtude dos resultados anteriores e das identidades
(2.2.17) f* =liminf f,, = sup ’i1>1f fr, F* :=limsup f,(z) = inf sup fy,
n k=2n n k>n
podemos concluir que f*, F* € M(X, X). ]

Corolario 2.2.1. Se (f,)new € M(X, X) converge pontualmente para f em X, entdo
feM(X X),

Demonstra¢ao. Em vitude da convergéncia tem-se lim,, f,, = limsup f,, como f = lim, f,
decorre dai que f € M(X, X). O

Lema 2.2.6. Se f é uma fun¢ao nao-negativa em M (X, X), entdo existe uma sequéncia
(Son)nelN - M(X, X) tal que

( ( ) < (pn+1(x)7v(x7n) € X X N;
(b) f(z) =limp,(z),Vor e X;

) 0
)
(¢) pn € uma fungao simples, para todo n € IN.

Prova. Inicialmente observemos que dado n € IN o conjunto IR, pode ser escrito como
[’

n2n—1
(2.2.18) R, = [0,+00] = | | (k27" (k+1)27") U [n,+oq].

k=0

Essencialmente para cada n € IN estamos dividindo o intervalo [0,n) em n2" intervalos
consecutivos e disjuntos, e adjuntando & unido destes o intervalo [n, +oo] obteremos IRy,
seguidamente definamos para cada n € IN

(2.2.19) E,, = {{k‘?‘" <f<(k+12m), kedfo,...,n2"—1};

{f =n}, k = n2",
em seguida observemos que f~'(IR,) = X, pois f é ndo-negativa real estendida, em
consequéncia
n2™
(2.2.20) X = |_| f Y (Epn),¥n € IN,

imediatamente definamos

n2m

(2.2.21) oulz) =) (k2‘"XEkyn(w)) :

k=0

20s sfmbolos ‘L)’ e ‘| |’ denotam unides disjuntas.
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seguidamente observemos

(2.2.23)

(n+1)2n+1 n2ntl_q
(2:222) (k2 x,, @)= Y (k2 @)

k=0 k=0

N (n+1)2n+1
(2.2.24) :
+ Y ( pnly, (x)),
n2n+tl

posteriormente notemos que dado n € IN o conjunto {0, 1,...,n2™*) — 1} possui n2"

indices pares e impares, podemos entao escrever a somatoria indicada pela ‘chave superior’
na equagao (2.2.22) por

n2™—1 n2"—1
(2.2.23) > <2/g2 (nt1) XE2W1(;C)> + 3 <(2k+1)2‘("+1’xE2k+1,n+1 (x)),
k=0 k=0

dai podemos escrever a somatoéria indicada pela ‘chave inferior’ na equagao (2.2.22) por

n2"—1

(2224) Y (2k2 DN (@) 2R+ )27y (x))
k=0
(n+1)2nt!
+ Z <k2_(n+1)XEkYn+l (a’:))
n2n+1
e observemos também que
(2.2.25) Xy, (x) = X in (x) + X1 min (x), Vke{l,...,n2" —1}.
27"k 27"k +1)
¢ > n-ésima etapa
¢ > (n+ 1)-ésima etapa

2D (2k) 27D (2k + 1) 27U (2(k + 1))

Figura 2.1: Representacao diagramatica das subdivisoes de IR, .

Dai temos que Ej, = FEorni1 U Eogr1n41 (vide definicdo de Ey,, (2.2.19)), o que
justifica a igualdade dada em (2.2.25).
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Dos resultados anteriores decorre que

n2"—1

onle) = 2 (127" (g )+ Xy, (0) ) 000, 0

k=0

n2"—1

= (k2‘” (XEQ,W+1 (@) + Xy (x))>

k=0
+ n <XE7L(2TL+1>,7L+1 (a?) + XEn(27L+1)+1,n+l (x)>
n2"—1
<2'2'26> S Z <2k2_(n+1)XE2k,n+1 (:L‘) T (2k T 1)2_(n+1)XE2k+1,7L+1 (I‘))
k=0
+ nXEn(2n+1),n+1 (33') + (n + 1)XEn(2n+1)+1,n+1 (l’)
(n+1)2n+t
_.I_ Z (k‘l2_(n+1)XEkyn+1 (x))
n2ntl42
(n+1)2n+1
= (k2 x,, @) =ganle) (e X),
k=0

consequentemente (y,) é uma sequéncia monoétona nao-descrescente de fungoes simples,
conformemente os itens (a) e (b) sdo satisfeitos. Posteriormente seja x € {f < 400} note
que para cada n € IN existe um tnico inteiro k, = [2" f(z)| que satisfaz ¢, () = £k,27" <
fz) < (k,+1)27" = @, (x)+27" para todo n € IN, consequentemente lim,, @, (z) = f(x)
(convergéncia uniforme), e finalmente se x € {f = +oo}, segue que ¢, (z) = (n2")27" =n
para todo n € IN, por conseguinte lim,, ¢,(x) = +00, 0 que prova o item (b) e finaliza a
prova. ]

2.3 Funcoes entre espacos mensuraveis

Definigao 2.3.1. Uma fungao f : X — Y entre os espagos mensurdveis (X, X) e (YY)
¢ dita ser (X,Y)-mensurdvel se, e somente se, f~1(S) € X, para todo S €Y.

Lema 2.3.1. Sejam f € Y e A uma dgebra de subconjuntos de X. Entio a classe
FHA) ={fYA) e X : Ae A} € uma o-dlgebra de subconjuntos de X .

Prova. Como 0,Y € A segue que § = f1(0),X = f1(Y) € f1(A), sejam A, B €
f7HA) logo f~HA)\ f7Y(B) = fA\B) € f}(A), pois A\ B € A, como a imagem
inversa é compativel com unioes arbitrarias, em particular serd com unioes enumeraveis,
em consequeéncia f~!(A) é uma o-algebra. O

Lema 2.3.2. Sejam f € YX e X munido de uma o-dlgebra B. Entdo a colegio C = {A €
2V . f7Y(A) € B} € uma dlgebra de subconjuntos de Y .

Prova. Evidentemente () = f~1(0), X = f~(Y) € B, logo 0,Y € C, de forma anéloga ao
lema anterior podemos provar a estabilidade com respeito a operagao de complementacao
de conjuntos, e reunides enumeraveis. O
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Definicao 2.3.2. Seja X um conjunto e F C 2% definiremos a o-dlgebra gerada por F
como sendo a menor o-dlgebra contendo F e € denotada por uma classe o(F). A dlgebra
gerada por F define-se de maneira andloga. Demonstra-se que a o-dlgebra gerada por um
conjunto conincide com a intersecao de todas as dlgebras contendo a classe prescrita F.

Lema 2.3.3. Se f € YX ¢ F C 2% | entio o(fH(F)) = f1o(F)).

Prova. Uma das inclusoes ¢ trivial, pois f~'(F) C f~'(o(F)) e conforme os lemas anteri-
ores esta ultima é uma o-algebra de subconjuntos de X, dai vem o(f~*(F)) C f~ (o (F)).
Para ver a outra inclusao faga B = {A € 2% : f~1(A) € o(f~Y(F))}, imediatamente ob-
serve que fH(F) C o(f~'(F)), logo F C B, consequentemente f~'(c(F)) C f~1(B) e
por definigao f~1(B) C o(f~(F)) dai vem que f~(o(F)) C a(f~1(F)). O

Lema 2.3.4. Sejam X um conjunto e A, B C 2X. Se B C o(A), entio o(B) C (A).

Prova. o(B) é a menor o-algebra contendo B, em virtude de B C o(A), decorre imedia-
tamente que o(B) C o(A). O

Lema 2.3.5. Se X € um conjunto e A C B C 2%, sdo tais que todo elemento de B pode
ser escrito como uma uniao enumerdvel de elementos de A, entdo o(A) = o(B).

Prova. Decorre do lema anterior a inclusao o(A) C o(B), para ver a outra inclusao note
que dado B € B este é escrito como uma reuniao enumerével de elementos de A, logo
B € o(A), pois este dltimo é uma o-algebra do lema anterior segue que o(B) C o0(A), o
que acarreta a igualdade o(A) = o(B). O

Definigao 2.3.3. Denotaremos a o-dlgebra gerada pelos abertos de IR por B(IR) esta é
chamada de o-dlgebra Borel.

Observacao 2.3.1. A o-dlgebra Borel € gerada pelas classes
I. classe de intervalos da forma (r,s);
II. classe de intervalos da forma |r,s);
II1. classe de intervalos da forma (r, s|;
IV. classe de intervalos da forma [r,s|;
V. classe de intervalos da forma (—oo,r);
VI. classe de intervalos da forma (r,+00);
VII. classe de intervalos da forma [r,+00);
VIII. classe de intervalos da forma (—oo,r|;
em quer,s € Q.

Prova. Dada qualquer classe é sempre possivel escrever os intervalos de outra em termos
de unides enumeraveis e de interseccao e complementacao finitas de conjuntos da classe
prescrita. Logo é suficiente verificar que a primeira gera B(IR), que é um resultado
elementar de topologia, a classe dada por I constitui uma base enumeravel para a topologia
usual em IR, cf. a referéncia [4]. O
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Proposicao 2.3.1. Seja f € R*. Entio f é X-mensurdvel se, e somente se, f ¢
(X, B(IR))-mensurdvel.

Prova. Evidentemente se f é (X,B(IR))-mensuravel serd X-mensuravel. Reciproca-
mente, se f ¢ X-mensuravel entao f~1(R) C X sendo R € 2® o conjunto dos raios
abertos e fechados de IR, ¢ suficiente notar que o(R) = B(IR) e f~'(c(R)) = o(f ' (R)) C
X. O

2.4 O conceito de medida

Definic¢ao 2.4.1. Uma medida é uma funcio em IR definida em uma o-dlgebra X de
subconjuntos de um conjunto X, satisfazendo as sequintes propriedades:

L p(@) =0;
IL 4(S)>0,¥5 € X;

IL (U2, Sn) = >0 1(Sy), para toda sequéncia (Sy)nemw constituida de termos mu-
tualmente disjuntos.

Exemplos 2.4.1. a) Dado um espaco de medida (X, X) a funcio p € IR identica-
mente nula =0 € uma medida;

b) Sejam (X, X) um espagco de medida e x € X a fungdo 6, € {0,1}%X dada por
0.(E) = xg(x) é uma medida, é comumente conhecida como medida de Dirac [*];

¢) Sejam X =IN e X = 2N a funcio contagem p € (ﬁ+)x onde u(E) é o nimero
de elementos de E se E ¢é finito e u(E) = 400 caso contrdrio, é uma medida;

d) Sejam X = IN, X = 2N ¢ 3" a, uma série convergente de termos positivos, a
funcao p € (]R+)X dada por j(E) =3, pan, € uma medida.

2.5 Propriedades de medida

Lema 2.5.1. Seja o uma medida definida em uma o-dlgebra X. Se A,Be€ X e A C B,
entao u(A) < p(B). Além disso, se u(A) < +oo, entao u(B\ A) = u(B) — u(A).

Prova. E suficiente observar que B = (B \ A) U A e usar a aditividade de p, em con-
sequéncia temos u(B) = u(B \ A) + u(A), dai segue que se p(A) < oo entdo u(B\ A) =

u(B) - p(A). .
Lema 2.5.2. Seja (A,) uma sequéncia de subconjuntos de um conjunto X. Seja Ey = ()
e
(2.5.1) E,:=|JA F.=A4,\E,_, necN

k=1

3Paul Adrien Maurice Dirac (8 de Agosto de 1902 — 20 de Outubro de 1984), foi um fisico téorico
inglés que realizou contribuigoes fundamentais para mecénica quintica e eletrodindmica quantica.
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Entao (E,) é uma sequéncia mondtona crescente e (F,,) € uma sequéncia de termos mu-
tualmente exclusivos tais que

(2.5.2) D E, = D F, = G A,.
n=1 n=1 n=1

Prova. Para ver que a sequéncia (E,) C 2X dada por E,, = |J;_, Ay, é crescente é suficiente
notar a inclusao

n+1

(2.5.3) E.=JAc|JAvA =] A =EnVneN,
k=1 k=1 k=1

que é imediata do axioma de subconjuntos. Posteriormente provemos que a sequéncia
(F,) C 2% dada por F}, = A, \ E,_; é uma sequéncia de termos mutualmente exclusivos,
para tal consideremos dois ntimeros naturais distintos m e n, sem perda de generalidade
podemos supor que m < n, conformemente:

(2.5.4) Foo= A\ Ep1 C A C(X\ AU E, 1 = X\ F,

(1) Em decorréncia de A, € Jp—; Ax = E,_1, poism < n — 1.
Consequentemente F,, N F,, = (). Finalmente para ver a ultima igualdade notemos que

(2.5.5) O E.2E, = O A, C G E,,Vn € N,
k=1 k=1 k=1

(1) Em virtude de E, constituir uma sequéncia crescente.

Dai segue imediatamente que J>~, E, C U,—, A, C U, E,, consequentemente
U, A, = U2, E,. Seguidamente mostremos |J 2, E, = | |2, Fy,, para este fim no-
temos que se (Cy)nez, C 2% (admitindo Cy = @) é uma sequéncia crescente, entao a
sequéncia (D,),en dada por D, = C,, \ C,,_; é tal que

(2.5.6) P(n): | JDr = Cr.vn e N\ {1}.
k=1 k=1

I. A propriedade é vélida para n = 2, claramente:

(257) D1 U D2 - (Cl \ (Z)) U 02 \ CI = Cl U (02 \ Cl)
= (Cg N Cl) U (Cg \ Cl) = Cl U 02;

II. Supondo que P(n) seja valida, temos:

n+1 n n
(25.8) Pn+1): | JDy=Dp U D= (Cosa \Co) U J Ci
k=1 k=1 k=1
n n+1
= (Cn+1 \ Cn) U Cn = On—f—l U Cn = Cn+1 U U Ok = U Ck:

k=1 k=1
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Por fim, é suficiente fazer C,, = E,, e notar que

(2.5.9) Fp=A\ B, = (U Ak) \Cy1 = B, \ By,
k=1

o que finaliza a prova. O

Lema 2.5.3. Seja p uma medida definida em uma o-dlgebra X .

.

il.

Se (C,) € uma sequéncia crescente em X, entdo

(2.5.10) m (U Cn> = lim C,,.
n=1

Se (D,) € uma sequéncia decrescente em X e se (D) < 400, entdo

(2.5.11) m (ﬂ Dn> = lim D,,.
n=1

Prova. i. No lema anterior fazendo Ag = Cy = 0 e A, = C,, para n € IN teremos

ii.

que E, =J_,C;=Cre F, =C,\ E,.1 = C,\ C,_1, pois C,, & crescente logo
Ui, Ci = C,,, decorrera que

(e (U AR WER WALS
(2.5.12) = hmzlu Cr \ Ck— 1 hmz p(Cr— 1))

@ lim w(Cy).

(1) pois os argumentos de p sdo iguais segundo o lema 2.5.2;
(2) pela aditividade contéavel de p;

(3) pelo lema 2.5.1;
(4)

4) pois a soma ¢ telescopica.

Primeiramente note que se (D,) é uma sequéncia decrescente decorre que que a
sequéncia (D \ D,,) é crescente, isto se deve pelo fato de a operagdo de comple-
mentagao inverter a ordem da inclusao, do lema 2.5.1 e do resultado ‘i’ anterior
temos

~((122) = (20 (1 2)) = (Uion 1 00)
(25.13) D DY) = (D) — (D)
= p(D1) — lim pu(Dy,),

dai vem que

(2.5.14) (ﬂ D ) = lim (D,.),
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vale salientar que o argumento anterior ¢ valido porque p(D;) < oo, e em virtude
da inclusao (,—, D, € D; temos u(ﬂzozl D, ) < oo e também porque o primeiro
membro de (2.5.13) ¢ finito.

O

Definicao 2.5.1. Um espaco de medida é uma terna constituida de um conjunto X, uma
o-dlgebra e uma medida associada, em simbolos € representado por (X, X, ).

Defini¢ao 2.5.2. Dado um espac¢o de medida (X, X, p), diz-se que uma propriedade é
satisfeita em p-quase todo o conjunto X (ou em p-quase todo x € X, ou ainda pu-quase
todo lugar, ou em quase toda parte), e escreve-se p-q.t.p. ou p-q.t.l., quando for falsa em
um conjunto de medida nula, ou equivalentemente quando for verdadeira no complementar
de um conjunto de medida nula.

Observacao 2.5.1. Dada uma propriedade ¢ (uma fungdo proposicional) significativa
para os elementos de X, podemos indagar se a defini¢ao anterior pode ser substituida ou
implicar p({X : ¢}) =0, em que {X : ¢} = {z € X : p(x)}. A resposta € negativa a
menos que se possa garantir que {X : ¢} € X.



Capitulo 3

Decomposicao de medidas

Neste capitulo serao estudados os teoremas de decomposi¢ao, a saber os teoremas de de-
composi¢ao de Hahn, Jordan e Lebesgue, a nog¢ao de medidas absolutamente continuas e
o teorema de Radon-Nikodym que forence uma relagao entre duas medidas o-finitas em
termos de uma integral de uma fungao mensuravel. Serao também estudados a relagao
‘mutualmente singular’ e os teoremas de representagao de Riesz que fornecem representa-
¢oes de funcionais lineares limitados em espagos L, (1 < p < 0co) em termos de integral
de fungoes mensuraveis.

3.1 Preliminares

Definig¢ao 3.1.1. Seja (X, X)) um espago de mensurdvel, uma carga em X € uma fun¢ao
A € RY tal que A()) = 0 e € contalvelmente aditiva, i.e., se (E,) ¢ uma sequéncia de
termos mutualmente exclusivos, entao

(3.1.1) A\ (|i| En> - i)\(En).

n=1

Vale salientar para que X\ esteja bem definida, deve-se impor que a ultima série seja absolu-
tamente convergente (ou que seja incondicionalmente convergente), pois a uniao Uzozl E,
mdepende da ordem das parcelas FE,,.

Teorema 3.1.1. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (f,) € uma sequéncia
mondtona crescente de fungoes em M™, que converge para uma fungao f em p-quase todo
lugar, entao

(3.1.2) 1i1£n/fnduz/fdu.

Para uma prova cf. [1] p. 35.

3.2 Teoremas de decomposicao

Definicao 3.2.1. Seja A uma carga definida em uma o-dlgebra de conjuntos de um espago

X, definiremos um conjunto como negativo, nulo e positivo relativos a A como sendo
conguntos X_, Xo, Xy € X, tais que A(X_NE) <0=ANXoNE) < ANX{NE), para todo

E € X, respectivamente.

29
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Lema 3.2.1. Todos os subconjuntos de um conjunto P sdao positivos se, e somente se, P
€ positivo e unioes finitas de conjuntos positivos sao conjuntos positivos.

Demonstra¢ao. Uma das implicagdes segue da equivaléncia (A C B) = (ANB = A), para
dois conjuntos A, B quaisquer. Seja P € X um subcojunto positivo em relagdo a uma
carga A, se S C P, entao A(SNE) =A(SNE)NP) >0, para todo E € X. Para provar
a segunda assercao ¢ suficiente provar que uniao de conjuntos positivos, ainda é positivo,
sejam A, B € X dois subconjuntos positivos visto que AUB = (A\ B)U(B\A)L(ANB),
como (ANB),A\B C Ae A\ B C B e que X ¢ finitamente aditiva decorre a que
AMAUB)NE) =AXA\B)NE)+ AX(B\ANE)+AXNANBNE) > 0, para todo
E € X, o resultado geral decorre por indugao sobre o nimero de conjuntos que figuram
na uniao. O]

Observacao 3.2.1. Para conjuntos negativos e nulos obtém-se um resultado andlogo.

Teorema 3.2.1. (Teorema da decomposigao de Hahn [']) Sejam (X, X) um espago
mensurdavel X uma carga definida em X. FEntao X admite uma particao X = X_ U
X+, X, ﬂ X+ - @

Prova. Inicialmente seja X a classe de todos os subconjuntos positivos de X, verifica-se
que X # (), pois pela definicao temos ) € X, sabendo que A(F) € IR, para todo
E € X, podemos conceber a = sup{\(E) € IR : E € X*} € IR, aqui no estamos
excluindo a possibilidade de o = +o00, provaremos mais adiante que a < +o00, podemos
posteriormente construir uma sequéncia de conjuntos (E,) C X : lim, A\(E,) = a, que
podemos admiti-la crescente, pois se este nao for o caso faca F,, = |J;_, E;, sabemos que
a sequéncia (F,) é crescente, alem disso A\(E,) < A(F,) < a, pois F,, € XT. Em seguida
defina X, :=J,, E,, mostremos que X é positivo.
De fato,

(3.2.1) AX, NE)=lim\E,NE)>0,VE € X,

além disso temos o = lim, A(E,) = AM(X) < oo, pois A(F) € IR, para todo E € X.
Posteriormente provemos que X_ = X \ X, é um conjunto negativo, suponhemos por
redugao ao absurdo que néo o seja, entdo existe £ € X subconjunto de X_ tal que A(F) >
0. O conjunto F nado pode ser positivo, pois caso contrario A(X; UE) > A(X;) =a >0,
contrariando a maximalidade de «, consequentemente Ny = {E' C E : A\(E') < 0} # 0,
sejam n; = min{|-A(E")"'| e IN: E' € No} e E; € Ny : ny = |—A(E;) 7], dai vem

(3.2.2) ME\E) = ME) = M(E) 3 AE) + — > A(E) > 0,

n
também verifica-se que E'\ E nao pode ser positivo, pois A(X; U(E\ Ey)) > A(X) = «,
o contraria novamente a maximalidade de aw. Como anteriormente podemos concluir que
Ny ={FE' C E\E;: M\E') <0} # 0, em seguida considere ny = min{|—-\(E')"'] €
IN:E € Ni} e By € Ny : ny = |[—A(Ey)™!]. Indutivamente definamos Ny, = {E' C
E\ (Ule E) CAME') < 0}, njy = min{[-AE)"!| € IN: E' € Ny} e Epyy € Ny, -

'Hans Hahn matemético austriaco (27 de setembro de 1879 - 24 de julho de 1934), uma de suas
contribuigdes é o teorema de Hahn-Banach (provado independentemente).
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ng41 = | =M Egs1) ], para todo k € IN. Posteriormente definamos F = |J;—, Ex e
notemos que

o0 o 1
(3.2.3) —00 < A(F) =) M) < — — <0,
k=1 k=1 'k

segue dai que a ultima série é convergente, consequentemente limy 1/n; = 0. Seja G C
E\ F um conjunto mensuravel com A(G) < 0, em virtude do ultimo resultado podemos
tomar k suficientemente grande tal que ny — 1 > [—A(G)™!|, notando que G C E\ F C

Mrey [E\ <Uf:1 Ezﬂ e que A\(G) <0, temos G € Ny, mas |[—A(G)7'] <np—1<n, =
| =A(Ex)"t], contradizendo a minimalidade deste tltimo, portanto qualquer subconjunto
de E\ F tem medida nao-negativa, i.e., £\ F' ¢ um conjunto positivo, induzindo novamente

uma contradigdo com a maximalidade de «, pois A(X U (E\ F)) > A(X;) = «, uma vez
que AM(E'\ F) = A(E) — A\(F') > 0, o que finaliza a demonstragao. O

Observacgao 3.2.2. Dados um espago mensurdvel X e uma carga qualquer, uma decompo-
sicao de X em um conjunto negativo e positvo em relacao a X\, € chamada decomposicao
de Hahn, em geral uma tal decomposicao nao € unica.

O préximo lema mostra que a unicidade da decomposigao ¢ irrelevante.
Lema 3.2.2. Se X, , X", (i =1,2) sdo duas decomposi¢oes de Hahn, entio
(3.2.4) AMX;TNE)=XMX, NE), (X NE)=\XX, NE),VE € X.

Prova. Primeiramente observe que dado E € X, entao A(E N (X; \ X5)) = 0, pois
ENn(X;\X;) C Xy NXy, davem

(3.25)  MENX ) =AMENX NXy))+AMEN(X;7\Xy))=AMENX NXy),

analogamente podemos concluir que \(E'N X5) = AMFE N X, N X,), o que acarreta
MENX]) = AMENX;), para todo E € X, o outro caso é demonstrado de forma
anéloga. [

Definigao 3.2.2. Sejam (X, X) um espago mensurdvel e X, X_ uma decomposicio de
Hahn arbitrdria de X, definiremos a variacao negativa e positiva por

(3.2.6) A(E) = —MX_NE), \s(E) = AXsNE),

respectivamente. Como estas tultimas sao nao-negativas, finitamente aditivas e contavel-
mente aditivas decorre que serao medidas em X. A wvariacdo total é dada por

(3.2.7) A=Ay + A

sendo esta ultima uma soma de medidas, serd a fortiori uma medida em X, além disso
verifica-se que A = Ay — A_, i.e., a decomposicao de Hahn do espago X em relacao a
carga X\ induz uma decomposi¢ao da mesma, como a diferenca de duas medidas.

O teorema a seguir mostra que a decomposicao A = A, —A_ possui uma particularidade
em relagao as outras decomposicoes de .
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Teorema 3.2.2. (Teorema da decomposigao de Jordan [?]) Sejam \ uma carga e
i, v medidas em X tais que A = u — v. Entao

(3.2.8) MA(E) <v(E), M (E)<u(E),VE € X.
Prova. Se F € X, entao
(3.2.9) A(E)==-ANX_NE)=v(X_NE)—puX_NE)<v(X_NE)<v(E),
(3.2.10) A(E) =AMX3NE)=p(XyNE)—v(XyNE) < p(XyNE) < p(E).
0

Definigao 3.2.3. Sejam p, v duas medidas, diremos que v é absolutamente continua em
relagao (ou relativa) a u, quando v(E) = 0 sempre que u(E) = 0, e escreveremos v <
ou v > . Quando p, v forem cargas diremos que v é absolutamente continua em relag¢ao
a p quando |v| for absolutamente continua em relagio a |p|.

Lema 3.2.3. Sejam p,v medidas finitas. Entao v < p se, e somente se, para todo
e € IRY existe 6(¢) € IR, tal que se u(E) < 0(e), entao v(E) < e.

Prova. Uma das implicagoes ¢ evidente, pois dado £ € X : p(F) = 0, podemos a
implicagao pu(E) < 0 = v(F) < € é valida para todo ¢ € IR, consequentemente v(FE) =
0. Reciprocamente, usando a contrapositiva suponhamos que exista ¢ € IR, tal que
v(E) > €, para todo (F,6) € X x IR : u(E) < §, daf podemos construir um sequéncia
(E,) € X : u(E,) <2 "ev(E,) > ¢, considerando a sequéncia (F,) C X : F, = -, Ei,
da semiaditividade contével de p decorre u(F,) < > oo p(E;) < Y2, 27" =21 como
(F,) é uma sequéncia decrescente vem que

(3.2.11) p(() F) = lim p(F,) = 0;

n=1
(3.2.12) v([) Fo) = limu(F,) >,

n=1 "
0 que prova que v nao é absolutamente continua com respeito a . ]
Observagao 3.2.3. Dada f € M*(X, X), a integral indefinida de f dada por
(3.2.13) u(E) = / fdv, (EeX)

E

¢ uma medida em X. A representacao dada em (3.2.13) é uma condi¢dao suficiente para
que p <K v, o proximo teorema mostra que se u,v forem o-finitas entao (3.2.13) € uma
condi¢ao necessdaria para p <& v.

Teorema 3.2.3. (Teorema de Radon [*]-Nikodym [*]) Sejam (X, X) um espago men-
surdvel p,v medidas o-finitas tais que p < v. Entao existe uma fungao f € MT(X, X)
unicamente determinada em v-quase todo lugar tal que u(E) = fE fdv, para todo E € X .

2Marie Ennemond Camille Jordan matematico francés (5 Janeiro de 1838 - 22 de Janeiro de 1922),
conhecido pelo teorema da curva de Jordan e pela medida de Jordan-Peano que é uma extensao da nogao
de mensurabilidade de conjuntos em espacos euclidianos.

3Johann Karl August Radon (16 de Dezembro de 1887 — 25 de Maio de 1956) responsavel pela demons-
tracao daquele teorema para o espaco euclidiano IR", pela medida e transformada de Radon, esta tltima
de grande importancia sendo aplicada em reconstrugoes tomograficas, e.g. tomografia computadorizada
com base em raios X.

40tto Marcin Nikodym (3 de Agosto de 1887 — 4 de Maio d 1974) foi um mateméatico polonés,
reponséavel pela generalizagao do teorema de Radon.
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Prova. Inicialmente provemos o resultado quando pu, v forem finitas em seguida estende-
remos o resultado quando forem o-finitas. Para ¢ € IR’ consideremos a carga p —cv, e
a decomposi¢ao de Hahn de X associada N., P. € X, em seguida definamos a sequéncia

N, k=1

3.2.14 Ay, = kol :
( ) ; Nie \ U Ay k>1
=1

da propria construgao vé-se que os termos A; s@ao mutualmente disjuntos, em seguida
k k .
observemos que | J o1 Nje = U i1 Aj, para tal usaremos o seguinte resultado

Afirmagao 3.2.1. Seja {A;}", uma familia de conjuntos qualquer, defina {B;}!,, por
Ah k= 17

3.2.15 B, = k=l
(3.2.15) lanUAL 1<k<n
=1

temos |J_, B; = U\, 4;.

Prova. A demonstracao é feita usando o principio indutivo sobre n € IN (vide lema
2.5.2). O

Dai vem que Ay = N\ Uk ' N, = Ni. N ﬂk ! P.., por conseguinte se F € 24 N X,
entdo £ C Ny N Py_1)e, 0 que acarreta pu(E) — kcy(E) <0< p(E)—(k—=1)ev(E),
que por sua vez implica (k — 1)ev(E) < p(F) < kev(FE), posteriormente faca B =
X\UjZ 45 = N2, Pje, dai vem B C Py, para todo j € IN, em consequéncia temos
0 < kev(B) < pu(B) < p(X) < oo, para todo k € IN, que s6 sera valida se v(B) = 0,
da hipétese u < v segue que u(B) = 0, em seguida defina f. := 377, (k — l)ex, ,
verifiquemos que f, € M™, claramente f. > 0, para ver que f. € M, considere o € IR e
0s seguintes casos

i. Se a <0, entao {f > a} =, A € X;
ii. Se o > 0, entdo se m = min{k € IN: (k—1)c > a}, entao {f > a} =,_,, Ar € X

, portanto f € M™. Sabemos que X = | |,~, Ay U B, dai dado qualquer £ € X, temos
ESUE (B0 (B0 E)

Defina p.(E) := [, fedv, k. = [E(f.+c)dv,E € X, visto que fe, fo +c¢ € MT,
decorre que i, nc sao medidas sobre X, logo

:uc(E) = e (U(AkmE) U (BﬂE)) = HC(BHE) +Zﬂc(AkmE)

(3.2.16) o . b=l
= (k= 1D)ev(ANE) < W(BNE)+ Y n(AxNE) = u(E)
Ke(E) = ke (Ij(Ak NE)U(BN E)) =cw(BNE)+ f: kev(Ar N E)
(3.2.17) =l b=l

kev(AyNE) 2 u(BNE)+ ) (AN E) = u(E),

1 k=1

[
WE

B
Il
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de onde podemos concluir

(3.2.18) /Efcdy:uc(E)gu(E)gmc(E) /fc+c /fcdqucy X).

Fazendo ¢, = 27" podemos determinar uma sequéncia de fungoes (f,,), tal que

(3.2.19) /E fodv < u(E) < /E Fody +27"0(X),
se m < n, entdo

(3.2.20) /E Fondv < p(E) < /E Fodv+27"0(X)
(3.2.21) /E fodv < p(E) < /E Fody +27"0(X),

o que implica |fE(fn — fm)‘ < 27"v(X), para todo E € X, posteriormente notemos que

3.2.22 o ldy = _fld _fld
(3.2.22) /|f ful dv /{fnfm<0}|f f|v+/{fnfm:0}|f fol dv

+/ |fn = fol dv < 27" 0(X),
{fn_f7n>0}

como (f,) é Cauchy em L mais precisamente em Li, visto este ultimo é completo (f;,)
possui um limite f € M, podemos inferir daqui que a sequéncia (f,,) € M™ é Cauchy na
medida, segue que esta admite uma subsequéncia que converge na na medida e em v-quase
todo lugar a uma fungao g € M que podemos admitir nado-negativa, pois (f,,) € M, além
disso g = f em v-quase todo lugar — aqui estamos apenas confirmando que o limite esta
em M™T — consequentemente (f,) converge a f € Mt em L; (uma demonstracao destes
fatos encontra-se nos 6° e 7° capitulos da referéncia [1]). Além do mais

/Efdv—/Efndv </E|f—fn|dV</|fn—f|dv,

de (3.2.19) e (3.2.23) vem
3.2.24 E)=lim [ fodv= | fdv,
(3.2.24) u(B) =tim [ fodv= [ rav

(3.2.23)

o que finaliza a primeira parte da prova. Posteriormente provemos a unicidade, sejam
frg € M*, tais que u(E) = [, fdv = [, gdv, para todo E € X
Suponhamos agora que pu, v sejam o-finitas, temos portanto

/If—g|dV—/ /- g|dv+/ /- g|du+/ f —gldv
{f—g<0} {f—g=0} {f—9>0}

‘/f g<0} f g dlj '/f g>0} f g

a ultima igualdade ¢ dada pelo fato [ (f —g)dv = [,(g — f)dv =0, para todo E € X,
pois v(X) < oo, consequentemente |f — g| = 0 em v-quase todo lugar, que por sua vez
implica f = g em v-quase todo lugar, q.e.d.

(3.2.25)
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Posteriormente admitamos que u,r sejam o-finitas, segue que existem sequéncias
(X7), (X3) € X, tais que U,eny X8 = Unpen Xy = X e p(XF), 1n(X}) < 0o que po-
demos supo-las estritamente crescentes, estamos interessados em uma sequéncia crescente
(X,) € X : pu(X,),v(X,) < oo, para todo n € IN. Para este fim, verifiquemos se
existe uma subsequéncia de alguma das sequéncias, cujos termos estejam contidos em
uma quantidade finita de termos da outra digamos (X/), dai fazendo X,, = X¥,n € IN,
temos a sequéncia desejada. Caso contrario podemos admitir que cada termo de uma
das sequéncias esteja contido em uma quantidade enumeravel de termos da outra. Para
XY, seja Xy € X 2 XN XY # 0, admita {X) }7, escolhidos escolhamos X}, =€ X :
N1 >ng e X NXY # 0, a sequéncia X = X} N X} ¢é a sequéncia requerida, pois
é crescente e usando a

Afirmagao 3.2.2. Sejam X um conjunto arbitrdrio, (A,),(B,) € 2% duas sequéncias
estritamente crescentes, satisfazendo |, ey An = Upen Bn = X e AN B, # 0, para todo
n € IN. Entio X = J,cn(An N By).

Prova. Claramente (J, .n(AxNBy) € X, sejaz € X, dahipotese |,y An = Upenw B =

X, existem n; € IN, (i = 1,2) : z € A,, N B,,, fazendo n = max;_;2n;, temos que
v €Ay N B, CUpen(An N By). ]

Para prosseguirmos precisaremos da

Afirmagao 3.2.3. Se (X, X, u) € um espago de medida, f € M+ e F € X, entao

(3.2.26) / fdu= /fd,up, pur(E)=pw(ENF), VE € X.
F

Prova. Seja ¢ = .. Xp-1(a;) (I finito) uma funcao simples qualquer, temos

/@dﬂz / wal(ai) d,u:/ZXgo1(ai)ﬂFd,u:Z/Xap1(a,—)ﬁFd,u
F Flier iel iel

(3.2.27)
= Y ule @) N F) = 3 el @) = [ dur,
il il
a fortiori
(3.2.28) /fd,u: sup /gpd,u: sup /cpd,upz/fdup.
F 0<e<sfJF 0<p< f

O

Em seguida definamos p,,, v, para todo n € IN, respectivamente por p,(E) := pu(X,N
E), v,(F) == v(X,, N E), para todo E € X, ambas sao finitas além disso p, < v,, pois
p < v, do resultado anterior existe g, € M™T, tal que u,(E) = fE gn dv,, para todo
E € X, e da afirmagdo imediatamente anterior temos u,(E) = [ 7 n AV = / 5 InXx, AV,
para todo £ € X, fazendo h, = gnXy, , decorre que h, € M™* e h,(X \ X,,) = {0}.
Posteriormente observemos que se m < n temos

(3.2.29) /hm dv = pm(Xm) = 1 Xm) = pn(Xn) = /hnxxm dv,
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daqui podemos concluir que h,, = h, X, em v-quase todo lugar, por conseguinte h,, = h,,
em v-quase todo x € X,,, em seguida defina f, := max;<;<, h;, desta definicao podemos
deduzir que (f,) € M™ é mondtona crescente, seguidamente verifiquemos

(3.2.30) /hn dv = /fn dv, ¥n € IN,
para este fim basta provar que h, = f,, v-q.t.l., da equivaléncia

(3.2.31) ho(x) = fo(x) = max hi(x) <= hy(x) = hi(z), Vi e {1,...,n},

1<i<n
temos a seguinte caracterizagdo de um elemento x € X \ {f, = h,}
(3.2.32) ho(x) < fo(z) <= Fi € {1,...,n} : hi(z) > hp(x).

Seja J C {1,...,n— 1} o conjunto dos indices tais que {h; > h,} # 0, notemos que para
um destes indices temos

S/

=0

como h; = h, v-q.tl. em X, segue que v({h; > h,}) = v({h; > h,} N X;) =0, o que
prova que V(X \ {f, = hn}) = v(U;c ;{0 > hn}) =0, q.e.d. Se E € X, entdo

(3.2.34) uwm&pwwm5émwzéhw

fazendo lim,, f,, = f temos pelo fato de (F'N X,,) ser crescente e pelo teorema da conver-
géncia mondtona ((f,,) € mondtona) que

(3.2.35) p(E) =limp,(E) = lim/ hy dv = lim/ fodv = / fdv.
" " JE " JE E

Imediatamente provemos a v-unicidade, sejam f,g € M™ tais que u(E) = [, fdv =
Jpgdv, dai vem [, fdv = [, gdv = p(X,) < oo, consequentemente fx, = gxy, ,
para todo n € IN, v-q.t.l., para cada n € IN existe N,, € X : v(N,) =0 e f(x) = g(z),
para todo x € X,, \ N, fazendo N = |J, .y Vn, temos v(N) = 0 e que se v € X \ N,
entao v € X, para algum n € IN, pois X = (J,.nXn ¢ € X \ N,,, em consequéncia
r € X, \ Ny, logo f(z) = g(x), consequentemente f = g, v-q.t.l. q.e.d. O

A fungao dada no teorema anterior é chamada de derivada Radon-Nikodym e denotada
por %, pelo fato de possuir algumas propriedades reminiscentes de derivada.

Afirmacgao 3.2.4. Sejam p,v medidas o-finitas definidas em um espaco mensurdvel
(X, X) tais que p < v e g € MY(X,X). Entao

dp
3.2.36 dy = a
( ) /g 1 /gdy v

Prova. Das hipoteses segue do teorema de Radon-Nikodym que existe f € M*(X, X),
tal que

(3.2.37) Mmzém:éﬁw
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Imediatamente provemos que o resultado ¢ vélido para fungoes simples em M™ (X, X),
portanto seja ¢ = > . ; @;X,-1(a,), (I finito) temos

(3.2.38) /gpd,u:/Zain1a du = ZQZ/X@ () dpt = Zal/)@ 1ap) S dv
el

el

~ [ S axorwfdv= [orav

el

Posteriormente visto que g € M (X, X) podemos determinar uma sequéncia (v,) de
fungoes simples monétona crescente convergindo para g em todo lugar, do teorema da
convergéncia mondtona vem

d d
(3.2.39) /gdu:lim/”yndu:hm/'yn—ﬂdy:/g—ﬂdu
n n dv dv

Afirmagao 3.2.5. Sejam A, u,v medidas o-finitas definidas em um espago mensurdvel
(X, X) tais que A < p, p < v. Entao

]

A d\du
24 — = ——, v-q.t.1l.
(3.2.40) W didn v-q.t.1

Também se ;, (i = 1,2) sao o-finitas em X e p; K v , entdo

d dpy | duy
Prova. Seja E € X, como A\ < p do teorema anterior segue que existe d’\ € M, tal que
= [z gx du e da afirmagao imediatamente anterior \(E f s 3’\ du = ZZ\L & dy

da transfmndade da relacao < segue daquele teorema que ex1ste 6 M tal que )\(E)
5 dl’) dv, o que prova a primeira parte. Sejam agora pu;, (1 = 1,2) a ﬁmtas em X e yu; < v,

temos (11 + o) (E) = [ L (u1+ p2) dv, pois pr+pe < v e p;(E) = [, % dv, o resultado
segue da linearidade da integral. O

Afirmacgao 3.2.6. Sejam p,v medidas o-finitas definidas em um espagco mensurdvel
(X, X) tais que p < v, v < p. Entao

du 1
3.2.492 gt
( ) dv " T 1i-q

Prova. A prova decorre da identidade

d,u dudu
3.2.43 d dv du
(3:2.43) D= [ an= [ = [ L

Observacao 3.2.4. Por meio de um argumento simétrico demonstra-se que

(3.2.44) — = —, v-q.t.l
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Defini¢ao 3.2.4. Sejam p,v duas medidas em um espago mensurdvel (X, X), diremos
que p e v sao mutualmente singulares se existirem A, B C X, tais que X = AUB e
u(A) = v(B) = 0, neste caso denotaremos por L v, apesar desta relagao ser simétrica
escreve-se . € singular em relacao a v, quando pu 1 v.

Teorema 3.2.4. (Teorema da decomposigao de Lebesgue) Sejam p, v duas medidas
o-finitas definidas num espago de medida (X, X). Entao existem unicas medidas ji;, (i =
1,2) tais que puy L v, o K v e p= pq + fo.

Prova. Inicialmente definamos £ := pu + v, sabe-se que soma de fungoes o-finitas também
¢ o-finita, aléem disso se p, v < &, pois se {(E) = (u+ v)(E) = 0, decorre que u(E) =
v(E) =0, do teorema de Radon-Nikodym existem f,g € M7, tais que

(3.2.45) w(E) = / fd¢, v(E) = / gdé, VE € X,
E E
em seguida defina

(3.2.46) in(B) = u(E 0 {g = 0}), ms(B) == p(E 0 {g > 0}),

temos que p1({g > 0}) = v({g = 0}) = 0, portanto p; L v. Seja agora v(F) = 0,
segue que g = 0 p-q.t.l., consequentemente u({g > 0}) = 0, o que por sua vez implica
p2(E) = 0, portanto puy < v, além disso

(3.2.47) w(E) = p((En{g =0 U (EN{g >0})) = m(E) + m(E), VE € X.

Finalmente provemos a unicidade, para tal consideremos outra decomposicao p = i} + b,
temos portanto puy + po = pf + phy = 0, logo py — p) + e = ph = 0, o que implica
py — py = ph — pe = 0, portanto w = puy — py = phy — pe ¢ uma medida tal que
w < v, pois se V(E) = 0, segue que ph = po = 0, em virtude de ph, po < v, em
seguida mostremos que w L v, para este fim sabemos que existem A, B,C,D € X,
tais que V(A) = (B) =0e X = AUBev(C) =p(D)=0e X =CUD, faga
E=AUC, F=BnDenoteque v(E) =w(F)=0e X = EUF, dai vem que w L v,
posteriormente precisaremos da seguinte

Afirmagao 3.2.7. Sejam o,s duas medidas em uma o-dlgebra X. Se o < ¢ e o L g,
entao o = 0.

Prova. Sejam R, S € X, tais que o(R) =<(S) =0e X = RU S, da hipdtese p < ¢ segue
gue o(S5) = 0, consequentemente o(E) = o(RNE)+ o(SNE) =0, paratodo £ € X. O

Logo, podemos concluir que p; = pf, (i = 1,2), pois w < v e w L v q.e.d. ]
Definicao 3.2.5. Um funcional linear em L,(X, X, u) é uma aplicagao linear G € IR,
1.€.,

(3.2.48) Glaf +g9) =aG(f)+G(g),Vf,g € L,, Va € R

Um funcional em L, € limitado se existe uma constante C' € IR, tal que
(3.2.49) G < Clfll, Vf € L,

Neste caso a fungdo |.| : R* — IR, dada por

(3.2.50) |G|l :=sup{|G(f)| € Ry : [|f]l, < 1}

¢ uma norma em IR* . De fato,
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N;. Claramente ||G|| = 0, para todo G € R, e ||G|| = 0 se, e somente se, G =
0, pois se |G| = 0 dado qualquer f € L, \ {0} temos que |G(f - ||fl,")] = 0,
consequentemente |G(f)| =0, a reciproca é evidente;

Nir. Seja o € IR, seque das propriedades de supremo que ||[aG|| = |a|||G|;

Nirp. Se G H € R™, entio |G+H|| < ||G||+[|H]|, pois |(G+H) ()| < IG)I+H(f)] <
|G| + [|H||, para toda f € L, : ||f|l, < 1, seque dai o requerido.

No tezto que seque um funcional linear positivo em L, € tal que G(f) > 0, para toda
ferL,N(Ry)*.

Lema 3.2.4. Se G é um funcional linear limitado em L,,, entdo existem funcionais G=, G
lineares positvos e limitados em Ly, tais que G = GT — G™.

Prova. Inicialmente consideremos f € L, N (IR, )%, e definamos
(3.2.51) GH(f)=sup{G(9) e R:ge L,e0<g< [},

seguidamente note que 0 € L, : 0 < f, logo GT(f) > 0, para toda f € L, N (IR;)¥,
posteriormente verifiquemos que se ¢ € IR", entdao G*(cf) = ¢GT(f), para este fim
defina A :={ge€L,:0<¢g< fleB:={helL,:0<h<cf}, destas defini¢oes
podemos concluir sem dificuldades que cA = B, portanto

G*t(cf) =sup{G(h) e R: h € B} =sup{G(cg) e R: g € A}

(3.2.52) —csup{G(g) ER: g € A} = cGT(f)

Sejam agora f; € L, N (IRy)~, (i =1,2),e g € L, : 0 < g; < fi, temos G(g1) + G(g2) =
G(g1 + 92) < GT(f1 + f2), dai vem GT(f1) + GT(f2) < GT(f1 + f2). Por outro lado seja
0< g < fit [z, defina g :=max{0,g — fo} e g» := min{fs, g}, notemos que g = g1 + go

I. Se (g — fo)(z) <0, entdo (g1 + g2)(z) = 0 + g(z) = g(z);
IL Se (g — f2)(z) 2 0, entao (g1 + g2)(2) = (9 — f2)(2) + fa(2) = g(z)
)

Além disso G(g) < G (f1) + GT(f2), para toda g € L, : 0 < g < f1 + fa, logo G (f1 +
fa) < GT(f1) + GT(fs), consequentemente G (f1 + fo) = GT(f1) + GT(f2), para toda
fi€ L,N (IR;)™.

Para f € L, arbitrario defina

(3.2.53) G (f)=G"(f")=G"(f),

seguidamente mostremos que G é limitado. Notemos primeiramente que G(f) < |G(f)| <
C|fll,, para toda f € L,, o que acarreta |G*(f)| < C||f|l,, para toda f € L, N (IR.)X e

visto que |f| = f~ + fT, para toda f € EX, temos
(3.254)  Vfe L, (IGH(HI <IGTUDN+IGTUDN Ol + ClF Ml < 2C11 1)
Imediatamente mostremos que dadas f, g € L,, tem-se

(3.2.55) G (f+9) =G (f)+ G (9)
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observando que

(3.2.56) G (f+9) =G ((f+9)") =G +9))
(3.2.57) G (N+G (9 =G (fT+9) =G (I +9),

é suficiente mostrar que (f+g)"+ f~+g9 = (f+9)” + fT+ g e usar a linearidade de
G provada anteriormente para fun¢oes nao-negativas em L,, o que mostra que G* é um
funcional linear limitado em L,. Em seguida definamos

(3.2.58) G =Gt -G,

desta definicao decorre que G~ ¢é limitada e linear pois G, G o sao, além disso é nao-
negativa uma vez que G > G e é conspicuo que G = G — G~ o que finaliza a prova. [

3.3 Teorema da representacao de Riesz

Teorema 3.3.1. (Teorema da representagao de Riesz [°] (p = 1)) Se (X, X, pu) €
um espaco de medida o-finito e G um funcional linear limitado em Ly, entao existe uma
fungio mensurdvel g € Lo, tal que G(f) = [ fgdu, além disso ||G|| = ||l € G € um
funcional positivo se g for nao-negativa.

Prova. Inicialmente admitamos que p(X) < 400 e G um funcional linear limitado positivo
em seguida definamos A\(E) = G(x,) e verifiquemos posteriormente que A é uma medida
em X, claramente \(()) = 0, A\(E) > 0, para todo E € X e que \ é finitamente aditiva,
para provar a aditividade contavel provaremos que a funcao A é continua de baixo, i.e.,
dada uma sequéncia crescente (E,) : E, T E € X entao A\(E) = lim,, A\(E,,), para este fim
observemos

(3.3.1) 0 < JAE) = AME)| = [Gxz = Xz < 1G]lIxe = X, 115

visto que u(X) < oo, |x,, | < 1elim,x, = xg em todo lugar, podemos inferir que
limy, [[x; — X4, It = 0, o que prova o requerido. Seja E € X : u(E) = 0 temos de

(3.3.2) 0 <[AE) = 1G(x,)| < [Gllu(E) =0,
que A(E) = 0, conformemente tem-se A < p e do teorema de Radon-Nikodym segue que

existe g € M, tal que G(x,) = A(E) = [, 9du = [ x,9du, para todo E € X, seja
Y = .1 GiXy-1(a,) (I finito) uma fungao simples arbitraria, temos

G(y) =G (Z aiX¢—1(ai>> =Y G Xy 1) = Zai/xzb—l(ang dp

(333) el el el
= /Zaixw—wai)gdu: /wgdu
i€l

Seja f € M N L, arbitraria podemos determinar uma sequéncia crescente de funcoes
simples (¢,,) € M, que converge a f em todo lugar, novamente ¢ < f, e lim, ¢, = f em

SFrigyes Riesz (22 de Janeiro de 1880 — 28 de Fevereiro de 1956) foi um matematico htingaro conhecido
por ter feito contribuicées fundamentais para a analise funcional.
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todo lugar logo podemos inferir de |G(f)—G(¥n)| < |G| f—tnlli que lim, G(¢,) = G(f),
destes ultimos resultados e do teorema da convergéncia mondtona decorre

(3.3.4) G(f) = lm G(is,) = lim / bng dp = / fodp,

para [ arbitraria podemos usar a identidade f = f* — f~ e considerar duas sequéncias
(Y1), (¥,) € M* mondtonas crescentes de fungoes simples convergindo para f™ e f~ em
todo lugar, respectivamente. Temos pelo mesmo motivo

(3.3.5)
G() = G() = G(F ) =l Gw) ~ tim G(v,) =l [ wigdn 1l [ v g

=/f*gdu—/f-gdu=/<f+—f—>gdu=/fgdu.

Se G é um funcional linear limitado em L; qualquer (ainda supondo que u(X) < oo) use a
decomposicao G = GT — G, e para cada um dos funcionais G, G~, temos do raciocinio
anterior duas funcoes g%, g~ € M™ associadas aos funcionais lineares positivos G*,G™,
respectivamente.

Seja agora G um funcional linear positivo e limitado em L; e p o-finita, segue das
definigoes que existe uma sequéncia (X,) € X : X, T X e pu(X,) < oo, para todo
n € IN, em seguida definamos para cada n € IN as fungoes A\, (E) := G (X, ), Hn(E) =
p(ENX,), mostremos que A, ¢ uma medida em X, seja portanto (Ey) C X : B, T F € X,
temos

posteriormente note que limy, [[(x, — Xz, )X, [[1 = 0, pois

(3.3.7) I(Xe = X)X, I —/I — X, X, | dp = /!XE X, | dbin,

e visto que p,(X) < 00, |x, | < 1 elimgy, = xp em todo lugar. Podemos concluir
como anteriormente que \, < i,, e dai determinar uma funcao g, € M™ tal que
M(E) = [p9ndin = [ Xp9nXx, du, para todo E € X, em seguida fazendo h, = gnx .,
podemos inferir que h, € M* e h,(X \ X,,) = {0}, fazendo g, = maxi<;<, h;, podemos
concluir de forma similar que

(3.3.8) /hn dy — /gn dy, ¥n € IN
Seja f € M* N Ly, podemos determinar uma sequéncia (p;) € M+ de fungoes sim-

ples monotona crescente que converge a f em todo lugar, pelo teorema da convergéncia
monétona e do fato limy ||(f — ¢x)Xy, 1 = 0, temos

(3.3.9) G(fxx,) = limGlexy,) =1i,£n/sok§n dp = /fﬁn du,

fazendo lim,, g, = ¢, temos analogamente

(3:3.10) i G(fxs,) = lim [ fgdu= [ fadn
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verifiquemos que lim, G(fx,, ) = G(f), para este fim oservemos

(3.3.11) G(f) = GUxx ) < NG =X

novamente f(1—x, ) < felim, f(1—x,, ) = 0 em todo lugar, logo lim,, || f(1—x,, )|l =0
de (3.3.10) vem

(3.3.12) G(f):/fgd,u, VfeM™NLy,

como anteriormente podemos usar a linearidade de G e a decomposicao G = GT — G~
para concluir que (3.3.12) é valida para qualquer funcional G em L; e qualquer f € Ly,
concluindo assim a prova da existéncia. Finalmente resta-nos provar que ||G|| = ||g/|
cuja prova seréd dividida em duas partes

L ||glleo < |G- Para ¢ € (1, 400) defina
(3.3.13) fer=s1gn ()X im0 e = lgl = |G}
e em seguida observe que
(3.3.14) G(fe) <1G(f)l < NG u(E),

observe também que

(3.3.15) G(f) = / gl di > el Gllu(Ey),

destas tltimas desigualdades temos
(3.3.16) c|Glln(E) < G(fe) < ||Glln(Ee)

que s6 sera valida se p(E,) = 0, posteriormente defina a sequéncia (E,,) : ¢, = 1+ +
e faca N = e Ee,, como pu(E,,) = 0, para todo n € IN decorre que p(N) =0 e
lg(z)| < |G|, para todo = € X \ N, dai vem sup(X \ N) < |G|, consequentemente
9]l < IG]-

IL |G| < ||gllsc- Se g € Lo, entao para todo n € IN existe N,, € Z, := {N € X :
1(N) = 0} tal que sup [g|(X \ N,) < |9l + =, seguidamente defina N = {J,, oy Nt
claramente p(N) = 0, além do mais

1
X\N=zeX\N N — |gl(2) < llgllw + 5. Vn € IN
(3317 LEXN T € X\ No, Vn € 91(2) < llglloo + ~. ¥n €

= sup |g[(X \ N) < [|9]]oos

consequentemente dado f € Ly : || f]|1 < 1 temos

G(f)] = ’/fgdu' = /Nfgdwr X\Nfgdu‘ </X\N|fg|dﬂ

< [ fllllglloe = Nlglloo,

0 que prova o requerido.

(3.3.18)
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Teorema 3.3.2. (Teorema da representagao de Riesz (p > 1)) Se (X, X, pu) € um
espago de medida qualquer e G um funcional linear limitado em L, (p > 1), entdo existe
uma fun¢io mensurdvel g € Ly, ¢ = p/(p + 1), tal que G(f) = [ fgdp, além disso
|G|l =llglly € G € um funcional positivo se g for nao-negativa.

Prova. A demonstracao da existéncia para este caso é essencialmente a mesma para o
caso em que p = 1, portanto resta-nos provar que se G(f) = [ fgdpu, entdo g € L.
Procederemos da seguinte maneira, demontraremos para o caso em que u(X) < oo e G
um funcional linear limitado positivo, em seguida provaremos para yu o-finita, e finalmente
no caso de p ser arbitraria provaremos que o funcional G se anula no complementar de um
conjunto o-finito. Admitamos inicialmente que pu(X) < oo e G seja positivo, definamos
gn = sign(g)|g|%x{|g‘<n}, verifiquemos que ¢, € L,, para todo n € IN, para este fim
notemos que

(3.3.19) / g lP dpt = /{ ol = n(ill <)) < o
g|<n

em seguida provemos que g € Ly, para isto basta observar

(3.3.20) / 915 du = G(g0) < |G ( / Iglqdu> |
{lgl<n} {lgl<n}

o que implica [lgx,, .., lls < |G, para todo n € IN, segue do teorema da convergéncia
monotona que g € L, e ||g|l; < |G|, e também segue da desigualdade de Hélder que
IG(f)] < |lglly, para toda f € L, tal que || f], < 1, consequentemente (|G| = |g]l,-
Posteriormente admitamos p o-finita, portanto existe uma sequéncia (X;) C X : Xj 1
X 1 pu(Xy) < oo, para todo k € IN, fazendo py(E) = p(E N Xy), temos

(3.321) /{ ol = Glonx) < (gl < ) < o
g|l<n

como anteriormente podemos inferir que HgXXk Xg1<m e < |G|, para todo (n, k) € IN?, do
teorema da convergéncia monotona vem |gx, [lq < [|G||, para todo k € IN, e novamente
pelo mesmo vem ||g||, < ||G||, a outra desigualdade ¢ dada de forma idéntica ao caso
anterior. No caso em que p € arbitraria considere a sequéncia de funcoes h, € L, :

1G(1 = 1) < |G(h,)| < |G, fazendo f, = | A || [, temos que
(3.3.22) IGI(1—1/n) < G(fa) e |fall =1,

em seguida precisaremos da

Afirmacao 3.3.1. Se f € L,(X, X, pn), (1 < p < 00), entao {|f| # 0} € o-finito, i.e.,
existe uma familia (A,) € X : {|f] # 0} € U, e An € 1(An) < 00, para todo n € IN.

Prova. Definamos A, := {n~'/? < |f|}, claramente {|f] # 0} = U, o 4n €

(3.3.23) w(Ay) = %u(An) < n/ In~ VPP dp < an’l/prg < 00,Vn € IN.
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Em seguida provemos que dada uma familia de fungdes (f,,) C L, existe um conjunto
Xy o-finito tal que f,(X \ Xo) = {0}, para todo n € IN. De fato, para cada f,, n € IN
o conjunto {f, # 0} ¢é o-finito, i.e., existe uma sequéncia (Xo,x)rew : {fn # 0} C
Urken Xonk € 1(Xonk) < 00, conformemente fazendo Xo = ey Uren Xo.n,x claramente

este ¢ o-finito ¢ X \ Xo = (Ve Neen(X \ Xomik) € Nhenifn = 0}, Sejam agora
FeX:ulE)<oeENXo=0etelR,, temos dai

(3.3.24) 1fn £ X1l < (14 p(E)) P,
além disto temos
(3.3.25) G(fn) + G(Etx,) < G(fo T tx,),

de (3.3.22), (3.3.24) e (3.3.25) vem

(3.3.26) |GUW¢>|<|KH|(1%-WM(EDL@-(1—-1)],

n
fazendo n — oo e dividindo o limite por ¢ > 0 vem

(L+ tp(E)) 7 — 1
t )

(3.3.27) G(x,) <

posteriormente aplicando a regra de L’Hospital para t — 07 decorre que G(x,) = 0, em
seguida defina A\o(F) := G(Xpny, ), Ho(F) := p(F N Xo), para todo F' € X, nao ¢ dificil
ver que )\, fo sao o-finitas e \g < g, do teorema de Radon-Nikodym decorre que existe
ho € M tal que X\o(F) = [nhodpo = [ x,hoxy, dut, para todo F' € X, prova-se como
anteriormente usando uma sequéncia de fungdes simples convergindo a f € M (X, X)
em todo lugar, que G(fxy,) = fthXxo du e que G<fXX\XO) = 0, fazendo g = hox,,
acarreta

(3.328) G(f) = Glfxy,) + GFrany,) = / Fhox, di = / fgdp,Vf € M* (X, X),

para f € L, arbitaria faca f = f* — f~ e use a linearidade de G, para G arbitrario use a
decomposicao G = GT — G, e finalmente |G| = ||g||,, cuja prova é idéntica ao caso em
que p é o-finita, pois Xy é um conjunto o-finito. m



Capitulo 4

Construcao de medidas

Neste capitulo sera abordado a definicao de medida exterior e suas propriedades, os teo-
remas de extensao de Carathéodory e de Hahn, conceitos estes que permite extensoes de
medidas em algebras a o-algebras.

Estamos interessados no problema de extensao de uma medida p a priori definida em
uma algebra A de subconjuntos de um espago X, a uma uma medida p* definida em
o-algebra A* O A.

Seja . uma medida definida em uma algebra de subconjuntos de um conjunto X,
definimos a medida exterior como sendo a fungao u* € R dada por

(4.0.1) w*(S) ;= inf {Z w(Sy) €R, < (S,) C A, SC U Sn} VS € 2%,
n=1 n=1

chamada de medida exterior. Apesar do nome, em geral esta funcao nao é uma medida,
no entanto possui algumas propriedades reminiscentes de medida, o proximo lema elucida
este fato.

Lema 4.0.1. A func¢ao pu* possui as sequintes propriedades:
[. 0< p*(F), VE € 2%;
II. p*(0) =0;
0L u*(E) < p*(F),VE,F €2X . ECF;
IV. u*(F)=u(E),VE € A;
Vo (U B) < S50, (B, V(E,) € 2.
Prova. L. E suficiente ver que as somas Y .., 4(S,) sdo nio negativas uma vez que as
medidas o sao, logo sendo 0 uma cota inferior decorre que o infimo p*(S) > 0;

II. Basta considerar a sequéncia (S,) : S, = (), para todo n € IN, e usar a defini¢do
(4.0.1) e o item anterior;

ITI. Observe que toda cobertura (F,) C A de F € 2% ¢ uma cobertura de £ C F, logo
p(E) < e (F);
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IV. Seja E € A considerando a sequéncia (E,) C A: E; = Ee E, = (), para todon > 1,
decorre que p*(F) < u(E), reciprocamente considerando uma cobertura arbitraria
(E,) € A de E, sendo p uma medida em A decorre u(E) = p(ENU. 2, E,) <
Do ME, N E) <3007, u(Ey), dat vem p(E) < p*(E).

V. Seja (E,) C 2¥ uma sequéncia de conjuntos, admitamos que E = (J 2, E,, pri-
meiramente observemos que se p*(FE,) = oo para algum n € IN, a desigualdade
¢ obvia, caso contréario seja ¢ € IR, para cada n € IN consideremos uma cober-
tura (E, ) C A de E,, tal que > ;o u(E, ;) < 27" + p*(E,), como a colegao
{E,», C A : (n,k) € IN?} é enumeravel e cobre E a definigio de u* acarreta
pH(E) < 3 S w(Eng) < e+ Y00 1w*(Ey), a arbitrariedade de e prova a
desigualdade.

O

A partir de ¥, podemos construir uma subcolecio A* de 2% cujos membros A € A*
sastisfazem p*(E) = p*(E \ A) + u*(E \ A), para todo E € 2%, estes elementos sio
chamados p*-mensuraveis.

Teorema 4.0.1. (Teorema de extensao de Carathéodory [']) A terna (X, A*, u*)
€ um espacgo de medida tal que A C A* e u* coincide com p em A.

Prova. A definigdo de A* mostra que (), X, X\ E € A* para todo E € A*, seguidamente
mostremos que A* é estavel com respeito a intersecgoes, para tal consideremos F, F €
A*, S € 2% das relacoes

(4.02) iH(S) = (SN E) + w'(S\ B), p*(SNE);
(4.0.3) pr(SNE)=p (SNENF)+p ((SNE)\F);
(4.0.4) WS\ (ENF)) = ((SNE)\ E) + u*(S\ E),

podemos inferir que p*(S) = p*(SNENE)+p*(S\ (ENF)), o que prova que ENF € A*,
em seguida provemos que p* € finitamente aditiva

(4.05) p(EUF) = (EUF)NE)+u (EUF)\E) =
=p*(E)+p'(F),VE,F € A*:ENF =0

Mostremos agora que A* é uma o-algebra, para este fim consideremos (F,) C A* e
S € 2% e facamos E = Uzozl E,, para seguirmos precisaremos da

Afirmacao 4.0.1. Sejam (A,) C 2% uma sequéncia crescente e A =, o An- Entio A
pode ser escrito como uma reuniao enumerdvel de parcelas B, mutualmente disjuntas.

Prova. Basta fazer By = Aj e B, = A, \ A1, n > 1. O

Na afirmacao anterior faga A,, = |J,_, E, imediatamente temos uma sequéncia (F,) C
A* de termos mutualmente disjuntos tal que E = |J,- | F},, definindo G,, = |J,_, Fs e
notando que A* é uma &algebra podemos concluir que G, € A*, para todo n € IN, logo
pi(S) = p(SNG,) +p*(S\Gn) =, 1w (SN EFy) + p*(S\ Gp), fazendo n — oo e
notando que p*(S'\ G,) = p*(S\ E), pois G,, C E, para todo n € IN, temos pu*(S) >

!Constantin Carathéodory (13 de Setembro de 1873 — 2 de Fevereiro de 1950) foi um matematico
alemao de origem grega, que fez contribuigoes significativas para a teoria de fungoes de uma variavel real,
calculo das variagoes e teoria da medida.
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Y 1 (SNG,) + p*(S\ E) e do item My do lema imediatamente anterior temos as
desigualdades

(4.0.6) pr(S) K p (SNE)+ " (S\E), pi"(SNE) i/f ENG,)

podemos inferir que p*(S) = p*(SNE) + u*(S\ E), para todo S € 2%, ie., F € A*,
provando o requerido. Finalmente resta-nos provar que A C A*, sejame € IR, F € A
e B € 2%, podemos considerar uma sequéncia (B,) C A: B C|J>7, By, Y oe p(By) <
w*(B) + ¢, dai e do item My do lema 4.0.1, temos

(4.0.7) @ (B)=u' (BNE)+u" (B\E) <) u(B.NE)+) n(B,\E)=

=Y (B NE)+ u(B,\ E)) =Y u(B,) < p*(B) +e,

em que a iqualdade destacada por 1 ¢é validada pelos testes de comparacao de séries ou
somas de séries convergentes, a arbitrariedade de ¢ € IR’ prova que F € A*, consequen-
temente A C A*. O

Teorema 4.0.2. (Teorema de extensao de Hahn) Se p for o-finita, entao esta ad-
mitird uma unica extensao p* em A*.

Prova. Seja v uma outra extensao, inicialmente admitamos que p(X) < oo, por con-
seguinte temos p*(X) = v(X) = u(X) < oo, pois X € A. Seja agora A € A* e
(A,) CA:ACU,2 Ay, temosv(A) < D7 v(A,) => 07 1(Ay), pois v concorda com
pem A, a arbitrariedade da cobertura mostra a desigualdade p*(A) < v(A), para todo
A € A*, como p*, v sdo aditivas temos que p*(A) +p* (X \A) = pu(X) =v(4A)+v(X\A),
da desigualdade anterior podemos inferir 0 < v(A) — pu*(A) = p*( X\ A) —v(X \ A) <0,
consequentemente p*(A) = v(A), para todo A € A*. Finalmente suponhamos u o-finita,
sejam A€ A* e (X,) CA: X, T X :pu(X,) < oo, para todo n € IN, temos portanto

(4.0.8) p(A) =limp"(ANA,) =limv(AnNA,) =v(A), VA e A",

pois AN A, € A, para todo n € IN. O



Capitulo 5

Medidas produto

Neste capitulo estamos interessados em construir uma medida em um produto de espa-
¢os mensuraveis, elucidaremos algumas propriedades de integrais e finalizaremos com os
teoremas de Tonelli e Fubini.

Definicao 5.0.1. Seja X um conjunto, a classe A € 2% tal que 0, X € A e é estdvel com
respeito as operagoes de intersec¢ao, uniao e complementagao de conjuntos é chamada
de dlgebra. Um semi-anel S € 2% ¢ uma classe tal que ) € S, € estdvel com relagdo
a operacdo de intersec¢io e dados A, B € S tais que A C B o conjunto B\ A € uma
uniao finita e de elementos mutualmente disjuntos de S, caso X € S esta serd chamada
de semi-dlgebra.

Lema 5.0.1. A fim de que uma classe A seja uma dlgebra de subconjuntos de X, €
necessdrio e suficiente que ), X € A e A\ B € A, para quaisquer A, B € A.

Prova. Notavelmente é uma condi¢ao necessaria, pois se A é algebra e A, B € A, entao
A\ B € A e claramente ), X € A. Reciprocamente é suficiente observar que AN B =
A\ (X\B)e A logo AUB =X\ ((X\A)N(X\B)) €A O

Em seguida provaremos um resultado auxiliar

Lema 5.0.2. Seja {{S,0}oco, }ncn, em que {O,}ycn uma famila arbitrdria indexada pelo
conjunto arbitrdrio H # 0 constituida de conjuntos ©, # 0 de indices. Entao vale [']

(5.0.1) I=( U Sw=U ) Smwm =0

neH 6o, veEY neH

em quel = HneH O,. Além disso se {Sy0}oco, for uma familia disjunta para todon € H,
entao U é uma uniao disjunta.

Prova. Se x € I, entao x € Uyeg, Sy, para todo n € H. Defina ©,(z) ={0 € 0, : z €
Spe} e note que O,(z) # 0, para todo n € H, logo [,y Oy(x) # 0. Portanto existe
v E HneH O,(x) C 7T tal que v(n) € O,(z), para todo n € H, i.e., x € S, @), para todo
n € H, em consequéncia x € U. Reciprocamente se x € U, entao existe v € 1 tal que
z € (Ve Snom), Para todo n € H, daf vem que para todo n € H existe 6 = v(n) € 6,
tal que x € S, 9, 0 que prova que x € /. Finalmente suponha por redugao ao absurdo que
existam v, p € T distintos tais que [, ¢ Spom) N Nyer Snem 7 0, temos

(5.0.2) 0 # ﬂ va(n) N ﬂ Smso(n) = ﬂ (Sn,v(n) N Sn,cp(n)) C Scue) N S@Us@(()vvc € H,

neH neH neH

lef. formulas de distributividade pag. 107 proposicao 8. em Theory of Sets por Nicolas Bourbaki.
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em virtude de v e ¢ serem distintos decorre que existe n € H tal que v(n), p(n) € 6, sdo
distintos e tais que Sy () N Syem 7 0, 0 que contradiz a suposicao de que {5, 9}oco, €
uma familia composta de elementos mutualmente exclusivos. O

Lema 5.0.3. Seja & uma semi-dlgebra de subconjuntos de um conjunto X. FEntao a
colecao A constituida de unioes finitas de elementos de S € uma dlgebra de subconjuntos
de X. Além disso cada elemento de A pode ser escrito como uma unido de elementos
mutualmente exclusivos em S.

Prova. Inicialmente notemos que toda semi-algebra é tal que (), X € A, seguidamente
sejam A = J, Ai, B = U;_, Bj € A, em que A;,B; € S, para (i,5) € {1,...,m} x
{1,...,n}

(5.0.3) A\B=J(4i\B))

i=1j=1

das hipoteses podemos escrever A; \ B; = A; \ (B; N A4;) como uma unido disjunta de
elementos de S digamos A; \ B; = U2:1 Cijk, em que C; 1, € S, consequentemente

(5.0.4) A\ B = Lnj ﬁ U G

i=1j=1k=1

em seguida segue do lema (5.0.2) que (;_, UL_, Ciix € A, pois S é estével com respeito
a intersecgoes, em consequéncia A \ B é uma unido finita de elementos de S, portanto A
¢ uma algebra. Consideremos agora A € A, como anteriormente admitamos A = [ J;*, A;
defina By = Aj e By = A\ (Uf:ll A;), para k € {2,...,m}. Seguidamente observemos
que

k—1

(5.0.5) Aj\ (lg Ai) = () (4 \ 4)

i=1

cada Ay \ A; (k=2,...,m) é uma unido finita e disjunta de elementos de S, decorre do
lema (5.0.2) que (=} (Ar\ 4;) ¢ uma unido disjunta de elementos de S, pois S é estavel
com respeito a intersecgoes, como os conjuntos By (kK = 1,...,m) sao disjuntos dois a
dois decorre que |J,-, By, ¢ uma unido disjunta de elementos de S. [

Lema 5.0.4. Se p é uma fungao finitamente (contavelmente) aditiva definida em uma
semi-dlgebra S, entao p adimite uma tinica extensdo finitamente (contavelmente) aditiva,
a dalgebra A cujos elmentos sao unioes finitas de elementos de S.

Prova. Cada elemento de A pode ser escrito como uma uniao finita disjunta de elementos
de S, portanto seja A € A arbitrario, em que A = |J;"; 4; e A; € S, para todo i €

{1,...,m}. Em seguida escrevamos a extensao de u por w e definamos
(5.0.6) @(A) =Y (),
i=1

em seguida mostremos que w estd bem definida, i.e., independe da decomposicao de A
em elementos de §. Para este fim consideremos uma outra decomposicao A = U;L:1 B;
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temos
S uta) = 3utana = 3u(an (U)) =3
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

(5.0.7) - ZZM(BJ- NA;) = ' M(Bj N (

Imediatamente mostremos a unicidade, para tal seja m outra extensao e A € A arbitrario
como anteriormente, logo

(5.0.8) w(A) = Z n(A;) = m(A).

Finalmente mostremos que w é contavelmente aditiva em A se p o for em S. Seja A =
U~ A, € A, unido disjunta de elementos de S, como A € A existe uma decomposi¢ao
finita para A em termos de elementos de S, portanto seja A = U;”Zl Bj, daf temos

w(A):Zw Zw(B H(UA >) :Zw<U (B;NAy) >
(5.0.9) S BPIET BjﬂAn):ZZw(BjﬂAn):Zw(AnﬂUBj>
:i (A, NA) = iw Ap)

(1) pois Ui~ (B; N A,) = B; e @ é contavelmente aditiva em S.
[l

Definicao 5.0.2. Sejam (X, X) e (Y,Y) dois espagos mensurdveis. Entao um conjunto
da forma A x B, (A,B) € X xY ¢ chamado de retingulo mensurdvel ou simplesmente
de retingulo.

Lema 5.0.5. A colecio R de todos os retingulos mensurdveis € uma semi-dlgebra de
subconjuntos de Z = X xX Y.

Prova. Claramente (), Z € R, se A; x B; € R, (i = 1,2), entdo [,_; s A; X B; = AN Ay X
BiN By € R, ie., R éfechado com respeito a operacao de interseccao de conjuntos. Seja
A x B um retangulo qualquer, notemos

(5.0.10) Z=(AxB)UAXx(X\B)JU[(X\A) xBJU[(X\A) x(X\B),

i.e., podemos particionar o espago Z em retangulos disjuntos, seja C'x D D A x B, temos
que (Cx D)\ (Ax B)=CxDnN(Z\ Ax B) é uma unido finita de retangulos disjuntos,
o que finaliza a prova. O

Defini¢ao 5.0.3. Denotaremos por Zy a dlgebra gerada por R e Z = X XY = o(R)
(o-dlgebra gerada por R).
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Observacao 5.0.1. A dlgebra gerada por R coincide com a dlgebra A cujos elementos
sao unioes finitas de R, pois R C A e todo elemento de A estd em Z.

Dados dois espagos de medida (X, X, 1), (Y,Y,r) podemos definir uma fungao nao-
negativa aditiva real estendida em R (cole¢ao de todos os retangulos) por (A x B) =
u(A)v(B), para todo A X B € R.

Afirmagao 5.0.1. A funcao 7 definida anteriormente € contavelmente aditiva em R.

Demonstragdo. Seja (A;x B;); C R uma sequéncia disjunta de retangulos tal que | |; A; x
B; C R, ie., |_|j A; x Bj é um retangulo digamos A x B, notemos que para qualquer
retangulo C' x D, temos x., ,(%,y) = x.(z)x, (y), dai temos

(5.0.11) X (X5 () = X (2:9) = D Xy, (2,9) = D e, (2, (0),

mantendo z fixo, integrando a equag@o (5.0.11) com respeito a v e usando o teorema da
convergéncia monotona temos:

X, (2)v(B) = /ZXAJ- ($)X3j dv = /hqgnZXAj (x)XBj dv
(5.0.12) g -

=lim D ., (@v(B)) =D x., (@)v(By),

integrando (5.0.12) com um raciocinio analogo demonstra-se que m(A x B) = u(A)v(B) =
> o1 W(A)v(By). O
Temos portanto o

Teorema 5.0.1. Existe uma medida em Z.

Prova. Segundo o lema (5.0.4) a fun¢@o 7 definida anteriormente pode ser estendida a
uma fungao nao-negativa contavelmente aditiva definida na algebra Zj, i.e., a uma medida
em Zj, do teorema de extensao de Carathéodory esta pode ser estendida a uma medida
™ em Z(, a restricao desta tltima a Z prova a existéncia, a unicidade s6 é confirmada
se u e v forem o-finitas, pois neste caso 7 sera o-finita e segundo o teorema de extensao
de Hahn a extensao 7* ¢ tnica. O]

Imediatamente definiremos a nog¢ao de secao que seré tutil nos préximos resultados.

Definicao 5.04. Sejam E C Z = X xY e f € R’ asz e y secoes de E e [ sao
respectivamente

(5.0.13) E.={yeY:(zv,y) e E}, BV ={r e X : (x,y) € E};
(5.0.14) fo(y) = f(2,9), f(z) = f(2,y).
Lema 5.0.6. Se E€ Z e f € M(Z,Z) entao

(5.0.15) E,€Y, EY e X;
(5.0.16) fe € M(X,X), f¥ € M(Y,Y).
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Prova. Seja C' a classe de subconjuntos S € Z tais que S, € Y para todo x € X,
mostremos que C' é uma o-dlgebra de subconjuntos de Z que contem R, dai podemos
inferir que C' = Z. Inicialmente mostremos que todo retangulo de R esta em C, seja
portanto U X V' € R temos que (U x V), € {0,V} C Z, claramente ), =0, Z, =Y €'Y
além disso se A, B € C entao (A \ B), € C, pois

(A\B). ={y €Y : (z,y) € A\ B}
={yeY:(x,y) e A}n{yeY :(x,y) € Z\ B}
={yeY:(@my) eAFn¥V\{yeY:(z,y) € B})
= A, \ By,

(5.0.17)

e A., Y\ B, € Y, pois Y é uma o-algebra, consequentemente C' é uma algebra de subcon-
juntos de Y, seja agora (A,) uma sequéncia de subconjuntos de C' temos que |J,, 4, C C,
pois se {Ay}veco C Z & uma colecdo arbitraria, entao (Uﬁe@ Aﬁ)z = Uyeo(Av)z

y € (UAﬂ> = (zy) €| = WeO: (x,y) €4y
(5.0.18) veo /., 9€0
< JeO:ye (Ay), < vy€ U(Aﬁ):va

Y€O

dai vem que (|J,, An)s € Y, consequentemente C' é uma o-algebra que contem o conjunto
R gerador de Z, finalmente podemos inferir que C' = Z. Com um argumento simétrico
demonstra-se que D a classe de subconjuntos S € Z tais que SY € X, paratodoy €Y é
igual a Z. Imediatamente sejam f € M(Z,Z) e a € IR temos que

(5.019) {f,>a}={yeY: f2)>a}={(x,y) € Z: f(x.y) > a}, = {f > a}, €Y.

pois {f > a} € Z, a prova para o outro caso ¢ feita de forma analoga usando um
argumento simétrico. O

Definicao 5.0.5. Seja X um conjunto arbitrario qualquer uma classe M de subconjuntos
de X € chamada de classe mondtona, se for estdvel (fechada) com respeito a unides e
interseccoes enumerdveis de sequéncias crescentes e decrescentes de M. Seja A uma
familia qualquer de subconjuntos de X a classe mondtona gerada por A, € definida como
sendo a menor classe mondtona de subconjuntos de X que contém A, verifica-se que esta
€ a interseccao de todas as classes mondtonas contendo A.

Observa-se nitidamente que o-algebras sao classes mondtonas, em decorréncia a o-
algebra gerada por A cotém a classe monétona M gerada por A. O préximo lema
relaciona estes dois conceitos quando A é uma algebra.

Lema 5.0.7. Se A ¢ uma dlgebra de subconjuntos de um espagco X, entao a classe mo-
notona M gerada por A coincide com a o-dlgebra S gerada por A.

Prova. E suficiente provarmos que M é uma o-algebra que contém A, para este fim
definamos para cada E € M o conjunto M(E):={Fe M : E\F,ENF,F\E € M},
em seguida seja (F,) C M(FE) : F, T F, mostremos que F € M(F). Primeiramente
note que (E'\ F,) C M(E) : E\ F, | E\ F,logo E\U, F, =, (E\ F,) € M(E),
em seguida claramente EN, F, = U, ENF,, (U, F.) \ E = U, (F,\ E) € M(E),
pois (ENF,) C M(E): ENF,tENFe (F,\E)C M(E): F,\E+ F\ E, o que
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mostra que M (E) é fechado com relagdo a reunides enumeréveis, de maneira semelhante
demonstra-se que é fechado com relagao a intersecgoes contaveis, i.e., M (FE) é uma classe
monotona. Da definigdo observa-se que F' € M(E) se, e somente se, E € M(F) e
se E € A, entao A C M(FE), pois A é uma é&lgebra (vide definicdo de M (FE)), logo
M(E)= M. Sejam E € A e F' € M arbitrarios, vimos que M = M (E), da equivaléncia
dada anteirormente decorre que E € M(F'), logo A C M(F) para todo F € M, que dos
argumentos anteriores podemos inferir que M (F') = M para todo F' € M, o que mostra
que M é uma &lgebra, além disso M ¢é estéavel com respeito a unioes enumeraveis, i.e., M
é uma o-algebra e pelo fato de A C M podemos concluir que M = S. O

Lema 5.0.8. Sejam (X, X, pu) e (Y, Y ,v) dois espagos de medida o-finitos. Se E € Z =
X x Y, entao as funcoes definidas por

(5.0.20) F(2) = v(Ey), gly) = p(EY)

sao mensurdveis, além disso tem-se

(5.0.21) /deuzw(E):/Ygdy,

em que ™ € a medida produto definida anteriormente em Z.

Prova. Inicialmente suponha que p e v sejam finitas, defina M a cole¢ao de subconjuntos
E € Z tais que as fungoes em (5.0.20) sejam mensuraveis, mostremos que M ¢é uma classe
monotona contendo a algebra Z,. Naturalmente comegamos mostrando que R C M,
para tal seja A X B um retangulo mensuravel observa-se sem dificuldades que f(z) :=
V(A X B),) =x,(x)v(B) e g(y) .= u((A x B)Y) = x,(y)u(A) sdo mensuraveis, além do
mais verifica-se a identidade

(5.0.22) /X fdu = /X Var(B) dp = p(A)w(B) = n(A x B) = u(A)w(B)

_ /Y Yo () dv

logo Zy € M. Seguidamente seja (E,) € M : E, 1 E definamos em seguida as
sequéncias de fungoes (f¢) € MT(X,X) e (¢5) € MT(Y,Y) dadas respectivamente por
fo(x) = v((En)z) e ¢5(y) = p((E,)Y), imediatamente definamos f¢(x) := lim, f¢(x) e
g°(y) := lim, ¢5(y), ¢ imediato que f¢ € M(X,X) ¢¢ € M(Y,Y), como (E,) é uma
sequéncia crescente decorre ((E,),) € X e ((E,)Y) C Y sao sequéncias crescentes, da
monotonicidade de e v que (f9) e (¢%) s@o sequéncias crescentes, também temos

(5.023)  f() = lim fi(x) = hmp((E,),) = v (U(En») — v(E,)

n

(5.0.24) 9°(x) = lim g, (z) = lim p((E,)") = p <U(En)y> = u(EY)

n

do teorema da convergéncia mondtona temos a identidade

(5.0.25) /X fédu = /Xligln fedu = liyrln/X fedu = li7ILI17T(En) =n(F)=

:lim/gfbdyz/limgfldl/:/gcdy,
" Jy y " Y
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o que prova que F € M. Seja agora (F,) C M : F, | F definamos as sequéncias de
fungoes (f1) € M*(X, X) ¢ () € M*(Y.Y) por f4(z) = v((Fu)a) e gi(y) = p((F)")
como anteriormente podemos inferir que f(x) = lim, fé(x) = v(F,) € M (X, X) e
g% (y) = lim, ¢%(y) = p(FY) € MT(Y,Y), em seguida observemos que (v((Z \ F,).)) e
(u((X \ F,,)y)) é uma sequéncia crescente de fungdes mensuraveis, pois v((Z \ F,),) =
v(Y)—v((Fn).) e u((Z\ F)Y) = w(X) — p((F,)Y) (diferenga de fungdes mensuréveis) dai
podemos inferir

(5'0'26> V((Z \ F)LE) = hgw((Z \ Fn)ac) = V(Y) - V(Fa:) S M+(X7X);
(5.0.27) W(Z\ FY) = limp((Z\ F.)") = u(X) - u(F") € M¥(,Y),
logo

Jrrau= [ vEau= [ @\ Pode= [ tme(z\ R de

= li}Ln/X v(Z\ Fp).)du = lirlln m(Z\ F,)

(5.0.28) = n(Z) — n(F)
~tim [ w(Z\F) v = [ wl(Z\FY)a

— [ nxydr = [ uiceyav

dai temos que

(5.0.29) [ = [ v au==e) - |

Y

u((Fy)dv = [ ga
Y

consequentemente F' € M e finalmente a classe monotona M, gerada pela édlgebra Z
esta contida em M, e esta por sua vez esta contida em Z, por conseguinte temos M, C
M C Z, visto que Z, ¢ algebra, o teorema da classe monotona nos fornece M, =
Z, consequentemente M = Z. Para o caso em que pu e v sejam o-finitas podemos
considerar (X; xY;) € Z : X; xY; T Z e n(X; xY;) = u(X;)v(Y;) < oo defina
(£9), (g¢), (f%) e (g¢) como anteriormente, a demonstragao das inclusoes (f¢), (f9) €
MH(X,X) e (g5),(9%) € MH(Y,Y) é idéntica ao caso em que p e v sdo finitas, portanto
nos ateremos a demonstracao de (5.0.21). Seja (f, g) qualquer par de fungdes (crescentes
ou decrescentes), definamos as sequéncias (f;) e (g;) respectivamente por f;(z) := (f -
Xxj)(x) e gi(y) = (g- Xy]_)(y), das considera¢oes iniciais podemos concluir que estas sao
crescentes, logo podemos aplicar o teorema da convergéncia monotona, conformemente

. . . 1) ,.
[ fu= [t gan= [ (e du=tim [ foxg i [ fan,
X x J x J 7 Jx 7 Jx
) =1im7Tj(G)=1im/ngj@ﬁm/g-xy. dVZ/lim(g-Xy.)dV
J J Jy J Jy J y J J

z/gdv,
Y

em que nas igualdades destacadas por (1) e (2) foi usada a afirmacéo 3.2.3, e u;(A) :
u(X; N A), v(B) = v(Y;N B), m(P) := (PN (X; xYj)), para todo (j, A, B, P)
INx X xY x Z.

(5.0.30

Cm
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Teorema 5.0.2. (Teorema de Tonelli ?]) Sejam (X, X, ) e (Y, Y ,v) espagos de me-
dida o-finitos e F' € (IR.y)? mensurdvel. Entio as funcoes f e g definidas respectivamente
por

(5.0.31) f(a:)—/nydl/, g(y)—/XFydp

sao mensurdveis, além disso

(5.0.32) /X</YFd) du:/ZFdﬂ:/Y(/XFydu> v

Prova. Suponhamos inicialmente que F' =}, aix,_, , ,, (I finito), observemos em se-

guida que (x,).(y) = X, (), para todo A € 2% pois fixando x temos

1, (xr,y) e A<= yec A,
0, (r,y)eZ\A<=yeY\ A,

= Xa, (y)a

(5.0.33) (Xa)z(y) = x4 (2,y) = {

analogamente verifca-se (x ,)¥(x) = x,, («), conformemente F, = ., WX 1oy, € FY =
Yoier WX i (0 daqui e dos lemas 5.0.6 e 5.0.8 vem que

(5.0.34)  f(x) —/Fx du—/Zain_l(%))I Zal ))z) € M(X, X);

el

3035) o) = [ Fan= [ Sasi,dn= S an(F @))€ MY

el

Imediatamente suponhamos que F' seja nao negativa real estendida mensuravel, logo exis-
tird uma sequéncia (P, ) monotona crescente de fungdes simples que converge a F' em
todo lugar, do teorema da convergéncia monoétona e dos resultados anteriores podemos
concluir

(5.0.36) flz) = /YF dv = / lim (@, dl/—hm/ Ldv € MT(X, X);

(5.0.37) g(y) = /XFy dp = / hm(<I> ) dp = hm/ DYdu e MT(Y)Y),

além disso

/X ( /Y dey> dy = /X ( /Y lirrln@n)zdy) dj = lim /X ( /Y (@n)xdy) dy
—hm/(I) dw—/Fdw
= lim / < / ydu> dv /Y ( /X 117511@”)%#) dv
()
0

2Leonida Tonelli (19 de Abril de 1885 — 12 de Marco de 1946) foi um matemaético italiano, responsavel
por criar uma variagao do teorema de Fubini e por intruduzir métodos de semicontinuidade como uma
ferramenta comum para o método direto no célculo das variagoes.

(5.0.38)
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Demonstremos em seguida um resultado que nos sera ttil no teorema de Fubini.

Lema 5.0.9. Sejam (X, X, 1) um espago de medida e f € M*(X,X). Se f € L(X, X),
entdo pu({f = +o0}) =0

Prova. Considere a sequéncia (F,) C X, tal que E,, = {n < f} observa-se que E,, ¢ uma
sequéncia decrescente, além disso temos que {f = +oo} = (), cn En- De fato, se x €
{n+1 < f},entdon < n+1 < f(x),logox € {n < f}, oqueprova {n < f} D {n+1 < f}
x € {f = 4+o0}. Seguidamente se x € {f = +oo} temos e evidentemente f(z) > n, para
todo n € IN, e reciprocamente se & € (), o En, teremos que f(z) > n, para todo n € IN,
o que prova f(x) = +o00, consequentemente = € {f = +oo}. Imediatamente observemos
que

(5.0.39) w(E,) < fdu<1/n- | fdu<+oo,¥n € IN,

En

dai

(5.0.40) 0 < p({f = +oo}) = u( N En> = lim u(E,) < 1i1£n<1/n : /fdu) = 0.

nelN
]

Em outros termos se uma func¢ao nao-negativa mensuravel é integravel, entao esta é
finita em p-quase todo lugar.

Teorema 5.0.3. (Teorema de Fubini [}]) Sejam (X,X,pn) e (Y,Y,v) espacos de
medida o-finitos e seja m a medida produto definida anteirormente em Z. Se F €
IR? N L(Z, Z, ), entio as fungoes definidas em quase todo lugar por

(5.0.41) f(z) = / F,dv, g(y) :/ FYdpu
Y X
possuem integrais finitas e

(5.0.42) /deu:/)(</nydz/) dp:/ZFdw:/Y(/XFydu> du:/ygdl/

Prova. Inicialmente note que

(5.0.43) flz) = / F,dv :/(Fl,)Jr dV—/(Fx)_dV
Yy Y Y
e
(5.0.44) o) = [ Fran= [ (¢ au- [ @)
X X b'e
destas identidades obtemos

(5.0.45) ) = /Y (F)tdv e f(z)= / (F,)~ dv

Y

3Guido Fubini (19 de Janeiro de 1879 — 6 de Junho de 1943) foi um matematico italiano, conhecido
pelo teorema que recebe seu nome.
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(5.0.46) o= [(E) e o) = [ () d

em seguida notemos

(5.047) (F)*(y) = max{0, Fy(y)} = max{0, F(z,y)} = F*(a,y) = (F*).(y). ¥y € Y,
analogamente (F,)~(y) = (F7).(y), (F")*(2) = (F)(x) e (F)"(a) = (F~)"(x) para

todo (z,y) € X x Y. Se F é integravel com respeito a 7 decorre que F*, F'~ possuem
integral finita com respeito a mw, dai temos

(5.0.48) /X ( /Y (F,)+ du) dy — /Z F*dr — /Y ( /X (Fv)+ dﬂ> d
(5.0.49) /X(/Y(Fz)‘ du) du:/ZF‘ d7rz/y(/X(Fy)‘du) v

em decorréncia do lema anterior temos que as funcoes f™ e f~, bem como ¢g* e g~ estao
definidas, i.e., sao finitas em quase todo lugar, por este motivo f = fT—f~eg=g¢g"—g~
estao definidas em quase todo lugar, além disso de (5.0.48) e (5.0.49) obtemos

oo ()
L(A@ﬁW>W—L<A@JW>W

F+d7r—/F_d7r

Fdr

(5.0.50)

F+d7r—/F_d7r

(/X(Fy)wu) dy—/y (/X(Fy)du> i
( /X Fydu) dv

dv.

Il
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