Tema 1

Funciones de una variable.

1.1. Concepto de funcidn.

Definicién 1.1 Se llama funcion (real de variable real) a toda correspondencia (o regla), f, que a

cada nimero x le asigna un unico valor f(x). )

Ejemplo 1.1 La regla que a cada nimero le asigna su cuadrado, f(x) = x%, es una funcidn, ya que
un numero tiene un unico cuadrado. Sin embargo, la regla que a cada numero le asigna el nimero
del que es cuadrado no es una funcion, ya que a un niumero positivo le asocia dos nimeros (4 es el
cuadrado de 2 y -2)
En el primer caso, tenemos una ecuacion que relaciona un nimero con su cuadrado y = x°. En el
., y . . s _ 2
sequndo caso también se establece una relacion entre los nimeros mediante la ecuacion x = y*, pero

no tenemos una funcion. Sin embargo, podemos definir como funciones las raices cuadradas positiva

y negativa: la funcion f(x) = /x y la funcién f(x) = —/x. &

Ejemplo 1.2 La regla que a cada nimero le asocia este nimero, f(x) = x, es la funcion identidad y
la regla que asigna a todos los nimeros un mismo valor fijo ¢ € R, f(x) = ¢, es la funcidn constante.
Obsérvese que en ambos casos a un nimero le asociamos solo un numero (distinto para todos en la

primera y el mismo para todos en la sequnda,). &

Ejemplo 1.3 Podemos definir una funcion mediante varias reglas parciales, por ejemplo, la funcion

valor absoluto es

r stxz>0
-z st <0

Para ello, debemos comprobar que en los puntos comunes las reglas definen el mismo nimero. &
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Definicion 1.2 Sea f: D CR—R

e FEldominio de f, D, son los puntos en los que estd definida
Dom(f) = {a € R/3f(x)}.
e La vmagen, rango o recorrido de f son los valores que toma en R
Im(f) ={y e R/3z € D con f(x)=y}.
e La grdfica de f es su representacion en el plano formada por el conjunto de puntos
Gif(f) = {(z,y) ER*/z € D, f(z) =y} L

Ejemplo 1.4

e La funcion f(z) = c estd definida para todo nimero y sélo tiene un resultado. Por tanto, su
dominio esta formado por todos los nimeros reales y su imagen por el numero c. Su grdfica son los
puntos del plano que verifican la ecuacion y = c:

Dom(f)=E  Im(f)={c}  Gi(f) = {(z.y) € B/y = c}.

e La funcion f(x) = x estd definida para todo nimero y todo nimero es un resultado. Por tanto,
su dominio y su imagen estdn formados por todos los numeros reales. Su grdfica son los puntos del
plano que verifican la ecuacion y = x (la bisectriz del primer cuadrante):

Dom(f) =R Im(f)=R  Grf(f) = {(z,y) € R/y = x}.

e La funcién f(x) = a? estd definida para todo nimero y todo mimero positivo es el cuadrado
de algin niumero. Por tanto, su dominio estd formado por todos los niumeros reales y su imagen por
los niimeros reales positivos. Su grdfica son los puntos del plano que verifican la ecuacion y = x2:

Dom(f) =R Im(f)={yeR/y>0}  Gif(f) = {(z,y) € R*/y = 2°}.

o La funcion f(x) = 23 estd definida para todo mimero y todo nimero es el cubo de algin

numero. Por tanto, su dominio y su imagen estin formado por todos los numeros reales. Su grdfica

son los puntos del plano que verifican la ecuacion y = x>:

Dom(f) =R Im(f) =R Grf(f) = {(z,y) € R*/y = 2°}. &
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Ejemplo 1.5
e La funcion f(x) = \/x estd definida para todo nimero positivo y su resultado es el nimero

positivo del que es cuadrado. Por tanto, su dominio y su imagen estan formado por todos los nimeros

POSILIV0S.
Dom(f) = {z € R/z >0}  Im(f)={yeR/y>0}  Gif(f)={(z,y) € R*/y = Va}.
e La funcion f(x) = —+/z estd definida para todo nimero positivo y su resultado es el nimero

negativo del que es cuadrado. Por tanto, su dominio estda formado por todos los nimeros positivos y

su 1magen estan formado por todos los niumeros negativos.

Dom(f) ={z e R/z >0}  Im(f)={yeR/y<0}  Grf(f)={(z,y) e R*/y = —/z}.

o La funcion f(x) = /T y la funcién f(x) = —\/x verifican la ecuacién implicita © = y*, que
no define una funcion pero une en la misma grafica las grdficas de ambas funciones. &
fo0=vVx L foo=-Vx

T

Definicién 1.3 Sea f: D CR—R
Decimos que [ es periddica de periodo T, si 3T > 0/f(x +T) = f(x) Vz € D. ' 3

Nota Si f es periddica de periodo T' su grafica se repite cada T

Definicién 1.4 Sea f: D CR—R
e [ estd acotada superiormente si existe M € R tal que f(x) < M Yz € Dom(f).
e f estd acotada inferiormente si existe m € R tal que f(x) > m Vax € Dom(f).

f estd acotada si estda acotada superior e inferiormente. &
Nota f estd acotada si y solo si existe un K € R tal que |f(x)| < K Va € Dom(f).

Definicién 1.5 Sea f: D CR—R
o fesparsif(—x)=f(x) VreD.
o fesimparsi f(—x)=—f(x) VzeD. &

Nota Si f es par es simétrica con respecto al eje OY y si es impar es simétrica con respecto al origen.
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Ejemplo 1.6 La funcién f(x) = 2% es par, f(—x) = (—x)* = 22 = f(x), y la funcidn f(z) = 23 es

impar, f(=x) = (—2)° = —2° = —f(x)

f(x)=x? F(x)=x°

Las funciones f(x) = v/x y f(z) = —\/x no son ni pares ni impares. )

Definicién 1.6 Sea f: D CR—R
e [ es inyectiva si elementos distintos de su dominio tienen siempre imdgenes distintas:
x# 2" con x,x' € Dom(f) = f(x) # f(2)
e [ es sobreyectiva si el conjunto imagen es todo R:
Vy € R3x € Dom(f)/f(z) =y

Una funcion es biyectiva si es simultdneamente inyectiva y sobreyectiva. s

Nota Una funcién es inyectiva si todo elemento de la imagen tiene un tinico origen, f es sobreyectiva
si todo nimero es imagen de algiin elemento del dominio y, por tanto, es biyectiva si todo nimero

es imagen de un unico elemento del dominio

Definicién 1.7 Sea f : D C R — R inyectiva en D (Vy € Im(f) 3z € Dom(f)/f(z) = y).

La funcién inversa de f, f~1, a cada y € Im(f) le asocia el tinico x tal que f(x) =y:
fTlly) =2 = fla) =y &

Nota El dominio de f~! es la imagen de f, su imagen es el dominio de f y su grafica es la imagen

simétrica respecto a la bisectriz del primer cuadrante de la grafica de f.

Ejemplo 1.7

La funcién f(x) = Y es la funcion inversa de f(x) = 2* en todo su dominio, pero la funcién

f(x) = +/z es la funcidén inversa de f(x) = 2 para x > 0, de forma que consideramos como dominio

sdlo el intervalo [0, +00). &
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Definicién 1.8 Sea f: D CR—R
e [ es creciente siVry,xo € D 1y < 19 = f(x1) < f(x2) (estrictamente si f(x1) < f(x2)).
o [ esdecreciente siVry, 19 € D x1 < 19 = f(x1) > f(x2) (estrictamente si f(x1) > f(x2)).

f es monotona si cumple alguno de los casos anteriores. &

Observacién: La monotonia es una propiedad global de la funcion. Esto significa que solo tiene

sentido decir que una funcién es monoétona en un determinado conjunto y no que es monétona en un
punto, lo que carece de significado. Cuando decimos que una funcién es monétona en un punto lo que
en realidad queremos decir es que es mondtona en un entorno del punto (conjunto lo suficientemente
pequenio que contiene al punto). De la misma forma, cuando decimos que una funcién es monétona

lo que en realidad queremos decir es que es mondtona en su dominio.

Ejemplo 1.8 La funcién f(x) = z* y la funcién f(x) = \/x son estrictamente crecientes en su
dominio. La funcién f(x) = —+/x es estrictamente decreciente. La funcion f(xr) = x® no es ni

creciente ni decreciente pero es creciente en [0, +00) y decreciente en (—oo,0]. [

1.2. Funciones elementales.

1.2.1. Funciones lineales.

Una funcién lineal es una funcién cuya representacién en el plano es una linea recta y se puede
escribir como f(x) = mz + b donde m y b son constantes reales. Esta definida en todo R, su imagen
es también todo R (salvo en el caso m = 0 que es una funcién constante) y su grafica es la recta cuya

ecuacion es y = m x + b.

-2 1 / 1 2 3 4

Nota La constante m, que recibe el nombre de pendiente de la recta, determina la inclinacion de la
recta, ya que es la tangente del dngulo de inclinacién de la recta con el eje OX, m = tan(6).

Nota La constante b es el punto de corte de la recta con el eje OY y determina el desplazamiento
de la recta con respecto al origen, hacia arriba si es positiva y hacia abajo si es negativa.

Nota Cuando la variable pasa de un valor inicial zy a un valor z el aumento que experimentan

los valores de la funcién, que denotamos por Ay, es proporcional al incremento de la variable, que
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denotamos por Ax y m es la constante de proporcionalidad (Ay = mAz). Por tanto, m es el aumento

que experimentan los valores de la funcion cuando aumentamos la variable x en una unidad

y=mAX

/Ax

/

Nota Si denotamos yo = f(x¢) e y = f(x) obtenemos la ecuacién punto-pendiente de la recta
Y —yo =m(z — x0)

Observacién: Para b = 0 la funcién f(z) = mx + b tiene unas propiedades especiales que estudia-

remos dentro del bloque de Algebra, ya que solo en este caso es realmente una aplicacion lineal; lo

que hace que a veces se distinga entre funcién afin (b # 0) y funcién lineal (b = 0).

1.2.2. Funciones potencia.

Las potencias de exponente natural, n, se definen para todo x € R como f(x) = z™ y tiene
distinto comportamiento segin n sea par o impar. Para n impar tienen R por imagen y son estric-
tamente crecientes. Para n par tienen por imagen el intervalo [0, +00), no son inyectivas y sélo son

estrictamente crecientes e inyectivas en el intervalo [0, +00).

La potencia de exponente negativo, n = —m con m € N, se definen para x # 0 como
1
I m o __
flx)=2"" = gy

Las funciones f(x) = /z o raices n-ésimas son las funciones inversas de las potencias de exponente
natural. Para n impar estan definidas en todo R y para n par estan definidas y tienen su imagen sélo
en el intervalo [0, +00). En ambos casos son estrictamente crecientes en su dominio y verifican

y= v =y =
ecuacion que incluye tanto y = /z como y = — /.

Las potencias de exponente racional estan definidas para x > 0 y para z = 0 cuando § > ( como

flz) = za = /2P
Nota Cuando tomamos valores crecientes de x hacia 400 la funcion x™ crece mas rapido cuanto mas

grande es el exponente n y la funcién =™ (m > 0) se acerca a cero tanto més réapido cuanto mas
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grande es m. Cuando nos acercamos a cero los valores de la funciéon x" se acercan a cero tanto mas
rapido cuanto méas grande es el exponente n y las potencias de exponente negativo =" crecen hacia

+o00 tanto mas rapido cuanto mas grande es m.

1.2.3. Funciones polinémicas y racionales.

Las funciones polindémicas (o polinomios) estén definidas en todo R y son funciones de la forma
f(z) = ag + a1x + agx® + -+ + a,z"”
con n natural y ag,aq,...,a, € R.

Nota Para n = 2, p(x) = ax® + bx + ¢, son pardbolas verticales cuyo vértice es V (—%,p (—%)) y
puede tener hasta dos puntos de corte con el eje OX que se obtienen mediante la férmula

—b+ Vb? — 4dac
2a

ax’ +br+c=0=—= =

f(x)=axl+hx+c f(x)=al+bx+C f(x)=ax’+bx’+cx+d f(x)=ax®+bx2+ox+d
Y % Y Y
3

a<0 /\-/\ 2 a<0
[\ \J
\/

a>0 = : ; 2
\Y a>0 \
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Las funciones racionales son aquellas que pueden expresarse como cociente de dos funciones

polinémicas, f(z) = % y su dominio es R menos el conjunto de los ceros o raices del denominador.

—3x+5
Ejemplo 1.9 Para obtener el dominio de f(x) = % wgualamos a cero el denominador
x? —3x
3+v32—-4-2 2
7 —3r42=0<+= 1= =
2 1
Y
/
_// 1 )
-10 -5 HH
A
A
Por tanto, su dominio es R — {1,2} &

1.2.4. Funciones exponenciales y logaritmicas.
Las funciones exponenciales, f(x) = a” (a > 0) son las funciones en las que al aumentar en una
unidad la variable x el aumento que experimentan los valores de la funcién es proporcional al valor

de la funcién, donde a es el factor de proporcionalidad y siempre es positivo (a > 0):

fa+)=a""=a-a" =a- f(z)

O<a<1 [1 jzx
X
/ 1

1 L

Nota Las funciones exponenciales estan definidas en todo R y sus valores son siempre positivos. Son

crecientes para a > 1 y decrecientes para a < 1. Entre ellas destaca f(z) = e¢” = exp(z).

Proposicion 1.9 Sean a,b >0 yz,y € R
(a)a® =1 (b)a"" =a"a’ (c)(ab)” =a"b" (d)(a®)? = a™ )
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Las funciones logaritmicas f(z) = log,(x) son las funciones inversas de las funciones exponenciales

y entre ellas destaca la funcion logaritmica de base e o logaritmo neperiano,

In(z) = log,(z)

Nota Las funciones logaritmicas sélo estan definidas para nimeros estrictamente positivos (su domi-
nio es (0, +00)) y toman todos los valores (su imagen es R). Son crecientes para a > 1 y decrecientes
para a < 1. Su gréfica es la curva y = log, () y verifican

y=log,(r) <= a¥ ==z

Proposiciéon 1.10 Sean a,b >0 y x,y >0

(a)log,1 =0 (b)log,a =1
(c) al8a@ = g (d)log, a” = x
(e) log, (zy) = log, x + log, y (f) log, (z) = log, x —log, y
Y
1
(g)a” = e (1) log, (1) = ") .

(i) log,(2") = nlog, x

1.2.5. Funciones trigonométricas.

En un tridangulo rectangulo el lado que esté frente al angulo recto es el més grande y se le denomina
hipotenusa. A los otros dos lados se les llama catetos. Las razones trigonométricas correspondientes
a un angulo agudo del tridngulo son las razones obtenidas en la comparaciéon por cociente de las
longitudes de estos lados, que, al ser magnitudes de la misma especie, dan como resultado un niimero
abstracto. Considerando uno de los angulos agudos del tridngulo se pueden obtener seis razones

distintas, aunque aqui nos vamos a centrar en tres (seno, coseno y tangente).
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= Seno: se obtiene dividiendo el cateto opuesto entre la hipotenusa
/
c
senq = —

h

= Coseno: se obtiene dividiendo el cateto contiguo entre la hipotenusa

c
cos o = —
h

= Tangente: se obtiene dividiendo el cateto opuesto entre el cateto contiguo y, por tanto, corres-

ponde al cociente del seno y el coseno:

¢ sena

tana = — =

C CoS

Para extender estas funciones al conjunto de los nimeros reales consideramos la circunferencia
de centro el origen y radio 1. Desde el punto de corte de la circunferencia con la parte positiva del
eje de abscisas, para cada z y con la misma unidad de longitud que el radio, medimos un arco de
longitud |z| sobre la circunferencia, en el sentido contrario a las agujas del reloj si x es positivo y en

el sentido de las agujas del reloj si es negativo.

El punto final del arco tiene dos coordenadas, que denotamos por (u,v). Si trazamos la perpen-
dicular al eje de abscisas que pasa por el punto final del arco obtenemos un triangulo rectangulo,
en el cual un dngulo correspondiente al primer cuadrante tiene como seno la coordenada v y como
coseno la coordenada u. Esta idea permite extender las funciones seno y coseno a cualquier niimero
x definiendo el seno como la coordenada v y el coseno como la coordenada u. De esta forma, su

dominio es todo R y su imagen el intervalo [—1, 1].
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Nota Cuando x crece y el punto final del arco recorre la circunferencia unidad los valores del seno
y coseno oscilan. Como la circunferencia tiene longitud 27 el final del arco pasa por puntos en los

que habia estado antes y hace que los valores del seno y coseno se repitan cada 2w, por lo que son

funciones periédicas de periodo 2.

Nota El seno es una funciéon impar mientras que el coseno es par. Si desplazamos sus graficas a

izquierda y derecha podemos superponer una sobre la otra.

)=C0S(X)

/\AV\A/\ /\/\/M\A

[VARVARVEL VAR VAR SR VAR VAL VR VAR

Proposiciéon 1.11 Sean a,b >0 y xz,y € R
(a)sen(—z) = —senx

b) cos (—x) = cos x
c )

(
(c)sen(x + §) = cos x (d)cos (r — 75 ) =senx
(e)sen(x 4+ y) = senxcos y + cos xseny  (
() sen(

( 2

i) sen’z + cos >z =1 (férmula fundamental de la trigonometria)

f) cos (v +y) = cos xcos y —senzseny

sen(z —y) =senxcos y — cos xseny (h)cos (r —y) = cos xcos y + senxseny

Medida de ciertos dngulos y sus senos y cosenos

Grados | Radianes | Seno | Coseno || Grados | Radianes | Seno | Coseno
0 0 0 1 90 5 1 0
30 x 1 L 180 m 0 ~1
45 T 2 2 270 3m ~1 0
60 z s ! 360 2 0 1

Nota La construccién de las funciones seno y coseno hace que midamos los angulos en radianes, de

forma que la medida de un dngulo en radianes es el nimero de radios que mide el arco (podemos

hacerlo ya que la longitud de la circunferencia es proporcional al radio de ésta).

Nota Como la longitud de la circunferencia es 27r y su angulo es de 3602 para convertir grados a

radianes, y viceversa, utilizamos la equivalencia

3602 = 27 radianes
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La funcién tangente se define de forma natural como el cociente entre seno y coseno:

senx
COS T

fO0=tgx)

tanx =

Nota La funcién tangente es periddica de periodo 7 y no esta definida en los puntos donde se anula
el coseno, que son de la forma x = § + k7 con k =0,1,2,.. ..

Las funciones trigonométricas inversas o funciones arco son las inversas de las funciones trigo-
nométricas, aunque no en sentido estricto, ya que las funciones trigonométricas no son inyectivas.
Por tanto, para definirlas se a consideran solo intervalos en los que estas funciones sean inyectivas y
recorran toda la imagen de la funciéon completa.

e La inversa de la funcién seno es la funcién arcoseno, f(r) = arcsenz, que se define consi-
derando la funcién seno sélo en el intervalo [—m /2, 7/2], ya que en este intervalo es inyectiva y cubre
toda su imagen, que es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, su dominio es el intervalo [—1, 1] y su imagen
[—7/2,7/2]:

arcsen : x € [—1,1] — arcsenz € [—7/2,7/2]
donde arcsenx =y <= seny =z

e La inversa de la funcién coseno es la funcién arcocoseno, f(x) = arccoszx, que se define
considerando la funcién coseno sélo en el intervalo [0, 7], ya que en este intervalo es inyectiva y recorre
toda su imagen, que es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, su dominio es el intervalo [—1, 1] y su imagen
[0, 7]:

arccos : ¢ € [—1,1] — arccosz € [0, 7]
donde arccosr =y <= cosy ==x

e La inversa de la funcién tangente es la funcién arcotangente, f(z) = arctan z, que se define
considerando la funcién tangente sélo en el intervalo abierto (—m/2,7/2), ya que en este intervalo es
inyectiva y cubre toda su imagen, que es R. Por tanto, su dominio es R y su imagen (—m/2,7/2):

arctan : r € [—o00, 00| — arctanz € (—m/2,7/2)

donde arctanz =y <= tany ==z
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f(x)=arcsen(x) f(x)=arccosx) f(x)=arctg(x)

Nota Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente verifican las ecuaciones implicitas seny = x,
cos y = x 'y tany = x, respectivamente, pero estas ecuaciones no definen las funciones ya que incluyen
valores que no corresponden a los dominios considerados.

Nota La funcién arcoseno es estrictamente creciente e impar, la funcién arcocoseno estrictamente

decreciente y la funcién arcocotangente estrictamente creciente e impar (todas estan acotadas).

1.3. Continuidad de funciones de una variable.

Definicién 1.12 Sean f : [a,b] CR — R, z € [a,b].
f es continua en xq si

lim f(z) = f(xo)

T—T0

donde el limite de f(x) cuando x tiende a xy esl si
Ve>036>0/zela,b y0<|z—x0 <d = |f(z) =] <e.
[ es continua en [a,b] si es continua en todos los puntos de (a,b), en a el limite por la derecha

es f(a) y en b el limite por la izquierda es f(b). &

Nota Una funcion es discontinua en un punto si no es continua en el punto pero es continua en un

entorno del punto (en este curso no estamos interesados en los distintos tipos de discontinuidad).
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Funciones discontinuas en un punto

Nota Las funciones elementales que hemos visto en la secciéon anterior son continuas en sus dominios.
Nota El producto de un nimero por una funcién continua, la suma de funciones continuas, el pro-

ducto de funciones continuas y la composicién de funciones continuas son funciones continuas. Sin
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embargo, el cociente de funciones continuas sélo es una funcién continua en los puntos en los que no

se anula el denominador.
Proposicién 1.13 (Teoremas clasicos) Sea f : [a,b] C R —R continua en [a,b] entonces
» (Teorema de Bolzano). Si f(a) y f(b) tienen distinto signo eziste ¢ € (a,b) con f(c) = 0.

w (Teorema de los valores intermedios o de Darbouz) Si ¢y, ¢y € [a,b] con ¢y < ¢y y f(c1) # f(e2),

f alcanza cualquier valor entre f(c1) y f(c2).

n (Teorema de Weierstrass) f tiene un mdzimo y un minimo absoluto en algin punto de |a, b

(ver la seccion 1.5).

1.4. Derivada de funciones de una variable.

1.4.1. La derivada como tasa de variacion

El valor de la derivada en un punto marca el ritmo del cambio que experimenta el valor de una
variable, y, cuando se produce un cambio infinitesimal en el valor de la variable de la que depende, z.
Para analizar cémo responde la variable a este cambio consideramos una funcién que las relaciona,
y = f(x) y partimos de un valor xy para la variable independiente, al que le corresponde un valor
f(xp). Si tomamos otro valor z1, al que le corresponde un valor f(z), el incremento de la variable
independiente es Az = 7 — 2o y el incremento de la variable dependiente Ay = f(x1) — f(xg)

(normalmente el valor z; se escribe como 1 = xy + Ax).

f(X+AX)

La tasa media de variaciéon de y con respecto a = nos indica la variacién relativa de una

variable con respecto a la otra:

Ay flz) = flzo) f(x()‘i‘Ax)_f(Io)'

Ax T — X Ax
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Para estudiar como varia la variable dependiente con respecto a la variable independiente cerca
del punto en el que nos encontramos buscamos que la diferencia con el otro punto sea cada vez mas
pequena y calculamos el limite de la tasa media de variacién cuando el incremento de la variable

independiente tiende a cero,

lim f(z1) — f(xo) lim f(xo + Ax) — f(xo)

T1—T0 xr1 — T Az—0 Ax 7

obteniendo la tasa instantanea de variacion de y con respecto a x en z(, que recibe el nombre

de derivada de la funcién en x y se denota por f’(xg).

Definicién 1.14 Sean f : [a,b] CR—R y x € (a,b).

La derivada de f en x

Az — _
Az—0 Aw z—=xo T — X
f es derivable en x si este limite existe.
f es derivable en un intervalo abierto si es derivable en todos los puntos del conjunto. s

Nota (Interpretacion geométrica de la derivada) La tasa media de variacién entre los puntos Py @
corresponde a la pendiente de la recta que corta a la gréafica y = f(x) en estos puntos. Cuando Ax
tiende a cero, el punto () se mueve sobre la grafica acercandose a P y la pendiente de la recta secante
se aproxima a la pendiente de la recta tangente, de forma que la derivada de la funcién en zq es la

pendiente de la recta tangente a la grafica y = f(x) en el punto P(xq, f(x0)).

f(x+A%)

Nota (Interpretaciéon econdémica) La tasa marginal de variacién de f en x, es el incremento de la
funcién cuando la variable dependiente se incrementa en una unidad y, siempre y cuando podamos

considerar que este incremento es pequenio, corresponde aproximadamente a la derivada de f en z.
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Ejemplo 1.10 Coste medio y coste marginal.

Supongamos que el coste de producir x unidades de un determinado producto viene dado por
C(x) = 2% + 3z + 100,

medida en ciertas unidades monetarias, y que estamos produciendo cien unidades del producto, cuyo
coste de produccion es de C(100) = 10,400 u.m..

Si vamos a producir doscientas unidades del producto, con un coste de C'(200) = 40,700 u.m., el
coste medio de las cien nuevas unidades que producimos es

Ay C(200) — C(100) 30,300

Az 200-100 100 %

Cuando se producen muchas unidades del producto podemos considerar que un incremento de una

unidad es un incremento pequeno y podemos escribir

C'(xp) = lim Clao + Ax) = Clo) A~ Clao + 1i — Cla) = C(zo+ 1) — C(xo),

Nx—0 Ax

con lo que la derivada en xy (tasa instantanea de variacion del coste con respecto al nimero de
unidades producidas) es aprorimadamente el coste adicional de producir una unidad mds de producto
cuando ya se han producido xy unidades del mismo (coste marginal).

En nuestro caso estamos produciendo 100 unidades del producto, con un coste de produccion
de C(100) = 10,400 w.m., por lo que podemos suponer que un incremento de una unidad es un

incremento pequeno. Como la derivada de la funcion en xq = 100 es

=203

C'100) = i, C(100 + AA:Z — C(100)
T

el coste adicional que hay que soportar para producir la unidad ciento uno seria aproximadamente
de 203 u.m.. Al ser el incremento real del coste C'(101) — C(100) = 10,604 — 10,400 = 204 u.m. se

puede considerar que es una aproximacion bastante buena. s

Nota La derivada marca el ritmo del cambio que experimenta la variable dependiente cuando se
produce un cambio en la variable independiente y cuanto mayor es el valor de la derivada mayor es
el cambio que experimenta la variable dependiente. Si la derivada es positiva a un aumento de la
variable independiente le corresponde un aumento de la variable dependiente y si es negativa a un

aumento de la variable independiente le corresponde una disminucion de la variable dependiente.
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1.4.2. La funcién derivada y las reglas de derivacién

Definicién 1.15 Sean f :[a,b] CR —R.

Si f es derivable en (a,b) la funcion derivada de f asocia a cada x su derivada

f i€ (a,b)— f'(z) e R. &
Nota Las distintas notaciones que se usan para la funcién derivada de una funcién y = f(z) son:

» ' o f'(x), cuyo valor en un punto zy se escribe como y'(zg) o f'(xo);

df

0
20 dx

dy df . dy
= — 0 —, cuyo valor en un punto x, se escribe como —=

de dx dx

xo
Para obtener el valor de la derivada de una funcién en un punto sin tener que aplicar la definicién,
que a veces es bastante complicado, se pueden combinar las reglas de derivacién y las derivadas de

las funciones elementales.

Proposicién 1.16 (Reglas de derivacion) Sean f,g : [a,b] C R— R derivables en z € (a,b).
1. Regla del maltiplo constante (k € R): (kf) (x) = kf'(z).
2. Regla de la suma: (f +g) (z) = f'(z) + ¢'(z).

3. Regla del producto: (f - g)' (z) = f'(z)g(z) + f(x)g'(x).

4. Regla del cociente: <§>/ (x) = f’(x)g(x;2zx])”(x)g’(x) siempre y cuando g(x) # 0. &
Derivadas de las funciones elementales
flx) | f(x) f(z) /()
z° ar® ! r>0a€eR k 0 reRkeR
e’ e’ reR a® a*lna |[zr€Ra>0
Inz B x>0 log, ! x>0a>0
x xlila
sen x CcOS T rzeR arcsenx @ —1<z<1
cos | —sencx reR arc cosx ﬁ -1<z<1
tanz | 1 +tan’z |z # 5 £nr (n € N) | arctanz 1_:932 reR




18 BLOQUE I: CALCULO DIFERENCIAL

Ejemplo 1.11 En el ejemplo 1.10 utilizamos la definicion para calcular la derivada de la funcion
de costes C(x) = 22 4+ 3z + 100 en xo = 100 y vimos que era C'(100) = 203. Si utilizamos las reglas

de derivacion se tiene:
C'(x) = (2® + 32 +100)" = (%) + 3 (z)' + (100) =22 +3-1+0 = 2z + 3,

con C'(100) = 2(100) + 3 = 203 (obviamente coincide con el valor obtenido con la definicion). &

Ejemplo 1.12 La derivada la funcion tangente se calcula aplicando la regla del cociente al escribir:

f(x) =tanx = eny

CoOsS T

De forma que para cos v # 0 (v # 5 £nm, n € N) se tiene

sen’ xcos ¥ — senxcos 't cos wcos ¥ —senx(—senx)  cos ‘v + sen ‘x

f(w) = = = :

COoSs 21’ CoSs 293' CoSs 21’

1
que se puede escribir tanto como f'(x) = 5— como f'(x) =1+ tan®z. &
cos “x

Proposicién 1.17 (Regla de la cadena) Sean f : [a,b) CR—R, g:[c,d) CR—R.

Si f es derivable en xy € (a,b) y g es derivable en f(xg) € (c,d) entonces go f es derivable en x

(90 f) (o) = ¢'(f(x0))f (o) L
Nota (Interpretacién econémica) Si y = y(x) y a su vez x = z(t) se tiene que y = y(t) y
dy| _dy| e
dt|, ~ dx|,, di|,

de forma que la tasa de variacién de y con respecto a t es producto de la tasa de variacion de y con

respecto a x por la tasa de variacién de x con respecto a t.

Proposicién 1.18 (funcion inversa) Sea f : [a,b] C R — R continua e inyectiva en [a,b].
Si f es derivable en xq € (a,b) con f'(xg) # 0 entonces f~1 es derivable en yo = f(zo) con

—1y/ o 1
(f ) (yo) = —f’(ﬂco)' &

Nota (Interpretacién econémica) Si y = y(x) y la tasa de variacién de y respecto a x es no nula
entonces z = z(y) y la tasa de variacién de x respecto a y es la inversa de la tasa de variacién de y

respecto a .
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Ejemplo 1.13 La funcion y = arctanx es la inversa de la funcion x = tany, por tanto, la derivada

de la funcion y = arctanx es

dy 11 1 o *
dr  dr  1+tan’y 1+ tan®(arctanz) 1422
dy

Ejemplo 1.14 (Derivacién logaritmica) Como ejemplo vamos a ver la derivada de y(z) = u(z)"™:

En primer lugar tomamos logaritmos
Iny(z) = Inu(z)"® = v(z) Inu(z)

A continuacion derivamos esta expresion

yl(x)—v'm nu(x) +v(x w(z)
P ) )+ o)

Luego despejamos y' (x) y sustituimos y(x) por su valor

y(z) = (v'(a:) Inu(z) + v(x)zl((;))) y(z) = (U'@) Inu(z) + v(x)“/(‘”)) u(a)’®

u(x)

Esta derivada se puede expresar como la “derivada respecto de u” por la derivada de uw mds la

“derivada respecto de v” por la deriwvada de v:

1.4.3. Consecuencias de la derivabilidad

Proposicién 1.19 Sean f :[a,b] CR— R y x¢ € (a,b).

St f es derivable en xg entonces [ es continua en xg.
Nota El reciproco no es cierto, ya que f puede ser continua en x( sin que exista su derivada.

Ejemplo 1.15 La funcion f(x) = /x es continua en R y no es derivable en cero, ya que la tangente

es vertical y el valor de su derivada en cero es infinito, de forma que la derivada no estd definida

/ ¢ f(0+AI)_f(O>_ : V3A‘r_
FO=tm ™ ~ A A =

Esto muestra que una funcion continua que tenga tangente vertical no es derivable, ya que el cambio

de valor de la funcion es demasiado brusco. &
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Ejemplo 1.16 La funcion valor absoluto, f(x) = |x|, es continua en todo R pero no es derivable en
cero, ya que si calculamos su derivada como f(x) =z para x > 0 y f(x) = —x para x < 0 hay que

distinguir entre el limite por la izquierda y el limite por la derecha y ambos son distintos:

lim =2 — _1
0+ Az)— (0 AN _ Az
Az—0 Az Az—0 AT . Az _
lim =1
Azt BF
f(;;):Ix\

Esto muestra que una funcion continua que presente “picos” no es derivable, ya que aunque el
cambio de valor de la funcion no sea brusco, si lo es el cambio de direccion.

Obsérvese que podemos definir la derivada por la derecha y la derivada por la izquierda de una
funcién en un punto considerando los limites laterales (cuando tienen sentido). En este ejemplo, la

derivada en cero por la izquierda seria -1 y por la derecha 1. s
Proposicién 1.20 Sea f : [a,b] C R— R continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces

» f es creciente en (a,b) si y solo si f'(x) >0 Vz € (a,b).

» [ es decreciente en (a,b) siy sdlo si f'(x) <0 Vzx € (a,b). &

Ejemplo 1.17 Si la oferta y demanda de un bien dependen de su precio segin las funciones O(p)
y D(p) cuando el precio del bien se incrementa en una unidad la derivada de la primera funcion
representa el aumento de la oferta y la derivada de la sequnda la disminucion de la demanda.
Como la oferta aumenta si el precio del bien aumenta la grdfica de la oferta tiene pendiente
positiva, O'(p) > 0, y, por el contrario, como la demanda disminuye si el precio aumenta, la grifica

de la demanda tiene pendiente negativa, D'(p) < 0. )
Proposicién 1.21 (Teoremas clasicos) f : [a,b] C R — R continua en [a,b] y derivable en (a,b)
n (Teorema de Rolle) Si f(a) = f(b) existe ¢ € (a,b) con f'(c) = 0.

» (Teorema del valor medio o de los incrementos finitos) Existe ¢ € (a,b) con f'(c) = f(bl)):a(a).

» (Teorema de los valores intermedios para derivadas) Si c1,co € (a,b) con f'(c1) # f'(c2)

la derivada alcanza cualquier valor entre f'(c1) y f'(c2). s
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1.4.4. Aproximacion lineal y diferencial

Cuando la funcién f(z) es derivable en xg, la relacion entre la derivada y la pendiente de la recta

tangente nos ha permitido obtener la recta tangente a la grafica y = f(x) en (xq, f(z0)), que es:
y — f(x0) = f'(w0)(x — o) (1.1)

Como la gréfica y = f(z) y la recta tangente en (o, f(x¢)) son “parecidas” para valores de z
cercanos a xy, esta recta tangente nos va a permitir aproximar en un entorno de g la funcién por una
funcién lineal. Para ello, en vez de considerar los valores reales de la funcién, tomamos los valores

correspondientes a la recta tangente, ecuacion 1.1, y obtenemos la aproximacién lineal de f

f(@) = f(xo) + [/ (o) (x — o), (1.2)

que también se puede escribir como Ay = f(xg+ Azx) — f(x) = f'(xo)Aw.

A continuacién introducimos dos nuevas variables: “dx” para representar el incremento de la
variable independiente y “dy” para representar el incremento aproximado de la variable dependiente
que se obtiene mediante la aproximacion lineal. La funcién lineal que a “dx” le asocia “dy” recibe el
nombre de diferencial de f en . El error que se comete en esta aproximacion, que recibe el nombre
de residuo, corresponde a la diferencia entre el incremento que realmente sufre la funcion, Ay, y el
incremento aproximado de la funcién que se obtiene mediante la diferencial, dy:

Ay dy
7\

Txo(Ax) = }C(CL’O + A«T) - f(Io)‘ — f/(l’o)Ax.

f(x+AX)

f0x0)

Como la diferencial toma como incremento de la variable dependiente el incremento que sufriria
si siguiera variando a la misma tasa instantdnea de variacién (utiliza los valores correspondientes a la
recta tangente) de la magnitud del error que se comete depende que podamos utilizar la diferencial
para aproximar la funcién . Esto es posible si este error tiende a cero mas rapido que el incremento

Tyo (AT
de la variable independiente, es decir, si lim L = 0.
Az—0 Az

Definicién 1.22 Sean f : [a,0] CR—R y x € (a,b).
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La diferencial de [ en xq es la funcion Df(xq) : R — R tal que:
Df(xo)|dx] = f'(xg)dz.

f es diferenciable en xy si

o £z + 82) = (o) = Df (o) (Aa)
Az—0 Ax

=0. )

Nota La variable de la aplicacién diferencial se denota por dz y sélo cuando queremos obtener el
incremento aproximado de la funcién se sustituye por el incremento de la variable, do = Ax.

Observacion: La versién exacta de la aproximacion lineal (ecuacién 1.2) corresponde a la féormula

de Taylor de primer orden (esta férmula no se estudia en este curso):

f(@) = f(wo) + f'(0)(x — 20) + 72 (T — T0). (1.3)

Proposicién 1.23 Sean f : [a,)) CR— R y 2o € (a,b).

f es diferenciable en xq si y solo si f es derivable en xg s

Observacién: Esta proposicién sélo se verifica para funciones de una variable. En los temas siguien-

tes veremos que para funciones con mas de una variable el concepto de funcién diferenciable es mas

restrictivo que el de funcién derivable.

Definicién 1.24 Sean f : [a,b] C R — R diferenciable Vz € (a,b).

La aplicacion que a cada x € (a,b) le asocia la diferencial de f en x
LS (aab) —)Df(l’),

también recibe el nombre de diferencial de f y para cada x € (a,b) se tiene

Df(z) :dx € R—dy = Df(x)[dx] = f'(x)dzx € R. &

Nota Para referirnos a la diferencial de una funcién y = f(z) escribiremos

de forma que para cada x tenemos una aproximacion lineal de la funcién en un entorno del punto.
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1.5. Extremos de funciones de una variable.

Definicién 1.25 Sean f:[a,b] CR—R y xq € [a,b].
" 7o es un mdzximo absoluto si f(xg) > f(xr) VY € |a,b
» xo es un minimo absoluto si f(zo) < f(x) Vz € [a,b

En ambos casos decimos que xo es un optimo global o extremo absoluto (estricto si las

desigualdades son estrictas para x # xg).
» xo es un mdximo local si existe § > 0 tal que f(xo) > f(x) Vo € (xg— 5,20+ 0) N |a,d]
» xo es un minimo local si existe 6 > 0 tal que f(xg) > f(x) VYa € (xg — 0,20+ ) N a,b]

En ambos casos decimos que xo es un optimo local o extremo relativo (estricto si las

desigualdades son estrictas para x # xg). s

Proposicién 1.26 (condicidn necesaria de optimo local) Sea f : [a,b] C R — R derivable en (a,b).

Si f tiene un extremo relativo en xy € (a,b) entonces f'(xg) = 0. [

Nota Un punto en el que la derivada es cero recibe el nombre de punto critico.

Nota En un punto critico la recta tangente a la curva y = f(z) es paralela al eje X.

Nota Si la funcién es derivable, un extremo relativo siempre es un punto critico, pero no todo punto
critico es un extremo relativo (un punto critico puede ser un maximo relativo, un minimo relativo o

ninguna de las dos cosas).

Ejemplo 1.18 En el caso de la pardbola f(x) = 2% el origen es un minimo, por tanto, la derivada
en x =0 es cero (condicidn necesaria de optimo local).
En el caso de la funcién f(x) = 23 la derivada en x = 0 también es cero, por lo que v =0 es un

punto critico, pero no es ni un MATIMo Ni un Minimo.

—y3
f (X):X2 f(x?_x

b E
o5
2 4 { 1 2
05 B

En ambos casos la recta tangente a la curva y = f(x) en x =0 es el eje OX. &
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Proposicién 1.27 (condicion suficiente de optimo local) Sean f : [a,b] C R— R dos veces deriva-

ble en (a,b) y xo € (a,b) un punto critico de f.
w Si f"(x0) >0 x0 es un minimo relativo estricto.
w Si f"(x0) <0 x9 es un mdzimo relativo estricto.

» Si f"(z0) =0  no podemos afirmar nada. &

Ejemplo 1.19 En el caso de las funciones f(z) = 23, f(z) = 2* y f(x) = —2* la derivada en el
origen es cero ¥y, por tanto, x = 0 es un punto critico. Como su sequnda derivada en x = 0 también es

cero la condicién suficiente de dptimo local no aclara nada (para f(z) = z* el origen es un minimo,

4 3

para f(x) = —x* es un mdzimo y para f(x) = x> no es ni un minimo ni un Mdrimo).

Nota Si f es n veces derivable en (a,b) con f'(z¢) = -+ = f®Y(z9) =0y f™(x0) # 0 se tiene:

. f™(20) >0 f tiene un minimo relativo estricto en xq
= Sinespary

f™(20) <0 f tiene un méximo relativo estricto en g

= Sin esimpar f no tiene ni un maximo ni un minimo.

Ejemplo 1.20 Estudio de los dptimos de la funcion f(z) =

T .
241"

En primer lugar determinamos los puntos en los que la derivada es cero (puntos criticos):

/ 1—a? 2
f(x):—2:():>1—x =0=
(1+ 22?) r=-—1

A continuacion calculamos su derivada sequnda y estudiamos qué tipo de puntos son
2z (=3 + a?) (1) =—3 <0 mdzimo

(1+a2)° f(-1)=4%>0 minimo

f" ()

1
)

Como f(1) = 1 y f(—1) = —3 tenemos que el punto (1,3) es un mdzimo relativo y que el punto

(-1, —%) es un minimo relativo. Al observar su grdfica, vemos que son un mdrimo y un minimo

absolutos y que, por tanto, el valor maximo de la funcion es % y su valor minimo —%. s
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94122 + 72 4+ 2°
Ejemplo 1.21 Estudio de los dptimos de la funcion f(x) = * Qljj: f Rl ;
x

En primer lugar determinamos los puntos en los que la derivada es cero (puntos criticos):

(2+2)* (3 — 4z + 2?)
(1+22)°

=0= r=1

f'(x) =

A continuacion calculamos su deriwvada sequnda y estudiamos qué tipo de puntos son

) (<2~ 330 + 622 4 1129 f'3)y=1<0 minimo

—2 — 33z + 6z T

f'(x) = 1+ 227 f'(1)=-3<0 mdzimo
P2 =0

Como f(3) =2 y f(1) = 2 tenemos que el punto (3,%") es un minimo relativo y que el punto (1,%)
es un mdzximo relativo (al observar su grdfica vemos que no son éptimos absolutos). En x = 2, como
la seqgunda derivada en es cero, no podemos afirmar nada y tenemos que calcular la tercera derivada.

Se puede comprobar que f"(—2) = g Y que, por tanto, no tiene ni un mdrimo ni un MINIMO. &

Nota El teorema de Weierstrass (proposicién 1.13) garantiza que si f es continua en [a, b] alcanza su
maximo y su minimo absoluto. Esto puede suceder o bien en un 6ptimo relativo del intervalo abierto
(punto critico) o bien en uno de los dos extremos del intervalo (a o b) o bien en un punto en el que

la funcién no sea derivable.

1.6. Concavidad y convexidad.

Definicién 1.28 Sea f: 1 CR— R con I un intervalo.

[ es convexa en I si el segmento que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) estd por encima de la
grdfica de la funcion entre estos dos puntos Va,b € I con a < b.

f es eoncava en I si el segmento que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) estd por debajo de la

grafica de la funcion entre estos dos puntos Va,b € I con a < b. &
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Funciones convexa y concava

Observacién: La concavidad y la convexidad son propiedades globales de la funcién. Cuando deci-

mos que una funcién es concava o convexa en un punto lo que en realidad queremos decir es que es
céncava o convexa en un entorno del punto y cuando decimos que una funcién es céncava o convexa
lo que en realidad queremos decir es que es concava o convexa en su dominio.

Nota Si f es derivable en un entorno de un punto y es convexa en dicho punto la curva se mantiene
por encima de la recta tangente en un entorno del punto. Del mismo modo, si es concava la curva se

mantiene por debajo de la recta tangente.

f=x2 f0=—x2 f0=x3
™~ /

Ejemplo 1.22 La funcién f(x) = —x* es convera, la funcion f(z) = x

2 es concava y la funcion

f(x) =2® es convera en (—00,0) y céncava en [0, +00). &
Proposicién 1.29 Sea f :[a,b] CR — R dos veces derivable en (a,b).

» [ es convexa en (a,b) siy sdlo si f"(x) >0 Vz € (a,b).

» f es concava en (a,b) siy solo si f"(x) <0 Ve € (a,b). )

Definicién 1.30 Sean f: D CR—R yxy € D.

f tiene un punto de inflexion en xy si en xy cambia de concava a convexa o viceversa. &

Proposicién 1.31 Sea f : [a,b] C R— R derivable en (a,b).

Si f tiene un punto de inflexion en xo € (a,b) y existe f"(xq) entonces f"(xy) = 0. &

Proposicién 1.32 Sea f : [a,b] C R — R dos veces derivable en (a,b) y xo € (a,b) con f"(xq) = 0.

Si existe f"(xg) y es distinta de cero entonces f tiene un punto de inflexion en xy. s

Nota Si zy es un punto de inflexién no tiene por qué ser f'(xy) = 0.
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1.7. Representacién grafica de funciones.

Para representar una funcion se realiza un estudio sistematico de la misma. Este estudio se
compone de distintos pasos més o menos estandares. El procedimiento lo vamos a ver con un ejemplo,
en el que se realizaran la mayor parte de los pasos que se suelen seguir para representar una funcién.
En circunstancias normales, el objetivo de la representacion determinara los pasos que se realizan. A
veces, un simple bosquejo permite responder a la cuestién que queremos resolver y debemos proceder

siempre de la manera mas simple posible.

2_2 1
Ejemplo 1.23 Representar f(x) = %
T

s Estudio previo:

*x Determinacion de su dominio:

204+ 1=0<¢<= 2= —% = estd definida para x # —%

* Cortes con los ejes y valores particulares de la funcion:

22 1
f(z) :%:O — r=1=  Corta al eje OX en (1,0)
x

f0)=1= Corta al eje OY en (0, 1)
* Simplificacion del estudio (paridad, simetrias, periodicidad,. .. ):

No presenta nada especial

» Asintotas verticales en los puntos singulares que no estén en el dominio:

Enx = —% tiene una asintota vertical
22 —2z+1 o 2 —2r+1
lm —— =-0 lim —— =+
m%f%_ 2v+1 xﬁf; 2v+1
» Comportamiento en el infinito (asintotas horizontales y oblicuas):
No tiene asintotas horizontales
22 —2x+1 22 —2x+1
lim = — lim = 400
z——oco 2 +1 z—+oo 22+ 1
Tiene asintota oblicua y = mx + b con
22 —2x+1 2
=1 1 - —2r+1
m= lm 2 =~ p= 1l | | =0
zotoo T 2 z—roo 20+ 1
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n Istudio de la derivada:
B 202 4+ 2x — 4

/
* Puntos con tangente vertical

No hay ningun punto del dominio donde la derivada sea infinita.

* Determinacion de los puntos criticos

212 + 21 — 4 r=-2
Py 2ot

(21‘ —+ 1) r=1
* Signo de la derivada: crecimiento y decrecimiento:

x f'(x) >0 en (—o0,—2] = f es creciente en (—oo, —2]
x fl(x) <0en[-2,—3) = [ es decreciente en [—2,—3).
* f'(z) <0 en (—1,1] —> [ es decreciente en (—1,1].
=

x () >0 en [1,+00) [ es creciente en [1,4+00).

Se deduce que en x = —2 tiene un mdzimo relativo y en x = 1 un minimo relativo.

» FEstudio de la derivada segunda
18

f//(x) = (2$ + 1)3

* Puntos de inflexion
No tiene puntos de inflexion, ya que la derivada sequnda no se anula.
* Signo de la derivada seqgunda: convexidad y concavidad
x f"(z) <0 en (—o0,—3) = [ es concava en (—oco, —3).
« f"(x) >0 en (—3,+00) = f es conveza en (—3,+00).
* Estudio de los puntos criticos (mdzimos y minimos)
x [ tiene un mdzimo relativo en (—2,-3) (f"(-2)=—-2<0y f(-2) = -3)
x [ tiene un minimo relativo en (1,0) (f"1)=2>0yf(1)=0)

St representamos las asintotas y los puntos clave solo queda tener en cuenta los datos sobre creci-

miento y concavidad para tener una buena aproximacion de la funcion. s
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Ejercicio del capitulo.

Ejercicio 1.24 Clalcula las derivadas de las siguientes funciones especificando su dominio y los pun-

tos en los que son continuas y derivables.

(a)f(z) = 2ze”"+1 (b) In(z® + z) (c)f(x) =zIn(2®>+1)

Solucion
(a) Esta funcion es continua y derivable siempre
f(x) = 2e* 1 (222 4 1)
(b) Esta funcion estd definida en los puntos en los que el argumento del logaritmo es positivo
Dom(f)={reR/2x*+ x>0} = (0,+00)
Es continua y derivable en todo su dominio

3z +1
/ pu—
f(z) 3+ x

con x>0

(c) FEsta funcidn es continua y derivable siempre, ya que el argumento del logaritmo es positivo

22

2 +1

fla) = +1In (2° +1) &

Ejercicio 1.25 Clalcula las derivadas de las siguientes funciones especificando su dominio y los pun-
tos en los que son continuas y derivables (a > 0).

(a)f(z) = Var? — 2z (b)f(z) = Va* —a (e)f(x) =

Solucion

Var? — 2z
T+ 2

(a) Esta funcion estd definida en los puntos en los que el argumento de la raiz es positivo o nulo

Dom(f) = {z € R /az? —2z >0} = (—o0,0] U [2, +00)

La funcion es continua en su dominio pero no es derivable en los puntos donde se anula el

argumento (x =0, x = %), ya que en estos puntos tienen tangente vertical:
ar — 1

"(2) = ———— con = € (—00,0) U (2, 400
f@) = === (=00, 0) U (G, +00)

(b) Esta funcion es continua siempre pero no es derivable en los puntos donde se anula el argumento
de la raiz (v = —a, v = a):
2z

f/(l’) = m con x 7£ +a
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(¢) Su dominio es casi el mismo que el de la primera funcion pero se excluye ademds el punto en
el que se anula el denominador (x = —2).

Dom(f) ={z € R /az® —2x > 0,z # —2} = (—o0, —2) U (—2,0] U [2, +00)

Al igual que las anteriores, es continua en su dominio y no es deriwable en los puntos donde se
anula el argumento de la raiz (x =0, x = 2):
2ax + 1 — 2

(x 4+ 2)2Vax? — 2z

Ejercicio 1.26 Calcula las derivadas de las siguientes funciones especificando su dominio y los pun-

f'(x) =

con x € (—o0, —2) U (—2,0) U (2, +00) )

tos en los que son continuas y derivables (a,b > 0).

(a)f(z) = (bx + 1)e="+! (b)f(z) = e 41 (¢)f(z) =In (ax . b)

2 —1 ar —b
Solucion

(a) Esta funcion es continua y derivable siempre

f'(z) = e+ (2aba? + 2ax + b)

(b) Esta funcion estd definida siempre y cuando el denominador no se anule

Dom(f) ={z e R /z #+£1}

Es continua y derivable en su dominio

ar?e™ — 2xe®™ — qe™ — 2

f(z) = @17 con x # £1

(c) Esta funcion estd definida en los puntos en los que el argumento del logaritmo es positivo

Dom(f) ={z € R/%E >0} = (—o0, —2) U (2, +00)

ax—b a

Es continua y derivable en todo su dominio

—2ab
=g " € (oD U (o) &

a

f'(x) =

Ejercicio 1.27 Calcula las derivadas de las siguientes funciones especificando su dominio y los pun-
tos en los que son continuas y derivables (a,b > 0).

(a)f(x) = sen(ax)cos (ax) (b)f(z) = sen(az) (c)f(z) = warctg (az® + b)

cos (bx)

Solucion

(a) Esta funcion es continua y derivable siempre

f'(x) = acos *(ax) — asen*(ax)
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(b)

(c)

Esta funcion estd definida siempre y cuando el denominador no se anule

Dom(f) ={z € R /cosbx) #0}

Obsérvese que hay infinitos puntos en los que la funcion no esta definida, ya que la funcion
cos (bx) es periddica de periodo %’r y dentro del intervalo [O, 27”] hay dos puntos en los que no

, . o o 371" . -, . .
estd definida (x = 3, x = 57 ). Esta situacion se repite en cada periodo.

Dentro de su dominio es continua y derivable

f'(x) =

acos (ax)cos (bx) + bsen(ax) sen(bx)
cos 2(bx)

con cos (bx) #0

Esta funcion es continua y derivable siempre

, 2az* 9
f(a:):m+arctg(ax +b) &

Ejercicio 1.28 Culcula las derivadas de las siguientes funciones especificando su dominio y los pun-

tos en los que son continuas y derivables.

(a) f(x) = a* b)f(x) =z (o)f(x) = 2005 (&) (d)f(z) = (senz)”

Solucion

(a)

Aunque esta funcion podria definirse para algunos valores negativos de x, solo la consideramos

definida cuando la base es positiva

Dom(f)={zeR/z >0}

Derivamos esta funcion considerando que su derivada es la suma de dos derivadas que reflejan
la variacion total de la funcion. En la primera se toma el exponente como una constante y en
la sequnda lo que se toma como constante es la base

)=z -2 '+ 2°Inz
Esta derivada se simplifica como

f'(z) =2"(Inz+1) conx >0
Esta funcion sdlo la consideramos definida cuando la base es positiva
Dom(f)={ze€R/z >0}

Para derivar esta funcion escribimos

f(x) = /e = x>

y aplicamos la misma regla de derivacion que en el apartado anterior.
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Asi, volvemos a considerar que su derivada es la suma de dos deriwadas, de forma que en
la primera se toma el exponente como una constante y en la sequnda lo que se toma como

constante es la base
f'(z) = %x%’l + 2+ In(z) (—=%)
Esta derivada se simplifica como

fia) =

27 (1—Inx)

5 conx >0
T

Esta funcion sdlo la consideramos definida cuando la base es positiva

Dom(f) ={ze€R/z >0}

La regla de derivacion también es la misma, por lo que volvemos a considerar que su derivada
es la suma de dos derivadas. En la primera se toma el exponente como una constante y en la

sequnda lo que se toma como constante es la base

f'(x) = cos (z)x“°% (&) =1 _ ycos (z) In(x)sen(z) con x > 0

De nuevo consideramos que esta funcion estd definida sélo cuando la base es positiva

Dom(f) ={z € R/senz >0}

Obsérvese que hay infinitos intervalos en los que la funcion no esta definida, ya que la funcion
seno es periodica de periodo 2w y el seno toma tanto valores positivos como negativos. Dentro
del intervalo [0, 27] solo esta definida en (0,7), que es donde el seno es positivo. La situacion

se repite en cada uno de los periodos.

Su derwada sigue la misma regla que las funciones anteriores y es

f'(z) = x(senx)*'cos x + (senz)” In(senz) con senx >0 s

Ejercicio 1.29 Representar las siguientes funciones haciendo un estudio completo

(a)f(z) =

—3245 x 9+ 12z + 722 + 23

Solucion

Son las graficas de los ejemplos 1.9, 1.20 y 1.21.



