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IV.1. Introduccion.

Antes de conenzar con |os contenidos especificos de la
estimaci 6n es conveniente recordar cual es l|a situacion
habitual con la que nos encontranbps en un proceso de

i nf erenci a.

Nuestro interés se ~centra en el estudio de wuna
caracteristica determnada de wuna poblaciodn. Di cha
caracteristica puede denotarse por una variable aleatoria
X definida sobre |la poblacion y con funcién de densidad
f(x). Si conocenps f(x) tendrenps caracterizada a la
variable aleatoria X y el problem queda resuelto. Sin
enbargo, la myoria de las veces no ocurre eso. En
princi pio, es habitual disponer solo de cierta informaciédn
a priori sobre el conportam ento de |la variable aleatoria
X (dicha informacion, normal nente proviene de |as
conclusiones de un estudio previo de esa variable

real i zado sobre la m sm poblacion u otra diferente).

La funci én f(x) puede ser total nente desconocida o bien
conoci da sol anente en su forma, es decir, sabenpbs qué tipo
de distribucion es pero nos falta especificarla porque

desconocenps el val or de uno o mas paranetros de la m sma

Por ejenpl o podenpbs conocer que |la variable aleatoria X
s6l o puede tomar dos valores, éxito o fracaso, y que
ademas | a probabilidad de éxito es nuy baja. Segun esta
i nformaci 6n podenos suponer que X se distribuye conp una
Poi sson. No obstante, nos falta infornmaci édn para poder
definir esa distribucion (funcion de densidad de la
vari abl e al eatoria X) puesto que desconocenps el val or de

su nedi a.
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El objetivo de la inferencia estadistica es resolver este

problema. Para ello se han de seguir |os siguientes pasos:

1. Obtenci 6n de | a nuestra.

2. Cal culo del estadistico que nos interese
(utilizando | a informaci édn nuestral).
3. Utilizacién del estadistico calculado en el

apartado previo cono estinmador del paranetro pobl aci onal

que desconocenos.

De lo anterior se deduce que un estinmador no es nas
gque una funci én de |os datos nuestrales que se utiliza
conmo valor de un paranmetro poblacional. O dicho de otra
manera, un estimador no es MAS que un estadistico asoci ado
a un val or pobl acional. Por ejenplo, podrianps decir que
| a media nuestral es el estinmador de |a nmedia pobl acional.
El estadistico nmedia nuestral se calcula a través de |a

si gui ente funcién
n
é:&
i=1 N
Cuando se establ ece una relaci6n entre este estadistico y

un paranmetro, en este caso concreto |a nedia pobl aci onal,

el prinmero se convierte en estimdor del segundo.

El interrogante que surge a continuacién es porqué |a
medi a nmuestral es un estinmador de |a nedia poblacional, o
Mas concretamente, ¢qué propi edades tiene el estadistico
medi a nuestral para ser considerado un buen estimador de

| a medi a pobl aci onal ?.

En el presente temn nos centrarenmps en el estudio de |os

Si gui ent es aspect os:

A. Tipos de estimacion. Dstinguiendo entre estinmacion
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punt ual , procedi mento nediante el cual se estim el
val or del paranetro poblacional basandose en |os datos
muestral es nmediante el uso de un estadistico, y
estimaci 6n por interval os, en el cual para realizar |la
estimaci 6n del paranmetro poblacional se determ na un
intervalo en el que de forma probable se encuentra el
val or del paréanmetro. Dicho intervalo recibiréa el nonbre
de interval o de confianza.

B. Propi edades que debenps exigir a un estinmador puntual.
C. Métodos disponibles para |a construcci 6n de estinadores
punt ual es.

D. Metodos disponibles para | a estinmaci 6n de interval os de
confianza de un paréanmetro pobl aci onal .

E. Determ naci 6n del tamafio de |la nuestra para que |a

estimaci 6n presente una detern nada precision.

IV.2. Estimacion puntual. Métodos y propiedades.

IV.2.1. Concepto y definicion.

Sea X una variable aleatoria y suponganos que |a funcidn

de densidad de X, f(x), depende de un cierto nunero de

paranmetros g=(¢, ..., ) donde k es un nuanmero finito.

El problema de la estinmaci6on puntual es encontrar un
estadistico a partir de una nuestra de la variable
al eatoria X que estine los valores de g A este estadistico

| o henps || anado esti nador.

Logi canente, existen nuchos posibles estinadores del
paranmetro g por | o que es necesario dar al gunas propi edades
deseables en los msnpbs que nos ayuden a decidir la

el ecci 6n del esti mador adecuado a cada caso concreto.

4 Tema |V



ESTADI STICA ||

VIl 2.2. Propiedades de interés en los estimadores puntuales.

Para que un estadistico nuestral sea un buen estimador de
un paranmetro pobl aci onal debe ser insesgado, invariante,
consi stente suficiente, de varianza minima y eficiente. En
todo caso, todas estas propiedades serian deseabl es en un
estimador. A continuaci 6n se desarrollan al gunas de estas

caracteristicas.

IV.2.2.1. Insesgadez.
Sea g el estimdor puntual del parametro g. Direnos que q

es un estimador insesgado de g si se verifica que
E[ql =q

El significado de esta propiedad es el siguiente: si de
una caracteristica de una poblaci 6n se obtuvi esen vari as
nmuestras de tamafio n, podrianps obtener un estinmador con
cada una de ellas y la nedia de |os valores de esos
estimadores tenderia a coincidir con el valor de

par ametr o. En el caso limte, es decir, cuando
obt uvi ésenps todas | as nuestras posi bles de tanmafio n de | a
pobl aci 6n, el valor de |la nedia de todos |os estimdores

coincidiria exactanmente con el val or del paréanetro.

Para ver un ejenplo, suponganpbs que querenos estimr el
val or de |a nedia de una variable aleatoria X. Donde X se
corresponde con una caracteristica determ nada de una
pobl aci 6n de tamafio N y querenos denobstrar que |la nedia
nmuestr al es un estimador insesgado de la nedia
pobl aci onal. Para ell o debenps sel ecci onar una nuestra de
tamafio n, (X, X ..., X)), representativa de |a poblacidn
en estudio. La nedia nuestral se calcula nediante la
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expresi 6n ya conoci da

X =

S

8
a X
i=1
LI amar enos:
g: paréanetro pobl aci onal que querenps estinmar. En este
ejenmplo g = my = nedia de X
q: estimador del paranetro pobl acional que se cal cul a

a partir de | os datos nuestral es.

En este caso concreto, el estadistico nedia nuestral es el

esti mador del parametro nmedia pobl aci onal, es decir, Q=X

Para que el estimador cunpla |a propiedad de insesgadez
debe suceder que | a esperanza del estadistico nmuestral (o
lo que es o msno, |a esperanza del estimador) coincida

con el val or del parametro pobl aci onal
E[d]l=q

Esta condici 6n aplicada a nuestro ejenplo se convierte en
E[x]=m
Si desarrol |l anbs esa expresion

_ g R 1
E[x]:E[%gxi] =EE[gxi] :Hg E[x]=%nn:!=m

Con esto henps denpbstrado que real nente | a nmedia nuestra

es un estimdor insesgado de | a nmedia pobl aci onal .

En al gunos casos podenps encontrarnos con estinmadores que

no cunpl en esta propi edad, son | os denon nados estinadores

sesgados. Direnps que g es un estinmador sesgado de q si se

verifica que
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E[q]=qg+b(q)
donde b(g) es el denom nado sesgo, excentricidad o error

si stemati co.
IV.2.2.2. Consistencia.

Se dice que un estinmador es consistente cuando al

increnentarse el tamafio de la nuestra, el valor del

esti mador tiende al valor del paranetro. Es decir, q(Xi,
Xz, ..., X,), (esta nomenclatura indica que el estimdor se
obtiene con los datos de |la nuestra X;, X;, ..., X,) €s un

esti mador consistente de g si se cunple
LImQ (x1. %z 1% )= 0

Es decir, un estimador es consistente cuando al
incrementar el tamafio de | a nmuestra el estinmador coincide
con el paranetro. Por ejenplo, la media nuestral es un
estimador consistente de la media poblacional. La
denostraci 6n es i nnedi ata. La nedi a pobl acional es |la sum
de todos los valores de X dividido por el tamafio de |la
pobl aci 6n. Por otra parte, la nmedia nuestral es o m sno
pero en vez de sumar todos |os valores de |a poblacidn,
sol o sumanos |1 os n elenentos de |la nuestra. Si |la nuestra
es nmuy grande significa que el valor de n tiende a ser
igual a N, tamafio de |a poblacién. Con |lo cual |as dos
expresiones, la de la nedia de la nuestra y la de la nedia
d | a pobl aci 6n, son iguales. Por tanto, |la nedia nuestral

es un estimador consiste de | a nedia pobl aci onal.

IV.2.2.3. Varianza minima.

Sean QiQ...,qx todos los posibles estimdores de
paranmetro q tal que todos ellos tienen la msm nedia. Es

decir,
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I’Tq]l= rTq]ZZ e rTq]k
LI amar enps esti mador de varianza minima a aquel estimdor
gue tenga nenor varianza. Es evidente que esta es una
propi edad deseabl e sobre todo el estimaudor es insesgado.
La razon de ello se fundanenta en el propio concepto de
varianza, sobre la cual podenos justificar que al tener
menos varianza, la distribucion del estimdor es nenos
di spersa, con lo cual el error que conetenpbs en el proceso

de inferencia es mas pequefio.

5.2.2.4. Eficiencia.

Se dice que un estimador, i, es mas eficiente que otro,

A

d2, Si se verifica que |la varianza del primero es menor o

igual que la del segundo para cual quier tamafio nuestral.

Es decir, . es mas eficiente que g, si y SOl o si

2 2
safsg,
Paracualquier valor den.

Por ultim se dice que un estinmdor posee propiedades
asintoticas cuando | as pr opi edades menci onadas
anteriornmente se cunplen si el tamafio de | a nuestra tiende
a infinito. Asi se puede habl ar de estinmadores
asintoticanmente insesgados, asintoticanente eficientes,

etc...

IV.2.3. Métodos de estimacidn puntual.

Una vez visto el problema que se plantea en cada proceso
de estinmacion, en el sentido de |as propiedades que un

esti mador debe reunir para que se | e pueda considerar cono
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‘bueno’, queda por resolver |la cuestion de cono proceder a
la determ nacion de los estimdores. Los meétodos mas
conoci dos y usados de estimaci6on son el método de | os
nmonment os, el nmétodo de | os m ninmos cuadrados y el método
de la maxima verosimlitud. Dentro de este apartado sélo
desarroll arembs este ultinp, dejando el de mninos

cuadrados para |os dos ultinps temas de |a asignatura.

IV.2.3.2. El método de la méaxima verosimilitud.

Ant es de enpezar con |a explicacion fornmal de este método
es conveni ente que recordenos el concepto de funci 6n de

densi dad o cuantia conjunta.

Sean X e Y dos variables aleatorias. Direnpos que f(xy) es
I a funci 6n de densidad a de cuantia conjunta si nos da |la
probabi | i dad de que suceda cada posi bl e par de nodal i dades
(xy). En el caso e que el alummo no recuerde este concepto
le remtinmps al tema de variables aleatorias bi-

di nensi onal es de | a asignatura Estadistica I.

Sea X una variable aleatoria que se distribuye con una
funci 6n de densidad f(x; q), siendo q uno de 1los
parametros de | os que depende | a funci é6n de densi dad. Sea

g desconoci do.

Sea X, X, ..., X, una nuestra aleatoria sinple donde X
representa al prinmer elenento de |l a nuestra, X, al segundo
y asi sucesivanmente. Obsérvese que hasta ahora habl anps de
una nuestra genérica de tamafio n y no de una realizacion
muestral. Ello inplica que dado que X; es cual quier
el emento de la poblacion su funcié6n de densidad, f(X),
coincidira con la funcion de densidad de la variable

aleatoria x, f(X).
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LI amarenos distribucién conjunta de la nuestra y Ila
denot arenos por f(X;, X, ..., X, a aquella funcio6n que nos
da la probabilidad de que se obtenga una nuestra

det er m nada

El método de maxima verosimlitud estim el valor de

parametro q, es decir, q, conp aquel valor que hace que
la probabilidad de haber obtenido wuna determ nada

realizaci 6n nuestral sea |la maxi ma posi bl e.

Para una nuestra obtenida de tamafio n, (Xi;, X2 ..., X, Se

define la funcion de verosimlitud, y que se denota por
L(X1, X2, ..., Xn Q) a:

L( X11X21---1Xn;q): f( Xl!XZ 1-'-1Xr| ’q)

El método de nmaxinma verosimlitud consiste en elegir conpo
esti mador del valor del paranmetro poblacional g a aquel
gue hace maxima |l a funci 6n de verosimlitud.

Una de las ventajas de |os métodos de estinmacion tales
conp el de maxima verosimlitud es que |as propi edades de
| os estimadores obtenidos nediante |os msnpbs se pueden
denostrar de forma genérica, cunpliéndose por tanto par

cada caso particul ar.

Se puede denostrar que | os estinadores obteni dos nedi ante
el método de maxima verosinilitud cunplen |as siguientes

pr opi edades.

1. Son asintoticanmente insesgados. Es decir, al
incrementar el tamafio nuestral, la nmedia del estimdor
tiende a ser igual al valor del paranetro.

2. Son asintoticamente nornmales. Es decir, la distribucidn

del estimador tiende a tener un conportaniento de
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di stri buci 6n Nor mal .
3. Son asintéticanente de varianza mininma. Es decir,

ti ende a ser eficiente.

Deduccion de algunos estimadores maximo verosimiles en el muestreo aleatorio

simple para poblaciones normales.

A. - Estinmaci 6n naxi nb verosini | de |a nedia en pobl aci ones

nor mal es.

Sea X una variable aleatoria normal (m s? en donde

desconocenos el valor de |la nedia y de | a vari anza.

Sea (X;, X, ..., X%) una nuestra aleatoria sinmple. Su
funci 6n de verosimlitud se denota L(Xy, Xo ..., X ms?.
Conp en la nuestra aleatoria sinmple X, X, ..., X son

i ndependi entes, la funcion de verosimlitud conjunta se

expresa cono el producto de | as conponentes nargi nal es.

= f(X;ms?)* f(X,;ms?)*..x f(X,;ms?)

L( xl) X21 LI | Xm m 82) =

Por seguir |la variable aleatoria X una distribuci 6n nornal
de media my varianza s? su funci 6n de densidad es |a que
aparece a continuaci 6n

2
1 x-ni

(0= Jos €7

2

Ent onces

Tema |V
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f(X;me?)* f(X,;ms?)* .* f(X,;ms?)=

1 2eem’, 1 Aogm?
2 SZ . 2 S2 pumy
:]Zps © :}Zps ©
1 " a8 2
=(—— _za(Xl m
Ts) =2

En resunmen

Si aplicanos | ogaritnos neperianos a L nos queda

1
ps

InL=2ing =)+ ‘12§(Xi-m)2Ine
2 2s° i

1, ,
a(x-m"=

SZ i=1

n n
= —=In1-—In2ps*-
g NP

1 ,
alx-m

n n
=-—In2p-—Ins:-
g NP Me o d

12
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expresi 6n esta ultim mas facil para derivar y, que, dadas
| as propiedades de la funciodon |logaritnm, sabenps que
al canza |l os maxinos y los mninbs en | os nmsnbs puntos que

la funci 6n L.

Recordenmos que para calcular el mxinmo de una funcidn
debenos derivar dicha funcidn e igualarla a cero, debiendo

ser su seguda derivada negati va.

En consecuencia, para calcular el estimdor maxino
verosim| de la nedia tenenmpbs que calcular la prinera
derivada del logaritno de la funcién de verosimlitud con

respecto a la nedia e igualarla a cero.

dinL 1 3
= 2 - =0
an - 252 EE(x m
A (x-m=0

i=1

n

g.ﬁzzlqiil
i=1

i=1

Segun este resultado, el estinmador maximo verosim | de |a
medi a pobl aci onal de una poblacidén nornmal es |a nedia

muestral .

B. - Estimaci 6n maxino verosiml de la varianza en

Tema |V
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pobl aci ones nor nal es.

Recordenmos que henos || egado al siguiente resultado

1 n
—a (x- Y
28 i=1

n n
InL=-—=In2p-—Ing?-
2 P 2

Para cal cular el estimdor maxino verosinm | de |la varianza
debemps calcular la prinera derivada del logaritno
neperiano de |la funcién de verosinmlitud con respecto a |l a

varianza e igualar el resultado a cero.

19 , L
= 4+ = - ___=
ds? 242 23()“ WDS4
1. n 1; 1
—[-—t=a(x-m"—]=0
g2 2 2=
Ls - t=l
g Xi - _—
2= s2 2
[ &(x-m]
Sz— i=1
n
El esti mador maxi o verosiml de de la varianza

pobl aci onal de una distribucidén normal es la varianza

muestral .

Conmo el valor de |a nedia poblacional es desconocido, |lo
sustituinos por l|la nedia nuestral que es su estimador

méxi no verosin | conmo ya henps denostrado.

[8 (x-%7]
§2: i=1
n
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Esti nmaci 6n de proporci ones.

Sea una poblacion de tamafio N en |la cual se quiere
estudiar si sus elenentos cunplen una determ nada

condi ci 6n o no. Ll amanos proporci 6n pobl aci onal a

p=X
N

donde:
k = nanero de el enmentos de | a poblaci én que cunplen |a
condi ci 6n que estanos anal i zando.

N = tamafio de | a pobl aci 6n.

Sea (X3, Xz ..., X, una nuestra aleatoria sinple de
i ndi vi duos pertenecientes a la poblacidn en estudio.
Podenpos definir |a proporcién nuestral cono

=X
-

donde:
X = nunmero de individuos de | a nmuestra que cunplen |a
condi ci 6n anal i zada.
n = tamafio nuestral .

Cada x puede tomar dos valores. Uno, si el individuo i
posee | a caracteristica que estanps estudiando y cero en
caso contrario. Es decir X es wuna distribuciodn de

Bernoul |i de paréanmetro p.

Dada una nuestra aleatoria sinmple (X, X%, ..., X)) la
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funci 6n de verosimlitud viene dada por

L( X1, X250 X0 P = P(X1)P(X2) ...P(Xn)=
o n_8 ‘
= pg)(l(l_p) 2Xl
Si tomanos | ogaritno neperiano obt enenps

|nL:;‘_§1>QIn p+(n-4 x)In(1- p)

i=1

Si cal cul anbos el valor de p que hace nmaxi ma esta funci dn

AL & T4 (N-4 x) = 0
i=1 p i=1 1_p
én_x. n-én.x.
p 1-p
l_p_ n-%m
p éXi
i_]_: nn -1
P Ax
i

Es decir, el estimador maxinmo verosinm| de |a proporcion
pobl aci onal es igual a la proporcién nuestral.

IV.3.- Estimacidn por intervalos de confianza.

IV.3.1.- Introduccion.

El método de estimacidén por intervalo, conb ya se ha
di cho, tiene conp objetivo estimar un pardnmetro g pero no
de forma puntual, sino nmediante |a determ naci 6n de un

intervalo (z,,z,) de tal manera que | a probabilidad de que
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el intervalo contenga al paranetro de interés sea alta.

Formal nente, | a estinmaci 6n por intervalo pretende obtener

un intervalo (zy,z;) de tal manera que |la probabilidad de

gue ese interval o contenga al paranetro sea igual a 1-a.

A a se |le denom na nivel de significacién, se determ na
previamente y desde fuera del proceso de inferencia.
Habi t ual nrente a toma |los valores 0.1, 6 0.05, 6 0.01. En
estos casos hablanps respectivanente de niveles de

significacion del 10% 5%y 1%

Al valor 12-a se le conoce conmp nivel de confianza. Es

decir, si a es igual al 5% el nivel de confianza es de
95% &esto nos da una nedida de la confianza de la
esti maci 6n por intervalo. Es decir, tenenps una confianza
del 95% de que nuestro intervalo contenga al valor de

par anmetro.

Cbsérvese que cuando habl anrbs del nivel de confianza,
cuando defininmos el concepto de estinmaci 6n por interval o,
sienpre | o hacenpos en térm nos de |a probabilidad de que
nuestro intervalo contenga al paranetro, y nunca en
térmnos de |la probabilidad de que q caiga dentro del
intervalo. Esto es debido a que |o que es variable es el
interval o, ya que es funcion de |os individuos que forman
la muestra. EI paréanmetro es fijo y por tanto |la segunda
| ectura es incorrecta puesto que |o trata conp una

vari abl e.

Nuestro objetivo, por tanto, puede decirse que es:

P[ zz<qg<1z;] = 1-a
OO000000 00000 00000
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O O [ 000000 Sea un valor alto
O O O
OOO0OO00000000000000000 Depende de | a nuestra
OOOO000O00000000000 Es un val or fijo
El siguiente punto a determ nar, dentro de |la estimacion
por interval os, es |la determ naci on de |os valores z;y 2z,
dado el nivel de significacion establecido (a). Las
figuras 1 a la 6 nuestran la forma en que son
m~Aal AAaAl ArmAaAd A~ I A~ rml o~ A~ A~ | BN PR RN Al HE N e N I ~
1-a 1-a
o/ ) ar a
Z1 Z2 21 22
Figura 1 Figura 2
1-a 1-a
a a \
Z1=-oo 22 Z1 22=+oo
Figura 3 Figura 4
1-a 1-a
/2 a/2 b\
(4] Z1 22 0=Z1 22
Fionra 8 Fiomira A
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Por ultinmo, obsérvese tanmbién en estas figuras que la
determnacion de los valores de z; y 1z, exige el
conocimento de la funci6n de densidad de una variable
al eatoria que, primero, tenga algo que ver con el
parametro que deseanps estimar (es decir sea una funcion
del m smp), segundo, tenga al go que ver con |la realizacidn
nmuestral (esté relacionada con |os valores de |a nmuestra),
tercero, la funcioén de distribuci6n de esta variable esté
perfectanmente definida.

Para poder obtener |a estinmacién por interval o nos vanos a
circunscribir solamente al estudio de |la estimcidn por
intervalo en el caso de estar trabajando con pobl aci ones
normal es, (no debenos olvidar |as propi edades que esta
di stribucion tiene, tanto en su propia forma conp en | os

criterios de convergencia a ella) y de proporciones.

IV.3.3.- Intervalos de confianza en poblaciones Normales.

IV.3.3.1.- Intervalo de confianza para la media de una poblacion Normal cuando se

conoce el valor de la varianza

Suponganpbs que estanps interesados en conocer el
conportam ento probabilistico de l|la estatura de la
pobl aci 6n de | os habitantes de Las Pal nmas. Por estudios
previos realizados en la m sm zona geogréafica y en otras
simlares, sabenps que nuestra variable de interés, la
estatura de |los habitantes de Las Palmas, a partir de
ahora |a denotarenns por X, tiene un conportamento
probabilistico cono el de una distribucion Normal. Tanbi én

por estudi os previos, nosotros conocenps |la varianza de |a

Tema |V
19



Esti maci 6n

pobl aci 6n en estudio, a partir de ahora s Nuestro
objetivo se centra en |levar a cabo una estimaci 6n por
intervalo para el valor de la nmedia de |a estatura de | os

habi t antes de Las Pal nBas.

Es decir, partinmos de una poblacién en |a cual querenos
estudi ar una de sus caracteristicas, que denotarenps por
X. Sabenpbs que X se conporta conp una distribuci 6n Norma

de nmedia m (desconocida) y varianza s? (conocida). Nuestro
obj etivo es obtener una estimaci 6n por intervalo de la

medi a pobl aci onal m para un nivel de significacion a.

Para ello obtenenps una nuestra de tamafio n. Es decir,
medi ante un proceso de nuestreo al eatorio sinple nedinos
| a estatura de n individuos pertenecientes a |a poblacion
de Las Palms. Esa nuestra la vanpbs a denotar por

{X1, X2, . .., Xn}.

Visto el planteam ento realizado al principio del tem |o
gue necesitanps es una variable aleatoria que esté en
funci 6n del paréanmetro a estimar, m que dependa de la
nmuestra y que ademas tenganps perfectamente definida su

funci 6n de di stri buci 6n.

Para el caso que nos ocupa, |la estinacion por intervalo de
| a nmedia poblacional, |a variable que cunple todas esas
prem sas o0 exigencias es l|la variable aleatoria nedia

muestral . Veanosl o.

Si {X1, X2, ...,Xn} €s una nuestra genérica cual quiera de
tamafio n, esto es no es una realizaci 6n nuestral, sabenos
gue cada una de ellas, cada x se distribuye conpo una
di stribuci 6n Normal de media my varianza s® Adenmés, si la

forma de obtener la nuestra es mediante el nuestreo
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al eatorio sinple, cada x; es independiente del resto. Por

otra parte, la variable aleatoria nmedia nuestral, viene

dada por
~_ Xt xet..tx, _ 1
X= =X (Xt Xo o Xn)
n n
es decir, la variable aleatoria nedia nuestral es |la sum

de variabl es Nornmal es i ndependi entes nultiplicado por 1/n.
Recordando | os resultados de temas anteriores, sabenps que
| a variable nedia nuestral se distribuye cono una variable

Normal cuya nedia val e

m=E[X]= %* n* E[X] = m
y Su varianza

s%= E[X-E[X] 1= Bl -+ ot oot x0) -+ (e o ) )=

1
2
n

*E[(x- M)+ (xo- M+ ..t (x,- M]?

teni endo en cuenta |la independencia entre |las x; podenobs
seguir desarrollando y obtener
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Es decir,

2
X® N(m%)

Conb se puede observar, esta variable depende de Ila
nuestra, depende del paréanetro a estimar, y si la
tipificanpos, su distribucidn esta perfectanente definida.

Sea Z la variable tipificada de |la nedia nuestral. Z viene

dada por
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Z_Y-m_ X-m
SZ S/—\/ﬁ
n

siendo su distribucion N(O,1) para cual quier

Esto inplica que dado el

|l os puntos & y a viene dado por

val or

val or de m

de a, |a determ naci 6n de
la figura 7 de formm

FUNCION DE DENSIDAD NORMAL(0,1)

FUNGION DE DENSIDAD NORMAL(O,1)

o fx)

0.025 | 0.95 " 0.025

Figura 7

Figura 8

FUNGION DE DENSIDAD NORMAL(0.1}

FaLY

-2.575 0 2.575

FUNGION DE DENSIDAD NORMAL(0.1)

r )

0.05 |

-1.645 0 1.645

Figura 9

Figura 10
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general, y en las figuras 8 a la 10 de forma particular

para a=0.05, a=0.01 y a=0.1 respectivanente.

Por ejenplo, para a=0.05 (5% sabenps que, dado que Z es
una variable N(O, 1),

P[-1.96 < Z < 1.96 ] = 0.95

y teniendo en cuenta la relacidn entre la variable nedia

nmuestral y la variable Z, obtenenos

X-m
P[-1.96< < 1.96] = 0.95
[ s/I}n ]

Expresi 6n de |la cual podenps despejar m obteniendo el

interval o de confianza dado por

P[ X -1.96* s/</n< nk X+1.96* s/4/n] = 0.95

Es decir, el intervalo

(X -1.96*s//n,X -1.96* s/~/n]

contiene a m con una probabilidad del 95%

La generalizaci 6n del interval o para cual quier valor de a
es innmediata. Teniendo cono referencia la figura 7, el

interval o

(Y-az*S/«/ﬁ.Y"‘az*S/«/ﬁ)

es |la estinmaci 6n por interval o que tiene una probabilidad
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de 1-a de contener el verdadero val or del parametro m.

Un aspecto inportante en | a estinmaci 6n por intervalo es la

precisiéon de la prueba. Es evidente que si estoy

interesado en estimar un paranmetro q nediante una
estimaci 6n por intervalo, la interpretaci 6n del resultado
(20,30) y del resultado (-100,200) para un msno nivel de
significaci 6n es conpletanente diferente. La prueba tendré
MAs precision cuanto mAs pequefio sea el intervalo. Es
decir, podenobs decir que el intervalo (-100, 200) contiene
a g con una probabilidad del 95% es un resultado nuy
i npreci so con respecto al otro intervalo, (20,30). Dicho
de otra forma, decir que Telde estd en Gran Canaria es

mucho mAs preciso que decir que Tel de esta en Espaia.

Por tanto, la precisién en el contexto de la estimacion
por intervalo tiene que ver con la anplitud del m snmp. Una
media muy wutilizada de precisién es |la nmtad de la

anplitud de | a estinmaci 6n por intervalo.

IV.3.3.2.- Intervalo de confianza para la media de una poblacion Normal cuando no se

conoce el valor de la varianza

El método para obtener este intervalo es el msno que el
descrito para el caso anterior. Nuestro problemn ahora es
gque si nos fijamps en el intervalo anterior, verenos que
entre | os datos necesarios para poder estimarlo esta la
desviaci 6n tipica de |la poblacién. Sin enbargo, en este
caso, hosotros desconocenps este valor. Esto inplica que
| a variable anterior no es suficiente para poder |legar a
| a estimaci 6n por intervalo para el caso concreto que nos
ocupa. Necesitanps una nueva vari abl e que nos resuel va el

pr obl ema.
Tema |V
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Sea {Xi1, X2,...,X,t una realizaci 6n nuestral. Denotenos por

S, a la varianza de | os datos de |l a nmuestra, esto es

a(x-X)
i=1

n

=

Podenpbs denobstrar que si defininps una variable U cono
n*S? s? esté se distribuye conp una chi-cuadrado de (n-1)

grados de libertad. Es decir

U® ¢

Ademas, por |los desarrollos previos, sabenps que I|a

vari able Z definida cono

X

_ X-m
Z_QJGD

se distribuye conp una distribuci 6n Normal de nedia cero y
varianza 1, y podenps tanbi én denostrar que |la variable Z

es i ndependiente de |la variable U previanente definida.

Con esta informaci 6n, podenos definir una nueva variable T

cono
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—
1
-~

gue sabenos se distribuye cono una t-student de n-1 grados
de |ibertad.

Desarrol l ando | a expresi 6n anteri or obtenenos

Cbsérvese que T es una variable al eatoria que depende de
la nuestra, es funcidén del paranmetro a estimar y su
funci 6n de distribucidon y densidad esta perfectanente

defi ni da dado el tamaio nuestral.

En consecuencia, dado el tamafio nuestral y el nivel de
significacién, |os valores t, que determ nan el intervalo
que cunpl e

P[-ta < T<tya] =1- a
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FUNCION DE DENSIDAD t-STUDENT
n - 14
T(x)
0.005 0.89 0.005
/// \‘
T e
-2.977 (9 ) 2> 977
Figura 11

es innmedi ato. Por ejenplo para un tamafio nuestral igual a
15 y para un nivel de significacion del 1% el valor de t,

es 2.977. El esquema general se nuestra en |la figura 12.

Esto inplica que

X-m,

P[-2.977< \n-1<2977] =0.99

Despejando el valor del paranetro dentro de |a doble
desi gual dad, obtenenps la estimaci én por intervalo. E

resul tado vi ene dado por
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X-m,

P[-2.977 < A/n-1<2.977] = 0.99

S

P[7-2.977*i<m<7+2.977* —

vn-1

]=0.99

sustituyendo adecuadanente por el valor de l|la nedia
muestral, la varianza nuestral y el tamfio nuestral,

obt endrenos | a correspondi ente estimaci é6n por interval os.

El planteam ento general viene representado graficanente
por la figura 12, y analiticanente por l|a siguiente

expresi on

P[Y'ta* vnST< W7+ta*v%] =1-a

en donde t, corresponde al valor de una distribucion t-
Student de n-1 grados de libertad que deja a su izquierda

una masa probabilistica igual a al?2.
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FUNCION DE DENSIDAD t-STUDENT

Figura 12

IV.3.3.3- Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones de

medias cuando las varianzas son conocidas.

En este caso nos interesa tener wuna estimcidn por
intervalo de la diferencia de |os val ores medi os de dos
pobl aci ones nornal es. El planteam ento | o harenos de forna
reducida para que el alumo pueda wutilizarlo conpo
pr acti ca.

Parti nos de dos pobl aciones en donde estanos interesados
en estudiar las caracteristicas X e Y respectivanente de

anbas pobl aci ones. Ademas sabenps que X se distribuye conp

una distribucidén Normal de nedia nm (desconocida) vy
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desviaci 6n tipica sy (conocida), y la variable Y se
di stri buye con nedia m (desconocida) y desviacion tipica

Sy (conoci da) .

Nuestro objetivo es obtener una estimaci 6n por intervalo

para |la diferencia de | as dos nedi as.

Comob henpbs hecho hasta ahora, necesitanps buscar una
variable a partir de la cual podanps determ nar |o0s

valores de z, y z,, extrenos del interval o de confianza.

Para ello obtenenmpbs dos nuestras independientes. Una
nuestra aleatoria sinple de tamaio n de la variable X vy
una nuestra de tamafio m de la variable Y. A partir de

estas dos nuestras, sabenos, por resultados previos,
X ® N(ms,/+/n)

Y ® N(rr;,sy/ﬁ)

y dado que las dos nuestras se han obtenido de forma

i ndependi ente, sabenos, por resultados previos, que

ge e
X-Y ® N¢gm-m, s_§+s_§‘
§ n mg

En consecuencia, |la variable Z definida conmp
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L _(X-V)-(m-m)

2 2
\/&+ﬂ
n m

se distribuye conmo una distribucion N(O,1). De esta nanera

una vez determ nado el valor de a, nivel de significacion,

| a determ naci 6n del val or a, que verifica

pl-a,<Z< g]=1-a

es innmediato a partir de |las tablas de |la normal reducida.
(Ver figuras de la 7 a la 10 de este tenmn)

Sustituyendo adecuadanente la variable Z en |a expresion

del cal cul o de probabili dades

(X-Y)-(m-m)

2 2
\/§+ﬁ
n m

Despejando en la doble desigualdad el valor de Ila

P[‘a2<

<al=1-a

diferencia de |las nedias poblacionales, Ilegambs a la
siguiente expresi 6n para |la estinaci 6n por interval o para

| a diferencia de nedias para un nivel de significacioén a

_ 2 2 _ 2 2]
-Y-a* ’§+ﬁ<m-m<X-Y+a2* /§+ﬁu: 1-a
n m n mg

P

@)ngrbx

en donde a, es el valor de la N(O,1) que deja a su derecha

una masa probabilistica igual a a/?2.
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V.3.3.4.- Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones

normales cuando no se conocen sus varianzas.
Se di stinguiran dos casos:

Caso 1.- Cuando se dispone de nuestras grandes (n, m >
30). En este caso el intervalo de confianza viene dado

medi ante | a siguiente expresion.

-Y-a* §+§

n m

u
§+§u: 1

n mg

P <m-m< X-Y+a* -a

('ﬂ))('g><rD\

en donde a, sigue siendo el valor de la N(O,1) que deja a
su derecha a/2 de nmmsa probabilistica, y Si*y S,° son |as

vari anzas muestr al es de | a muestr a de X e Y

respecti vanment e.

Caso 2.- Cuando l|as varianzas son desconocidas pero
supuestanente iguales. En este caso el intervalo de

confianza vi ene dado por

U
> D> D>, (D> (D
X

en donde t, es el valor de la t-Student de n+tm 2 grados de

i bertad que deja a su derecha a/2 de nmasa probabilistica.

IV.3.3.5.- Intervalo de confianza para la varianza de una poblacion Normal.
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En este caso partinmpbs de una caracteristica X que se
conporta de forma nornmal con media m y desviacion tipica
S. Nuestro objetivo es obtener I a estinmacion por intervalo
de la varianza poblacional. Para ello obtenenps una

nuestra aleatoria sinple de tamafio n, {Xi, Xz ..., Xn}.

Hemos dicho previamente que podrianps denpstrar que
Z=(n*S%* s? se distribuye conp wuna distribucion chi-
cuadrado de n-1 grados de |ibertad. (Recordenps que S? es

| a vari anza de | a nuestra.

Sabiendo com se distribuye esta variable Z, l a

determ naci 6n de los valores a y b que verifica

P[a<Z<b]=1-a

es inmediata a partir de la tabla de |a distribucidén chi-

cuadr ado.

Desarrollando |la expresion anterior, obt enenns el

correspondi ente interval o de confianza.

n* SZ

P[ a<——<b]=1-a
1 s? 1
—< <=—]=1-a
[b n*s a
n* §° , N*g
P[—><s?<—=>]=1-a
[ p =S 2 ]
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en donde a y b son los valores de una distribuciodn chi-
cuadrado que cunplen |as condiciones establecidas en |a

figura 13.
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£(x) DISTRIBUCION JI-CUADRADO

12 /2

Fi gura 13

IV.3.4.- Intervalo de confianza para las proporciones

Suponganpbs una pobl aci 6n de tanmafio N en |l a que se quiere
estudi ar  si sus elenentos cunplen una determ nada
condi ci 6n. Podenos || amar proporci 6n poblacional (P) a la
proporci 6n de elenentos de |a poblacidn que cunplen |a
condi ci 6n, de manera que

P=k/N , siendo k el nunero de elenentos de | a
pobl aci on que cunpl en la condicién que
est udi anos.

Tomenos ahora una nuestra aleatoria sinple de tamafio n (X,
X2,....Xpn) Yy Illamenos proporcion nuestral (p) a la
proporci 6n de individuos de la nuestra que cunplen |a

condi ci 6n, de mmnera que:

p=xi/n, siendo x; la variable nuestral.
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Cada x; de la nuestra puede tomar dos val ores: valor 1 si
presenta |la caracteristica estudiada y valor 0 si no la
presenta, por |o que podenps entender que se trata de una

di stribuci 6n de Bernouilli de paranmetro p.

Si aplicanps el nmétodo de maxima verosimlitud es faci
deducir que el estinmador maxi noverosinm | de |la proporciédn

pobl aci onal es igual a |la proporcion nuestral, de manera

que
o
ax _
p: i=1 o X
n
En este caso, l|la nmedia tiene la interpretacién de

proporci 6n o frecuencia relativa que se observa en l|a

muestra de el ementos con |l a caracteristica estudi ada.

Sabenos que
E@)=E(X)= ¥ p

=S _Pa_p*(1-p)
V(p)—V(X)—7—7—T

Si fijamps el nivel de confianza 1-a podenpbs obtener |a
constante a, cono hacenos habitual mente, y el interval o de

confianza para el parametro P resultante sera:

-2 P o, [PD)

IV.3.5.- TAMANO MUESTRAL PARA UNA PRECISION DADA

Nuestro objetivo en este epigrafe es considerar conp se
Tema |V
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puede determ nar el tamafio de |a nuestra para realizar una
estimaci 6n por intervalos que presente una detern nada
precision. Nos limtarenmps a | os casos mas frecuentes en
una investigacion, es decir para |la estimcion de una
medi a pobl aci onal (con varianza conocida o desconocida) o
de una proporcion. En todo caso, si conocenps el estimador
por interval os, el tanafio nuestral para una precisioén dada

| o podenps obtener despejando el val or de n.

IV.3.5.1.- Determinacion del tamafio de la muestra para estimar a media de una

poblacion con varianza conocida.

Aplicarenps este caso tanto si |a poblacion presenta una
di stribuci 6n Normal conp si presenta algun otro tipo de
di stribuci 6n pero el tamafio de la nmuestra es
suficientemente grande conp para que converja a una

Normal . En anbos casos, sabenpbs ya que el intervalo de

confianza de la nedia poblacional para el nivel de

confianza 1-a viene dado por

P(X-a,*s/JnE mEX +a,*s/</n)=1-a

gue puede expresarse tanbi én, conp sabenps,

P(IX- mE a,* s/+/n)=1-a

donde

| X -

es el error (e) que conetenps en el proceso de estimaci on.
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Nosotros podenos situar el error de estimci én dentro del

limte aceptado, es decir, podenps hacer que

e=|X-m= a* s/4n

y de aqui
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2% 2
n:az S

La expresién anterior pernite calcular el tamafio de |a
nuestra (n) que habria que tomar, en el supuesto de que |a
vari anza es conoci da, dado un nivel de confianza 1-a del
gue depende el valor & y dado un error maxinmo (e) que

est anos di spuestos a aceptar.

IV.3.5.2.- Determinacion del tamafio de la muestra para estimar media de una

poblacion con varianza desconocida.

En este caso, el intervalo de confianza de |la nedia para

el nivel e confianza de 1-a sabenpbs que es

S

P(Y'ta*HE %7+ta*3%): 1-a

gue puede expresarse tanbi én cono
P(X-mEL* ———)=1-a
Jn-1

Por el msnmo razonam ento del caso anterior, el tamfo

nmuestral viene dado por |a expresioén

t2* S
eZ

n= +1

IV.3.5.3. Determinacion del tamafio de la muestra necesario para estimar la

proporcion p de una poblacion.

Conb en | os casos anteriores, el punto de partida es el
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interval o de confianza para el parametro p para un nive

de confianza de 1-a:

P(p'az* ’p(ln' p)£p£ p+a2* p(ln' p))=1-a

donde el error de estimaci 6n seria
e=|p-pl

y |l a probabilidad de conmeterl o:

P( p-plE a2 P =1-a

de donde el tamafio de | a nuestra seria:

_ a* p(1-p)
e2
IV.- Problemas
1.- Dada una nuestra de tamafio n, denobstrar que el

esti mador de | a nedia pobl aci onal
~_ 1%
= — Xi
q nal

es un estimdor sesgado. Cal cul ar el sesgo.

Solucion. Para que el estinmador sea insesgado debe
cunplirse que |la esperanza del estinmador sea igual al

val or del paréanetro

E[d]=q
E[q] = E] ax.]——E[ax.]—

1 ]
—ﬁaaxﬁ—mnmixn = m-2
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Si endo el sesgo del estimdor

b(q)=-2

2.- De una poblacidén N(m2) se obtiene una nuestra de
tamafio 4 representada por {Xi, Xz, X3, X4} . Se consideran | os

Si gui entes estimdores de m

a)
1 1 1
m_ZX1+EXZ+EX3
b)
IO SV SO
ﬁa 3 1 6 2 3 3 6X4
c)
S NRE NRE POE ¥
m 4 1 4 2 4 3 4 4
Pregunt as:

1.- Determnar |a sesgadez o insesgadez de |o0s
esti mador es.
2.- Calcular la wvarianza de |os estimdores vy

det er m nar cual es el de nmenor varianza.
Sol uci 6n:
1.- Caso a) sesgado, sesgo=ni4

Caso b) I nsesgado

Caso c) Insesgado

9s?/ 16
10s?/ 36

Caso c) varianza del estinmador = s% 4

2.- Caso a) varianza del estimdor

Caso b) varianza del estimdor

Por o tanto el de nenor varianza es el caso c), que

no es mas que la nedia aritnmética de |a nuestra.

3.- Denpbstrar que la varianza nuestral es un estimdor
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sesgado de | a varianza pobl aci onal

4. - Denpstrar que |a covarianza nuestral es un estimador
i nsesgado de | a varianza pobl aci onal .

5.- Sea X el nunero de accidentes que se producen en un
cruce durante una senmana. Sabenpbs que X se distribuye conp
una Poi sson de paranetro | =2. Se va a realizar un estudio
durante cinco semanas y querenos conocer |a probabilidad
de que en la prinmera semana se produzcan tres acci dentes,
en la segunda 1, en la tercera ninguno, en |la cuarta dos y
en la quinta ninguno. (En realidad en 1las cinco semanas
de estudio vanpbs a obtener una nuestra de l|la variable
al eatoria X de tamafio n=5 y | 0 que querenps es conocer |a
probabilidad de una determ nada realizaci é6n nuestral).

Nosotros debenmps cal cular |a probabilidad del siguiente
suceso:

PIX:=3)C (%=1 C(x=0)C(x=2)C(xs=0)]
=P(x=3)* P(x.= 1)* P(x=0)* P(xs= 2)* P(x=0)
_€e2,e’2,e’°2,e?2, 62 _

3 oo 2 o

B e—1026
3202 1%0!

=0.0002421

| magi nenos que ahora sabenps que |la variable aleatoria X
se distribuye conp una Poi sson pero nos conocenps el val or
de |I. En este caso |la probabilidad de obtener |a nuestra
anterior vendréa dada por
P[X:=3)C(%=1)C(x=0C(x=2)C(xs=0)]
= P(x= 3)* P(x2= 1)* P(xs= 0)* P(x,= 2)* P(xs = 0)
_el el el e 1?, "™ amda’ _
3! 1! o 2! o

e—5| I (3+1+0+2+0) e—5| I 6

Taoor2 0l 12
Conpb se puede observar el valor de | a probabilidad depende
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del val or del paranmetro |. Cuando enpl eanps el método de
la maxi ma verosimlitud para estimar el valor de |, |o que
hacenps es escoger el valor que hacer que |a probabilidad
de haber obtenido la realizacidn nuestral con la que
trabaj anos sea | a maxi ma posi bl e.

Conmo ya sabenos |a funci én de verosimlitud viene dada por
la funci 6n de densidad conjunta. En este caso particul ar

t enenos
-5l | 6
I

P[3,1,0,20,;1 ] = e12

5 6
|

L[3,1,0,20;1 =&
12

Para cal cular el valor estinmado de | debenos cal cul ar el
méxi no de la funci 6n de verosimlitud. Para facilitar |os
cal cul os normal mente se trabaja con el |ogaritno neperiano
de dicha funci én. Para este ejenplo tenenos

InL=-5I In(e)+6Inl -In12

dinb) - 5.6+ 129
|

6. - Sea una pobl aci 6n definida por
f(xq)= éx'(qi”), x31q9>0

Se pide obtener el estimador nmaxi noverosinmil del parénetro
t het a.

Sol uci on
La funcidén de verosimlitud para nuestras aleatorias
si npl es de tamafio n
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Apl i canps | ogaritnos neperianos

InL(X:q)= - nIntheta-(é+ DIN( xe..x.)=

-nmq-(1+1)§Inm;
q =1

[¢}
] a Inxi
dintxa)_-n, & ™ _ g
dg a g
por 1o que el estinmador nmaxino verosim | sera

Ay

J— =1

“ n

7.- sea X una variable aleatoria con |a siguiente funcidn
de densi dad

i0 g x<0

f(X;a)= |

lag™ s x30

Se toma una nuesta al eatoria sinple de tanafio, siendo su
realizaci 6n nuestral (1.5, 0.25, 2.75, 3, 4, 0). Calcular

el estimador maxi np verosim | de a.

8.- Sea X una variable aleatoria cuya funci 6n de cuantia

vi ene dada por
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| —
i T 13 x=-3
I
|
: 2a +1 =0
; 13
.I.

f(X; a,b)=J|[ 3b s x=1
T
|
|
15-3a -5b , ,_,
i 13
|
i 0§ x1-3012
1

a. denobstrar que es una verdadera funci 6n de cuanti a.
b. Si  tomanpbs una nuestra aleatoria sinple con Ila
siguiente realizaci 6n nmuestral {-3, 0, 1, 2}. Calcular |os

esti madores maxi no verosinmles de a y b.

9. - Suponganpbs que tenenps una pobl aci 6n que se conporta
como una distribucién Normal de |la cual no conocenpbs su
nmedi a, pero si sabenpbs que su desviacion tipica es igual a
3. Para poder estudiar esta poblacion, obtenenps una
nmuestra obt eni endo | os si gui entes resul t ados
{18, 22, 23,17,20, 17,23,14,26}. Obtener la estinmacidn
puntual y por interval os para un nivel de confianza de
95%

Sol uci on:

La estimaci 6n puntual por maxima verosimlitud es |a nedia
nmuestral. Si cal culanbos | a nedia de |a nuestra, obtenenps
gue su valor es igual a 20. Esta es |la estimci 6n puntual

de I a nedi a pobl aci onal

Por otra parte, sabenps que el intervalo de confianza

vi ene dado por
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(X-a,*s/+/n, X +a,* s/4/n)

para un nivel de significacion genérico a. Para un nive
de significacién del 5% el valor de a, es igual a 1.96. H
valor de |la nedia nuestral es 20, el tamafio nuestral 9 vy
| a desviacién tipica 3. Lo Uunico que tenenps que hacer es

sustituir estos valores en |a expresi 6n anterior.

(20 - 1.96* 3/~/9,20+ 1.96* 3/~/9 )= (18.04,21.96)

Por o tanto, tenenpbs una probabilidad del 95% de que el
interval o (18.04, 21.96) contenga al verdadero valor de |la

medi a pobl aci onal .

Cbsérvese que si nosotros tuviésenns otra nuestra, la
medi a nuestral puede ser distinta y en consecuencia el

intervalo tendria unos extrenos distintos.

10. - Dada una pobl aci 6n N(30,10), ) qué tamafio nini no debe
de tener la nuestra para que la estinmacién de la nedia
difiera del valor real en nmenos del 30% para un nivel de

confianza del 95%
Sol uci 6n: n=43

11.- Se desea obtener un intervalo de confianza de |a
nmedi a de una pobl aci 6n Nornmal de par anmetros desconoci dos a
partir de una nuestra dada por (5,7,5,3,2,8,11, 14, 16, 18).

Con un nivel de significacion del 10%

Sol uci 6n:  (5.667, 12.133)

12.- El nudnero diario de piezas fabricadas por |a maqui na
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A en cinco dias ha sido {50, 48, 53, 60, 37}, mentras que
en esos msnos dias |a maqui na B ha hecho {40, 51, 62, 55,
64} . Se pide: a) Construir un intervalo para |la diferencia
de medias entre las maAquinas Ay B, suponiendo que anbas
maqui nas tienen la msma desviacion tipica. b) Lo m sno,
sin suponer la msnma desviacion tipica. ¢c) Determ nar cua

debia haber sido el tammfio muestral n de anbas mnuestras
para que en el caso a) y con el msno val or de |la varianza
estimada, la longitud del intervalo para |l a diferencia de
medi as con a= 5% fuese de 8 uni dades.

Sol uci on:

Caso a) [8.39,17.99]

Caso b) [-14.81,5.21] (solo aplicable a nuestras nayores
que 30)

Caso c¢) n > 54 dias.

13.- Dada La poblacién N(ms) calcular el intervalo de
confianza para |a varianza sabi endo que en una nuestra de

tamafio 8 henps obtenido una varianza nmuestral igual a 9.
Sol uci 6n: [5.12, 33. 23]

14. - De una urna con bolas blancas y negras se obtiene una
nmuestra al eatoria sinple de tamafio n=140, observandose 80
bol as bl ancas.

Hallar el intervalo de confianza de |la proporcion p de
bol as bl ancas de |a urna al nivel del 99.7%

Sol uci 6n

El estimador naxinoverosim | de |a proporci én pobl aci onal
es
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o= [ 80 _ 0,57
n 140

El valor de a, para un nivel de 0,997 es aproxi mdanmente

igual a 3. Por tanto, el intervalo de confianza para p es:
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(0,57 - 3, /—0’57(1' 0.57) :0,57 + 3, /—0’57(1' 0,57) )= [0,444;0,696]
140 140

15.- Determinese el tanmafio de |a nuestra necesario para

estimar la media m de una poblacidon con s=4,2. si se
qui ere tener una confianza del 95% de que el error de
estimaci 6n se situe cono nmucho en el "0,05

Sol uci on

Comp 1-a es 0,95, en |as tablas obtenenps el valor 1, 96.

2%
_a9s)

2
(42) 0,05)*= 27.106
Por tanto

16.- Con el fin de estimar |la nmedia de una poblacion se

definen | os siguientes estinadores:

1
mzﬁim+&+w+m)

1 %t X, 8 X
== + 3 ——
=575 ra )
Sel ecci onar el estinmador adecuado para obtener wuna

estimacion de la nedia (), a partir de una nuestra de

t amafio n=10.

17. - Suponganps que X (nl de accidentes que ocurren en un
det erm nado punto kilométrico de la carretera nacional 340
por semana) es una variable aleatoria, que se distribuye
segun un nodel o de Poi sson de paranmetro | =2.

a) ¢Cudl es la probabilidad de obtener l|a nuestra de
tamafio 5 (observaci ones de 5 senmnas consecutivas) para el

estudio de esta variable, formada por |os valores (
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3,1,0,2,0)7?.
b) ¢Cual seria |a probabilidad si desconoci éranps el val or

de | 2.

18.- Con |las m smas condiciones del ejercicio anterior, y
suponi éndo que desconocenos | .
Cal cul ar segun el MMYV. (método de maxi ma verosimlitud)

el estimador de | para dicha nmuestra.

19.- Sea X wuna variable aleatoria continua, con I|a
si guiente funci 6n de densi dad:

f(x;a)=a.e® 9 x3 0y0 parad resto
En el estudio de esta variable se tom una nuestra
aleatoria sinple de tamafio 6, siendo su realizacion
muestral (1.5, 0.25, 2.75, 3, 4, 0).
Se quiere cal cular el ESTI MADOR MAXI MO VEROCSIM L de a.

20.- Una variable aleatoria esté distribuida uniformenente
en el intervalo (0, q).
Si se extrae una nuestra de tamaiio 4, y se define el
esti mdor de q, cono

- ¢ v

qﬂ_gf
¢Qué valor debe tener k para que el estimador q sea
i nsesgado?.

21.- En una nuestra de tamafio 2 extraida de una pobl aci 6n

normal N( mr, 1) enpl eanbs conp estinadores de |a nmedia |os

si gui entes estdisticos:
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Q. 3X1 3X2
. 2 4

C]2_€X1+€X2

G: = ESTIMADOR. MAXIMO.VEROSMIL
a) ¢Cuaal

0 cual es son insesgados?
b)

De | os sesgados,

52

ccual es mas eficiente?.

Esti maci 6n
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22.- Hallar el estinmador maxino verosim| de g, para una

variable aleatoria que tiene wuna funcid6n de cuantia

f(x;g)= p_qg* donde q=1-p , en nuestras de extensi on n.

2
X

23.- Dada |a funcid6on de densidad f(x;q)= €z’ , hall ar
(xq) N

el estimdor de maxi ma verosimlitud para nuestras de

t amafio n.

24.- Los datos que se dan a continuaci 6n son | 0os pesos en
granos del contenido de 16 cajas de cereales que se
sel ecci onan en un proceso de |l enado, con el propé6sito de
verificar el peso promedio: 506, 508, 499, 503, 504, 510,
497, 512, 514, 505, 493, 496, 506, 502, 509, 496. Si e

peso nmedi o de cada caja es una variable al eatoria nornal
con una desvi aci 6n standard de 5 granos.

Obtener el interval o de confianza del 90% para |a nedia de

Il enado de este proceso.

25.- La variable aleatoria "demanda" (mles de pesetas) se
di stribuye conmo una normal con desviacién tipica igual a
10. 000.

Se estudia una nuestra de 20 elenmentos y se obtiene una
medi a de 39. 000 ptas.

a) Contruir un intervalo de confianza para la nedia
pobl aci onal con un nivel de significacidén del 5%

b) ) qué tamafio m ni no deber& tener |la nuestra para que |a
estimaci 6n de la nmedia difiera del valor real en menos de
3.000 ptas? ) Y en nenos de 1.000 ptas?.

26. - Suponganps que tenenps una pobl aci 6n que se conporta
como una distribucion normal, de la cual no conocenps su
nmedi a, pero si su desviacion tipica que es igual a 3. Para
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poder estudi ar esta pobl aci 6n, obtenenps una nmuestra con
| os siguientes resultados: 18, 22, 23, 17, 20, 17, 23, 14,
26.

Cbtener | a estimci6n puntual y por intervalos para un

ni vel de confianza del 95%

27.- Sea una variable X caracterizada por una distribucién
normal de nedi a desconocida y varianza 4.

Contruir un intervalo de confianza para la nedia de |a
pobl aci 6n con | a siguiente informaci 6n nuestral: 29, 30,
35, 36, 40, 42, 45, 47, 48.

28.- Un fabricante de fibras sintéticas desea estimar |a
tensi 6n de ruptura nedia de un tipo de fibra. Para ello,
di sefla un experinmento en el que se observan | as tensiones
de ruptura, en libras, de 16 hilos seleccionados
al eatori anente. Las tensiones obtenidas son 20.8, 20.6,
21.0, 20.9, 19.9, 20.2, 19.8, 19.6, 20.9, 21.1, 20.4,
20.6, 19.7, 19.6, 20.3, 20.7

Supéngase que la tension de ruptura de una fibra se
encuentra nodelada por una distribucidn normal con

desvi aci 6n tipica de 0.45 |ibras.

Construir un interval o de confianza estinado del 98% para
el valor real de la tension de ruptura pronedio de la
fibra.

29.- Se desea obtener un intervalo de confianza de |a
medi a de una pobl aci 6n nornmal de paranmetros desconoci dos a
partir de una nuestra dada por (5, 7, 5, 3, 2, 8, 11, 14,

16, 18), con un nivel de significacion del 10%

30.- Una nuestra de 10 nedi das de di anetro de una esfera

di 6 una nedia de 4.38 pul gadas y una desviaci 6n tipica de

54 Tema |V



ESTADI STICA ||

0.06 pulgadas. Hallar los limtes de confianza para el
di &nmetro verdadero del 95% de nivel de confianza.

31.- Se esta estudiando el absentisno | aboral fenenino en
una enpresa de determ nado sector. Se eligieron, para
ell o, 10 trabajadoras al azar de una determ nada secci 0On,
anot andose el nunero de dias que faltan al trabajo por

di ferentes notivos, en los uUltinbs 4 neses:

EMPL. N1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10

FALTAS 5 4 1 6 8 7 4 2 7

(di as) 6

Determ nar un intervalo de confianza del 99% para el nl
nmedi o de dias de absentisnmo | aboral fenenino en | a enpresa

en el ultino cuatrinestre.

32.- Una nmuestra de 150 bombillas del fabricante A dieron
una vida nmedia de 1400 horas teniendo esta variable una
desvi aci 6n pobl aci onal de 120 horas y otra nuestra de 100
bombi |l as del fabricante B dio una vida nmedia de 1200
horas con una desvi aci 6n pobl aci onal de 80 horas. Hall ar
los limtes de confianza del 99% para |l a diferencia de |as
vi das nedi as de | as pobl aci ones Ay B.

33.- Dos universidades publicas tienen nétodos distintos
para matricular a sus alumos. Los dos desean conparar el
tienpo que tardan |os alunmmos en conpletar el tramte de
matricul aci 6n. Para ello, se anotaron |os tienpos de
matri cul aci 6n en cada universidad para grupos de 100
al utmos sel ecci onados al azar. Las nedias y desvi aci ones
tipicas nuestral es son | as siguientes:
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media 1 = 50.2 media 2 = 52.9
desviacion 1 =4.8 desviaciéon 2 = 5.4

Si se supone que el nuestreo se |leva a cabo sobre dos
di stribuciones normales e independientes, obtener |os
i nterval os de confianza para el 90% 95%y el 99% para |la
di ferencia de medi as del tienpo de matricul aci 6n para | as
dos uni versi dades.

34.- Sean X e Y dos poblaciones normales de nedias
desconoci das y de varianzas conmunes. A partir de nuestras
de tamafio nl1=10 y n2=12, construir wun intervalo de
confianza para |la diferencia de nedias pobl aci onal es, si
| as nedi as nuestrales son: 15.7 para |la poblacion 1y 14.3
para |la poblacidén 2, y las desviaciones nuestrales son
10.2 y 9.6 respectivanmente, para niveles de confianza 90,
95 y 99%

35.- Si una variable aleatoria tiene por funcidn de
densi dad

f(x;a):%_%%) s 0ExElya>0

Hal | ar el estinmador maxino verosim | del paréanetro a, para

muestras al eatorias sinples de tamafio n

36.- Dada |la poblacién N(ms), calcular el intervalo de
confianza para |a varianza sabi endo que en una nuestra de
tamafio 8, henpbs obteni do una varianza nuestral igual a 9.
Para un nivel de significacion del 5% del 10%y del 1%

37.- Un proceso produce cierta clase de cojinetes de bol a

cuyo dianmetro interior es de 3 cm Se sel eccionan de forma

al eatoria 12 de estos cojinetes y se m den sus di anetros
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i nternos, resultando una varianza muestral de 0.0005455.
Suponi endo que el dianetro es una variable aleatoria de
normal mente distribuida, determ nar el interval o de

confianza del 99% para | a varianza.

38.- Una nuestra aleatoria de 20 cojinetes fabricados por

una maqui na durante una jornada di o una media de 20.92 mm

y una desvi aci 6n de 1.067 mm

Hal | ar 1 os interval os de confianza del 95% 98% 99%y 90%

de | os di ametros nedi os de | os cojinetes.

39.- Una nuestra tomada de una poblacion normal dio |os
siguientes val ores: 521, 509, 539, 516, 508, 517, 529,
501, 521, 532, 547, 504, 529.

Determ nar con una confianza del 95% si es adm sible el

val or 10 conp posi bl e desviaci 6n tipica poblacional.

40. - Para conparar | as puntuaciones nedias de 2
asignaturas se han considerado las calificaciones
obt eni das en cada una de ellas, sobre una nuestra de 50

al utmos, obteni éndose | o0s siguientes resultados:

x.=51 §=25 =62 5=31
Obtener un intervalo de confianza para |a diferencia de

medi as a un nivel del 95%

41. - De dos grupos anal ogos de enfernos Ay B fornmados por
50 y 100 individuos, respectivanente, al prinero le fue
dado un nuevo tipo de somifero y al segundo u tipo
convenci onal .

Para | os pacientes del primer grupo, el numero nedio de
horas de suefio fue 7.82 con una desvi aci 6n de 0.24 horas.
Para |os del grupo B fueron 6.75 y 0.30 horas
respectivanmente.
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Hallar los limtes de confianza del 95% y 99% para |a
di ferencia del numero nedio de horas de suefio i nduci das

por | os dos tipos de somniferos.

42. - Sabiendo que el tanto por uno de los clientes no
nor osos que corresponde a cada uno de | os representantes
de una enpresa, se distribuye segun densidad de
probabilidad dada por la curva de la famlia

f(x)=(k+1+)_x 9§ 0<x<1

donde k es un paranmetro que puede tomar val ores nayores
que -1 y que depende del representante en cuesti 6n

Se pide obtener un estimdor del parametro k, basado en
una nmuestra de n el enentos, a través del nétodo de maxi na
verosimlitud.

43.- Una cuenta contable formada por un gran numero de
asientos presenta una varianza entre las cifras
regi stradas igual a 2.224. ¢ cual debera ser el tamafio de
la nuestra para estimar el inporte nedio de todos |os
apuntes contabilizados con un error de 12 pesetas, Ssi
suponenps una poblacién basica normal y un 95% de

confi anza?.

44. - El tienpo que tarda en cubrirse cierto trayecto de
una | inea de guagua es aleatorio con distribucién nornal
de paranmetros desconoci dos. Teniendo en cuenta que una
muestra de 20 autobuses daba para este m snp recorrido una
media de 32 m nutos y una vari anza de 25, determ nar:

a) un intervalo de confianza para el tienpo pronedio en el
gque se cubre dicho recorrido, con un 95% de confi anza.

b) el nivel de confianza que permitiria trabajar con una
precisién de (+/-) 2,4 m nutos.

45. - Sean dos nuestras distintas que han sido disefiadas
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para estimar el

aut omdvi | .

gasto nmedi o anual en talleres necani cos de

coches < 25000 k.

coches > 60000 k.

gasto

de rodaje de rodaje
Tamafio nmuestr al 137 104
Gasto nedi o 9642. 7 18366. 5
Desvi aci 6n del 1421. 1 3298.1

Obt ener con un nivel de confianza del 80%

a) un intervalo

aut omovi | es.

para el gasto nedi o anua

de cada grupo de

b) un intervalo de confianza para |la diferencia de gasto

medi o entre uno

y otro grupo.
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