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Ola!

Antes de prosseguirmos, vamos dar uma geral no que ja fizemos até aqui...

Onde estavamos?

Primeiramente, vamos relembrar algumas definigoes e resultados principais.

1 Espacos de medida

Definigdo 1.1 (Algebra e g-algebra). Sejam X um conjunto nio vazio e &7 C p(X).

Dizemos que &/ é uma dlgebra (sobre X) se:
(i) o #0;
(7i) para todo A € &7, tem-se que X \ A € &;

(731) para todo o C </ finito, tem-se que U Ae .
A€

Dizemos, ainda, que o/ é uma o-dlgebra (sobre X) se o/ é uma algebra em que a
condigao (i7i) acima ainda é satisfeita se a palavra “finito” for substituida por “enume-

rével”.



Observagao 1.2. Equivalentemente, poderiamos substituir o item (z) na Defini¢ao

1.1 por

(i") D e o
ou por

(") X € o.

Observagao 1.3. Equivalentemente, poderiamos substituir o item (iii) na Defini¢ao
1.1 por

(737") para todo % C o finito e nao vazio, tem-se que ﬂ Ae .
Aed

Observagao 1.4. Se &/ é uma algebra sobre X # ) e A,B € o/, entao A\ B € o
— pois A\ B=AnN(X\B).

Definigao 1.5 (Medida numa &lgebra). Sejam X um conjunto nédo vazio, &/ C o(X)
uma algebra e v : &7 — [0, +00] uma func¢do. Dizemos que p é uma medida em < se

as duas condigoes a seguir sao satisfeitas:

(77) para todo 7 C o/ enumeravel cujos elementos sdo dois a dois disjuntos e tal

que U A € &, tem-se que u( U A> = Z w(A).

Aea A€ A€

Exemplo 1.6 (Um exemplo importante). Sejam
T =A{la,+oo[:a € R} U{]—00,b] : b€ R} U{]a,b]:a,beR}

e A o conjunto de todas as unides finitas disjuntas de elementos de Z. (Nestas condi-
goes, A é uma algebra — vide Exercicio I-4 da Lista 1.)

Entao
p B — [0, 4+00]

k=1

¢ uma medida em % — sendo ¢(I) o comprimento do intervalo I.



Definicao 1.7 (Medida numa o-algebra). Sejam X um conjunto nao vazio, & C o(X)
uma algebra e v : &7 — [0, +00] uma func¢do. Dizemos que p é uma medida em < se

as duas condicoes a seguir sao satisfeitas:

(77) para todo % C &/ enumeravel cujos elementos sao dois a dois disjuntos, tem-se

e (| 4) = 3wt

A€o A€o
Definigao 1.8 (Espaco de medida). Um espaco de medida é uma tripla (X, o7, p) em
que X é um conjunto nao vazio, & C p(X) é uma o-algebra e p : & — [0, 400] é

uma medida em <.

Proposicao 1.9 (Algumas propriedades béasicas). Seja (X, o7, ) um espago de me-
dida. Entao:

(a) para quaisquer A, B € o/ com A C B, tem-se u(A) < u(B) — além disso, se
u(B) < 400, entdo u(A\ B) = p(A) — p(B);
(b) para todo 7 C o/ enumeravel, tem-se que ,u( U A) < Z w(A);

A€ A€ol

(¢) para toda sequéncia (A, )nen de elementos de o7 satisfazendo A, C A, para
tod tem- ( An> — lim u(A,):
odo n € N, tem-se que g U nlerr&u( )

neN

(d) para toda sequéncia (A, )n,en de elementos de o7 satisfazendo p(Ay) < +oo e
A, D A, para todo n € N, tem-se que u(ﬂ An) = lirrN} w(Ay).
ne

neN

Definigao 1.10 (Medida (o-)finita). Seja (X, <7, ;) um espago de medida.
e Dizemos que p é uma medida finita se pu(X) < +oo.

e Dizemos que p é uma medida o-finita se existe @, C &/ enumeravel com X =

U A satisfazendo p(A) < 400 para todo A € <.
Aca

Definigao 1.11 (Espago de medida completo). Um espago de medida (X, o7, u) é
completo se, para todo A € &/ com p(A) = 0, tem-se que p(A) C /. (Em outras
palavras: (X, .o, ) é completo se B C A € & com pu(A) = 0 implica que B € &7.)
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Proposicao 1.12 (Completamento de espagos de medida). Seja (X, .o, 1) um espago

de medida. Entao, tomando-se
J:{AUB:AE%eBQZparaalgumZE;zfcomu(Z):0}

e definindo-se i(A U B) = u(A) para todo AU B € o com A€ o e BC Z para
algum Z € &7 tal que p(Z) = 0, obtemos um espago de medida completo (X, JZZ i)
tal que o C o e fily = p (ou seja, fi(A) = p(A) para todo A € 7). Além disso, se
@ é (o-)finita, entdo fi também o é.

O espago de medida (X, ,Q/f\jﬂ) assim obtido é dito o completamento de (X, o7, ).

Observagao 1.13. Dado um espago de medida (X, o7, i), pode ser que existam varios
espagos de medida completos (X, &7, i') satisfazendo &7 C o/’ e i/ [, = p; mas, para
todos eles, teremos &7’ D o (sendo o a o-algebra da Proposi¢ao 1.12) — isso porque,
na demonstracao da Proposicao 1.12, mostramos que o/ é a menor o-algebra sobre X
que contém o7 U{B C X :existe Z € &/ com pu(Z) =0 tal que B C Z}. Além disso,
a funcao i definida na Proposicao 1.12 é a Gnica medida em szquue estende p.
Assim, num certo sentido, o completamento de um espaco de medida é o “menor”

espago de medida completo cuja o-algebra contém a original.

2 Medidas exteriores

Defini¢ao 2.1 (Medida exterior). Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma
fungao p* : p(X) — [0,400] é uma medida exterior (sobre X) se as trés seguintes

condicoes sao satisfeitas:

(17) para quaisquer A, B € p(X) com A C B, tem-se u*(A) < p*(B) (isto &, u* é
mondtona);
(17i) para qualquer % C p(X) enumeravel, tem-se que ,u*( U A) < Z w(A)

A€ A€
(isto é, u* é subaditiva).



Proposicao 2.2 (Geragao de medidas exteriores). Sejam X um conjunto nao vazio,
PB C p(X) um subconjunto com {0, X} C B e p: B — [0,+00] uma fun¢ao com
p(0) = 0. Entao a fungao p* : p(X) — [0, +oo] definida por

w(E) = inf{ Z p(B) : By C A é enumeravel e tal que £ C U B}
Be%y Be%y
para todo £ C X é uma medida exterior sobre X.

Além disso, no caso em que # é uma algebra e p € uma medida em A, tem-se que
w*(B) = p(B) para todo B € A.

Lema 2.3 (Medida exterior de Lebesgue em R). Dado A C R arbitrario, tem-se que

0s quatro numeros a seguir sao iguais:

(a) inf{Ze(]an,bn[) V€N (an by €R A a4y <b,) A AC | Jan,bal |5

neN neN

neN neN

J
(b) inf{Ze(]an,bn]) V0 €N (anyby €R A an <by) A AC | ]an, by };
J

(c) inf{Za [t bal) -V € N (@n,by € R A @y <) A AC | [an bl };

neN neN

(d) inf{ZE( (s b)) -V € N (anyby €R A an <b,) A AC | [an, bl };

neN neN

Esse valor recebe o nome de medida exterior de Lebesque de A, e é denotado por
m*(A). (Pela Proposigao 2.2, m* : p(R) — [0, +oc] é, de fato, uma medida exterior
sobre R.)

Para onde vamos?

O proximo passo agora é usar medidas exteriores (muito por exemplo, a medida exte-
rior de Lebesgue em R) para obter medidas de fato.

A principal ferramenta para conseguirmos isso seré o Teorema da Extensao de
Carathéodory. Como as aulas foram interrompidas quando estdvamos ana—metade no
comego da demonstragao desse teoremao, acho que podemos (re)fazé-lo desde o inicio
na primeira aula do ECE. (Nao percam!)

[Em todo caso, as Listas 1 e 2 sdo baseadas no contetido elencado até aqui.]



3 Geracao de medidas

Fixe um conjunto nao vazio X. Nosso objetivo agora é, a partir de uma medida
exterior p* sobre X (definida, portanto, em p(X)), obter uma medida p sobre X —
que sera simplesmente a restrigao de p* a uma o-algebra o7 C p(X).

O desafio, naturalmente, é que ./ tem que ser muito bem escolhida para que:

e 1 = 1", seja uma medida de fato (entdo &7 nao pode ter gente demais: se,
por exemplo, &7 = p(X), em geral ndo da pra conseguir uma medida em &/ —

como vimos na primeira aula do curso para o caso X = R);

e o/ tenha gente o bastante pra que a medida p assim obtida preste pra alguma

coisa (sendo era s6 tomar & = {(), X} e sair andando).

A titulo de motivacao para como vamos definir essa tal o-algebra .o/, vamos mostrar

uma coisinha:

Lema 3.1. Considere as mesmas condi¢oes da Proposicao 2.2 — com a hipotese

adicional de A ser uma algebra e p ser uma medida em A. Entao, para cada A € A,
tem-se que VE C X (u*(E) = p*(ENA) 4+ p*(E\ A)).

Como ja fizemos outras vezes, para provar o Lema 3.1 faremos uso do seguinte

resultado (cuja demonstragao é um exercicio de andlise real):

Lema 0. Se a,b € R sdo tais que Ve > 0 (a < b+¢), entdo a < b.

Demonstragao do Lema 3.1. Fixe A € 8 e E C X arbitrarios. Como £ = (ENA)U

(E'\ A), ja temos (pelo fato de p* ser uma medida exterior) que
pr(E) < p(ENA)+p (BN A).
Agora, para mostrar a desigualdade
pw(ENA)+p (E\A) < p(E),

usaremos o Lema 0.



Primeiramente, note que, se u*(F) = +o00, nada ha a se fazer. Suponha, entao,

que p*(F) < 400, e tome & > 0 arbitrario. Como p* é definida por

p(E) = inf{ Z p(B) : By C A é enumeravel e tal que £ C U B},

BE@(} Beﬂo

tem-se (da defini¢ao de infimo) que existe %y C A enumeravel tal que £ C U Be
Be%By

3" olB) < () + =
Be%y
Note que, para cada B € %, tem-se que BNA € Be B\ A< A (pois B é

uma algebra e A, B € %); logo, como p é uma medida em %, decorre da igualdade
B = (BN A)U(B \ A) e da Proposi¢ao 2.2 que p(B) = p(BNA) + p(B\ A) =
p (BNA)+ p*(B\ A). Assim,

dopB)= > (W(BNA)+u(B\A)= > p(BNA)+ > uw(B\A). (1)

BeRBy Be%A, BeRAy BeRAy

Agora, como E C U B, entao
Be%y

ENAC ( U B)mA: U (BnA4)

Be%, Be%B,

E\AC ( U B)\A: L (B A);

Be%A, Be%A,

logo, como p* é uma medida exterior, tem-se que

prEnA) < (|J Bna) < > B

BeXo Be%o
e (1)
p(ENA) <t (| (BVA) < D B A).
Be%o Be%o

Juntando (1) e (I), obtemos

WENA)+ (BN < S wrBra)+ S (B\A) = 3 p(B) < p(B) + <,

Be%Ag BeABy Be%y

e a desigualdade desejada decorre entao do Lema 0. O
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Informalmente, o Lema 3.1 nos diz que os elementos de % “cortam bem” qualquer
subconjunto de X com relac¢ao a p*. Essa vai ser exatamente a propriedade (um tanto
esquisita, é verdade) que vai definir os elementos da o-dlgebra que estamos buscando
no caso geral — e que vai, magicamente, fazer o rolé todo funcionar.

O teoremao que vai nos dar isso é o famoso:

Teorema 3.2 (Teorema da Extensao de Carathéodory, pt.1). Sejam X um conjunto

nao vazio e p* : p(X) — [0, +o0] uma medida exterior sobre X. Entao
o = {ACX:VECX (4 (E) = p*(EN A) + (B \ A)}

é uma o-algebra sobre X; além disso, sendo p a restricao de p* a <7, tem-se que

(X, .o, ) é um espago de medida completo.

Demonstracao. O enunciado é curto, mas temos vérias coisas para mostrar aqui...
Para ficar mais organizado, vamos dividir a demonstracao em varios passos:
Passo 1. &/ é uma algebra.
Passo 2. Para quaisquer Aj,..., A, € o/ dois a dois disjuntos (sendo n € N*) e
n n
E C X, tem-se que p* <E N U Ak> = Zu*(E N Ag).
k=1

k=1
Passo 3. o/ é uma o-algebra.

Passo 4. p = p*l s € uma medida em 7.
Passo 5. O espago de medida (X, 7, 1) é completo.

(O enunciado do teorema ¢é a conjungao dos Passos 3, 4 e 5, apenas; mas vamos
usar o Passo 2 para mostrar o Passo 3, e vamos precisar do Passo 1 para fazer o Passo
2.)

OK, vamos 14!

e Passo 1. o/ é uma algebra.
E imediato que § € o7 e X € o/, de modo que o # (). Além disso, dado A € o

arbitrario, tem-se que, para todo £ C X,
pH(E) = p*(B 0V A) 4+ it (E\ A) = it (B (X \ A)) + 1 (B0 (X \ A);

portanto, X \ A € /. Resta, assim, mostrar que toda unido de uma quantidade finita

de elementos de &/ é também um elemento de A. Para tanto, é suficiente mostrar que



toda uniao de dois elementos de &7 é um elemento de &/ — o caso mais geral decorre
facilmente deste por inducao.

Sejam, entao, A, B € &/ quaisquer. Devemos mostrar que, para todo £ C X,
tem-se p*(E) = p*(EN(AUB)) + u*(E\ (AU B)).

Tome E C X arbitrario. Note que £\ (AU B) = (E'\ A) \ B; logo, a igualdade

que devemos concluir é

pH(E) = (EN(AUB)) +p*((E\ A)\ B). ()

Vamos ver como podemos usar a tltima parcela que aparece acima, p*((E '\ A) \ B).
Temos que essa mesma parcela aparece na seguinte igualdade (que decorre do fato de

que B € &7, aplicado ao conjunto E \ A):

p(ENA) = p (ENA)NB) +p ((E\ A)\ B). (1)

Por outro lado, como A € &7, temos também que p*(E) = p*(ENA) + p*(E\ A).
Substituindo (1) nesta igualdade, obtemos

pHE) = p (ENA) + (BN A) N B) + p*((E\ A)\ B).

Comparando a ultima igualdade obtida com a igualdade desejada (1), nota-se que,

para concluir o Passo 1, resta mostrar que
p(EN(AUB)) = p (ENA)+p ((E\A)NB). ()
Mas o fato de que A € &7, aplicado ao conjunto £ N (AU B), nos diz que
W(EN(AUB)) = (BN (AUB) N A) + (BN (AUB)\ A); (1)

e basta agora notar que (EN(AUB))NA = ENAeque (EN(AUB))\A = (E\A)NB
(exercicio) para obter (1) a partir de (11).

e Passo 2. Para quaisquer Ay,..., A, € o/ dois a dois disjuntos (sendo n € N*) e

E C X, tem-se que p* (E N U Ak> = Zu*(E N Ag).
k=1

k=1
Novamente, mostraremos apenas o caso n = 2; o caso geral decorre deste por
n+1 n n
indugao, uma vez que U Ap = (U Ak>L'JAn+1 e que (pelo Passo 1) U Ap € .
k=1 k=1 k=1
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Tome, entao, A, Ay € & e E C X arbitrarios com A; N Ay = (0. Aplicando ao
conjunto £ N (A; U Ay) o fato de que A; € &7, obtemos

p(EN (AU Az)) = p (BN (AU Az)) N A+ p* (BN (A U Az)) \ Ay)
— e, como A; e Ay sao disjuntos, isso se reduz a
p(EN(A1UA)) = p(EN A+ (BN A),

como queriamos.

e Passo 3. o/ é uma o-algebra.

Tome oy C &/ enumeravel, vamos mostrar que U A € of/. Se 4 for finito,

AE
o Passo 1 ja garante isso. Suponhamos entao que 7 ¢é infinito, e enumeremos os
oo

elementos deste conjunto como % = {Aj, : k € N}. Seja A = U A= U Ag.
_ AE
Queremos concluir que A € &/ — ou seja, que, para todo £ C X,

WH(B) > (BN A) + (B \ A). (1)

(Na verdade, queremos a igualdade; mas a desigualdade < ja sai de graga porque
E=(ENA)U(E\A) e u*ésubaditiva.)
Vamos tratar primeiro do caso em que A,, N A, = () sempre que m,n € N forem

distintos. Fixe FF C X arbitrario, e defina B,, = U Ay, (€ o, pelo Passo 1) para cada

k=0
n € N. Entao, pelo Passo 2, todo n € N satisfaz

p(E) = p(ENBy)+p (E\B,) =

= > W(ENA)+u(E\B,) > pH(E N Ap) + p* (B \ A)

k=0 k=0

(sendo que a desigualdade se deve ao fato de que E\ A C E'\ B, e y* é monétona).

Como a desigualdade acima vale para todo n € N, tem-se assim que

i EﬂAk +/L(E\A)

11



o

disto decorre (1), uma vez que, como ENA = E N U A, = U(E N Ag) e u* é
k=0 k=0

subaditiva, entao p*(E N Z) = u* (U EnN A ) Z,u (ENAg).
k=0

Resta o caso em que os elementos de .24 nao sao d01s a dois disjuntos. Mas este
caso decorre do anterior: se, para cada n € N*, tomarmos A, \ B,_1 (€ &) no lugar
de A,,, teremos que estes sao conjuntos dois a dois disjuntos cuja uniao é também A;

assim, pelo caso anterior, concluimos da mesma maneira que A € 7.

e Passo 4. p = p* ¢ uma medida em 7.
Tome o) C o/ enumeravel cujos elementos sao dois a dois disjuntos, e seja A=

U A € &/. Devemos mostrar que p(A) = Z w(A).
AE%O AGWO _
Enumere os elementos de % como o = {A; : k € N}; mostraremos que p(A) =

p(Ag). (Caso oy = { Ao, ..., A,} seja finito, tome A, = () para todo k > n; como

NE

>
Il
o

1(0) = 0, a igualdade (A Zu Ay,) ainda significard que ju(A) = Z w(A).)
k=0 A€l

Perceba que, na demonstracao do Passo 3 para o caso em que os conjuntos eram dois

a dois disjuntos (como agora), mostramos que valia a seguinte cadeia de desigualdades:
> (BN A+ pt(E\ A) > p*(EN A) + p*(E\ A) > p*(E)
k=0

— e, portanto, que as desigualdades se tratavam de igualdades. Em particular,

W(E) =Y @ (ENA)+u (E\ A)

k=0

para cada F C X; tomando entao F = Z, obtemos da igualdade acima que

p(A) = p(A) =3 (AN Ag) + (AN 4) = Zu (Ax) = > u(Ap)

como queriamos.
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e Passo 5. O espago de medida (X, .o, ) é completo.
Seja Z € o tal que u(Z) = 0, e tome B C Z arbitrario. Devemos mostrar que

B € of — ou seja, que, para todo F C X, tem-se p*(FE) = p*(EN B) + p*(E \ B).
Tome, entdo, £ C X qualquer. Como no Passo 3, ja sabemos que p*(E) <

p*(ENB)+ u*(E\ B), pois u* ¢ subaditiva; assim, basta mostrarmos que
W(ENB)+ (B \ B) < *(E).

Note que EN B C B C Z; logo, como p* é mondtona, decorre da hipotese sobre
Z que p*(ENB) < p*(Z) = p(Z) = 0. Portanto, u*(E N B) = 0.

Mas entao, novamente pela monotonicidade de p*, temos
W(E 0 B) + ' (B\ B) = ' (E\ B) < (),
como requerido. O

(... Ufal)

Vamos agora dar sequéncia ao topico de extensao de medidas mostrando um resul-
tado que justifica o porqué da palavra “extensao” no nome do Teorema da Extensao
de Carathéodory. Basicamente, vamos mostrar que, sob certas hipdteses, se a medida
exterior p* considerada no teorema é proveniente de uma medida numa &algebra %
(como na Proposigao 2.2), entdo a o-algebra o7 definida na “parte 17 do Teorema da
Extensao de Carathéodory (Teorema 3.2) é a menor o-dlgebra sobre X que contém
BU{Z C X :u*(Z)=0}.

Vamos enunciar isso de maneira completa:
Teorema 3.3 (Teorema da Extensao de Carathéodory, pt.2). Sejam:
- X um conjunto nao vazio,
- B C p(X) uma algebra,
- p: P —|0,400] uma medida em A,
- w* p(X) = [0, +00] a medida exterior! obtida definindo-se, para cada E C X,
p(E) = inf{ Z p(B) : By C A é enumeravel e tal que £ C U B},

Be%o Be#y
1O fato de que p* é uma medida exterior foi mostrado na Proposicao 2.2.
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- ={ACX:VECX (u(E)=p(ENA)+p(E\A)},
- a restricao de u* a &7,
- 0(%) a menor g-algebra sobre X que contém 4,
e
- p" a restricao de p* a o(A).

Entao p/ é¢ uma medida em o(Z%). Além disso, se ¢/ é uma medida o-finita (Definigao
1.10), entao (X, .o, ) ¢ o completamento (vide Proposi¢ao 1.12 e Observacao 1.13)
do espago de medida (X, o (%), 1).

Demonstragao. O fato de que y/ é uma medida em o(%) é bem imediato a partir do
que fizemos na aula passada: basta notar que, como &/ é uma o-algebra sobre X (pelo
Teorema 3.2) que contém A (pelo Lema 3.1), entdo o(%) C o pela propria definigao
de o(%); assim, p’ é também igual a restrigao de u a 0(%) — e, como p é¢ uma medida
(pelo Teorema 3.2), entdo p também vai ser.

A substancia do teorema, entao, esta na segunda parte. Antes de procedermos a
ela, vamos precisar de dois lemas referentes a situacao descrita na Proposicao 2.2 — e

que sao importantes por si sos. [pausa|

Lema 3.4. Sejam X um conjunto nao vazio, Z C (X ) uma élgebra, p :  — [0, +o0]
uma medida em # e p* : p(X) — [0, +00] a medida exterior definida por

w(E) = inf{ Z p(B) : By C A é enumeravel e tal que £ C U B}
Be%y Be%By
para todo F C X. Entao, dado £ C X arbitrario, tem-se que existe S € o(%) tal
que £ C S e p*(S) = u*(E).

Demonstragao. Tome E C X qualquer. Se p*(E) = 400, basta tomar S = X.
Suponhamos, entao, que p*(E) < +o00.
Pela definigao de infimo, para cada n € N existe %, C % enumeravel tal que

EcC |JBe Zp(B)<u*(E)+i

2n; tome, entao, S, = U B, e note que
Be#, Be#, BE%n

Sy € 0(#B) — uma vez que B, C B C o(AB).
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Defina, agora, S = ﬂ S, € 0(#). Como E C S, para cada n € N, é claro que

neN
E C S — e, portanto, p*(F) < p*(S). Além disso, para cada n € N tem-se que

S C S, logo
S <= (U B) < X wB) = X olB) < w(B) + o
Be%y, Be%n Be%n

(sendo que a ultima igualdade decorre da Proposi¢ao 2.2). Como n € N é arbitrario,

o Lema 0 nos garante entao que p*(S) < p*(F). Assim, p*(S) = p*(E). O

Lema 3.5. Considere as mesmas hipoteses do Teorema 3.3. Entao, dado A C X

arbitrario, tem-se que p*(A) = 0 se, e somente se, A € o/ e u(A) =0.

Demonstragio. Se A € of e u(A) =0, entao p*(A) = 0 pela definigdo de p.

Para a outra implicagao, suponha que p*(A) = 0. Pelo Lema 3.4, existe S € o(%)
tal que A C S e pu*(S) = pu*(A) = 0. Agora, pelo mesmo argumento utilizado no
inicio da demonstragdo do Teorema 3.3, tem-se que o(#) C f; assim, S € o e
p(S) = p*(S) =0, e o fato de que A € & (e, portanto, 0 < p(A) < u(S) = 0) decorre
do fato de que, pelo Teorema 3.2, o espa¢o de medida (X, o7, ) é completo. O

OK, voltemos agora & demonstragao do teoremal!

Continuagao da demonstracao do Teorema 3.3. Levando em conta a Proposicao 1.12,

o que devemos mostrar é
o ={AUB:A€c(%B)e BC Z paraalgum Z € d(#) com ' (Z) = 0};
como p' é a restrigdo de pu* a (%), isto é o mesmo que
o ={AUB:A€o(AB)e BC Zparaalgum Z € o(H) com pu*(Z)=0}.  (})

Facamos primeiro a inclusao 2O, que é a mais facil. Tome, entdo, A € o(%A),
Z € o(#B) com u*(Z) =0, e B C Z arbitrarios; queremos concluir que AU B € <.
Temos que A € o (porque o(#) C /) e B € o/ (pelo Lema 3.5, uma vez que B C Z
e p*(Z) = 0 implicam p*(B) = 0); logo, o fato de que &/ ¢ uma (o-)algebra (mostrado
no Teorema 3.2) nos garante que AU B € &7.

Para a inclusao C, tome H € &/ arbitrario. Vamos dividir a demonstragao em dois
casos:

e Caso 1. u(H) < +o0.
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Pelo Lema 3.4, existe S € o(#) tal que H C S e p*(S) = p*(H); logo, como
S € o(AB) C o, entao u(S) = p*(S) = p*(H) = p(H). Assim, pela hipotese do
Caso 1, decorre da Proposigao 1.9(a) que o conjunto S \ H € &7 satisfaz (S \ H) =
u(S) = p(H) = 0.

Agora vem o truquezinho sujo (e bonito) para fazer aparecerem os conjuntos A e
B que procuramos?®... Novamente pelo Lema 3.4, existe T' € o(%) tal que S\ H C T
e W' (T) = pu(S\ H) = pu(S\ H) = 0. Basta agora notar (exercicio) que H =
(S\T)U(HNT); assim, como S\T € 0(B) e HNT CT € 0(#) com p*(T) =0,
obtemos que H pertence ao conjunto da direita em (}), como queriamos.

e Caso 2. u(H) = +oc.

Aqui o truquezinho do Caso 1 nao funciona, porque o conjunto S que conseguiria-
mos pelo Lema 3.4 pode nao satisfazer a condi¢ao de que a diferenga S\ H é “pequena’.
E neste ponto que vamos precisar da hipotese de que i/ é o-finita, porque ai teremos
que a conclusao do Caso 1 vai se aplicar a cada um dos pedacos de medida finita do
nosso espago. Fagamos isso!

Como p/ é o-finita, existe € C (%) enumeravel com p/'(C) < +oo para todo

C € € e tal que X = UC. Para cada C' € ¥ C &, tem-se que HNC € &

Ccev
satisfaz p(H N C) < p(C) = ' (C) < +oo; logo, pelo Caso 1, podemos escrever

HNC = Ac U Bg, sendo A¢ € o(#B) e Bo C Z¢ para algum Zgo € o0(H) com
1 (Zc) = 0. Mas entao

H=Hnx=Hn|Jc=|JEHNC)= U(ACUBC):(U AC>U(U BC);

Cce? Cce? Ce? Ce? Ce?

logo, tomando A = U Ac € 0(#B) e B = U Be C U Zo € 0(A), em que

Ce? Cce? Cce?
0< u*( U ZC> < Z W (Ze) = 0, obtemos o desejado. O
ce% ce?

Antes de prosseguirmos, vamos exibir uma caracterizagao mais amigavel para a
o-algebra o/ obtida no Teorema da Extensao de Carathéodory, e que seréd tutil mais

adiante:
Proposicao 3.6. Nas hipoteses do Teorema 3.3, tem-se que

o ={AUB:Aco(#)eBCX compu*(B)=0}.

2Lembrando que queremos mostrar que H = AU B, nas condicoes de (7).
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Demonstragao. Tendo em vista a igualdade (f) na demonstragao do Teorema 3.3, a
demonstragao estara concluida se mostrarmos que, dado B C X arbitrario, tem-se que
1 (B) =0 se, e somente se, existe Z € o(A) tal que p*(Z)=0e B C Z.

O “se” da equivaléncia decorre do fato de que, se Z € o(ZA) ¢ tal que p*(Z) = 0,
entao todo B C Z satisfaz u*(B) = 0.

Para o “somente se”, tome B C X arbitrario com u*(B) = 0. Pelo Lema 3.4, existe
Ze€o(P) talque BC Z e p*(Z)=p*(B)=0, o que acarreta o desejado. O

E, para encerrar esta se¢ao, vamos extrair uma consequéncia do Teorema 3.3 que,

apesar de seu enunciado relativamente simples, nao é nada 6bvia:

Teorema 3.7 (Teorema da Extensdao de Hahn—Kolmogorov). Sejam X um conjunto
nao vazio, B C p(X) uma algebra e p : B — [0, +00] uma medida em 4. Entao p
pode ser estendida a uma medida p : 0(%) — [0, +00]. Além disso, se p é o-finita?,

entao p ¢é Unica.

Demonstra¢ao. Para a existéncia de p, basta tomar p = y/ no Teorema 3.3.
Para a unicidade, seja v : 0(#) — [0, +00] uma medida em o(Z#) que estende p.

Facamos, primeiro, dois passos intermediarios:

Afirmagao 1. Para todo S € o(4), tem-se que v(S) < p*(9).

De fato, como v é uma medida e estende p, temos que, para cada familia enu-
meravel By C A tal que S C U B, ocorre

v(s)<v( U B) < X vB) = Y o(B):
Be%, Be%y Be%,

logo, a desigualdade da afirmacao decorre da definicao de pu*.

Afirmagao 2. Se T € o(%A) é tal que T' C F para algum F € % com p(F) < +oo,
entao v(T) = p/(T).

3Aqui estamos estendendo para medidas em &lgebras a Definicdo 1.10, feita originalmente para

medidas em o-algebras. (E facil ver que a definicdo faz sentido igualmente neste contexto.)
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Pela Proposi¢ao 2.2, tem-se que p/(F) = p*(F) = p(F) < 4o00. Além disso,
como v estende p, temos também que v(F) = p(F) < +00. Assim, como tanto

v quanto u' sdo medidas e satisfazem v(F) = p/(F') < 400, temos que
v(T) +v(FA\T) =v(F) = p/(F) = p/(T) + p/(F\ T);

mas, como — pela Afirmagao 1 —v(T) < p*(T) = p/(T) ev(F\T) < p*(F\T) =
W (F\T), a tnica maneira de ocorrer a igualdade acima ¢é termos v(T") = p/(T')
ev(F\T)=p(F\T).

Agora, no caso em que p é o-finita, vamos provar que v = ¢’ (dada pelo Teorema
3.3).

Fixe uma sequéncia (B, ),en de elementos de Z satisfazendo X = U B,ep(B,) <

neN
+o00 para todo n € N. Definindo F,, = |J;_, By para cada n € N, teremos que, como

antes, p(F,) < Zp(Bk) <Fooe X = U F,,, mas agora temos a condicao adicional

k=0 neN
de que F,, C F, 1 para cadan € N.

Para mostrar que v = i/, tome A € (%) arbitrario. Entao, pela Proposigao
1.9(c),

v(A) = (AN X) = V(Am U Fn> — V(U(Aan)) — lmv(ANF,)

neN neN
e ()
W(A) = W (ANX) =/ (A U Fn) - ﬂ'(U (AN Fn)> — lim /(AN F,).
neN
neN neN
Mas, tomando T' = AN F, e FF = F, na Afirmagao 2, obtemos que v(AN F,) =
W (AN F,) para todo n € N — portanto, decorre de (1) que v(A) = /(A). O

Nosso interesse agora vai ser aplicar isso tudo ao contexto onde estd nosso maior

interesse: a reta real.

4 A medida de Lebesgue em R

Até que enfim, vamos definir a medida de Lebesgue na retal

Tendo em vista tudo o que fizemos até aqui, a definicao nao poderia ser outra:
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Definigao 4.1 (Medida de Lebesgue em R). Seja m* : p(R) — [0, +oc] a medida
exterior de Lebesgue em R (vide Lema 2.3). A medida de Lebesgue em R é a restrigdo

m: M — [0,+00] de m* & o-algebra’
M={ACR:VECR(m"(E)=m*(ENA) +m"(E\A))}.
Os elementos de .# sao ditos os subconjuntos mensurdveis (sequndo Lebesgue) de R.

Vamos agora interpretar os resultados da se¢ao anterior neste contexto — deixando
como exercicio as afirmagoes nao justificadas em detalhe.

Pela caracterizacao dada pelo Lema 2.3(b), temos que a medida exterior de Le-
besgue é a medida exterior dada pela Proposi¢ao 2.2 a partir do Exemplo 1.6. Mas,
sendo A a algebra do Exemplo 1.6, essencialmente o mesmo argumento empregado no
Exercicio I1-6 da Lista 1 mostra que o(%) ¢ a o-dlgebra de Borel® B sobre R. Assim,
o Teorema 3.3 nos diz que, se m’ é a restrigdo de m* a B, entao (R, 5, m’) é um espago
de medida e (R, .#,m) é o seu completamento.

A meta agora é buscar enxergar melhor como sao os subconjuntos mensuraveis de

R. Para isso, vejamos uma defini¢ao:

Definicao 4.2 (Medida zero / Conjunto nulo). Dizemos que B C R é um conjunto
de medida (de Lebesgue) zero (ou é um conjunto nulo) se B satisfaz as condigoes

(equivalentes, pelo Lema 3.5):
(i) Be # em(B)=0;
(1) m*(B) = 0.
Denotamos ainda 4" = {B C R : B é um conjunto nulo}.
Cabe notar uma propriedade importante:

Lema 4.3. Para todo B € ./, tem-se que p(B) C 4. (Ou, dito de outra maneira:
C C B € 4 implica que C € A".)

Demonstracao. Basta notar que, se m*(B) =0 e C C B, entao m*(C') = 0. ]

4Tem que .# é de fato uma o-algebra e m é de fato uma medida pelo Teorema 3.2.
5Lembrando: a o-dlgebra de Borel sobre R é a menor o-algebra B sobre R que contém todos os

abertos de R. (Na notacao da Lista 1, B = o(7), sendo 7 a topologia usual de R.)
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Traduzindo entao a Proposi¢ao 3.6 para esta situagao, temos:
Proposicao 4.4. # ={AUB:AcBeBe A}

Observagao 4.5 (Uma observagao sutil mas pertinente). Num primeiro momento, a
Proposigao 4.4 pode dar a impressao de estar caracterizando a o-dlgebra .# de maneira
circular, uma vez que A = {B € .# : m(B) = 0} (e dai estariamos usando .# para
descrever .#, o que nao adiantaria muito). Mas, gragas ao Lema 3.5, a condigao (i7)
da Defini¢ao 4.2 mostra que .4 pode ser definido sem fazer mengao alguma a .# ou

a m.

A Proposigao 4.4 nos aponta que, para tentar entender melhor quem sao os sub-
conjuntos mensuraveis da reta real, sera tutil saber que cara tém os elementos de B —
que, a propoésito, sao os chamados subconjuntos borelianos de R — e os elementos de

A Vamos tratar disso na sequéncia!

4.1 A o-algebra de Borel em R

Como observado ha pouco, temos que a o-dlgebra de Borel B em R satisfaz B C .Z; em
outras palavras, todo conjunto boreliano é mensuravel. Antes de mais nada, vejamos

qual ¢ a medida de Lebesgue de certos tipos especiais de conjuntos borelianos.
Definigao 4.6 (Conjuntos Gs e F,). Dizemos que A C R é:

- um conjunto Gs se existe uma familia enumeravel & de abertos de R tal que

A=U;

Ueu

- um conjunto F, se existe uma familia enumeravel F de fechados de R tal que

A=|JF.

FeF

Note que um conjunto é um Gjs se, e somente se, seu complementar é um F,.
Exemplo 4.7. e E imediato que todo aberto é um Gy e todo fechado ¢ um F,.

e Para todo = € R, tem-se que {x} é, a0 mesmo tempo, um conjunto F, (ja que

é fechado) e também um conjunto Gy (pois {z} = ﬂ o — o, 2+ 5= ).
neN
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e De modo mais geral, tem-se que todo subconjunto fechado de R (ou, mais geral-

mente ainda, de um espago métrico) é um Gs. [Exercicio.

e Todo subconjunto enumeravel de R é um F, (pois ¢ a unido dos unitérios de

seus elementos, que sao fechados).
e R\ Q éum Gy (pois é o complementar de um Fy).
Observagao 4.8. Como B é uma o-algebra, temos imediatamente que:

— todo aberto de R é boreliano;
— todo fechado de R é boreliano (pois é o complementar de um boreliano);

— todo G4 de R ¢é boreliano (pois ¢ a intersecgdo de uma familia enumeravel de

borelianos);

— todo F, de R ¢é boreliano (pois é o complementar de um Gy, logo é o comple-

mentar de um boreliano).
Vejamos agora o seguinte:
Lema 4.9. Sejam a,b € R quaisquer com a < b. Entao:
(1) m(Ja,b[) = m([a,b]) = b —a;
(i) m(]=o0,a[) = m(]=00,d]) = m(]a, +00[) = m([a, +-00[) = +o0.

Demonstragao. Pela definigao da medida de Lebesgue, temos que m(|x,y]) =y — x
para quaisquer z,y € R com x < y.

Vamos provar primeiro que m(]a, b[) = b—a. Se a = b, entao |a, b[= 0, e a igualdade
é imediata. Suponhamos, entao, que a < b. Fixe n € N tal que 2% < b—a, e defina
I, =la,b— ﬁ] para cada k € N. Como, para todo k € N, tem-se que [, € Z C .4,
decorre da Proposicao 2.2 que m(I) = m*(Iy) = p(Iy) = b — 5% — a. Agora,

note que (Ix)reny ¢ uma sequéncia crescente de intervalos satisfazendo U Iy =]a,b;
keN
logo, pela Proposi¢ao 1.9(c), temos que m(la,b]) = Lirrk\}m([k) = Er%(b — giE — ) =
€ €
b—a—}cig\llﬁ:b—a.
Um argumento analogo (usando a Proposi¢ao 1.9(d) agora) mostra que m(|a, b)) =

b — a. |Exercicio.|
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Para o item (ii), note que, dado M € R qualquer com M > 0, tem-se que
m(Ja,+oo[) > m(la,a + M[) = a+ M —a = M; logo, da arbitrariedade de M,

tem-se que necessariamente m( Ja, +00[) = 4+00. Os demais casos sao analogos. [

Corolario 4.10. Todo subconjunto enumerével de R tem medida zero.

Demonstragao. Seja A C R enumeravel. Entao m(A) = m(U{a}) = Zm({a}) =
acA acA

Z 0 = 0 (aqui, na penultima igualdade, usamos o Lema 4.9(i) com a = b). O]

acA

Note que, pelo corolario acima, um conjunto de medida finita (ou mesmo medida
zero) nao precisa ser limitado!®

Agora, para falarmos sobre a medida de Lebesgue de subconjuntos abertos quais-
quer (nao apenas intervalos), precisaremos do lema a seguir — que é um resultado

classico de analise real, mas que provaremos usando argumentos de topologia.

Lema 4.11. Todo subconjunto aberto de R é a uniao de uma familia enumeravel de

intervalos abertos dois a dois disjuntos.

Antes de provar o lema, vamos relembrar (ou ser apresentados a) algumas nogoes

e resultados de topologia geral:

Definigao 4.12 (Espago conexo). Um espago topologico X é conero se nao existem
dois abertos nao vazios e disjuntos U,V C X tais que X = UUV. Diremos, ainda,
que um subconjunto de X é conexo se ele for um espaco conexo quando considerado

com a topologia de subespaco.
Fato 4.13. Um subconjunto de R é conexo se, e somente se, ¢ um intervalo.

Fato 4.14. Seja ¥ uma familia ndo vazia de subconjuntos conexos de um espago

topologico. Se ﬂ C # (), entao U C' & conexo.
cew ce

Demonstragao (esbogo). Fixe x € ﬂ C' # 0, e suponha, por absurdo, que U C =
Cce% ce%
UUV, sendo U e V abertos nao vazios do subespaco U C. Suponha, sem perda de
ce%
generalidade, que x € U, e tome C' € € tal que VN C # 0. Entao UNC e VN C sao

abertos de C' que mostram que C' nao é conexo — contradicao. O

6 Agora isso pode parecer ébvio, mas eu garanto que esse é um erro que todo mundo ainda vai

fazer — ou pelo menos ter vontade de fazer...
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Fato 4.15. Num espaco topoldgico X, seja ~ a relagao binéaria definida por
x~y < 3C C X conexo tal que x,y € C
para x,y € X quaisquer. Entao ~ é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Reflexividade e simetria sao imediatas, e transitividade decorre do
Fato 4.14. ]

Definigao 4.16 (Componente conexa). As componentes coneras de um espago topo-
logico X sao as classes de equivaléncia determinadas pela relagao ~ definida no Fato
4.15.

Fato 4.17. Dados um espacgo topologico X e a € X, tem-se que a componente conexa

de X que contém a é o conjunto [a] = U C'. (Pelo Fato 4.14, tem-se que este

CCX conexo
acC

é um conjunto conexo.)
OK, vamos a demonstragao do lema!

Demonstracao do Lema 4.11. Seja A C R aberto. A demonstracao consiste em, basi-
camente, dois passos.
e Passo 1. Toda componente conexa de A é um intervalo aberto.

De fato, seja C' C A uma componente conexa. Entao C' é um subconjunto conexo
de R, e portanto é um intervalo. Resta mostrarmos que C' é aberto.

Tome, entao, x € C arbitrario. Em particular, temos que = € A; logo, como A é
aberto, existe ¢ > 0 tal que [zt —e,z+¢[ C A. Mas entdo |x —¢&, x+¢[ € um subconjunto
conexo de A que contém o ponto x; logo, como C' C A é a componente conexa de x
em A, tem-se (pela definigdo de componente conexa) que |z — e,z +¢[ C C. Assim, x
é¢ um ponto interior de C' — e, como x € C' foi tomado de maneira arbitraria, segue-se
que C' é aberto.

e Passo 2. A quantidade de componentes conexas de A é enumeravel.

Seja U a familia de todas as componentes conexas de A. Para cada I € U, tem-se

do Passo 1 que I é um intervalo aberto (ndo vazio) de R; podemos, entao, tomar um

qr € QN I. Desta forma, a funcao

f U —- Q

]r—>q1
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é injetora (uma vez que componentes conexas distintas sao disjuntas), o que mostra
que [U] < |Q| = Ny — isto é, U ¢é enumeravel.
O resultado decorre entao do fato de que A é a unido disjunta de suas componentes

conexas (0 que ¢ uma consequéncia da Definigao 4.16). ]
Dos Lemas 4.9 e 4.11, obtemos entao:

Corolario 4.18. Dado um aberto A C R qualquer, tem-se que A é mensuréavel e

m(A) = Z ((1), sendo U uma familia de intervalos abertos dois a dois disjuntos com
el

A=

el
Sabendo determinar a medida de Lebesgue de abertos de R, podemos entao obter
a medida de Lebesgue de fechados de R. Para tanto, fagamos isso primeiro para os

fechados que sao limitados — ou seja, os compactos de R.

Corolario 4.19. Seja K C R um compacto nao vazio. Entdao m(K) =b—a —m(U),
sendo a,b € R tais que K C Ja,b[ ¢ U C R o aberto dado por U = |a,b[ \ K.

Demonstracao. Basta notar que m(K) + m(U) = m(Ja,b[) = b — a (uma vez que
KUU =]a,b]). O

Corolario 4.20. Seja F' C R um fechado. Entao m(F) = lirrﬁlI m(F N [—n,n]).
ne

Demonstracao. Note que F' é a uniao de uma familia enumeravel de compactos, uma

vez que F = U(F N [—n,n]). Como FFN[—n,n] C FN[—(n+1),n+ 1], o resultado
neN
decorre da Proposigao 1.9(c). O

Tendo as medidas dos fechados de R, podemos entao obter as medidas dos sub-

conjuntos F, de R:

Corolario 4.21. Seja A C R um subconjunto F,. Entao m(A) = hn& m(F,), sendo
ne

(Fy)neny uma sequéncia crescente de fechados de R com A = U F,.
neN

Demonstracao. A igualdade decorre diretamente da Proposi¢ao 1.9(c), uma vez ga-
rantida a existéncia da sequéncia (F),)nen. Para conseguirmos isso, seja F uma fa-
milia enumeravel de fechados de R com A = U H, e enumere esta familia como

HeF
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F = {Hy, : k € N}. Basta agora definir F,, = U Hy, para cada n € N, e teremos o
k=0

desejado. O]
Finalmente, para os subconjuntos G5 de R, usaremos a Proposi¢ao 1.9(d) — como
a demonstracao do corolério anterior sugere, alias. Isso requererd dividir a situacgao

em dois casos.
Corolario 4.22. Seja A C R um subconjunto Gj.
(a) Se todo aberto U C R com A C U satisfaz m(U) = 400, entao m(A) = +o00.

(b) Se existe um aberto U C R tal que A C U e m(U) < +o0, entdo m(A) =
lir% m(V,,), sendo (V},)nen uma sequéncia decrescente de abertos de R satisfazendo
ne

VngUparatodonENeA:ﬂVn‘

neN

Demonstragao. Mostremos a contrapositiva do item (a). Suponha que m(A) < +o0;
devemos provar que existe um aberto U C R satisfazendo A C U e m(U) < +o0.
Como m(A) = m*(A), tem-se do Lema 2.3(a) que existe uma sequéncia de intervalos

abertos (I,,)nen de R satisfazendo A C U I, e Zﬁ([n) < m(A) + 1. Basta, entéo,

neN neN
tomar U = U I,,, e teremos que
neN
m(U) = m(U zn) <Y m(l,) <L) < m(A) +1 < foo.
neN neN neN

Provemos agora o item (b). Seja ¢ uma familia enumeréavel de abertos de R tal

que A = m U, e enumere esta familia como U = {Uj; : k € N}. Definindo entao
ueu
V,=UnN ﬂ Uy para cada n € N, teremos que (V,)nen € uma sequéncia decrescente

k<n
de abertos de R satisfazendo V,, C U para todon € N e

ﬂVn:ﬂ(UmﬂUk>:Um<ﬂ ﬂUk>:UmﬂUk:UﬂA:A,

neN neN neN k<n

e o resultado segue entdo da Proposigao 1.9(d). O
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Exemplo 4.23. E importante fazer a distincao de casos no Corolario 4.22 porque nem
toda sequéncia decrescente de abertos de R ¢é tal que a medida de sua interseccao ¢é
igual ao limite da sequéncia das medidas de seus termos.

Como exemplo, considere, para cada n € N, o conjunto U,, = ]—2%, 2%[ U |n, +ool.
Temos que cada U,, é um aberto de R tal que m(U,,) = +o0 e U,, D U, ;1. No entanto,
ﬂ U, = {0}, e portanto m(ﬂ Un> =m({0}) =0 < o0 = }ngl\I m(U,).

neN neN

Até aqui, vimos alguns tipos especificos de conjuntos borelianos. Seriam eles todos
os borelianos?

A resposta é nao. Usando unides de familias enumeréaveis e complementos de
conjuntos, obtemos subconjuntos de R que sao Gs e F,, a partir de abertos e fechados,
certo? Pois bem: nada nos impede de, repetindo as mesmas operacoes, obter novos
tipos de conjuntos a partir de conjuntos G5 e F, (por exemplo, unides enumeraveis de
conjuntos Gy), e depois novos conjuntos a partir destes, e assim por diante. Conforme
iteramos essa operagao de “tomar unioes de familias enumeraveis e complementos de
conjuntos”, vamos obtendo novos conjuntos cada vez mais complicados; no entanto,
todos eles sao borelianos, pois B é uma o-algebra — e, portanto, nao vamos sair de B
se aplicarmos essas operacoes a elementos de B.

Tentando tornar essa ideia (um pouco) mais precisa:

Dado A C p(R) qualquer, defina

S(A)=AU{R\A:Aec A}U{ U A: Ay C Aéenumerével}.
AeAp
Note que, se o/ é uma o-algebra sobre R e A C &7, entao S(A) C &/ — pois & é
fechada para cada uma das operagdes que realizamos para obter S(A) a partir de A.
Perceba agora (exercicio!) que, tomando A = 7 (a topologia de R), teremos:
e S(1) ={ACR: Aéaberto ou A é fechado};
e S(S(1)) D{ACR: Aéaberto ou A é fechado ou A é um F,};
e S(S(S(1))) 2{ACR: Aéaberto ou A é fechado ou A ¢ um F, ou A é um Gs};
e S(S(S(S(7)))) 2 {A CR: A é aberto ou A é fechado ou A é um F, ou A é uma

unido enumeravel de conjuntos Gs};

E agora vem a parte que é dificil de formalizar bonitinho neste curso:
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B € o conjunto obtido a partir de T se aplicarmos S uma quantidade de

vezes que € “a menor quantidade nao enumerdvel”.

Para dar um sentido exato a frase acima, é preciso ter & mao algumas ferramentas
de teoria dos conjuntos (como ordinais e recursdo transfinita). Mas, expressando isso

de maneira (um pouco) mais precisa, o que conseguimos mostrar ¢ que

B=J 4.

a<wi

sendo w; o primeiro ordinal ndo enumeravel e A, a familia obtida ao se aplicar S
“exatamente « vezes” (para formalizar o que exatamente isso significa, precisamos de
uma coisa chamada recursao transfinita). E, usando mais ferramentas de teoria dos
conjuntos (dessa vez, aritmética cardinal e inducdo transfinita), conseguimos mostrar
que |A,| = 2% (ou seja, que A, tem a mesma cardinalidade de R) para todo o < wy,
o que implica (depois de umas continhas envolvendo cardinais infinitos) que |B| = 2%.

(Para ver essas coisas direito, faga um curso de teoria dos conjuntos! ;)

4.2 O co-ideal dos conjuntos nulos em R

Vamos agora explorar um pouco a estrutura de .4 e tentar ter uma ideia melhor de
como sao os conjuntos nulos de R.

S6 pra falarmos com uma linguagem um pouco mais de gente grande (que na
verdade a gente ndo vai precisar usar, mas é pra enriquecer o vocabuléario), vamos

introduzir uma nomenclatura:

Definicao 4.24 (Ideal e o-ideal). Sejam X um conjunto nao vazio e Z C p(X).

Dizemos que Z é um ideal sobre X se:
(1) Ve € X ({z} € I);
(i) VA€ Z(VBCA(BeZI))e

(i4i) VF C T finito ( JAe I).
AeF

Dizemos ainda que Z é um o-ideal se “finito” puder ser substituido por “enumeravel”

no item (7i7).
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Exemplo 4.25. Um exemplo de (o-)ideal sobre X é o conjunto
Z={AC X :A¢finito (enumeravel)}.

Na verdade, este é o menor (o-)ideal sobre X — no sentido de que todo (o-)ideal sobre
X contém 7.

Proposigao 4.26. .4 é um o-ideal sobre R.

Demonstragao. A condigao (i) da Defini¢ao 4.24 é consequéncia do Corolério 4.10; a
condigao (i7) é o Lema 4.3; e a condigdo (iii) é garantida pelo fato de que toda medida

é o-aditiva. n

Como ja vimos (no Corolério 4.10), todo subconjunto enumeravel de R é um ele-
mento de 4. E natural nos perguntarmos se esses nao seriam todos os elementos de
A — afinal, os elementos de .4 sdo conjuntos “pequenos”, certo? Veremos agora que
nao: um conjunto pode ser “pequeno” no sentido de medida mas ser bastante “grande”

no sentido de cardinalidade!
Exemplo 4.27. Sendo C' C R o conjunto ternério de Cantor, tem-se que C' € 4.

Demonstracao. Vamos nos lembrar da construgao de C":

Comece tomando Cy = [0,1]. Em seguida, remova o “ter¢o intermediario” aberto
deste intervalo, obtendo assim C; = |0, %] U [%, 1]. Repetindo o procedimento em cada
um dos intervalos que s@o as componentes conexas de C (isto é, removendo o “tergo
intermediario” aberto de cada um deles), obtemos Co = [0, 5] U [2,3] U 3, T] U [3,1].
Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma sequéncia decrescente (C),) ey de subcon-

juntos compactos de [0, 1]; defina, entao, C' = ﬂ C, — que é compacto, portanto

neN
fechado, portanto boreliano, portanto mensurével.

E simples mostrar (por inducdo) que, para cada n € N, o conjunto C, é uma

uniao disjunta de 2" intervalos fechados de comprimento n cada; logo, decorre do

1 2\ "
Lema 4.9 que m(C,,) = 2" = (—) . Assim, pela Proposigao 1.9(d), temos que

3r 0 \3
m(C) = m(ﬂ C’n> = }lig\]m(C’n) = klé%(%)n = 0. O
neN

No entanto, no que diz respeito a cardinalidade, o conjunto de Cantor tem o maior

tamanho possivel para um subconjunto de R: prova-se (no curso de Analise Real) que
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um namero real x é um elemento de C' se, e somente se, x possui representagao em
base 3 na qual ocorrem apenas os digitos 0 e 2. Com isto, é possivel obter uma bijecao
entre C' e o conjunto de todas as sequéncias infinitas de Os e 2s; logo, como este tltimo
conjunto tem cardinalidade 2% = |R|, o mesmo vale para C.

Como consequéncia disso, obtemos:
Proposigao 4.28. |A/| = || = 22 (> 2%0).

Demonstra¢ao. Como o conjunto de Cantor C' é um elemento de .4, o Lema 4.3
implica que p(C) C A" Mas |p(C)] = 2/€ = 22" donde

22 = |o(C)| < | N < || < |p(R)| = 27 = 27
Assim, || = || = 22, O

Corolario 4.29. |B| < || = |.#|.
Em palavras: héa (estritamente) mais conjuntos nulos que conjuntos borelianos em

R, e ha tantos conjuntos nulos quanto ha conjuntos mensuraveis em R.

Corolario 4.30. Existem (muitos!) conjuntos mensuraveis que nao sao borelianos.

4.3 Mais alguns aspectos dos conjuntos mensuraveis

Vejamos agora mais algumas propriedades que nos trarao informacgoes tteis sobre
os conjuntos mensuraveis e sua relagao com a medida exterior de Lebesgue. Em
particular, vamos ver (no Corolario 4.34) que os subconjuntos mensuraveis de R podem
ser expressos por uma representacao ainda mais amigavel que a vista na Proposi¢ao
4.4.

A ideia essencial esté na seguinte caracterizacao de mensurabilidade na reta real:
Lema 4.31. Seja E C R. Sao equivalentes:
(a) E € A,
(b) para todo € > 0, existe um aberto U C R tal que E C U e m*(U \ E) < ¢;

(c) existe A C R que é um Gy de R e satisfaz E C Ae A\ F € 4.
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Demonstragao. Comecemos provando a implicagao (¢) — (a). Sendo A dado por (c¢),
defina Z = A\ E € 4. Como A,Z € ./, decorre do fato de .# ser uma (o-)algebra
que A\ Z € A ,isto é, E € A .

Provemos, agora, que (b) implica (¢). Por (b), para cada n € N existe U, C R

1
aberto satisfazendo £ C U, e m*(U, \ E) < o Sendo A = m U,, temos que A é

neN
um subconjunto G5 de R com E C A. Além disso, para ng € N arbitrario, temos que

1
A\E = (ﬂ Un) \E = (V(Ua\ ) € Uy, \ E, donde m*(A\ E) < m*(Up, \ E) < 5.
neN neN
logo, como isso vale para todo ny € N, concluimos que m*(A \ E) = 0, ou seja,
A\E e .

Resta agora provar que (a) implica (b). Para tanto, suponha que F € .#. Temos
dois casos possiveis:
e Caso 1. m(F) < +o0.

Fixe ¢ > 0 arbitrario. Como m*(E) = m(F) < +o0, decorre da definigao de m*
(Lema 2.3) que existe uma familia enumeravel Z de intervalos abertos limitados de R
satisfazendo E C U Ie Zﬁ([) <m*(F)+e. Sendo entdo U = U I, temos que U é

e Iex s
um aberto de R contendo FE; além disso, como E,U € # e m(E) < 400, decorre da

Proposigao 1.9(a) que

m*(U\E) = m(U\E) = m(U) —m(E)

IN I
M=
/N
5 8C
> =
\_/l
|
3
3 =
ChC
I IA

= (Do) -meE) =
= (X un)-mE) < =

e Caso 2. m(E) = +o0.
Fixe € > 0 arbitrario. Para cada n € N, defina F,, = EN|—n,n[; entdo, pelo que
fizemos no Caso 1, existe um aberto U,, C R tal que E, C U, e m*(U, \ E,) <

2n+1'
Note que E = U E,; logo, definindo U = U U,, temos que U é um aberto de R que

neN neN
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contém E e satisfaz U \ F = (U Un> \E = U(U" \E) C U(Un \ E,), donde

neN neN neN
m*(U\E)gm*(UU\E ) N m(Ua\ E,) Z%l:s,
neN neN neN
como desejado. O]

Observagao 4.32. Cabe aqui comparar a equivaléncia entre (a) e (¢) no Lema 4.31
com o Lema 3.4. Se olharmos com cuidado a demonstracao do Lema 3.4 e transpu-
sermos o argumento para a situacao da medida exterior de Lebesgue em R, veremos

que (com uma adaptagaozinha) o que ele nos diz é:
para todo E C R, existe A C R tal que A é um Gs e m*(A) = m*(F).

Numa leitura desatenta, a combinagdo dessa afirmacdo com a equivaléncia (a) <> (c¢)
do Lema 4.31 pode dar a impressao de nos dizer que todo £ C R é mensuravel (!). Mas
nao se trata disso, pois a existéncia de A O E tal que m*(A) = m*(F) nao garante
que m*(A\ E) = 0. Isso porque em geral nao vale que m*(A \ E) = m*(A) — m*(E).
(A igualdade correspondente seria valida para m (que é uma medida), mas para isso

seria preciso saber de antemao que A, F € .#.)

Em posse do Lema 4.31, podemos entao enunciar outras caracterizacoes de con-

juntos mensuraveis:

Proposicao 4.33. Seja ' C R. Sao equivalentes:
(a) E € A,
(b) para todo € > 0, existe um aberto U C R tal que E CU em*(U\ F) <¢
(c) existe A C R que é um G5 de R e satisfaz E C Ae A\ F € N
(d) para todo € > 0, existe um fechado F* C R tal que F C Ee m*(E\ F) <«
(e) existe H CR que é um F, de R e satisfaz H C Fe E\ H € 4.

Demonstragao. Ja vimos no Lema 4.31 que (a), (b) e (¢) sdo equivalentes. Note agora

que (a) é equivalente a R\ E € .# — o que, pelo Lema 4.31, é equivalente a
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(d') paratodoe > 0, existe um aberto U C R tal que R\ E C U e m*(U\(R\E)) < ¢;

e
(¢') existe A C R que ¢ um G5 de R e satisfaz R\ EC Ae A\ (R\ E) e /.
Estas duas condi¢oes podem ser reescritas como

(d') paratodoe > 0, existe um aberto U C R tal que R\U C E e m*(E\(R\U)) < ¢;

e
(¢) existe A C R que ¢ um Gs de R e satisfaz R\ AC EFe E\ (R\ A) e A

Tomando entao F'= R\ U em (d') e H = R\ A em (¢'), as afirmagoes acima se tornam
(d) para todo € > 0, existe um fechado F' C R tal que FC Eem*(E\ F) <e;e
(e) existe H C R que é um F, de R e satisfaz H C Fe E\ H € /4,

como queriamos. ]

Corolario 4.34. #/ ={AUB:Aé¢um F,de Re Be A},

Demonstracao. Trata-se da equivaléncia (a) <> (d) na Proposigao 4.33. O

Finalmente, vejamos que a medida de Lebesgue satisfaz propriedades que sao com-
pativeis com a nogao intuitiva (que motivou a sua construgao) de que buscamos uma
funcao que associe a subconjuntos de R um ntimero que representa “quanto espaco
esse conjunto ocupa na reta real”.

Antes, vamos introduzir uma notacao:
Notagao 4.35. Dados £ C R e a € R quaisquer, definimos:
E+a={r+a:z€E};
aFE ={azx :z € E}.
Vamos as propriedades, entao!
Proposigao 4.36. Sejam F € .# e a € R. Entao:

(i) E4+a€ # em(E+a)=m(E),
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(i7) aE € M e m(aE) = |a|] - m(E).

Demonstracao. Pelo Corolario 4.34, temos que £ = AU B, sendo A um subconjunto
F, de R e B € 4. Substituindo B por B\ A € 4 se for preciso, podemos supor
que ANB=10. Como (AUB)+a=(A+a)U(B+a)eaAUB) = (aA)U(aB), a
demonstragao estara concluida uma vez que tivermos verificado os seguintes passos:
Passo 1. A+ a é um subconjunto F, de R.

Passo 2. m(A + a) = m(A).

Passo 3. B+a € N .

Passo 4. aA & um subconjunto F, de R.

Passo 5. m(aA) = |a| - m(A).

Passo 6. aB € N .

(... Concorda?)

Vamos a eles, entao! (Vai ser bem mais rapido do que parece :)

e Passo 1. A+ a é um subconjunto F, de R.

Basta notar que a funcao f, : R — R definida por f,(z) = x + a para todo
x € R é um homeomorfismo — e, portanto, f,[F] é fechado em R para cada F C R
fechado. Disto decorre que, se A é a uniao de uma famfilia enumeravel de fechados,
entdo A + a = f,[A] também o é.
e Passo 2. m(A+ a) = m(A).

Basta notar que, como ¢(I +a) = ¢(I) para todo intervalo I C R, entao a definigao
de m* (Lema 2.3) garante que m(A + a) = m*(A + a) = m*(A) = m(A) — uma vez

que a inclusao A C U I implica A+a C U(I + a).
IeT Iez
e Passo 3. B+a € N .

Como no Passo 2, temos que m*(B 4+ a) = m*(B) = 0.
e Passo 4. aA é um subconjunto F, de R.

Se a = 0, entao aA = {0}, que é fechado — e, portanto, F, — em R. Ja se
a # 0, temos que a func¢ao g, : R — R definida por f,(z) = ax para todo z € R é um
homeomorfismo — e, portanto, g,[F] é fechado em R para cada F' C R fechado. Disto
decorre que, se A é a unido de uma familia enumerével de fechados, entdo aA = g,[A]

também o é.
e Passo 5. m(aA) = |a| - m(A).
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Assim como o Passo 4 foi anélogo ao Passo 1, este sera andlogo ao Passo 2. Notemos
que {(al) = |a| - £(I) para todo intervalo I C R. Logo, pela defini¢ao de m*, o fato de

que a inclusao A C U I implica aA C U(a]) nos da que m*(aA) = |a| - m*(A), isto
Iez Ier

é, m(aA) = |a| - m(A).
e Passo 0. aB € N .

Pelo mesmo argumento apresentado no Passo 5, temos que m*(aB) = |a|-m*(B) =
la| - 0 = 0. O

Vejamos, agora, como as propriedades de medidas podem ser usadas para o es-
tudo de fungoes — e, particularmente, para construirmos uma teoria de integragao de

funcgoes reais.

5 Funcoes mensuraveis

O primeiro passo em dire¢do a definirmos a integral de fungoes (com uma abordagem
de medida, que é nosso objetivo aqui desde o inicio) é delinearmos quais fungoes sao
as “candidatas naturais” a serem integraveis.

Mas, antes, vamos apenas fazer algo rapidinho que vai nos ajudar 14 na frente...

5.1 A reta real estendida (R)

Definigao 5.1 (A reta real estendida). Chamamos de reta real estendida o conjunto
R =RU{~00, 400}, em que —0o < & < 400 para todo z € R. Consideramos, em R,

a topologia que tem como base a familia de todos os conjuntos dos seguintes tipos:
o Ja,b[={z €R:a<z<b}, paraa,b € R com a < b;
o [~o0,a[={z €R:z <a}, paraac R,
e Ja,+oc] ={z €R: 2 >a}, paraa € R.

Sendo R um espaco topolégico, podemos considerar sobre R a o-dlgebra estendida
de Borel B = o(7) C p(R), sendo 7 a topologia de R. Nestas condices, temos que
B C Be que R,{—00}, {+00} € B (por qué?), e disto decorre:

Proposigdo 5.2. Seja £ C R. Entao E € B se, e somente se, ENR € B.
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Demonstracao. Exercicio. O

OK, vamos entao comecar a estudar as funcoes de fato!

5.2 Agora sim, fungoes mensuraveis!

Definigao 5.3 (Fun¢ao mensuravel). Sejam X e X’ conjuntos nao vazios, o C o(X)
e o C p(X') o-dlgebras e f : X — X' uma fungao. Dizemos que f é (&7, o)-
mensurdvel se, para cada A’ € &', tem-se que f~![A’] € &/. Equivalentemente, na
notagao do Exercicio II-7 da Lista 1, f é (&7, &")-mensurdvel se f~[</'] C .

Adotaremos ainda as seguintes convengoes:

e 10 caso particular em que X = R, diremos que f: R — X’ é &/’'-mensurdvel se
[ é (A, ")-mensuravel,

e 1o caso particular em que X’ = R, diremos que f : X — R é & -mensurdvel se
f é (<, B)-mensuréavel;

e 10 caso particular em que X’ = R, diremos que f : X — R é &7 -mensurdvel se

f é (&7, B)-mensurével;

e no caso particular em que X = X’ = R, diremos que f : R — R é mensurdvel

se f & (A, B)-mensuravel.

e 10 caso particular em que X = Re X’ = R, diremos que f : R — R é mensurdvel

se f é (A, B)-mensuravel.

Tendo em vista o Exercicio I1-7 da Lista 1, decorre diretamente da definigao anterior

o seguinte resultado:

Proposicao 5.4. Sejam X e X’ conjuntos nao vazios, &/ C (X ) uma o-algebra,
B C pX)e f: X = X'. Entao f é (,0(A))-mensuravel se, e somente se,
[T[9%B) C o —isto ¢, f71[B] € & para todo B € AB.

Demonstragao. Por definigao, f é (<7, 0(%))-mensuravel se, e somente se, [ [0(A)] C
o/ . Pelo item (b) do Exercicio II-7 da Lista 1, isto ¢ o mesmo que o(f“[4]) C o —

0 que, por sua vez, é equivalente a f<[%#] C o7, visto que &/ é uma o-algebra. O]
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Combinando a Proposicao 5.4 com o Exercicio II-6 da Lista 1, obtemos diversas
caracterizagoes de mensurabilidade para fungoes com valores em R. Algumas (as mais

tteis) est@o elencadas no seguinte corolario:

Corolario 5.5. Sejam X um conjunto nao vazio, & C p(X) uma o-algebra e f :

X — R uma fungao. Sao equivalentes:
(a) f é o/-mensuravel;
(b) f'U] € & para todo aberto U C R;

(¢) f~[Ja, +o0]

€ o/ para todo a € R;

(d) :]C% +OO[- € o/ para todo a € Q;

(e) f1 :[a, +oo[ € o para todo a € R;

(f) ][, +oo]

€ . para todo a € Q;

(9) f7! -]—OO, a[- € &/ para todo a € R;
(h) £ _]—OO, a[_ € &/ para todo a € Q;

(i) f7t _]—oo, a]— € o/ para todo a € R;

(5) f1 :]—oo, a]_ € o para todo a € Q.

E um exercicio semelhante ao Exercicio II-6 da Lista 1 verificar que B é a o-algebra
gerada pelos subconjuntos de R correspondentes aos intervalos considerados nos itens
do Exercicio II-6 da Lista 1. Em virtude disso, o Corolario 5.5 possui também uma

versao para func¢oes com valores em R:

Lema 5.6. Sejam X um conjunto ndo vazio, &/ C o(X) uma o-algebrae f: X — R

uma fungao. Sao equivalentes:
(a) f é o/-mensuravel;

(b) f7YU] € o para todo aberto U C R;
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(c) f71 :]a, +oo]: € &/ para todo a € R;
(d) f! :]a, —l—oo]: € & para todo a € Q;
(e) f1 :[a, —i—oo]: € &/ para todo a € R;
(f)y [t :[a, —I—Oo] € & para todo a € Q;
(9) f! :[—oo, a[: € o/ para todo a € R;
(h) f1 :[—oo, a[: € o/ para todo a € Q;

(i) f1 :[—oo, a]: € o para todo a € R;

€ &/ para todo a € Q.

(]) f_l [—OO,CL]
Demonstracao. Exercicio. 0

A defini¢ao a seguir nos dara uma classe (muito) importante de fungdes mensura-

veis.

Defini¢ao 5.7 (Fungao simples). Sejam X um conjunto nao vazio, & C p(X) uma
o-algebra e ¢ : X — R uma funcdo. Dizemos que ¢ é o7-simples se im(p) é um
conjunto finito e ¢~ [{a}] € & para todo a € im(p).

No caso particular em que X =R e &/ = .#, diremos apenas que ¢ é simples em

vez de ./ -simples.

O proximo lema apresenta uma representacao util de funcoes .&7-simples. Antes,

mais uma defini¢ao:

Definigao 5.8. Sejam X um conjunto nao vazioe A C X. A funcao caracteristica de

A (em X) é a fungao

xa X — {01}
1, se x € A,

xr =
{O, sex ¢ A.

37



Lema 5.9. Sejam X um conjunto ndo vazio, &/ C p(X) uma o-algebrae ¢ : X — R

uma funcdo. Entao ¢ é 7/-simples se, e somente se, existem n € N* Ay,... A, €

o/ \ {0} dois a dois disjuntos e ay,...,a, € R dois a dois distintos tais que X =
n

AU UA e p = ZaiXAi‘ Além disso, tal representacao de ¢ ¢ tnica (a menos

i=1
de reordenacao dos A;s e a;8).

Demonstracao. Exercicio. O]

Vejamos, agora, alguns exemplos mais imediatos de fung¢oes mensuraveis:
Exemplo 5.10. Sejam X um conjunto nao vazio e &/ C p(X) uma o-algebra. Entao
toda funcdo o7-simples ¢ : X — R é o/-mensuréavel.

Demonstragao. Faremos uso da equivaléncia (a) <> (¢) no Lema 5.6.

Seja ¢ : X — R uma funcio o7/-simples, e fixe a € R arbitrario. Entéo
o la ool =M lo+oo] nim(e)] = | ¢ ew
b € Ja,+oo] N im(¢)
— uma vez que, por ¢ ser f-simples, o conjunto acima é a uniao de uma quantidade
finita de elementos de 7. O

Exemplo 5.11. Se f: R — R é uma func¢ao continua, entao f é mensuravel.

Demonstragcao. Basta lembrarmos que, se 7 é a topologia de R, entao f : R — R é
continua se, e somente se, f~1[U] € 7 para todo U € 7. O resultado decorre entao da

equivaléncia (a) <> (b) no Corolério 5.5, aliada ao fato de que 7 C B C .. O
Exemplo 5.12. Toda funcao monétona f : R — R é mensuravel.

Demonstragao. Usaremos a equivaléncia (a) <> (e) do Corolario 5.5.

Suponhamos que f é ndo decrescente (0 caso em que f é nao crescente é analogo).
Entao, dado a € R qualquer, temos duas possibilidades:
. Mf—l[[a, +oo[] e {0,R}.

Nesse caso, claramente f~! [[a, —l—oo[] € M.
o Caso 2. f |[a, +ocf| ¢ {0, I},

Entao, como f é nao decrescente, existe b = inf (ffl [[a, +oo[]> € R, e portanto
f*l[[a, +oo[] = |b, +00] € A ou f*l[[a,+oo[} = [b, +o0] € 4. O
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O proximo resultado nos diz que /-mensurabilidade é preservada por diversas

operacoes entre fungoes:

Proposicao 5.13. Sejam X um conjunto ndo vazio, &/ C p(X) uma o-algebra,
f,g: X — R fungbes o/-mensuraveis e ¢ € R. Entao sao também .o7-mensuraveis as

funcoes:
() cf;
(i1) f+g;
(ii) f*;
(iv) fg;
(v) |1

Demonstracao. Usaremos a equivaléncia (a) <> (¢) do Corolario 5.5. Fixe, entao,
a € R arbitrario. Devemos mostrar que h™* []a, —i—oo[} € of para cada fungao h nos

itens (i)—(v).

(1) Se ¢ =0, entao cf é a fungdo constante nula, que é .o/-mensuréavel por ser uma

fungao o-simples (vide Exemplo 5.10). Se ¢ > 0, entao (cf)_l[]a,%—oo[} =
! []%, +oo[| € & (uma vez que f é o/-mensuravel). Ja se ¢ < 0, temos que

(cf)~? []a, +oo[] =f! []—oo, %[} € o/ (novamente por f ser «7-mensuravel).

(7i) Note que

(f+9) la,+ool] = {o e X: f(x)+g(x) > a} =
= {zeX:f@)>a-yg(@)} =
{r€X:30eQ(f(z) >q>a—g()}=

= Ulee X /@) > q>a—g()} =
qeQ

= UlreX f@)>q eg)>a—q) =
q€Q

- U({x€X¢f($)>Q}ﬂ{5€€X:g(x)>a—q}>:

q€Q

= U (f—l []q, +oo[} ng™ []a —q, +OO[])7

q€Q

que é um elemento de & pois f e g sdo &/-mensuraveis e 2/ é uma o-algebra.
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(ii7) Se a < 0, entao (f*)~! []a, +oo[} =X €. Jasea >0, temos

(ool = 7 [ s [0, .

(pois f é o/-mensuravel).

1
(iv) Como fg = z_l((f +9)% = (f —g)?), o fato de que fg é &/-mensuravel decorre dos
1tens anteriores.

(v) Se a < 0, entao |f|™ []a, —{—oo[} =X e Jasea >0, entao |f|7! []a,—i—oo[} =
(fH1 []a2, +oo[}, que ¢ um elemento de <7 pelo item (4i1). O

Vamos agora enunciar mais um resultado que garante a .o/-mensurabilidade de

fungoes obtidas a partir de outras fungoes .o/-mensuraveis:

Proposigao 5.14. Sejam X um conjunto nao vazio, & C p(X) uma o-algebra e

(fn)nen uma sequéncia de fungoes o7 -mensuraveis de X em R. Entao:
(1) sdo também .o7-mensuréaveis as funcdes g, h, G, H : X — R definidas por
= inf f,
9(z) = inf fu(w)

h(z) = liminf f,(x)

neN
G(x) = SL€1}N) fn(2)
H(z) = limsup f,(x)
neN

para todo = € X

(ii) se a sequéncia (f,)nen converge pontualmente para f : X — R, entdo f é /-

mensurével.

Demonstracao. Para o item (i), usaremos o Lema 5.6.

Fixe a € R arbitrario. Note que

g ! [[a, +oo]} = {zeX: %rellgfn(x) > a}
= {re X :VneN(f.()
= ﬂ{xGX:fn(ac)Za}

neN

- N5 [[a, +oo]} € of

neN

>a)} =
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G []a, +oo]} = {z € X :sup fu(r) >a} =

neN

= {z€X:ImeN(f,(z)>a)} =
= Ulre X ful) > a} =

neN

= U letodl] e o,

neN
donde g e G sao @/-mensuraveis. Por razoes analogas, para cada k € N sao tam-

bém .o/ -mensuréveis as funcoes hy, H, : X — R definidas por hy(z) = ing fu(z) €
ne

n>k
Hy(x) = sup f,(x) para todo z € X. Portanto, também por razdes analogas, sao
N
Sk
&7 -mensuréveis as fungoes h = sup hy e H = inf H,,.
keN keN

O item (i7) é um caso particular do item (i), uma vez que, se f(z) = lir% fn(x),
ne
entdo f(x) = limsupf,(x). O
neN

Corolario 5.15. Sejam X um conjunto nao vazio, &/ C p(X) uma o-algebra, n € N*
e fi,...,fn : X — R funcdes o/-mensuraveis. Entdo sdo também .7-mensuraveis
as fungdes ¢,G : X — R definidas por g(z) = min{fi(z),..., fu(2)} e G(z) =
max{ fi(z),..., fu(z)} para todo z € X.

Vamos encerrar esta se¢do com um lema que sera essencial para o que vem adiante!

Antes, vamos introduzir uma notacao para simplificar um pouco a nossa vida.

Definigao 5.16. Dados um conjunto ndo vazio X e uma o-algebra &/ C p(X), de-
finimos M* (&) = {f : X — [0,400] | f é &/-mensuravel}. No caso especifico em
que X = R e & = .#, adotaremos a convencao de escrever apenas M™ em vez de

M ().

Lema 5.17. Sejam X um conjunto nao vazio, & C p(X) uma o-algebrae f: X — R
uma fungdo com f(x) > 0 para todo z € X. Entdo f € M™ () se, e somente se,
existe uma sequéncia (¢, )nen de fungdes «7-simples de X em R satisfazendo ¢, }‘ f
— isto &,” p,(7) } f(x) para todo z € X.

n
"Usamos aqui a notacdo a,, /* a para denotar que (a,),en é uma sequéncia niao decrescente que

converge para a.
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Demonstracao. A reciproca é uma consequéncia imediata do Exemplo 5.10 e da Pro-
posigao 5.14(ii).

Para a implicacao direta, suponha que f é o/-mensurdvel. A ideia vai ser meio
chata de escrever, mas ela é bastante razoavel: ¢, serd a funcao que olha para os

pontos z tais que f(z) < n e “arredonda” o valor de f(z) para o maior nimero da

forma on que é menor que f(z). Intuitivamente, ¢, vai ser uma fungao simples que

. . . . 1
“aproxima f por baixo” de modo a estar a uma distancia sempre menor que — de f

2n
(nos pontos em que f assume valores menores que n).
Vamos escrever isso!
Para cada n € N, defina ¢, : X — R por
I T
onlT) = k kE k+1
o0 seke{0,1,...,n-2”—1}étalquef(x)6[27,2%[.

Temos que ¢, ¢ o7-simples — pois, como f é &7/-mensuravel, entao f* [[2%, %[} €.

Fixe, agora, x € X arbitrario.
Vejamos que ¢, (z) < ¢,41(z) para todo n € N. Ha trés possibilidades:
e Caso 1. f(x) < n.

Entao, por construcao,

1 1
onl) + s e pule) + oy < S0

SOn(l’), caso contrario.

Pn+1 ($) -

e Caso 2. n < f(x) <n+1.

Novamente por construcao, ¢,(z) =n < p,1(z) < f(x).
e Caso 3. f(x) >n+ 1.

Entao claramente ¢,(x) =n <n+ 1= p,11(2).

Portanto, (¢,(x))nen € uma sequéncia nao decrescente.

Notemos agora que f(x) = iigl\] on(z). Se f(x) = 400, a igualdade ¢é valida pois,
nesse caso, ¢,(r) = n para todo n € N. Suponhamos, entdo, que f(z) < 400, e

seja n € N tal que f(z) < n. Decorre da constru¢do que, para cada k > n, tem-se
1 k
or(z) — flz)| < ok donde pp(z) — f(). 0

OK, agora podemos (finalmente!) falar de integrais de fun¢des em espagos de

medidal
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6 Integrais de funcoes mensuraveis

Vamos usar tudo o que fizemos até agora para definir a integral de funcoes mensuraveis
(ou, melhor dizendo, de certas fungdes mensuraveis — algumas nao serao propriamente
integréaveis, como veremos mais adiante). Para isso — como é razoavel supor —, vamos
precisar nao apenas de uma o-algebra sobre um conjunto nao vazio (como era o caso
na se¢ao anterior), mas de um espago de medida de fato.

Fagamos isso primeiro para as fung¢oes mensuraveis nao negativas. Vamos comecar

com o caso mais simples (literalmente):

Definigao 6.1 (Integral de fungoes «7-simples). Sejam (X, o7, i) um espago de medida
e ¢ : X — [0,+00] uma fungao o/-simples. A integral de ¢ (com respeito a p) é o

numero real estendido
n

/w dp =" a;- p(Ay),
i=1
k
sendo ay,...,a, € [0,+0c0] e Ay,..., A, € & como no Lema 5.9 (logo ¢ = ZaiXAJ-
i=1

No caso particular em que (X, 7, u) = (R, .#,m), dizemos que /go dm ¢é a integral
de Lebesgue de .
Observacao 6.2. Na definicao anterior — bem como em qualquer situacao em que

isso possa vir a aparecer —, adotamos a convengao de que 0 - (+00) = (+00) - 0 = 0.

Da Definicao 6.1, ja4 podemos extrair o primeiro exemplo de uma func¢ao que possui

uma integral de Lebesgue mas que nao ¢ integravel no sentido de Riemann:
Exemplo 6.3. Para todo A € .#, tem-se que a fungao simples x 4 satisfaz / Xadm =
m(A). Em particular, tomando-se A = [0, 1]\ Q, tem-se que xjo,1)\@ ¢ uma fungao que
nao ¢ integréavel segundo Riemann mas que satisfaz [ xp,1podm = 1.
Demonstrag¢ao. Notemos que a representagao de x4 na forma do Lema 5.9 é x4 =
1xa + Oxr\a. Da Definicao 6.1, temos entao que

/XA du=1-m(A)+0-mR\ A) =m(A)+0=m(A).

No caso particular A = [0,1] \ Q, como [0,1] N Q é enumeravel, entdo este é um

conjunto de medida zero. Assim, pela Proposi¢ao 1.9(a), tem-se que m([0,1] \ Q) =

m([0,1]) = m([0,1]NQ) =1—-0=1, donde /X[O,l]\@ dm =m([0,1]\ Q) = 1. O
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Tendo a Definicao 6.1, ja estamos em condic¢oes de definir a integral de uma fungao
qualquer em M™ (7). Mas, antes, vamos aproveitar que estamos falando de fungoes

o/ -simples para fazer um lema de que vamos precisar logo mais:

Lema 6.4. Sejam (X, .o/, ) um espaco de medida, ¢,1 : X — [0, +o0] fungoes o -

simples e ¢ € [0, +00]. Entao:

(a) /csodﬂzc-/wdu;

(b) se p < 1) (isto &, p(x) < ¢(x) para cada = € X), entdo /(pdu < /wdu;

© [te+vidu= [odu+ [van

Por ridiculo que seja, vamos antes provar um lema auxiliar para ajudar na demons-

tracao do lema acima:

Lema 6.5. Sejam (X, <7, ;) um espago de medida e ¢ : X — [0, +00] uma fungao

n

o/ -simples cuja representacao nos termos do Lema 5.9 é ¢ = Z a;X 4, Suponha que
i=1

neN A, .. A, e ea,... d, €0+ sejam tais que X = AU ... UA,

n
_ / . / . . / ~
ep= E a; XA, (ou seja, entre os Aj pode haver conjuntos vazios, e os a; podem nao
=1

n/

ser dois a dois distintos). Entao /gp dp = Z ay - p(Aj).
=1
[Em outras palavras: mesmo se tomarmos uma representacgao de uma fungao o7-

simples como combinagao linear de fungoes caracteristicas de conjuntos em &/ que
nao venha a ser a “representacao padrao” (entenda-se “aquela do Lema 5.9”), podemos
usar essa outra representacao na hora de calcularmos a integral da funcao e vai dar

na mesma.|

Demonstragao. Primeiramente, reordenando os A’s (e, junto com eles, os a;s) se ne-
cesséario, podemos supor que {j € {1,...,n'} : A} # 0} = {1,...,p} para um certo
p € N* com p < n'. Escreva, agora, {aj,...,a,} = {c1,...,¢.}, sendo ¢ € N* com
q < p e de modo que cy, ..., ¢, sejam dois a dois distintos. Para cada k € {1,...,q},

seja Jy ={j €{1,...,p}:d; =cp},edefina Cp, =( ) AL
J€Jk
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q
Nestas condigoes, ¢ = chXok, sendo esta uma representacao que satisfaz as
=1
condicoes do Lema 5.9. Pela unicidade de tal representagao, devemos ter que g = n;
além disso, reordenando os ¢s e 0s Cys se preciso, podemos supor (também por conta
dessa unicidade de representacdo) que ¢; = a; para cada i € {1,...,n} = {1,...,q}.

Disto obtemos .

/s@du = Z%“N(Ai):
= ch-u(ck)z
= Do ) ulA) =
k=1

Jj€Jx

= ZZ%'N(A;):

k=1 jeJi

= 2D - ul4y) =

k=1 jeJ,

como desejado. O

OK, ao lema!

n k
Demonstracao do Lema 6.4. Escreva ¢ = Z aixa, €Y = Z bjxB;, nas condigoes do
i=1 j=1

Lema 5.9.
Para o item (a), a afirmacao ¢ imediata no caso em que ¢ = 0, pois entao cp é a

funcao identicamente nula — cuja representacao nos termos do Lema 5.9 é cp = Oy x
—, donde

/cg&d,u—/OXXdu—0~u(X)—O—O-/gpd,u—c'/god,u.
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n n
J& no caso em que ¢ > 0, temos que cp = CZ aiX A, = Z(Cai)XAm donde
i=1 i=1

n

cp du:Z(cal )=c- X:aZ =c- [ pdpu.
/ /

i=1
(Note — exerciciol — que a segunda igualdade acima vale mesmo no caso em que
c=+00.)

-k
Para os itens (b) e (c¢), notemos primeiro que A; = U 1A,~ N B; para todo i €
Cn =
{1,...,n} eque B; = UizlAi N B, para todo j € {1,...,k}. Logo,

n n k n k

/dﬂ D plA) =) iy pAinBy) =) > ai-p(Ain By

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

e (1)

k n n

k k
[ du=>"buis, =30 L uAN B =33 i B
j=1 i=

j=1 i=1

O item (b) decorre entao da observagao de que, se ¢ < 1, entao, para cada i €
{1,...,n} ecada j € {1,...,k}, vale ¢ [4,nB,< ¥ [4,nB;; assim, a; < b; sempre que
A; N B; # 0, e disto decorre que a; - u(A; N B;) < bj - u(A; N B;) — o que implica que
/godu < /wdu em virtude de (f).

Quanto ao item (c), de (1) obtemos

/@dﬂ%—/iﬂdu = ZZal (4,1 B;) +ZZb 1(A;N By =

1—1]1 7j=1 =1

= ZZaZva u(A; N B;) =

=1 j=1

= /(¢+¢)du,

sendo que a ultima igualdade é consequéncia do Lema 6.5 e da observacao de que, se
ic{l,...,n}eje{l,... k}sdotais que A;NB; # (), entao (¢ +v) [4,np, ¢ a funcao

constante de valor a; + b;. O

Vamos a definigao de integral de fungoes em M™ (&), entao!
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Definigao 6.6 (Integral de fungdes 7-mensuraveis nao negativas). Sejam (X, o7, )
um espaco de medida e f € M ().

e A integral de f (com respeito a p) é o nimero real estendido
/f dp = sup{/god,u . (p ¢ uma fungao o/-simples e ¢ < f}.
No caso particular em que (X, .o/, u) = (R, .#,m), dizemos que /f dm ¢é a
integral de Lebesque de f.

e Ainda, fixado E € & arbitrario, define-se a integral de f em E (com respeito a

1) por
/EfduszxEdu-

Observagao 6.7. Cabe notar que, pelo Lema 6.4(b), as defini¢oes de integral para

uma fungao o7-simples ¢ : X — [0,400] dadas nas Defini¢oes 6.1 e 6.6 coincidem.
Note, ainda, que / fdu= /fd,u para toda f € M™ ().
b

Antes de vermos exemplos e algumas propriedades fundamentais da integral, vamos
provar o Teorema da Convergéncia Monotona (Teorema 6.9), que é uma ferramenta
poderosa que vai facilitar bastante alguns argumentos. Mas, primeiro, dois leminhas

(pra variar):

Lema 6.8. Seja (X, o7, 1) um espago de medida.
(a) Se f,g € MT(&) sao tais que f < g, entao /fd,u < /gdu.
(b) Se f e Mt (&) e E,F € of sao tais que E C F, entao / fdu < / fdpu.
E F

Demonstragao. Para (a), basta notar que toda fun¢ao «/-simples ¢ tal que ¢ < f

também satisfaz ¢ < g. E (b) decorre de (a) uma vez que fxg < fxr. O

Lema 0°’. Dados z,y € [0, 400] quaisquer, sdo equivalentes:
(1) = <y
(i) VB €1, 4o0] (z < B -y);
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(iii) VB €]0,1[ (82 <),
Demonstragao. Exercicio (de andlise real, na verdade). O
Eis o teoremal

Teorema 6.9 (Teorema da Convergéncia Monétona). Sejam (X, 7, 1) um espago de
medida, f € M* () e (fn)neny uma sequéncia de fungdes em M™ () satisfazendo
fn  f. Entao /fn dp — /fdu. (Ou, dito de outra maneira, /limfn dp =

lim / Fodp.)

Demonstracao. Para todo n € N tem-se por hipotese que f,, < f; logo, o Lema 6.8(a)
nos diz que /fn du < /fd/L. Portanto, lim/fn dp < /fdu.

Para a outra desigualdade, tome uma fungao «7-simples ¢ : X — [0, +-00] arbitraria

com o < f. Vamos mostrar que /god,u < lim/fn dp — o que implicara /fd,u <

lim / fn dp pela definigao de / f du. Para tanto, usaremos a equivaléncia (i) <> (ii7)
do Lema 0.

Fixe, entao, 8 € |0, 1] arbitrario; queremos concluir que

5./gpd,u§li7rln/fndu. (1)

k

Seja p = Z a;x 4, a representacao de ¢ dada pelo Lema 5.9. Considere, para cada
i=1
i€ {l,...,k} ecadan € N, o conjunto A" = {z € A; : 5-a; < f,(x)}, que é um

elemento de o/ (por qué?).
k

Considere agora, para cada n € N, a fungao «7-simples ¢,, = Z(B - @)X An; COMO,

=1
para cada ¢ € {1,...,k}, vale que f,(z) > B-a; = ¢,(x) para todo x € A? (pela
definigao de A}'), tem-se entdo que f, > ¢, (pela defini¢do de ¢,,). Assim, dos Lemas
6.8(a) e 6.5, obtemos

k

[tz [ ondn=3(50) - nia). ®)

i=1
Notemos, agora, o seguinte:

Afirmagao. Para cada i € {1,...,k}, tem-se que (A),en € uma sequéncia crescente

de conjuntos satisfazendo A; = U Al

neN
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De fato, tome x € A; qualquer. Se a; = 0, entao é imediato que x € A}' para
todo n € N. Suponhamos, entao, que a; > 0. Como (- a; < a; = p(z) < f(x)
e fo(x) 7 f(z), entdo existe nyg € N tal que f,,(z) € |5 a;, f(z)], e portanto
x e A,

Em vista da Proposigao 1.9(c), decorre da Afirmagao que p(A;) = lim pu(AY}) para
cada i € {1,...,k}. Assim, obtemos de () que

k
lign/fndg > lim) (8- a)- p(Af) =
=1
k

= > (8- a) limu(A7) =

i=1

como desejado em (7). O

Note que o Teorema da Convergéncia Mono6tona ja mostra que a integral de Le-
besgue é muito mais “bem comportada” com relacao a convergéncia pontual do que
a integral de Riemann — o que é, num certo sentido, a principal vantagem de uma

sobre a outra. Considere, por exemplo:

Exemplo 6.10. Fixada uma enumeracao Q = {qx : k € N} para Q, considere ¢, =
X{qe:k<n} Para cada n € N. Temos que (¢, )nen ¢ uma sequéncia crescente de funcoes
que sao integraveis no sentido de Riemann — e a integral de Riemann de cada uma
delas ¢ igual a 0 —, mas cujo limite (na convergéncia pontual) yg nao ¢ integréavel
no sentido de Riemann. Ja no sentido de Lebesgue, o limite xq ¢ integravel e sua
integral é também igual a 0 — o que, naturalmente, esta de acordo com o Teorema

da Convergéncia Monoétona.

Vejamos mais um exemplo, agora mostrando como a teoria de integragao baseada
em espagos de medida é abrangente e nos permite dar um tratamento unificado a certos

conceitos mateméaticos que, numa primeira abordagem, pareciam bastante diferentes!
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Exemplo 6.11. Considere o espago de medida (N, p(N), #), em que # é a medida de

contagem — isto ¢, a medida definida por

Al, se A é finito
=1 4 e
+00, se A é infinito

para todo A C N. Dada uma funcao f : N — [0, 400], 0 que viria a ser a sua integral
/fd#? Vejamos...
Para cada n € N, considere a funcdo ¢, = fxjo,..n} — ou seja, ¢, : N = [0, +00]

é a funcao definida por

nk:
en(h) 0, se k>n

{ f(k), sek<n

para todo k € N. Note que cada ¢,, ¢ uma funcao p(N)-simples, que pode ser escrita

como p,, = Z J(k)X{k); assim, tem-se do Lema 6.5 que
k=0

/sond#:Zf( 4({k}) = Zf )

n
Agora, como ¢, ' f, tem-se do Teorema da Convergéncia Mono6tona (Teorema 6.9)

que
/fd#—hm/cpnd#—hme => (k).
k=0

Se tomarmos a, = f(k) € [0,4+00] para cada k, podemos pensar em f como uma

sequéncia (ag)ren de reais estendidos ndo negativos — afinal, uma fungdo de dominio

N nada mais é que uma sequéncia, certo? —, de modo que
[ri#=3 1= n
k=0

Ou seja: a integral de f é nada mais que a série infinita que soma a sequéncia de
valores assumidos por f. (Pois é: uma série infinita é um caso particular de integral

de uma fungao!)

Vamos agora mostrar algumas propriedades importantes sobre integrais.®

8Que, tendo em vista o Exemplo 6.11, também valem para séries infinitas, alis...
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Proposigao 6.12. Sejam (X, .o/, ) um espago de medida, f,g € MT (&) e ¢ €
[0, +00]. Entao:

(a)/Cf du20~/fdu;
(0) /(f+g)dﬂz/fdu+/gdu~

Demonstracao. Usando o Lema 5.17, tome sequéncias (¢, )nen € (¢¥n )nen de fungoes o7 -
simples tais que ¢, * f e, /g. Paraoitem (a), note que (cp,)nen € uma sequéncia
de fungoes &7-simples satisfazendo cy, * cf; assim, do Teorema da Convergéncia

Monétona (Teorema 6.9) e do Lema 6.4(a), decorre que

/cfdu llm/cgpnd,u 4: 1m<c-/gﬁnd,u> =C~lim/80nd,uTgMC'/fd/L

Para o item (b), basta notar que (¢, + ¥, )neny € uma sequéncia de fungoes o7-simples
satisfazendo ¢, + 1, " f + ¢; logo, usando o Teorema da Convergéncia Mono6tona

(Teorema 6.9) e o Lema 6.4(c), obtemos
C .
/(f +g)du = hgrl/(son + ) dp =

6.4 117511(/ Ondp + /Q/Jn du) =

= lim/gpndu + lim/wndu:

T /fd,u + /gd,u. O

Vejamos agora uma outra consequéncia importante do Teorema da Convergéncia
Monoétona, que vai nos ajudar a lidar com sequéncias de fungoes nao necessariamente
crescentes e que nao necessariamente convergem para um limite na convergéncia pon-

tual.
Lema 6.13 (Lema de Fatou). Sejam (X, 7, 1) um espago de medida e (f,)neny uma
sequéncia de fungoes em M™T(&7). Entao [ liminf f, du < liminf / frdpt.

Demonstra¢ao. Seja f = liminf f, (— sup inf fn> Para cada k € N, defina g, =
n keN ne
>k

k
ing fn- Note que gx 7 f; logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona (Teorema
S

n>k
6.9), temos que
/fduzlim/gkduzsup/gkdu- (1)
keN keN
o1



Fixe, agora, k € N arbitrario. Para cada n € N com n > k, temos que g; < f,,

e portanto /gk dp < /fn dp (pelo Lema 6.8(a)). Assim, /gk dp ¢ um limitante

inferior do conjunto {/fn dpu:neNAn> k:}, de modo que /gk dp < ing/fn du.
ne
n>k

Combinando com (1) o fato de que esta desigualdade vale para todo k € N — e usando

a monotonicidade do supremo —, obtemos
/fdu = sup/gkd,u < supinf/fndp = liminf/fnd,u,
keN keN nell n
como desejado. O

Este talvez seja um bom momento para introduzirmos uma terminologia bastante

utilizada em teoria da medida:

Definigao 6.14 (Quase todo ponto). Sejam (X, .o/, u) um espago de medida e P(x)
uma afirmacao a respeito de pontos de X — que cada ponto z € X pode ou nao
satisfazer. Dizemos que P é valida em quase todo ponto se {x € X : P(x) é falsa} C Z
para algum Z € o/ com u(Z) = 0, e escreveremos “P q.t.p.” para denotar esse fato.
(Note que, se (X, o7, 1) é um espago de medida completo, entdo P q.t.p. se, e somente
se, u({x € X : P(x) é falsa}) = 0.)

Em posse dessa terminologia, podemos agora enunciar consequéncias mais gerais

do Teorema da Convergéncia Mono6tona. Antes, uma proposi¢ao importante:

Proposigao 6.15. Sejam (X, o/, u) um espago de medida e f € M (). Entao
fdup =0 se, e somente se, f =0 q.t.p. (isto é, {x € X : f(x) > 0} esta contido

num conjunto de medida zero).

Demonstragao. Provemos primeiro a reciproca. Fixe Z € & tal que pu(Z) = 0 e
{X € X: f(x) >0} C Z. Seja p € MT(«7) uma fungao o7-simples tal que ¢ < f,
e escreva essa funcao como ¢ = Z a;X a, nos termos do Lema 5.9. Se j € {1,...,n}

i=1
é tal que a; > 0, entdo todo x € A; é tal que 0 < a; < f(z), logo x € Z; assim,

A; C Z, e portanto (como A; € &) tem-se que p(A;) = 0. Disto decorre que

/gpdu = Zai - u(A;) = 0, pois cada parcela desta soma é igual a 0. Assim, pela
i=1
definicao de / f du, segue-se que / fdu=0.
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1
Suponhamos, agora, que /f dyu = 0. Paracadan € N, seja A, = f! HQ—n +OO]:|

€ of. Note que {xr € X : f(z) >0} = U A, € o/. Afirmamos que pu(A,) = 0 para

neN
todo n € N — o que implicar4, portanto, que u({z € X : f(z) > 0}) = 0. De fato,

1
basta notar que o Xn < f, donde (pelo Lema 6.8(a))
0< [ gixadn< [ fdu=o,

1 1 1
de modo que / on s dp = 0. Mas (pelo Lema 6.5) [ —xa, du = —-u(A,), e disto

2n on
decorre que pu(A,) = 0. O
Corolario 6.16. Sejam (X, .o/, ) um espago de medida e f € M™ (/). Entao a
funcao
v . o — [0,+00]
A — /fd,u
A

¢ uma medida em 7 tal que {A € & : u(A) =0} C {Ae & :v(A)=0}°

Demonstragao. Claramente v(() = /fd,u = /fX@ dp = /Od,u = 0. Seja, agora,
0

= {A, : k € N} C & tal que A, N A; = ) para quaisquer k,l € N distintos,

e defina A = U Ay. Para cada n € N, seja B, = |J;_, Ax. Como (B,)nen ¢ uma

keN
n

sequéncia crescente de conjuntos cuja uniao é A, segue-se que xp, /" X i, € portanto

Ixs. /* fxz Logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona (Teorema 6.9) e pela

9Este resultado possui uma espécie de reciproca, que é o Teorema de Radon—Nikodym: se j e v
sao medidas o-finitas em o tais que {A € & : pu(A) = 0} C {A € & : v(A) = 0}, entdo existe
;€ Mt () tal que v(A) = / fdu para todo A € /. (Esse é um resultado que vocés verao na
disciplina de Probabilidade.) .
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Proposigao 6.12(b), tem-se que

assim, v é uma medida.
Suponha, agora, que A € o é tal que u(A) = 0. Entao fxa = 0 q.t.p., e decorre

entao da Proposigao 6.15 que

V(A)Z/AfdMZ/fodu g,

como requerido. O

A seguinte proposigao é uma versao mais geral do Teorema da Convergéncia Mo-

notona (Teorema 6.9):

Proposigao 6.17. Sejam (X, .o/, u) um espago de medida, f € M1 () e (f,)neny uma
sequéncia de fun¢oes em M™ (&) tais que f, }‘ f q.t.p. Entao /f dp = lim/fn dp.

Demonstracao. Seja Z € o tal que p(Z) = 0e {x € X : =(f.(2) }‘ fx)} C Z.

Entdo fuxx\z /* fxx\z; logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona (Teorema
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6.9),
/fXX\Z dp = li}l]fl/(}cn)(x\z dp. (1)

Mas, para toda g € M™* (), tem-se que g = gxz + gxx\z, logo

/gdu= /ng d,u+/9XX\Z dp = /gXX\z dp (1)

— sendo que a primeira igualdade decorre da Proposi¢ao 6.12(b), e a segunda igualdade
decorre da Proposi¢ao 6.15 (uma vez que gxz = 0 q.t.p.).
Combinando () e (f), obtemos o resultado. O

Corolario 6.18. Sejam (X, <7, ) um espago de medida, f € MT() e (fn)nen
uma sequéncia de fungoes em M (o) tais que f = an q.t.p. Entao /fd,u =
n=0

g%/fn dp.

k
Demonstra¢ao. Basta notar que, definindo-se gy = Z fn para cada k € N, tem-se

n=0

k
que gr " [ q.t.p.; aplicando-se entao a Proposi¢ao 6.17, obtemos o desejado. O

Vamos agora tratar de funcdes com contradominio R, e ndo apenas [0, +00]! Para

isso, definamos o seguinte:

Definigao 6.19 (Parte positiva e parte negativa de uma fungao). Dados um conjunto
néo vazio X e uma funcéo f : X — R, definimos a parte positiva de f e a parte negativa
de f como sendo, respectivamente, as fungoes fT = max{f,0} e f~ = max{—f,0}.

Notemos que, se f é o/-mensuravel, entao f+, [~ € M () (pelo Corolario 5.15).
Além disso, f = ft— f~.

Agora sim, podemos definir a integral de uma fun¢do que nao necessariamente é

nao negativa:

Definigao 6.20 (Fungoes integréaveis). Sejam (X, 7, ) um espago de medida e f :

X — R uma funcéo o7-mensuravel.
e Se as integrais /fJr du e /f dp nao sao ambas iguais a +o0o, definimos a

integral de f (com respeito a p1) como sendo /fdu = /fJr dp — /f du.
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e Como ja haviamos convencionado anteriormente, no caso particular em que
(X, , 1) = (R, .#,m), dizemos que /f dm é a integral de Lebesque de f.

e Também estendendo a notagao que ja tinhamos, fixado E' € &7 arbitrario, define-

se a integral de f em E (com respeito a u) por

/Efduz/fxEdu.

e No caso em que / frdue / f~ dup sao ambas finitas, dizemos que f ¢ integrdvel

(com respeito a ).
Uma propriedade muito importante das fungoes integraveis é a seguinte:

Proposicao 6.21. Sejam (X, .o/, ;1) um espaco de medida e f : X — R uma funcdo

o/ -mensuravel. Entdo f ¢ integravel se, e somente se, |f| é integravel. Nesse caso,
tem-se que ‘/fd,u‘ §/]f|d,u.

Demonstragao. Note que |f| = fT+ f~, e portanto | f|" = f*+ f~ e |f|” =0, sendo

ft e f~ fungbes &/-mensuraveis. Como [ |f|” du = 0, tem-se que |f]| é integravel se,
e somente se, /(fJr + f7)dp < +oo. Tendo em vista o Lema 6.8(a) e a Proposi¢ao

6.12(b), isto é equivalente a /fJr du e /f dp serem ambas finitas — o que, por sua
vez, € 0 mesmo que f ser integravel.

Nesse caso, teremos

[rau] = |[rrau- [ a<
| rallfral-
- i [y
Ui
— [ 1117 du =
= [t du= [ 11 -
= [1n1dn
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como desejado. O]

O proximo resultado estabelece que a integral tem um comportamento linear com
relacdo as fungoes integraveis. (Aqui vamos nos limitar as fung¢oes que assumem valores

em R, para que tenhamos de fato uma estrutura de espago vetorial.)

Proposicao 6.22. Sejam (X, .o/, u) um espago de medida, f,g : X — R fungdes

integraveis e ¢ € R. Entao:

(a) cféintegrévele/cf d/LZC-/fd/L;

(b) f+géintegrévele/(f—i—g)du:/fd,u—i-/gd,u.

Em outras palavras: as funcoes integraveis de X em R formam um espago vetorial
(com as operagoes efetuadas ponto a ponto), e a integral é uma transformagao linear

deste espago em R.

Demonstragao. Fagamos primeiro o item (a). Se ¢ = 0, entao c¢f = 0, e o resultado

¢ imediato. Se ¢ > 0, entao (cf)" = ¢(f*) e (¢f)” = ¢(f); logo, como /fJr du e

/ f~ dp sao ambas finitas, tem-se que

Jenyran=[etrydn=c: [ 1% du<so0

Jeen du=[etryau=c: [ £ dn< s,

de modo que cf é, portanto, integravel, e

[eran = [tendu= [ter du-
_ c./f+du_c./f—dﬂz
= ¢ (/f*du—/f‘du> =
_ c~/fd,u.

O caso em que ¢ < 0 é analogo — basta notar que (cf)t = —c(f7) e (¢f)” = —c(f),

e o restante do argumento prossegue similarmente.
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Para o item (b), usaremos a Proposi¢ao 6.21. Como f e g sao integraveis, entao
|f| e |g| também sao integraveis. E, como |f| e |g| sdo ndo negativas e tém integral
finita, decorre da Proposigao 6.12(b) que /(|f\ +1g|) dp = / | f] d;H—/ lg] dp < +o0.
Mas entao, como |f + g| < |f| + |g/|, tem-se que a funcdo &/-mensuravel nao negativa
|f+g| satistaz | |f+g|dpu < /(|f| +g]) du < +00, logo é também integréavel. Assim,
novamente pela Proposicao 6.21, f + g é integravel.

Para mostrarmos que / (f+g)du = / fdu+ / g dpu, fagcamos primeiro um leminha
(que diz que, para calcularmos a integral de uma fungdo, a sua representagdo como
diferenca de duas func¢oes nao negativas nao precisa necessariamente ser aquela da

defini¢ao da integral):

Lema 6.23. Sejam (X, 7, 1) um espaco de medida, f : X — R uma funcao integréavel

e f1,f2 : X — [0,4+00] fungdes &7-mensuraveis com integrais finitas e tais que f =

fi— fo. Entao/fdu:/fldu—/fgd,u.

Demonstrag¢ao. Como f1 — fo=f = ft— f~, entao f1 + [~ = fT + fo. Como estas

sao somas de fungdes .7-mensuréveis nao negativas, decorre da Proposicao 6.12(b) que

[ridus [ 5 au= [ yan= [t pdu= [ ans [ o

logo, como estas integrais sao todas finitas, podemos reescrever a igualdade acima

[ fiau= [ pdn= [ ran= [ an
istoé,/fld,u—/fzd,u—/fd,u. A

OK, voltemos & demonstracao!

obtida como

Note que
frg=U"=f)+@ =g )=("+g")—(f +9)

logo, como f* + ¢g" e f~ 4+ ¢~ sao fungdes .&7-mensurdaveis nao negativas que tém

integrais finitas (ja que f*, f~, g7 e g~ tém integrais finitas por hipotese), decorre do
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Lema 6.23 e da Proposigao 6.12(b) que

Jtraran = [t gdn- [(+g7)du=
/f+dﬂ+/9+dﬂ—(/fdu+/gdu) _
= [rans [orau- [rdu- [ du-
~ [ran- [ 5 [oran- [odu-
= /fd/i—l—/gdu,

como queriamos. ]

Como consequéncia do fato de que as fungoes integraveis a valores reais formam

um espago vetorial, podemos mostrar o seguinte lema (que estende o Lema 6.8):

Lema 6.24. Sejam (X, .o/, 1) um espago de medida, f,g: X — R fungoes integréaveis
e A € o tal que f(x) < g(x) para todo = € A. Entao / fdu < / gdpu.
A A

Demonstragao. Pela Proposicao 6.22, temos que g — f : X — R é uma funcao inte-
gravel. Além disso, da hipotese de que f [4< g [ decorre que fxa < gxa, e portanto
gxa — fxa € MT(&). Do Lema 6.8, e novamente da Proposi¢do 6.22, tem-se entao

6.8
OS/(ng—fXA)d/LG%Q/ngdu—/fodu:/Agdu—/Afdu,

logo/fdug/gdu. O
A A

Usando o lema acima, vejamos como a integral se relaciona com a propriedade de

que

duas fungoes serem iguais em quase todo ponto:

Proposicao 6.25. Sejam (X, .o/, ) um espago de medida e f,g : X — R fungdes

integraveis. Sao equivalentes:

(a) /fdu:/gduparatodoAE%;
A A

(b) /\f—g\duzo;
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(¢) f=gatp.

Demonstracao. Pela Proposicao 6.15, tem-se que /]f — gldp = 0 é equivalente a
|f —g| =0 q.t.p., o que por sua vez é equivalente a f = g q.t.p. Assim, (b) <> (¢).

Mostremos que (b) — (a). Supondo que / |f —gldu =0, e fixado A € &7, temos
das Proposicoes 6.21 e 6.8 que

‘/Afd“_/Agd/“" = /fXAd,U—/gXAd,u‘:

= /(fo — gxa) dp
= / (f —9)xadu <
< [ I(f—9g)xaldu=
/ 6.8
— 15 = gllxalan S

= /If—glduz

= 0,

logo/fd,u:/gdu.
A A

Finalmente, mostremos que (—(c)) — (—(a)). Note que

fveX: f@) #g(@)} = (f =) || = 00, 0[] U (f = 9)*[J0, 0]

e que os dois conjuntos na unidao acima sao elementos de <7, uma vez que f — g é uma

funcao mensuravel. Se ambos os conjuntos

(f=g)l-oc 0l e e (f=g) 0,400l €
tivessem medida zero, terfamos que f = g q.t.p.; logo, supondo —(¢), devemos ter que
pelo menos um desses dois conjuntos tem medida positiva.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que u((f —g)t []O, —1—00[]) > 0. Como

(f—g)! []0,%—00[} = U(f —g)! Ui,—l—oou, e esta unido tem medida posi-

2n
neN
tiva, entao algum dos conjuntos envolvidos nela deve ter medida positiva. Seja en-

1
tao ng € N tal que p ((f—g)_1 []270,—1—00 H) > 0. Afirmamos que, para A =

1
(f—g) ! D om0 +00 H € o/, tem-se que / fdu# / gdp — e, portanto, vale —(a).
A A
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1
De fato, notemos que, para todo z € A, tem-se que f(z) > g(z) + %; logo, do
Lema 6.24 e da Proposigao 6.22, tem-se que

6.24 1 6.22 1 1
dy > — ) dy %2 d — dy = du+— - u(A d
Afu_/A(g+2nO>u /AQIH'/A%)M /Agwr% u()>/Agu,

provando o desejado. O
Vamos agora mostrar o importantissimo:

Teorema 6.26 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam (X, .o/, 1) um espago
de medida, f: X — R uma fungao o/-mensuravel e (f,,),en uma sequéncia de fungoes
integraveis de X em R satisfazendo f, — f q.t.p. Suponha que exista uma funcao
integravel g : X — [0, +oo[ tal que |f,| < g q.t.p. para todo n € N. Entao f é
integravel e /fd,u = 1171;11/fn dpt.

Demonstracao. Modificando as fung¢oes num conjunto de medida zero se for preciso,
podemos supor que as hipoteses sdo satisfeitas sem a condi¢ao “q.t.p.” (por qué,

exatamente?). Para cada n € N, temos que —g < f, < g¢. Disto tiramos duas

consequéncias:
(i) —g < f < g (ouscja, |f] < g);
(i) para todon € N, tem-se g+ f, >0eg— f, >0.

Como g é integravel, tem-se de (i) que |f| = |f|T < g*; assim, |f| é integravel,
e portanto f é integravel (pela Proposi¢ao 6.21). Agora, decorre de (ii), do Lema de
Fatou (Lema 6.13) e da Proposigao 6.22 que

/limninf(g—i— fn)dp < limninf/(g + fu) dp (1)
) /limninf(g — fu)du < limninf/(g — fn) du. (1)
Mas
/lirrilinf(g + fo)du = /(g + liIr%Zinf fn> dp = /gdu + /(hmninf fn> dp
¢

hmninf/(g—i—fn)du:hmninf(/gdujt/fndu) :/gdqulimninf(/fndu),
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logo (1) se torna /gd,u + /<lim inf fn> dp < /gd,u + lim inf (/ I d,u), e portanto

/ Fdy = / (hmninf fn> dpi < lim inf ( / 2 du). (1)

Analogamente, como

/ liminf(g — £,) dj = / (g ~ limsup fn) dy — / gdu— / <limnsup fn) dy
lim inf / (g — f)dp = limninf< / gdp — / 3 d,u> _ / gdu —limnsup< / 3 dﬂ),

(1) se torna /gdu — /(hm sup fn) dp < /gdﬂ — lim sup(/ fn du), de modo que

1imnsup </ fn d,u) < /(limnsup fn> dp = /fdu (11)

Combinando (11) e (1f), obtemos entao

[ taw < mint( [ fadn) < wmsun( [ gudn) < [ fan

donde/fd,u = liminf(/ fn d,u) = limsup(/ fn du). Assim, /fd,u = lim/fn dpu.
! O

Uma consequéncia relevante do Teorema da Convergéncia Dominada é:

Proposicao 6.27. Sejam (X, .o, u) um espago de medida e (f,,)neny uma sequéncia de

funcoes integraveis de X em R satisfazendo Z / |fnl dpp < +o00. Entao existe uma

funcao integravel f : X — R tal que f = an q.t.p., e /fdu /fn du. (Dito

n=0

de outra maneira, /(Z fn) dp = Z / fadp.)
n=0 n—=0

Demonstragao. Pelo Corolario 6.18, /<Z|fn dp = Z/|fn|du < +o00. Logo,
Z |fu] < 400 q.t.p. (por qué?); sejaentdao T' € o7 tal que u(X\T)=0e Z | frn(x
n=0 n=0

+o00 para todo x € T, e defina g = (Z |fn|>XT
n=0
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Note que g : X — [0, 4+00] é uma fungao integravel, pois, como g = Z | ful a-t.p-,

n=0

tem-se da Proposicao 6.25 que /g dp = /(Z ]fn|) dp < +00. Assim, como
n=0

k k k k oo
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
q.t.p. para cada k € N, decorre do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema

k [e%S)
6.26) e das Proposigoes 6.25 e 6.22 que a fungao f = h’gn (z; anT> = <z% anT> é

integravel e

[ran = i [(3 foxr) du =

como desejado. O]

Vejamos agora um exemplo de como o Teorema da Convergéncia Dominada pode

ser util para lidar com limites de integrais num contexto de continuidade:

Proposigao 6.28. Sejam (X, <7, ) um espago de medida, n € N* e a € R" um ponto
de acumulagao de Y C R™. Suponha que F': X x Y — R é tal que:

(7) para todo y € Y, a funcao

F,

Y

X —- R
r = F(z,y)

é integravel;

(77) para todo x € X, o limite lim F(z,y) existe; e

y—a
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(171) existem ¢ > 0 e uma fungao integravel g : X — R tais que, para todo z € X e

todo y € Y com ||y — al| < 9, tem-se |F(z,y)| < g(x).

Entao a funcgao

f X —- R
x — lim F(z,y)
y—a

¢ integravel e /f dp = lim / F(z,y)du(x) — ou, dito de outra maneira,
y—a

[ tim P,y duta) = i [ P,y dute).

Demonstracao. Antes de mais nada, vamos nos lembrar do seguinte fato de analise
real — ou, neste caso, de analise no R" (mas vide Observacao 6.29 ao término da
demonstragao):

Fato. Se b € R™ é ponto de acumulacao de A C R", h : A — R é uma funcao e

L € R, entao hn}, h(y) = L se, e somente se, para toda sequéncia (Y, ),en de pontos de
y—

A satisfazendo y,, — b tem-se que lim h(y,) = L.
n
Pois bem, & demonstracao!
Tome uma sequéncia arbitraria (y,)n,eny de pontos de Y satisfazendo y, s ae

|lyn — al| < & para todo n € N, e defina f,, = F,, — isto &,

fn i X — R
r = F(z,y,)

— para cadan € N. Note que, para cada z € X, aplicando o Fato a funcao y — F(z,y)
obtemos lim f,,(z) = f(x). Além disso, por (ii7), temos que | f,(z)| = |F(z,yn)| < g(x)
para todon € Netodo z € X; logo, do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema

6.26), tem-se que f = lim f,, é integravel e

/fd,u: liin/fn duzlign/F(x,yn)d,u(x)

— e, como a sequéncia (Y, )nen € arbitraria, a igualdade

/fdp—hm/ (x,y) du(z

decorre do Fato aplicado a funcao y /F(x, y) du(x). ]

64



Observagao 6.29. Leitores e leitoras sagazes devem ter notado que, fazendo-se as
adaptagoes necessarias, a Proposicao 6.28 permaneceria valida se supuséssemos apenas
que Y é um espago métrico — ou mesmo um espagco topoloégico que satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade —, pois tudo o que usamos de R™ na demonstragao estéa

expresso no Fato enunciado no inicio dela.

Corolario 6.30. Sejam (X, 7, ;1) um espago de medida, n € N* e a € Y C R" um
ponto de acumulacao de Y. Suponha que F': X x Y — R é tal que:

(1) para todo y € Y, a funcao

F, X — R
r = F(z,y)
¢é integravel;
(77) para todo z € X, a funcao
FF .Y — R
y — F(zy)

¢é continua no ponto a; e

(797) existem § > 0 e uma funcao integravel g : X — R tais que, para todo z € X e

todo y € Y com ||y — al| < 9, tem-se |F(z,y)| < g(x).

Entao a funcao

¢é continua no ponto a.
Demonstracao. Exercicio. O
Uma insténcia especifica (e bastante util) da Proposigao 6.28 é:

Corolario 6.31. Sejam (X, .o/, 1) um espago de medida, I C R um intervalo aberto
nao vazio e a € I. Suponha que F': X x I — R é tal que:
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(i) para todo y € I, a funcao

r — F(z,y)
é integravel;
(77) para todo x € X, a funcao
I - R
y = Flz,y)

é derivavel no ponto a; e

(171) existem 6 > 0 e uma fungao integravel g : X — R tais que, para todo z € X e

< g(z).

e /(%F(x,y) ya> dp(z).

0
todo ¢y € I com |y — a| < 4, tem-se ’a—F(x,y)
Y

([ P aua)

Demonstracao. Por um lado,

Entao

d .
([ repa)| = 1m — -
622 | [ Flz,y) — F(z.a) ()
y—a y—a

Por outro lado,

G

Assim, basta mostrarmos que

lim Flz,y) - Flz,0) du(z) = / i

y—a y—a

) du(z) = /lim Fla,y) = Flz,a) du(z).

y=a

Para tanto, usaremos a Proposi¢ao 6.28.
Para cada v € X e cada y € I\ {a}, seja
F(ZIZ’, )—F(QT,CZ)

Qz,y) = - :
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Devemos mostrar que
lim | Q(z,y)du(z) = /lim Q(z,y) du(x). (1)
y—a y—a

Note que Q(z,y) = L(Fy(x) — F,(z)) para todo = € X etodo y € I'\{a}; logo,
como a hipotese (i) garanteaque F, e F, sao ambas integraveis, temos da Proposicao
6.22 que = — Q(z,y) ¢ integravel para todo y € I\ {a}. Além disso, pela hipotese
(), o limite lljl_rg Q(z,y) existe para todo x € X. Para concluirmos (f) a partir da
Proposicao 6.28, basta entao verificar que a terceira hipotese desta proposicao esté

também satisfeita, ou seja:

existem 0 > 0 e uma funcdo integrdavel § : X — R tais que,
para todo = € X e todoy € I\ {a} com |y —a| <4, tem-se
|Q(z, y)| < g(x).

Verifiquemos que 6 = § e § = g de nossa hipotese (1ii) satisfazem a condigao acima.
De fato, tome z € X ey € I\ {a} tal que |y — a|] < 6. Como F* é derivavel (em

virtude da hipdtese (7)), decorre do Teorema do Valor Médio que existe ¢ € I com ¢

Foy) = F*(a) _ (F=Y(c), isto &,

entre y e a tal que

—a
F(m,y)—F(x,a) 0
x,Y) = = —F(x,
Q(z,y) - oy @Y
Mas entao, pela nossa hipotese (iii), temos
0
x,y)| = |=—F(z, < g(z),
Q] = |5 P _| < a0
como requerido. O

O enunciado do Corolario 6.31 tem bastante apelo, contanto que a gente saiba como
determinar aquelas integrais. O contraste entre as propriedades que estamos obtendo
a respeito da integral de Lebesgue (no caso da reta real) e as propriedades que ja
conheciamos sobre a integral de Riemann s6 ¢é significativo se essa “nova’ integral
de fato representar algo que corresponda & interpretagao que temos da integral de
Riemann — senao vao ser apenas duas coisas diferentes que possuem propriedades
diferentes e que nao se conversam, e dai as propriedades da “nova” integral talvez nao
tenham nada de mais (porque comparar as duas nem faria muito sentido).

Vamos agora ver que esse nao ¢ o caso: a integral de Lebesgue de fato estende a

integral de Riemann!
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6.1 A relacao entre a integral de Lebesgue e a integral de Ri-
emann

Lembremo-nos de que a integral (propria) de Riemann é definida para fungoes limita-

das da forma f : [a,b] — R, sendo a,b € R com a < b. Estas serao as fung¢oes de que

nos ocuparemos nesta secao, pois.

Vamos comegar com um lema de analise real:

Lema 6.32. Sejam a,b € Rcoma < be f : [a,b] - R uma fungado limitada. Considere

as fungoes
¢ : [a,b)) — R ¢ T : [a,b] — R
x> sup( inf f(y)) x> inf( sup f(y)).
5>0 \ y€lab] 0>0 yea,b]
ly—z[<é ly—x| <5

Entao ¢ < f < T. Além disso, dado z € [a, b] arbitrario, tem-se que f é continua em

x se, e somente se, ¢(z) = T(z).
Demonstracao. Exercicio. O

O lema acima sera usado juntamente com o lema a seguir, que define as fungoes
em escada que usaremos para relacionar a integral de Lebesgue com a integral de

Riemann.

Lema 6.33. Sejam a,b € R com a < b, f : [a,b] — R uma fungao limitada e

P ={(zo,...,xy) :n €N, 2y =a, r, =bex; <y para todo natural i < n}.
Para cada = = (xq,...,z,) € P, defina diam(z) = max (xiy1 — x;), e considere as
<i<n
funcgoes
n—1
Cz = inf ) el
v iz:;<y€]wi7$i+1[f(y) X]x“xwrl[
e
n—1

Tz = Z( sup f(y))X]zi@iH['

i—0 YElTiTigal

Entao, sendo (Zj)reny uma sequéncia de elementos de P com diam(zy) %50, tem-se
que ¢z, LI q.t.p. e Ty, LN o q.t.p. — sendo c e T as fungoes definidas no Lema
6.32.
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Demonstracdo. Para cada k € N, escreva 7y, = (zf, . .. ,xﬁk) Sendo
E=|J{zf.... .2k} Ca,0],
keN
temos que E é enumeréavel, logo EF € 4. Afirmamos que

ez (2) -5 (2) e T (z) =25 T(x)

para todo x € [a,b] \ E, o que acarreta o desejado.

Mostremos isso para 7" — o argumento para ¢ ¢ analogo. Fixe entao = € [a,b] \ E

e & > 0 arbitrarios. Para cada k € N, tome i € {0,...,ny—1} tal que x € Jaf aF |,
e seja 0 = min{x — xf , xf ., — x} > 0; nestas condigdes,
L) =  sw fly) = sw fy) = inf( s f) = T@).  (5)
ye]mfk,xfk+1[ y€la,b] 6>0 y€la,b]
ly—| < ly—z[<d
Como Ty, (z) > T'(x) para todo k € N (vide (1)), devemos mostrar que
Iko € NVE € N (k > ko — Ty, (z) < T(x) + €. (1)
Da definicio de T(z), tem-se que existe > 0 tal que sup f(y) < T(z) + . Note
y€la,b]
ly—z|<é

agora que, como diam(Zg) LN 0, entao existe ky € N tal que, para todo £ € N
com k > ko, tem-se diam(Z;) < 4. Mas entdo todo k € N com k > ko satisfaz

]xﬁw xkarl[ - ]x - S,I + 5[, e portanto

Tr(z) =  sup  fly) < sup f(y) < T(x)+e.
ye ]xfk,x§k+1[ yG[a,bL
ly—z|<d
Assim, temos que vale (1), como queriamos. O

Lembremo-nos ainda de que, nas condigoes do lema anterior, definem-se a integral

inferior de f e a integral superior de f (no sentido de Riemann) respectivamente por

b n—1
/ f(z)de = sup{Z( ]ir_lf_ [f(y)) (g1 —xi) ¢ (moy ..., xp) € P}
Ja i—0 YE | T4, Ti+1
e —_—
n—1

/abf<I) ar=inf{3°( s W) (@) (@ 2,) € P,

i—0 YElTiTit1l
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b b
e que f é integravel segundo Riemann se, e somente se, / f(z)dx = / f(z)dx — e,

nesse caso, sua integral de Riemann é definida como sendo o ntimero real

/abf(x)dx - /Lbf(x)dx—ff(x)dx.

Assim, combinando o Lema 6.33 com o Teorema da Convergéncia Dominada, ob-

temos:

Proposicao 6.34. Nas hipoteses do Lema 6.32, temos que as fungoes ¢ e T sao

integraveis; além disso,

/cdm:/ibf(x)d:c e /Tdmsz(:c)dx.

Demonstracao. Mostraremos o resultado para c¢; o argumento para 17" é analogo.
Note que todas as fungoes da forma ¢z para & € P sao fungoes .#-simples definidas
em [a, b] e limitadas; logo, sao integraveis. Ainda, sendo M € [0, +oo[ tal que im(f) C
[—M, M] (um tal M existe, pois f ¢ limitada por hipdtese), tem-se que a fungio
constante ¢ = M & integréavel no intervalo [a,b] (sua integral é M - (b —a) < +00) e é

tal que |cz| < g para todo = € P.

b
Usando agora a defini¢ao de / f(z) dx mencionada antes desta proposi¢ao, tome
Ja_

uma sequéncia (T )ren de elementos de P tal que diam(zy) i 0e

nk—l b
>o( int, 1) ek - [ f)da
— \yelafaf | Ja_
(sendo Zj, = (xf,...,x} )), decorre do Lema 6.33 e do Teorema da Convergéncia

Dominada (Teorema 6.26) que ¢ é uma funcao integravel e satisfaz

/ka dmL/cdm,

ou seja,
TLk—l
Z < inf f(y)) (b, —ah) LN /c dm.
=0 yE]xf,xﬁrl[
b
Assim, da unicidade do limite em R, tem-se que / fz)dx = / cdm. ]
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OK, ao teorema principal!

Teorema 6.35. Sejam a,b € R com a < be f : [a,b] - R uma fungao limitada.

Entao f é integravel no sentido de Riemann se, e somente se,

{z € [a,b] : f nado é continua em x} € A

b
— e, nesse €aso, /fdm = / f(z)dx

Demonstra¢ao. Por definigao, f é integravel segundo Riemann se, e somente se, vale

b b
/ flz)dx = / f(x)dx — o que, pela Proposigdo 6.34, é equivalente a igualdade

/c dm = /Tdm. Mas, como ¢ < T', decorre das Proposicoes 6.22 e 6.25 que

/cdm:/Tdm &2 /(T—c)dm—() &L /|T—c|dm=0 EB T = ¢ qtp.
— ¢, pelo Lema 6.32, isto é equivalente a
f é continua q.t.p.,

ou seja, {x € [a,b] : f ndo é continua em x} € A

Para a segunda parte, veja que acabamos de mostrar que f é integravel no sentido
de Riemann se, e somente se, T' = ¢ q.t.p. Mas ¢ < f < T pelo Lema 6.32 (na verdade,
pela propria definigao de ¢ e T'), de modo que, se f é integravel segundo Riemann,
entao c = f =T q.t.p. Como c e T sao integraveis pela Proposicao 6.34, isto implica

que f é integravel (por qué, exatamente?); assim, decorre da Proposigao 6.25 que

/fdm /cdm /Tdm

— 0 que, novamente pela Proposicao 6.34, é o mesmo que

/fdm:/ibf(x) dx:ff(x) dz

Logo, da definicao de integral de Riemann, obtemos

/fdm:/abf(ac)dx. .

Vamos agora em dire¢cao a mais um teorema essencial da teoria de integracao: o

Teorema de Fubini—Tonelli.
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6.2 Produtos de espacos de medida

Nesta secao, veremos como definir o produto de dois espagos de medida — e como a
integracao de fungoes neste novo espaco de medida se relaciona com a integracao nos
espacos originais.

Antes de mais nada, uma defini¢ao:

Definigao 6.36. Sejam X e X' conjuntos ndo vazios, Z C p(X) e & C p(X').
Denotamos por & ® A’ a o-algebra gerada pela familia de todos os conjuntos da
forma B x B’ com B€ Be B € #'.

Comecemos percebendo uma dessas coisas que parecem naturais e que, por “sorte”,

de fato funcionam bem:
Proposigao 6.37. Sejam (X, <7, u) e (X', /", 1) espagos de medida e
R={AxA:AcodecAecdY}

Entao o conjunto % de todas as unides disjuntas de uma quantidade finita de elementos

de # & uma algebra sobre X x X' e a funcao

~

I X — [0, +o0]
U (A4 o S (a4 - (44)
k=1

¢ uma medida em Z.

Demonstracdo. E imediato que % # (), pois X x X' € . Além disso, dados A; x
Al Ay x Ay € Z, tem-se que (A x A])N (A x AY) = (A1NAy) x (A]NAY) € Z, e disto
decorre que % & fechado por intersecgoes finitas nao vazias (por qué, exatamente?).
A luz desta tltima afirmacéo, para concluirmos que # ¢ uma algebra, é suficiente
mostrarmos que o complementar de todo elemento de Z em X x X’ é um elemento de

% (por qué?). Para tanto, basta notar que, dado A x A’ € # arbitrario, tem-se que
(X x XN\ (AxA)=((X\A) xX)UAx(X"\A)) €.

O fato de que fi é uma medida decorre da seguinte:
Afirmagao. Se (A, X Al )nen € uma sequéncia de elementos de #Z (possivelmente vazios)

tal que
U x4) =AxA ez, (1)

neN
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entdo » (u(An) -t (A})) = u(A) - i/ (A).

neN
De fato, note que, por (1), temos
XAXAT = Xaxar = Y X, = O (Xa,Xar,);
neN neN
logo, para cada x € X fixado, decorre do Corolario 6.18 que
[0 sl di@) = 3 [ ta,(0) - () o (),
neN

ou seja,

xa(z) - /XA’ dy’ = Z(XAn () - /XA; du’>,

neN
0 que € 0 mesmo que

xal@) - 1/ (A) = 37 (xan @) 1(4,)).

neN

Assim, novamente pelo Corolario 6.18,

J ot ) ) = 3 [ a0 - (4, de),

isto é,
(o) )= S(( ).
donde

p(A) -l (A) = (A - 1 (A)),

neN
como desejado.

Como a Afirmacao se aplica tanto a somas infinitas quanto a somas finitas (se,
a partir de um certo ng, todos os termos da sequéncia forem vazios), tem-se como
consequéncias dela que a fungao i esta bem definida e que ela é, de fato, uma medida
— por um argumento analogo ao utilizado no Exemplo 1.6. (Preencher os detalhes

fica como exercicio!) ]

Combinando esta proposicao com o Teorema da Extensao de Hahn—Kolmogorov,
obtemos como consequéncia imediata o seguinte resultado, que define o produto de

medidas no caso em que ambas sao o-finitas:
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Proposicao 6.38 (Produto de medidas). Sejam (X, .o/, u) e (X', &', 1) espagos de
medida. Ent@o existe uma medida 7 : & ® &' — [0,+00] tal que m(A x A") =
w(A) - 1/ (A”) para quaisquer A € &7 e A’ € o/’. Além disso, se ambas as medidas u e

1’ sdo o-finitas, entao a medida 7 é tnica.

Demonstracao. O resultado decorre diretamente da Proposigao 6.37 e do Teorema

da Extensdo de Hahn-Kolmogorov (Teorema 3.7); para tanto — nas notagoes da

~

Proposigao 6.37 —, note que & ® &' = o(#) e que, se p e u' sdo ambas o-finitas,

entao a medida i também o é. O]

Para podermos relacionar a integracao num produto de espagos de medida com a
integracao em cada um desses espacos, precisamos primeiro garantir que as fungoes
que conseguimos integrar no produto estao relacionadas a fungoes que conseguimos

integrar em cada um dos espacos. Mais precisamente:
Lema 6.39. Considere as mesmas hipoteses da Proposicao 6.38.
(a) Para todo F € &/ ® &/', tem-se que
e E,.={xe X :(x,2)) € E} € & para todo 2’ € X'; e
o B ={2' € X': (z,2') € E} € & para todo = € X.
(b) Para toda fungdo f: X x X' — R que ¢ &7 ® &/"-mensuravel, tem-se que

e a funcao
fm/ X = R
r = f(z,2)

é o/-mensuravel para todo 2’ € X'; e

e a funcao
X = R
= f(x,2)

¢ o/'-mensurével para todo x € X.

Demonstracao. Para o item (a), fixe 2’ € X’ arbitrario. Afirmamos que o conjunto

@%/Z{EE%@%I:EI/EM}
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é uma o-algebra que contém # — e disto decorrera que &, = & ® .

Primeiramente, notemos que #Z C &, pois, dado F = A x A" € & arbitréario,

A, ser € Al;
E, =
0, sex’ ¢ A,

e portanto F,, € &/ —istoé, E € &,. O fato de que &,/ é fechado por complementares

tem-se que

e por unioes enumeraveis decorre da observacao de que

(X x X'")\ E)y =X\ Ey € & para todo E € &

(U En> = U (E,)r € o para toda sequéncia (E,)pen em &y

neN ¥ nen
Analogamente, mostra-se que
*={Fed 4 E*cd'}

é igual a &/ ® &/’ para todo x € X.

Para o item (b), fixe 2’ € X' arbitrario. Entao, para cada a € R, tem-se que

f;l [[a, —i—oo]] = {zeX: fulx)>a} =
= {zeX: f(z,2') > a} =
= {(z,2") e X x X": f(z,2) > a}ty =
= (/e +o0l]) e w,
Logo f, & o/-mensuravel pelo Lema 5.6. (A demonstracao de que f* é &/’-mensurével

para todo z € X é anéloga.) O
Mais um lema antes do teoremal

Lema 6.40. Sejam (X, o7, u) e (X', o', i) espagos de medida tais que p e p' séo
o-finitas, e seja 7 : &/ ® /" — [0, 400] a (Anica) medida satisfazendo as condi¢oes da

Proposicao 6.38. Entao, fixado E € &/ ® &/’ arbitrario, tem-se que as fungoes
ff . X - R e g X' = R
v o= () = u(Ey)

sdo, respectivamente, .&7- e .&/’-mensuraveis; além disso,

/fEdMZW(E) = /gE dy'.
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Demonstra¢ao. Tratemos primeiro o caso em que p e i’ sao finitas.

Considere o conjunto
M={Eca®d : fFegpsio mensuraveis e /fE du=m7(F) = /gE du'}.

Primeiramente, notemos que — na notagao da Proposicao 6.37 — % C M, pois, dado

E=AxA €%, tem-se que f¥ e gp sdo fungoes simples (logo, mensuréveis) e

[ dn= [ uadi= () [ xadu= () u(a) = x4 x )

[owdi = [ nycw du = u) [ xadit = u(a) - w(4) = m(4 x ),

Da observagao acima, e também da aditividade da medida e da integral, tem-se que
% C M (por qué, exatamente?).
Vamos mostrar que M é uma classe monétonal®; pelo Exercicio I111.11 da Lista 1,

disto decorrera entao que

~

A QA =0(R)=m(AB) CMC A RA
logo M = o7 @ <.

e Seja (E,)nen uma sequéncia em M tal que E,, C E, 1 paratodon € N. Devemos
concluir que E = U E, e M.

neN

Para cada n € N, como E, € M, temos que ff» e gz sdo mensuraveis e

/fE" dpu = m(E,) = /gEn du'. Note agora que, da Proposi¢ao 1.9(c), tem-se

para cada x € X que

lim 2 (2) = lim ' (B)*) = 1 (\J(B)7) = (U Bn) ) = /(B*) = ¥ (@)
neN neN

logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona (Teorema 6.9), tem-se que fZ é

o/ -mensuravel e
/fE dp = lim/fE" dp =limn(E,) =n(E),

sendo que a ultima igualdade decorre também da Proposicao 1.9(c). (E analo-

gamente para gg.)

10y/ide Lista 1.
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e Seja (E,)neny uma sequéncia em M tal que E,, O E, . paratodon € N. Devemos
concluir que £ = ﬂ E, e M.

neN
Isto decorre de um argumento analogo ao anterior: como i é uma medida finita,

tem-se da Proposigao 1.9(d) que
lin /() = i (B2)") = o () (B)°) = (( Ba)") =/ (B7) = £7(a),

e entdao a o/-mensurabilidade de f¥ e a cadeia de igualdades
/fE dp = lim/fE" dp =limn(E,) =7n(F)

decorrem do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 6.26) — uma vez
que, como g e ' sao ambas finitas, entdo f¥0 é uma funcao integravel — e da
Proposigao 1.9(d) aplicada & medida finita 7. (E, novamente, o argumento para

gr é analogo.)

Assim, M é uma classe monétona, como queriamos!
Tratemos agora o caso em que p e 4’ sao o-finitas.
Sejam (A, )nen € (A))nen sequéncias de conjuntos de medida finita em o/ e &7’

respectivamente tais que X = U A, e X' = U A!; substituindo os termos destas

neN neN
sequéncias pela uniao dos termos anteriores se for preciso, podemos supor que ambas as

sequéncias sao crescentes. Nestas condigoes, (A, X A!)n,en € uma sequéncia crescente
de elementos de o ® & satisfazendo X x X' = U(A” x Al) e m(A, x A!) =

neN
w(Ay) - ' (Al) < 400 para todo n € N.

Como anteriormente, mostremos o resultado para f¥: o argumento para gp é

fEm(An x Al

analogo. Pelo caso anterior, para cada n € N temos que n) & of -mensuravel

e /fEm(A"XA%) du = m(E N (A, x A))). Fixado # € X arbitrario, como y' é uma

medida e U (EN(A, x Al)) = E, decorre da Proposi¢ao 1.9(c) que

(BN (A x ALY 2l (B7),

ou seja, fENAXA) () A fF(z). Assim, do Teorema da Convergéncia Monétona

(Teorema 6.9), obtemos
/fE dy = hm/fE“(AW‘%) dp =limm(EN (A, x A.)) = 7(E)
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— sendo que a tltima igualdade é novamente uma consequéncia da Proposi¢ao 1.9(c),

uma vez que m é uma medida. O
Podemos agora, finalmente, demonstrar o principal resultado desta secao:

Teorema 6.41 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (X, <7, u) e (X', &, /') espagos
de medida tais que p e ' sdo o-finitas, e seja 7 : & @ &/" — [0, 400] a (tnica) medida

satisfazendo as condigoes da Proposicao 6.38.

(a) Dada uma funcao &/ ® o/’-mensuravel f : X x X’ — [0,400], tem-se que as

funcoes
F : X — R e G : X' - R
v oo [ e d (@) oo [ ) duto)

sa0, respectivamente, «7- e .o/’-mensuraveis; além disso,

/F@z/fM:/G@’

— ou, dito de outra maneira:

J([ serae) i) = [ rar = [( [ .0 auio) e

(b) Dada uma funcdo 7-integravel f : X x X’ — R, tem-se que, se F': X — R e
G : X’ — R sdo funcdes definidas por

Fz) = / [ dd@) e G')= / f(2') du(x)

q.t.p., entao F' e G sao integraveis e

/F@z/fM:/Gw’

— ou, dito de outra maneira:

/(/f(:v,yc/) du'(x’)) du(x) = /fdw = /(/f(x’$/) du(iﬂ)) il ().

Demonstrag¢ao. Vamos comegar provando que o item (a) é valido no caso em que f é
n

uma funcao simples. Suponha, entao, que f = Z a;Xg,, nas condicoes do Lema 5.9.
i=1
Note que, para cada ¢ € {1,...,n}, tem-se que
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e todo z € X satisfaz
[ty dut@) = [ = [ i = ()

e
e todo 2’ € X' satisfaz
[ty duta) = [ di= [ i dn = u(E)
assim, decorre do Lema 6.40 que as fungoes

oo [xoea)dd@) e ot [xa(ea)dato)

sao mensuraveis e satisfazem

J([ sty dute) = [ (B duta) =m0 "
/(/ xg () du(a:)> dp/(a") = /;L((Ei)x/)dlu/(x/) = 7(E)). (1)
Como as igualdades (1) e ({f) acima valem para todo i € {1,..., n}, decorre da

linearidade da integral (Proposigao 6.12) que

J(frearawe)a = [(f (Z aixe,) dil () du(z) =
= iai : /(/ X (z, ) d;/(g;’)) dp(z) =



provando o resultado nesse caso.

Facamos agora o restante do item (a), ou seja, o caso geral f € MT (& ®@.4"). Pelo
Lema 5.17, existe uma sequéncia de fungoes o7 ® o7’-simples (¢, )nen tal que @, }‘ f.
Para cada n € N, defina

®, : X - R e v, : X' - R
T o= /gpn(q:,x')du’(x') ¥ /gpn(x,x’)d,u(x);

pelo caso anterior, estas fungoes sao mensuraveis e satisfazem

/@ndu_ /%dw—/\yndu’. (1)

Agora, como ¢, ' f, decorre do Teorema da Convergéncia Monotona (Teorema 6.9)

e do Lema 6.8 que

[ees)an@) 7 [ fes)ane) o [owa)dn@ 2 [ e duta),
isto é,

logo, novamente pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (Teorema 6.9), tem-se

Joutess [ran o [war = o (1)

Finalmente, como também (mais uma vez pelo Teorema da Convergéncia Monotona)

/gonchr#/fdﬂ,
/Fd,u:/fdw:/Gdu’,

Agora, para o item (b), suponha que f: X x X’ — R é m-integravel. Aplicando o
resultado do item (a) as fungoes f: X x X' — [0,4oc] e f7 : X x X' — [0, +00],

decorre de (1) e de (1) que

como querfamos.

obtemos que as funcoes
FF: X - R e F, : X - R
3 o / FH,2) dil (@), z - / (. a!) did (),
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sao mensuraveis e tém integral finita — pois

/Fldu—/f+d7r<+oo e /ng,u—/f_dw<+oo. (%)

Assim, cada uma dessas fungoes é finita q.t.p. (por qué?), e portanto a fungao F' do
enunciado satisfaz F' = F} — F;, q.t.p.
Logo, tem-se por () e pelas Proposigoes 6.22 e 6.25 que

fdr frdm— [ fdr =
/ = fFld,u//leu

/(F1 — Fy)dp =

52 /Fd,u.

(A demonstragao para a igualdade envolvendo G é anéloga.) O

—
=

o
Ilig

Para um exemplo que mostra a necessidade das hipoteses neste tltimo teorema,

faca o Exercicio 25 da Lista 4!

6.3 Modos de convergéncia

Nesta (ultima) se¢do, vamos explorar melhor algumas nogoes de convergéncia de
sequéncias de funcoes no contexto de medida, para além da convergéncia pontual e
da convergéncia (pontual) q.t.p. — e da convergéncia uniforme!! vista nas disciplinas

Sequéncias e séries e Andlise real II. Nossa primeira observagao é um tanto imediata:

Proposigao 6.42. Sejam (X, .o/, ) um espaco de medida, f : X — R uma fungao e

(fn)nen uma sequéncia de fungoes de X em R. Considere as afirmagdes a seguir:
(a) In = T

HTembrando: dados um conjunto nio vazio X, uma sequéncia (f,)nen de fungoes de X em R e

n
uma fungdo f: X — R, dizemos que (f,)nen converge uniformemente para f (notacao: f, = f) se

Ve >03ng e NVneN (n>ng—Vee X (|fulz) — f(x)] <e)).
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(¢) fu = f atp.
Entao (a) — (b) — (c).
Demonstracao. Exercicio. O

Uma motivacao inicial para isso é explorarmos alguns exemplos que mostram a
necessidade das hipoteses no Teorema da Convergéncia Mono6tona e no Teorema da

Convergéncia Dominada.

Exemplo 6.43. Considere, para cada n € N, as seguintes fungoes de R em R:

1

fa= X In = Xinn+1]; Gn = Xntool € hn=(n+1)xp 1

Note que, para todo n € N, temos /fn dm = /gn dm= [ h,dn=1e [ g, dn=
+o0o. Assim, representando simplesmente por 0 a funcao real identicamente nula,

temos que

-fn%O, mas/fndm%/Odm;
g =0, mas/gndm%/()dm;
g 50, mas/g;dm%/()dm;

- hp, = 0 q.t.p., mas /hn dm /Odm.
Cabe explicitar que:

e nenhuma das sequéncias (f,)nen, (gn)nen, (Gh)nen € (hn)nen € crescente, logo o
Teorema da Convergéncia Mondtona (Teorema 6.9) nao se aplica (a sequéncia

(9! )nen, alids, mostra que nao vale a “versao decrescente” desse teorema);
e 0 Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 6.26) também nao se aplica,
pois nenhuma das fungoes f = sup |fa|, ¢ = sup|ga|, ¢ = sup|g,| e h = sup |h,|
neN neN neN neN

é integravel (as quatro tém integral igual a 4+00).

Vejamos agora um novo tipo de convergéncia, que esta relacionada a convergéncia
das integrais. (A partir deste ponto, é razoavel limitarmos nosso escopo ao espago

vetorial das fungoes integraveis. )
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Definigao 6.44 (Convergéncia em L;). Sejam (X, o7, 1) um espago de medida, f :
X — R uma funcao integravel e (f,)neny uma sequéncia de fungoes integraveis de
X em R. Dizemos que (f,)nen converge para f em Ly se /]fn — fldp - 0 (na

convergéncia usual de sequéncias em R).
Notemos, antes de mais nada, o seguinte:

Lema 6.45. Sejam (X, 7, ;1) um espaco de medida, f : X — R uma funcao integréavel

e (fn)nen uma sequéncia de fungoes integraveis de X em R. Se (f,,)nen converge para

f em Ll,entéo/fnduL/fdu.

Demonstrag¢ao. Supondo que (fy,)nen converge para f em L;, temos da Proposi¢ao
6.21 que

o< |[th-ndu| < [ 15~ fldu =0,

logo ’/(fn - f) du‘ 5 0. Assim, /(fn — f)dp = 0, e segue da Proposicio 6.22

que (/fndu—/fdu> "y, ouseja,/fnduﬁ/fdu. O

Portanto, o Exemplo 6.43 mostra, em particular, que convergéncia uniforme (e,
com maior razio, convergéncia pontual e convergéncia q.t.p.) nao implica convergéncia

em Ly em geral. No entanto, isso de fato ocorre no caso de medida finita:

Proposigao 6.46. Sejam (X, .o/, ) um espago de medida com pu(X) < +oo, f: X —
R uma funcao integravel e (f,,)neny uma sequéncia de fungoes integraveis de X em R.

Se (fn)nen converge uniformemente para f, entao (f,)nen converge para f em L.

Demonstracao. Fixe € > 0 arbitrario; devemos mostrar que existe ng € N tal que todo
n € N com n > ng satisfaz /|fn—f|du§€.

Se u(X) = 0, nada ha a se provar; suponhamos, entao, que p(X) > 0. Como
fn % f, existe ng € N tal que, para todo n € N com n > ng, tem-se que Vx €
X (]fn(x) — f(z)| < L). Sendo assim, em vista do Lema 6.8, todo n € N tal que

_ 1(X)
n > ng satisfaz

/|fn—f|du§/u<‘}) duzu(}>~u(x):57

como desejado. O
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O Exemplo 6.43 — ou, mais precisamente, o comentario feito logo antes da Proposi-
¢ao 6.46 — pode dar a impressao de que convergéncia em L; é um tipo de convergéncia
e e e . : . .

mais dificil” de se conseguir, e portanto mais forte que os outros (no sentido logico
de implicar os demais). Vejamos que nao é esse o caso, mesmo num espago de medida
finita:

Exemplo 6.47. Para cada n € N, sejam k(n) = ax{] eN:2 <n+1l}e
r(n) =n+ 1 — 2¥"_ Defina entdo A, [<) (k)

9k(n)’  9k(n)
a sequéncia (A, )pen €

O O N M M O N R

Finalmente, seja f,, = xa, para todo n € N. Entao (f,)nen converge para a fungao

} para cada n € N — assim,

identicamente nula em Ly, pois [ |f,|dm = —5 0. No entanto, ndo ocorre que

9k(n)
f, = 0 q.t.p. — e, portanto, nio ocorre f, — 0 nem f, :; 0 —, pois para cada
x € [0,1] tem-se que os conjuntos {n € N : f,(z) =0} e {n € N: f,(z) = 1} sdo

ambos infinitos.

Vamos agora introduzir mais dois modos de convergéncia, para enriquecer a analise

que estamos fazendo dessas situagoes:

Definigao 6.48. Sejam (X, o7, ) um espago de medida, f : X — R uma fungao

mensuravel e (f,),en uma sequéncia de fungdes mensuraveis de X em R.

(a) Dizemos que (fy,)nen converge quase uniformemente para f se para todo € > 0
existe A € & com pu(A) < € tal que (f,)nen converge uniformemente para f em
X\ A

(b) Dizemos que (fn)nen converge para f em medida se, para todo a > 0, tem-se

que

p({z € X o |fu(z) = f(z)] =2 a}) — 0.

De imediato, ja podemos notar trés coisas a respeito desses novos modos de con-
vergéncia.

A primeira é que convergéncia em L; implica convergéncia em medida:
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Proposigao 6.49. Sejam (X, .o/, 1) um espago de medida, f : X — R uma fungao
integravel e (f,)nen uma sequéncia de fungdes integraveis de X em R. Se (f,)nen

converge para f em Lj, entao (f,)nen converge para f em medida.

Demonstragao. Fixe a > 0 arbitrario. Para cada n € N, sendo A, = {z € X :
|fu(x) — f(z)] > a}, temos

/‘fn_f‘dluz/A|fn_f’dM2/Aad,M2a,u(An)ZO,

logo, como / | fu — fldp = 0, segue-se que a - p(A,) — 0, donde p(A,) —=0. O

A segunda é que convergéncia quase uniforme também implica convergéncia em

medida:

Proposigao 6.50. Sejam (X, .o, ) um espago de medida, f : X — R uma fungao
mensuravel e (f,)nen uma sequéncia de fungdes mensuraveis de X em R. Se (f,,)nen

converge quase uniformemente para f, entao (f,),en converge para f em medida.

Demonstracao. Fixe a > 0 arbitrario. Devemos mostrar que

p{z € X | fal2) = f(2)] = a}) — 0. ()

Para tanto, tome € > 0 qualquer. Como (f,)n,en converge quase uniformemente
para f, entdo existe A € &/ com p(A) < e tal que (f,)nen converge uniformemente

para f em X \ A. Em particular,
dng e NVneN (n>nyg— Ve e X\ A(|fu(z) — f(x)] < a)).

Assim, para todo n € N com n > ng, tem-se que {z € X : |f.(x) — f(z)] > a} C A,
donde p({z € X : |fu(z) — f(z)| > a}) < u(A) < e. Com isso, obtemos (7). O

E a terceira é que convergéncia quase uniforme também implica convergéncia q.t.p.:

Proposicao 6.51. Sejam (X, .o/, ) um espago de medida, f : X — R uma fungao
mensuravel e (f,)nen uma sequéncia de fungoes mensuréaveis de X em R. Se (f,)nen

converge quase uniformemente para f, entao (f,,)nen converge para f q.t.p.
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1
Demonstragao. Para cada k € N, seja Ay € o/ com pu(Ag) < 5 tal que (f)nen

converge uniformemente para f em X \ A;. Note que o conjunto Z = ﬂ A € o
keN

satisfaz p(Z) = 0 — uma vez que Z C Ag, e portanto u(Z) < pu(Ag) < 2—1k, para todo
ke N.

Afirmamos que f,(z) — f(x) para todo x € X \ Z. De fato, fixe 2 € X \ Z
arbitrario, e tome k € N tal que # ¢ Ai. Como (fn)nen converge uniformemente
para f em X \ Az, em particular f,(r) —= f(x). Da arbitrariedade de z, segue o
desejado. O

Observagao 6.52. Cabe ainda notar que, mesmo no caso de medida finita, convergén-
cia em medida nao implica convergéncia q.t.p.— e, portanto, nao implica convergéncia
quase uniforme —, como mostra o Exemplo 6.47, e também nao implica convergéncia
em L1, como mostra a sequéncia (f,)nen do Exemplo 6.43.

Além disso, convergéncia quase uniforme nao implica convergéncia pontual, como
mostra a sequéncia (h,)nen do Exemplo 6.43.

Ainda, convergéncia pontual nao implica convergéncia em medida, como mostram
as sequéncias (g, )nen € (¢, )nen do Exemplo 6.43. No entanto, isso ocorre para espagos

de medida finita — na verdade, temos algo ainda mais forte:

Teorema 6.53 (Teorema de Egorov—Severini). Sejam (X, o7, 1) um espago de medida
com u(X) < 400, f: X — R uma fun¢do mensurével e (f,),eny uma sequéncia de
fungdes mensuraveis de X em R. Se (f,)nen converge para f q.t.p., entdo (f,)nen

converge quase uniformemente para f.

Demonstracio. Seja Z € o tal que u(Z) =0e Vo € X \ Z (folz) - f(x)).
Fixe € > 0 arbitrario. Para cada k € N e cada i € N, defina

1
A= {reX T eNulqe;>ielfi) -~ f@)|> o} =

= O{l‘ € X :|fj(x) — fla)| = 2—1k} €.

j=i

Note que, se z € X & tal que f,(v) —= f(z), entdo Vk € N 3 € N (z ¢ AF).

Assim, para cada k € N fixado, temos que (A¥);en é uma sequéncia decrescente de
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elementos de &/ satisfazendo ﬂAf C Z; logo, como pu(X) < +oo e u(Z) = 0,
ieN

decorre da Proposicao 1.9(a, d) que u(A¥) — 0, de modo que existe i, € N tal que

u(Af) <

9k+1"
Seja, agora, A = U Afk. Note que, pela Proposicao 1.9(a, b),
keN

uA) <D p(AL) <Y g =

keN keN

Vamos mostrar que ( f,),en converge uniformemente para f em X \ A, o que concluira
a demonstragao.
1
Fixe § > 0 abitrario, e tome ky € N tal que ok < 0. Afirmamos que, para todo

© € N com 7 > iy,, tem-se
Ve e X\ A(|fi(z) - f(z)] <9).

De fato, fixados i € N com i > ix, e z € X \ A arbitrarios, temos que x ¢ Af:o, logo
x ¢ A, Assim, da definicio de A™, temos que
. S 1
GeN (jzi— i) - f@)] < 55
em particular,

1
fi(@) — F@)| < o <4,
como queriamos. (]
As implica¢Ges e nao implicagoes entre os diversos modos de convergéncia que
mencionamos podem ser sintetizadas no diagrama da proxima pagina. (As retas tra-

cejadas cortadas representam nao implicacoes, e as retas pontilhadas significam que a

implica¢ao em questao vale sob a hipotese adicional de medida finita.)
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