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1.1 Introduction à la théorie du signal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Quelques signaux élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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2.2 Signaux à puissance moyenne finie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 Energie d’interaction de 2 signaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1.9.1 Variables aléatoires, fonctions de répartition et densités . . . . . . . . 74

1.9.2 Moyennes statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2 Signaux aléatoires 76
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2.6.3 Le bruit coloré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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2.9.1 Stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.9.2 Filtrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Première partie

Etude des signaux continus

déterministes
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2 Chapitre 1. Notion de signaux et systèmes

Chapitre 1 Notion de signaux et systèmes

1.1 Introduction à la théorie du signal

La théorie du signal a pour objet l’étude des signaux et des systèmes qui les transmettent.

L’observation d’un phénomène permet d’extraire certaines quantités qui dépendent du temps

(de l’espace, d’une fréquence, ou d’une autre variable). Ces quantités, supposées mesurable,

seront appelées des signaux. Elles correspondent, en mathématiques, à la notion de fonction

(d’une ou plusieurs variables : temps, espace, etc.) qui en constitue donc une modélisation.

Dans le cours de traitement du signal nous verrons que la notion de distribution est une

modélisation à la fois plus générale et plus satisfaisante des signaux.

On peut citer quelques exemples de signaux :

– intensité d’un courant électrique,

– position d’un mobile, repéré par sa position au cours du temps, M = M(t),

– niveaux de gris des points d’une image g(i,j),

– un son,

– · · ·
Il existe plusieurs types de représentations pour les signaux. En effet,

– on peut modéliser un signal de manière déterministe ou aléatoire.

– Dans le cas où la variable est continue, le signal est analogique (x = x(t)); dans le cas

ou elle est discrète, le signal est discret (x = (xn)n∈Z). Un signal discret est le plus

souvent le résultat d’une discrétisation (échantillonnage) d’un signal analogique.

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa



1.2 Quelques signaux élémentaires 3

– Les valeurs x = x(t) du signal seront considérées comme des valeurs exactes, réelles

ou complexes.
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Signal échantillonné

Les signaux sont véhiculés a travers un système de transmission (ou canal de transmis-

sion). D’une manière générale, on appelle système toute entité, permettant de distinguer

des signaux d’entrée et des signaux de sortie.

On distingue

– Les systèmes analogiques dont les signaux d’entrée–sortie sont analogiques.

– Les systèmes discrets dont les signaux d’entrée–sortie sont discrets.

On passe d’un signal discret à un signal analogique ou inversement, par des convertisseurs :

– convertisseur analogique – numérique, comme par exemple , l’échantillonneur,

– convertisseur numérique – analogique qui recompose un signal analogique à partir d’un

signal numérique. Par exemple le bloqueur, qui conserve la dernière valeur du signal

jusqu’à l’obtention de la valeur suivante.

1.2 Quelques signaux élémentaires

1. Echelon unité (Heaviside) : on le note u(t) et il est défini par

Ce signal modélise l’établissement instantané d’un régime constant.

2. La fonction porte, notée Πθ(t) est définie par

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa



4 Chapitre 1. Notion de signaux et systèmes

u(t) =

{
0 si t < 0
1 si t ≥ 0
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{
1 si |t| < θ
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3. Signal sinusöıdal pur : c’est un signal de la forme

x(t) = A cos(ωt + ϕ)

ou A est l’amplitude du signal, ω la pulsation et ϕ la phase initiale.

1.3 Exemples de systèmes

1. L’amplificateur idéal : y(t) = k x(t) avec k une constante fixée.

2. Ligne à retard y(t) = x(t− a) avec k une constante réelle.

3. Circuit RC Ce système est régit par une équation différentielle linéaire du premier

ordre à coefficients constants.

e(t) = s(t) + RC s′(t)

La fonction de transfert
S(p)

E(p)
=

1

1 + RC P
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1.4 Système linéaire invariant dans le temps

Un système est dit linéaire si pour les entrées x1(t) et x2(t) respectivement on obtient les

sorties y1(t) et y2(t) alors pour l’entrée a1 x1(t) + a2 x2(t) on obtient a1 y1(t) + a2 y2(t) avec

a1, a2 ∈ C.

Un système est dit invariant dans le temps si son comportement se reproduit de façon iden-

tique au cours du temps. Si pour une entrée x(t) on a une sortie y(t), alors pour x(t − τ)

on a y(t− τ).

Un système est dit instantané ou sans mémoire si la relation entrée–sortie est du type

y(t) = g[x(t)].

Un système est dit stable si la réponse à toute entré bornée est elle même bornée.

Un système est continu ssi

limn→∞ xn(t) = x(t) yn(t) = h(t) ∗ xn(t)

avec

limn→∞ yn(t) = y(t) y(t) = h(t) ∗ x(t)

ou H(p) (tranformée de Laplace) est la fonction de transfert du système.

On appelle filtre un système linéaire continu et invariant dans le temps.

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa



6 Chapitre 2. Energie et puissance

Chapitre 2 Energie et puissance

2.1 Signaux à énergie finie

Lorsqu’on étudie les propriétés des signaux, il est important d’étudier l’énergie d’un signal.

Par définition, l’énergie E (exprimée en Joules) d’un signal à temps continu s(t) est

E =

∫ +∞

−∞
|s(t)|2 dt

E =

∫ +∞

−∞
s(t)s∗(t) dt

Si cette intégrale est finie on parle de signaux à énergie finie. La quantité p(t) = s(t)s∗(t)

s’appelle la puissance instantanée. Les signaux de durée limitée sont à énergie finie.

2.2 Signaux à puissance moyenne finie

On définit, si elle existe, la puissance moyenne par

p = lim
τ→∞

1

τ

∫ +τ/2

−τ/2

s(t)s∗(t) dt

Si cette limite est finie, on parle de signaux à puissance moyenne finie. Dans le cas des

signaux périodiques de période T0, la puissance moyenne du signal correspond à la puissance
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moyenne sur une période du signal.

p =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t)s∗(t) dt

p s’exprime en Watts (Joules par seconde).

Remarques:

– un signal d’énergie finie (E < ∞) à une puissance moyenne nulle,

– un signal d’énergie E = 0 est considéré comme égal à 0 (signal nul),

– 2 signaux x(t) et y(t) sont égaux si l’énergie de leur différence est nulle
∫ +∞
−∞ |x(t) −

y(t)|2 dt = 0

Tous les signaux physiques sont à énergie finie mais on les modélise mathématiquement

comme des signaux éternels dont on observe une certaine durée.

Signaux nuls E = 0

Signaux à énergie finie
E < ∞
P = 0

signaux de module fini et de support borné

Signaux à puissance moyenne finie
E = ∞
P < ∞

signaux périodiques

Autres signaux
E = ∞
P = ∞

s(t) = t, bruit blanc, dirac

2.3 Energie d’interaction de 2 signaux

Prenons comme exemple 2 sources ponctuelles S1 et S2 produisant en un point de l’espace

une onde de pression s1(t) et s2(t). Lorsque ces 2 sources agissent simultanément, l’onde de

pression en ce point est s(t) = s1(t) + s2(t). Si on veut calculer l’énergie de s(t), on obtient
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alors :

E =

∫ +∞

−∞
s(t)s∗(t) dt

=

∫ +∞

−∞
s1(t)s

∗
1(t) dt +

∫ +∞

−∞
s2(t)s

∗
2(t) dt +

∫ +∞

−∞
s1(t)s

∗
2(t) dt +

∫ +∞

−∞
s2(t)s

∗
1(t) dt

E = E1 + E2 + E12 + E21

On a l’énergie de chacune des 2 ondes plus des termes croisés relatifs à l’interaction des 2

signaux.

On définit donc

– la puissance instantanée d’interaction de 2 signaux par:

Pxy(t) = x(t)y∗(t)

On remarque que Pyx(t) = P ∗
xy(t),

– l’énergie d’interaction de 2 signaux

Exy =

∫ +∞

−∞
x(t)y∗(t) dt

avec |Exy|2 ≤ Ex Ey

2.4 Autocorrélation, intercorrélation, convolution

2.4.1 Fonction d’autocorrélation d’un signal

– à énergie finie

Css(τ) =

∫ +∞

−∞
s(t)s∗(t− τ) dt
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Autocorrélation d’une sinusöıde et d’une sinusöıde bruitée

– à puissance moyenne finie

Css(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ +T/2

−T/2

s(t)s∗(t− τ) dt

– périodique

Css(τ) =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t)s∗(t− τ) dt

La fonction d’autocorrélation traduit la similitude d’un signal au niveau de la forme en

fonction d’un décalage temporel. C’est une mesure de la ressemblance du signal avec lui

même au cours du temps. Dans le cas d’un signal périodique, la fonction d’autocorrélation

le sera aussi et permettra de détecter cette périodicité.

2.4.2 Propriétés de la fonction d’autocorrélation

– Css(0) = Es ≥ 0 : l’autocorrélation est maximum en 0 et correspond à l’énergie du

signal.

– Dans le cas ou s(t) est un signal réel, la fonction d’autocorrélation est paire Css(τ) =

Css(−τ).

– Dans le cas ou s(t) est un signal complexe, la fonction d’autocorrélation est à symétrie

hermitienne Css(τ) = C∗
ss(−τ).
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Exemple d’une impulsion radar

2.4.3 Fonction d’intercorrélation

– à énergie finie

Cxy(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)y∗(t− τ) dt

– à puissance moyenne finie

Cxy(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t)y∗(t− τ) dt

Puisque Cxy(τ) est une mesure de similitude, elle atteint son maximum pour une valeur de

τ lorsque la similitude est la plus grande.

2.4.4 Produit de convolution

Comme on le verra dans le chapitre 3, le produit de convolution est un outil très pratique

pour le calcul de la réponse d’un système linéaire et invariant dans le temps. En effet la

réponse y(t) d’un tel système à une entrée quelconque x(t) s’exprime comme le produit de

convolution de x(t) avec la réponse impulsionnelle h(t) du système, c’est à dire :

y(t) = x(t) ∗ h(t) = h(t) ∗ x(t) =

∫ +∞

−∞
h(u)x(t− u) du =

∫ +∞

−∞
x(u)h(t− u) du
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2.5 Exercices : Autocorrélation

Soit la fonction x(t) = S0 e−iω0t

1. Montrer que cette fonction est périodique de période T0 (x(t + T0) = x(t)).

2. Calculer la fonction d’autocorrélation Cxx(τ).

3. Vérifier les propriétés de la fonction d’autocorrélation suivantes :

(a) Cxx(0) =Puissance moyenne,

(b) Cxx(τ) = C∗
xx(−τ) : symétrie hermitienne,

(c) |Cxx| ≤ Cxx(0) : la fonction est maximum en 0,

(d) comme x(t) est périodique alors Cxx(τ) est périodique.

Soit la fonction x(t) = S0 e−αt u(t)

avec α > 0 et u(t) = 1 pour t ≥ 0 et 0 ailleurs

1. Représenter sur le même graphe l’allure de x(t) et de x(t− t0).

2. Montrer que la fonction d’autocorrélation Cxx(τ) est

Cxx(τ) =
S2

0

2α
e−ατ

3. Vérifier les propriétés de la fonction d’autocorrélation (3a), (3b), (3c)

4. Mêmes questions pour la fonction porte Πθ(t).
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Chapitre 3 Représentation fréquentielle

3.1 Développement en série de Fourier d’un signal périodique

3.1.1 Définition

L’idée de base d’un développement en série de Fourier est qu’un signal périodique peut être

décomposé en une somme de signaux harmoniques, c’est à dire de signaux dont la fréquence

est multiple d’une fréquence fondamentale.

Soit s(t) une fonction continue, périodique (T0). On peut décomposer ce signal en une somme

infinie d’exponentielles complexes de fréquence multiple de f0 = 1/T0, de sorte que

s(t) =
+∞∑

k=−∞
Ske

2jπk t
T0

Sk =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t)e
−2jπk t

T0 dt

ou les Sk représentent les coefficients de Fourier. La suite des coefficients complexes Sk

constitue le spectre de raies discret du signal périodique s(t).

On peut également décomposer s(t) suivant :

s(t) = a0 +
+∞∑

k=1

ak cos(k2π
t

T0

) + bk sin(k2π
t

T0

)
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avec a0 correspondant à la valeur moyenne du signal sur une période

a0 =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t) dt

et

ak =
2

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t) cos(k2π
t

T0

)

bk =
2

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t) sin(k2π
t

T0

)

3.1.2 Propriétés des séries de Fourier

Liens entre les coefficients sk, ak et bk

Pour k > 0,

S0 = a0 a0 = S0

Sk = ak−j bk

2
ak = Sk + S−k

S−k = ak+j bk

2
bk = j(Sk − S−k)

Quelques propriétés

On a vu que la composante a0 = S0 de s(t) est appelée composante continu. C’est la valeur

moyenne de s(t) sur une période.

La fréquence f0 = 1
T0

est la fréquence fondamentale et les composantes a1 et b1 consti-

tuent l’amplitude du fondamental. Les fréquences fk = k/T0 pour k > 1 constituent les

harmoniques d’ordre k (1er harmonique f2 = 2 fois le fondamental).

De plus,

– Si s(t) est paire alors bk = 0 ∀ k.

– Si s(t) est impaire alors ak = 0 ∀ k.

– Si s(t) est réelle, ak, bk sont réels et Sk = S∗k .

– Si s(t)) est complexe, ak, bk sont complexes.
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14 Chapitre 3. Représentation fréquentielle

Egalité de Parseval

P =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

|s(t)|2 =
+∞∑

k=−∞
|Sk|2

ou chaque terme |Sk|2 représente la puissance moyenne apportée par la composante ej2πkt/T0

3.2 Transformée de Fourier des signaux d’énergie finie

Soit un signal s(t) à temps continu d’énergie finie E, la transformée de Fourier S(f) de s(t)

est définie par :

S(f) =

∫ +∞

−∞
s(t) e−j2πft dt

S(f) est aussi appelé spectre complexe (ou tout simplement spectre) et correspond à la

représentation fréquentielle du signal s(t).

La formule d’inversion est donnée par :

s(t) =

∫ +∞

−∞
S(f) ej2πft df

Une condition d’existence suffisante mais pas nécessaire est que s(t) soit une fonction som-

mable, c’est à dire ∫ +∞

−∞
|s(t)| dt < ∞

alors

|S(f)| <
∫ +∞

−∞
|s(t)| dt < ∞
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3.2.1 Propriétées de la TF

On va voir comment une opération sur s(t) se traduit par une autre opération dans l’espace

des fréquences sur S(f).

1. Linéarité : s1(t)
TF

−→
S1(f), s2(t)

TF

−→
S2(f),

λ1s1(t) + λ2s2(t)
TF

−→
λ1S1(f) + λ2S2(f) ∀λ1,λ2 ∈ C

2. Translation en temps : s(t− t0)
TF

−→
e−j2πftS(f)

3. Translation en fréquence : S(f − f0) =
TF

−→
[s(t)ej2πf0t], une translation en fréquence

correspond à une modulation en temps.

4. Dilatation en temps : y(t) = s(at) avec a > 0, Y (f) = 1
a
S(f/a). Une dilatation

(0 < a < 1) de l’échelle des temps correspond à une compression ( 1
a

> 1) de l’échelle

des fréquences et inversement.

5. Inversion du temps : s(−t)
TF

−→
S(−f),

6. Conjugaison du signal : s∗(t)
TF

−→
S∗(−f),

7. Formes particulières :

s(t) réelle → S(f) symétrie hermitienne

s(t) réelle paire → S(f) réelle paire

s(t) réelle → S(f) imaginaire impaire

s(t) imaginaire paire → S(f) imaginaire paire

s(t) imaginaire impaire → S(f) réelle impaire

8. Convolution en temps : on appelle produit de convolution de 2 signaux d’énergie finie
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16 Chapitre 3. Représentation fréquentielle

x(t) et y(t) le signal z(t) défini par :

z(t) = x(t) ∗ y(t) =

∫ +∞

−∞
x(u)y(t− u) du = y(t) ∗ x(t)

z(t)
TF

−→
Z(f) = X(f)Y (f)

Cette propriété de convolution est la plus fondamentale pour les applications de l’ana-

lyse de Fourier notamment pour le filtrage linéaire.

9. Convolution en fréquence : z(t) = x(t)y(t)
TF

−→
Z(f) = X(f) ∗ Y (f)

La transformée de Fourier transforme convolution en multiplication et mul-

tiplication en convolution.

3.2.2 Densité spectrale

La densité spectrale Γss est définie comme étant la TF de la fonction d’autocorrélation Css.

Γss(f) = TF[Css(τ)] = S(f)S∗(f) = |S(f)|2

Démonstration :

Css(τ) =

∫ +∞

−∞
s(t)s∗(t− τ) dt

On pose : x(t) = s(t) et y(t) = s∗(−t), alors

Css(τ) = x(τ) ∗ y(τ)

d’oú

Γss(f) = TF[Css(τ)] = S(f)S∗(f) = |S(f)|2

On peut dire que Γss(f) est une densité spectrale d’énergie puisque son intégrale donne

l’énergie totale du signal.
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3.2.3 Théorème de Parseval

On obtient par transformé de Fourier inverse, l’égalité de Parseval :

Es =

∫ +∞

−∞
|s(t)|2 dt =

∫ +∞

−∞
|S(f)|2 df = Css(0)

On a l’expression de l’énergie d’un signal dans le domaine du temps ou dans le domaine des

fréquences.

3.2.4 Densité interspectrale

De la même maniére on peut définir la densité interspectrale comme étant la TF de la

fonction intercorrélation. On a alors :

Γxy(f) = TF[Cxy(τ)] = X(f)Y ∗(f)

3.3 Transformée de Fourier des signaux d’énergie infi-

nie

3.3.1 Les distributions

Le modèle mathématique

Une fonction est une application qui à tout nombre d’un ensemble de départ fait correspondre

un nombre d’un espace d’arrivée :

f : T −→ f(t)

A toute fonction v appartenant a l’espace vectoriel des fonctions définies sur Rn, indéfiniment

dérivables et à support borné, la distribution D associe un nombre complexe D(v), qui sera

aussi noté < D,v > avec les propriétés suivantes :

– D(v1 + v2) = D(v1) + D(v2),

– D(α v) = α D(v), où α est un scalaire.
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Par exemple, si f(t) est une fonction sommable sur tout ensemble borné, elle définit une

distribution Df par :

< D,v >=

∫ +∞

−∞
f(t)v(t) dt (3.1)

Dérivation des distribution

On définit la dérivée ∂D
∂t

d’une distribution D par la relation :

<
∂D

∂t
,v >= − < D,

∂v

∂t
>

Soit par exemple, en utilisant l’équation 3.1, on peut déterminer la dérivée de la fonction

u(t) de Heaviside, ou échelon unité (0 si t < 0 et 1 si t ≥ 0),

<
∂Du

∂t
,v >= − < Du,

∂v

∂t
>= −

∫ +∞

0

1 v′(t) dt = v(0) =< δ,v >

Il en résulte que la discontinuité de u(t) apparâıt sous la forme d’un dirac unitaire dans sa

dérivée. Cet exemple illustre un intérêt pratique considérable de la notion de distribution, qui

permet d’étendre aux fonctions discontinues un certain nombre de concepts et de propriétés

des fonctions continues.

Par généralisation, si f est continûment dérivable et φ une fonction test à support bornée,

alors :

∫ +∞

−∞
f ′(x)φ(x)dx = −

∫ +∞

−∞
f(x)φ′(x)dx (3.2)

Transformée de Fourier d’une distribution

Par définition la transformée de Fourier d’une distribution Dest une distribution notée FD

telle que :

< FD,v >=< D,Fv > (3.3)
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3.3.2 L’impulsion de Dirac

Définition

Ce n’est pas une fonction mais une distribution. La distribution de dirac δ est définie par

< D,v >= v(0) (3.4)

Par extension la distribution de dirac au point réel τ est définie par :

< δ(t− τ),v >= v(τ) (3.5)

On peut définir δ comme la limite de la fonction sε(t) (
∫ +∞
−∞ sε(t) = 1) définie par :

sε(t) =
1

ε
Πε/2(t)

et le signal porte ΠT est défini comme suit

ΠT (t) =





1 pour |t| < T

0 pour |t| > T

Donc δ(t) = limε→0 sε(t) avec ∫ +∞

−∞
δ(t) = 1

On représente, par convention le dirac par une flèche de poids=1 représentant l’aire. Si on

calcule l’énergie de sε(t) on obtient :

Esε(t) =

∫ +∞

−∞
sε(t)

2 dt =
1

ε

donc limε→0 = ∞. Le dirac a une énergie infinie et n’est pas périodique, ce n’est pas un

signal réalisable physiquement. On admettra que δ(t) est paire.

Calcul de la transformée de Fourier

La TF de sε(t) est sinc(fε) par conséquent
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TF[δ(t)] = lim
ε→0

[sinc(fε)] = 1 (3.6)

On admet que les propriétés fondamentales de la transformée de Fourier entre la convolution

et produit de fonctions s’appliquent aux distributions.

Quelques propriétés

– v(t) δ(t) = v(0) δ(t)

– v(t) δ(t− t0) = v(t0) δ(t− t0)

Un signal de durée infinie a un spectre en f = 0. Un signal de durée nulle a un spectre infini

ou toutes les fréquences ont même contribution.

– TF−1 [δ(f)] = 1,

– TF [δ(t− t0)] = e−j2πft0 ,

– TF [ej2πf0t] = δ(f − f0)],

– TF [A cos(ω0t)] = A
2
δ(f − f0) + A

2
δ(f + f0),

– δ(t− t0) ∗ δ(t) = δ(t− t0),

– δ(t− t0) ∗ δ(t− t1) = δ(t− t0 − t1),

– v(t) ∗ δ(t) = v(t),

– v(t) ∗ δ(t− t0) = v(t− t0),

– δ(at) = 1
|a|δ(t)

3.4 Transformée de Fourier d’un signal périodique

s(t) =
+∞∑

n=−∞
S(nf0)e

j2πnf0t

S(f) =
+∞∑

n=−∞
S(nf0)δ(f − nf0)
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et les coefficients de Fourier sont donnés par :

S(nf0) = Sn =
1

T0

∫ +T0/2

−T0/2

s(t)e−j2πf0nt dt

Remarque : la transformé de Fourier d’un peigne de dirac(Υ) est un peigne de dirac,

Υ(t) =
+∞∑
−∞

δ(t− nT0)

TF[Υ(t)] = Υ(f) =
1

T0

+∞∑
−∞

δ(f − n/T0)

3.5 Exercices

3.5.1 Classification des signaux

Tracer les signaux suivants et déterminer s’il s’agit de signaux à énergie finie, à puissance

finie ou n’appartenant à aucune de ces deux catégories. La fonction u(t) étant la fonction

de Heaviside.

– x(t) = A sin(t), pour −∞ < t < +∞,

– x(t) = A[u(t + τ)− u(t− τ)], avec τ > 0,

– x(t) = e−α|t|, avec α > 0,

– x(t) = u(t),

– x(t) = t u(t).

3.5.2 Dirac

1. En utilisant la relation d’équivalence suivante :

soit g(t) et f(t) deux fonctions, il existe une relation d’équivalence qui énonce que

g(t) = f(t) si et seulement si :

∫ +∞

−∞
g(t)φ(t)dt =

∫ +∞

−∞
f(t)φ(t)dt (3.7)

vérifier la propriétés suivante : δ(at) = 1
|a|δ(t).
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22 Chapitre 3. Représentation fréquentielle

2. Evaluer les intégrale suivantes :

–
∫ +∞
−∞ (t2 + cos(πt))δ(t− 1) dt,

–
∫ +∞
−∞ e−t δ(2t− 2) dt,

–
∫ +∞
−∞ e−2t δ′(t) dt.

3.5.3 Transformée de Fourier

1. Calculer et représenter la transformée de Fourier du signal porte (Πθ(t))défini par :

Πθ(t) =





1 pour −θ
2
≤ t ≤ θ

2

0 ailleurs

Rmq : sinc(x) = sin(πx)
πx

2. Calculer et représenter la transformée de Fourier de Πθ(t− τ)

3. On souhaite calculer la transformée de Fourier du signal suivant :

s(t) =





cos(2πf0t) pour τ −θ
2
≤ t ≤ τ θ

2

0 ailleurs

(a) Tracer s(t).

(b) Sachant que la TF d’un produit (f(t).g(t)) est égale au produit de convolution

des TF (F (f) ∗G(f)) calculer et représenter la TF de s(t).
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Chapitre 4 Filtrage

4.1 Filtrage des signaux à temps continu

4.1.1 Filtre linéaire continu et invariant dans le temps

Un système est dit linéaire si pour les entrées x1(t) et x2(t) respectivement on obtient les

sorties y1(t) et y2(t) alors pour l’entrée a1 x1(t) + a2 x2(t) on obtient a1 y1(t) + a2 y2(t) avec

a1, a2 ∈ C.

Un système est dit invariant dans le temps si son comportement se reproduit de façon iden-

tique au cours du temps. Si pour une entrée x(t) on a une sortie y(t), alors pour x(t − τ)

on a y(t− τ).

Un système est dit instantané ou sans mémoire si la relation entrée–sortie est du type

y(t) = g[x(t)].

Un système est dit stable si la réponse à toute entré bornée est elle même bornée.

Un système est continu ssi
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24 Chapitre 4. Filtrage

limn→∞ xn(t) = x(t) yn(t) = h(t) ∗ xn(t)

avec

limn→∞ yn(t) = y(t) y(t) = h(t) ∗ x(t)

ou H(p) (tranformée de Laplace) est la fonction de transfert du système.

On appelle filtre un système linéaire continu et invariant dans le temps.

4.1.2 Filtrage fréquentiel

On appelle filtrage fréquentiel, l’opération consistant à prélever, supprimer, ou seulement

atténuer tout ou une partie des composantes fréquentielles d’un signal.

Par définition y(t) = h(t) ∗ x(t),

– H(f) s’appelle la réponse en fréquences du filtre

– |H(f)| s’appelle le gain en fréquences du filtre

– Arg(H(f)) s’appelle la phase du filtre.

La relation fondamentale des filtres est donnée par,

Y (f) = H(f) X(f) avec





X(f) = TF [x(t)]

X(f) = TF [x(t)]

on appelle h(t) = TF−1[H(f)] la réponse impulsionnelle du filtre. En effet, par TF inverse

y(t) = x(t) ∗ h(t) =

∫ +∞

−∞
h(t′) x(t− t′) dt′

dans le cas ou x(t) = δ(t), y(t) = h(t) ∗ δ(t) = h(t), d’ou le nom de réponse impulsionnelle

pour h(t). h(t) ne peut pas commencer avant 0 c’est à dire précéder la cause. Un filtre est

réalisable si sa réponse impulsionnelle h(t) est causale (h(t) = 0 pour t < 0) et s’il est stable.

On rappelle qu’un filtre est stable ssi à toute entrée bornée correspond une sortie bornée,
∫ +∞
−∞ |h(t)| dt < ∞.

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa



4.1 Filtrage des signaux à temps continu 25

4.1.3 Puissance et énergie des signaux avant et après filtrage

Filtrer un signal revient aussi à lui prélever une partie de son énergie. Il est important de

considérer la puissance et l’énergie des signaux avant et après filtrage dans le temps et en

fréquence.

Y (f) = H(f) X(f)

|Y (f)|2 = |H(f)|2 |X(f)|2

Or on a vu que |X(f)|2 = Γxx(f) correspond à la densité spectrale d’énergie (signaux à

énergie finie), d’ou :

Γyy(f) = |H(f)|2Γxx(f)

par TF inverse on montre que :

Cyy(τ) = Chh(τ) ∗ Cxx(τ)

avec Chh(τ) =
∫ +∞
−∞ h(t)h∗(t− τ) dt.

– Si x(t) est à énergie finie, Γxx(f) est la densité spectrale d’énergie,

Cxx(τ) =
∫ +∞
−∞ x(t)x∗(t− τ) dt =

∫ +∞

−∞
Γxx(f)ej2πfτ df

Cxx(0) =
∫ +∞
−∞ x(t)x∗(t) dt =

∫ +∞

−∞
Γxx(f) df = Ex

– Si x(t) est à puissance moyenne finie, Γxx(f) est la densité spectrale de puissance,

Cxx(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t)x∗(t− τ) dt

Cxx(0) = lim
T→∞

1

T

∫ +T/2

−T/2

x(t)x∗(t) dt = Px =

∫ +∞

−∞
Γxx(f) df

– Si x(t) est un signal périodique de période T0, Γxx(f) est la densité spectrale de puis-

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa
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sance, et Cxx(τ) est de période T0.

Γxx(f) = TF [Cxx(τ)] =
+∞∑

k=−∞
|Xk|2 δ(f − k

T0

)

De même que le spectre X(f) d’un signal prériodique est une suite infinie de diracs de

poids Xk complexes, la densité spectrale de puissance est une suite infinie de diracs

de poids réels |Xk|2.
X(f) =

+∞∑

k=−∞
Xk δ(f − k

T0

)

4.1.4 Fenêtrage temporel

On appelle fenêtrage temporel, le fait de multiplier un signal de duré infinie par une fenêtre

pour obtenir un signal à durée finie correspondant à un signal physique.

La fenêtre la plus simple est la fenêtre rectangulaire mais il en existe bien d’autres. L’effet

de cette fenêtre temporelle sur le signal et sur son spectre est trés important. En effet, si

par exemple on a le signal temporel suivant :

x(t) = cos(2πf0t)

Si on lui applique une fenêtre du type w(t) = Πτ/2(t) alors,

y(t) = x(t) w(t)

Y (f) = X(f) ∗W (f)

Le fenêtrage en temps correspond à une convolution des spectres en fréquence,

Y (f) =
τ

2
sinc[(f − f0)τ ] + τsinc[(f + f0)τ ]
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4.1.5 Analyse blocs–diagrammes

Trés souvent un système général est décomposé en sous systèmes, séries, parallèles ou

bouclés. Si chaque sous système est équivalent à un filtre, alors il a une fonction de transfert

fréquentielle. Chaque fonction de transfert individuelle doit tenir compte des autres sous

systèmes, ou bien être isolée des blocs suivants.

Fonctions élémentaires que l’on peut trouver :

– Multiplication par un scalaire (fonction gain)

y(t) = K x(t) −→ H(f) = K

– Dérivation

y(t) =
d x(t)

dt
−→ H(f) = j2πf

– Intégration

y(t) =

∫ t

−∞
x(u) du −→ H(f) =

1

j2πf

– Retard pur

y(t) = x(t− t0) −→ H(f) = e−j2πft0

4.1.6 Filtre sans distorsion

On a vu qu’un filtre (système linéaire continu, invariant dans le temps) modifiait l’amplitude

et la phase des composantes sinusoidales du singal d’entrée. En filtrage de signal, ceci peut

être voulu lorsque par exemple, on cherche à éliminer certaines fréquences.

En transmission de signal au contraire on souhaite transmettre un signal d’un point à un

autre, sans distorsion. On suppose que le canal de transmission peut être modélisé idéalement

par un système linéaire invariant dans le temps (cést à dire un filtre). On définit le filtre

sans distorsion, commme un filtre qui apporte un gain K et un retard t0 au signal d’entrée
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28 Chapitre 4. Filtrage

x(t),

y(t) = K x(t− t0)

Y (f) = K e−j2πft0 X(f)

H(f) = K e−j2πft0

Le gain du filtre est K et la phase est Arg(H(f) = −2πft0.

Pour réaliser un filtre sans distorsion il faut un gain constant ∀ f et une phase égale à une

fonction négative de la fréquence. Ceci est irréalisable physiquement car h(t) est un dirac.

En fait dans la pratique on souhaite ces deux conditions seulement pour les fréquences ou

le signal déntrée a un contenu spectral. On dit que la bande passante du filtre doit contenir

les supports fréquentiels des signaux à l’entrée du filtre.

Remarque : l’oreille humaine est sensible à la distorsion de phase.

4.1.7 Exercices

- Soit le signal périodique s(t) défini par s(t) = A cos(2πf0t + φ0)

1. Donner la fonction d’autocorrélation Css(τ) et la densité spectrale de puissance de

s(t).

2. Soit la sortie du filtre h(t) définie par y(t) = h(t) ∗ x(t) = x(t)− x(t− T )

(a) Quel est le signal de sortie si le signal d’entrée x(t) est un dirac δ(t).

(b) Calculer la réponse en fréquence du filtre H(f).

(c) Calculer |H(f)|2 et en déduire Chh(τ).

3. On considère maintenant que l’entrée x(t) = s(t).

(a) Calculer la fonction d’autocorrélation Cyy(τ) de y(t).

(b) En déduire la puissance moyenne du signal de sortie.

(c) Calculer la densité spectrale du signal de sortie y(t).

(d) En déduire la puissance moyenne du signal de sortie, par Py =
∫ +∞
−∞ Γyy(f) df
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4.1 Filtrage des signaux à temps continu 29

- Soit le signal x0(t) définit par

x0(t) =





A pour 0 ≤ t ≤ θ

−A pour θ ≤ t ≤ 2θ

0 ailleurs

avec θ = 2 s et A = 1 V .

1. Dessiner ce signal.

2. Donner l’énergie de ce signal.

3. Calculer et tracer la fonction d’autocorrélation de x0(t), Cx0x0(τ).

- Soit un signal x(t) réel non nul pour 0 < t < t1 et de fonction d’autocorrélation Cxx(τ).

Soit y(t) la sortie d’un filtre linéaire de réponse impulsionnelle h(t). On dit qu’un filtre est

adapté au signal x(t) si h(t) = x(t1 − t).

1. Calculer dans ce cas y(t) et l’exprimer en fonction de Cxx(τ).

2. Pour quelle valeur de t, la sortie y(t) est-il maximal? On utilisera une propriété des

fonctions d’autocorrélation.

- Soit le signal v(t) =
∑+∞

n=−∞ Πθ/2(t− nT )

1. Tracer ce signal.

2. Calculer la transformée de Fourier V (f) de ce signal

-Soit le signal y(t) = A v(t) x(t) avec x(t) = cos(2πf0t)

1. Tracer ce signal.
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2. Calculer la transformée de Fourier de ce signal en utilisant la convolution de V (f) et

X(f).

4.2 Transmission de signaux

4.2.1 Signaux à bande limitée

On a jusqu’à présent considérée des signaux d’étendue spectrale infinie et utilisé des modèles

mathématiques, mais ces signaux ne sont pas physiques.

Considérons un signal s(t) à transmettre dont le spectre, calculé par la TF est S(f). Pour

un signal physique réel on définit une fréquence min fm et une fréquence max fM telles

qu’on considère que le spectre S(f) est négligeable ou nul au delà : ceci forme le support

spectral. Par exemple en téléphonie on considère que fm = 300 Hz et fM=3400 Hz, alors

qu’en haute fidélité fm = 20 Hz et fM=20000 Hz.

La transmission de ce signal s’effectue sur un canal de transmission nécessairement imparfait

et qui laisse passer certaines fréquences et pas d’autres. On parle de bande passante du canal

de transmission. Le canal de transmission peut être un câble métallique, une fibre optique

ou encore le milieu aérien (ondes hertziennes).

signal passe-bas

Le signal a pour support [−B, B] avec fm = 0 et fM = B. Ce signal est aussi appelé signal

en bande de base ou signal basse fréquence.

signal passe bande

Un signal réel est passe bande si le support de sa TF est borné et ne contient pas la fréquence

0. On peut trouver une fréquence fp appelée fréquence porteuse et une fréquence B appelée

demi largeur de bande qui contiennent fm = f0−B et fM = f0 + B. Si f0 À B on parle de

signaux bande étroite.
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Le support spectral du signal s(t) doit être compris dans la bande passante du canal de

transmission. Il y a deux types de transmission :

1. la transmission en bande de base,

2. la transmission par modulation.

4.2.2 Transmission en bande de base

On ne fait rien, les signaux sont transmis dans leur support spectral original qui est adapté

à la bande passante du canal.

4.2.3 Transmission par modulation

On transpose la support spectral des signaux dans la bande passante du canal de transmis-

sion. Ceci se fait par modulation. Si on appelle yp(t) = A cos(2πfpt + φp) l’onde porteuse,

il existe trois types de modulation

si A varie en fonction de x(t) −→ Modulation d’amplitude

si fp varie en fonction de x(t) −→ Modulation de fréquence

si φ varie en fonction de x(t) −→ Modulation de phase

La transmission par modulation permet d’augmenter les distances de propagation.

4.2.4 Définition d’un filtre de Hilbert

On appelle filtre de Hilbert, le filtre de fonction de transfert

Q(f) = −j sign(f)

Le gain en fréquence est égal à 1. Les fréquences positives sont déphasées de −90◦, alors que

les fréquences négatives sont déphasées de +90◦. Le filtre de Hilbert est un déphaseur pur

de −π
2

appelé aussi filtre en quadrature.
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Calcul de la réponse impulsionnelle

La TF de s(t) = sign(t) est égale à S(f) = 1
jπf

. A partir du théorème de dualié :

s(t)
TF

−→
S(f)

S(t)
TF

−→
s(−f)

on peut écrire,

h(t) =
1

πt

comme h(t) n’est pas causal, Q(f) n’est pas réalisable physiquement.

Transformée de Hilbert

On définit la transformée de Hilbert x̂(t) comme la sortie d’un filtre quadratique,

x̂(t) =
1

π

∫ +∞

−∞

x(t′)
t− t′

dt′

X̂(f) = −j sign(f) X(f)

Cette intégrale pose des problèmes pour t = t′, aussi on prend la valeur principale au sens

de Cauchy,

x̂(t) =
1

π

[
lim

ε→0−

∫ t+ε

−∞

x(t′)
t− t′

dt′ + lim
ε→0+

∫ +∞

t+ε

x(t′)
t− t′

dt′
]

4.2.5 Signal analytique associé à un signal réel

L’idée est de dire que comme un signal x(t) réel possède un spectre X(f) à symétrie hermi-

tienne X(−f) = X∗(f) la connaissance de X(f) pour f > 0 est suffisante pour caractériser

ce signal réel x(t).

On définit le signal analytique zx(t) associé au signal réel x(t) comme étant le signal complexe
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zx(t) tel que son spectre Zx(f) soit définit comme suit,

Zx(f) = 2X(f) si f > 0

= 0 si f < 0

Remarques

– zx(t) est forcément complexe car son spectre n’est pas à sysmétrie hermitienne.

–

Zx(f) = 2 u(f) X(f) u : fonction Heaviside

Zx(f) = [1 + j(−j sign(f))]X(f)

Zx(f) = X(f) + j Q(f) X(f)

– par Fourier inverse,

zx(t) = x(t) + j x̂(t)

– puisque le spectre de zx(t) est nul pour f < 0

zx(t) = 2

∫ +∞

0

X(f) ej2πft dt

– passage de zx(t) à x(t) : x(t) = < [zx(t)]

– filtrage de signaux analytiques, y(t) = h(t) ∗ x(t) donne zy(t) = h(t) ∗ zx(t).

4.2.6 Enveloppe complexe des signaux bande étroite

On rappelle qu’un signal bande étroite est un signal passe bande réel tel que f0 À B. Pour

ces signaux on définit l’enveloppe complexe αx(t) d’un signal bande étroite x(t) associée à

la fréquence f0, le signal complexe en bande de base tel que,

αx(f) = Zx(f + f0)

(On ramène le signal passe bande en bande de base).
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4.2.7 Amplitude et phase instantanées d’un signal bande étroite

αx(t) est un signal complexe,

αx(t) = ax(t) ejφx(t)

x(t) = ax(t) cos(2πf0t + φx(t))

avec ax(t) l’amplitude instantanée du signal passe bande x(t), et φ est la phase instantanée.

On interpréte un signal bande étroite x(t) autour de la fréquence f0 comme une sinusöıde

de fréquence f0 dont l’amplitude et la phase instantanée varient lentement par rapport à f0.
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Deuxième partie

Etude des signaux discrets
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Chapitre 1 L’échantillonnage

1.1 Notion d’échantillonnage

On appelle échantillonnage d’un signal analogique x(t) le fait de prélever régulièrement (tous

les Te secondes) les valeurs x(k Te). Le signal x(k Te) est le signal échantillonné à la période

d’échantillonnage Te. La fréquence fe = 1
Te

est appelée fréquence d’échantillonnage.

Un signal échantillonné quantifié s’appelle un signal numérique. La quantification permet

de passer de valeurs continues en amplitude à des valeurs discrètes. Un convertisseur A/N

(Analogique/Numérique) réalise l’échantillonnage et la quantification d’un signal analogique

(continue en temps et en amplitude).

On va voir les conditions à respecter pour reconstituer le signal analogique à partir de ses

échantillons du signal échantillonné sans perte d’information.

La perte d’information est d’autant plus faible que la quantification est fine. L’erreur de
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Signal échantillonné
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quantification est modélisé comme un bruit aléatoire,

x(kTe) = sq(kTe) + e(kTe)

1.2 Echantillonnage parfait

1.2.1 Définition

L’échantillonnage parfait est réalisé par la multiplication du signal analogique par un peigne

de dirac, c’est à dire, une suite de diracs séparés par Te de poids 1 qui multiple le signal de

spectre [−B,B].

On définit le signal échantillonné xe(t) par :

xe(t) = x(t) Υ(t)

= x(t)
+∞∑

k=−∞
δ(t− kTe)

=
+∞∑

k=−∞
x(t) δ(t− kTe)

=
+∞∑

k=−∞
x(kTe) δ(t− kTe)

On rappelle que la fonction Υ correspond au peigne de dirac et que

TF[Υ(t)] = Υ(f) = Fe

+∞∑

k=−∞
δ(f − kFe)

alors Xe(f) s’écrit

Xe(f) = X(f) ∗ Fe

+∞∑

k=−∞
δ(f − kFe)

Xe(f) = Fe

+∞∑

k=−∞
X(f − kFe)
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Le spectre du signal échantillonné Xe(f) s’obtient en pérodisant avec une période Te = 1
Fe

le

spectre X(f). Echantillonner dans le temps revient à périodiser dans l’espace des fréquences.

Il y a un problème lorsque Fe < 2B. En effet, dans ce cas il y a repliement des spectres ou

recouvrement ou ”aliasing”. Ceci implique qu’on ne peut plus reconstruire X(f) à partir

de Xe(f) et donc x(t) à partir de x(kTe). Dans le cas ou Fe ≥ 2B, pour obtenir X(f) à

partir de Xe(f), il suffit de filtrer xe(t) par un filtre passe bas idéal de réponse en fréquences

H(f) = Te ΠFe(f) (h(t) = sinc(Fe t).

1.2.2 Théorème d’échantillonnage en bande de base

Un signal x(t) d’énergie finie dont le spectre est à support sur [−B,B] (signal en bande

de base) peut être échantillonné tous les Te sans perte d’information à condition que le

fréquence d’échantillonnage

Fe > 1
Te

≥ 2B

Sans perte d’information signifie qu’on peut reconstruire x(t) ∀ instant t, à partir de la suite

infinie des échantillons x(kTe). La fréquence minimale d’échantillonnage Fe = 2B s’appelle

la fréquence de Nyquist.

H(f) correspond à la réponse en fréquence du filtre passe bas idéal,

y(t) = xe(t) ∗ h(t)

y(t) =
+∞∑

k=−∞
x(kTe) δ(t− kTe) ∗ sinc(Fet)

y(t) =
+∞∑

k=−∞
x(kTe) sinc (Fe(t− kTe))

Cette dernière équation correspond à la formule d’interpolation de Shannon.

1.3 Echantillonnage régulier

L’échantillonnage idéal n’est pas réalisable mais l’échantillonnage régulier (ou par bloqueur

de durée τ) correspond au cas pratique.
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xe(t) =
+∞∑

k=−∞
x(kTe) Πτ (t− kTe)

xe(t) =
+∞∑

k=−∞
x(kTe) δ(t− kTe) ∗ Πτ (t)

xe(t) = x(t)
+∞∑

k=−∞
δ(t− kTe) ∗ Πτ (t)

Xe(f) = X(f) ∗
[
Fe

+∞∑

k=−∞
δ(f − kFe)

]
(τ sinc(τf))

Xe(f) = τFe sinc(fτ)
+∞∑

k=−∞
X(f − kTe)

Pour retrouver le spectre X(f) on multiplie par un filtre passe bas idéal de largeur Fe et il

faut multiplier par l’inverse d’un sinc si on veut compenser et retrouver X(f).

1.4 Filtre anti-repliement

Pour de nombreux signaux physiques, X(f) n’est pas connu parfaitement. De plus, il existe

toujours un bruit de fond additionnel dû au milieu de mesure (capteur, circuit d’ampli-

fication). Donc, on effectue un filtrage passe bas appelé préfiltrage du signal avant son

échantillonnage pour supprimer tout repliement spectral.

Si l’on désire observer le spectre d’un signal jusqu’à la fréquence Fmax, il est souhaitable de

prendre une fréquence d’échantillonnage Fe = nFmax avec n ≥ 2.

Un signal de TF à support borné a un support temporel infini donc on a besoin de tous

les échantillons de kTe de −∞ à +∞ afin de reconstruire le signal x(t). On ne peut pas

reconstruire en temps réel, il faudra le faire de façn approchée. En pratique pour transmettre

la parole par téléphone on filtre entre [300 Hz, 3400 Hz], on échantillonne à 8000 Hz et on

quantifie sur 8 bits/échantillons ce qui correspond à 64000 b/s. Pour un compact disc avec

du son stéréo on filtre entre [0 et 20 000 Hz], on échantillonne à 44,1 kHz.
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1.5 Interpolation par le bloqueur d’ordre 0

Le problème est de reconstituer x(t) à partir de ses échantillons x(kte). Une réalisation

possible est le bloqueur d’ordre 0. La reconstitution à l’aide d’un bloqueur d’ordre 0 est

la plus employée car elle réalisée par les convertisseurs N/A à l’entrée desquels les valeurs

numériques sont maintenues pendant la période d’échantillonnage.
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Chapitre 2
Signaux déterministes à

temps discret

On considère les signaux à temps discret comme des suites de nombres x(k) ∈ C avec

k ∈ Z. Ces signaux sont issus généralement de l’échantillonnage à la fréquence fe = 1
Te

de

signaux temporels x(t) analogiques et les nombres x(k) représentent les échantillons x(kTe).

2.1 Signaux à temps discret élémentaires

Impulsion unité





δ(k) = 1 si k = 0

= 0 si k 6= 0

Attention δ(k) ne doit pas être confondu avec la distribution de dirac δ(t).

L’échelon unité





u(k) = 1 si k ≥ 0

= 0 si k < 0

La porte de longueur N





ΠN(k) = 1 si 0 ≤ k ≤ N/2− 1

= 0 si k ≥ N/2
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2.2 Propriétés des signaux à temps discret

Périodicité

Un signal x(k) est périodique de période N ∈ N∗ si N est le plus petit entier tel que

x(k) = x(k + N) ∀ k

Energie

On définit l’énergie par

Ex =
+∞∑

k=−∞
|x(k)|2

Puissance moyenne

On définit la puissance moyenne par

Px = lim
N→∞

1

2N + 1

+N∑

k=−N

|x(k)|2

Signaux à énergie finie, à puissance moyenne finie

Si on a 0 < Ex < ∞ alors Px = 0

Si on a 0 < Px < ∞ alors Ex = ∞

Fonction d’autocorrélation d’un signal

– à énergie finie

Cxx(τ) =
+∞∑

k=−∞
x(k)x∗(k − τ)

– à puissance moyenne finie

Cxx(τ) = lim
N→∞

1

2N + 1

+N∑

k=−N

x(k)x∗(k − τ)
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– périodique

Cxx(τ) =
1

T0

+T0/2∑

k=−T0/2

x(k)x∗(k − τ)

Fonction d’intercorrélation

– à énergie finie

Cxy(τ) =
+∞∑

k=−∞
x(k)y∗(k − τ)

– à puissance moyenne finie

Cxy(τ) = lim
N→∞

1

2N + 1

+N/2∑

k=−N/2

x(k)y∗(k − τ)

Produit de convolution

y(k) = x(k) ∗ h(k) = h(k) ∗ x(k) =
+∞∑

u=−∞
h(u)x(k − u) =

+∞∑
u=−∞

x(u)h(k − u)

2.3 Transformée de Fourier des signaux à temps dis-

cret

2.3.1 Définition

X(f) =
+∞∑

k=−∞
x(k) e−j2πkf

X(f + 1) =
+∞∑

k=−∞
x(k) e−j2πk(f+1)

X(f + 1) =
+∞∑

k=−∞
x(k) e−j2πkf = X(f)
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Donc X(f) est périodique de période 1. Les x(k) sont les coefficients de la série de

Fourier de X(f) de période 1,

x(k) =
1

1

∫ 1/2

−1/2

X(f) ej2πkfdf

L’intervalle [-1/2,1/2] est appelé intervalle principal.

Attention le spectre X(f) du signal à temps discret x(k) est à la fréquence continue et de

période F0 = 1.

2.3.2 Exemple

Calcul de la TF de x(k) = ΠN(k),

X(f) =
+∞∑

k=−∞
x(k) e−j2πkf

X(f) =
N−1∑

k=0

e−j2πkf

X(f) =
1− e−j2pifN

1− e−j2πf

X(f) = e−jπf(N−1) sin(πfN)

sin(πf)

2.4 Propriétés de la transformée de Fourier

Linéarité Z[ax(k) + by(k)] = aX(z) + bY (z)

Théorème de la modulation TF[x(k) ej2πf0k] = X(f − f0)

Relation de Parseval Ex =
∑+∞

k=−∞ |x(k)|2 =
∫ 1/2

−1/2
|X(f)|2df

TF d’un produit TF[x(k)y(k)] =
∫ 1/2

−1/2
X(f ′)Y (f − f ′)df ′

= X(f) ∗ Y (f)

IUP Avignon Traitement du signal J.-P.Costa



2.5 Transformée de Fourier discrète d’un signal discret 45
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2.5 Transformée de Fourier discrète d’un signal discret

La TF d’un signal discret est

X(f) = X(ej2πf ) =
+∞∑

k=−∞
x(k) e−j2πkf

X(f) est périodique de période 1. De plus, la TF inverse donne

∫ 1/2

−1/2

X(f) ej2πfk df

Inconvénients : f varie de façon continue, on ne peut donc pas l’implanter sur un calculateur

numérique. Il faut une infinie de x(k). En pratique on peut :

1. prendre un nombre fini N déchantillons x(k) choisis de façon à conserver les valeurs

importantes du signal k = 0, . . . ,N − 1,

X̃(f) =
N−1∑

k=0

x(k)e−j2πkf

2. et discrétiser la fréquence f sur [0,1[. On choisit ∆ = 1/N , c’est à dire fn = n/N pour

n = 0, . . . ,N − 1.
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X̂(
n

N
) =

N−1∑

k=0

x(k) e−j2πk n
N avec n = 0, . . . ,N − 1

On obtient ainsi N valeurs X̂(0),X̂(1/N), . . . ,X̂(N − 1/N) correspondant à la transformée

de Fourier discrète (TFD).

Par définition la TFD est une application linéaire qui à N valeurs complexes (x(0), . . . ,x(N−
1)) associe N valeurs complexes (X0, . . . ,XN−1) et on note

Xn =
N−1∑

k=0

x(k) e−j2πk n
N avec n = 0, . . . ,N − 1

La suite Xn est une suite périodique de période N .

La TFD inverse donne

x(k) =
1

N

N−1∑
n=0

Xn ej2πk n
N avec k = 0, . . . ,N − 1

2.5.1 Remarques

– La TFD représente les valeurs échantillonnées de la TF d’un signal discret de durée

finie, x0, . . . ,x(N − 1).

– Si x(k) n’est pas de durée finie, on a les valeurs échantillonnées de la TF du signal

discret x(k) ΠN(k), ΠN(k) étant le fenêtre rectangulaire de longueur N . Ceci entrâıne

des oscillations dans la TF et l’utilisation de fenêtres de pondération g(k) pour les

faire disparâıtre (Hamming, Hanning).

– La TFD ne représente les valeurs échantillonnées de la TF d’un signal à temps continu

x(t) que si x(t) est à durée limitée [0,NTe] et si sa TF X(f) à un spectre à bande

limitée [− 1
2Te

, 1
2Te

]. Comme il n’existe pas de signaux à durée et à bande limitée, on

commet une erreur systématique en considérant les Xn comme des échantillons de la

TF X(f) .
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2.5.2 Exemple

On cherche à déterminer la TFD Xn du signal

x(k) = A cos(2π
f0

fe

k)

Xn =
N−1∑

k=0

x(k) e−j2πk n
N avec n = 0, . . . ,N − 1

Signal réel −→ le module du spectre est une fonction paire

Signal échantillonnée −→ le module du spectre est une fonction périodique (fe)

TFD −→ fréquences discrètes

−→ Signal à support borné

multiplication en temps=convolution en fréquence

2.6 Fenêtres de pondération

Nous allons dans ce paragraphe, décrire plusieurs fenêtres de pondération, en montrer les

avantages et leur limites.

Bien que ce ne soit pas une règle générale, dans ce paragraphe, les fenêtres étudiées seront

placées symétriquement autour de l’origine pour simplifier les calculs. Les résultats établis

dans ce cas pourront être modifiés aisément pour d’autres positions à l’aide du théorème du

retard.
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2.6.1 Fenêtre rectangulaire

La manière brutale de limiter la durée d’un signal est de le multiplier par un signal rectan-

gulaire (fonction Porte), possédant N échantillons unités. Au niveau spectral cette multi-

plication revient à convoluer la TF de x(t) par la TF de la fonction porte. Cette opération

de convolution a pour effet d’introduire des ondulations dans le spectre.

En règle générale la résolution en fréquence sera d’autant meilleure que :

– le lobe principale (central) est étroit,

– les lobes secondaires (latéraux) sont bas.

Malheureusement la réduction en hauteur des lobes secondaires s’accompagne toujours de

l’élargissement du lobe principal. Il faut donc accepter un compromis entre ces deux effets.

2.6.2 Fenêtre de Hamming

L’équation de la fenêtre de Hamming est donné par la relation suivante pour α = 0.54 :





w(k) = α + (1− α) cos(2πk/N)) pour |k| ≥ N/2

= 0 ailleurs
(2.1)
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Remarque

La fenêtre de Hanning est obtenue pour α = 1/2 dans l’équation 2.1.

2.6.3 Fenêtre de Kaiser

Une autre famille de fonctions fenêtre a été proposée par Kaiser. Elle permet selon la valeur

d’un paramètre β, de spécifier dans le domaine des fréquences le compromis entre la largeur

de lobe principal et l’amplitude des lobes secondaires. Une caractéristique importante ce

cette famille de raffinée de fenêtres est qu’il est possible d’obtenir de fortes atténuations

des lobes secondaires tout en conservant une largeur minimale pour la pic central. La forme

générale de cette fonction est la suivante :





w(k) =
I0[β

√
N2−4k2]

I0(βN)
pour |k| ≥ N/2

= 0 ailleurs
(2.2)

où I0 est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre zéros et où β caractérise l’échange

d’énergie entre le pic central et les lobes secondaires. La largeur du pic central augmente

avec β.
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β = 0.8
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β = 2

2.6.4 Exemple

On génère un signal composé de deux sinusöıdes de fréquence 200 et 400 Hz, échantillonné

à 8000 Hz et ayant 512 points. On calcule la TF de ce signal aprés multiplication par

une fenêtre rectangulaire, de Hamming et de Kaiser. la résolution en fréquence est donc

fe

N
= 16Hz.

2.7 La transformée de Fourier rapide

La transformée de Fourier rapide ou FFT (Fast Fourier Transform) est une technique de

calcul rapide de la TFD. L’algorithme de base, utilise un nombre de points N = 2p et son

gain en temps par rapport à un calcul direct est de l’ordre de N/log2(N). Pour N = 1024,

la FFT est donc environ 100 fois plus rapide.
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Troisième partie

Etude des signaux aléatoires
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Chapitre 1 Rappels sur les probabilités

1.1 Introduction

Jusqu’à présent, nous avons parlé des signaux déterministes dans l’étude des systèmes

linéaires invariant dans le temps, sans mentionner le rôle important que jouent les phénomènes

aléatoires en traitement du signal et plus particulièrement en télécommunications.

En effet, le modèle déterministe ne convient plus a expliquer tous les phénomènes qui peuvent

se produire dans une châıne de transmission par exemple.

1.2 Probabilités

1.2.1 Définitions

Une expérience est dite aléatoire si l’on ne peut prévoir son résultat, le lancer de dés, le jeu

de pile ou face.

L’ensemble S de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé ”uni-

vers” a cette expérience. Chaque résultat d’un tirage aléatoire correspond à une épreuve.

Un ensemble d’épreuves constitue un ”événement”. On dit qu’un événement est lié à une

expérience si pour tout résultat appartenant à S on sait dire si cet événement a eu lieu ou

non. L’association de nombres réels aux événements définis sur S constitue une mesure de

probabilité.
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1.2.2 Définitions complémentaires

– le complémentaire d’un événement A, noté A, est l’événement constitué de l’ensemble

des éléments de S qui n’appartient pas à A.

– L’union des événements A et B, noté A∪B est l’événement constitué de des éléments

qui appartiennent à A, à B, ou les deux à la fois.

– L’intersection des événements A et B, notée A ∩ B, se compose de l’ensemble des

événements qui appartiennent simultanément à A et B.

– L’événement qui ne contient aucun élément est dit événement nul, noté ∅.

– Deux événements sont disjoints s’ils n’ont aucun point commun, c’est à dire si A∩B =

∅.

– Si tout point de A appartient à B, on dit que A est un sous-ensemble de B, et on le

note par A ⊂ B.

1.2.3 Algèbre des événements

– A ∪ A = S,

– A ∩ A = ∅,

– A ∩ S = A,

– (A ∪B) = A ∪B,

– (A ∩B) = A ∩B,

Les opérations d’union et d’intersection possèdent les propriétés suivantes :

– Commutativité : A ∪B = B ∪ A,A ∩B = B ∩ A.

– Associativité : A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

– Distributivité : A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

1.2.4 Probabilité d’un événement

Définition classique

Une définition classique, postule que la probabilité d’un événement A a pour expression :
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P (A) =
NA

N

où N est le nombre de résultats possibles et NA le nombre de résultats faisant partie de

l’événement A. Notons que dans cette définition, tous les résultats sont supposés équiprobables.

Définition axiomatique

La probabilité d’un événement A, notée P (A), est un nombre réel associé à A qui satisfait

à l’ensemble des axiome suivants :

– Axiome 1 : P (A) ≥ 0

– Axiome 2 : P (S) = 1

– Axiome 3 : P (A ∪B) = P (A) + P (B) si A ∩B = ∅

A partir de ces trois axiomes, on peut établir les propriétés suivantes, toutes très intéressantes :

– P (A) ≤ 1, il s’en suit que P (A) = 1− P (A),

– P (∅) = 0,

– P (A) ≤ P (B) si A ⊂ B,

– P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Probabilité conditionnelle

La probabilité conditionnelle d’un événement A par rapport à l’événement B, noté P (A|B),

a pour définition :

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
(1.1)

où P (B) 6= 0 et P (A ∩B) est la probabilité conjointe de A et B. On peut en déduire la loi

de Bayes :

P (B|A) =
P (A|B) P (B)

P (A)
(1.2)

où P (B|A) est la probabilité conditionnelle de B par rapport à A.
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Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits statistiquement indépendants si et seulement si :

P (A ∩B) = P (A)P (B)

alors l’équation 1.1 devient :

P (A|B) = P (A)

Soit A1,A2, . . . ,An un ensemble d’événements définis sur S. Ces n événements sont dits

mutuellement indépendants si et seulement si

P (Ai ∩ Aj) = P (Ai)P (Aj)

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak) = P (Ai)P (Aj)P (Ak)

...

P (Ai ∩ Aj ∩ . . . ∩ Ak) = P (Ai)P (Aj) . . . P (An)

Probabilité totale

Soit N événements A1,A2, . . . ,AN mutuellement exclusifs constituant exhaustivement l’en-

semble S, c’est à dire vérifiant les conditions suivantes :

Ai ∩ Aj = ∅ i 6= j = 1,2, . . . N

et

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ AN = S

Soit B un événement quelconque défini sur S. Alors :

P (B) =
N∑

k=1

P (B ∩ Ak) =
N∑

k=1

P (B|Ak)P (Ak)

que l’on appelle probabilité totale de l’événement B.
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1.3 Variables aléatoires réelles

Une variable aléatoire (VA) X(λ) (en majuscule) est une fonction qui associe un nombre

réel, appelé valeur x (en minuscule) de X(λ), à chaque épreuve λ de S en respectant les

conditions suivantes :

– L’ensemble {λ : X(λ) ≤ x} est un événement pour tout nombre réel x.

– P{λ : X(λ) = −∞} = 0 et P (λ : X(λ) ≤ ∞) = 1

Si X ne peut prendre qu’un ensemble dénombrable de valeurs distinctes, on dit que X est

une variable aléatoire discrète. Si X peut prendre une valeur quelconque sur un ou plusieurs

intervalles de la droite réelle, alors X est une variable aléatoire continue.

Le nombre d’appels téléphoniques arrivant à un bureau est une variable aléatoire discrète,

alors que la date exacte de l’arrivée d’un de ces appels est une variable aléatoire continue.

1.3.1 Histogramme

Dans la majorité des cas, on peut associer à un événement une mesure qui est un nombre

réel, par exemple une mesure de longueur ou de température. Pour caractériser la variable,

on commence par découper l’intervalle des réels en segments [xk,xk+1]. Puis, on effectue N

mesures et on construit un histogramme. Pour cela on compte le nombre de fois nk où le

résultat de la mesure x appartient à chacun de ces segments. On tient compte du fait que

les segments couvrent l’axe des réels et sont disjoints et on définit la probabilité

proba(x ∈ [xk,xk+1[) = lim
N→∞

nk

N
(1.3)

On réduit la taille des intervalles en faisant tendre leur nombre vers l’infini.

1.3.2 Fonction de répartition

On définit la fonction de répartition de la variable aléatoire X comme étant la probabilité

que X soit strictement inférieure à x :

FX(x) = P (X < x) pour tout x variant de −∞ à +∞ (1.4)
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Fig. 1.1 – Exemple d’histogramme

C’est une fonction non décroissante qui peut présenter des paliers et des discontinuités. Elle

tend vers 0 lorsque x → −∞ et 1 lorsque x → +∞.

Les propriétés de FX(x) sont les suivantes :

– FX(−∞) = 0,

– FX(∞) = 1,

– 0 ≤ FX(x) ≤ 1,

– FX(x1) ≤ FX(x2) si x1 ≤ x2,

– P{x1 < X ≤ x2} = FX(x2)− FX(x1).

Exemples

Le premier exemple correspond à la fonction de répartition d’un signal de type gaussien.

Le second exemple consiste a étudier le lancer de dé (6 faces). La variable aléatoire est une

variable aléatoire discrète et si le dé n’est pas truqué on a

FX(x) =
6∑

i=1

P (xi)u(x− xi)
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1.3.3 Densité de probabilité

La probabilité que x appartienne à l’intervalle [xk,xk + dx[ est
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proba(x ∈ [xk,xk + dx[) = dFX(x)

proba(x ∈ [xk,xk + dx[) = pX(x)dx

avec FX(x) différentiable et pX(x) correspond à la densité de probabilité (ddp) de la variable

aléatoire X et a donc pour définition :

pX(x) =
dFX(x)

dx
(1.5)

C’est une fonction non négative, mais ce n’est pas une probabilité, elle n’est pas

nécessairement inférieur à un.

les propriétés de pX(x) sont les suivantes :

– pX(x) ≥ 0,

–
∫ +∞
−∞ pX(x)dx = 1,

– FX(x) =
∫ x

−∞ pX(ε)dε,

– P{x1 < X ≤ x2} =
∫ x2

x1
pX(x)dx

Dans le cas d’une variable aléatoire discrète, on a :

pX(x) =
∑

i

P (xi)δ(x− xi) (1.6)

On peut estimer la densité de probabilité en construisant un histogramme pour lequel le

pas d’échantillonnage de l’axe des réels est infiniment grand. Dans l’exemple de la figure

suivante, le nombre d’échantillons est de 1000, 10000 et enfin 100000.
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Fig. 1.2 – Convergence de l’histogramme vers la densité de probabilité

1.4 Lois de répartition particulières

1.4.1 Loi de Bernouilli x

La loi de Bernouilli x prend la valeur 0 avec la probabilité r et la valeur 1 avec la probabilité

(1-r). Sa densité de probabilité s’écrit :

pX(x) =
∑

i

P (xi)δ(x− xi) = rδ(x) + (1− r)δ(x− 1)

1.4.2 Loi de poisson

Cette loi correspond à la loi que l’on obtient en comptant des événements aléatoires indépendants :

arrivée d’une particule sur un capteur, décompte des appels sur un central téléphonique,

comptage de voitures sur une route, etc. C’est la loi centrale des études sur les files d’attente

dans les réseaux de communication. Elle dépend d’un paramètre λ qui caractérise le débit

moyen du flux. La probabilité d’observer k événements pendant une durée t est donné par

pX(x,t) =
(λtk)

k!
e−λt (1.7)

pour k ≥ 0 et t ≥ 0 et où 0! = 1.
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Fig. 1.3 – Densité de probabilité p(k,t) de la loi de poisson

1.4.3 Loi uniforme

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi uniforme si elle prend ses valeurs uniquement

dans l’intervalle [a,b[ et que sa densité de probabilité vaut

pX(x) =
1

b− a
(1.8)

En effet, la densité de probabilité correspond est une constante dans l’intervalle [a,b[.

∫ +∞

−∞
pX(x) dx = 1

∫ b

a

pX dx = 1

pX =
1

b− a

Sa fonction de répartition est composée de 3 segments de droites.

– Pour x < a, pX(x) = 0 donc FX(x) = 0,
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– pour [a,b[,

FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du

FX(x) =

∫ x

a

1

b− a
du

FX(x) =
x− a

b− a

– pour x ≥ b, FX(x) = 1
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Fig. 1.4 – Loi uniforme

1.4.4 Loi normale ou gaussienne

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi normale si sa densité de probabilité a pour

expression :

pX(x) =
1

σx

√
2π

e
− (x−mx)2

2σ2
x (1.9)

La densité de probabilité passe par son maximum pour x = mx. Cette loi présente plusieurs

caractéristiques importantes :

– Cette loi joue un rôle fondamental dans l’étude des phénomènes aléatoires que l’on
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rencontre dans les systèmes physiques. La plupart des processus aléatoires naturels

sont pratiquement gaussiens. De plus, d’après le théorème central limite (cf paragraphe

1.8), la somme d’un grand nombre de variables aléatoires, sous certaines conditions

suit une loi normale.

– Tout l’information est donnée directement par la moyenne mx et la variance σx de la

variable aléatoire X. 95 % des valeurs de x sont contenues dans l’intervalle [x−2σ,x+

2σ].

– Elle permet des développements mathématiques efficaces.

m
x
 x 

1/(2π)0.5 

4 σ = 95% 

Fig. 1.5 – Loi normale

1.5 Moyennes statistiques

Souvent on peut caractériser une variable aléatoire uniquement par des informations par-

tielles comme la valeur moyenne de la variable aléatoire et sa dispersion autour de cette

valeur moyenne (variance).
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1.5.1 Espérance mathématique

On appelle moyenne statistique (ou moment d’ordre 1), la quantité E est appelée espérance

mathématique :

E[X] = mx =

∫ +∞

−∞
x pX(x) dx (1.10)

Si X est une variable aléatoire discrète, à partir de la relation 1.6, il vient :

E[X] = mx =

∫ +∞

−∞
x

[∑
i

P (xi)δ(x− xi)

]
dx =

∑
i

xi P (xi) (1.11)

Dans le cas où les probabilités sont uniformément réparties, c’est-à-dire lorsque P (xi) = 1
N

pour i = 1, . . . ,N , la relation 1.11 devient :

E[X] = mx =
1

N

N∑
i=1

xi (1.12)

ce qui donne la moyenne arithmétique des xi.

1.5.2 Fonction d’une variable aléatoire

L’espérance mathématique de Y = g(X) a pour expression :

E[Y ] =

∫ +∞

−∞
y p(y)dy

soit

E[Y ] = E[g(X)] =

∫ +∞

−∞
g(x)p(x)dx

Si X est une variable aléatoire discrète :

E[Y ] =
∑

i

g(xi)P (xi)

1.5.3 Fonction de deux variables aléatoires

L’espérance mathématique de Z = g(X,Y ) a pour expression :
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E[Z] = E[g(X,Y )] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x,y)p(x,y)dxdy

Si X et Y sont des variables aléatoires discrètes alors :

E[Z] = E[g(X,Y )] =
∑

i

∑

k

g(xi,yk)P (xi,yk)

où P (xi,yk) = P [X = xi,Y = yk]

1.5.4 Remarques

On notera que l’espérance mathématique est un opérateur linéaire :

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] (1.13)

E[cX] = c E[X] (1.14)

où c est une constante.

1.5.5 Moments et variance

Le moments d’ordre n de la variable aléatoire X a pour expression :

Mn = E[Xn] =

∫ +∞

−∞
xnp(x)dx (1.15)

Le moment d’ordre centré n de X a pour définition :

E[(X −mx)
n] =

∫ +∞

−∞
(x−mx)

n pX(x) dx (1.16)

avec mx = E[X].

Le moment centré d’ordre 2 de X est appelé variance de X, soit :

var[X] = σ2
x = E[(X −mx)

2] (1.17)
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La racine carré de la variance, notée σx, est appelée écart type de X. La variance est une

mesure de la dispersion des valeurs de X autour de sa valeur moyenne mx.

σ2
x = E[X2 − 2mxX + m2

x] = E[X2]− 2mx E[X] + m2
x = E[X2]−m2

x (1.18)
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Fig. 1.6 – Illustration de la moyenne et de la variance d’une variable aléatoire gaussienne

1.5.6 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X a pour définition :

ΦX(u) = E[ejuX ] =

∫ +∞

−∞
ejuX pX(x) dx (1.19)

où u est une variable réelle. Cette fonction passe par un maximum à l’origine et vérifie la

propriété :

|ΦX(u)| ≤ ΦX(0) = 1
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1.6 Moments conjoints et covariance

Un des objectifs fondamentaux du calcul des probabilités est d’établir un lien éventuel entre

plusieurs résultats d’expériences. On est ainsi amené à étudier le comportement conjoint de

plusieurs variables aléatoires comme le poids et la taille des individus d’un groupe, ou bien

l’âge des conjoints d’un couple, etc.

1.6.1 Répartition conjointe

Soit deux variables aléatoires X et Y définies sur S. On définit FXY (x,y), la fonction de

répartition conjointe de X et Y , de la façon suivante :

FXY (x,y) = P (X ≤ x,Y ≤ y) (1.20)

Les événements se composent de toutes les épreuves λ de S pour lesquelles on a simul-

tanément X(λ) ≤ x et Y (λ) ≤ y.

La densité de probabilité conjointe de X et Y a pour expression :

pXY (x,y) =
∂2

∂x∂y
FXY (x,y) (1.21)

ce qui implique que pXY (x,y) ≥ 0

1.6.2 Répartition marginale

Les fonctions FX(x) et FY (y) sont appelées fonction de répartition de probabilité marginales :

FX(x) = FXY (x,∞) (1.22)

FY (y) = FXY (∞,y) (1.23)

Les densité de probabilité marginales pX(x) et pY (y) ont pour expression :
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pX(x) = F ′
X(x) =

∫ +∞

−∞
pXY (x,y)dy (1.24)

pY (y) = F ′
Y (y) =

∫ +∞

−∞
pXY (x,y)dx (1.25)

(1.26)

1.6.3 Répartition conditionnelle

La fonction de répartition conditionnelle de X par rapport à l’événement A a pour définition :

FX(x|A) = P (X ≤ x|A) =
P (X ≤ x,A)

P (A)
avec P (A) 6= 0 (1.27)

où P (X ≤ x,A est la probabilité de l’événement conjoint X ≤ x ∪ A.

La densité de probabilité conditionnelle de X par rapport à A a pour définition :

pX(x|A) =
dFX(x|A)

dx
(1.28)

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur S. La densité de probabilité conditionnelle

de X par rapport à l’événement Y = y a pour valeur :

pX|Y =
pXY (x,y)

pY (y)
avec pY (y) 6= 0 (1.29)

où pY (y) est la densité de probabilité marginale de Y .

1.6.4 Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si :

FXY (x,y) = FX(x) FY (y)

ou encore :

pXY (x,y) = pX(x) pY (y)
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et pX|Y = pX(x)

Soit X et Y deux variables aléatoires de probabilité conjointe pXY (x,y).

1.6.5 Corrélation

La corrélation de X et de Y , que l’on note RXY , et qui a pour expression :

RXY = E[XY ] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
x y pXY (x,y) dxdy (1.30)

1.6.6 Covariance

La covariance de X et de Y , notée CXY , se définit comme suit :

CXY = E[(X −mx)(Y −my)] (1.31)

En développant la relation, on obtient :

CXY = E[XY ]− E[X] E[Y ] = RXY −mxmy (1.32)

1.6.7 Coefficient de corrélation

Le coefficient de corrélation de X et Y a pour définition :

ρ ==
CXY

σx σy

(1.33)

où σx, σy sont respectivement les écarts types de X et Y . On peut montrer que |ρ| ≤ 1, il

s’en suit que |CXY | ≤ σx σy.

Si deux variables aléatoires X et Y sont non corrélées si et seulement si CXY = 0. Dans ce

cas

E[XY ] = E[X] E[Y ] (1.34)
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1.6.8 Evénements orthogonaux

Deux événements sont dits orthogonaux (au sens de la corrélation)si :

RXY = E[XY ] = 0 (1.35)

1.6.9 Variables conjointement gaussiennes

Les variables X et Y sont dites conjointement normales si leur probabilité conjointe a pour

expression :

pXY (x,y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

e

[
(x−mx

σx
)
2−2ρ(x−mx

σx
)
(

y−my
σy

)
+

(
y−my

σy

)2
]

(1.36)

Cette formule fait apparâıtre les variances de chacune des deux variables, leur moyenne, ainsi

que leur coefficient de corrélation. Si le coefficient de corrélation est nul (ρ = 0), pXY (x,y)

s’écrit comme le produit

pXY (x,y) =

(
1

σx

√
2π

e
− (x−mx)2

2σ2
x

) (
1

σy

√
2π

e
− (y−my)2

2σ2
y

)
(1.37)

Les variables sont donc indépendantes. La figure 1.7 représente pXY (x,y) pour mx = 0,

σx = 3, my = −1 et σy = 1).

1.7 Changement de variables

1.7.1 Fonction de variables aléatoires

Etant donné une variable aléatoire X et une fonction g(x), l’expression

Y = g(X)

constitue une autre variable aléatoire dont la fonction de répartition est :

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) (1.38)
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Fig. 1.7 – Densité de probabilité d’un couple de VA gaussiennes

1.7.2 Détermination de la densité de probabilité

Pour trouver la densité de probabilité pY (y), on résout l’équation y = g(x). En désignant

par xk les racines réelles de l’équation y − g(x) = 0, on a :

pY (y) =
∑

k

pX(x)

|g′(xk)| (1.39)

où g′(x) est la dérivée de g(x).

1.7.3 Formule de changement de variables

Définition

Soit deux variables aléatoires X1 et X2 de densité de probabilité conjointe pX1X2(x1x2) et

deux fonctions g1(x1,x2) et g2(x1,x2), considérons les deux variables aléatoires suivantes :





Y1 = g1(X1,X2)

Y2 = g2(X1,X2)

et supposons que la transformation soit bijective : à tout couple (y1,y2) donné, il existe alors
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une solution unique (x1,x2) qui s’écrit :





y1 = g1(x1,x2)

y2 = g2(x1,x2)
⇔





x1 = h1(y1,y2)

x2 = h2(y1,y2)

Dans ce cas la densité de probabilité des variables aléatoires (Y1,Y2) a pour expression :

pY1Y2(y1,y2) = pX1X2(h1(y1,y2),h2(y1,y2)) |J(y1,y2)| (1.40)

où J(y1,y2) représente le Jacobien de la transformation défini par :

J(y1,y2) = det

∣∣∣∣∣∣

∂h1(y1,y2)
∂y1

∂h1(y1,y2)
∂y2

∂h2(y1,y2)
∂y1

∂h2(y1,y2)
∂y2

∣∣∣∣∣∣
(1.41)

Plutôt d’utiliser directement la formule 1.40 pour calcule la densité de probabilité, il est

parfois avantageux de revenir à la définition de la fonction de répartition de (Y1,Y2) en

déterminant dans le plan (x1,x2) le domaine qui vérifie {g1(x1,x2) ≤ y1} et {g2(x1,x2) ≤ y2},
puis intégrer sur ce domaine le fonction pX1X2(x1,x2). Pour obtenir la densité de probabilité,

il suffit ensuite de dériver successivement par rapport à y1 et y2 suivant la formule 1.21.

Exemple

Considérons deux variables aléatoires X et Y de densité de probabilité conjointe pXY (x,y)et

soit à calculer la densité de probabilité de la variable aléatoire Z = X + Y . Pour cela

considérons la transformation (x,y) → (t,z)définie par :





t = x

z = x + y
⇔





x = t

y = z − t

Le Jacobien de la transformation s’écrit :

J(t,z) =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂t

∂x
∂z

∂y
∂t

∂y
∂z

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 0

−1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1
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et donc

pZ(t,z) = |J(t,z)|pXY (x,y) = pXY (t,z − t)

On en déduit la densité de probabilité de Z en intégrant sur t (calcul de la loi marginale) :

pZ(z) =

∫ +∞

−∞
pXY (t,z − t)dt

Dans le cas où X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, pXY (x,y) est à variables

séparées et pZ(z) prend la forme d’un produit de convolution entre pX(x) et pY (y) :

pZ(z) =

∫ +∞

−∞
pX(t)pY (z − t)dt (1.42)

1.8 Somme d’un grand nombre de variables aléatoires

indépendantes

La somme d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes de même loi tend vers

une variable gaussienne. On peut généraliser ce résultat au cas où les variables aléatoires ne

sont pas de même loi et partiellement indépendantes. Ce qui justifie l’utilisation des variables

aléatoires gaussiennes pour représenter les phénomènes aléatoires relativement complexes.

1.9 Exercices

1.9.1 Variables aléatoires, fonctions de répartition et densités

I. La densité de probabilité d’une variable aléatoire X a pour expression :

pX(x) =





k pour x ∈ [a1,a2[

0 ailleurs

où k est une constante.

– Déterminer la valeur de k.

– Soit a1 = −1 et a2 = 2. Evaluer la proba(|X| ≤ 1/2).
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II. La densité de probabilité de X a pour expression :

pX(x) = ke−axu(x)

où a est une constante positive. Déterminer la valeur de la constante k et dessiner

pX(x).

III. La probabilité conjointe de X et Y a pour expression :

pXY (x,y) = ke−(ax+by)u(x)u(y)

où a et b sont des constantes positives. Déterminer la valeur de k.

IV. La probabilité conjointe de X et Y a pour expression :

pXY (x,y) = xy e−(x2+y2)/2u(x)u(y)

– Evaluer les densités de probabilité marginales pX(x) et pY (y).

– X et Y sont-ils indépendants?

1.9.2 Moyennes statistiques

I. Soit Y = aX + b. Montrer que si la moyenne de X est mx et sa variance σ2
x, alors,

my = amx + b et σ2
y = a2σ2

x.

II. En utilisant l’équation 1.39, évaluer et tracer pY (y) pour Y = X2, lorsque X suit une

loi gaussienne avec mx = 0 et σ2
x = 1.

III. Calculer la covariance de X et Y :

– lorsque X et Y sont indépendants.

– lorsqu’il existe entre X et Y la relation Y = aX + b.
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Chapitre 2 Signaux aléatoires

2.1 Introduction

Il existe de nombreux signaux naturels ou artificiels, comme les signaux de parole issu

d’un micro, la consommation d’électricité, un signal binaire de transmission, ou encore la

température journalière relevé à midi.

Dans ces exemples, on ne peut pas prédire exactement l’échantillon suivant avant de l’avoir

observé. On ne peut donc pas considérer ces signaux comme déterministes ou il est difficile de

trouver un modèle mathématique d’évolution, ou les variations fines ne sont pas intéressantes

ou le signal est trop important à mémoriser. Pour toutes ces raisons, on modélise ce signal

x(k) comme la réalisation d’un processus aléatoire X(k). On ignorera les valeurs instantanées

du signal pour s’intéresser aux valeurs statistiques (valeur moyenne, variance, fonction d’au-

tocorrélation,...).

L’analyse spectrale de processus aléatoire fait appel aux valeurs statistiques. Un processus

stochastique X(t) est une variable aléatoire indexée par le paramètre continu t alors que le

processus X(t) peut-être continu ou discret. Un processus stochastique a une énergie infinie

et l’analyse spectrale est obtenue en prenant la TF de la fonction d’autocorrélation, c’est la

densité spectrale de puissance. On traitera dans la suite de ce cours, des processus aléatoires

stationnaires au second ordre et ergodiques.
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Fig. 2.1 – Processus stochastique

2.2 Les moments temporels, les relations de base

2.2.1 Moyenne temporelle

On appelle moyenne temporelle, la quantité :

x(t) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) dt

2.2.2 Autocorrélation temporelle

On appelle autocorrélation temporelle, la quantité :

x(t) x(t + τ) = Rxx(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)x(t + τ) dt
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2.3 Caractéristiques statistiques d’un processus aléatoire

2.3.1 Moyenne statistique

Définition

On appelle moyenne statistique, la quantité E appelé espérance mathématique :

E[X(t)] = mx(t) =

∫ +∞

−∞
x p(x,t) dx (2.1)

où p(x,t) correspond à la densitété de probabilité de la variable aléatoire X(t).

2.3.2 Autocorrélation, autocovariance statistiques

On appelle autocorrélation statistique, la quantité :

Rxx(t1,t2) = E[X(t1) X(t2)] =

∫ ∫ +∞

−∞
x1 x2 p(x1,x2; t1,t2) dx1 dx2 (2.2)

avec p(x1,x2; t1,t2) la densité de probabilité conjointe des deux variables aléatoires X(t1) et

X(t2).

On défini également la fonction d’autocovariance statistique par :

Cxx(t1,t2) = E[(X(t1)−mx(t1)) (X(t2)−mx(t2))] (2.3)

ainsi que la variance (t1 = t2) par Var[X(t)] = E[(X(t)−mx(t))
2] = σ2

2.4 Stationnarité, Ergodicité

2.4.1 Stationnarité au sens strict

Un processus aléatoire X(t) est dit stationnaire au sens strict si ses propriétés statistiques

sont invariantes lorsqu’on change l’origine des temps :

p(x1,x2, . . . ,xn; t1,t2, . . . ,tn) = p(x1,x2, . . . ,xn; t1 + c,t2 + c, . . . ,tn + c) (2.4)
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quel que soit c.

2.4.2 Processus aléatoire stationnaire au second ordre

Un processus aléatoire est stationnaire au sens large (au second ordre) ssi :

1. La moyenne E[X(t)] est indépendante du temps :

E[X(t)] = mx = cste .

2. La fonction d’autocorrélation ne dépend que de τ = t2 − t1 :

Rxx(t1,t2) = Rxx(τ)

Dans ce cas la fonction d’autocovariance est donnée par

Cxx(τ) = Rxx(τ)−m2
x

Dans le cas ou X(t) est centré mx = 0 et Rxx(τ) = Cxx(τ)

Exemple

Soit x(t) = A cos(ωt + φ) un processus aléatoire où A et ω sont déterministes et φ est une

variable aléatoire équirépartie entre [0,2π]. Calculer E[x(t)] ainsi que la fonction d’auto-

corrélation Rxx(t1,t2).

2.4.3 Processus ergodique

Un processus aléatoire est ergodique à l’ordre n si les moyennes temporelles jusqu’a l’ordre

n sont indépendantes du choix de la réalisation. De plus, si les résultats obtenus à partir des

moyennes statistiques sont équivalents à ceux obtenus à partir des moyennes temporelles,

alors le processus est ergodique.

Un processus stationnaire du second ordre est ergodique si Rxx(τ) = Rxx(τ)
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2.5 Corrélation

Dans la suite on suppose que les processus stochastiques sont stationnaires au sens large.

2.5.1 Autocorrélation statistique

L’autocorrélation de X(t) a pour valeur,

Rxx(τ) = E[X(t)X(t + τ)] (2.5)

Propriétés

Les propriétés de Rxx(τ)

– fonction paire, Rxx(−τ) = Rxx(τ),

– maximum en 0, |Rxx(τ)| ≤ Rxx(0) = E[X2(t)],

2.5.2 Intercorrélation statistique

On définit la fonction d’intercorrélation de 2 processus aléatoires stationnaires X(t) et Y (t)

par :

Rxy(τ) = E[X(t) Y (t + τ)] (2.6)

avec Rxy(τ) = Ryx(−τ).

Dans le cas où les processus sont ergodiques, on définit

Rxy(τ) = Rxy(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) y(t + τ) dt

Les transformées de Fourier de Rxy et de Ryx sont appelées densités interspectrales de

puissance.
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2.5.3 Autocovariance

Dans ce cas la fonction d’autocovariance est donnée par

Cxx(τ) = E [(X(t)− E[X(t)])(X(t + τ)− E[X(t + τ)])] (2.7)

Cxx(τ) = Rxx(τ)−m2
x (2.8)

2.5.4 Intercovariance

L’intercovariance de X(t) et Y (t) a pour expression :

Cxy(τ) = E[(X(t)− E[X(t)])(Y (t + τ)− E[Y (t + τ)])] (2.9)

Cxy(τ) = Rxy(τ)−mxmy (2.10)

Les deux processus stochastiques X(t) et Y (t) sont dit mutuellement orthogonaux si Rxy(τ) =

0.

Les deux processus stochastiques X(t) et Y (t) sont dit non corrélés lorsque

Cxy(τ) = 0.

2.6 Analyse spectrale des processus aléatoires

2.6.1 Densité spectrale de puissance

La densité spectrale de puissance d’un processus aléatoire stationnaire est la transformée de

Fourier de sa fonction d’autocorrélation statistique :

Rxx(τ)
TF

−→
Γxx(f) =

∫ +∞

−∞
Rxx(τ) e−j2πfτ dτ (2.11)

(relation de Wiener–Khintchine)

La densité interspectrale de puissance Γxy ou Γyx correspond à la transformée de Fourier de

Rxy respectivement Ryx.
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2.6.2 Le bruit blanc b(t)

Parmi les processus aléatoires, le bruit blanc revêt une importance particulière car il représente

le modèle de nombreux phénomènes physiques. Le mot blanc prend son origine dans l’ana-

logie avec la lumière blanche, dont la puissance est uniformément répartie sur l’axe des

fréquences.

Un bruit blanc b(t) de variance σ2
b est un signal aléatoire stationnaire au second ordre centré

(mb = 0) dont la fonction d’autocorrélation statistique

Rxx(τ) = E[b(t) b(t + τ)] = σ2
b δ(τ) (2.12)

d’où

Rxx(τ)
TF

−→
Γ(f) = σ2

b (2.13)

donc

E =

∫ +∞

−∞
Γ(f) df = ∞

Le bruit blanc est un signal a énergie et puissance infinie.

2.6.3 Le bruit coloré

Dans de nombreuses applications, les systèmes rencontrés ont une largeur de bande limitée

(−B/2,B/2). On modélise souvent le bruit par un processus réel, dont la densité spectrale

de puissance est égale à σ2
b dans cette bande et nulle partout ailleurs. Sa puissance est alors

Bσ2
b . On parle dans ce cas de bruit coloré.

2.7 Processus aléatoires particuliers

2.7.1 Séquences indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)

Le modèle le plus simple de suite aléatoire est celui où toutes les variables de la suite ont la

même loi et sont indépendantes.
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Considérons un processus aléatoire X(t) et définissons n variables aléatoires X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)

correspondant à n instants de mesure t1,t2, . . . ,tn. On forme un vecteur aléatoire X (n× 1),

qui a pour définition :

X =




X(t1)

X(t2)

. . .

X(tn)




(2.14)

La loi de probabilité d’une variable aléatoire de X, prise à un instant n quelconque, est

indépendant de n : on dit alors que X est identiquement distribuée.

Quel que soit le nombre d’instants et quelle que soit la suite des instants les variables

aléatoires X(t1),X(t2), . . . ,X(tn) sont mutuellement indépendantes.

Une telle séquence est désignée par séquence aléatoire i.i.d. (Indépendantes et Identiquement

Distribuées).

Le bruit blanc est un exemple de séquence i.i.d. centrée.

2.7.2 Processus aléatoire gaussien

Soit le vecteur aléatoire définit par l’équation 2.14 au paragraphe précédent. Soit x un

vecteur (n× 1) ayant pour définition :

x =




x1

x2

. . .

xn




(2.15)

Ce qui permet de noter {X ≤ x} l’événement {X(t1) ≤ x1, . . . ,X(tn) ≤ xn}. X(t) est

par définition, un processus gaussien si X présente une densité multivariable conjointement

gaussienne pour tout ensemble fini de valeur ti et pour tout n.

La densité multivariable d’un processus gaussien a pour expression :

p(x) =
1

(2π)n/2| detC|1/2
exp

[
−1

2
(x-m)tC−1(x-m)

]
(2.16)
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où t désigne l’opération de transposition matricielle, m est le vecteur moyenne, C est la

matrice de covariance, d’expression :

m = E[X] =




m1

m2

. . .

mn




=




E[X(t1)]

E[X(t2)]

. . .

E[X(tn)]




(2.17)

C =




C11 . . . C1n

. . . . . . . . .

Cn1 . . . Cnn


 (2.18)

où Cij = CXX(ti,tj) = RXX(ti,tj) −mimj expression qui représente la covariance de X(ti)

et X(tj), tandis que det C est le déterminant de la matrice C. Les propriétés les plus

importantes d’un processus gaussien sont énumérées ci-après :

1. un processus gaussien est entièrement défini par l’ensemble de ses moyennes mi ainsi

que par ses fonctions d’autocorrélation RXX(ti,tj) avec i,j = 1, . . . ,n.

2. Si l’ensemble des variables aléatoires X(ti), ne présentent aucune corrélation , c’est à

dire si Cij = 0 i 6= j, alors les X(ti) sont indépendants.

3. Si un processus gaussien X(t) est stationnaire au sens large, alors il l’est au sens strict.

4. Si l’on applique un processus gaussien à l’entrée d’un système linéaire, le processus

aléatoire en sortie est lui aussi gaussien.

2.8 Filtrage des processus aléatoires

2.8.1 Introduction

On se place dans le cas où les signaux étudiés sont stationnaires au sens large et où le

système étudié est linéaire et invariant dans le temps.
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On a donc défini un sens à la densité spectrale de puissance d’un signal aléatoire pour

chaque fréquence sans considérer la transformée de Fourier du signal x(t) lui-même, mais la

transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation.

Attention ceci est un modèle théorique c’est à dire que le calcul de Γ(f) a une fréquence

nécessite le calcul de l’autocorrélation Rxx(τ) de ]−∞, +∞[. En pratique :

1. On échantillonne les variables x(k), Rxx(k),

x(t) → x(k) = x(kTe) : on n’a pas de perte d’information si x(t) a une fréquence max

≤ fe

2
(sinon on utilise un filtre antirepliement).

2. on considère un intervalle fini d’observation.

Le problème majeur est qu’il faut considérer que le signal réel est stationnaire sur une

longue période. Ceci n’est pas vrai et on dira que le signal est quasi-stationnaire sur

la prériode d’observation de N échantillons. On a seulement des estimés R̂xx(k) de

Rxx(k) et donc Γ(f) sera entaché d’erreur. De plus, on a un nombre fini de valeur de

R̂xx(k). Pour toute ses raisons on ne parle plus d’analyse spectrale mais d’estimation

spectrale.

2.8.2 Les relations en discret

La fonction d’autocorrélation statistique discrète du processus X(n) aléatoire stationnaire

discret est :

Rxx(k) = E[X(n) X∗(n + k)]

avec k ∈]−∞, +∞[

La fonction d’intercorrélation statistique entre deux processus X(n) et Y (n) aléatoires sta-

tionnaires est

Rxy(k) = E[X(n) Y ∗(n + k)]

La densité spectrale de puissance d’un processus aléatoire stationnaire est définie par la

transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation statistique discrète Rxx(k)

Γxx(f) =
+∞∑

k=−∞
Rxx(k) e−j2πfk
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La densité interspectrale de puissance est :

Γxy(f) =
+∞∑

k=−∞
Rxy(k) e−j2πfk

Un bruit blanc discret b(n) de variance σ2
b est un processus aléatoire stationnaire, centré,

dont les échantillons b(n) ne sont pas corrélés entre eux d’où

Rbb(k)) = σ2
b δ(k)

Γbb(k)) = σ2
b

avec δ(k)) = 1 pour k = 0 et 0 si k 6= 0.

2.8.3 Filtre linéaire invariant dans le temps

Soit le signal de sortie y(n) issue d’un système linéaire de réponse impulsionnelle h(n) excité

par un signal d’entrée aléatoire x(n). La convolution linéaire s’écrit alors,

y(n) =
+∞∑

l=−∞
h(l) x(n− l) = x(n) ∗ h(n)

L’autocorrélation du signal de sortie s’écrit

Ryy(k) = E[y(n)y∗(n + k)]

= E

[(
+∞∑

l=−∞
h(l) x(n− l)

)(
+∞∑

p=−∞
h∗(p) x∗(n + k − p)

)]

=
∑

l

h(l)
∑

p

h∗(p) Rxx(k + n− p− n + l)

=
∑

l

h(l)
∑

u

h∗(u + l) Rxx(k − u)

=
∑

u

Rhh(u) Rxx(k − u)

Finalement on a

Ryy(k) = Rhh(k) ∗Rxx(k) (2.19)
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Par transformée de Fourier, on obtient

Γyy(f) = |H(f)|2 Γxx(f)

Dans le cas ou x(n) est un bruit blanc, Rxx(n) = σ2
bδ(n) alors, Γyy(f) = σ2

b |H(f)|2.

2.9 Exercices

2.9.1 Stationnarité

I. On considère le processus aléatoire X(t) ayant pour définition :

X(t) = A cos(ωt) + B sin(ωt)

où A et B sont des VA tandis que ω est une constante.

(a) Quelle est la condition sur E[X(t)] pour que X(t) soit stationnaire.

(b) Montrer que X(t) est stationnaire au sens large ssi A et B sont non corrélées et

ont même variance.

II. Montrer que si X(t) est stationnaire au sens large, on a la relation suivante :

E
[
(X(t + τ)−X(t))2)

]
= 2[Rx(0)−Rx(τ)]]

2.9.2 Filtrage

1. On définit la fonction d’intercorrélation entre deux signaux aléatoires discrets réels

par

Ryx(k) = E[y(n)x(n− k)]

On suppose que le signal y(n) est issu du filtrage de x(n) par un filtre numérique

linéaire stationnaire de réponse impulsionnelle h(n).

Donner la relation qui lie Ryx(k), h(n) et Rx(n) (fonction de corrélation du signal

x(n)).
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2. On considère un filtre numérique de réponse impulsionnelle h(n) définie par

h(n) =





bn pour n ≥ 0

0 pour n < 0
avec 0 < b < 1

Le signal d’entrée x(n) est un signal discret stationnaire centré de fonction d’auto-

corrélation

Rx(k) = a|k| avec 0 < a < 1

On note y(n) le signal de sortie du filtre.

(a) Préciser pourquoi on a supposé que 0 < b < 1 et 0 < a < 1.

(b) Montrer que la densité spectrale de puissance de x(n) est égale à :

Sx(f) =
1− a2

1 + a2 − 2acos(2πf)

(c) Montrer que la densité spectrale de puissance de y(n) est égale à :

Sy(f) =
1

1 + b2 − 2bcos(2πf)
Sx(f)

(d) Calculer l’intercorrélation Ryx(k).

2.9.3 Processus aléatoires particuliers

Soit X un vecteur aléatoire gaussien à n composantes indépendantes, selon la relation 2.7.2.

Montrer que la fonction de densité conjointe multivariable a pour expression :

p(x) =
1

(2π)n/2
∏n

i=1 σi

exp

[
−1

2

n∑
i=1

(
xi −mi

σi

)2

]

où mi = E[Xi] et σ2
i = var(Xi)
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Chapitre 3 Identification paramétrique

3.1 La transformée en z

3.1.1 Définition

La transformée en z (bilatérale), X(Z), de x(n) est définie par la relation suivante :

X(Z) =
+∞∑

n=−∞
x(n) Z−n (3.1)

Z est une variable complexe et la fonction X(Z) possède un domaine de convergence qui

en général est un anneau centrée sur l’origine, de rayons R1 et R2. C’est dire que X(Z) est

définie pour R1 < |Z| < R2. Les valeurs de R1 et R2 dépendent de la suite x(n).

Si la suite x(n) représente la suite des échantillons d’un signal échantillonnés à la période

T , la transformation de Fourier de cette suite s’écrit :

X(f) =
+∞∑

n=−∞
x(n) e−j2πfnT

Ainsi pour Z = ej2πfT la transformée en Z de la suite x(n) cöıncide avec sa transformée de

Fourier. C’est à dire que l’analyse d’un système discret peut se faire avec la transformée en

Z et pour connâıtre la réponse en fréquence, il suffit de remplacer Z par ej2πfT .
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3.1.2 Transformée en z unilatérale

Dans le cas des signaux et systèmes causaux, on utilise la transformée en z unilatérale définie

pour n ≥ 0 :

X(z) =
+∞∑
n=0

x(n) Z−n (3.2)

3.1.3 Fonction de transfert

Dans le cas d’un filtre linéaire, on rappelle que la relation d’entrée (x(n)) sortie (y(n)) est

donnée par le produit de convolution suivant :

y(n) = h(n) ∗ x(n) =
+∞∑

i=−∞
h(i) x(n− i)

En prenant respectivement la transformée de Fourier et en z on obtient :

Y (f) = H(f)X(f) (3.3)

Y (Z) = H(Z)X(Z) (3.4)

H(Z) est appelée fonction de transfert du filtre et

H(f) =
+∞∑

n=−∞
h(n) e−j2πfn

est appelé la réponse en fréquence. On note que

h(n) =

∫ 1/2

−1/2

H(f)ej2πfn df (3.5)

Fonction de transfert d’un système stable

Si le système est stable, alors sa réponse impulsionnelle est absolument sommable :

+∞∑
n=−∞

|h(n)| < ∞
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Cette condition entrâıne que l’anneau de convergence doit nécessairement contenir le cercle

unité.

Fonction de transfert d’un système causal stable

Si le système linéaire invariant est causal et stable, le cercle unité doit être contenu dans

la région de convergence d’un système causal. Par conséquent, pour un système causal et

stable, la fonction de transfert converge à l’intérieur d’un cercle dont le rayon est en tout

cas plus petit que l’unité. Ainsi, les pôles de la fonction de transfert d’un système linéaire

invariant causal et stable doivent se trouver à l’intérieur du cercle unité.

On peut, par la position des pôles dans ce plan, connâıtre immédiatement si le système est

stable ou non.

3.1.4 Systèmes définis par une équation aux différences

Les systèmes linéaires invariants dans le temps, les plus intéressants sont les systèmes où les

entrées sorties sont liées par une équation aux différences linéaire à coefficients constants. En

effet, d’une part ils correspondent à des réalisations simples et d’autre part ils constituent

une excellente modélisation de nombreux systèmes naturels.

Un système de ce type est défini par la relation suivante :

y(n) =
N∑

i=0

aix(n− i)−
M∑

j=1

bjy(n− j) (3.6)

En appliquant la transformation en z aux membres de cette équation, on obtient :

Y (Z) =
N∑

i=0

aiZ
−iX(Z)−

M∑
j=1

bjZ
−jY (Z) (3.7)

soit

Y (Z) = H(Z)X(Z)

avec

H(Z) =
a0 + a1Z

−1 + . . . + aNZ−N

1 + b1Z−1 + . . . + bMZ−M
(3.8)
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La fonction de transfert du système H(Z) est une fraction rationnelle. Les ai et les bj sont

les coefficients du système. Certains coefficients du système peuvent être nuls. Pour faire

apparâıtre la réponse en fréquence, il suffit de remplacer dans H(Z), la variable Z par ej2πf .

En mettant en évidence les racines des deux polynômes, on peut exprimer H(Z) par :

H(Z) =
N(Z)

D(Z)
= a0

∏N
i=1(Z − Zi)∏M
j=1(Z − Pj)

(3.9)

Les Zi et Pj sont respectivement les zéros et les pôles de la fonction de transfert H(Z).

L’analyse d’un système par sa réponse en fréquence correspond à un fonctionnement en

régime permanent; elle est suffisante dans la mesure où les phénomènes transitoires peuvent

être négligés. Si ce n’est pas le cas il faut introduire les conditions initiales.

3.1.5 Filtres a réponse impulsionnelle finie

Les filtres numériques à réponse impulsionnelle finie (RIF) sont des systèmes linéaires dis-

cret invariants dans le temps définis par une équation selon laquelle un nombre de sortie,

représentant un échantillon du signal filtré, est obtenu par la somme pondérée d’un ensemble

fini de nombres d’entrée, représentant les échantillons du signal à filtrer. Les coefficients de

la sommation constituent la réponse impulsionnelle du filtre. Ce filtre est du type à mémoire

finie, c’est à dire qu’il détermine sa sortie en fonction d’informations d’entrée d’ancienneté

limitée.

L’équation d’entrée–sortie est donnée par l’équation :

y(n) =
N∑

i=0

aix(n− i) (3.10)

Le filtre ainsi défini comporte un nombre N fini de coefficients ai. Considéré comme un

système discret, il a pour réponse à la suite unitaire la suite h(i) telle que





h(i) = ai si 0 ≤ i ≤ N − 1

h(i) = 0 ailleurs

C’est à dire que la réponse impulsionnelle est simplement la suite des coefficients.
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La fonction de transfert du filtre s’écrit :

H(f) =
N−1∑
i=0

aie
−2iπfT (TF) (3.11)

H(Z) =
N−1∑
i=0

aiZ
−i (TZ) (3.12)

La fonction H(f) est une fonction périodique, de période fe = 1
T
. Les coefficients ai consti-

tuent le développement en série de Fourier de cette fonction :

N−1∑
i=0

|ai|2 =
1

fe

∫ fe

0

|H(f)|2df (3.13)

3.1.6 Exemples

Filtre en cosinusöıde

Soit x(t) représenté par ses échantillons x(nT ), prélevés à la fréquence fe = 1/T . Soit la

relation d’entrée sortie suivante :

y(nT ) = 1/2 [x(nT ) + x((n− 1)T )]

Si Y (f) et X(f) désignent les transformées de Fourier des signaux y(t) et x(t), il vient

Y (f) = 1/2X(f)(1 + e−2iπfT )

La fonction de transfert s’écrit donc :

H(f) = e−iπfT cos(πfT )

C’est une opération de filtrage, qui conserve la composante continue et élimine la composante

à la fréquence fe/2. Dans l’expression de H(f), le terme complexe e−2iπfT/2 caractérise un

retard τ = T/2 qui est le temps de propagation du signal à travers le filtre.
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La réponse impulsionnelle h(t) qui correspond au filtre de fonction de transfert |H(f)|
s’écrit :

h(t) = 1/2 [δ(t + T/2) + δ(t− T/2)]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

|H(f)| 

fe/2 −fe/2 fe 

f 

Filtre en cosinusöıde

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

|H(f)| 

−fe/2 fe/2 fe 

f 

Filtre en cosinusöıde surélevée

Filtre en cosinusöıde surélevée

Soit l’équation récurrente suivante :

y(nT ) = 1/4 [x(nT ) + 2x[(n− 1)T ] + x[(n− 2)T ]]

Comme le filtre précédent, il conserve la composante continue et élimine celle à fe/2. Elle

correspond à la fonction de transfert :

H(f) = 1/4(1 + 2e−2iπf2T + e−2iπf2T ) =
e−2iπfT

2
(1 + cos(2πfT ))

Le filtre obtenu est dit en cosinusöıde surélevée; son temps de propagation est τ = T . La

réponse impulsionnelle est donné par :

h(t) = 1/4 [δ(t + T ) + 2δ(t) + δ(t− T )]

Ce filtre est un passe-bas plus sélectif que le précédent et il apparâıt clairement que pour
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obtenir une fonction de filtrage plus sélective encore il suffit d’augmenter le nombre de

termes de la suite x(nT ) sur lesquels porte la sommation pondérée.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

cos surélevé
cos         

|H(f)| 

−fe/2 fe/2 fe 

f 

3.1.7 Filtres a réponse impulsionnelle infinie

Les filtres a réponse impulsionnelle infinie sont des systèmes linéaires discrets invariants dans

le temps dont le fonctionnement est régi par une équation de convolution portant sur une

infinité de termes. En principe, il conserve une trace des signaux qui leur ont été appliqués

pendant une durée infinie, ils sont à mémoire infinie. Une telle mémoire est réalisée par une

boucle de réaction de la sortie sur l’entrée. Chaque élément de la suite des nombres de sortie

est calculé par sommation pondérée d’un certain nombre d’éléments de la suite d’entrée et

d’un certain nombre d’éléments de la suite de sortie précédents.

Le fait d’avoir cette réponse impulsionnelle infinie permet d’obtenir en général des fonctions

de filtrage beaucoup plus sélectives que celles des filtre RIF à quantité de calculs équivalente.

Cependant la boucle de réaction complique l’étude des propriétés et la conception de ces

filtres et amène des phénomènes parasites.

Expression générale

Le filtre RII général a pour expression :

y(n) =
N∑

i=0

ai x(n− i)−
M∑

j=1

bj y(n− j) (3.14)
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La fonction de transfert (en Z) de ce système s’écrit :

H(Z) =
a0 + a1Z

−1 + . . . + aNZ−N

1 + b1Z−1 + . . . + bMZ−M
(3.15)

C’est le quotient de deux polynômes en Z. Les coefficients ai et bj étant réels, H(Z) est un

nombre complexe.

3.1.8 Comparaison entre les filtres RIF et RII

Les deux types de filtres examinés RIF et RII, permettent de satisfaire un gabarit quelconque

donné. La question du choix entre ces deux approches se pose fréquemment au concepteur

de systèmes. Le critère est la complexité des circuits à mettre en oeuvre; en pratique la

comparaison se ramène principalement à l’évaluation du paramètre simple qui constitue le

nombre de multiplications à effectuer.

3.2 Processus aléatoire

L’idée d’utiliser des modèles de filtres pour représenter des processus aléatoires est due à

l’origine de Yule (1927). Elle consiste à considérer une suite aléatoire (supposée centrée),

comme la sortie d’un filtre linéaire excité par un bruit blanc.

3.2.1 Processus MA

On considère le processus aléatoire (i.i.d.) x(n) comme étant la combinaison linéaire sui-

vante :

x(n) = b0w(n) + b1w(n− 1) + . . . + bMw(n−M) (3.16)

où w(n) désigne un processus aléatoire réel, centré, stationnaire, blanc de variance σ2
w non

corrélé avec x(n) et {bi} une suite de coefficients réels. Le processus ainsi construit apparâıt

comme la moyenne pondéré des M + 1 dernières valeurs des entrées par la suite {bi}. Pour

cette raison, on parle de moyenne mobile, qui se dit en anglais Moving Average (MA). Par
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construction, x(n) est la sortie d’un filtre linéaire dont la réponse impulsionnelle est la suite

{bi}. Ce filtre a donc pour fonction de transfert :

H(z) = b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + . . . + +bMz−M (3.17)

Cette fonction de transfert ne possède pas de pôles. Elle correspond donc à un filtre a réponse

impulsionnelle fini (filtre stable). Ce modèle permet de représenter facilement des processus

ayant des ”vallées” dans leur densité spectrale.

3.2.2 Processus AR

Par définition on dit qu’un processus aléatoire x(n) est AutoRégressif (AR), si x(n) vérifie

l’équation récurrente suivante :

x(n) + a1x(n− 1) + a2x(n− 2) + . . . + aNx(n−N) = w(n) (3.18)

x(n) = w(n)− a1x(n− 1)− a2x(n− 2)− . . .− aNx(n−N) (3.19)

où tous les ai réels. La fonction de transfert du filtre ayant pour sortie la suite x(n) et pour

entrée la suite w(n) est donnée par :

H(z) =
1

1 + a1z−1 + . . . + aNz−N
(3.20)

Ce modèle est tout pôle, il correspond a un filtre a réponse impulsionnelle infinie, il pourra

représenter des processus ayant des ”pics” dans la densité spectrale. On rappelle qu’un filtre

est stable si et seulement si tous les pôles de sa fonction de transfert sont à l’intérieur du

cercle unité; l’équation 3.19 admet alors une solution stationnaire unique x(n) qui s’exprime

à partir de w(n) de la manière suivante :

x(n) =
n∑

k=−∞
h(n− k)w(k) (3.21)

où la suite h0,h1, . . . ,hp, . . . est la suite des coefficients du développement en série entière de

H(z).
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Exemple

Soit x(n) = sin(ω0nT ), sa transformée en Z est donné par :

X(Z) =
Z sin(ω0T )

Z2 − 2Z cos(ω0T ) + 1
=

Z−1 sin(ω0T )

1− 2Z−1 cos(ω0T ) + Z−2

La transformée inverse de cette équation est

x(n + 2)− 2 cos(ω0T )x(n + 1) + x(n) = 0

Equation de Yule–Walker

L’équation de Yule–Walker exprime une relation entre les coefficients de l’équation 3.19 et

les covariances du processus x(n).

Considérons le processus AR réel d’ordre 1

x(n) = −a1x(n− 1) + w(n)

En prenant l’espérance mathématique de cette dernière équation, on trouve que le processus

x(n) est centré. En effet,

E[x(n)] + a1 E[x(n− 1)] = E[w(n)] (3.22)

comme E[w(n)] = 0 (processus centré), il vient que E[x(n)] = E[x(n− 1)] = 0.

Comme le processus x(n) est centré, la fonction d’autocovariance s’exprime par R(τ) =

E[x(n)x(n + τ)] et vérifie le système d’équations :





R(0) + a1R(1) = σ2
w

R(−1) + a1R(0) = 0
(3.23)

En effet, on obtient ces équations en prenant l’espérance mathématique de x(n)x(n) et

x(n)x(n− 1) à partir de l’équation .

Le système d’équation peut se mettre sous forme matricielle RA = c, où on a posé A =

[1 a1]
t et c = [σ2

w 0]t et :
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 R(0) R(1)

R(−1) R(0)




Partant de système d’équations, on peut en déduire a1 et σ2
w par :

a = −R(1)

R(0)
et σ2

w = R(0)− R2(1)

R(0)
(3.24)

Généralisation

Ces équation se généralisent au cas d’un modèle AR d’ordre N dont la fonction d’autoco-

variance vérifie le système matriciel :




R(0) R(1) . . . R(N)

R(−1) R(0)
. . .

...
...

. . . . . . R(1)

R(−N) · · · R(−1) R(0)







1

a1

...

aN




=




σ2
w

0
...

0




(3.25)

Comme x(n) est réel, cette matrice est symétrique. Elle dépend de N(N + 1)/2 valeurs de

la fonction d’autocovariance, de plus, elle possède une forme particulière appelé matrice de

Toëplitz.

3.2.3 Processus ARMA

Les processus ARMA s’obtiennent en mettant en série une structure AR et une structure

MA. Soit l’équation récurrente :

x(n) + a1x(n− 1) + . . . + aNx(n−N) = b0w(n) + b1w(n− 1) + . . . + bMw(n−M) (3.26)

L’équation du filtre est donné par l’équation 3.15.

On montre que cette équation récurrente admet une solution x(n), stationnaire au se-

cond ordre, unique, qui s’exprime en fonction de w(n), si et seulement si les racines du

dénominateur, qui sont les pôles de la fonction de transfert, sont de modules inférieur à 1.
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3.3 Application à la prédiction linéaire

3.3.1 Définitions

Prédicteur à un pas d’ordre p

Par définition le prédicteur à un pas, d’ordre p cherche à prédire le signal à l’instant n,

connaissant le signal aux instants n− 1, n− 2, . . ., (n− p).

x̂(n|n− 1) = −
p∑

k=1

akx(n− k) (3.27)

Prédicteur à deux pas d’ordre p

Un prédicteur à deux pas d’ordre p serait la valeur prédite à l’instant n à partir des valeurs

aux instants n− 2, . . ., (n− p).

Prédicteur à α pas d’ordre p

x̂(n|n− α) = −
p∑

k=1

akx(n− α + 1− k)

Erreur de prédiction

On définit l’erreur de prédiction par :

e(n) = x(n)− x̂(n|n− 1) (3.28)

Dans le cas où e(n) est un bruit blanc alors

x(n) = −
p∑

k=1

akx(n− k) + e(n)

x(n) sera alors un processus AR. Le problème est de connâıtre les coefficients ak connaissant

les mesures de x.

Pour déterminer les paramètres, il faudrait inverser la matrice d’autocovariance (eq. 3.25)

qui est symétrique. Il existe dans la littérature des algorithmes permettant de s’affranchir
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de cette inversion. L’algorithme de Levinson en est un exemple.

Algorithme de Levinson

Il consiste à calculer de manière récursive des prédicteurs à un pas d’ordre croissant.

En considérant tout d’abord une matrice 2× 2 :


 Rxx(0) Rxx(−1)

Rxx(1) Rxx(0)





 1

a1
1


 =


 P1

0




On obtient facilement :

a1
1 = −Rxx(1)

Rxx(0)

P1 = (1− a1
1(a

1
1)
∗)

où P (0) = Rxx(0) et P1 est la puissance (ou variance) de l’erreur de prédiction et a1
1 est le

coefficient de réflexion. Il pour caractéristique d’avoir un module inférieur à l’unité.

L’algorithme de Levinson s’écrit alors sous la forme générale :





P0 = Rxx(0)

ki = − [Rxx(i)+
∑i−1

j=1 ai−1
j Rxx(i−j)]

Pi−1

ai
i = ki

ai
j = ai−1

j + ki

(
ai−1

i−j

)∗
, 1 ≤ j ≤ i− 1

Pi = (1− |ki|2) Pi−1

(3.29)

où i et j correspondent respectivement à l’ordre et au pas.

3.3.2 Exemple

On cherche à déterminer un prédicteur à 1 pas.

x(n) = A cos(nω0T + φ)

φ est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,2π].
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Rxx(k) =
A2

2
cos(kω0T )

Méthode directe

Prédicteur à 1 pas d’ordre 1

Le prédicteur à 1 pas s’écrit x̂(n|(n− 1)) = a1
1 x(n− 1).

L’erreur de prédiction est égale à e = x(n)− (̂x)(n|(n− 1)) = x(n)− a1
1x(n− 1)

La variance de l’erreur de prédiction est donnée par V = E
[
(x(n)− a1

1x(n− 1))
2
]

La meilleure valeur du coefficient a1
1 est celle qui rend V minimale.

V = E
[
x2(n)− 2a1

1x(n)x(n− 1) + (a1
1)

2x(n− 1)2
]

V = Rxx(0)− 2a1
1Rxx(1) + (a1

1)
2Rxx(0)

On cherche ∂V
∂a1

1
= 0 :

−2Rxx(1) + 2a1
1Rxx(0) = 0

a1
1 =

Rxx(1)

Rxx(0)
= cos(ω0T )

La variance dans ce cas vaut : V = A2

2
sin2(ω0T ) ≤ A2

2

Prédicteur à 1 pas d’ordre 2

Le prédicteur à 2 pas s’écrit x̂(n|(n− 1)) = a2
1 x(n− 1) + a2

2x(n− 2).

L’erreur de prédiction : ε(n) = x(n)− x̂(n|(n− 1)) = x(n)− a2
1 x(n− 1) + a2

2x(n− 2)

La variance de l’erreur de prédiction :

V = E
[(

x(n)− a2
1x(n− 1)− a2

2x(n− 2)
)2

]

On détermine les coefficients a2
i par la minimisation de variance pour chaque coefficients.
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∂V

∂a2
1

= E
[−x(n− 1)(x(n)− a2

1x(n− 1)− a2
2x(n− 2))

]
= 0

∂V

∂a2
1

= Rxx(1)− a2
1Rxx(0)− a2

2Rxx(1) = 0

et

∂V

∂a2
2

= E
[−x(n− 2)(x(n)− a2

1x(n− 1)− a2
2x(n− 2))

]
= 0

∂V

∂a2
2

= Rxx(2)− a2
1Rxx(1)− a2

2Rxx(0) = 0

On obtient le système suivant :


 Rxx(0) Rxx(1)

Rxx(1) Rxx(0)





 a2

1

a2
2


 =


 Rxx(1)

Rxx(2)




Ce qui équivaut a :

R a = r

Pour déterminer les coefficients a2
i , il suffit d’inverser la matrice R; on obtient alors :

a = R−1r

avec Rxx(0) = A2

2
, Rxx(1) = A2

2
cos(ω0T ), Rxx(2) = A2

2
cos(2ω0T ),

On trouve :


 a2

1

a2
2


 =

1

sin2(ωoT )


 1 − cos(ωoT )

− cos(ωoT ) 1





 cos(ωoT )

cos(2ωoT )


 =


 2 cos(ω0T )

−1
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Algorithme de Levinson

Prédicteur à 1 pas d’ordre 1

i = 1

k1 = −Rxx(1)

Rxx(0)
= cos(ω0T )

a1 = k1 = − cos(ω0T )

P0 = Rxx(0) =
A2

2

P1 = (1− (k1)
2)P0 = (1− cos(ω0T ))

A2

2

i = 2

k2 = −
[
Rxx(2) + a1

1Rxx(0)

P1

]
= 1

P2 = (1− 1)P1 = 0

a2
2 = k2 = 1

a2
1 = a1

1 + k2a
1
1 = −2 cos(ω0T )
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Chapitre 4
Eléments de la théorie de l’es-

timation

4.1 Propriétés des estimateurs

4.1.1 Introduction

Soit X(k) un séquence aléatoire i.i.d. stationnaire et ergodique dont on considère N échantillons.

Chaque échantillon x(k) est une V.A. ayant une densité de probabilité p[X(k)].

Soit α un paramètre du processus aléatoire, par exemple la moyenne, la variance, la fonction

d’autocorrélation... On note α̂ l’estimation de ce paramètre :

α̂ = F [X(0),X(1), . . . ,X(N − 1)]

Comme α̂ s’exprime en fonction des V.A., α̂ est une V.A. de densité de probabilité pα̂(α̂).

F est appelé un estimateur.

4.1.2 Biais et variance

On peut avoir plusieurs estimateurs du même paramètre α et on privilégiera celui dont la

proba[α̂ voisin α] soit la plus grande possible. On mesurera donc, le biais et la variance de

l’estimateur.

– Le biais d’un estimateur est défini par

B = E[α̂]− α
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Si B=0 on dit que l’estimateur est non biaisé.

– L’erreur quadratique moyenne est donnée par

Eqm = E[(α̂− α)2]

– La variance d’un estimateur est définie par

var = E[(α̂− E(α̂))2]

On cherche à obtenir une variance la plus faible possible.

Si le biais et la variance tendent vers 0 lorsque le nombre d’observations N tend vers l’infinie

alors on parle d’estimateur consistant.

4.1.3 Exemple : estimateur de la moyenne

On a N échantillons d’un signal aléatoire x(n) stationnaire. On donne un estimateur de sa

valeur moyenne m = E[x(n)], m̂ tel que

m̂ =
1

N

N−1∑
n=0

x(n)

On suppose que x(n) est une séquence i.i.d.

On cherche à déterminer le biais et la variance de cet estimateur.

– Le biais : B = E[m̂]−m

E[m̂] = E[
1

N

N−1∑
n=0

x(n)] =
1

N

N−1∑
n=0

E[x(n)] = m

Donc B = 0, est un estimateur non biaisé.

– La variance : var = E[(m̂− E(m̂))2]

var =
1

N
σ2

x
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Comme B et var tendent vers 0 lorsque N → ∞ alors, m̂ est un estimateur non biaisé

consistant.

4.2 Méthodes d’estimation de paramètres de signaux

On suppose que les paramètres sont déterministes.

4.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Soit p(y0,y1, . . . ,yN ; θ) la densité de probabilité des N variables aléatoires y(n), en fonction

du vecteur de paramètres θ à L composantes.

La fonction p a deux interprétations. Avant l’observation des N variables y(n), elle représente

la densité de probabilité conjointe de ces variables pour des valeurs spécifiques des pa-

ramètres θ. Après l’observation, les variables y(n) sont connues, mais les paramètres θ sont

inconnus. La fonction des L paramètres qu’on obtient en substituant les valeurs observées

y(n) dans p est appelée fonction de vraisemblance des paramètres θ. Les valeurs θ̂ pour

lesquelles la fonction de vraisemblance est maximum sont des valeurs préférentielles, car

elles rendent maximum la probabilité d’obtenir les valeurs observées y(n). Les estimateurs à

vraisemblance maximum conduisent à une erreur quadratique moyenne minimum pour des

grandes valeurs de N .

Exemple : estimation de la moyenne et de la variance d’une variable aléatoire

gaussienne

Soit N échantillons statistiquement indépendant d’un signal gaussien x(n), de moyenne mx

et de variance σ2
x. La densité de probabilité p(x1,x2, . . . ,xN ; mx,σ

2
x) est donnée par :
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p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x) = p(x1,; mx,σ

2
x)p(x2,; mx,σ

2
x) . . . p(xN ,; mx,σ

2
x) (4.1)

p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x) =

N∏
n=1

1√
2πσx

exp

(−[x(n)−mx]
2

2σ2
x

)
(4.2)

p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x) =

1

(2π)N/2

1

σN
x

N∏
n=1

exp

(−[x(n)−mx]
2

2σ2
x

)
(4.3)

(4.4)

On cherche a partir des observations x(n) à estimer la moyenne et la variance du signal

aléatoire par la méthode du maximum de vraisemblance.

Quelque fois il est plus commode de chercher le maximum du logarithme de la fonction de

vraisemblance. Ceci ne modifie en rien les résultats, étant donné que le logarithme est une

fonction monotone.

log(p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x)) = −N

2
log(2π)−N log(σx)− 1

2

N∑
n=1

(x(n)−mx)
2

σ2
x

(4.5)

Estimation de la moyenne

La dérivée partielle de la fonction de vraisemblance par rapport à mx est donnée par :

∂ log(p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x))

∂mx

=
N∑

n=1

(x(n)−mx)

σ2
x

Pour obtenir l’estimation de la moyenne il faut trouver la valeur m̂x qui annule cette dérivée.

On trouve alors

∂ log(p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x))

∂mx

= 0 (4.6)

m̂x =
1

N

N∑
n=1

x(n) (4.7)
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Estimation de la variance

∂ log(p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x))

∂σx

= −N

σx

+
N∑

n=1

(x(n)−mx)
2

σ3
x

∂ log(p(x1, . . . ,xN ; mx,σ
2
x))

∂σx

= 0 (4.8)

σ̂2
x =

1

N

N∑
n=1

(x(n)− m̂x)
2 (4.9)

4.2.2 Méthode des moindres carrées

Soit y(n) la séquence aléatoire modélisée par la fonction ŷ(n) = h(n,θ). l’estimation des

paramètres θ par les moindres carrées revient à minimiser l’erreur quadratique moyenne.

e(n) = y(n)− h(n,θ)

donc θ̂ = Arg minθ

∑N
n=0 e2(n)

Exemple : estimation des paramètres d’un modèle linéaire

Soit le modèle suivant :

y(n) =
P∑

i=0

aix(n− i) + e(n)

Les données observées sont représentées par les y(n). La séquence d’entrée du système

correspond à la séquence x(n). On cherche à estimer les paramètres ai. e(n) représentent les

erreurs de modélisations (e(n) = y(n)− ŷ(n)).

En utilisant l’écriture matricielle on obtient :

yn = Xnθ + en

On applique la méthode des moindres carrés. L’erreur quadratique moyenne s’écrit et
nen.
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Eqm = (yn − ŷn)t(yn − ŷn) (4.10)

Eqm = yt
nyn − yt

nXnθ − θtXt
nyn + θtXt

nXnθ (4.11)

(4.12)

On cherche le vecteur θ noté θ̂ qui minimise l’Eqm 1.

∂ Eqm

∂θ
= −Xt

nyn −Xt
nyn + 2Xt

nXnθ = 0

donc

θ̂ = (Xt
nXn)−1Xt

nyn

1. Rappels mathématique : ∂btγ
∂γ = ∂γtb

∂γ = b et ∂γtbγ
∂γ = 2bγ
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