Trigonometrie

Functia sinus
sin: R —» [— 1,1] este periodica (perioada principala T =2 7 ), impara, marginita.
Functia arcsinus

arcsin : [—1, 1] - {—%,%} este impara, marginita, bijectiva.
Functia cosinus
cos : R — [-11] este periodici (perioada principald T'=2 7 ), para, marginita.
Functia arccosinus
arccos : [—1, l] - [O, 7z] marginita, bijectiva.
Functia tangenta
tg: R\ {%Jr kz; k e Z} — R este periodica (perioada principala T =7 ), impara, nemarginita.
Functia arctangenta
T . e e e
arctg:R — (_EE) este impard, marginita, bijectiva.
Functia cotangenta
ctg: R\ {k;z; ke Z} — RR. este periodica (perioada principald T = 7 ), impard, nemarginita.

Functia arccotangenta
arcctg : R — (0, 7) marginita, bijectiva.

TEORIE PERIODICITATE ST PARITATE
O functie : R — R se numeste periodica daca exista Te R~ astfel incat f (x+T)=f (x),Vxe R.

. . . . * . . .. o
Daca printre numerele T>0 exista un cel mai mic T >0 atunci acesta se numeste perioada principald a
functiei f.

O functie f: R — R se numeste impara daca f (-x)=-f(x),VxeR.
O functie f: R — R se numeste pard dacd f (-x)=f(x),VxeR.

Valorile functiilor trigonometrice in primul cadran :

T T T
X 0 6 4 3 | 2
sinx 1 J2 J3
0 2 Py B 1
COSX 3 J2 1
1 B3 B3 2 0
tgx 1
0 ﬁ 1 J3 /
ctgx 1
/ J3 1 ﬁ 0




Semnele functiilor trigonometrice si monotonia pe cadrane:

X | I Il v
sinx + + - -
COSX + — — +

tgx + — + —
ctgx | + - + -

ldentitati fundamentale
- 7T
sin| =-x |=cosx
(5)

7T
t —- =ct
o( % x | =ctox

sin®x+cos*x=1
sin (arcsinx) =x
cos (arccosx ) =x
tg (arctgx ) =x

- 7T
arcsinx—+arccosx= E

Reducerea la primul cadran

-1
sinx =sin(z—x),
oS X =—cos(7 —X),
tgx =—tg (7 —x),
ctgx = —ctg (7 — x),

Formule paritate
sin(—x) =—sinx
cos(—x) =cos x
tg (—x) = —tgx
ctg (—x) = —ctgx

Formule periodicitate

sinx =-sin(x-7),
COSX =—C0S(X—7),
tgx =tg (x—7),
ctgx =ctg (x—7),

X | npm |
sink | 2 N N A
cosx | Ny | N | S| S
o | A S S
COX | N LN N N

7T -
cos| —-X |=sinx
(2 j

7C
ctg| =-x |=t
o 5 x | =tax

tgx - ctgx=1
arcsin (sinx) =x
arccos (cosx ) =x

arctg (tgx ) =x

7T
arctgx—+arcctgx= >

I —1 IV -1

sinx = —sin (27 - x)
cosx = cos(27-X)
tgx = —tg (27— x)
ctgx =—ctg (27 - x)

arcsin (—x) = —arcsinx
arccos(—x) = 77 —arccos x
arctg (—x) = —arctgx

arcctg (—x) = z —arcctgx



sin(2kz + x) =sin x tg (kz +x) = tgx
cos(2kz + x) = cos x ctg(kzr+x)=ctgx ,keZ

Formule pentru sume si diferente de unghiuri

tg(x+y)= tgx + tgy
1-tgx-tgy
sin(x + y) = sinxcos y + sin y cos x to (e tgx —tgy
sin(x—y):sinxcosy—sin Yy COS X g _1+tgx-tgy
cos(x + y) = cos xcos y — sinxsiny ctg (x-+y) = ctgx - ctgy —1
cos(x — y)=cos xcos y + sinxsiny ctgy + ctgx
ctgx-ctgy +1
ctg (x_ y) _ clgx-ctgy +1
ctgy — ctgx
Formule pentru unghiuri duble
sin 2x = 2sin X cos X C0S2X = €os’ X —sin® x = 2cos® x —1=1-2sin* x
2 —
tg2x = 2tg>; ctg2x = cg'x-1
1-1g 2ctgx
Formule pentru unghiuri triple
sin3x =3sin x —4sin® x c0os 3x = 4¢os® x —3C0s X

tg3x = 3tgx —tg°x Cly3x = ctg°x —3ctgx

1-3tg°x 3ctgx —1
Formule pentru jumatati de unghiuri

2 2 2 2

o X
Formule pentru substitutia cu t =tg 2

X 1-cosx sin x 1-cosx X l1+cosx sinx 1l+cosx
2 1+cosx 1+cosx Sin X 2 1-cosx 1-cos sin X



2
sinx = 2 :l > COSX = zxzi tz
1+1g? +1 1+tgzE +1
X 2 X
tgx = 1 ctgx X o
1tg* = 2t
9 2 9 2
Formule pentru trasformarea sumelor in produse
sinx+siny = 2sin > Y cos X =¥ sinx—siny = 2sin > —Y cos XY
2 2 2 2
(:osx+cosy=2cos¥cosx;2y cosx—cosy=—23in%sin%

Sin X+ Ccos X =sin x+sin[%—xj=\/§cos[x—%j

Formule pentru trasformarea produselor in sume
. 1. .
sin x-cosy_z[sm(x+ y)+sin(x-y)]
cosx-cosy:%[cos(x—y)+cos(x+ y)]

sinx-siny =%[cos(x— y)-cos(x+Y)]

Ecuatii trigonometrice fundamentale:

sinx=-1= x=-2+2kz
sinx=0= x=kx
sinx=1:>x:%+2k7r
cosx=-1=x=x+2kz
CosX=0=> x=2 +kz

cosx=1= x=2kr

sinx=ae[-11]= Sz{(—l)karcsina+k7r/kez}
cosx=ae[-11]= S={+arccosa+2kz/k eZ}
tgx=a= S ={arctga+kz/k e Z}

ctgx=a= S={arcctga+kz/keZ}

X
unde t =tg —
gz



sinx=siny=x=y+2kz sau x+y=(2k,+1)x
COSX=C0SYy = X=Yy+2kxz sau X+Yy=2k,z
tgx=tgy => x=y+kr

ctgx=ctgy = x=y+kr

Pentru ecuatiile de tipul asin x+bcos x =c¢ inmultim egalitatea cu si nlocuim

1

numerele obtinute cu sin respectiv cos, transformand apoi in formula sin (a [ ) :

EXERCITII FORMULE

Sa se calculeze sin135°.

Sa se calculeze sin®100° + cos?80°.

Sa se calculeze sin®130° + cos*50°.

Sa se calculeze sin®135° + cos® 45°.

Sa se calculeze sin120°.

Sa se calculeze sin170° —sin10°.

Sa se calculeze cos0° +cos1® +cos2° +...+c0s180°.
Sa se calculeze sin60° —cos30°.

Sa se calculeze sin(-10°)-sin(-9°)-...-sin9° -sin10°.
10.S4 se calculeze sin30° —cos45° +sin60°.

11.Sa se calculeze cos80° +cos100°.

12.S4a se calculeze sin®80° +sin®10°.

sin135°

cos45°

14.Sa se calculeze tg?30° +ctg®45°.

15.S3 se calculeze cos10° + cos20° + cos160° + cos170°.

Nk wdDE

©

13.Sa se calculeze

16.S4a se calculeze cos X, stiind casin x :g si xe(0°;90%).

17.Sa se calculeze sin®150° + cos®30°.

18.S4 se calculeze sin®120° + cos?60°.

19.S4a se demonstreze ca expresia (sin x+cosx)” —2sin x-cos x este constanta, pentru oricare ar
fi numarul real X.

20.S4a se arate ca sin10° —cos80° =0.

21.S4 se determine cos(180° —x), stiind ca x e (0°;90°) si cosx :%.

22.S4a se calculeze sin®30° + cos® 60°.
23.54 se calculeze sin®135° +cos® 45° .
24.54a se arate ca pentru x  (0°;90°) este adevarata egalitatea
sin x-c0s(90° — x) +cos” (180° — x) =1.
25.Stiind ca sin80° —cos80° = a, sa se calculeze sin100° +cos100° —a.
26.S4 se calculeze sin135° +tg45° — cos45°.



27.Sa se calculeze sin(180° —x) stiind ca sinx = g

28.S4 se calculeze cos(180° — x) stiind ca cosx :%.

29.S4a se calculeze 2sin?135°.

30.S4 se calculeze sin®25° +sin?65°.

31.Sa se calculeze 1g(tg40°)-1g(tg41°)-...- 1g(tg 45°).

32.S4 se calculeze produsul (cos1’ —cos9°)-(cos2° —c0s8°)-...-(cos9° —cos1®).

33.Sa se calculeze coszg—zﬂ.

34.S3a se calculeze cosm—ﬂ-sin%. V1

35.Stiind ca sina =% sa se calculeze cos2a. V3

36.S4 se arate ca sin®1° +sin® 2° +...+sin” 90° :%. V9
37.Stiind ca ctgx =3, sa se calculezectg2x. V12

38.Fie « e(;z,%rj astfel incat cosa :—%. Sa se calculeze sine. V15
39.Fie o ¢ [%7[] astfel Tncat sina :% Sa se calculeze sin2«. V16

. V19

40.S4 se arate ca ctg2 = M

41.Stiind ca sinx :%, sa se calculeze cos2x. V21
42.S4a se calculeze sin75° +sin15°. V22
43.54 se calculeze tg (%— arctg %) . V23

44 Stiind ca tga =2, sa se calculeze sin4a . V23

45.S3 se calculeze sin[£+£j+sin(£—£j. V25
6 4 6 4

46.Fie a (%zj astfel incét sina :%. Sa se calculeze tga . V26

47.Stiind cd o eR sica sina+cosa = 1, sa se calculeze sin2a . V27

w

48.Stiind cd o e (%7[) sicd sina =§, sa se calculeze tga . V28

49.5tiind ca o € (O%j si ca tga +ctga = 2, sa se calculeze sin2a . V29

Zgﬁ . V30

50.S4 se arate ca sin%:

51.S4a se arate ca sin6<0. V31



52.Stiind ca x e (%nj si cd sinx :g, sa se calculeze sing. V32

53.Stiind ca xeRsica tgx = % , sa se calculeze tg (x +%} V33 Se considera triunghiul ascutit

unghic ABC 1n care are loc relatia sin B +cosB =sinC +cosC .

54.S3a se arate ca numarul sin (arcsin %j +sin (arccos ?J este natural. V37
55.S4a se arate ca sin105° = \@Z\E . V37
56.Sa se arate ca sin15° =@. V39

57.Sa se demonstreze egalitatea sin(a+b)-sin(a—b)=sin*a-sin*b, va,beR. V40
58.Fie a si b numere reale astfel incat sina+sinb=1 i cosa+cosb :%. Sa se calculeze
cos(a—b). V4l

59.S3a se arate ca sin105° +sin75° = . V43

J6++/2
2

60.Stiind ca « € (%ﬂ'j sica sina :g, sa se calculeze ctga . V44

61.Sa se arate ca 2(sin75° -sin15°)=~/2. V45
62.S4 se verifice egalitatea 2(cos75° +cos15°) =+/6. V47

63.Stiind ca x e (0%} si ca tgx =3, sa se calculeze sin2x. V49

64.Sa se calculeze tg2«, stiind ca a (0%) si sina = % V50

65.54 se calculeze tg(a+b), stiind cd ctga=2 si ctgh=5. V51
66.S4a se calculeze tg2x, stiind ca ctgx=3. V55
67.S4a se calculeze sin® x, stiind ca ctgx=6. V59
68.Fie ABC un triunghi cu tgA=2, tgB = 3.Sa se determine masura unghiului C. V64
. 9 1 < .
69.Stiind ca tg < =——, si se calculeze sina . V65
Stiind ¢ 95 \/g,sas calculeze sina

70.S4 se calculeze cos® x, stiind ca tgx = 4. V66

71.Sa se calculeze sin%+sin2§+sin3§+sin4§. V67

72.Sa se calculeze cos2a, stiind ca cosa =%. V67
73.S4 se calculeze sin%. V68

74.S3a se calculeze cosz—;r. V69



75.Sa se calculeze cos75° —cos15°. V70
76.Sa se calculeze sin75°-cos15°. V72

77.Fie a e %,7{ astfel Tncat cos2a :%. Sa se calculeze cosa. V73

78.Fie « €| =, r |astfel Incat cos2«a =—%. Sa se calculeze sina . V74

| wo

79.Fie « €| =, 7 |astfel incét sina =

NN NN

. Sa se calculeze tg %. V76

astfel incat sina ==. Sa se calculeze tga . V77

Slw

80.Fie o e 0,%

N—

81.Fie a,be (—

NN

%j, astfel incat a+b :%. Sa se arate ca tga-tgb+tga+tgb=1. V78

82.Fie xR, astfel incat tg°x =6. Sa se calculeze cos*x. V79

83.Fie x e R, astfel incét sin x =%+cosx. Sa se calculeze sin2x. V80
84.Fie a,be R, astfel Incat a+b :%. Sa se arate ca sin2a-+sin2b=2cos(a—b). V81

85.Fie ae R, astfel Incat sina==. S3 se arate ca sin3a. V82

1
4
86.5a se arate ca tg1°-tg2°-tg3°-...-tg89° =1. V83

87.Fie a,beR, astfel incat a—b=~. Sa se arate ca are loc relatia cosa-cosh<0.V84
88.Fie a,beR, astfel incat a+b :377[. Sa se arate ca sin2a—sin2b=0. V85

89.S3 se calculeze suma cos1® +cos2° +...+c0s179°. V86

90.Numerele reale x si y verificd egalitatea arctgx +arctgy :%. Sa se arate ca x-y=1.V88
91.Sa se calculeze tgx, stiind ca xe (37”7:) si sin2x = —%. V838

92.Fie a,beR, astfel incat a+b :%. Sa se arate cd sin2a-sin2b-sin(a—b)=0. V89
93.S3 se arate ¢a sin 40° -sin140° = cos?130°. V91
94.Fie a e (7[377[) astfel Tncéat cosa = —%. Sa se calculeze sin2«a . V92

95.Fie a e R, astfel Incét sina +cosa =1. Sa se calculeze tg2a . V94
96.S4 se arate ca sin X +sin3x +sin5x = (1+ 2c0s2x)-sin3x. V95

97.Stiind ca ae (% 72'] sicasina= g, sa se calculeze tga. V98
98.54 se determine cel mai mare element al multimii {cos1,cos2,cos3}. V99

99.Fie acR cu tga:% Sa se calculeze [sinal. V100



100. Stiind ca x e (%ﬂ'j si sinx :¥ , calculati cosx. Bac2011

ECUATII
101. Sa se rezolve in multimea (0,7) ecuatia sin3x=sinx. V6
102. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia sinx = —%. V7
103. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia tg(-x)=1-2tgx. V11

104. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia cos2x = % V12

)
)
)
105. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia sinx+cosx=0. V15

106. Sa se rezolve in intervalul [-1,1] ecuatia arcsin %4‘ arcsin x = % . V16

107. Sa se rezolve in intervalul [-1,1] ecuatia arccos—— + arcsin x = . /18

V2

108. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia sinx+cosx=-1. V20

109. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia sin x =1+cos® x. V32
110. Sa se determine numarul solutiilor ecuatiei sinx=sin2x din intervalul [0,27). V34

111. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia sin x+cos(-x)=1. V38

112. Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia arctgx + arcctg % = % . V42

< A . . . 1
113. Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia arcsin2x=-=. V44

114. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia cos2x+sinx=0. V48
115. Sa se rezolve in multimea [0,27) ecuatia 2sinx+1=0. V61

116. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia cos(Zx +%j = cos(x —%j . V62
117. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia sin (x —%j =sin (3x +%j . V63

118. Sa se rezolve in (0,7) ecuatia tg (x+%j =tg (%— xj . V64

119. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3sinx+~/3cosx=0. V65
120. S& se rezolve in multimea [0,27] ecuatia +/3sinx—cosx =1. V66

121. S3 se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia arctg §+ arctg 1_ % . V68

NE

122. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia arctg+/3 +arctgx =% . V76
123. Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia . V83

124. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia sin (x + %) = cos[x —%j . V86



125. Sa se rezolve in intervalul (0,5) ecuatia sin (2x+%} = —% . V92

126. Sa se determine « €(0,27) astfel ca tga =sina. VI3

127. Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia sin2x =cosx. V97

128.  Fie multimea A:{o,%,%,z,%ﬁ}. Care este probabilitatea ca, alegand un element

din multimea A, acesta sa fie solutie a ecuatiei sin®x+cos*x=1 ? Bac2010
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