Uji Kompetensi 4.3

Diketahui segitiga RST, dengan £S = 90°, ZT = 60°, dan ST = 6 cm.

Hitung:
a. Keliling segitiga RST
b. (sin ZT)* + (sin ZR)?

Hitung nilai dari setiap pernyataan trigonometri berikut.

a. sin 60° x cos 30° + cos 60° x sin 30°

b. 2(tan 45°) + (cos 30°) — (sin 60°)?

cos 45°
C.
sec 30° +csc 30°
d sin 30° + tan 45° —csc 60°

sec 30° +cos 60° + cot 45°

2 (cos 60° )2 +4 (sec 30° )2 - (tan 45° )2

sin 30° 2+ cos 30° ’
(sin30°)

Pilihanlah jawaban yang tepat untuk setiap pernyataan berikut ini.

Berikan penjelasan untuk setiap pilihan kamu.
2xtan 30°

0 1+ (tan 30° )2

A. sin60° B. cos60° C. tan60° D.

2
. 1-(tan45)
(i) ———5 ...
1+(tan 45° )

A. tan90° B. 1 C. sin45° D.

sin 60°

0
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(iii) sin (2 x A) =2 x sin A, bernilai benar untuk A = ....

A, 0° B. 30° C. 45° D. 60°

2 x tan 30°

) 1—(tan 30° )2

A. cos60° B. sin60° C. tan60° D. sin60°

1

7

4. Jikatan (A +B)=./3,tan (A - B) = dan 0° < A + B < 90°. Tentukan

A dan B.

5. Manakah pernyataan yang bernilai benar untuk setiap pernyataan di
bawah ini.

a. sin(A+B)=sinA +sinB

b.  Nilai sin 6 akan bergerak naik pada saat nilai 6 juga menaik, untuk
0°<0<90°

c. Nilai cos 0 akan bergerak naik pada saat nilai 6 menurun, untuk
0°<0<90°

d. sin O = cos 6, untuk setiap nilai 6

e. Nilai cot O tidak terdefinisi pada saat 0 = 0°
(tan [3)2

6. Jika
1+secf

=1, 0° < B < 90° hitung nilai f.

7. Jikasinx =adancos y=bdengan 0< x <X dan §< y < 1, maka hitung
tan x + tan y. (UMPTN 98)

8. Pada suatu segitiga ABC, diketahui a + b =10, LA = 30°, dan ZB = 45°.

Tentukan panjang sisi b.

(Petunjuk: Misalkan panjang sisi di depan ZA = a, di depan ZB = b, dan
ZB=o). C

9. Diketahui segitiga ABC, siku-siku di B,

4
cos oo = —, dan tan B = 1, seperti gambar
berikut. & B

i
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Jika AD = a, hitung:
a. AC
b. DC

10. Perhatikan gambar di bawah ini.

csc O

Y

sec O
Buktikan
a. OC=secH
b. CD=tan®
c. OE=cscH
d. DE=cotH

|
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4.4 Relasi Sudut

Pada subbab ini, kita akan mempelajari hubungan nilai perbandingan

trigonometri antardua sudut. Konsep yang telah kita miliki, yaitu Definisi 4.1

dan Tabel 4.2 yang akan digunakan untuk merumuskan relasi antardua sudut.

Coba cermati masalah berikut.

Diketahui suatu segitiga ABC, siku-siku di B dengan ZA + ZC = 90°

Selidiki hubungan nilai sinus, cosinus, dan tangen untuk ZA dan ZC.

|@| Alternatif Penyelesaian>

5Ll ¢

Gambar 4.20 Segitiga siku-siku ABC

Selain itu, dapat juga dituliskan

) BC
sin (90° - LA) = —— =cos ZA
AC

Untuk memudahkan kita menyelidiki
relasi nilai perbandingan trigonometri

tersebut, perhatikan gambar di samping.
Karena ZA + ZC =90°,
maka ZC=90°- LA

Dengan menggunakan Definisi 4.1, kita

peroleh

AB BC
sin /A= ——,cos LZA=——,

AC AC
tan LA = ﬂ

BC

AB
cos (90° - LA) = — =sin LA, dan
AC

BC
tan (90° - LA) = — =cot LA
AB
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Jadi, relasi dua sudut yang lancip dapat dituliskan sebagai berikut.
Sifat 4.3

Jika 0° < a < 90°, maka berlaku.

a. sin(90°-a)=cosa d. c¢sc(90°-a)=seca

b. ¢cos(90°-a)=sina e. sec(90°-a)=csca

c. tan(90°-a)=cota f.  cot(90°-a)=tana
@ [ContohY49)

tan 65°
cot 25°
b. sin 3A = cos (A - 26°), dengan 3A adalah sudut lancip. Hitung A.

a. Sederhanakan bentuk

c.  Nyatakan bentuk cot 85° + cos 75° menjadi bentuk yang menggunakan
perbandingan sudut di antara 0° dan 45°.

|@| Alternatif Penyelesaian>

a.  Dari Sifat 4.3, diketahui bahwa cot A = tan (90° - A).
Akibatnya, cot 25° = tan (90° - 25°) = tan 65°.
Jadi,
tan 65° _ tan 65° _1
cot25° tan65°

b. Diketahui sin 3A = cos (A - 26°). Dari Sifat 4.3, dan karena 3A adalah
sudut lancip, maka sin 3A = cos (90° - 3A)

Akibatnya, cos (90° - 3A) = cos (A - 26°)
(90° - 3A) = cos (A - 26°)
A =26°

c. Dari Sifat 4.3, kita ketahui bahwa tan A = cot (90° — A), dan sin A = cos
(90° — A). Dengan demikian, diperoleh

cot 85° = cot (90° - 5°) = tan 5° dan
cos 75° = cos (90° - 15°) = sin 15°

Jadi, cot 85° + cos 75°= tan 5° + sin 15°

|
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Dengan modal konsep nilai perbandingan trigonometri untuk sudut
lancip, selanjutnya, kita akan membahas nilai perbandingan trigonometri jika
sudut 0 adalah sudut tumpul.

Diketahui grafik lingkaran dengan r = 1 satuan.

Terdapat titik A merupakan titik potong garis dengan lingkaran pada
kuadran I. Sudut ® merupakan sudut lancip yang dibentuk jari-jari terhadap
sumbu x. Misalnya, 6 = 30°.

24y
1
<3 1
: 272
A0 [ ¥
b >
-2 - 0 B y

o}

Gambar 4.21 Lingkaran dengan r = OA

Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa

. AB
sin 30° = —
OA

< AB = OA x sin 30°

1
S AB= —
2

OB
cos 30°= — < OB = OA x cos 30°
OA

B3

< OB=—

2
ﬁlj

Jadi, koordinat titik A = (—
2 2

i
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Dapatkah kamu selidiki bagaimana perubahan titik A jika diputar pada
O berlawanan dengan arah putaran jarum jam sejauh 90°, 180°, dan 270°?
Selanjutnya, selidiki perubahan nilai sinus, cosinus, dan tangen untuk setiap
besar putaran.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

V31

Diketahui titik A (7, EJ’ berada di kuadran I. Tentu dengan mudah dapat

kita pahami bahwa

a. jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 90°, maka titik A berada di kuadran II;

b. jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 180°, maka titik A berada di kuadran III;

c. jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 270°, maka titik A berada di kuadran IV.

Sekarang kita akan mengkaji satu demi satu kejadian a, b, dan c.

a.  Perubahan titik A sejauh 90°, disajikan pada gambar berikut ini.

[\S)

7

o}

Gambar 4.22 Rotasi titik A pada O sejauh 90°.
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Jika ZAOP = 30°, maka ZA OP = 30° + 90° = 120°

Akibatnya, kita peroleh ZTA O = 60°. Sekarang, mari kita cermati segitiga
siku-siku A, TO.

Perlu kamu ingat bahwa karena segitiga A, TO berada di kuadran II, OT
bertanda negatif, tetapi A T bertanda positif.

Akibatnya,

or
sin 30° = OA < OT =-0A, x sin 30° (OT berada pada sumbu x negatif)
1
or=-1
AT ’
cos 30° = ;‘ < A, T=0A, x cos 30°

1 V3

AT=—
2
. . o 1 3 .
Jadi, koordinat titik A, = [_E’TJ . Akibatnya,
1
tanSO"zﬂz—z:——3
AT 3 3
2

Dengan demikian relasi sudut 30° pada kuadaran II, dapat ditulis:

1
e sin (30° +90°) = sin 120° = cos 30° = + sin 60° = 5\/5
1
e o5 (30°+ 90°) = cos 120° = - sin 30° = — cos 60° = -

e tan (30°+ 90°) = tan 120° = - cot 30° = - tan 60° = —/3

Untuk semakin memantapkan pengetahuan kamu, tiga perbandingan
trigonometri lainnya ditinggalkan sebagai tugas.

i
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b. Jika titik A di putar pada O sejauh 180°, maka perubahan titik A
dideskripsikan sebagai berikut.

1
180° *’EJ
T x
2 Ry ;
X[ &
2

9
—4Z

Gambar 4.23 Rotasi titik A pada O sejauh 180°

Dari gambar di atas, diperoleh

Z/TOA, = 30°

Cermati bahwa jika segitiga siku-siku OBA diputar pada O sejauh 180°,
maka diperoleh segitiga siku-siku OTA,

TA,
OA,
< TA,=-sin 30° x OA, (TA, sejajar sumbu y negatif)

Akibatnya, sin ZTOA, = sin 30° =

<::>TA2=—1><1=—l

2 2

cos ZTOA2 = cos 30° :ﬂ
o)

2

< OT = -cos 30°x OA, (OT berada pada sumbu x negatif)

V3 V3

S0T=-——x1=-—
2 2

Jadi, koordinat titik A, = (_ﬁ,_lj

2 2

|
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Akibatnya, 1
-TA 5 1
tan ZTOA, = tan 30° = o 2 . f3
0T 3 3
2

Dengan demikian relasi sudut 30° pada kuadran III, dapat ditulis:

1
e sin (30° + 180°) = sin 210° = —sin 30° = ——

2
3
e  ¢os (30°+ 180°) = cos 210° = —cos 30° = —%

1
e tan (30° + 180°) = tan 210° = tan 30° = 5\/3

Untuk tiga perbandingan trigonometri lainnya, silakan kamu temukan
hubungannya.

c.  Perubahan Titik A setelah diputar pada O sejauh 270°, dideskripsikan
pada gambar berikut ini.

N

o

Ly

o}

Gambar 4.24 Rotasi titik A pada O sejauh 270°

Karena 0 = 30°, maka jika titik A diputar sejauh 270°, maka titik A, berada
di kuadran IV. Akibatnya, ZBOA, = 60° dan ZBA,O = 30°, maka

i
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B
sin ZOA B = sin 30° = O—
’ OA,
< OB = sin 30° x OA3
<::>OB:l><1:l
2
BA

3

cos ZBA3O = cos 30° =

3
< BA, = —cos 30° x OA, (BA, sejajar sumbu y negatif)

V3 V3

& BA, =-—x1=-—
2 2

1 3

Sehingga koordinat titik A, = (5’ - TJ . Dengan demikian,

1
tan ZBA,0 = tan 30°= 2 =2 _
G

2

v |6

Dengan demikian relasi sudut 30° pada kuadran IV, dapat ditulis:

3
e sin (30° + 270°) = sin 300° = —cos 30° = —sin 60° = —%

1
e ¢os (30°+270°) = cos 300° = sin 30° = cos 60° = 7

e tan (30°+ 270°) = tan 300° = cot 30° = —tan 60° = —./3

Silakan temukan tiga hubungan perbandingan trigonometri lainnya.

Diketahui grafik lingkaran dengan r = 1 satuan.

Ada titik A merupakan titik potong garis dengan lingkaran pada kuadran I.
Sudut 6 merupakan sudut lancip yang dibentuk oleh jari-jari terhadap sumbu
x. Misalnya, 6 = 45°.

|
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Gambar 4.25 Segitiga siku-siku OAB dan £0 = 45°

Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa

. AB
sin 45° = —
OA

< AB = OA x sin 45°

2

S AB= -
2
B
cos 45° = O—
OA

<> OB = OA x cos 45°

2

< 0OB=-"=

Jadi, koordinat titik A = (g,gJ

Dapatkah kamu selidiki bagaimana perubahan titik A jika diputar
berlawanan dengan arah putaran jarum jam sejauh 90°, 180° dan 270°?
Selanjutnya, selidiki perubahan nilai sinus, cosinus, dan tangen untuk setiap
besar putaran. Apa kesimpulan yang dapat kamu tarik?

i
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|ﬂ| Alternatif Penyelesaian>

Daripenjelasan Masalah 4.8, diketahuititik A = ,beradadikuadranl.

5
)
Untuk itu dengan mudah dapat kita pahami hal-hal berikut.

a. Jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 90°, maka titik A berada di kuadran II.

b. Jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 180°, maka titik A berada di kuadran III.

c. Jikatitik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 270°, maka titik A berada di kuadran IV.

Sekarang kita akan mengkaji satu-satu kejadian a, b, dan c.

a. Jika titik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum jam)
sejauh 90°, maka perubahan titik A disajikan pada gambar berikut ini.

21y
A A (ﬁ,ﬁ]
! 272
1450
] ( ¥
) _ T 0 P
-2

Gambar 4.26 Rotasi titik A pada O sejauh 90°

Jika ZAOP = 45°, maka ZA OP = 45° + 90° = 135°, sedemikian sehingga
ZTA O =45°

|
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Perlu kamu ingat bahwa segitiga A, TO berada di kuadran II, TO bertanda
negatif, tetapi A, T bertanda positif, akibatnya

. oT .
sin45°=—— << OT=-0A xsin45° (OT berada pada sumbu x negatif)

OA,
< 0T = —g

cos 45° = S—IT c>A1T= OA1 x c0S 45°

| B

SAT=—
2
Jadi, koordinat titik A, = (—Q,QJ
2 2
V2
N AT _ 2

Dengan demikian, kita memperoleh: tan 45° = =—£—=-1

oT 2

2

Dengan demikian relasi sudut 45° pada kuadran I, dapat ditulis,

1
e sin (45° 4+ 90°) = sin 135° = cos 45° = sin 45° = 5\/5
1
e 05 (45° + 90°) = cos 135° = —sin 45° = —cos 45° = —5\/5

e tan (45° + 90°) = tan 135° = —cot 45° = —tan 45° = -1

Untuk tiga perbandinganlainnya, kamu diharapkan dapat menuntaskannya.

b. Jika titik A diputar (berlawanan dengan arah putaran jarum jam) sejauh
180°, maka perubahan titik A dideskripsikan pada Gambar 4.27. Dari
gambar tersebut diperoleh bahwa ZOA,T = 45°. Cermati bahwa jika
segitiga siku-siku OAB diputar pada O sejauh 180°, maka diperoleh
segitiga siku-siku OTA,.

i
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2 4y Akibatnya,

N

AT=_0B= —72 dan

V2 2
A [T>7J OT: —AB = —g
. : Z ’/O 0 a :C Jadi, koordinat titik
{5 ao| 22
2 ’ 2 2

Sekarang kita fokus pada

segitiga OTA,. Dari segitiga

o}
—4Z

Gambar 4.27 Rotasi titik A pada O sejauh 180°  tersebut diperoleh

2
sinLTAzozsin45°=£:_2:_£
OA, 1 2
= 2
AT — 5 2
cos ZTA,O = cos 45° = 2 __ 2 __ N2
04, 1 2
V2
tanéTAzO=tan45°=£:—2:
.
2

Dengan demikian relasi sudut 45° pada kuadran III, dapat ditulis:

e  sin (45° + 180°) = sin 225° = —sin 45° = —%
e  Cos (45° + 180°) = cos 225° = —cos 45° = —g

e tan (45° + 180°) = tan 225° = tan 45° =1

Tentunya, kamu dapat menentukan nilai perbandingan trigonometri lainnya.

|
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c. Jika titik A diputar pada O (berlawanan dengan arah putaran jarum
jam) sejauh 270°, perubahan titik A setelah diputar dideskripsikan pada

gambar berikut ini.

N AN

oY

Gambar 4.28 Rotasi titik A pada O sejauh 270°

Karena 0 = 45°, maka jika titik A digeser pada O sejauh 270°, maka titik A,
berada di kuadran IV. Akibatnya, ZOA B = 45°, maka

OB
sin LOA3B =sin 45°= —
OA,
<> OB = sin 45° x OA3
2 2
—-A.B
cos ZOA B = cos 45° = ———
OA,
= A3B = cos 45° x OA3
<:>A3B:_£ Xl:—ﬁ
2 2
2 2
Dengan demikian, koordinat titik A, = [é, —%J
V2
dan tan ZBOA, = tan 45° = OB -2 __
ST
2

i
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Dengan demikian, diperoleh bahwa

e  sin (45° +270°) = sin 315° = —cos 45° = - ——

V2
2

V2
2
e  Cos (45° +270°) = cos 315° = sin 45° =

e tan (45°+ 270°) = tan 315° = cot 45° = -1

Untuk melengkapi kesimpulan di atas, diharapkan kamu dapat menen-
tukan tiga perbandingan trigonometri lainnya.

Untuk 0 = 60° dengan cara yang sama pada Masalah 4.8 dapat diperoleh
kesimpulan bahwa

e  sin (60° + 90°) = sin 150° = —cos 60° = sin 30° = %

e 05 (60° + 90°) = cos 150° = —sin 60° = —cos 30° = % NE)
e tan (60° + 90°) = tan 150° = —cot 60° = —tan 30° = %ﬁ
e sin (60°+ 180°) = sin 240° = —sin 60° = —% J3

e  cos (60°+ 180°) = cos 240° = —cos 60° = —%

e tan (60° + 180°) = tan 240° = tan 60° = /3

1
e sin (60° + 270°) = sin 330 = —cos 60° = —sin 30° = -

e cos (60°+ 270°) = cos 330° = sin 60° = cos 30° = % 3

1
e tan (60° + 270°) = tan 330° = —cot 60° = —tan 30° = 5\/5
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Diketahui grafik lingkaran dengan r = 1.

Misalkan titik A(1, 0) . Selidiki perubahan titik A jika diputar pada O
(berlawanan dengan arah jarum jam) sejauh 180°, 270°, dan 360°.

Selanjutnya, simpulkan nilai sinus, cosinus, tangen untuk sudut-sudut 180°,
270°, dan 360°.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Dengan pemahaman kamu dari Masalah 4.7 dan 4.8 tentunya untuk
mendeskripsikan Masalah 4.9 sudah merupakan sesuatu hal yang mudah.

Perubahan titik A(1, 0) setelah diputar pada O (berlawanan dengan arah jarum
jam) sejauh 180°, 270°, dan 360° dapat dideskripsikan pada gambar berikut ini.

o)

y
A0, 1)
Az(_ly O) A(l, 0) ;/C
) _ A4(1,0)
~ A0, -1

D
—4

Gambar 4.29 Rotasi titik A pada O sejauh 180°, 270°, dan 360°
a. Karena titik A diputar 180°, maka diperoleh titik A (-1, 0).
Titik A,(-1, 0) merupakan bayangan titik A di kuadran II.
Dengan demikian, diperoleh bahwa

sin 180° =0, cos 180° = -1, dan
sin 180° _i_
cos180° -1

i
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b.  Titik A, = (0, -1) merupakan bayangan titik A, (0, 1).
Dengan demikian, diperoleh bahwa
sin 270° = -1, cos 270° = 0, dan

in 270° -1
tan 270° = $in 270" = F tak terdefinisi

c0s270°

c. Jika titik A diputar pada O sejauh 360°, maka akan kembali ke titik A.
Dengan demikian, diperoleh bahwa

sin 360° = 0, cos 360°= 1, dan

tan 3600= 0360 _0_,
cos360° 1

Dengan demikian, nilai perbandingan trigonometri untuk sudut-sudut
istimewa disajikan pada tabel berikut.

Tabel 4.3 Nilai perbandingan nilai trigonometri untuk sudut-sudut istimewa

sin Ccos tan CcSC sec cot
0° 0 1 0 ~ 1 ~
1 1 1 2
300 - -3 =3 2 =NERNE
2 2 3 3
Le RN
450 ~\2 —2 1 2 2 1
2 2
1 1 \/— 2 1
600 =3 = 3 ~\3 2 ~3
2 2 3
90° 1 0 ~ 1 ~ 0
1 1 2 1
1200 =3 — -3 3 NN
2 2 3 3

135 %\/E RN/} 1 V2 V2 -1

150° . NE _é\/g 2 _2\/5 3

N |
ro

|
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180°

210°

225°

240°

270°

300°

315°

330°

360°

0

N |~

1

Keterangan: Dalam buku ini, simbol ~ diartikan tidak terdefinisi.

Dengan memperhatikan secara cermat nilai-nilai pada tabel dan letaknya pada

kuadran, maka dapat disimpulkan seperti dalam sifat berikut.

A

Sl Kuadran I1 90° < 0 < 180° Kuadran I 0° <6 <90°
Nilai sinus bertanda positif Nilai sinus, cosinus, tangen
cosinus, tangen bertanda bertanda positif
negatif A(Asal)
- S(Saja) -
Kuadran III 180° < 6 < 270° Kuadran IV 27° < 0 < 360°
Nilai tangen bertanda positif Nilai cosinus bertanda positif
sinus, dan cosinus bertanda sinus dan tangen bertanda
Negatif negatif
T(Tahu) ! A(Caranya)
170 3
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Tanda positif dan negatif di setiap kuadran di atas diberikan untuk membantu
kita mengingat nilai-nilai perbandingan trigonometri, selain melihat Tabel 4.3.

Selain Tabel 4.3 dan Sifat 4.4 di atas, hal penting dan yang lain juga dapat
disimpulkan, yaitu sifat relasi antarsudut, seperti disimpulkan pada sifat berikut.

Sifat 4.5

Untuk setiap 0°< a < 90°

a. sin(90°+a)=cosa g. sin(180°+a)=-sina
b. cos(90°+a)=-sina h. cos (180°+ a) = -cosa
c. tan(90°+a)=-cota i. tan (180°+a)=tana
d. sin(180°-a)=sina j. sin(360°-a) =-sina
cos (180° - a) = —cos a k. cos (360°-a)=cosa
f. tan (180°-a)=-tana l.  tan (360° - a) = -tan a

Misalnya, jika 6 = 30° dan 6 = 60°, dengan menggunakan Sifat 4.5, maka
a. cos (180°-0) = cos (180° - 30°)
= cos 150° = —cos 30° = —l\/§ dan
cos (180° — 0) = cos (180° — 60°) ?

= cos 120° = —cos 60° = —l

(pada kuadran II, nilai cosinus bertanda negatif).
b. sin (180° + 0) = sin (180° + 30°)
=sin 210° = -sin 30° = 1 dan
sin (180° + 0) = sin (180° + 60°) ?

= sin 240° = ~sin 60° = - L /3
2

(pada kuadran III, nilai sinus bertanda negatif).
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c. sin (360° - 0) =sin (360° — 30°)
= sin 330° = —sin 30° = 1 dan
2
sin (360° - 0) = sin (360° - 60°)

= sin 300° = ~sin 60° = - L /3
2

(pada kuadaran IV, nilai sinus bertanda negatif).
d. tan (360° - 0) = tan (360° - 30°)
= tan 330° = ~tan 30° = - % V3

(pada kuadran IV tangen bertanda negatif).

Pertanyaan

Setelah menemukan Sifat 4.4 dan 4.5 di atas, kamu dapat memunculkan
pertanyaan-pertanyaan menantang terkait nilai perbandingan trigonometri.

Misalnya,
a. Bagaimana menentukan nilai sin 700°, cos 1.200°, dan tan 1.500°?
b.  Apa bedanya sin (30°)> dengan (sin 30°)*?

Sebelum kita melanjutkan kajian tentang identitas trigonometri, mari kita

pahami contoh-contoh berikut.

& [Contontaio
Jika diketahui

a. coso = —%, (o rad) o berada di kuadran II, tentukan nilai csc a dan cot a.

b. tanf= —g, (B rad) B berada di kuadran IV, tentukan nilai (sin 3)* + (cos ).

|@)| Alternatif Penyelesaian >

a. Sudut o yang terletak di kuadran II menjadi penentu tanda nilai
perbandingan trigonometri, seperti gambar berikut ini.

- Kelas X SMA/MA/SMK/MAK



Pada segitiga siku-siku tersebut, diketahui

panjang sisi miring dan sisi di samping sudut

ol.
Dengan Teorema Pythagoras, diperoleh pan- 5
jang sisi di depan sudut adalah 3. 3
Dengan demikian, dengan Definisi 4.1, diper- - a .
oleh -4 \/
v csca = 1 = 1 = >
sinoe 3 3
g Gambar 4.30 cos o di kuadran |l
1 -4
v cota= LI
tanaa 3 3
—4

b. Dengan pemahaman yang sama dengan bagian a, tan 3 = - %, dengan f3
pada kuadran IV, diilustrasikan sebagai berikut.

Dengan menggunakan Teorema Pythagoras,

diperoleh panjang sisi miring, yaitu 20. A 12
Akibatnya, dengan Definisi 4.1, diperoleh p

-16 16 12 -16
sinf=——=——dancosf} = —

20 20 20 20
Jadi,

2 2
(sin B)* + (cos B)* = (_Ej +(£) _256+144 \/
20 20 400

200 Gambar 4.31 tan  di kuadran IV

) Gomteh @A

Di daerah pedesaan yang jauh dari bandar udara, kebiasaan anak-anak jika
melihat/mendengar pesawat udara sedang melintasi perkampungan mereka
mengikuti arah pesawat tersebut. Bolang mengamati sebuah pesawat udara
yang terbang dengan ketinggian 120 km. Dengan sudut elevasi pengamat
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(Bolang) terhadap pesawat adalah sebesar 6, tentukan jarak pengamat ke
pesawat, jika

i 06=30
ii. 6=90°
iii. 6=120°

|a| Alternatif Penyelesaian>

Ilustrasi persoalan di atas dapat disajikan pada Gambar 4.32

120 km

Gambar 4.32 Sketsa pengamatan terhadap pesawat udara dengan
sudut elevasi 6

Untuk menentukan jarak pengamat terhadap pesawat, dengan diketahui
ketinggian terbang pesawat, kita menentukan sin 6. (Mengapa?)

120 120 120

i.  Untuk 6 = 30°, maka sin 30° = — < d =— =——=240 km
d sin30° 1
2
20, 120 120

=——=120 km
sin 90° 1

Artinya, saat 0 = 90°, pesawat tepat berada di atas si Bolang, sehingga

ii. Untuk 06 =90°, maka sin 90° = 17 & d=

sama dengan tinggi terbangnya pesawat.

120
20,

iii. Untuk 6 = 120°, maka sin 120° = + sin 60° = =—
sin 60
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N Couteh 01 o

Diketahui segitiga siku-siku ABD, ZB = 90°, ZA = 30° dan AD = 8 cm.
BC adalah garis tinggi yang memotong AD. Hitung keliling dan luas segitiga
ABD.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Memahami dan mencermati informasi tentang segitiga ABD merupakan
langkah awal untuk menyelesaikannya. Salah satu buktinya kamu harus
memahami, maka kamu harus mampu menuliskan dan menggambarkan

kejadian tersebut.

Secara lengkap informasi tentang segitiga

B
ABD seperti pada gambar di samping
Untuk dapat menentukan Kkeliling x y
segitiga, kita harus menemukan nilai x
dan y. s L 6N
C

Gambar 4.33 Segitiga siku-siku ABD

Perhatikan AABD, kita mengetahui

sin60°:£=£ < x = 8 x sin 60°
AD 8

&S x=8x ? = 4\/5
cos 30° = —D_Z = &y =8 xcos 30°
AD 8
1
Sy=8x—=4

4 2

Jadi, keliling segitiga ABD = AB+ BD + AD
=43 +8+4= (43 +12) cm

Untuk menghitung luas segitiga ABD, kita harus mencari panjang BC.

Perhatikan Gambar 4.33, fokuskan pada segitiga siku-siku BCD atau ABC.
Penulis fokus pada segitiga BCD.
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Untuk menemukan panjang BC, gunakan sin 60°.

. BC 3 BC
Sin 60° = — <> —=—
BD 2 4
& BC=2.3 cm
ADxBC _ 8x2\/§ :8\/§cm2

Jadi, luas segitiga ABD adalah 5

4.5 Identitas Trigonometri

Pada subbab ini kita akan mengkaji ekspresi perbandingan trigonometri
selain atau/dan menggunakan nilai perbandingan trigonometri yang telah kita
temukan. Pengetahuan dasar yang diperlukan pada subbab ini di antaranya
definisi perbandingan trigonometri dan Teorema Pythagoras.

Coba cermati masalah berikut ini.

Diketahui suatu segitiga ABC, siku-siku di C.
Misalkan ZA = o rad, /B 3 rad, AB = ¢, dan AC = b.

Selain perbandingan trigonometri dasar, temukan ekspresi antara (sin o)
dengan (cos a)* atau dengan (tan o).

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Pada segitiga ABC, seperti pada Gambar

B
4.34, diperoleh bahwa
p
¢+ a*+ b?
¢ a Selain itu, kita juga dapat menuliskan
bahwa
. a b a
a. sino=—,cosa=—,dantano = —
o c C b
A b C Akibatnya,
2 2
a a
(sina)’=sin*a=|—| =—
Gambar 4.34 Segitiga siku-siku ABC c c
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iil.

2 2
(cos a)*=cos®> a. = (kj = b—

C

Penekanan yang dapat dibentuk, yaitu

L , a b a+b
i. sin® oL + cos* oL = —2+—2=—2=—2=1
¢ c c c

Jadi, sin® o + cos? o = 1 (1)

Dengan persamaan (1%), jika ruas kiri dan kanan dikalikan —;

,dengan
: : sin“o
sin® o # 0, maka diperoleh

1 ) 2.\ _
——x(sin“a.+cos’a ) =
sin“a.

1

sin‘o

x1

=

s 2 2 1
——Xsin“o+———xcos'a=—;
sin“o sin“a sin“a

cos’a 1
<1+ — ==
sino.  sin’a

R cosa
Karena — = csc o, —— = csc’ o, dan — = cot o, maka
sin a sin“a. sin«
2
cos o
_ = cot’ o
sin“a.
Akibatnya,
2
cos o 1
<1+ — =—
sin‘a.  sin“o
&1+ cot?a=csc’a (2%)

Dengan menggunakan persamaan (1*), jika ruas kiri dan kanan dikalikan

1 .
dengan ——, maka diperoleh
cos o
1 . 1
- x(sm2a+coszoc)= —x1
cos o cos o
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. 1
& ——xsin"a+———xcos’o = —;
cos“a cos a sin“o
sin“a, 1
2 + 1 = 2
cos‘a cos‘a
sin o
Karena = sec q, = sec’ o, dan = tan o, maka
cos o cos“o cos o
sin“o 2
= tan"o
cos‘a
Akibatnya
sin“a, 1
2 +1 = 2
cos o cos o
Stano+ 1 =sec?a (3%

b. SinBZE,COSBZ,dantan:2
c a

Dengan cara yang sama, diperoleh
sin? B+ cos’B=1

1 + cot? B = csc? B, dan

tan’  + 1 = sec’ p.

Perhatikan hasil yang diperoleh pada bagian a dan b. Setiap penekanan di
atas berlaku jika sudut yang digunakan sama. Artinya, tidak dapat dituliskan

seperti sin® o + cos* § = 1.

Pada suatu segitiga siku-siku, dua sudut lainnya pastilah sudut lancip.
Tetapi penerapan penekanan sin® o + cos® o = 1, juga berlaku untuk lebih dari
90°. Misalnya, bila diberikan o = 240°, maka

2 2
sin® 240° + cos 240° = (_ﬁJ +(_lj =%+l:1

2 2 4

Dengan demikian, hasil pembahasan Masalah 4.9 di atas dapat disimpulkan
dalam sifat berikut.
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Sifat 4.6

Untuk setiap besaran sudut o, berlaku bahwa
a. sina+cosa=1«sina=1-cos’aataucos’a=1-sin’>a
b. l1+cot?a=cscta<>cot?aa=csc?a—1ataucsc’a-cot?a=1

c. tan’o+1=sec?a <> tan?a =sec’ o — 1 atau tan? o0 — sec’? o = 1

) AvT5)
Misalkan 0° < B < 90° dan tan = 3

Hitung nilai sin § dan cos .

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Dengan menggunakan definisi perbandingan dan identitas trigonometri,
1
diperoleh cot 3 = 3

1
Akibatnya, 1 + cot? o =csc? <> 1 + 5" csc’ a
1 N,
© ?0 = c¢sc? o atau csc oL = fﬁ = ~10 (Mengapa?)
9 3

. 1 . 1 3
Karena sin } = ——, maka sin f = —=—+/10
csc 3 V10 10

3
Dengan menggunakan tan’* o + 1 = sec® a,, diperoleh:

3 +1=sec’o, — sec® o = 10 atau sec o = V10 (Mengapa?)

1 10

,maka cos =3 = =

1
csc J10 10

Karena cos § =
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& [Contoh[4%14!

Buktikan setiap persamaan berikut ini.

a. (seca-tana) X (seca-tana) =1

0 1
sec = ,c0s0#0

l1—tan® cosO—sin®

3 3

- =6secO.tan0
1-sin® 1+4sin®

|@| Alternatif Penyelesaian>

a. Kita harus dapat menunjukkan yang ada di ruas kanan dengan cara
memodifikasi informasi yang ada di ruas kiri. Artinya

(seca —tan o) X (sec o — tan a) = sec? o — tan’? o
Pada Sifat 4.6, tan> oo + 1 = sec’ oL <> tan? o = sec’> o — 1
Dengan demikian terbukti bahwa: (sec o — tan ) x (sec o — tan a) = 1

b. Dengan memodifikasi informasi yang di ruas kiri, kita dapat menuliskan:

1 1 1

sec®  cosO cos 0 _ %59 1

1-tan 6 1_Sir19 cos® sin6 1 x(cose—sine) (cose—sine)
cos® cosO cosO ﬂﬁe

c) Dengan memodifikasi yang di ruas kiri, diperoleh:

3 3 3(1+sin®)  3(1-sinb)

1-sin® ) 1+sin® (1—sin6)(1+sin9) (1+sin9)(1—sin 9)

3(1+sin®)  3(1-sinB)  3+3sin0-3+3sin®  6sin0
(1—sin,)(1+sin9) (1+sin6)(1—sin6)_ 1—sin’ 0 1-sin’ 0

Karena 1 - sin? O = cos? 0, maka

3 3 6sin® 6sin0 sin O 1
= = =6Xx X

=6tan0.secO

1—sin® 1+sin® 1-sin’® cos’O  cosO cosd

i
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Uji Kompetensi 4.4

Lengkapi tabel berikut ini.

Tanda Nilai Perbandingan o berada di kuadran ke
a) sino >0 COSOL >0 e
b) sina <0 COSO>0 e
) tan o < 0 SINOL >0 et
d) tan o > 0 SINOL >0 et
e) csca<0 AN OL < 0 e

Berikan alasan untuk setiap jawaban yang kamu peroleh.

Hitung nilai dari:
. 3n T
sin— + cos —
a. sin 3.000° d.
T
2tan—
6

sin 45° x cos 135° + tan” 120°
2 sin 60° x cos 30°°

b. cos 2.400°

5 7
C. sinrnx tan:n — (cos 97t)2

Tentukan 5 nilai perbandingan trigonometri yang lain untuk setiap
pernyataan berikut ini.

3 3 3
a. COSOL=—,—n<OL<27'C d. secB:—2,71:<B<—7T
5 2 2
3 - 3
b. tanoc=1,n<oc<—1r e. cscP= \/g,—n<[3<2n
2 2 2
. T T
C. 4sma=2,5<a<n f. 3tan2B:1,E<B<n
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4.  Selidiki kebenaran setiap pernyataan berikut. Berikan alasan untuk setiap

jawabanmu.

a. sec x dan sin x selalu mimiliki nilai tanda yang sama di keempat

kuadran.

b. Di kuadran I, nilai perbandingan sinus selalu lebih dari nilai

perbandingan cosinus.

c.  Untuk 30° < x < 90° dan 120° < y < 150° maka nilai 2 sin x < cos? y.

5. Diberikan tan 0 = —% dengan sin 6 > 0, tentukan

a. cos0 c. sinOxcosO+cosO xsin6
b. c¢scO d ¢ 9
cot O

6. Dengan menggunakan identitas trigonometri, sederhanakan setiap
bentuk berikut ini.

a. (tan x + sec x)(tan x - sec x)

1 1
+

b.
l1+cosx 1—cosx
sec’ x
c. tanx-
tan x
COS X 1+sinx
d. +

1+sinx CoS X

7. Diketahui o = 45° dan 3 = 60°. Hitung
a. 2 xsin 45° x cos 60°
b. sin 45° x cos 60° + sin 60° x cos 45°

c. sin 45° x cos 60° — sin 60° x cos 45°

tan 45° + tan60°
1—(tan45° xtan60°)

e. sin?45° + cos? 60° + sin? 60° + cos? 45°

i
m Kelas X SMA/MA/SMK/MAK



.y

8. Diberikan fungsi f(x) = sin (x + 90°) , untuk setiap 0° < x < 360°. Untuk
semua sudut-sudut istimewa, tentukan nilai fungsi.

9. Sederhanakan bentuk persamaan berikut ini.
a. cosx.cscx.tanx

b. cosx.cotx+sinx

sin x N sin x

I+cosx 1—cosx
d. (sino + cosa)?+ (sin o - cos a)?
e. (cscB-cotB)x(1+cosB)

10. Cermati Gambar 4.35. Dengan menemukan hubungan antarsudut-sudut
dan panjang sisi-sisi pada segitiga siku-siku yang ada pada gambar, hitung

D a. Panjang AD, EC, BC, BD,
| AB, FB, AE, dan DE

b. sin 75°
Cc. cos75°
d. tan75°

3007
ALS [TE e

Gambar 4.35 Kombinasi segitiga siku-siku

|
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4.6 Aturan Sinus dan Cosinus

Pada subbab 4.2 - 4.5 telah kita kaji dan temukan konsep perbandingan
trigonometri untuk sembarang segitiga siku-siku. Kita dengan mudah
menentukan nilai sinus, cosinus, dan perbandingan trigonometri lainnya
meskipun segitiga siku-siku tersebut dikaji berdasarkan posisi kuadran.
Pertanyaan akan muncul, bagaimana menggunakan konsep perbandingan
trigonometri tersebut pada suatu segitiga sama kaki, segitiga sama sisi, atau
bahkan pada suatu sembarang segitiga? Pertanyaan ini merupakan ide untuk
mengkaji subbab 4.6 ini.

Sebagai pengetahuan tambahan selain konsep yang sudah kita miliki di
atas, perlu kita kenalkan istilah garis tinggi dan garis berat pada sembarang
segitiga. Perhatikan gambar berikut.

B B

A D A E

Gambar 4.36 (i) BD merupakan salah satu garis tinggi dan (ii) BE

merupakan garis berat AABC
Definisi 4.2

Untuk setiap segitiga sembarang,

Garis tinggi adalah suatu garis yang dibentuk dari suatu sudut dan
berpotongan tegak lurus dengan sisi di hadapannya.

Garis berat adalah suatu garis yang dibentuk dari suatu sudut dan memotong
sisi di hadapannya menjadi dua bagian yang sama panjang.

Dengan definisi tersebut, silakan tarik garis tinggi dan garis berat segitiga

pada Gambar 4.36.

Selanjutnya, untuk menemukan bagaimana menerapkan konsep perban-
dingan trigonometri untuk setiap segitiga sembarang, coba cermati masalah
berikut ini.

i
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Diberikan suatu segitiga sembarang, seperti pada Gambar 4.37 di bawah ini.

Misalkan PR = g satuan, PQ = r satuan, dan RQ = p satuan, dengan p # q # r
serta ZP atau ZQ atau ZR tidak satupun 0° dan 90°.

Q

, R

Gambar 4.37 Segitiga sembarang PQR, dengan /P = /Q# /R

Bentukan garis tinggi dari setiap sudut segitiga PQR dan temukan hubungan
antar garis berat tersebut.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Karena setiap segitiga sembarang memiliki tiga sudut, maka didapat
membentuk tiga garis tinggi pada segitiga tersebut.

a. Garis tinggi yang dibentuk dari £/P

Garis tinggi yang dibentuk dari sudut ZP dideskripsikan pada Gambar
4.38.

Perhatikan APRS dan APQS .

P

Gambar 4.38 Garis tinggi yang dibentuk dari ZP
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Kita dapat menuliskan bahwa

PS
sin ZR = ﬁ atau PS = PR x sin ZR = g x sin ZR. (1)

sin ZQ = % atau PS = PQ x sin ZQ =r x sin ZQ. (2)
Dari (1) dan (2), kita memperoleh
. . r q
rxsin ZQ =g xsin ZR <> = 3
Q=4 sin ZR sin ZQ 3)

Selain itu, kita juga dapat menuliskan bahwa

R
cos ZR = P_Ii:£ atau x = g x cos ZR. (4)

q
Kita masih fokus pada APRS dan APQS dengan menggunakan Teorema
Pythagoras, dapat dituliskan

r*=(p-x)*+q*-x*dan

q* = x* + (PS)*atau (PS)* = ¢* - x*

Akibatnya kita peroleh

r=p-x*+q-x

Or=p-2px+xX*+q-xX*=p*+q* - 2px (5)

Dengan (4), maka (5) berubah menjadi

r=p*+q>-2.p.q.cos ZR. (6)
b. Garis tinggi yang dibentuk dari £Q

Garis tinggi yang dibentuk dari sudut £Q dideskripsikan pada Gambar 4.39.

Perhatikan APQT dan ARQT.

Q

Gambar 4.39 Garis tinggi APQR yang dibentuk dari £Q

i
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Dengan mudah kita menemukan bahwa

sin /P = % atau QT = PQ x sin ZP =r x sin ZP (7)
. Qr . .
sin ZR = E atau QT = RQ x sin ZR = p x sin ZR (8)

Dari (7) dan (8), diperoleh

pxsin ZR=rxsin ZP < r = P 9)
sin ZR sin ZP

Selain itu, kita juga dapat menemukan bahwa

PT
cos LP= =7 atau y = r x cos ZP. (10)
PQ r

Kita masih fokus pada APQT dan ARQT, dengan Teorema Pythagoras,
diperoleh bahwa

p*=(q-y)*+(QT)*dan

=9+ (QT)* atau (QT)*=r* - y*

Akibatnya, kita peroleh

p=@-yyr+r-y

OP=q-2q9y+y+r-y=q¢+r-24qy (11)

Dengan (10), maka (11) menjadi

p’=q*+1r*-2.q.r.cos LP. (12)
c.  Garis tinggi yang dibentuk dari /R

Garis tinggi yang dibentuk dari ZR dideskripsikan pada Gambar 4.40.

Perhatikan APRU dan ARQU.

Gambar 4.40 Garis tinggi APQR yang dibentuk dari ZR
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Kita dapat menemukan bahwa

sin ZP = ﬂ atau
PR
RU = PR x sin ZP =q x sin ZP (13)
. RU . .
sinQ = E atau RU = RQ x sin ZQ = p x sin ZQ (14)

Dari (6e) dan (6f), diperoleh

. . q p
X ZP=px ZQ < = 15
77 °m psin £Q sinZQ sinZP (15)

Selain itu, kita juga dapat menuliskan bahwa

cos ZQ = %=% atau z = p x cos ZQ (16)

Kita masih fokus mencermati APRU dan ARQU, dengan Teorema
Pythagoras, kita dapat menuliskan

q* = (r-2)* + (RU)? dan

p*=2*+ (RU)* atau (RU)* =p* - 22

Akibatnya, diperoleh

@ =r-27+p -2

S F=r-2rz+2+p-Z=r+p*-2rz (17)
Dengan (16), maka (17) menjadi

q*=r*+p*-2.r.p.cos £Q (18)

Jadi, dari (3), (9), dan (15), kita menemukan bahwa

P q r

sin /P sin ZQ sin Zr

Hal tersebut di atas sering dikenal istilah ATURAN SINUS.

Selain itu, dari (6), (12), dan (18) juga kita menemukan bahwa

q2+r2—P2

i p*=q°+r-2.q.r.cos LPataucos LP= 5
q.r
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2 2 2
ii. g2=p*+r*-2p.rcos ZQataucos LQ = pPrr g
2.p.r
pz vt -1
iii. ”=p*+q*-2.p.q.cos ZRataucos ZR = Zq—
-Pq

Hal tersebut yang sering dikenal istilah ATURAN COSINUS

Untuk membantu mengingatnya, kita jadikan sebagai sifat, seperti berikut.

Sifat 4.7
Untuk setiap segitiga, dengan BC = g, A
AC = b, AB = ¢, dengan sudut-sudutnya
ZC, ZA dan £B, maka berlaku R Q
ATURAN SINUS c B
a b ¢ p
sin ZA o sin ZB o sinZC Gambar 4.41 AABC dengan tiga
garis tinggi
ATURAN COSINUS
2 2 2
i. a*=b>+c*-2.b.ccos LA atau cos LA = M—a
2.bc
2,2
ii. b*=a*+c*-2.a.c.cos £B atau cos ZB = 4rc=y
2.a.c
2 2 2
iii. ¢=a*+b*>-2.a.b.cos ZC atau cos £C = %
a.

Kemudian, kamu harus mampu menggunakan dengan efektif aturan sinus dan
aturan cosinus di atas dalam memecahkan masalah.

Coba uji pemahaman kamu dalam menggunakan Sifat 4.7.

|
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Jalan k dan jalan I berpotongan di kota A. Dinas tata ruang kota ingin
menghubungkan kota B dengan kota C dengan membangun jalan m dan
memotong kedua jalan yang ada, seperti yang ditunjukkan Gambar 4.42 di
bawah. Jika jarak antara kota A dan kota C adalah 5 km, sudut yang dibentuk
jalan m dengan jalan / adalah 70° dan sudut yang dibentuk jalan k dan jalan m
adalah 30°. Tentukan jarak kota A dengan kota B.

Jalan [

B C Jalan m

Jalan k

Gambar 4.42 Jalan k, |, dan m

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Untuk memudahkan perhitungan, kita bentuk garis tinggi AD, dimana garis
AD tegak lurus dengan garis BC, seperti pada Gambar 4.43.

Jalan m

Gambar 4.43 Segitiga ABC dengan garis tinggi D

i
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Dengan menggunakan konsep perbandingan trigonometri (Definisi 4.1), pada
AABC, dapat kita tuliskan bahwa

sin B= AD atau AD = AB x sin B (19)
AB

Sedangkan pada AACD, kita peroleh
AD

sinC= — atau AD=ACxsin C (20)
AC

Dari persamaan (19) dan (20), kita peroleh bahwa
AB x sin B=AC x sin C (21)
Karena diketahui bahwa ZC = 70°, ZB = 30°, dan jarak AC = 5, dengan

persamaan (21) diperoleh
AB x sin 30° = AC x sin 70°,

_ 5xsin70°  5x(0,94)
sin 30° 0,5
Jadi, jarak kota A dengan kota B adalah 9, 4 km.

& CEERETED

Diberikan segiempat, seperti pada Gambar 4.44.

AB =9,4 km.

Gambar 4.44 Segiempat ABCD

Hitung nilai s.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Dengan Gambar 4.44, kita melihat AADB, AADC, dan AABC

|
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Hal ini kita perlukan untuk menemukan nilai cos ZDAB.
Di sisi lain, ZDAB = ZBAC + ZDAC.

Artinya, dengan menemukan besar sudut Z/BAC dan ZDAC, kita dapat
menghitung nilai cos ZDAB (mengapa harus menentukan cos ZDAB?)

Mari kita kaji AABC.

Gambar 4.45 Segitiga ABC

Dengan menggunakan Sifat 4.6 (Aturan Cosinus)
AC*+AB’-BC* 6°+2°—(5,5° 9,75
2.AC.AB 2.(6).(2) 24

Dengan bantuan kalkulator atau tabel trigonometri, karena cos ZBAC = 0,40625,
maka besar ZBAC = 66,03°.

cosZBAC = =0,406

Sekarang, mari kita kaji AADC.

Gambar 4.46 Segitiga ADC.

Dengan menggunakan Sifat 4.6 (Aturan Cosinus), kita peroleh
AC*+AD’-DC* 4*+6°—(3,5)
2.AC.AD 2.4.6
Melalui kalkulator atau tabel trigonometri, diperoleh besar ZDAC = 34,03°

cos ZDAC = =0,82813

Dengan demikian, besar ZDAB = 66,03° + 34,03° = 100,06°

i
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Akibatnya, untuk menentukan panjang sisi s, kita perhatikan AABD.
AB*+AD’ - BD?

cos ZDAB =
2.AB.AD
2 2 2
cos ZDAB = &
2.4.2
Atau

16.(cos 100,06°) = 20 - s*
< 16(~0,174) = 20 - &>

<> -2784=20-¢

Gambar 4.47 Segitiga ABD

> s$=22,784

<> s= /22,784 =4,709

4.7 Grafik Fungsi Trigonometri

Pada subbab ini, kita akan mengkaji bagaimana konsep trigonometri jika
dipandang sebagai suatu fungsi. Mengingat kembali konsep fungsi pada Bab 3,
fungsi f(x) harus terdefinisi pada daerah asalnya. Jika y = f(x) = sin x, maka daerah
asalnya adalah semua x bilangan real. Namun, mengingat satuan sudut (subbab
4.1) dan nilai-nilai perbandingan trigonometri (yang disajikan pada Tabel 4.3),
pada kesempatan ini, kita hanya mengkaji untuk ukuran sudut dalam derajat .
Mari kita sketsakan grafik fungsi y = f(x) = sin x, untuk 0 <x < 2m.

a. Grafik Fungsi y = sin x, dan y = cos x untuk 0 < x <27

Dengan keterampilan kamu dalam menggambar suatu fungsi (Bab 3), gambar-
kan grafik fungsi y = sin x, untuk 0 <x < 2m.

|@)| Alternatif Penyelesaian >

Dengan mencermati nilai-nilai sinus untuk semua sudut istimewa yang
disajikan pada Tabel 4.3, kita dapat memasangkan ukuran sudut dengan nilai

sinus untuk setiap sudut tersebut, sebagai berikut.

|
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Selanjutnya pada koordinat kartesius, kita menempatkan pasangan titik-
titik untuk menemukan suatu kurva yang melalui semua pasangan titik-titik

tersebut.

Selengkapnya disajikan pada Gambar 4.48 berikut ini.

Gambar 4.48 Grafik fungsi y = sin x, untuk 0 < x < 2n

-2
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Dari grafik di atas, kita dapat merangkum beberapa data dan informasi seperti
brikut.

a.  Untuk semua ukuran sudut x, nilai maksimum fungsi y = sin x adalah 1,

dan nilai minimumnya adalah -1.
b. Kurva fungsi y = sin x, berupa gelombang.

c. Untuk 1 periode (1 putaran penuh) kurva fungsi y = sin x, memiliki
1 gunung dan 1 lembah.

d. Nilai fungsi sinus berulang saat berada pada lembah atau gunung yang

sama.
e.  Untuk semua ukuran sudut x, daerah hasil fungsi y = sin x, adalah -1 <y <1.

Dengan konsep grafik fungsi y = sin x, dapat dibentuk kombinasi fungsi sinus.

Misalnya y = 2.sin x, y = sin 2x, dan y = sin ( x+£j . Selengkapnya dikaji pada
contoh berikut. 2

& [Contohla%i7;

Gambarkan grafik fungsi y = sin 2x dan y = sin ( X +Ej , untuk 0 < x <2m.
2

Kemudian tuliskanlah perbedaan kedua grafik tersebut.

|@| Alternatif Penyelesaian>

Dengan menggunakan nilai-nilai perbandingan trigonometri yang disajikan pada
Tabel 4.3, maka pasangan titik-titik untuk fungsi y = sin 2x, untuk 0 < x < 2w
adalah:

Untuk x = 0, maka nilai fungsi adalah y = sin 2.(0) = sin 0 = 0. = (0, 0)

Untuk x = (g), maka nilai fungsi adalah y = sin 2(%) —sin 2= o

3 2
™ 3
6 2

Untuk x = %, maka nilai fungsi adalah y = sin 2. (g) = sin g == (g,l).
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Demikian seterusnya hingga

untuk x = 27, maka niali fungsi adalah y = sin 2.(21) = sin 4w =sin 0 = 0
= (27, 0)

Selengkapnya pasangan titik-titik untuk fungsi y = sin 2x, 0 < x < 2m, yaitu

00 (3 (SRR (ST G (55 )

(3_71 \EJ (5_71 _\/5} (m, 0); (%t\/fJ ------ ; (2, 0).

4 2 'le 2

Dengan pasangan titik-titik tersebut, maka grafik fungsi y = sin 2x, 0 <x<2n
disajikan pada Gambar 4.49.

14

0,5

0,5

Gambar 4.49 Grafik fungsi y = sin 2x, untuk 0 < x < 2n
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Berbeda dengan fungsi y = sin 2x, setiap besar sudut dikalikan dua, tetapi

untuk fungsi y = sin ( x+£) , setiap besar sudut ditambah g atau 90°.
2

Sekarang kita akan menggambarkan fungsi y = sin ( x .,.Ej , untuk 0 < x < 2m.
2

Coba kita perhatikan kembali Sifat 4.4, bahwa sin ( x.,.Ej = cos x. Artinya,
2

sekarang kita akan menggambarkan fungsi y = cos x, untuk 0 <x < 2m.

Dengan menggunakan nilai-nilai cosinus yang diberikan pada Tabel 4.3 kita
dapat merangkumkan pasangan titik-titik yang memenuhi fungsi y = cos x,
untuk 0 < x < 2w, sebagai berikut.

T T

7n B (sn V2 .(41_1} (3_0](5_1j 7n V2 (1m VB, o

6 > 2 b 4 > 2 bl 3 > 2 b 2 > b 3 )2 b 4 > 2 b 6 > 2 > > .
Dengan demikian, grafik fungsi y = cos x, untuk 0 < x < 2m, disajikan pada
Gambar 4.50 berikut.

(m, 0)

075 """""""""""""""""" ‘ "*j"’;""””i"'"”jj """" :

Gambar 4.50 Grafik fungsi y = cos x, untuk 0 < x < 2rn
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Dari kajian grafik, grafik fungsi y = sin 2x sangat berbeda dengan grafik fungsi

y=sin ( X+ Ej = cos x, meskipun untuk domain yang sama. Grafik y = sin 2x,
2
memiliki 2 gunung dan 2 lembah, sedangkan grafik fungsi y = sin ( x+£j
2

= cos x, hanya memiliki 1 lembah dan dua bagian setengah gunung. Nilai

maksimum dan minimum fungsi y = sin 2x sama y = sin ( x+£j = oS X

untuk domain yang sama. Selain itu, secara periodik, nilai fungsi y = sin 2x

dan y =sin ( x+£) = cos x, berulang, terkadang menaik dan terkadang
menurun. 2
Pertanyaan

Dengan pengetahuan dan keterampilan kamu akan tiga grafik di atas dan
konsep yang sudah kamu miliki pada kajian fungsi, sekarang gambarkan dan
gabungkan grafik y = sin x dan y = cos x, untuk domain 0 < x < 2m.

Rangkumkan hasil analisis yang kamu temukan atas grafik tersebut.
b. Grafik fungsi y = tan x, untuk 0 <x <2n

Kajian kita selanjutnya adalah untuk menggambarkan grafik fungsi y = tan x,
untuk 0 < x < 2n. Mari kita kaji grafik fungsi y = tan x, melalui masalah berikut.

Untuk domain 0 < x <2, gambarkan grafik fungsi y = tan x.

|@| Alternatif Penyelesaian>

Dengan nilai-nilai tangen yang telah kita temukan pada Tabel 4.3 dan
dengan pengetahuan serta keterampilan yang telah kamu pelajari tentang
menggambarkan grafik suatu fungsi, kita dengan mudah memahami pasangan
titik-titik berikut.
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Dengan demikian, grafik fungsi y = tan x, untuk 0 < x < 27, seperti pada
Gambar 4.51 berikut ini.

Gambar 4.51 Grafik fungsi y =tan x, untuk 0 < x < 2n
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Dari grafik di atas, jelas kita lihat bahwa jika x semakin mendekati g (dari

kiri), nilai fungsi semakin besar, tetapi tidak dapat ditentukan nilai terbesarnya.
Sebaliknya, jika x atau mendekati g (dari kanan), maka nilai fungsi
semakin kecil, tetapi tidak dapat ditentukan nilai terkecilnya. Kondisi ini
berulang pada saat x mendekati 3775 Artinya, fungsi y = tan x, tidak memiliki

nilai maksimum dan minimum.
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